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PROLOGO

Con el propasito de implementar el uso del Derive en los cursos de Algebra Linea! surgio la
idea de escribir esta guia como una ayuda para los estudiantes en su trabajo con
computador.

Este folleto contiene una guia basica, una serie de ejercicios resueltos con Derive y una
coleccion de practicas propuestas. En la guia basica presento, ademas de las principaies
funciones de Denve en cuanto a manejo de veclores y matnces, los procedimientos usados
en los algoritmos mas impaortantes de un curso basico de Algebra Lineal; cada procedimiento
esta ilustrado con ejemplos. En la seccidn de ejercicios resueltos he tratado de cubrir todos
los temas del curso de Algebra Lineal y he incluido ademas un ejercicio relacionado con
Geometria Analitica. Finalmente, en esta segunda edicion, propongo una série de practicas
de diferentes temas de Geometria y Algebra Lineal, las cuales pueden ser recomendadas
como trabajos para los estudiantes; los ejéercicios propuestos ofrecen cierto dinamismo e
individualidad porgue en muchos de ellos los datos dependen del numero del camé del
alumno y en algunos otros, se generan aleatoriamente.

Espero haber cumplido mi objetivo de facilitar a profesores y estudiames de Algebra Lineal el
trabajo con Derive.

Quiero expresar mis agradecimientos al profesor Julio César Maorales C. por haberme
asesorado en la capacitacion para el manejo de Derive; igualmente a la profesora Luz Elena
Mufoz Sierra, quién después de experimentar el uso de la guia inicial con sus grupos, me
hizo importanies sugerencias. Agradezco ademas al Director del Departamento de
Matematicas, Arturo Jessie Manue), por animarme a realizar este trabajo y proporcionarme el
tiempo y los recursos necesarios.

Rosa Franco Arbelaez
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ALGEBRA LINEAL CON DERIVE
Guia Béasica

Algunas de las funciones que aparecen en esta guia fueron programadas par el profesor Julio
César Morales C. del Departamento de Maleméticas y pueden ser utilizadas en la Sala de
Informatica de la Facuitad de Ciencias. A otras les ha cambiado fos nombres originales por
nombres mas comodos y al finalizar la guia aparece un paralelo enire dichos nombres, para tener
en cuenta si se trabaja en otro fugar.

. Entrada de vectores y matrices.
a) En lalinea de comandos :

1) Para entrar un vector se selecciona el comando DECLARE y en éste se elige vectoR,
ésto puede hacerse tecleando primero l1a ietra D y luego la letra R. Aparece en
pantalla to siguiente :

DECLARE VECTOR ; Dimension ;_

Se digita entonces el ndmero de componentes del vector y se da ENTER ; luego
pide los elementos del vector uno a uno y cuando ha recibido el tolal de
componentes, carga el vector en ia ventana de algebra, asignandole un numero (#n).
Si se desea denotar el vector mediante una letra v, por ejemplo, se da luego la
instruccidn v:=#n. Si mas adelante se quiere utilizar la letra v como argumento de
una funcién, antes de hacerlo se debe inasignar mediante la instruccion v:=. Se
recomienda no usar las letras |, j, k, x como nombres, porque eltas fueron usadas en
los programas de atgunas funciones.

2) Para entrar una matriz se selecciona el comando DECLARE MATRIX, digitando la
letra D y luego la ietra M. Aparece en pantalla lo siguiente :
DECLARE MATRIX : Rows :_ Columns ;_
Se entra el numero de filas y el nimero de columnas. Luego pide uno a uno los
elementos de la matriz indicando ¢ada vez su posicion.

b) Con el comande AUTHOR

1) Se entra un vector digitando sus componentes entre corchetes y separados por
comas,asi:[_,_,..,_]

2) Se entra una matriz como un vector de veclores, cuyas componertes son las fitas
defamatriz,asi:[[_._.,...._V.[_. _.,.-._)v ol 1)

¢} Generando vectores y matrices

Se pueden generar veclores y matrices evaluando una expresion Uk) (U(.k)) en una
secuencia de valores de k ( de j y k) de la siguiente manera :
1) Para vectores:
Con el comando AUTHOR, se entra la instruccion VECTOR (U(k) k,i.f,p), donde:
U(k) es la expresion que se quiere evaluar
k es la variabie
i es el valor inicial de k
f es el valor final de k
p es el lamano del paso



2)

Ejempio 1: VECTOR (k A2+ l,k,l,?,E) genera el vecior [2 ,1{1,26,5[!] .

Si se omite el argumento p (o el argumento i) DERIVE asume que éste toma como
valor 1.

También se puede utilizar la funcion VECTOR cambiando los 3 ultimos argumentos
por un vector cuyas componentes sean los valores que debe tomar la variable k.

Ejemplo 2 . VEGTDH(;E a2+, k ‘[3 L IJD nos genera el vector [IG,SD,ITG] :

Para matrices :
Con el comando AUTHOR, se entra la instruccion

VECTOR (VECTOR (u(/.k) .k i, . £, ,p,).].i,./,.p;) donde:

u(jk) es la expresion que se quiere evaluar.

iy %,py : valor inicial, valor final y paso para la vanable k.
iz.f2.p2: valor inicial, valor final y paso para la variable j.

Ejemplo;
P’ECTUR(PTCTGR(j+k,k i 2},},1,?, 2] genera la matriz

(2 4 B)
4 8 8
6 &8 10|°
8 10 1

Esta funcién trabaja con je {13,57) y ke {135} asi:conj=1y ke {135},
genera la primera fila [2,4,6]. con j=3 y k={1,3,5} genera la segunda fila [4,6,8].

d) Mafrices y vectores de componentes aleatorias

1)

2)

RANDOM_VECTOR(n,s) : genera un vector de orden n, cuyas componentes son
numeros tomados aleatoriamente en el intervalo (-s,s).

RANDOM_MATRIX(m,n,s) : crea una matriz de orden mxn, cuyas componenies son
numeros tomados aleatoriamente del intervalo (-s,s).

NOTA: La funcion RANDOM también se puede ulilizar para generar polinomios con
coeficientes aleatorios, asi : RANDOM_POLY(x,n,s) simplifica a un polinomio de grado n
en la variable x cuyos coeficientes son nimeros aleatorios tomados en el intervalo (-s,s).

Il. Funciones para manipular vectores y matrices.

a) Para seleccién :

1)

Para seleccionar |a i-ésima componente de un vector X :

X SUB | (el operador sub también se puede entrar presionando las teclas ALT+V y
en tal caso aparece en la pantalla como x i).

Oftra funcidn eon el mismo efecto es ELEMENT(X.i).



2) Para seleccionar la ij- ésima componente de una matriz A :
ASUBiSUBj
ASUBIL.j
ELEMENT(A, i, ).
3) Para seleccionar la fila | de la matriz A :
A SUBIi o ELEMENT(A,), ya que A es un vector de veciores.
4) Para seleccionar la j-ésima columna de una matriz A :
SELECCIONE( A, [I1). Ver funcion seleccione para varias columnas mas adelante.
El resultado es una matriz de una columna.

5) Para seleccionar valores de k que satisfagan una condicion u dada en funcion de k :

EELECT( M ,!r,v) : Selecciona las componentes & del vectorvque satisfacen la
condicion p .

Ejemplo 1 : SELECT (k A2 ~1=0,k,[-1,1,5,0,1,3]) simpificaa [-1,1,1],

SELECT(w.k,m,n,s) : en este caso k varia de m a n en pasos de tamafio s, si se
omite s, éste toma como valor 1,

Ejemplo 2 : La funcién PRIME(K) retoma TRUE o FALSE segun que el numero k sea
primo o no primo. Para hallar todos los numeros primos menores que 100
simplificamos la expresién SELECT( PRIME(K), K, 1, 100) la cual nos presenta
dichos nimeros en un vector,

Para modificaciones

BORRE (v.n) : crea un nuevo vector suprimiendo la n-ésima componente del vector v .

INSERTE (1, v,n) : crea un nuevo vector insertando u antes del n-ésimo elemento del
vector v.

CAMBIEX (p, v,n) : crea un nuevo vector cambiando por | la n-ésima componente del
vector v .

APPEND (v,w) : construye un vector colocando primero las componentes del veclor v y
luego las del vector w.

Las cuatro funciones anteriores pueden ser aplicadas a matrices para manipular sus filas.

CAMBIEX_(c, A, i, ]) : crea una nueva matriz cambiando por ¢ la ij-ésima componente de
la matriz A,

BORRE _ COL(A, j) : crea una nueva matriz suprimiendo |a j-ésima columna de la matriz
A

INSERTE _ COL(u, A, j) : crea una nueva matriz insertando el vector u como j-ésima
columna en la matriz A,

CAMBIEX_COL(v, A, ]) : crea una nueva matriz, cambiando por el vector v la j-ésima
columna de A,



APPEND _ COL(A, v) : crea una matriz aumentada, agregando a la matriz A, como ulima
columna el vector v

AFPPEND _ COLS(A,B) . crea una matriz aumentada (A:B) colocando & |a derecha de

A lamatnz B (si A y B tienen igual numera de filas).
SELECCIONE (A, v) : forma una nueva matriz cuyas columnas son las columnas de A

indicadas en el veclor v
Ejemplo . SELECCIONE (A (138 ]} simplifica como una matriz cuyas columnas son

A aRly A5l eneste orden.

Si alguna de estas funciones se usa con el fin de realizar commecciones sobre un vector (0
matriz) v , se debe ejecutar y luego reasignar a v el resultado.

En tedos |0s casos, cuando decimos v es;un vector, nos referimos a un vector fila. En la
ventana de aigebra podemos distinguir entre vector fila y matnz de una fila, por que el
vector tiene sus componentes separadas por comas y la mainz no.

Para operar con vectores y matrices :
A" © Nos da la matnz transpuesta de A

a A : Multiplica la matriz (o vector) A por el escalar @

A £B : Suma o resta dos matrices (o vectores) A y B de igual orden.

A.B © Multiplica la matriz A por la matriz B, si los ordenes de estas matrices son
compatibles para el producto

NOTA :

(1) A puede ser un vector fila cuyo numero de componentes es igual al numerc de filas
de la matniz B y en tal caso el resultado es un vector

(2) Si A es una matriz y B es un vector cuyo numero de componentes es igual al
numero de columnas de A entonces A. B nos presenta el producto de A por B como
vector (fila).

(3) Si A y B son dos vectores con igual numero de componentes, el resultado de A.B

es el producto escaiar entre los dos vectores.

CROSS (v,w) : realiza el preducto vectorial (o producto cruz) entre dos vectores v y w de
R3.

A~ (~1) & Calcula la inversade A, si A es invertible.
ID{n) : construye la matriz identidad de orden n.

A A K : calcula la k_ésima potencia de la matriz cuadrada A, sikeZ™; s A s invertible,
k puede ser negativo.

ADJOINT (A) : calcula ta matnz adjunta de A, st A es cuadrada.



SEUDO_INV (A) : calcula |a seudoinversa de la matriz A.

Observacion : Cuando una operacion no esta definida . por ejemplo, si se pretende hallar la
inversa de una matriz no invertible o sumar matrices de diferenie orden, Derive deja la
operacién indicada.

d)

e)

Para realizar operaciones elementales de fila

Si A es cualquier matriz de orden mxn -
SWAP(A, /, /) : Intercambia las filas i y ] de la matriz A (produce P, A).

SCALE(A ¥ ,c) : Multiplica ta fila i de la matriz A por el escalar ¢ (produce M;(cjA).

SUBTRACT(A ./, /,c) - Restaalafiai de A. c veces fa fila j de A (produce fa
matnz E, (c}A).

P’IVOT(A R j) : Realiza el proceso de eliminacién sobre la columna j de A, restando
a todas las filas, a partir de la fila i+ 1, multiplos apropiados de la fila i , para conseguir
ceros debajo de a posicién (i , j).

Para hailar numeros especiales asociados con una matriz o un vector

RANK(A} : Calcula el rango de A.

ABS(v) . Halla la longitud { 0 norma) del vector v.

TRACE(A) : Halla la traza de la matriz A, si A es cuadrada.

DIMENSION(A) : Nos da el numero de filas de A (también actia sobre cualguier vector,

dando su numero de componentes).
DET (A) . Calcula el determinante de la matriz A, si A es matriz cuadrada.

COFACTOR( A, i, j) : calcula el cofactor correspondiente a la posicion (i, j ) de ia
matriz cuadrada A,

Para el proceso de efiminacion Gaussiana

ESCALONE(A} : Realiza el proceso de eliminacion Gaussiana sobre ta matniz A y halla
asi una matriz escalonada a partir de A.

ESCALONEP(A) : Realiza e! proceso de eliminacion Gaussiana con pivoteo parcial
sobre la matriz A y da como resultado la correspondiente matriz escaionada,

Las 2 funciones anterores actuan unicamente scbre matrices cuyas componentes son
todas numéricas,

ESCALONE_(A ,B) : 8i A y B son matrices con igual nimero de filas, pega la matnz B

a la derecha de 1a matniz A vy realiza luego &l proceso de eliminacion Gaussiana sobre la
matriz obtenida, parando cuando A esié escalonada.

ESCALONEP_(A ,B) . pega la matriz B a la derecha de A y realiza la eliminacion
Gaussiana con pivoteo parcial en (AEB) hasta escalonar ia matnz A.



NOTA : Para que las dos funciones anteriores realicen el proceso requerido, todas las
componentes de la matriz A deben ser numéricas ; las de la matriz B pueden ser
alfanumericas.

REDUZCA (A) : Halla una matriz escalonada reducida (con "unos" como pivotes y ceros
debajo y encima de cada pivote), por operaciones elementales de fila sobre la matriz A.

REDUZCA_(A‘ i B} : Trabaja igual que la funcion anterior sobre la matriz aumentada
(A:B), siendo A y B matrices con igual nimero de filas.

ESCALONE_B(A) : Crea un vector genérico , lo agrega como columna a la derecha de
la matriz A ¥ luego realiza el proceso de eliminacion Gaussiana hasta escalonar A. Esla
funcion es muy util especialimente cuando se quiere hallar restricciones sobre las
componentes de un veclor genérico b para que el sistema AX = Db sea soluble.

Dado un vector d podemos determinar si satisface las restricciones, mediante el comando

MANAGE SUBSTITUTE (M+S) sustituyendo 51,52, bk por las comespondientes

componentes del vector d. Otro método consiste en crear en la linea de AUTHOR una
funcion f(b1, b2, ..., bk), asignandole la matriz escalonada que contiene las restricciones y
luego simplificar f(d1, d2, ..., dk).

NOTA : Una expresion (o subexpresion) resaltada en la ventana de algebra puede traerse
a la linea de AUTHOR, mediante la tecla 13 para ser insertada en una nueva expresion.

-
Ejemplo: Si A=(-1 3 5
=1 8 13

ESCALONE_B (A} nos da como resultado la matriz

Si con el resultado antenor resaitado, activames el comando MANAGE SUBSTITUTE y
sustituimos b1 por 2, b2 por-1 y b3 por 0, obtenemos |a matriz

.
- ] es soluble,
.0

de donde se deduce que el sistema AX =

Otra forma de determinar si AX=d es soluble, es la siguiente : definimos la funcion



b1 ]
+ bi y luego simplificamos f( 2, -1, 0 ).

12 3
f(b1, b2, b3) : = {D 5 8 b2
0 0 0 b3-2b2-01

Para una factonzacion PA=LU de una matiz 4 = R_, . se tienen las siguientes
funciones:

U_(A) : halla la matriz escalonada U,

INVL_P(A) : calcula la matriz L™'P.

L_U(A) : Halla las matrices L y U . Entrega el resultado en la forma (GUD r SJ
\

(U)
U_P(A) : Halla las matrices U y P. Entrega el resultado en |a forma [ [ r &i.

(P)
(0. 4 =1 10 1
. . 1 0 . 01 -1
Ejemplo: Si A= i 3 J.errtunce.s: U:=U_(A) simplificaa U= & 8 ol
-1 0 - 00 0
0 Tu o
INVL_P d ik Ltp
e POV R I i
0 1 .0
(ff1 0 o0 o)) \
0 1 00
Loy b ) nJ
\ =1 0 01
L_U(A) simplifica como 161 Sl
01 =1
0 0 0
L Lo o o)) ]




Iy

If( 1 U' 1\,'\ b
o —1~ |
00 0] |
00 0/ , :
U_P(A) simpiifica como. || " |~ D} 4 ,4i
| (1 00 0 |
Lﬁ 01 of |
-._kﬂ 0 0 L) J

Si se requiere usar mas adelante las matrices L L U y P , se les puede asignar sus
nombres seleccionando la correspondiente matriz y trayéndola a la linea de author
mediante la tecla .

1 00 0 | 100
0 0 ity dule==t] 1000
Obtuvi L= U= pL .
PR Sy u‘ U=\ omighp | 5010
-1 00 1 0.0 0/ 000 1

Con la instruccion P 4 - L./ verificamos |a factorizacion ;| debemos oblener la matriz
cero.

CHOLESKY (A) : Halla una matnz triangular inferior V, tal que A =V v siempre que A
sea una matnz definida positiva (simétrica con todos sus valores propios positivos)

Como resolver sistemas de ecuaciones lineales,

Sea A una matriz de orden m =< n, b un vector fila de orden m y v un vector fila de
orden r {r = n] , Cuyas componentes son numeros enteros enfre 1y n.
RESUELVA(A b, v): resuelve el sistema de ecuaciones lineales AX =b" despejando las

variables asociadas con las columnas que se indican en el vector v, en términos de las
restantes. Esta funcion esta programada usando la funcion SOLVE, la cual sirve para
resolver ecuaciones lineales. Si desea hallar algunas soluciones pariculares puede
hacerlo mediante los comandos MANAGE SUBSTITUTE ; ésto también puede lograrse,
creando una funcién cuyos argumentos son las variables libres y cuyo valor es el
resultado de la funcibn RESUELVA y evaluando luego dicha funcion para valores
concretos de las vanables libres,

Ejemplo : Para resolver el sistema AX = b, donde

aweq 3 59 (9)
A=i-4 2 3 7| y b= 1
\6 -3 0 -2 8



declaramos la matriz A y procedemos como sigue - Ejecutamos la instruccién
ESCALONE(A) . la cual simplifica como

(2 =13 5)
a0 ¢ 17|,
0o 0 0 0)

Luego, las variables basicas son las asociadas con las columnas 1y 3.

A continuacion damos la instruccion RESUELVA (A,[Q,I,E]],[l,.i]). la cual
simplifica como

[x1=3ﬂ+2x4+a

| B
| & =1E-1?x4
L 9

Por lo lanto, la solucion general del sistema AX =b es

(% % (sﬁ % |
0

x 1 |

2=1 + X2 +Xgq o | i X2.%4 eR
x3| 1'% 0 '”/5|
xxd.z‘ 0 1) 1 J

(o - 3x2+2x4+8
Para hallar soluciones particulares, creamos la funcién f{xﬁ i 34} ' =’ ! 19—51 Txd
k 3= ——'5"-" J

y luego simplificamos para valores concretos. Por ejemplo, f{— 1,5) simplifica como

Vi
X = % -1 = . .
_Im| por lo tanto, el vector es una solucion particular del sistema.
a3 -2
. &
Observaciones

1. Recuerde que las letras x ,i,j, k no pueden estar asignadas, ya que todas ellas han
sido usadas en el programa de |a funcion RESUELVA.

2. °&i el sistema de ecuaciones lineales que se quiere resolver no &s soluble |, la funcitn
resuelva entrega como resultado el simbolo [ ] frente al vector de variables bésicas.

RESUELVA_1(A , b) : Resuelve un sistema de ecuaciones lineales cuya matriz de
coeficientes es invertible. Entrega como resultado el vector solucion.

REGRESIVA(U , v) : Realiza el proceso de sustitucion regresiva para el sistema de
ecuaciones lineales cuya matriz aumentada es U; siendo U una matnz escalonada y v el
vector que indica las columnas que contienen pivote; toma como vector de términos
independientes la Gitima columna de U,
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Combinando la funcion ESCALONE_(A . B) o la funcion ESCALONEP_({A , B) con la
funcion REGRESIVA se pueden resolver simultidneamente varios sistemas de ecuaciones
lineales con la misma matriz de coeficientes A, siendo B la matriz cuyas columnas son los
vectores de términos independientes de dichos sistemas.

Ejempio:
9 5 1

Si A es la matriz del ejemplo anterioryB=| ] -1 1/, la funcién compuesta
8 6 4

REGRESIVA(ESCALONE_(A , B) , [1, 3] simplifica como

1"=1/2 0 -1/3 4/3 1 ©
0 0 1 17/9 19/9 1 1/3
L0 0 0 0 0 0 4

Este resultado puede interpretarse como sigue:

(9

El sistema AX = | || tiene por solucion xy = 4/3 + 12x+ 183 x X3 =19/9-17/9 x4
8
(5

El sistema AX = | — ] | tiene por solucion %, =1 +1/2x:+ 18 x X=1-179x.
.6

1
El sistema AX = || 1| no posee solucion.

La funcidn REDUZCA_(A , B) también es itil para resolver simultdéneamente varios
sistemas de ecuaciones lineales con la misma matriz de coeficientes, colocando como
matriz B la que tiene por columnas los diferentes vectores de términos independientes;
pero antes de aplicarla se debe comprobar que los sistemas en consideracion si sean
solubles. El resultado que entrega es el mismo de la funcidn compuesta anterior.

Para resolver simultdneamente los sistemas AX =B'"Y, AY=B% AX=8"
también se puede simpiificar la funcién compuesta :

UECTGR(RESUELVA{A, Bsul:us._,v) . 5.1 ,r). siendo B la matriz cuyas columnas
son los vectores de términos independientes; esla funcion entrega un vector cuyas

componentes son las soluciones de los sistemas dados en el orden correspondiente. EI
tiempo de ejecucion de esta funcion es superior al de las funciones anteriores, pero
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compensa al entregar las variables basicas despejadas , lo que no ocurre con |as otras
funciones.

Ejemplo :

Para resolver simultaneamente los mismos tres sistemas del ejemplo anterior

simplificamos la funcion compuesta VECTOR (RESUELVA(A , B subs ,{1,3]) i e 3)
¥ obtenemos :

_3:2+2(x4+4)] ‘x  3x2+2(x4+3)
= =

T g Lol
19-17x4 |* 9-17x4 L, |

IV) Ajuste de datos por minimos cuadrados.

Para hallar la mejor solucidn , x , de un sistema de ecuaciones lineales AX =b , por el
melodo de los minimos cuadrados , se sigue el algoritmo de las ecuaciones normales,
utilizando las funciones hasta ahora vistas para operaciones con matrices y solucion de
sistemas de ecuaciones lineales. Para el calculo del error, se puede aplicar la funcion

ABS al vector b- A.x .
Ejemplo :

Para hallar la recta que mejor se ajusta a los puntos

(2] (512) (77 ) rocademos como sve:

i} Sustituyendo los datos en la ecuacion y = mx+b , obtenemos el sistema

-m+b=2
1 -9
—m+b=—
DL T
jm+b=—a—
3 10
_1.m+ —-._E
7 100

cuya forma matricial es
f _1 1 f 2 i
/2 1[m] { -9/10 ’
-14/3 1|\b) | €/10

Y7 \-28/100)
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ii) Entramos la matriz de coeficientes del sistema anterior, mediante el comando
DECLARE MATRIX vy le asignamos la letra A4 .
El vector b lo entramos como b:=[2,-9/10,6 10, -28.100] .

iii) Resolvemos ahora el sistema de las ecuaciones normales, mediante la funcién
RESUELVA_I{A‘ A, A.b ) , la cual con el comando APPROX simplifica a

[~ 193680,0.0206713] .

Luego, la mejor solucién en términos de minimos cuadrados, para e! sistema AX =b

es x=[-193680,00206713] .

Asi, la recta que mejor se ajusta a los puntos dados, es ¥y = - 1.93680x + 0.0206713 .

iv) Para calcular el error, simptificamos |a expresion ABS (b- A.i] , mediante el comando
\
APPROX y obtenemos 0.0951520,
v) Para predecir las ordenadas correspondientes a diferentes abscisas xg sobre la recia

del ajuste, pedemos definir una funcidn y(x) := -1.93680x + 0.0206713 y luego evaiuar
simplificando y(xg); por ejempio, y(1/4) simplifica como -0.463528.

vi) Para graficar la nube de puntos y la recta que mejor se ajusta a dichos puntos
procedernos como sigue:

(-1 2

' 1/2 - 9/10
1) Con el comando DECLARE MATRIX entramos la matriz & = |

| - 1/3 6/10

\ [/7 - 28/100

la cual tiene en su primera columna las abscisas y en su segunda columna las
ordenadas de los puntos que deseamos graficar.

2) Con la matnz N resaltada en la ventana de algebra . aclivamos los comandos
PLOT OVERLAY PLOT y obtenemcs asi la gréfica de los puntos dados.

3) Resaltando en la ventana de aigebra la expresion
-1.93680 x + 0.0206713
y activando de nueve el comando PLOT, obtenemos la grafica de la recta,
superpuesta con la nube de puntos graficada en 2), en el mismo sistemas de

coordenadas cartesianas.

A continuacion se presenta la grafica compieta.
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|

NOTA : Derive, tiene una funcion predefinida para realizar ajustes por minimos
cuadrados; a continuacion se describe dicha funcion y se ilustra con ejempios.

FIT(v, M) : realiza un ajuste por minimos cuadrados de una expresion parametrizada dada
en el vector v, para el conjunto de datos indicados en ia matriz M. Asl, si se guiere
estimar las constantes a;.a,,...a, para ajustar por minimos cuadrados el modelo,

y=a4f (x1)+az f2 (X)+..+8n fy (Xn) @ los datos [xg,Xy,..Xy.Yj], damos la
instruccion

FlT([x1,x2,...,xn . aq fi{xq)}+..+a, fn(xﬂ)} , M) . donde M es una matriz de n+1
columnas, que tiene en su k-ésima columna los datos correspondientes a
Xk e{l,Z,...,n} y en su Gitima columna los datos de |la variable dependiente y. Las
funciones f (x) no tienen que ser lineales.

(-1 A
_ | L2 =970
Ejemplo 1: Si M:|_1/3 6/10 |
V177 —28/100J

FIT ([ x,mx+b ], M) halla la recta gue mejor de ajusta a la nube de puntos dada por
(—] [1/2} (-1/3) [ 173 ' "
| . dicha funcidn simplifi el comando
2, *\~9/10) 6/10)y\-28/100J icha funcién simpilifica con
APPROX a 0.0206713 - 1.93680x (compare con el ejemplo anterior).
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paind
Ejemplo2: Si M={2 5 7|,
3 4 8

Fir([x,y,rx* +qy? +s] , M) simpiiica en modo exacto a 2"2 Il LI

21 3
en modo aproximado simplifica a 0285714x” + 0.0476190y° +4.66666_

V) Cobmo hallar bases ortonormales (Proceso de Gram-Schmidt).

ORTONORMAL(A) | Si A eRn.n con n = 2, es una matriz de columnas L.|., esta
funcién encuenira una matrz @ de columnas ortonormales tales gque H{A}:R{Q}: es

decir, las columnas de la mairiz hallada forman una base ortonormal para el subespacio
de R™ generado por las columnas de A .

NOTA .

1) Simzn pero las columnas de A no son L.I. , la funcién actia hasta encontrar ailguna
columna que sea C.L. de las anteriores y coloca el simboio ? en las columnas
restantes.

2] Si m<n presenta un mensaje diciendo que son demasiadas columnas.

Si se desea hallar Ja mairiz triangular superior invertible R tal que A =QR basta con
simplificar la expresion R:=Q'.A ya que a'a-=1.

i1 el

Ejemplo: Si A= {1 ﬂ} , hallamos una matriz Q de columnas ortonormales y una matriz
0 1 >

R triangular superior invertible tales que A = QR como sigue:

2
25

u*’ﬁ/

Q : = ORTONORMAL (A) nos da la matriz Q=

7

2
R:=Q".A simplifica como R=[‘F ng, :
o ¥&/)

De lo anterior podemos concluir qgue una base ortonormal para R(A)esta dada por

v2/2 J6/6
2/2], ¢, = ~J6/6|} ysetiene 4" =y24,,4"% —£q| {qz.
0 J6/3
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Q_R(A): Si A eRgy.pcon n=2 es matriz de columnas L.|., esta funcion halla una matriz
de orden 2=x1. tal que su componente (1,1) es una matriz Q =Rp,,, de columnas
ortonormales , su componente (2,1) es una matriz & € R, , triangular superior invertible
y se satisface R(A)=R(Q) y A=QR.

Para la matnz A del ejemplo anterior; la funcién.Q_R(A) simplifica como

(V2 6,/ )

Cémo hallar valores y vectores propios de una matriz cuadrada A.

CHARPOLY (A) : Halla el palinomio caracteristico de la malriz A en la vanable w
EIGEN\JALUES{A] : Halla los valores propios de la matnz A.

EXACT_ EIGENVECTOR(A . u): Halla los vectores propios de A asociados con el

valor propio u . presenta como resultado |a solucin general del sistm(A - I_}x =0.
Si u es s6lo una aproximacion de un valor propio, esta funcién entrega como resultado el
veclor cero, ya que en este caso el sistema liene unicamenie la solucidn trivial | ésto
también puede ocurrir cuando el valor propio exacto es un numero lracional, para el cual
Derive no logra identificar, en la miumun del sisiema, algunas expresiones de iracionales
como equivalentes a cero.

La funcion EXACT_EIGENVECTOR esta reaimente limitada a matrices de orden maximo
4x4, para matrices de orden mayor que 4, se puede resolver el sistema

[.4 - u 1, )x =0 mediante la funcién RESUELVA

En el caso de tener solo aproximaciones de los valores propios y para valores propios
imacionales con  expresiones complicadas, se recomienda Ja  funcion
APPROX_EIGENVECTOR que se describe a continuacion

APPROX_ EIGENVECTOR(A . ) Halla un vector propio aproximado de la matriz A,

-asociado con el vator propio aproximado w () no puede ser valor propio exacto).
‘Las aproximaciones de los valores propios, pueden hallarse previamente faciorizando e

polinomic caracteristico en modo aproximado mediante los comandos FACTOR
COMPLEX (F+C) o simplificando la funcion EIGENVALUES(A) mediante e comando
APPROX . Si ésie procedimiento no da resultado, se puede graficar el polinomic
mediante el comando PLOT, localizar vecindades de las raices reales y luego activando

el comando SOLVE sobre el polinomio, obtener dichas raices en forma aproximada.

Antes de ejecutar la instruccion anterior, se debe colocar en modo aproximado medianie
los comandos OPTIONS PRECISION APPROXIMATE (O+P+A)

El resultado de la funcion anterior €5 un vector normalizado v. Para ver si v es una buena
aproximacion se puede multiplicar la matnz A por el vector v , luego dividir por el valor
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propio aproximado p y comparar el resultade con v ; si no da una buena aproximacion se
debe aumentar el namero de digitos y ejecutar de nuevo la instruccion.

Ejempio 1.
N %6 O

Si A=| )2 ) 0|, para hallar el polinomio caracteristico, los valores propios y los

o Bt

espacios propios de A, procedemos cOmo sigue ;

(1- w)(72w* - 78w +19)

CHARPOLY(A) simplifica como 7 , éste es el polinomio

caracieristico de A y podemos factorizario activando los comandos FACTOR COMPLEX
con el polinomio resaltado en la venlana de digebra, se obtiene asi:

S e

24 24

También podemos calcular los valores propios directamente dei-ante la funcién
EIGENVALUES (A) la cual simplifica como [w =l,w=3 48 y=8_ T‘I—] .

13+417 - _13-417

24 24

Luego, los valores propios de A son iy=1, As=

Hallemos ahora los espacios propios:

13+J1_f
24

EXACT_EIGENVECTOR [a. } simplifica a

[.rl =@, x,=@, (“’:—_T"i‘) Xy, =-@, (J-:i“’%)] '

De donde podemos concluir que el espacio propio de A asociado con i, =

13 +417 o
24

E;, =gen| (-1+ 1? 4

i)
Anﬂognmnhsapuadmhailar E’H y E;‘_3 ‘

NOTA : El signo [ se obtiene presionando simultaneamente las teclas ALT y Q |
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Ejemplo 2 :
Y% W 0

Si A=| 0 ,Vz }fé , obtenemos el polinomio caracteristico de A mediante |a funcion
s 0 Y%,

CHARPOLY (A) , la cual simplifica como 4% -8w+3w-1

EIGENVALUES (A) simplifica a [u- =1, w=d+ 0 wol_ ~i—
1++/31 1-/37
Luego, los valores propiosde A son 4, =1, 4, = :I'_I Y =7

NOTA : La unidad imqgin&ria se entra presionando simultaneamente la tecla ALT y la
letra |, aparace comoi .

Para hallar el espacio propio de A asociado con el valor propio A,, simplificamos la

l=+37)

expresion EX#CTHEIGEN\JECTDR[ A y obtenemos

~-

@ Vi@
\j‘ﬁ =@, xlz_T}__z—l £y =7

o |[®

V3@,
et

—_

4

Luego, el espacio propio de A asociado con el valor propio i.g = 1 _f' esta dado por

2
]"v'rif|

I["\_ 2 )

Analogamente se hallan los otros 2 espacios propios de A .

Ejemplo 3.

‘025 2 X/
Para la matriz M= [ g2 025 .0 J , hallamos el polinomio caracteristico medianie la
0 02 025

16800w" — 1200w? — 340w + 71

funcion CHARPOLY (M) la cual simplifica como - s
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Para hallar los valores propios simplificamos EIGENVALUES (M) y obtenemos:

_ B 65 eT
Az 55 | M{%ﬁ] | | ﬁ)
=l 1B = B x B %) 7l
230 ——— 2 308N — '3——4-31 2,30 =—73*_+6i
_ [ Jooiel |1 L
Y74 15 PP 15 g i5
s [ ™
34399
| .ATAN( —W |
| | 133 ) |
| 230 SIN| — 2 ‘
| |
o |
EXACT_EIGENVECTOR{ M- L 2 41y obtenemos
I'\ /

[ Xg=0 X3 =0 %3 =0 ] . Obviamente éste no es un vecior propio de A .

Hallamos entonces aproximaciones de los valores propios, activando el comando
APPROX con el resultado de EIGENVALUES(M) resaltado y obtenemos:

[w = 0147201, w = 0927523, w = —0324815].

Nos coleccamos en modo aproximado, mediante OPTIONS PRECISION APPROXIMATE,
para haliar un vector propio aproximado asociado con €l valor propio 0.147291; damos l1a

instruccion v : = APPROX_EIGENVECTOR (M ,0.14729 1). la cual simplifica como
[—0.228396 , 0444750, - 0.866043] .

Para saber si ésta es una buena aproximacion, damos la instruccion
t:=M.v/0147291, la cual simplifica a [-0.228403, 0.444754,-0.866046]; este

aitimo vector es muy cercano a v, obsérvese que ABS (t-v) simplifica como
8.78807 x 1078 | Io cual indica que M.v=0147291v .
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Ejempio 4.
1 1 -1 2 0
1 0 5 -3 0
Veamos como hallar los valores de lamatriz E=| -1 5 -1 0 1|:
12 -3 0 2'0
|-‘ 0 0 1 0 10

CHARPOLY(E) simplifica como -w® +2w* +42w> - 101w? - 14w + 23,
EIGENVALUES(E) simplifica, en modo exacto, como

[-w® 2w +a2w® 101w - 14 w= -23].
Como podemos ver, no nos da los valores propios,
Con la misma funcién, en modo aproximado se obtiene [6.12119], mostrando s6lo un
valor propio de E.

Al activar los comandos FACTOR COMPLEX oblenemos como resultado el mismo
polinomio adn sin factorizar,

Si resaitamos el polinomio caracteristico y activamos luego los comandos PLOT
OVERLAY PLOT, obtenemos la grafica del polinomio (puede verse mejor si cambiamos
el rango, activando el subcomando RANGE, Left:-8 RIGHT:8 BOTTOM :- 3500
TOP : 1000).

S

— AT ey

.m_ FEN PRINT ECREEM! Printer File Options
w =rllnn Wil Soale wm:3 "ER-1 -] "Eﬂ::?ﬂ'
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Observando la grafica podemos ubicar vecindades de las raices del polinomio; cada uno
de los siguientes inlervalos contiene una raiz :

(=7.46), (-1.9), (0,1), (2.3), (6.7) -

Nos colocamos ahora en modo aproximado (0 + P + A ), resaltamos el polinomio en la
ventana de algebra y luego activamos el comando SOLVE. Aparece en pantalla o
siguiente:

SOLVE : Lower : Upper :

Digitamos respectivamente los extremos inferior y superior del intervaio en el cual
deseamos hallar la raiz.

Se obtiene :
Intervalo Raiz
[_?l"ﬁl ‘H=—G,Eﬂ314
(-1,0) w =-0.497054
(0.1) w=0.451752
{2.3} w = 2.53225
(E,?] w=6.12118 .
Luego,

w, =—06.60814 , w, =-0497054 | wy, =0451752 |, w,=253225 |, w;= 612118
son aproximaciones de los valores propios de la matriz E.

NOTA

El siguiente es un paralelo entre los nombres de algunas funciones que aparecen en esta
guia y los nombres originales en DERIVE, los cuales estan a la derecha.
ID{n) : = IDENTITY_MATRIX(n)

BORRE(v , n) : = DELETE_ELEMENT (v, n)

INSERTE (u,v,n):=INSERT_ELEMENT (u,v,n)

CAMBIEX (u, v, n):=REPLACE_ELEMENT (u, v .n)

REDUZCA (A) : = ROW_REDUCE (A)

REDUZCA_ (A , B) : = ROW_REDUCE (A , B)

SWAP (A ,i, |): = SWAP_ELEMENTS (A ,i.])

SCALE (A ,i,c):=SCALE_ELEMENT (A ,i.cC)

SUBTRACT (A ,i,.,c):=SUBTRACT_ELEMENTS (A,i,j,c).
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EJERCICIOS RESUELTOS

EJERCICIO 1. (Rectas y planos)

-1
5)

-1} |’U“- 5 Th
Considere los puntos A:| 2 ‘.B‘.' -1] ,G:[H ,D: ‘
\a) L?; 21

a) Muestre que A, B y C determinan un plano y encuentre para dicho plano un vector normail
y su ecuacion lineal,

b) Encuentre la proyeccion ortogonal del vector ;C sobre el vector .ﬁ?B.

c) Halle la distancia del punto C a la recta determinadapor A yB .

d) Encuentre las ecuaciones parametricas de la recta AB.

@) Halle la distancia del punto D al plano ABC .

Solucion

Entramos los vectores A, B, C,D, mediante los comandos DECLARE VECTOR.
d) Hallamos los vectores ;E y A_;: como sigue:

e:=B-A simplifica como [1,-3,4]
f:=C-A simplifica como [6,11,18].

—+ -
Como AB no es paralelo a AC entonces A, B y C son no colineales y por lo tanto

determinan un plano. El vector normal a este plano es el producto vectorial entre AB y AC
(0 equivalentemente entre € y f ) y lo hallamos mediante la instruccion n:= CROSS(e.f), la

cual simplifica como [-98, 6, 28]

LA Activando el comando SIMPLIFY sobre la expresion n.({x,_}r,:] = A) =0 se obtiene la

ecuacion lineal del planc, dada por: -98x+8y +29z -187=0.

[ =7

A1 AB = (o) (e e))e :
. AB.AB/
simplificando la expresién p:= ({e.f}/{e_e]]_e obtenemos [45/26 ,-135/26,90/13]
ésta es la proyeccion ortogonal pedida,

b) La proyeccion ortogonal de A_’E sobre A_fs esta dada por

c) La distancia de C a |a recta AB es la longitud del vector AC- proy = AC v la podemos

V272506

hallar mediante la expresion ABS( f- p) la cual simplifica a i

aproximado se obtiene 20.0777) .

(en modo



d) Al simplificar la expresion {x. Y, z] = A +1 e obtenemos las ecuaciones paramétricas de la
recta AB, dadas por: [x=t-1,6 y=2-3t, z=4t+3]. .

e) La distancia del punto D al plano ABC esta dada por la magnitud de la proyeccion

ortogonal de AD sobre el vector n, normal al plano; se calcula como

_,,, [U‘ A) " l H(ilﬂ' '-” A} | ; basla entonces con simplificar la expresion
n

ABS(H. - a}) / ABS(n) y se obtiene 7444/10481/10481 ( en modo aproximado,
1.26727).

EJERCICIO 2 (Manipulacién de componentes)

2 -1 3
a) Entrarla matriz A= 4 1 IZ;J .
\-1 4

b) Realizar cada cambio indicado y luego reasignar el resultado a la variable A

iy Cambiar la componente as, por -5
i) Insertar como tercera fila el veclor A, - 2A,
iif) Cambiar la fila 4 de la nueva matriz A por Ay - 2A5 + Ay

iv) Agregar como Gltima columna a la matriz A, el vector A2 3l
v) Suprimir la 38 columna de la matriz A .

Solucién

a) A:=[[2,-1,3],[4,1,:::],[-1,4,2]]. (también puede entrarse mediante el comandc
DECLARE MATRIX) . Al simplificar esta expresion aparece en la ventana de algebra ie
matriz

2 1 3
4 1 0.
-1 4 2)

b) i) Para cambiar la componente a, por -5, simplificamos la expresion

(:AMBIEX_(— 5. A,-E,E] y luego reasignamos el resultado a la variable A, mediante
A:=#n, donde #n es el numero asignado a dicho resultado en la ventana de algebra.

ii) Al simplificar la expresion INSERTE (Asub2 — 2Asubl, A, 3) , se obtiene la matriz

2 -1 3
4 1 0
g 3 -6

-1 5 '2)
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Reasignamos el resuitado anterior a la variable A .

iiiy Al simplificar la expresion CAMBIEX(Asub4 —2Asub2 + Asubl A ,4). se obtiene:

(2 4 8
f 1 0
0 3 6
-7 8 5

iv) Llamando A, la matriz obtenida en iii ), creamos &l vector A(2) - 3A(1) como vector fila
mediante la expresion v:= A'sub2 - 3A'subi, 1a cual simplifica coma [-7 ,—11,3,13].

Luego realizamos la instruccidn APPEND_COL (A,V) vy se abtiene

2z -1 3 -7)
| 4 1 0 -11
([a 3 6 3|
\-7 -8 5 13/

v) Si A es la matriz hallada en iv), para suprimir la tercera coluimna de A, basta simplificar
ta expresién BORRE_COL (A ,3) y se obtiene

| 7"
|4 L
O 3 a3 ] '
-7 -8 13)

EJERCICIO J (operaciones con matrices)

8) Generar una matriz A eR4.5 tal que a; ={- 1)“'/1/+J
b) Generar una matnz B R4, cuyas componentes sean numeros ateatorios entre -5y5.
¢) i) Realizar el producto AB.

ii) Realizar el producto AB\".
i) Hallar la segunda ¢olumna de AB, realizando una cembinacién lineal de las columnas
de A,

d) Hallar ATA.
g) Hallar ef rango de ATA; serd AT A invertible?; en caso afirmativo, hallar su inversa.

Solucion

s I '
a) A:=VEGTOR'LVEGTOR((—1)'%+J.),j,‘l,?:],i,1,4J simplifica como



[’Vz -5 Y
S x|
L}a % % |
C o R
b) Ejecutando la instruccién B := RANDOM ~MATRIX (3.2, 5) se obtiene la matriz
['U 0)
4 3
~4 0/

¢} i} Activando el comando SIMPLIFY sobre la instruccion A.B obtenemos

_T/E _1
% Y
e %

B K

i) Para hallar el producto AB'' simplificamos la expresion A. (B subl} y obtenemos

-
|

18 222
3'5° 1521

Observe que este resultado coincide con la primera columna del producto AB.

iiiy La segunda columna del producio AB esta dada por
AB'?! =boA!" 4 by AP 4 bgy AP )

y por lo tanto, puede oblenerse mediante la expresion
Bsub{1,2]* (A subl)+ Bsubl2 ,2]* (4 sub2) + Bsub|3,2]* (4 sub3),

|
By | =

la cual simplificaa | -1,%.-
| ]

d) Al simplificar la expresion M:= A"_A obtenemos la matriz AT A dada por

[‘% -4 Ve
_% aﬁ%&'ﬂ _,4/2’1 l

e B ™o

e) Como M=ATA ylainstruccion RANK(M) simplifica a 3, entonces ({4 TA)=3 y como ATA

es de orden 3 concluimos que ATA sies invertible y podemaos hallar su inversa
simplificando la expresion M ~ (-1) . se obtiene asi la matriz
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L oo (2120004 7819200 6199200 |
(ATA) = ooy 7819200 28932804 22082400 |
16199200 22982400 18276804

EJERCICIO 4 ( Eliminacion Gaussiana y espacios fundamentales)

fo -7 4 3 -1

6 21 -12 - i

Sea A= 1230 ﬂ
6 7 4 3 -2

=12 -28 16 24 10/

a8) Realizar el proceso de eliminacion Gaussiana sobre A .
iy Sobre la primera columna mediante SWAP y SUBTRACT

i) Mediante la funcion PIVOT
iiiy Mediante ia funcién ESCALONE

b) Hallar matnices P,L y U tales que PA =LU
¢) Realizar el proceso de eliminacion Gaussiana con pivateo parcial sobre A

i) Mediante SWAP y PIVOT
i) Mediante la funcion ESCALONEP
d) Hallar una base y la dimensian para ¢ada uno de los cuatro subespacios fundamentales

asociados con ta matriz A.

Solucion
Entramos |la matriz mediante DECLARE MATRIX y le asignamos |a variable A .
a} i) Como aqy =0 intercambiamos ias filas 1 y 2 mediante la expresién H:= SWAP(A N ,2) la
6 21 -12 -3 0 ‘j
e o 7 4 3 -1
cual simpiifica como B =| :
-6 7 4 3 -2
12 -28 18 24 -10;

Luego simplificamos la expresion C:= SUBTRACT(B .3 1.1) y oblenemos

6 21 -12 -3 0
Q0 -7 4 3 -1
C=i :
0 -14 8 8 -2,

12 28 16 24 -10J

finaimente simplificamos D= SUBTRACT(C .41 ,2) y obtenemos fa matriz

‘6 21 -12 -3 0
74 3 -1
D~ ° .
0 14 8 6 -2
L0 -70 40 30 10/

quedando asi lista ia eliminacion sobre fa primera columna.



ii) Mediante la funcién PIVOT, después de realizar el intercambio de las filas 1y 2 de A,
actuamos sobre la matriz B, mediante la instruccion PIVOT (B, 1,1), la cual realiza el

proceso de eliminacion sobre la primera columna y simplifica directamente comio la matriz D.

Para continuar el proceso sobre la segunda columna podemos simplificar la expresion
U:=PIVOT(D,2,2) y obtenemos

,"—a 21 -12 -3 0)
i 0o -7 4 3 - |
[0 0 0 0 O
\0 ¢ 0 o0 0o/

iil) La expresion ESCALONE (A) simpiifica directamente a la matriz U.

b) Hallamos L y U mediante la funcion L_U(A), la cual simplifica como

r’f 1 0 0 r:q ) \
[u 1 0 o l I
1 2 1 0 I
ooy | . |
-6 21 -12 -3 0"«,’ !
ORG -7 4 3 -1 l
90 0 0D 0’J ?
0 .0 0 o DJ ,;' )
Hallamos U y P mediante la funcién U_P(A), la cual simplifica como
(((omgg 12 -3 m] )
y B 4 3 —1’ ’
0 0 0 0 l
NG | O {)J ;
Sl () G\, | # *4,
5 1 00 0 J ;
. (001 0
\\ g0 0 IJ J
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Por lo tanto, las matrices P, Ly U, tales que PA =LU estan dadas por

1 0 0 0) 0100 ‘6 21 -12 -3 0)
0o 1 0 0 1000 0 -7 3 1
=| . P=| y U= 4 .
1 2 10 000 10 0 0 0 0 O
2 10 0 1) Looo1 lo 0o o o o0/

¢} Mediante pivoteo parcial.
i) Para el proceso de eliminacién Gaussiana con pivoteo parcial, observemos que la
compoenente de ia pAimera columna con mayor valor absoluto es a4y, ¥ por lo tanto debemos

empezar por intercambiar las filas 1 y 4 mediante la funcién M:= SWAP(A T, 4) . la cual
simplifica como

(—12 -28 16 24 -10
e -6 21 12 -3 0

| 6 .7 4 3 -2

0 -7 4 3 -1,

Realizamos ahora eliminacién sobre ia primera c¢olumna, simplificando la funcion
N:= PIVOT(M,1,1) y obtenemos :

-12 -28 16 24 -10)

0 35 -20 -15 5 |
L0 21 -12 -9 3|’
L 0o -7 4 3 -1J

Para la eliminacion sobre la segunda columna, €l pivote es 35, por ser el niUmerc de mayor
valor absoluto, en fa columna 2, a partir de la posiciéon ( 2 , 2 ); simplificamos entonces Ia
expresion PIVOT(N,2,2} y obtenemos :

/12 -28 16 24 -10%
0 35 -20 -15 5
0 0 0 0 0
.0 0 0 0 O ,'

ii) La funcion ESCALONEP(A) simplifica como la misma matriz hallada en ¢ i).

=

d) De la matriz escalonada U concluimos que r{A)=2; luego, dim R(AT) =dimR{A) =2 y se tiene:

i) Una base para el espacio fila de A es
|f" -6 0] )
| 21 71
—12 4
3

|
\0/ \1J
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iy Como los pivoles estan en las columnas 1y 2 . una base para R(A) es

(o) (-1
(1) (2)};'-“ 21 |
{A . H e | .

7
| \-12) |-28) j

iity Para hallar una base de N(A) resolvemos el sistema AX =0, o equivalentemente el sistema
UX =0, medianle la expresion

x_2x4—x5 ]

=8

RESUELVA (U,[0.0.0,0].[1.2]) y obtenemos s 4 od x5 |
=T

Luego, la solucidn general de AX =0 esta dada por

) [ @a-x)z ) (o) (1] [-%)

X2| (4x3 +3x4 - xs5) /7 % A4

X3‘ X3 =Xa| 1|+x4 l+xs O Xa,X4,%5 eR

X4 X4 '. 0| ! 1 \ ‘ 0

1!5) \ Xg / L0/ L0/ vt

Por lo tanto, una base del espacio nulo de la matriz A es:

(o) (1) /_1'2"i
d %1 (-5
el ol o b
0 I1 o
o) Lo/ L1/

iv) Como r(A)=2 entonces dim N(AT) =4 -r(A)=2 y una base para N(AT) esta formada por

las dos ditimas filas de la matriz L' P : esta matriz se obliene mediante la instruccion
INVL_P(A) , fa cual simplifica como

‘0 1 0 O
1 0 0 0
-2 -1 1 0
=10 -2 0 1/
[(-2) (-10}
T Ji-1) -2
Por lo tanto, una base para N(A) i 4 |0 b
\LOJ L1y
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EJERCICIO § ( Analisis de solubilidad de un sistema)

Considers el siguiente sistema de ecuaciones lineales -

K2oo2k - ],’x\f 3 )
k% 3k 1

L—kz -3k kz—k—1J {;J: (k-:;)/zjl

a) Hallar todos los valores de k para los cuates el sistema dado posee :
i) Solucidn Gnica.
ii) Infinito nimero de soluciones,
itiy Ninguna solucion.

b) Resuelva el sistema :
iy Para unvalorde k, con el cual exista solucion (nica,
i) Para un valor de k, con el cual existan infinitas soluciones,

Solucion

Declaramos la mairiz A de coeficientes y el vector de términos independientes b .
Construimos la matriz aumentada (A :b) mediante fa funcién M= APPEND _ COL(A,b). Para

escalonar esta matriz debemos tener presente que las componentes de A no son numericas y por lo
tanto fa funcién ESCALONE_(A.b} no es aplicable en este caso; procedemos entonces paso a paso

mediante |a funcién PIVOT, asi :

N:=PIVOT(M,1,1) simpiifica como

I

k2 2 -1 31

0k 2 o |

0k KZ-k-2 k-1
2/

Luego ejecutamos la instruccion U:=PIVOT (N .2, 2)‘ ta cual simplifica como
f Y
k2 2k - 3 |
ok 2 o0 |.

0 0 k2-k *
2 )

Ahora, activando el comando FACTOR RATIONAL sobre 1a matriz U obtenemos

/ \
(k% 2k -1 3
1 0 k 2 01
| k_
00 k{k - 1) —5

De donde podemos concluir lo siguiente :
a) i) El sistema posee solucidon unica si k=0 y k =1 ya que asi, {odas las columnas de coeficienies
poseen pivote.
iiy El sisiema posee infinitas soluciones si k=1 .



iii) El sistema no es soluble si k=0 ,

b) i) Si k=3 el sistema tiene solucidn dnica.
Mediante MANAGE SUBSTITUTE actuando sobre U, sustituimos k por 3 y obtenemos

'96—13]
(nszn_.
00 6 1)

Si llamamos 7 a esta matriz aumentada, podemos resolver el sistema comespondiente
mediante la funcion RESUELVA 1(BORRE COI(T4), T 'subct] . la cual simplifica como
23 1 1
Lﬁd TSN
iy Para k=1 el sistema tiene infinitas soluciones. Mediante los comandos MANAGE SUBSTITUTE
sobre U, sustituimos k por 1 y obtenemos
l'r1 2 -1 3

0.1 2 @0
W0 0 0 W

Si a esta matriz la llamamos S, teniendo en cuenta que los pivotes estan en las columnas 1y 2
resolvemaos el sistema mediante la funcion

RESUELVA((BORRE _COL(S.4)), §'sub4, [1.2]),

(% = 5x3+3’

al simplificar nbtenemos
p] 2 = "2!.’3

Por lo tanto, para k=1 el sistema tiene infinitas soluciones de |a forma

". Xy " 3 " [ 51
‘xz'zlnl-t-xa ‘ X3ER
'J(3,J '.G;J , 1 .ll
EJERCICIO 6 : (Subespacios de R" y ortogonalidad)
H—fl 4% (5 ( {17 [ -40"
3 12 l 1] , | 9 s —-54,

71128

S= 5.20’ }
kd 16)' \

|

?“ = .d=’33 , H=gen$S
1 '_?} = B

n” -1 L 13 )

a) Encuentre H mediante restricciones sobre las componentes de sus vectores.
b) Halle una base y la dimension de H.
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c] Halle una base y la dimension de H*.

d) Determine si el vector ¢ pertenece a H y, en caso afirmativo, expréselo como combinacion
lineal de los vectores de S. De cuantas maneras puede hacerio?

e) Halle las matrices de proyeccion ortogonal sobre H y sobre H-.
f) Encuentre las componentes ortogonales de d en H y en H-.

Solucion
-1 -4 5 -1
3 12 -1 3\
H=genS=R(A) con A=5 20 0 7
A T
\4 16,3 0/

Mediante DECLARE MATRIX entramos la matriz A y mediante DECLARE VECTOR, entramos el
vector c.

a) Para hallar H, mediante restricciones sobre las componentes de sus vectores, escalonamos la
matriz aumentada (A :b) donde b es vector genérico; con DERIVE este procedimiento se logra

simplificando la expresion ESCALONE _B(A) y se obtiene

(41 4 5§ 1 by '|
0.0 14 0O 3by + by
0D 0 0 2 (-5by - 25b, + 14b3) /14
0 0 O 0 (-43b,-117b,+42b5 +14b,)/14
L0 0 0 0 (-23by-73b;+28bs +14bs)/14
Luego ,
[lfbs] l
N %2| 436, ~117by +42b5 + 14bg = O, |
) :3 S " _23b,-73b, + 28by +14bg =0 |
|| Dg
|
| \bs J

by De la matriz escalonada asociada con A, correspondiente a las cualro primeras columnas de |a
matriz resuftante en a), observamos gue los pivotes aparecen en las columnas 1, 3y 4 y por lo

tanto , una base para R(A) es {Am ,A‘EJ .A“" l . Luego, dimH = 3 y una base para H es

H H U?

La; 3]'n [




¢) H-=(R(A))" =N(AT}

Para hallar una base de H-, hallemos la matriz L™' P . correspondiente a la factorizacion
PA =LU, mediante |a funcién Linp:= INVL_P(A), la cual simplifica como

1 0 o 0 D)

3 1 g ¢ 0O
%4 -, 100

. '4‘,3/.\).1 =¥ 91
‘2%4 '?3/:4 2 01

Como r(A) =3, entonces dimN{AT|=2 y por lo tanto, una base para N{A' | esta formada

por las 2 ultimas filas de la matriz L' P, dicha base es

"ﬂff‘ld '23/'.-4.
‘1*,.'/{4 =T
3 2

o]
4] 1

d) Sobre la matriz obtenida en a) activamos los comandes MANAGE SUBSTITUTE y
sustituimos by, bs,bg.by bg . respectivamente por -17,%.10, -7 -1, asi obienemos la
siguiente matrnz

-1 -4 5 -1 -7
. 0 0 14 0 -42
60 0 0 2 0
o o 0o 0 0
0 o 0 0 O

De donde se concluye que el sistema AX =c¢ es soluble, por consiguiente ¢ si pertenece al
subespacio H y puede expresarse como combinacion lineal de los elementos de S de

infinitas maneras, ya que dimH< #(S). Para hallar las diferentes maneras de expresar ¢

basta resolver el sistema AX =c mediante la funcion RESUELVA(A © [1.3.4]) (2 cual
simplifica como

el

Luego, c=(2-4x)al"! s oA1% _ 347, < R
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Mediante MANAGE SUBSTITUTE podemos hallar una solucién particular, sustituyendo x»

_1 :./_4) 5
Xy =22 3 12 -1
por -5 obtenemos | x5 =-3|. Luego, c=22 si‘5|20 -3|0
X4 =0 7| |28 7

4) \16 3

e} H=R(A) =R{B) siendo B la matriz de columnas L.| formada por los vectores AU),A(G),A(4)
los cuailes constituyen una base para H. Luego, 1a matniz de proyecciéon ortogonal sobre H

-1
esta dada por P = B(BTB) BT y podemos hallarla mediante el siguiente procedimiento :

) Formamos fa matriz B, simplificando la expresién B:=SELECCIONE (A,[1,3 4]}y se
obtiene ia matnz

-1 5 -1
3 -1 3
B=l5 0 7]
77
L4 3 0/

ii) Calculamos la mairiz de proyeccion- ortogona! sobre H al simplificar la expresion
P;:=B.(B"B)A(-1).B" y sacando comin denominador obtenemos

(21987 6965 1970 3414 -4136
| 6965 5411 7502 1322 1768

__1
Pf—ﬁ.f,—g:‘lg'f'o 7502 22616 898 —28787.

3414 1322 898 18840 10706J
\—4136 1768 -2878 10706 8180

i) Calculamos ta matnz de proyeccién ortogonal sobre H, mediante la expresién JD(S) -Py
y sacando comuin denominador obtenemos

{3691 6965 —1970 -3414 4136
| 6965 20267 -7502 -1322 1768
e | —1970 -7502 3062 -898 2878

| —3414 -1322 -—898 6838 —10706
4136 -1768 2878 -—10706 17498

Otro meétodo :

Si se tiene en cuenta que dimH* <dimH, y que Ht :R(M) donde M es la matriz cuyas columnas

son las transpuestas de |as dos ultimas filas de la matriz L~ P denotada antes por Linp, podemos
proceder como Sigue !



i) Formamos la matriz M mediante M:= SELECCIONE(Linp ", [4.5]) : ‘
I ‘ﬂ/{4 ‘23/{4
_11?‘4 _?3%'4
M= 3 2 1.
t 1 v} )
0 1 :

i) Calculamos la matriz de proyeccion ortogonal sobre H*, mediante la expresion
Py i=M{M". MP(-)M’
iif) Calculamos la matnz P; ., de proyeccion ortogonal sobre H, mediante la expresion

F1 = |Dl:5} -Pz -
f) La proyeccion orlogonal del vector d sobre el subespacio H, la oblenemos mediante la
-17
]
expresion ¢, :=P,.d , la cual simplifica como | 10
-7
!m -1
Luego, la companente ortogonal del vecior d sobre H- |, se obtiene al simplificar d- ¢, y esta
-23
-73
dada por | 28
0
14

}‘ EJERCICIO 7: {Ajuste por minimos cuadrados)

La presion P de un gas comrespoendiente a diferentes volimenes V se registro de la siguiente
manera:

v[unﬁ) 50 60 70 90 100

p[ki%mz] 847 513 405 259 7.8

La ley los gases ideales esta dada por la ecuacion PV™ =c donde « y ¢ son consiantes.

a) Estimar, mediante el método de los minimos cuadrados lineales, los valores de las constantes
ayc.

b) Calcular el emror en la estimacién de o y C.

c) Estimar la presion debida al gas cuando éste ocupa un volumen de 80 cm®

Solucion

La ecuacién PV® =¢ no es lingal en @ yc pero podemos haliar una ecuacion lineal que nos
permite estimar o y ¢; tomando logantmos a ambos miembros de la ecuacion, obtenemos
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NMP+ainV=Inc
) nc-ainV=InP.

Al sustiluir los datos en esta Ultima ecvacion obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
linealesen Ina yc

‘inc-—aln50=In64.7
INc—aIn60 =In51.3
Inc-ain70=In40.5
INc-aln@0=1n25.9
Nc-aini00=in7.8,

cuya forma matricial es

1 -Ins0 ) (10 647\
1 -In60 | . |n513

1 -In70 °J=||n4o.s :
1 —InQOJ\G Linzs.sJ
1 -1n100 n 78

Para estimar Inc y & por el método de los minimos cuadrados, podemos proceder como sigue: .

Nos colocamos en modo aproximado mediante los comandos OPTIONS PRECISION
APPROXIMATE y luego simplificamos las siguientes expresiones :

u:= (50,60, 70,90, 100]
p:=[64.7,513,405, 259, 78|.

Para generar la matriz de coeficientes del sistema damos la instruccion
A:=VECTOR (|1 , - Inx],x, u)

y al simpiificar se obtiene

(1 -391202)
1 400434 |
A=(1 -424849| .
1 —4.49980 |
1 -460517,

Generamos el vecior de términos independientes simplificando 6 := VECTOR (]n X,X, p) y se
obtiene [4.16976 , 393769, 370130, 3.25424 | 2.05412] .

Para resolver el sistema de ecuaciones normales simplificamos la expresién

RESUELVA _1(4.4, 4 .b) y obtenemos {14.7580,265326] .

Luego, 1a sclucidn en términos de minimos cuadrados del sistema planteado es :
Inc=147580 |, «=265326 .
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Por lo tanto, la mejor estimacién en témminos de minimos cuadrados para ¢ se obtiene al
simplificar la expresion c:= EXP{14.7580) | la cual nos enlrega como resuitado 2. 56636 - 105

b) Para el calculo del eror simplificamos la expresion ABS|b-AX'! , donde

X :['14.7580 . 2865326 es la mejor solucién del sistema AX = b en términos de minimos
cuadrados. encontramos asi que €l error es 0.718924.

¢) Para estimar la presion debida al gas, para diferentes volumenes V. defimmos ia funcion

V)= 9.

Luego, al simplificar p{80) obtenemos 22.9047 kgf/:mz. hemos encontrado asi la presion

debida al gas cuando ocupa 80 cm°.

Otro método :

Mediante la funcion FIT, podemos naltar & =inc y o asi - simplificando la expresién
FIT([\', o) *alnfl']] ! [u,I'fi(.’T()R{’lmx),x.pH)‘ se obliene 147585 - 265336In(v) vy

por 10 tanto , InC=14.7585 y o =2.65336 ; ahora. simpiificando c:=EXP(14.7585} ontenemos
c=2.56765 x 10% .

EJERCICIO 8. (Bases ortonormales, factorizacion QR)

‘-1 ¢ 10 2
2 -1 1 0 -1
Considerelamatriz A=< 0 3 3 -1 yelvector d= 7
11 bl o '
(e Lo ] L

a) Determine si A posee factorizacion QR.
b) Halle una matnz B de columnas L.1. tal que R{A}=R(B) .

¢) Encuentre la factorizacion QR de la matnz 8 halladaen b .
d) Halle una base ortonormai para R(A) .

e) Calcule la mejor solucion del sistema BX = d en téminos de minimos cuadrados.
f) Caicule ias proyecciones ortogonales del vector d sobre R(A} y N(AT) ,

g) Haile la matriz de proyeccion ortogonal sobre R{A].

Solucion

a) Para saber si A tiene sus columnas L I simplificamos la expresion RANK(A} y encontramos

que el rango de A es 3 . como r{A) < # de columnas de A. entonces las coiumnas de A son

L.D. y porio tanto A no posee faclorizacion QR.
b) Al simpiificar la expresion ESCALONE(A) obtenemos
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(-1 @ -1 U'|
0 -1 -1 0
|ﬂ g 0 -1‘
v 0.0 0

De este resultado concluimos que las columnas 1, 2 y 4 de A constituyen una base para R{A)

y por lo tanto B = (A{t} al2) h[“] es una matriz de columnas L | tal que R(A)=R(B) . Hallamos

B, mediante la expresion SELE( {‘IUNE [I 41) la cual simplifica a !

e )
: : ) |
-1 0 0) ._1.%;;;_
2 =4 0 T -
B=({0 3 -1 '
v 0 1 N An
! .-/:}\';.L | |
c) Q:=ORTONORMAL(B) nos entrega la matriz \ ?
(-J6/ -390 -341235 '
1Jf/ /gu 1J___/znm]
-24390 641235
ﬁ/ J_/a J_/zas
- 343 -11y1235
Q f - / Aﬂul :
74390 2141235
/ / Aﬁﬂ
1235
T4

Para hallar R podemos resolver simultaneamente los sistemas QHL” =B'~”. jE{1.2.3}.’
como Q tiene sus columnas orfonormales, las soluciones para estos sistemas son de la

forma R = QTBUJ. je{112.3} . Porlotanto,R=Q"B.

Al simplificar la expresion R.= Q" .B obtenemos

!

J6 ‘*“{% 0
R:‘ 0 Jﬁ/ﬁ —355?%5
0 0 anzasﬁSJ

\

d) Ya que R(A)=R(B)=R(Q), una base ortonormal para R(A) es el conjunto {Q"' D Q""}
formado por las columnas de la matriz Q hallada en ¢},




) La solucion del sistema BX =d en términos de minimos cuadrados, es la Unica solucion -
sistema RX =Q'd ; para hallara, simplificamos la expresion RESUFLVA (R, d)
obtenemos | < 13 37 ——3 !,

¢ 38 19 38 |

37

e
\- %a)

Luego, ta mejor solucién de BX =d en términos de minimos cuadrados es X =

f) Proyga) d = proygey d=BX .

Basia entonces con simplificar 1a expresion py:=B.X y obtenemos [13% -8 = S —3%]

Luego, proyN(AT) d=d-proyR(A) d, se obtiene al simplificar d -p, y estd dada por el vecto

g) La matriz P de proyeccion ortogonal sobre R(A) se obtiene ai simplificar Q.Q"

( e %o e ~'%e Vs

I “eyg 1419 ’:%9 /9 ’319 {
P=l -%e ~Ho e W 'Yl

L e Yo e The e |

Ve ~Hhe Ve The e

EJERCICIO 9 (Determinantes)

a) ) Genere la matriz de Vandermonde de orden 4

11 1 1)
i L B Xgq |
X 3 3 g
o G 3

i) Halle el determinante de V y factoricelo completamente.
iin) Halle {atrazade V.

b) Encuentre 8l cofactor V,, y factoricelo completamente.

c) i) Evalue V en x =i.ie{1..,4] y asigne el resuitado a la variabie A.
ii) Calcule el determinante de la matriz A .
i) Caicule el cofactor Axy.
iv) Caicule la adjunta de la matriz A .
v) Calcule A.adj(A).
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Solucion
a) ) V:= VECTOR(VECTOR((x « j) ni .j,1.4). 1, 0,3) simplifica a

WAL ki LA

1
| X X X3 X4
B

]
l
2|
| |
oo G X

i) 8i simplificamos la expresion DET (V) y sobre el resultado aplicamos el comando FACTOR
COMPLEX , obtenemos el determinante de V factorizado de {a siguienie manera

(x2 - x1)(X3 =X {X3 = X2)(Xq = X1 }{Xa = X2 )(X4 ~ X3} .
También puede obtenerse este resultado mediante la instruccion FACTOR(DET(V)).

iii} La expresion TRACE (V) simplifica como xa”+ x3%4+ X3 + 1.

b)  El cofactor V,4 puede hallarse simplificando la expresion COFACTCOR (V,l,df) y al
factorizario se obtiene xq X X3 (X1 —xa(x3 - x1)(x3 -xa}.
Se puede realizar ésto directamente simplificando la expresién FACTOR(COFACTOR(V.1,4))

¢) i) Aclivamos el comando MANAGE SUBSTITUTE y at sustituirxpor [ 1,2, 3, 4 ], obtenemos

11 1 1)
(123 4
14 9 16/
1 8 27 64)

. Otro método consiste en crear la funcién f { x) :=V y simplificar luego f ([1, 2, 3, 4}).

Asignamos la matriz antericr a la variable A, mediante A:=#n donde n es &l numero
asignado a dicha matriz en la ventana de algebra.

iy DET(A) simplifica a 12.
iy COFACTOR (A , 2, 3) simplifica a - 84.

(48 -52 18 -2)
|-72 114 -48 & |
48 -84 42 8|
\-12 22 -12 2)

iv) ADJOINT(A) simplifica a

(12 Q9 0 0“|

) ) | 12 0 0!
v) A.ADJOINT(A) simplifica a l 0 0 12 0 ~=(
| i

Lo o o 12/

det A) 14,
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EJERCICIO 10 (Valores y vectores propios)

(-4 -2 2NN
| 4 3 S

SeaM=| 3 -4 4 2 -—4].Haliarlosvaiﬂrespmptoscle M.
-3 LR |
\-2 -1 -4 -1 2,

Solucion

Entramos la matriz M y luego hallamos su polinomio caracteristico mediante la funcion
CHARPOLY( A ) la cual simplifica como

—wlwt +52w° — 43w’ + 143w + 1042 .

Intentamos factorizar este polinomio mediante el comando FACTOR COMPLEX en modo exacio
y obtenemos —w’ +w' + 52w’ — 43w’ + 143w + 1042 .

Simplificamos en modo exacto la funcién EIGENVALUES( M ) y obtenemos
fw' —w' —52w® +43w’ — 143w = 1042].

Nos pasamos entonces a precision aproximada (O-P-A) e intentamos nuevamente factorizar el
polinomio mediante los comandos FACTOR COMPLEX; oblenemos el mismo resultado:

—w' +w® +52w° — 43w’ + 143w +1042 .
Recurrimos entonces a la grafica del polinomio caracteristico para hallar vecindades de las raices
reales: Con el polinomio resaltade en la ventana de algebra activamos los comandos PLOT
OVERLAY y luego cambiamaos el rango asi: LEFT: -10 , RIGHT:10 , BOTTOM: 4000 , TOP; 5500.

Finaimente activamos de nuevo el comando PLOT dos veces y obtenemos la siguiente grafica:

r v
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Observamos que las raices reales del polinomic estén en los intervalos (-8, -7, (-3,-2)y (7, 8).
Hallemos ahora las raices activando el comando SCLVE(L), con el polinomio resaltado en la
ventana de algebra, asi:

Etligiendo LOWER: -8 UPPER. -7 , cbtenemos w = -7.13013 .

Eligiendo LOWER: -3 UPPER: -2 , obtenemos w = -2.24321 .

Eligiendo LOWER: 7 UPPER: 8 |, obtenemos w = 7.66834 .

Las raices restantes deben ser numeros complejos no reales; para hallaras procedemos como
sigue: Construimos el factor cubico aproximado con ios tres valores propios reales, dicho

polinomio es (w + 7.13013)(w +2.24321)(w - 7.66834); a continuacion podemos hailar el
factor cuadratico , haciendo la division mediante la instruccion QUOTIENT ( p(w) , g{w)) donde
p(w)es el polinomio caracteristico y ¢{w)es el factor clbico; se obtiene asi el siguiente

potinomio — w? + 2.70499 w — 849559 . Factorizando este polinomio cuadritico mediante los
comandos FACTOR COMPLEX obtenemos:
—(w — 1.35249 + 2581927 )(w — 135249 - 2581921 ). Luego los otros dos vaiores propios

aproximados son 135249 - 2581927 y 135249 + 2581927 .

EJERCICIO 11 (Aplicacion de valores y vectores propios)

En una poblacién animal, la edad maxima alcanzada por las hembras es de 15 afos. Las hembras
de dicha poblacion se clasifican en tres grupos de edades [0,5) , [5,10) , [10,15). De los 2 primeros
grupos, cada anc pasan al siguiente grupo el 20% y muere el 55%; del tercer grupo, cada ano
muere e 75%. Ademas, cada hembra del segundo grupo tiene anualmente 2 crias hembras y
cada hembra del tercer grupo aporta 1 cria hembra anual.

a) Encuentre una matriz M que permita hallar la pobiacién de hembras de dicha especie, por
grupo en cualquier afio, a partir de las poblaciones en el afic inmediatamente antenor.

by Determine si la matriz M es diagonalizable y, en caso afirmativo, halle una matrz S
diagonalizante para M vy la diagonal asociada D.

¢) Siinicialmente se tenian 50 hembras en cada grupo, use la funcion VECTOR para determinar
la poblacion de hembras de dicha especie ; i) Para el k-ésimo ano. ii) Cada 10 afos , hasta n

anos, n € {50,60,...}.

d) i) Muestre que a largo plazo dicha poblacién tiende a extinguirse .
iy Entendiendc por extincion completa, que la poblacién esté representada por un numero
menor que 1,determine en qué década se extinguira toda la poblacién.
iii) En que década se extinguira el grupo [10,15)7
iv) En qué década se extinguira el grupo [5,10)?
v) Determine el tiempo aproximado en afcs que transcurtira hasta que la poblacion se extinga
completamente.

Solucién

a) a, :#de hembras en el grupo [0,5) en el k-ésimo afo.
by : # de hembras en el grupo [5,10) en el k-ésimo afio.
ci . # de hembras en el grupo [10,15) en el k-ésimo afo.

Para el (k + 1 )- ésimo afio tenemos :

ak+1 :0.253k +2bk +Ck
bk+1 20.2ak +025bk
Cuay = 0.2, +0.25G |
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/ A
Sea u =iby| jentonces, u, ;= 02 025 0  u, .
ck L0 02 025

La matnz pedida es :

(025 2 1)
M= 02 025 0 |

. 0 02 0235)

b} Oblenemos el polinomio caracteristico de M mediante la funcion CHARPOLY(M), la cual
simplifica como

Vb0 w! - 1200w - 340w 71
- 1600

Comao para esta matriz no se encuentran los espacios propios en mode exacto (ver en Vi) el
ejempio 3 ), nos coiocamos en precision aproximada y activamos &l comando FACTOR
COMPLEX con el polinomio resaltado en la ventana de algebra y de esta manera obtenemos
(0927523 - w) (w+0.324815) (w - 0.147291).

Como los tres valores propios son diferentes, M si es diaganalizable.

Haflemos ahora vectores propios aproximados asociados con los diferentes valores propios
mediante la funcién APPROX_FIGENVECTOR :

APPROX_EIGENVECTOR (M , 0.927523) simplifica a [ 0.855755 , 0.282126 , 0.0832856 |,
vy: = [0.865755 , 0.282126 , 0.0832856 | .

APPROX_EIGENVECTOR( M. - 0.324815 ) nos da el vector [ 0.838350, - 0.326487,
0.113597].

v, 1 =[0.928350 , -0.326487 , 0.113597 }.

APPROX_EIGENVECTOR(M , 0.147291) simplifica a [ - 0.228396 , 0.444750 , - 0.866043 | .
Vg 0= [-0.228386 , 0.444750 , - 0.866043 ] .

Como ejercicio calcule A v, /0927523 . A.v; /(—0.324815) . Alva /0147291 para comprobar
gue son buenas aproximaciones.

Ahora construimos la matriz diagonalizante mediante la instruccion ["’1 Yy »"’3]‘ la cual
(0955755 0938350 - 0228396

simplifica como | 0282126 — 0326487 0444750 |; nombremos esta matriz como
| 00832855 0113596 -0866042
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10955755 0938350 —0228396 |
§:=| 0282126 -0326487 0444750 |
L 00832855 0113596 —0.866042 |

(0927523 0 0
l.a diagonal asociadaes D= 1] -0.324815 0 | .
0 0 0.147291J
/50\
c) Sabemos que u =M uy =SD*S 'uy con u, =| 50|, para hallar u, podemos definir la
50/

funcion U( k ,u,) =S (DAk)SA(-1)y, .

/50)
Por ejemplo, para k =5y u, =| 30, 1a expresion u(S, uo) simplifica como
\ 50/

[949163 , 277811 , 828689] .

Por io tanto, al finalizar el gquinto afo habra aproximadamente 95 hembras en el grupo [0,5), 28
en et grupo [5,10) y 8 en ei grupo {10,15).

d) i) Como todos los valores propios de M tienen mddulo menor gue 1, uy, converge a 0 cuando
k tiende a oC y por lo tanto, a,,b, y c, también tienden a 0 ; ésto muestra que la poblacion se

extinguira,
Para hallar 1a sucesion u,,, U,, ...u,, . usamos fa funcion VECTOR como sigue :

Definimos ta funcion f(n . uo):: VECTOR(u(k ,Ug),k,10,n, 10) y luego evailuamos

f(n , uo) para diferentes valores de n,

Por efemplo , f( 50 , u,) simplifica como

/649049 191599 5655841
| 305867 902882 266536 |
144138 425477 125604 |
679246 2.00504 0591902 |
’\3.20091 0944866 0278931

f( 70, u,) simplifica como
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(649049 191599 56584

| 305867 9.02882 266536
| 144138 425477 125604

6.79246 200504 0591902
| 320091 0944866 0278931
| 150841 0445263 0.131444
0710832 0209828 00619428

Considerando que una poblacion se extingue cuando el nimero aproximado de ejemplares es
menor que 1, tenemos:

ii) La Gitima fila de f( 70 , u,) es la unica que tiene todas sus componentes menores que 1;
esto indica que la poblacidn se extinguira totaimente en la década 7.

i) La fila 4 de f( 70, u,) es la primera que tiene su tercera componente menor que 1, luego, el
grupo [10,15) se extinguira en ia cuarla década.

iv) La primera fila de f( 70 , u,) que tiene su segunda componente menor que 1 es la quinta;
luego, el grupo [5,10) se extinguira en ia quinta década.

v) Para determinar el tiempo que la pablacién tarda en extinguirse hacemos una tabla de
distribuciones de poblacién para tos afios de la década 7, simplificando la funcién

VECTOR(u(k,u,),k,61,69)
y asi obtenemos la siguiente matriz:

139908 0412992 (0121918

129768 0383059 0113081

120363 0355296 0.104886

111639 0329545 0.0972842
103548 0305661 00902334
0.960435 0283507 0.0836935
0890826 0262960 00776276
0826261 0243901 00720014
0766376 0226224 00667830

De donde se deduce que el tiempo aproximado para que la poblacién se extinga es 66 afos, ya
que |la primera fila de esta matriz con todas las componentes menores que 1 es la sexia.
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PRACTICAS PROPUESTAS

Rectas y planos
En los ejercicios 1.1, 1.2, 1.3  suponga que 4, , @, , a4, ,a, 4, ,a,,a, son los digitos de
su carmé en orden.

EJERCICIO 1.1

Considere i0s siguientes puntos:

a)

b)

c)
d}

(a,) (a.) (a,+2) (el
e a -7y , Dila+5

| [ | | ‘ | [
\a,/ \a.) . oa, / \a, -8/

Determine si A, B. C son colineales y, en caso afirmativo, encuentre las ecuaciones
paramétricas de la recta determinada por elios.

Si A, B, C no son colineales , encuentre;

iy La ecuacidn lineal del plano que ellos determinan.

ii) La distancia del punto D al plano ABC.

— -
iy La proyeccidn ortogonal de AC sobre AB,
iv) La distancia del punto C a la recta AB.

v) Las ecuaciones parameétricas de la recta AB.
vi) Los angulos interiores de triangulo ABC.

vii) Halle la ecuacion de ia mediatriz del segmento de recta BC . contenida en el plano ABC.
Determine si los puntos A . B.C y D son coplanares.

Halle la interseccidn de los planos cuyas ecuaciones son a,x +a,y +d,z+3=0 y
a,Xx+a,y+ra,z—-a,=0.

EJERCICIO 1.2

Para cada par de rectas L| v L) dadas a continuacion :

a)
b}
c)
d)

Determine si L] y Lo son perpendiculares.

Sera 1.} paralelaa Ly ?

Si L} v L2 no son perpendiculares ni paralelas. halle el angulo que eilas forman.

Determine si L) v Ly son coplanares y, en caso afirmativo, halle la ecuacién lineal del plano
que las contiene,

Ll_x—ao_y+ar]_.:—al . X+a —y+a, I
. - - . 41. - -
a, a, +2 1 a, +1 a, a,
Xx-a, y-a, z+a, xra y+a, I-d

L

3 Er

‘a,+3  a,+4 a,+5 Coa, a, -3 a,+7
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L1.K—82= y+3 s z ' Lz' X"“ao _ y_az _ z2-6
3a,+1 2a,+3 9a -12 i[a A (ga | (533—4)
Vi3 2
EJERCICIO 1.3
Considere 10s puntos:
/
aﬂ a°+1 ;ao—?\:
Adla | , Bia -3l | C:';a,+2J
5 a,_,+7 kaz—S

a) Determine si A, By C son colineales . )

b) Si A.BvC no son colineales, encuentre Ias ecuaciones paramétricas de ias medianas del
trianguio ABC.

¢) Si A,By C son colineales, encuentre el lugar geométrico de todas las mediatrices del

segmento de recta AB.
d) Si A, B yC no son colineales, halle el perimetro y el area del triangulo ABC.

2. Operaciones con matrices y vectores
EJERCICIO 2.1

Dadas las matrices y vectores .

- - - 0
— (52 -7 1
6 -4 -2 2 -1
A={-3 4 -13 1 . B= ; .oV= y W= \
5 1 0 7 0 1 13J 3
5 -1 15 5 5

a) Haliar: —34+2B" | 2AB-413 . Alv+5w) . SA) +3a®) _gAl® L A9
2B1-4B7 +5B3+7B4 .
by Encuentre una matriz C tal que B4 +3C =121/,.

EJERCICIO 2.2

a) Genere una matriz 4 € R, . ,cuyas componentes sean nimeros aleatorios entre -30 y 30.

b) Genere una matriz B € R, , , cuyas componentes sean nimeros aleatorios entre -10 y10.

c¢) Halle las siguientes matrices: 4+ 58" , AB , 7TA" -B , AA" +2B"B
d) Determine si AB es inverlible y, en caso afirmativo, halle su inversa.

EJERCICIO 2.3

Sean AyB dos matrices cuadradas de orden 2. Pruebe que (4B — BA)Z =a/f, para
algin valor de a.
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EJERCICIO 2.4
11 0)

Dada ia matriz A =,0 1 1% : calcular A2 . A3 A4. Se e ocurre aiguna formula general
W0 0 1

para AR, neN?
EJERCICIO 2.5

intente deducir una forma general para describir todas las matrices cuadradas de orden 4 que
conmutan con la matnz

(0 1 0 0}
fef@:0. 1 0
')0 00 1
W0 0 0 0

Eliminacién Gaussiana y subespacios fundamentales

EJERCICIO 3.1 Considere :

1 -vy2 3/2 ¢ -t 2 {10 if_zw
2 -1 3 5 4 13 -1 -2
A=[3 1 2 5 9 18| , d={2 y e=|1 .
1 -3 4 5-110J La' _ EE
5 -5 10 15 7 26 ASJ 1)
ay Encuentre una matriz escaionada a partir de A, por operaciones elementaies de fila :
i) Mediante tas funciones SWAP y PIVOT.
i) Utilizando la funcién ESCALONE.
iiiy Por el método del pivoteo parcial con SWAP y PIVOT.
iv) Por el método del pivoteo parcial con ESCALONEP.
b) Halle matrices P, Ly U taies que PA = LU, donde P es de permutacién , L es triangular
inferior con diagonal unitaria y U es escalonada,
¢) Encuentre una base para cada uno de los cuatro subespacios fundamentales asociados con
la matriz A,
d) Exprese el espacio columna y el espacio nulo de la matriz A , mediante restricciones sobre
las componentes de sus vectores,
e) Determine si los sistemas AX =d v AX = e son solubles.
E.JERCICIO 3.2

‘1 a O

|
Sea A=|3 4 1| . Paracualesvaloresde a se satisface R{A}=R> ?

\131J
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EJERCICIO 3.3

Sean a, ,&,,a,,a,,4a,,4a,,4a, los digitos de su carné en orden.

a) i) Genere una matriz M eR, , , cuyas componentes estén dadas por
(- 1" aa,
a]'+1
i) Cambie la fila 2 de M por 3M, —4M., y reasigne el resultado a ia letra M.

myj = ieft..4 . jelt..86

b) Determine el rango de M.
¢} Encuentre matnces P.Lv U tales que PM =LU.

d) Halle una base y la dimensién para cada uno de 10s cuatro subespacios fundamentales
asociados con M.

e) Exprese R(;’vlr) y N(M) mediante restricciones sobre las componentes de sus vectores.
EJERCICIO 3.4
Para la matriz M=|3 3 31 . caracterice lodas las matrices Av B tales que

0 5 8)
AM=0 y MB=0.

4. Sistemas de ecuaciones lineales y subespacios fundamentales

EJERCICIO 4.1

(=1 5 2 -4 -2 (~22 (11
(2 <10 -1 6 s |25 |[1|
Sean:A:i—1 5 2 7 0} d- 11.i,e=;11‘
|4 -20 -2 -1 -3 " 2|
Lo 0 3 8 A1) A Ls)

a) Encuentre las restricciones sobre las componentes de un vector b RS | paraque b sea
combinacion lineal de las columnas de A

b) Es el sistema AX = d soiuble? {justifique).

c) Es el sistema AX = e soluble? (justifique).

d} Si alguno de l0s sistemas descritos en b} y ¢) es soluble, halle su solucion general y
exprésela como la suma de una solucian particular de él mas la solucion general del sistema
AX =0,

e) Encuenire, si es posible, dos combinaciones lineales de las columnas de A que sean iguales
al vecior d.

f) Cual es el espacio nulo de A ? (justifique).
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EJERCICIO 4.2
1 -1 2 2 -1 (75 (3
, - N l_1 | 4
Sean : A= ° gi = |

-5 5§ -10 8 5| | 3 "dz'\-v'

\4 5 17 1 &) L 4) 5,

a) Encuentre matrices P, L v U talesque PA=LU

b) Resuelva simultaneamente los sistemas AX =d) v AX=d) y exprese |a solucion
general de cada uno como la suma de una solucion particular de &l | mas la solucion general
del sistema homogeneo AX =0

c) Cual es el espacio nulo de A7

d) Exprese el vector d| como una combinacion lineal de las columnas de A.

e) Existird alguna columna de A que sea combinacion lineal de |as restantes? Justifique su
respuesta y, en caso afirnativo, exprese alguna columna de A como combinacion lineal de
las resiantes.

f) Cual es el espacio columna de A7 (Justifique).

EJERCICIO 4.3
(( 1) If‘—?.] (3} [5) (4)
—2{ 4| lo]l[1]]5
5 .'SZ ,1 i . i ] = B
ean 2 tz |3 'E’l N ’ H = gen$
i La e/ 17/]
. ) {2
1 [ 21 — 4 '
() - ~fmeta(ad) < e
=; | = i = 3 =‘ H
d 2| c ID 2510y =10
' l L 1) | ]
¥ v 1 F) i\ 5 |

1) Halle una matriz 4 R, , talque H=R(A}.

2) Muestre gue S es un conjunto linealmente dependiente y encuentre 2 combinaciones
lineales no triviales de los veclores de S que produzcan el vecior cero.

3) Si A es la matriz hallada en 1), encuentre una base y la dimension para el espacio nulo de
A y tambien para su espacio fila.

4) Encuentre una base para H que este contenida en S .

5) Halle H mediante restricciones sobre las componentes de sus vectores.

6) Sea A |la matriz hallada en 1) .
a) Para cuéles vectores b € R4 es soluble el sistema AX =b?
b} Muestre que AX =d es soluble y que AX =c no es soluble.
c) Resuelva el sistema AX =d y exprese su solucion general como la suma de una

solucion particular de €l mas la solucion general del sistema homogeéneo AX =10

d) Exprese, si es posible, el vector d como combinacion lineal de los vectores de 5.
e} Encuenire matrices P . Ly U tales que PA =LU.
f) Encuentre una base y la dimension del espacio nulo izquierdo de A.
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g) Sera el vector z un elemento de N(AT) ?

n) Sera el sistema A’Y = f soluble ? Justifique.
1)  Son las filas de la matnz A linealmente independientes ? Juslifique.

EJERCICIO 4.4

5 1
X4 1

[
Sea M= X3, ¢R5:2x1+x2—x3‘+x5:0 D 3%y +dxg—X%5 =07 .

N

|'!.x5/ J

Encuentre una matriz BeR) , 5 talque H=N(B).

2) Halle una base y la dimensién de H .

3) Encuentre una matnz M de columnas L.|. tal que H= R(M) .
4) Halle una matriz N, cuyas filas sean L.|. tal que H :R(NT) .
EJERCICIO 4.5

Sean k= utimo digito de su camé,

1
2)
3)

4)

=)

5 = penultimo digito de su camé,
¢ = promedio entre Ky s .

Generar una matriz B = (b ] €R3,4 talque bjj=irj+kS.

Hallar la matriz A que se obtiene al cambiar en la matriz B, la fila 3 por ¢ veces la fila 1.
Hallar el espacio columna de A mediante restricciones sobre 1as componentes de sus
vectores e interpretario geometncamente.

Generar el vector d tal que di= 10+4(i+k5), para ie{1,2‘3} y determinar si el sistema

A x =d es soluble.
Para el vector e que se obtiene al sustituir en d la componente dy por cdy :

i} Determinar si el sistema AX = e es soluble y, en caso afirmativo, resotver el sistema
i) Decir cuantas combinaciones iineales de las columnas de A producen el vector € vy
exhibir, si s posible, 2 de ellas.

8) Encontrar una base y la dimension dei espacio nulo de A.

7

Hallar al menos 2 combinaciones lineales de las colurmnas de A gue produzcan el vecior

cero.
8) Encontrar una base para el espacio nufo izquierdo de la matriz A,

9) Expresar N (AT) mediante restricciones sobre las componentes de sus vectores.

EJERCICIO 4.6

Sean a,,a,, a,, a, los ultimos 4 digitos de su carne. Hallar todos los polinomios cubicos que
pasan por los puntos
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W2, -\—83. ) P - TS

i 4

f’a | Ya +7y [-a -5

Elegir 3 de estos polinomios y graficarlos superpuestos.
EJERCICIO 4.7
Consigere el siguiente sistema de ecuaciones:

Ix[=3Ixp +5x3 +4xyg =1
~4x] +8x) = 2kxp - 10kx3 ~8xg = -2k
2x| 3x2+k2x3‘4x4:2

4x] -6%x2 +10‘x3+2k2.\'4 =k .

a) Hallle todos los valores de k para los cuales el sistema
iy Tiene solucion Unica.
ii) No posee solucion.
iy Posee infinitas soluciones,

b) Para cada valor de k. tal que e} sistema tenga infinitas soluciones, encuentre su sofucion
general y exprésela como la suma de una solucién particular de €l | mas la solucion general
del sistema homogeneo asaciado.

EJERCICIO 4.8

: 3 e ~
=" /

a) Establecer la ecuacion de ta curva que pasa por los puntos - 2 \2/4)
T ‘\ff’ /

AL

y tiene la forma

asen x+bseny = (0.
g 2y 24 .
b) Establecer la ecuacion de la curva gue pasa por [0s puntos 1) . 4 Y liene ja forma
gl A=l

ae” +be™ +ce™ +de =0.
EJERCICIO 4.9

Considere el siguiente diagrama donde se sefiala el flujo vehicular por hora sobre las calles
aledafias a las intersecciones A B,C D E y F de cierta ciudad.

Nasa Luun Tvm
< Loy . L @
TR | X ;B Xy I€ (4
4
*s |3
| =37 | !
| I
588 | xg x4 88
r — @
Teee |288 Teee
| v !
® @ @

Suponiendo gue los vehiculos que entran a una interseccion deben también salir, plantear un
sistema de ecuaciones lineales que permita determinar et flujo vehicular por hora, sobre cada

=
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calle, entre cada par de intersecciones. Resolver el sistema planteado. Cuantas soluciones
axisten? De las soluciones halladas, cuantas tienen sentido en este problema? Determine el
numero de vehiculos entre cada par de intersecciones , que hacen minimo el flujo vehicular
sobre la calle 2 entre las intersecciones E y F.

5. Independencia lineal , bases y dimension

EJERCICIO 5.1

(-1 (2) (1) (1)]
1=t -2 |0
En el espacio vectorial R?, sea S = <l[ 31, 1i,fi 5 N 1,[
| 4 ia 2.
[\Hklf\?x \*3,-]

a) Hallar [os valores de a para los cuales S es lineaimente independiente.

b) Es el primer vector combinacion fineal de |os demas, para algun valor de a ?

C) Sia =-2, eselcuarto vector combinacion lineal de 10s tres primeros? en caso afirmativo,
hatlar una combinacién lineal de los tres primeros vectores que produzca el cuarto.

d) Sia =-2, hallar una base para el subespacio generado por S .

EJERCICIO §.2

Sean:
Jfﬂfc\(zj‘( (1 (2) ()]
13| -1l ] 74 aliollo
S=il2 |21 o |f Hmsens T ol’%—z‘i | q|[ ¥ W=genT.
1 1 ! l ! |
L-v L1 Ls}J -4/ L5/ (3]

a) Es S lineaimente independiente? . Es T lineaimente independiente?

b) Encuentre :
iy Una base para H y una base para W.
iy H y W mediante restricciones sobre las componentes de sus vectores.
iii) Una base para HMW.

EJERCICIO 5.3

Sea £,. el espacio vectonal de fos polinomios de grado menor o igual que 2 y coeficientes
reales. Determine, para cada conjunto dado, si él es linealmente independiente.

s:{t2+l+51,t—z.1+3} , T:{2t2+t+1,3t2+t—5,t+13} , L={5t2—3t+8.t2+1—11,t+3}_
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6. Ajuste por minimos cuadrados

EJERCICIO 6.1

1 Sean a,,a, ,a,,a, los (itimos 4 digitos de su carné, simplificar la expresion

RANDOM (— a, a,aza3) y luego realizar lo siguiente :

a) Generar un polinomio cibico en la vanable X con coeficientes aleatonos entre -10y 10,
b) Generar un vector de orden 8, cuyas componéntes sean numeros aleatorios entre -50 y
50,
. Generar un vector ¢ de orden 8, evaluando el polinomio hallado en 1 a) en cada una de las

ha

componentes del vector v = l_lo_u' donde u es el vector hallado en 1 b).

3. Crear un vector b de orden 8, tal que b, = ¢ +(L2)i x1072 6{1,2,...,8} donde ¢; es la
| -€sima componente del vector ¢, hallado en 2.

v

4 . Graficar los puntos (bf)' , fe{],z,_‘_,s} {Ayuda . aplique el comando PLOT sobre la
\D,

matriz N={\':r b‘)

5 Hallar el polinomnio cubico que mejor se ajusla a la nube de puntos graficada en 4 siguiendo
et mélodo de los minimos cuadrados paso a paso. Hallar el error.

6. Graficar el polinomio hallado en S, superpuesto con ia nube de puntos. Qué observa?

7. Sea N la matriz cuyas columnas son los vectores v y b. Realizar la instruccién

FiT ([x, r+8x+tx? + Ixs},N) y comparar el resultado con el polinomio hallado en 5.

EJERCICIO 6.2

Se supone gque el recorrido R, de un auto, en kilometros por gaién, depende del volumen total V
de los cilindros del motor, en pulgadas cubicas, de acuerdo con ta funcion R = o + By Estimar los

valores de o y B por el método de ios minimos cuadrados, si se tiene la siguiente informacion
para once modelos diferentes de automoviles :

\Y 388 312 284 560 340 560 392 388 536 340 444
R 51 57 62 45 44 42 53 48 39 51 41 .

N

v
Graficar los punios LRJ y jarecta R =« +[Bv en un mismo sistema de coordenadas.

EJERCICIO 6.3

Un supemmercado estima que el numero de arliculos vendidos de cada uno de sus diferenies
productos,y , depende de su precio ,t, en miles de pesos, segin la funcion

y=a, +a,l +a,’. Estime los valores de las constantes a,,a,,a, por el método de los
minimos cuadrados, a partir de ia siguiente informacion:

t 1.95 320 800 100 595 490 695 895 435 5.00
v 116 137 169 98 163 156 168 163 150 1&7.




“\\r ) p ,
[ | yotrodelacurva y=a, +a!+a,l" en el mismo

Y/

sistema de coordenadas y prediga el numero de articuios vendidos si el precio es 6800 pesos.

Haga un grafico de la nube de puntos

EJERCICIO 6.4

En una exhibicion se registrd, para diferentes embarcaciones, su peso p en toneladas y su
precio v en millones de pesos segun la siguiente tabla :

B 2 4 5 8 10 42

v 105 135 135 200 230 310.
Para tratar de reiacionar estas dos variables, 3¢ hizo una grafica de v en funcion de p, iacuat

sugifio una relacidnde laforma v =r + KL p+ rzpl. A partir de l0s datos dados :

a) Estime las constantes 7, .7, ,r, correspondientes a la parabola que mejor se ajusta a los

datos.
b) Estime el error.
¢} Prediga el precio de una embarcacién de 7 tongladas.

EJERCICIO 6.5

Para los puntos

i'/'—_\

i, (=1 [0\ /2\ f-2
Py Py: : | :

. LmJ i L?J - Paily) Pay 21’ P L10)

a) Halle el polinomio clbico que mejor se ajusta a la nube de puntos y estime el error.
b) Grafique la nube de puntos y el polinomio hailado en un mismo sistema de coordenadas.

7. Ortogonalidad entre vectores y subespacios de R”

EJERCICIO 7.1

[ (-23) (W) (-0 (o] (0} (2
ti-l-1 o] t1] -1
ngni0,|1'1 "0|:-‘b:1 ,c=4’
| of 1] [1]! .2 L5
{\-1) L1 Lo/ o) | -y 1)
1. Encuentre una base y ia dimensién de H .
2. Encuentre una base y la dimension de H~
3. Construya una matriz A de columnas L.|. tal que H=R(A) .
4. Parala matnz A haliadaen 3 :
i) Encuentre la factorizacion QR de A
iy Encuentre la mejor solucion de AX = b en términos de minimos cuadrados.
5. Encuentre las componentes ortogonaies de h en H yen H-
8. Halle la distanciade b a H.
7. Encuentre una base ortonormal para H. .
8. Encuentre una base oronormal para R* que contenga ia base de H hallada en 7.
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9. Haille tas matrices de proyeccion ortogonal sobre H y sobre H .
10. Encuentre vectores h{ eH v hy e H.L talesque c=h)+n).

EJERCICIO 7.2

Sean do _d1 .d2 ,d3 .d4 .d5 .ci6 los digitos de su camé en orden ,

/x\k \ /d’\
. | g
| L s dx+d, y-d z+d w=0 2
H=s 2l eR% Ty dzedv-0 [ ¥ 2=|%
|WI. s 5 ) I da.
.'-,V'rJ i kds,r'
1’. Haltlar :

a) Una base y la dimensién de H .
b) Las matrices de proyeccion ortogonal sobre H y H—.
c} Una base orlonormal para H.
d) Las componentes ortogonalesde b en H yen H-,
e) Uina base ortonormal para RS que contenga la base de H , halladaen ¢) .
2. Exprese proyn b como C.L. de los vectores de la base hailada en 1 c}.
3. Si A esla malnz cuyas columnas son los vectores de la base de H hallada en 1 a), hallar :
a) Una matriz Q de columnas ortonormales y una matriz R triangular superior invertibie tales
que A =0QR.
b) La mejor solucién de AX =b en términos de minimos cuadrados, utilizando las matrices Q y
R.

EJERCICIO 7.3

Sean :
1) () -’-1} (-2) (1) (1)
-1 1) 2] 2 0 | zi
s=i]o . (1, 0l 1}, H=genS b=0| y c=i-1.
| 1 1 lo| |ol |1 2 3
co) \)ot1) Lol ) L4

/ '

1. Muestre que S es base para H .
2. Sea A la matnz cuyas columnas son los veciores de S en el orden dado.
i) Encuentre a factorizacion QR para A.

iy Halle una base ortonormal para R(A).

iif) Resuelva el sistema AX =b usando las mataces Qv R.

iv) Encuentre Ja matriz de proyeccion ortogonal sobre R(A) .

v) Halle la mejor solucion, en términos de minimos cuadrados, para el sistema AX =c, por
dos métodos diferentes :
a) Resolviendo el sistema AX = p, donde p = proy R(A) ©°
b) Mediante las matrices Qv R.

3. Cuales son las componentes ortogonales del vector ¢ en H y en HL?
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4. Cual es el comptemento ortogonal de H ?
5. Halie una base ortonormal para R* que contenga Ia base de H hallada en 2. ii).

EJERCICIO 7.4

Sean dg ,d] _.d2 .d3 ,d4 .d5 ,cl6 los digitos de su carné en orden,

f do d1 d1*1 do+1 w ( d1

I R I I RS B B

l—da 1 d, [']-4d3|'| 303+ds | | dg
dg/ \-dg ds / \d4-dg-ds/ \dg ~7

Considere el subespacio H de R+, formado por todas las combinaciones lineales de los vectores
dei conjunto S .

a) Determine si S es linealmente independiente.
b) Encuentre una base y la dimensién de H.

c) Encuentre una base y la dimension de H-L.
d) Exprese H y HL mediante restricciones sobre las componentes de sus vectores.
e) Haile las matrices de proyeccién ortogonal sobre H y H-L.

f) Encuentre el vector de HL mas cercano al vector b .

g) Haile la distancia del vector b al subespacio H.

h) Encuentre un subconjunto S de § tal que S sea L.l y ademas gen S=H.

i) Si A esla matriz cuyas columnas son los vectores de! conjunto S hallado en h) , encuentre ia
factorizacién QR de A .

i) Halle una base ortonormal para H.

k) Exprese la proyeccién ortogonal de b sobre H como combinacion lineal de los vectores de la
base ortonormal hallada en j).

8. Determinantes
EJERCICIO 8.1

Para cada uno de ios siguientes conjuntos, use la funcion DET y el comando FACTOR , para
hallar todos los valores de o para los cuales el conjunto es linealmente dependiente. :

-2\ (a az\l a+1\l 1 1)
a S=43,]-14.10 by L=< 1 [,12]| la
2 aJ 1 /' a ZJ
-0 (a) [2a) ,r’a\. _.[{—1\] (a (2(1\-! l’»—af\.;:
0 (-2 |-a| ~1|‘ ol i-2{ [-a; -1l
T: ' . Y. L =%/ y . ,
¥ (Oll'al; 9 N laJ!o.o,' o |f
3/ \a/) \5a) \ 0| L3a Va) \Sa) LO/J
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EJERCICIO 8.2

—+ 3 =
Encuentre el volumen del paralelepipedo de aristas AB . AC , AD donde ;

(-1) (2 (-2} (-7
A:l 3], B:‘—‘I . c:\ \ , D:'i~5~
| 5J 3 \ o4 L=y
EJERCICIO 8.3
2 7 (-1 -8
Determine si los puntos A:[JJ . B 132J : C:l 4~ D T J| son coplanares.
3, L 1) V12,

Si los punios anteriores no son coplanares, encuentre el volumen del paralelepipedo de aristas
- = —

AB. AC _AD .

EJERCICIO 8.4
353

St Asliatng 3
K8 xd

a) Genere la matriz A, usando la funcion VECTOR.
b) Halle el determinanie de A y factoricelo completamente.

c) Evalie A para x;=i+1,i€{1234| y si B es la matriz asi obtenida, encuentre la
matriz adjunta de B y la inversa de B por el método de la adjunta.

9. Valores y vectores propios
EJERCICIO 9.1

(137 348 -118)
1. Sea A=|{-58 -153 58 |.
o 0 21

a) Encuentre el polinomio caracteristico de A,

b) Halle todos los valores propios de A con sus respectivas multiplicidades algebraicas.

c) Determine si A es diagonalizable y, en caso afirmativo , halle una matriz 5 diagonalizante
para A y la matriz diagonal asociada A.

d) Es AT-s1 una matriz diagonalizable 7. Justifique y, en caso afirmativo, encuentre una
matriz diagonalizante para AT - 51 y su diagonal asociada.

e) Existird una base para C3 formada por vectores propios de A ?. Justifique su respuesta y,
en caso afirmativo, halle una de tales bases.
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. N . - . " | l
fy Es A una matnz invertible ?. En caso afirmativo, cuales son los valores propios de A~ ?
Justifique sus respuestas.

q) Existira una base ortonormal para R3 formada por vectores propios de A ? Justifique.

“’ 2455 4680 46860°
2. Para A=|-466 -807 -932 realicetodos ios literales indicados en 1.
.\ —-932 -1864 -17.39/

EJERCICIO 9.2

(19/10 -3920 139/60 1117/210 - 28/15)
-1 —72 172 142/21 5/2

Considere lamatriz A=| 0 -2 14/3 142/21 5/3
L0 0 -3 -2/3 -3 |
.0 0 0 -3/7 o

a) Haile el polinomijo caracteristico p(w) de A.

b) Grafique el polinomio haliado en a) y encuentre aproximaciones de sus raices reales.

¢) Encuentre un vector propic , aproximado , asociado a cada valor propio real de A.

d) Construya el factor g{w) correspondiente a las raices halladas y luego encuentre el otio factor
aproximado mediante la funcidon QUOTIENT( p(w) , g{w) ) ; finaimente, factorice el resulitado
para hallar las raices restantes.

EJERCICIO 9.3

(o 1 0 0 0"

| 0 0 1 o 0

i Sea A-=| 0 0 0 10
0 0 0 0 1|

| |
\-621 92025 -29325 -1225 77,

a) Halle el polinomio caracteristico de A.

b) Encuentre los valores prgpios de A

c) Halle 10§ &5pacios propios de A.

d) Es A diagonalizable? , en caso afirmativo. encuentre una matriz diagonalizante para A y jla
diagonal asociada.

2. Realice los literales de 1. para las siguientes matrices:

(-227 -269 -B3 -485 (662 58 -116 116 )
o ~587 409 209 995 A_| 1206 896 -426 201 |
| tse T NNEg: - 284 12685 | -21 -15 76 -35 |

\ 438 S SSnRe T2 7BZ J \-996 -79 286 -1694/
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7154 24 -36 —1608 - 336 2513 596 -414 -2583 1937
~126 18 18 1314 270 | 127 -32 33 132 _81
A=| 54 0 4 -540 -108) . A= -421 94 -83 -434 306 | .
24 0 0 -236 -48 2610 -615 443 2684 1994
(-42 -12 -18 366 70 ) .90 -19 29 94 50
EJERCICIO 9.4
111 1 =)
1 1 -1 -1 L3
1. Sean A= .Y b=
1 -1 1 -1 |2
g1 -1 1 L5 )

a) Encuentre el polinomio caracteristico de A,

b) Halle los valores propios de A y sus respectivas multiplicidades aigebraicas.

¢) Determine si A es diagonalizable y, en caso afirmativo, encuentre una matriz
diagonailizante para A vy la diagonal asociada.

d) Encuentre una base ortonormal para cada espacio propio de A.

e) Encuentre, si es posible, una matriz ortogonal @ y una matriz diagonal A, tales que

QTAQ=A
f) Calcule las matrices de proyeccion ortogonal sobre tos diferentes espacios propios de Ay
exprese, si es posible | la matriz A como una combinacion lineal de dichas matrices

g} Halle ias proyecciones ortogonales de b sobre los diferentes espacios propics de A y
exprese by Ab, en términos de dichas proyecciones.

2. En cada caso , realice todos los literales del ejerciciol .

7 -1 -2 0 (73
-2 2 10 0| | 1]
Lo o o 8 \-4)
(53 -37 -8 -5 5"
) A=_1ﬁ|-37 8 -3 4| (-1
27| -6 33 45 -3 3|
-5 4 -3 56 -8/
(31 12 9 -15 s 20
112 14 3 -60, 3
iy A =-——i . = .
17 9 36 -7 -45 3 |
\-15 -60 —45 41, (=5
67 5 -20 5) (1

{13 41 10 25
11/-20 10 37 10|
L5 25 10 47/ 1)

o
1
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EJERCICIO 9.5

Sean dj.dy.d3,d4,d5.dg tos Gltimos 6 digitos de su carné. Considere 1a matriz

fd -dq dg)
A= -d; d -dg| -

ds -dg dy.

1. Encuentre :
a) El polinomio caracteristico de A
b) L.os valores propios de A en forma aproximada (0 exacta si es posibie).
¢) L.os espacios propios de A en forma aproximada { o exacta si es posible).
2. Es A una matriz diagonalizable? Justifigue su respuesia y. en caso afirmativo, encuentre (en
forma aproximada o exacta, si es posible) una matnz S diagonatizante para A y \a diagonal

asaciada A . Caicule SAS—! y compare con la matriz A. Calcule $s—1AS y compare con A.
EJERCICIO 9.6

Sid, ,d, ,d, d, sonios tltimos cuatro digitos de su camé , simplificar 1a instruccion
RANDOM ( - d ddd, ) y luego realizar los siguientes literales:

a) Generar una matiz A4 € X, , cuyas componenies sean numeros aleatorios tomados del

intervalo (- 5,5) y calcular la matiz M = 447 .

b) Hallar el polinomio caracteristico de M y graficario.

c) Hallar los valores propios de A/ en forma aproximada , 0 exacta si es posible.

d) Hallar los espacios propios de A en forma aproximada , ¢ exacta si es posible.

e) Es A/ una matriz diagonatizable? Justificar su respuesta y, en caso afinmativo, encontrar en
forma aproximada . o exacta si es posible, una matriz diagonalizante S para Af y ta diagonai

asociada A . Calcular SAS™' y comparar con la matriz M. Calcular S ' ALS y comparar con
la matriz A .

EJERCICIO 9.7

El siguiente modelo para ia demanda de automoviles considera sélo factores de distribucidn, que
dependen de la edad y el stock existente. Supongamos que todos los coches tienen edades de 0 a
1,de 1 a2 o de2 a3 afios; cuando un coche tiene 3 afos se sustituye por unc nuevo, el 10% de
los coches son reemplazados cuando lienen 2 anos, ademas el numero de coches gque se
mantiene en circulacion es siempre el mismo.

a) Halle una matnz A gue permita relacionar fa distribucion de coches segin su edad .en cada
ano, con la correspondiente al ano inmediatamente anterior.

b) Encuentre los valores propios de A.

c) Cual puede ser la distribucién inicial de coches, segun su edad, para que dicha distribucion se
mantenga siempre igual?

EJERCICIO 9.8

Los habitantes de cierla ciudad reailizan sus compras en una de ias tres cadenas de almacenes
existentes X , Y , 2. Cada mes el 20% de los clientes de 1a cadena Y y el 10% de los de ia
cadena Z deciden cambiarse para la cadena X | ademas la cadena Y capta el 10% de los clientes
de X y el 30% de los de Z . Por su parte la cadena Z logra conquistar el 10% de los clientes de
cada una de las otras dos cadenas.
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a) Encuentre la distribucion de clientes en las tres cadenas para el k-ésimo mes, suponiendo que
iniciaimente se tenian x, y, z clientes en las cadenas X, Y, Z respectivamente,

b) Si inicialmente, el 20% de los habitantes le compraba a X, el 30% a Y y el 50% & la cadena Z,
encuentre el porcentaje de clientes de cada una de ias tres cadenas :
i} Enel mes 12.
ii) A largo piazo.

c) Para las condiciones iniciales dadas en b) :
i} Defina una funcion que sirva para elaborar una tabla de distribuciones de clientes de !as tres

cadenas, por anos, a partir de la fecha inicial hasta n anos.

ii) Construya la tabla de distribuciones para 15 anos.

EJERCICIO 9.9

L.as casas de habitacidn de cierta ciudad estan clasificadas en cuatro estratos para efectos del
pago de servicios pubiicos. Supbngase que cada década ,de los habitantes de casas de estralo 1,
el 20% se traslada a casas de estrato 2 y el 10% a casas de esirato 3, de los habitanies de casas
de estrato 2 et 70% se trasladan a casas de estraio 1, mientras que un 30% pasa a estrato 3.De
los habitantes de casas de estrato 3 , un 40% pasa a estrato 1 y un 20% a estrato2. Por otro lado,
el 30% de los habitantes de estrato 4 se traslada a estrato 3.

Si inicialmente habia 140000 habitantes en el estrato 1, 350000 en el estrato 2, 560000 en ei
estrato 3 y 420000 en el estrato 4

a) Encuentre la distribucion de habitantes ,segun su estrato, en la k-ésima década

b) Puede modelar este problema como un proceso de Markov ? (Justifique) .

c) Posee ese proceso una distribucion fimite ? En caso afirmativo, halle uy. .

d) A largo plazo, cual sera la distribucidn de tos habitantes segtin su estrato ?

e) Use la funcion VECTOR para elaborar una tabla gue contenga las distribuciones de habitantes
segun su estrato , para 6 décadas consecutivas a partir del periodo inicial.

EJERCICIO 9.10

En cierta empresa se ha establecido una rolacién de personai entre cuatro dependencias A, B, C
y D, de la siguiente manera : cada ano el 80% de los empleados de fa dependencia A se trasiada
a la dependencia B ; de los empleados de B , el 75% se traslada a A y el 25% a ia dependencia C.
Por su parie, el 12.5% de los empleados de C se trasiadan a la dependencia A, mientras que
37.5% se (raslada a B. Finalmente, el 50% de los empieados de la dependencia D se trasladan a
la dependencia A. Si inicialmente se tenian 1610 empleados en A , 1520 en B, 1610 en C y 1700
empleados en D,

a) Encuentre ja distribucion de empleados en las cuatro dependencias en el k-ésimo afo.

b) Puede modelar este problema como un proceso de Markav ? (Justifique).

¢) Posee este proceso una distribucion limite ? En caso afirmativo, halle uy. .

d) A largo plazo, cual sera la distribucion de ios empleados en las cuatro dependencias ?

e) A largo plazo, cudl sera la probabilidad de que un empleado ,elegido al azar entre los
rabajadores de dicha empresa tabore en la dependencia B ? .

EJERCICIO 9.11
En una tintoreria se realiza un proceso en et que se mezcla un liquido con un poivo quimico,

haciendo pasar la mezcla por cuatro tanques XY , Z , W, cada uno de 10 litros de capacidad,
mediante el flujo indicade en 1a siguiente figura
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En la figura se indica ,por ejemplo, que del tanque X fluye mezcia hacia ¢ada uno de los otros tres
tanques a razon de 1 litro por minuto. De Y fluye hacia X a razon de 2 [itros por minuto, etc..
Supdngase que inicialmente todos los tanques estaban ltenos del liquido y que se colocaron en el
tanque X 1000 grs dei polvo quimico, en Y 2000 grs., en Z 100 grs. y en el tanque VW 500 grs.; se
desea hallar la cantidad de polvo quimico presente en cada tanque para cada instante t.

a) Modele este problema como un sistema dinamico con condicién inicial.

b) Encuentre una funcion u(r) que permita hallar la cantidad de polvo quimico pressnte en cada
lanque para cada instante t.

c} Analice 1a estabilidad dei sistema dinamico y prediga el comportamiento de su solucion a targo
ptazo.

d) Trabajando en modo aproximado con 6 digitos:

f) Elabore una tabla que muestre la cantidad ¢e polvo quimico presente en cada tanque, cada
20 minutos, desde el instante inicial hasta completar 2 horas y 40 minutos.

i) Construya una tabla que muestre ta cantidad de polvo quimico presente en cada tanque
desde el minuto 130 hasta el minuto 140 | determine, 2 partir de esta tabta | el tiernpo
aproximado que se tarda en tener en todos los tanques aproximadamente igual cantidad
de polvo guimico.

EJERCICIO 9.12

4
En el proceso de limpieza de un conjunto de cuatro tanques X Y | Z | W , infercomunicados y cada
uno de 100 litros de capacidad, se establece un fiujo de agua con detergente enire dichos tanques
como s& indica en ia siguiente figura:
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2 liymin
==l I [ —
1 liymin }_j
SEOS 2 ligmin
X Y

1 livmin L / 2 liymin
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S
6 liyymin 1 Litfmin

Supongase que iniciaimente se colocaron 500 grs de detergente en el tanque X, 1000 grs en
Y,1000 grs en el tanque Z y 500 grs en W .

a) Encuentre una funcion que permita haliar |la cantidad de detergente presente en cada tanque

para cualquier instante t.
b) Construya una tabla en la que se muestre la canlidad de detergente presente en cada tanque,

cada hora durante el segundo dia.
c) Si se considera que un tanque esia practicamente limpio cuando contiene menos de 1gr de

detergente, determine , a partir de la tabla anterior, el tiempo aproximadc en horas que
demora la limpieza de los cuatro tanques.

EJERCICIC 9.13

Resolver el siguiente sistema dinamico . analizar su estabilidad y predecir el comportamiento de
su sotucién a largo plazo.

E oy ey 2000)

dt
§§Q:2ﬂ0—4ﬂ0+2W“)
d;(:) = x(1) + 29(1) = 32(r)
%ﬁ =6z(1)~ 6w(t)

x(0)=5 |, y(0)=0 , z(0)=7 , w(0)=1
EJERCICIO 9.14

Considere la ecuacién cuadratica 2x2 +5v2 +522 +4xy - 4xz - 812 = 10,




a)

b)

c)

a)

X ( 2 e
St V=iy| yv A=| 5 -4 J , muestre que la ecuacion dada puede expresarse en
|
z -2 -4 5

forma matricial como VTAV = 10.
Muesire que A es diagonalizable unitariamente y encuentre una matriz ortogonal Q y una
matriz diagonal A, tales que QTAQ=A.
u
Si Z=|v|=Q"V , exprese la ecuacion cuadratica dada en términos de u. v, w : identifique
v

luego ia superficie cuadratica correspondiente.
Grafique la superficie cuadrética anterior e identifique sus caracleristicas principales.
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