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Resumen

En este trabajo se exploró, inicialmente, la implementación de un modelo de impedancias

superficiales en arreglos periódicos bidimensionales. Con este objetivo y para simplificar ra-

zonablemente el modelo se tomó únicamente el término dipolar de la expansión, además, se

supuso que los dipolos son puntuales. En primera instancia, este modelo se aplicó para obte-

ner las condiciones sobre las polarizabilidades en las part́ıculas de un arreglo periódico para

obtener absorción perfecta. Posteriormente, se obtuvieron algunas propiedades interesantes

de las metasuperficies autocomplementarias, que en conjunto con el modelo de impedancias

superficiales fueron útiles para diseñar y modelar una metasuperficie autocomplementaria

con la propiedad de conversión de polarización lineal a circular, dentro de la cual se logra

obtener anchos de banda porcentuales de ≈ 53 % experimentalmente. En otra aplicación,

por medio de los modelos de ĺıneas de transmisión se diseñaron dos metasuperficies para

el filtrado en ángulo y frecuencia alcanzado un ancho de banda angular de 8.9◦ centrado

en incidencia normal para uno de los casos. Finalmente, se diseño y modeló un resonador

tipo Fabry-Pérot metamaterial con base en medios dieléctricos artificiales con constantes

dieléctricas elevadas, a través de los cuales se llegó a obtener para uno de los casos que la

longitud de onda en el espacio libre es aproximadamente 74 veces más grande que el espesor

del dispositivo.

Palabras clave: Metasuperficie, impedancia superficial, superficie autocomplementa-

ria, convertidor de polarización, filtro angular, resonador Fabry-Pérot.

Abstract

In this work, we initially explored the implementation of a surface impedance model in

bidimensional periodic arrangements. With this objective and to simplify the model, only

the dipole term was retained, in addition, it was assumed that the dipoles are punctual. In

a first step, this model was applied to obtain the conditions on the polarizabilities of the

particles in a periodic arrangement in order to reach perfect absorption. Later, some in-

teresting properties of self-complementary metasurfaces were achieved, which together with

the surface impedance model were useful for designing and modelling a self-complementary

metasurface with the linear-to-circular polarization conversion property, within which it is

possible to reach bandwidths percentages of ≈ 53 % experimentally. In another application,

via the transmission line models, two metasurfaces were designed for angle and frequency

filtering, achieving an angular bandwidth of 8.9◦ centered on normal incidence. Finally, a



x

Fabry-Pérot metamaterial resonator was designed and modelled based on artificial dielectric

media with high dielectric constant, through which it was attained for a specific sample that

the wavelength in the free space is approximately 74 times greater than the thickness of the

device.

Key words: Metasurface, surface impedance, selfcomplementary surface, polarization

converter, angular filter, Farbry-Perot resonator.



Contenido

Agradecimientos VII

Resumen IX

Lista de tablas XIII

Lista de figuras XV

Introducción 1

1. Modelo de Impedancias Superficiales 5

1.1. Fuentes y Campos en Diferentes Representaciones . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2. Relación entre Corrientes Superficiales y Admitancias Superficiales . . . . . . 8

1.3. Admitancias Superficiales y Polarizabilidades en Sistemas Interactuantes . . 11

1.4. Modelo de Impedancias Superficiales para Pantallas con Simetŕıa de inversión
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de Maxwell en diferentes representaciones de los campos. . . . . . . . . . . . 7

2.1. Desempeño de las pantallas autocomplementarias. 1ra columna: nombre de las

estructuras. 2da columna: frecuencias donde la magnitud de los coeficientes de

transmisión y reflexión son iguales. 3ra columna: Tamaños eléctricos de las
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campo eléctrico incidente polarizado en x (a) y y (b). . . . . . . . . . . . . . 20

1.5. (a) Vista lateral y superior de la celda unitaria con los respectivos paráme-
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que describe a la celda unitaria con la polarización del campo mostrado en (a).

Este modelo tiene en cuenta la interacción con las celdas que se encuentran

por encima y debajo por medio del condensador C1. . . . . . . . . . . . . . . 76



Lista de Figuras xix

4.8. (a) En rojo se muestra la relación de dispersión de la onda que se propaga en la

superficie del filtro angular hecho con la cadenas de EC-SRRs (Figura 4.7 (a)).
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ĺıneas grises son las proyecciones de las relaciones de dispersión de la onda
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sión en función del ángulo de incidencia para las frecuencias de resonancias

de las curvas en (b). Estas curvas se obtuvieron de simular la estructura con
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cualitativas en presencia de un campo eléctrico polarizado en y (b). Celda
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modelar la propagación a través del RFP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.6. (a) Celda unitaria implementada en la simulación. (b) Módulo de la transmi-
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Introducción

Como es usual en las ciencias, la invención de un concepto o una rama de las ciencias no

coincide con las primeras aplicaciones, descubrimientos o en general cualquier contribución

asociada a éstos. De igual forma, aunque el término “metamaterial” es relativamente reciente,

sus inicios pueden remontarse justo a finales del siglo XIX, con el primer experimento en

microondas con estructuras hoy en d́ıa conocidas como quirales, llevado a cabo por Jagadish

Chunder Bose [1]. Sin embargo, es a finales de la segunda guerra mundial, con el diseño de

los primeros dieléctricos artificiales para el rango de microondas, a través del cual se impulsa

la investigación en esta área [2–6].

Finalizando la década de los 60s, Veselago publicó un desarrollo teórico que se considera

el inició formal de la investigación en los metamateriales [7]. En éste, Veselago investigó la

propagación de una onda plana en un material cuya permitividad y permeabilidad son ne-

gativas. Como resultado obtuvo que para una onda plana monocromática que se propaga en

este medio la dirección del vector de Poynting es antiparalela a la dirección de la velocidad de

fase. Posteriormente, en el año de 1999 John Pendry identificó un camino práctico para hacer

un metamaterial zurdo, el cual no sigue las reglas convencionales de la mano derecha [8, 9].

En el año 2000, Smith obtuvo un nuevo tipo de medio zurdo el cual posee, simultaneamente,

permitividad y permeabilidad negativas y logró llevar a cabo un experimento en el rango de

microondas para comprobar dichas propiedades [10]. A partir de esta época muchos investi-

gadores han trabajado en el área de los metamateriales para extraer todas sus aplicaciones

en varios campos. De lo anterior que la historia de los metamateriales deba ser comprendida

como la evolución de un grupo espećıfico de materiales artificiales, los cuales interactúan con

la radiación electromagnética.

Desde este punto de vista se ha llegado al consenso que los metamateriales deben entenderse

como aquellos materiales artificiales compuestos por celdas unitarias pequeñas comparadas

con la longitud de onda, que en conjunto exhiben una respuesta eléctrica (representada por

la permitividad eléctrica efectiva del medio, εef) o magnética (representada por la permea-

bilidad magnética efectiva del medio, µef) que no se encuentra de forma natural [11–13].

A partir de esta definición, las metasuperficies son la extensión o reducción natural de los

metamateriales al espacio bidimensional, es decir, son arreglos bidimensionales, delgados y

con celdas unitarias pequeñas comparadas con la longitud de onda.

Las metasuperficies, al igual que los metamateriales, dan la libertad para manipular la onda

por medio cambios abruptos de las propiedades ópticas [14]. En los últimos años, las metasu-

perficies se han convertido en una de las áreas de mayor crecimiento en el electromagnetismo.
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Entre las funcionalidades más estudiadas en metasuperficies se pueden mencionar la selectivi-

dad en frecuencia por medio de una banda de paso o rechazo, superficies de alta impedancia,

absorbente perfecto de banda angosta, rotor de polarización, selector de polarización circu-

lar, convertidor de polarización lineal a circular y transmitarray y reflectarrays para focalizar

ondas [15].

Este trabajo está centrado en cuatro áreas, en primer lugar, los absorbentes de banda an-

gosta. A pesar de que las pérdidas suelen ser evitadas, en algunos casos pueden ser una

caracteŕıstica deseable. En el 2008, se construyó una metasuperficie cuya celda unidad es

una tira metálica y un anillo resonador eléctrico (ERR por sus siglas en ingles) Ésta es-

tructura tiene la caracteŕıstica que, bajo incidencia normal, los modelos computacionales

mostraron que absorbe casi la totalidad de la onda a una frecuencia de 11.5 GHz y ex-

perimentalmente es cercana al 88 % [16]. No obstante, debido a la falta de simetŕıa de la

celda unitaria, para un ángulo de incidencia de 20◦ la absorción decae al 5 %. En trabajos

posteriores se sustituyó el ERR por part́ıculas en forma de cruz [17] y cuadradas [18], con

la primera aumenta la frecuencia de resonancia y se logra una mejor absorción a nivel ex-

perimental (97 %). La segunda part́ıcula mejora considerablemente el comportamiento para

incidencia oblicua, logrando absorciones superiores al 90 % para ángulos hasta de 65◦. Dado

que estas part́ıculas no son iguales por ambas caras, su respuesta depende de la dirección de

incidencia. En este trabajo se propondrá un modelo de impedancias superficiales para tratar

de dar cuenta del comportamiento de los absorbentes. Por otra, con base en esta teoŕıa se

diseña un absorbente perfecto en el rango de microondas con base en anillos acoplados.

En segundo lugar se explora la aplicación de convertidores de polarización lineal a circular.

Estos dispositivos se han desarrollado con base en dieléctricos artificiales anisótropos, de

forma que se garantice que el camino óptico en una de las direcciones es tal que se encuentra

desfasado en 90◦ respecto a la componente ortogonal [19, 20]. Por otra parte, otra contri-

bución se basa en ĺıneas de meandros, los cuales mediante la sintonización de la estructura

logran obtener los desfases deseados a una frecuencia espećıfica. En este trabajo de tesis

se explorarán los convertidores de polarización con en base en algunas propiedades de las

metasuperficies autocomplementarias.

En tercer lugar se estudian los filtros angulares. En ésta área se han diseñado dispositivos

hechos con multicapas de cuarto de longitud de onda [21–23], pantallas de metal perforadas

y cavidades tipo Fabry-Pérot separadas por rejillas [24–28]. En trabajos más recientes se han

propuesto materiales con bandas prohibidas, de modo que al cambiar el ángulo de incidencia,

la relación de dispersión de la onda cae en la región prohibida y no permite la transmisión
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de la onda [29–31]. En éste trabajo se realiza un desarrollo teórico para comprender, desde

los modelos de circuito, el funcionamiento de los filtros angulares. Además, se proponen dos

filtros angulares, el primero hecho con cadenas de anillos de Pendry conectados, la segunda

con base en resonadores extendidos [32, 33].

Por último, se diseñó un Fabry-Perot con base en un metamaterial delgado. Para ésto, se

utilizaron láminas dieléctricas artificiales de alta permitividad [34–38]. Con el objetivo de

describir anaĺıticamente el comportamiento de esta estructura se recurrió a los modelos de

ĺıneas de transmisión, posteriormente, utilizando la matriz de transferencia, se dedujeron los

coeficientes de transmisión y reflexión para el bloque entero [39].





1 Modelo de Impedancias Superficiales

Imagina una colección numerosa de objetos sobre la cual incide una onda electromagnética,

la cual es caracterizada por la longitud de onda, λinc. Debido a los detalles geométricos en

cada objeto de la colección, al igual que las propiedades del material con el que está hecho

cada uno, calcular el campo total dispersado, computando uno a uno, puede resultar muy

complejo [40].

Si los objetos que pertenecen a esta colección resultan ser muy pequeños comparados con

λinc, entonces los detalles individuales pierden importancia para describir la forma en que

interactúa la onda electromagnética con éstos. Por lo anterior, en la práctica se promedian

los efectos individuales, con lo cual se logra sustituir la colección inhomogénea por un me-

dio material homogéneo caracterizado por solo dos parámetros macroscópicos efectivos (en

primera aproximación): la permitividad eléctrica (ε) y la permeabilidad magnética (µ) [41].

Como se intuye de lo mencionado, es la longitud de onda, λinc, quien determina si un ob-

jeto puede verse o no como un medio material, mientras que los parámetros macroscópicos

efectivos, ε y µ, determinan el patrón de dispersión. Por lo tanto, aunque una colección in-

homogénea no satisfaga la definición intuitiva de un medio, para una onda electromagnética

puede que no haya diferencia alguna [13].

Como śıntesis, el objeto práctico de una teoŕıa de homogeneización es remplazar una colección

de objetos por un medio homogéneo equivalente que produce, aproximadamente, los mismos

campos dispersados.

En el caso de estructuras delgadas, es decir, aquellos arreglos cuyo espesor es tan pequeño

comparado con la longitud de onda que se pueden ver como superficies, aunque no existe una

prohibición en definir la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética, ésta carece de

rigurosidad conceptual puesto que estos parámetros se definen para medios materiales.
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En este caṕıtulo se aborda el proceso de homogeneización en estructuras delgadas desde

el punto de vista de las impedancias superficiales, es decir, por medio de la relación entre

las densidades de corrientes eléctrica y magnética (efectiva) superficiales con los campos

eléctricos y magnéticos de interés. Además, se busca establecer una relación entre las ad-

mitancias con las polarizabilidades asociadas a las part́ıculas, y éstos con los coeficientes

de transmisión. En el trabajo realizado por Ortiz et. al. [42] se considera a cada part́ıcula

como independiente de las vecinas, sin embargo, para éste trabajo se tendrá en cuenta el

acoplamiento con las part́ıculas vecinas por medio de la matriz de acoplamiento.

Con el fin de aclarar algunos aspectos del proceso de homogeneización, a continuación se

presenta el desarrollo de las ecuaciones de Maxwell en diferentes representaciones. Vale la

pena aclarar que con “representaciones” se hace referencia a las diferentes formas de expresar

las ecuaciones de Maxwell en términos, por ejemplo, de los campos ~E y ~B, en cuyo caso las

fuentes de los campos poseen cierto valor, los cuales son diferentes a los obtenidos en la

representación ~E y ~H.

1.1. Fuentes y Campos en Diferentes Representaciones

Considérese un sistema con las fuentes de cargas y corrientes eléctrica y magnética ρe, ρm,
~J y ~K, respectivamente. Es claro que las fuentes de carga y corriente magnética no existen,

sin embargo, se introducen como un artilugio matemático con el objetivo de facilitar pasos

posteriores. Teniendo en cuenta estas fuentes y suponiendo una dependencia armónica en el

tiempo (e−iωt), las ecuaciones de Maxwell en el dominio de las frecuencias son [41,43]:

~∇ · ~D = ρe, ~∇ · ~B = ρm,

~∇× ~E = iω ~B − ~K, ~∇× ~H = −iω ~D + ~J,
(1.1)

donde el campo de desplazamiento eléctrico ( ~D) y la intensidad del campo magnético ( ~H)

se pueden expresar en términos de la polarización y magnetización como:

~H =
~B

µ0

− ~M, ~D = ε0 ~E + ~P , (1.2)

con ε0 y µ0 la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del vaćıo, respectivamente.

Adicionalmente, las densidades de carga y corrientes cumplen la ecuación de continuidad:

~∇ · ~J = iωρe ~∇ · ~K = iωρm. (1.3)

Ahora, con base a las relaciones (1.1) y (1.2) se desarrollan algunas posibles representaciones

de las ecuaciones de Maxwell.
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Tabla 1.1: Fuentes de campo, densidades de corriente eléctrica y magnética, y ecuaciones

de Maxwell en diferentes representaciones de los campos.

Representación ~E - ~B ~E - ~H ~D - ~B ~D - ~H

ρe
ef ρe − ~∇ · ~P ρe − ~∇ · ~P ρe ρe

ρm
ef ρm ρm − µ0

~∇ · ~M ρm ρm − µ0
~∇ · ~M

~Jef
−iω ~P + ~J +
~∇× ~M

−iω ~P + ~J ~∇× ~M + ~J ~J

~Kef
~K −iωµ0

~M + ~K −ε−1
0
~∇× ~P + ~K

−iωµ0
~M +

~K − ε−1
0
~∇× ~P

Ley de Gauss

eléctrica
ε0~∇ · ~E = ρe

ef ε0~∇ · ~E = ρe
ef

~∇ · ~D = ρe
ef

~∇ · ~D = ρe
ef

Ley de Gauss

magnética
~∇ · ~B = ρm

ef µ0
~∇ · ~H = ρm

ef
~∇ · ~B = ρm

ef µ0
~∇ · ~H = ρm

ef

Ley de

Faraday-Lenz

~∇× ~E =

iω ~B − ~Kef

~∇× ~E =

iωµ0
~H − ~Kef

ε−1
0
~∇× ~D =

iω ~B − ~Kef

ε−1
0
~∇× ~D =

iωµ0
~H − ~Kef

Ley de Ampere
µ−1

0
~∇× ~B =

−iωε0 ~E + ~Jef

~∇× ~H =

−iωε0 ~E + ~Jef

µ−1
0
~∇× ~B =

−iω ~D + ~Jef

~∇× ~H =

−iω ~D + ~Jef

Representación ~E - ~B

A partir de la sustitución directa de (1.2) en (1.1) las ecuaciones de Maxwell quedan:

ε0~∇ · ~E = ρe − ~∇ · ~P , ~∇ · ~B = ρm,

~∇× ~E = iω ~B − ~K, µ−1
0
~∇× ~B = −iωε0 ~E − iω ~P + ~J + ~∇× ~M.

(1.4)

Comparando (1.1) con (1.4) se identifica que las fuentes efectivas de los campos ~E y ~B

(densidades efecticas de carga) y las corrientes asociadas son:

ρe
ef = ρe − ~∇ · ~P , ρm

ef = ρm,

~Jef = −iω ~P + ~J + ~∇× ~M, ~Kef = ~K.
(1.5)

Como se observa, la densidad de carga y corriente magnética permanecen inalteradas en

ésta representación. Adicionalmente, las densidades y corrientes efectivas en (1.5) cumplen



8 Modelo de Impedancias Superficiales

la ecuación de continuidad. Al sustituir las fuentes efectivas en (1.4), éstas pueden expresarse

como:

ε0~∇ · ~E = ρe
ef,

~∇ · ~B = ρm,

~∇× ~E = iω ~B − ~K, µ−1
0
~∇× ~B = −iωε0 ~E + ~Jef.

(1.6)

Siguiendo un procedimiento similar se pueden derivar las fuentes de campo y corrientes

en diferentes representaciones de los campos. Algunos ejemplos de éstas se muestran en la

Tabla 1.1.

Nótese que ρe, ρm, ~J y ~K en la Tabla 1.1 se refieren a densidades de carga y corrientes libres

(fuentes reales), sin embargo, como no se han encontrado monopolos magnéticos, entonces

ρm = ~K = 0. Es importante tener en cuenta la representación de los campos en la cual se está

trabajando, porque de esta forma las fuentes y las corrientes efectivas quedan completamente

determinadas y no se deben confundir con las correspondientes en otras representaciones.

1.2. Relación entre Corrientes Superficiales y

Admitancias Superficiales

Imagina una onda plana que incide sobre un arreglo periódico bidimensional y delgado, como

se ilustra en la Figura 1.1, en el cual no hay cargas ni corrientes libres. Se supondrá que

la longitud de onda es muy grande comparada con el espesor del arreglo y el tamaño de

la celda unitaria. Como se mencionó anteriormente, si no se pasa por alto el hecho que el

arreglo posee un espesor no nulo, al igual que una polarización y una magnetización derivadas

de la estructura de la celda unitaria, entonces las corrientes “medidas” corresponden a las

fuentes libres, por lo tanto no hay carga ni corriente magnética. Sin embargo, al sustituir este

sistema por uno efectivo, donde el arreglo bidimensional es una superficie de espesor nulo,

entonces aparecen discontinuidades en los campos eléctricos y magnéticos tangenciales, los

cuales son provocados por corrientes magnéticas y eléctricas superficiales efectivas derivadas

de la polarización y magnetización, es decir:

~n×
(
~E2 − ~E1

)
= − ~Ks,ef, ~n×

(
~H2 − ~H1

)
= ~Js,ef, (1.7)

donde ~Js,ef y ~Ks,ef son las densidades efectivas de corriente eléctrica y corriente magnética

superficial, las cuales tienen unidades de A/m y V/m, respectivamente. En esta misma

ecuación, los campos eléctricos y magnéticos descritos corresponden a los macroscópicos

totales a cada lado de la superficie según la Figura 1.1. Por otra parte, en la aproximación
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Figura 1.1: Diagrama de los campos macroscópicos involucrados en el proceso de dispersión.

Se ha recurrido a representar la incidencia normal con el campo eléctrico polari-

zado en y para facilitar la comprensión del diagrama. Los supeŕındices “inc”, “r”

y “t” representan a la onda incidente, reflejada y transmitida, respectivamente.

de primer orden, la corriente superficial se puede relacionar con los campos macroscópicos

totales de la forma:

~Js,ef = Y
ee

s · ~Etot
t + Z0Y

em

s · ~Htot
t , Y0

~Ks,ef = Y
me

s · ~Etot
t + Z0Y

mm

s · ~Htot
t . (1.8)

Y
ee

s , Y
em

s , Y
me

s y Y
mm

s son las admitancias superficiales que relacionan al par corriente-campo

de naturaleza, eléctrica-eléctrica, eléctrica-magnética, magnética-eléctrica y magnética-magnéti-

ca, respectivamente. Además, Z0 = Y −1
0 =

√
µ0/ε0 es la impedancia del vaćıo, la cual se ha

colocado convenientemente para que todas las admitancias superficiales tengan las mismas

unidades de Ω−1.

En (1.8) el sub́ındice “t” representa la componente tangencial de los campos. Nótese que en

esta relación se pudieron haber escrito las tres componentes del campo macroscópico total,

sin embargo, debido a que se están considerando ondas planas, lo cual implica que ~k · ~E = 0 y
~k · ~H = 0, entonces la componente normal a la superficie de cada campo no es independiente

de la componente tangencial, por lo cual se pueden reducir las tres componentes del campo

a solo dos, y las nueve componentes de cada matriz de admitancia a solo cuatro.

Vale la pena notar que en la primera relación de (1.8) se ha incluido una contribución

magnética explicita, la cual usualmente no se tiene en cuenta, sin embargo, está presente en
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el caso más general. Bajo la consideración de ondas planas, debido a que el campo eléctrico

y magnético están relacionados de forma simple, ambas relaciones en (1.8) podŕıan escribirse

en términos únicamente del campo eléctrico o del campo magnético, lo cual se convierte en

un problema de elección de representación.

Puesto que en el sistema efectivo el arreglo periódico ha sido sustituido por una superficie,

entonces los campos macroscópicos se pueden calcular como un promedio sencillo entre los

campos macrocópicos totales en cada región:

~Etot
t =

~E1,t + ~E2,t

2
, ~Htot

t =
~H1,t + ~H2,t

2
. (1.9)

Nótese que expresar las corrientes en términos de los campos macroscópicos totales en (1.8)

tiene cierta arbitrariedad, puesto que todos los campos macroscópicos están relacionados

entre si y como tal se pueden escribir las corrientes en términos de ~E1, ~E2 e incluso ~Einc,

teniendo en cuenta que estos cambios afectan las propiedades de las admitancias superficiales.

El campo que se elija dependerá de cada caso y según permita expresar de manera simple

cada problema. Por sencillez en el manejo de las ecuaciones, se eligen a los campos incidentes

para establecer la relación entre corrientes y admitancias, con la cual (1.8) se puede escribir:

~Js,ef = Y
ee

s · ~Einc
t + Z0Y

em

s · ~H inc
t , Y0

~Ks,ef = Y
me

s · ~Einc
t + Z0Y

mm

s · ~H inc
t . (1.10)

Con el fin de expresar las corrientes superficiales que dan cuenta del salto de la componente

tangencial del campo eléctrico y magnético, se parte de las ecuaciones de Maxwell en (1.1),

que en ausencia de fuentes libres se pueden expresar como:

~∇ · ~D = 0, ~∇ · ~B = 0,

~∇× ~E = iω ~B, ~∇× ~H = −iω ~D.
(1.11)

Por conveniencia se elige representar los campos como ( ~E + ~Pn/ε0)-( ~H + ~Mn), donde el

sub́ındice “n” hace referencia a la componente normal a la superficie, y teniendo en cuenta

que ~P = ~Pn + ~Pt y ~M = ~Mn + ~Mt, entonces las ecuaciones de Maxwell quedan:

ε0~∇ ·
(
~E +

1

ε0
~Pn

)
= −~∇ · ~Pt, µ0

~∇ ·
(
~H + ~Mn

)
= −µ0

~∇ · ~Mt, (1.12)

~∇×
(
~E +

1

ε0
~Pn

)
= iωµ0

(
~H + ~Mn

)
+ iωµ0

~Mt + ~∇× 1

ε0
~Pn,

~∇×
(
~H + ~Mn

)
= −iωε0

(
~E +

1

ε0
~Pn

)
− iω ~Pt + ~∇× ~Mn,

(1.13)

donde se pueden identificar las fuentes de dichos campos, además de las corrientes asociadas:

ρe
ef = −~∇ · ~Pt, ρm

ef = −µ0
~∇ · ~Mt,

~Jef = −iω ~Pt + ~∇× ~Mn, ~Kef = −iωµ0
~Mt − ~∇× 1

ε0
~Pn.

(1.14)
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Siguiendo el procedimiento convencional, se consiguen derivar las condiciones de frontera

(1.7), donde las corrientes superficiales efectivas provienen de la polarización y la magneti-

zación. Además, como en el sistema efectivo los dipolos ocupan un área y no un volumen,

entonces la polarización y la magnetización son superficiales y por lo tanto las corrientes

superficiales son:

~Js,ef = −iω ~Ps,t + ~∇× ~Ms,n, ~Ks,ef = −iωµ0
~Ms,t − ~∇× 1

ε0
~Pn. (1.15)

Nótese que las densidades de corriente volumétricas en (1.14) y las superficiales en (1.15)

son, por la forma en que se han definido, tangentes a la superficie, lo cual significa que las

componentes normales de estas corrientes son nulas.

1.3. Admitancias Superficiales y Polarizabilidades en

Sistemas Interactuantes

En la sección anterior se relacionaron las corrientes eléctricas y magnéticas efectivas con las

admitancias superficiales. En esta sección, bajo la aproximación dipolar, se busca establecer

relaciones entre las admitancias superficiales y las polarizabilidades asociadas a las part́ıculas,

con la caracteŕıstica de que se tienen en cuenta que las part́ıculas interactúan entre si, a

diferencia de algunos trabajos donde se consideran aisladas [42].

Como se mencionó anteriormente, se supone que la celda unitaria es pequeña comparada con

la longitud de onda de forma que los dipolos se pueden considerar puntuales, como se ilustra

en la Figura 1.2 (a). Considere el dipolo j-ésimo del arreglo y los campos circundantes sobre

éste, entonces en aproximación lineal el dipolo eléctrico, ~pj, y el dipolo magnético, ~mj, se

pueden ligar con los campos por medio de las polarizabilidades como [44]:

~pj = ε0α
ee · ~Eloc +

α
em

c
· ~H loc, ~mj = Y0α

me · ~Eloc + α
mm · ~H loc, (1.16)

donde α representa una matriz de polarizabilidades y los supeŕındices ee, em, me y mm se

refiere al par dipolo-campo de naturaleza eléctrica-eléctrica, eléctrica-magnética, magnética-

eléctrica y magnética-magnética, además, la constante c representa la velocidad de la luz
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Figura 1.2: (a) Diagrama del arreglo periódico de dispersores. Se ha representado única-

mente la incidencia normal con el campo eléctrico polarizado en y. El vector ~rl
se mide desde el dipolo l-ésimo en dirección al dipolo j-ésimo.(b) Diagrama de

la onda plana incidiendo oblicuamente sobre la superficie, con ángulo azimutal

φinc = 90◦ y ángulo polar θinc. En rojo se especifica el desfase agregado a la onda

por la distancia entre los dispersores y la incidencia oblicua.

en el vaćıo. Los campos con el supeŕındice “loc” simboliza al sumatorio de todos los campos

presentes en el punto donde se localiza el dipolo j-ésimo, menos el propio, es decir, el campo
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incidente más los campos producidos por todos los otros dipolos.

~Eloc = ~Einc +
∑
l 6=j

~E (~pl) + ~E (~ml) , ~H loc = ~H inc +
∑
l 6=j

~H (~pl) + ~H (~ml) . (1.17)

A partir de la teoŕıa electromagnética, es conocido que los campos producidos por dipolos

puntuales son [41]:

~E (~pl) =
eikrl

4πε0rl

{
k2 (~nl × ~pl)× ~nl + [3~nl (~nl · ~pl)− ~pl]

(
1

r2
l

− ik

rl

)}
, (1.18)

~E (~ml) = −e
ikrlZ0

4πrl
k2 (~nl × ~ml)

(
1− 1

ikrl

)
, (1.19)

~H (~ml) =
eikrl

4πrl

{
k2 (~nl × ~ml)× ~nl + [3~nl (~nl · ~ml)− ~ml]

(
1

r2
l

− ik

rl

)}
, (1.20)

~H (~pl) =
eikrlc

4πrl
k2 (~nl × ~pl)

(
1− 1

ikrl

)
. (1.21)

En estas expresiones, k = ω/c es el modulo vector de onda a la frecuencia de interés (ω), rl es

la distancia medida desde el dipolo l-ésimo hasta el dipolo j-ésimo y ~nl es un vector unitario

en dirección al dipolo j-ésimo medido desde el dipolo l-ésimo. Por conveniencia se desea

expresar los campos (1.18) a (1.21) mediante una relación lineal con los dipolos eléctricos y

magnéticos, entonces éstas se pueden reescribir matricialmente como:

~E (~pl) =
eikrl

4πε0rl

{
−k2

[
N1,l − 1

]
+
[
3N1,l − 1

]( 1

r2
l

− ik

rl

)}
· ~pl, (1.22)

~E (~ml) = −e
ikrlZ0

4πrl
k2

(
1− 1

ikrl

)
N2,l · ~ml, (1.23)

~H (~ml) =
eikrl

4πrl

{
−k2

[
N1,l − 1

]
+
[
3N1,l − 1

]( 1

r2
l

− ik

rl

)}
· ~ml, (1.24)

~H (~pl) =
eikrlc

4πrl
k2

(
1− 1

ikrl

)
N2,l · ~pl, (1.25)

donde las matrices N1,l y N2,l provienen de los productos entre el vector unitario ~nl con los

dipolos ~ml y ~pl, y se definen según las relaciones en (1.26).

N1,l =


n2
x,l nx,lny,l nx,lnz,l

nx,lny,l n2
y,l nz,lny,l

nx,lnz,l ny,lnz,l n2
z,l

 , N2,l =


0 −nz,l ny,l

nz,l 0 −nx,l
−ny,l nx,l 0

 . (1.26)
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Es conocido que el valor de los dipolos eléctricos y magnéticos depende del origen de coor-

denadas desde el cual se observe, sin embargo, los campos generados por éstos no cambian1.

En el caso de arreglos periódicos, todos los dipolos son iguales cuando el origen se fija en el

mismo punto de cada celda unitaria. Debe recordarse que en el arreglo en consideración no

existen cargas ni corrientes libres, sino que hay aquellas debidas a los efectos de polarización

y magnetización, estos últimos originados por la presencia de una excitación externa.

Como se puede intuir de la Figura 1.2 (b), en incidencia normal se pueden sustituir direc-

tamente las relaciones (1.18) a (1.21) en (1.16) y (1.17), y teniendo en cuenta que todos los

dipolos eléctricos y magnéticos del arreglo son iguales, se puede obtener éstos como función

única de los campos incidentes y las polarizabilidades de las part́ıculas. Sin embargo, cuando

la onda incide oblicua a la superficie, se debe tener en cuenta que cada dipolo está retardado

debido a que el frente de onda no incide al mismo tiempo sobre todo el arreglo. Éste factor

de corrección tiene un valor de e−i~k·~rl , donde ~k es el vector de onda y ~rl = rl~nl es el vector

de distancia medido desde el dipolo l-ésimo hacia el j-ésimo, de modo que el valor corregido

de cada dipolo del arreglo es ~pl = ~pe−i~k·~rl . Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente,

las expresiones en (1.16) se puede escribir como:

~p = ε0α
ee

{
~Einc +

1

ε0
C · ~p+ C

em
· ~m
}

+
α

em

c

{
~H inc − 1

µ0

C
em
· ~p+ C · ~m

}
, (1.27)

~m = Y0α
me

{
~Einc +

1

ε0
C · ~p+ C

em
· ~m
}

+ α
mm

{
~H inc − 1

µ0

C
em
· ~p+ C · ~m

}
. (1.28)

Nótese que en estas expresiones se ha tenido en cuenta que todos los dipolos son iguales.

Puesto que a los términos de la matriz C se les conoce como constantes de acoplamiento [45],

entonces a C se le llamará matriz de acoplamiento, mientras que C
em

será llamada matriz de

acoplamiento magneto-eléctrica ya que relaciona dipolos de naturaleza diferente. Conforme

a las relaciones (1.17), (1.22) a (1.26) las matrices de acoplamiento son:

C =
∑
l 6=j

e−i~k·~rl e
ikrl

4πrl

{
−k2

[
N1,l − 1

]
+
[
3N1,l − 1

]( 1

r2
l

− ik

rl

)}
,

C
em

=
∑
l 6=j

−e−i~k·~rl e
ikrlZ0

4πrl
k2

(
1− 1

ikrl

)
N2,l.

(1.29)

Se puede observar en (1.27) y (1.28) que si el acoplamiento entre las part́ıculas vecinas es

muy débil (C = C
em

= 0), entonces las matrices que relacionan a cada dipolo con los campos

incidentes corresponden a las polarizabilidades de las part́ıculas. Al combinar adecuadamente

(1.27) y (1.28) también se puede establecer una relación lineal entre cada dipolo con los

1En esta afirmación no se tienen en cuenta los oŕıgenes de coordenadas en movimiento
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campos incidentes, sin embargo, la matriz que los relaciona no es la polarizabilidad de la

part́ıcula (α), sino la polarizabilidad efectiva (β), es decir:

~p = ε0β
ee
· ~Einc +

β
em

c
· ~H inc, ~m = Y0β

me
· ~Einc + β

mm
· ~H inc, (1.30)

lo cual equivale a un sistema de part́ıculas no interactuantes, por lo tanto, el campo local es

igual al campo incidente. Las polarizabilidades efectivas, β, quedan definidas como:

β
ee

=

[(
1− A1

)
− A2 ·

(
1−B2

)−1

·B1

]−1

·
[
α

ee
+ cA2 ·

(
1−B2

)−1

· αme

]
, (1.31)

β
em

=

[(
1− A1

)
− A2 ·

(
1−B2

)−1

·B1

]−1

·
[
α

em
+ cA2 ·

(
1−B2

)−1

· αmm

]
, (1.32)

β
me

=

[(
1−B2

)
−B1 ·

(
1− A1

)−1

· A2

]−1

·
[
α

me
+B1 ·

(
1− A1

)−1

· α
ee

c

]
, (1.33)

β
mm

=

[(
1−B2

)
−B1 ·

(
1− A1

)−1

· A2

]−1

·
[
α

mm
+B1 ·

(
1− A1

)−1

· α
em

c

]
, (1.34)

y las matrices A1, A2, B1 y B2 son:

A1 = α
ee · C − Y0α

em · C
em

A2 = ε0α
ee · C

em
+
α

em

c
· C (1.35)

B1 = cα
me · C − α

mm

µ0

· C
em

B2 = Y0α
me · C

em
+ α

mm · C (1.36)

Matriz de acoplamiento C

Con el objetivo de reducir la expresión de la matriz C, a continuación se van a explorar

algunas propiedades de ésta. Como se supuso anteriormente, el arreglo está restringido al

plano xy, lo cual tiene como consecuencia que los elementos de la matriz N1,(i,3) = N1,(3,i) = 0

para i =1, 2 y 3. Teniendo en cuenta este hecho, los elementos de la diagonal son:

Ci =
∑
l 6=j

e−i~k·~rl e
ikrl

4πrl

{
−k2

[
n2
i,l − 1

]
+
[
3n2

i,l − 1
]( 1

r2
l

− ik

rl

)}
. (1.37)

Reescribiendo rl = a
√
l2x + l2yτ

2, donde τ = b/a es el cociente entre los parámetros de red y

lx, ly son enteros que indican la posición del dipolo teniendo como centro el dipolo j-ésimo,
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(lx,j, ly,j) = (0, 0):

Cx =
1

a3

∑
(lx,ly)6=(0,0)

e−i~k·~rl e
ika
√
l2x+l2yτ

2

4π

{
(ka)2 l2yτ

2(
l2x + l2yτ

2
)3/2

+
2l2x − l2yτ 2

l2x + l2yτ
2

[
1(

l2x + l2yτ
2
)3/2
− ika

l2x + l2yτ
2

]}
,

(1.38)

Cy =
1

a3

∑
(lx,ly)6=(0,0)

e−i~k·~rl e
ika
√
l2x+l2yτ

2

4π

{
(ka)2 l2x(

l2x + l2yτ
2
)3/2

+
2l2yτ

2 − l2x
l2x + l2yτ

2

[
1(

l2x + l2yτ
2
)3/2
− ika

l2x + l2yτ
2

]}
,

(1.39)

Cz =
1

a3

∑
(lx,ly)6=(0,0)

e−i~k·~rl e
ika
√
l2x+l2yτ

2

4π
√
l2x + l2yτ

2

{
(ka)2 − 1

l2x + l2yτ
2

+
ika√
l2x + l2yτ

2

}
. (1.40)

En la notación empleada Cx = C(1,1), Cy = C(2,2) y Cz = C(3,3). Los únicos términos no nulos

fuera de la diagonal son los correspondientes a C(1,2) = Cxy = Cyx = C(2,1), en cuyo caso se

obtiene:

Cxy =
1

a3

∑
(lx,ly)6=(0,0)

e−i~k·~rl e
ika
√
l2x+l2yτ

2

4π

lxlyτ(
l2x + l2yτ

2
)3/2
×

{
− (ka)2 +

3

l2x + l2yτ
2
− 3ika√

l2x + l2yτ
2

}
.

(1.41)

De modo que la matriz C se puede escribir como:

C =


Cx Cxy 0

Cxy Cy 0

0 0 Cz

 . (1.42)

Matriz de acoplamiento Magnetoeléctrico C
em

Similarmente al caso de la matriz de acoplamiento C, debido a que el arreglo se restringe al

plano xy, entonces N2,(1,2) = N2,(2,1) = 0. Además, puesto que la matriz N2 es antisimétrica,
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como consecuencia Cem
(i,j) = −Cem

(j,i). Nótese que solo hay cuatro elementos no nulos en la

matriz y puesto que es antisimetŕıa, se reducen a solo dos valores independientes:

Cem
xz = Cem

(1,3) =
1

a3

∑
(lx,ly) 6=(0,0)

e−i~k·~rl e
ika
√
l2x+l2yτ

2

Z0

4π
(
l2x + l2yτ

2
) lyτ [(ka)2 +

ika√
l2x + l2yτ

2

]
, (1.43)

Cem
zy = Cem

(3,2) =
1

a3

∑
(lx,ly)6=(0,0)

e−i~k·~rl e
ika
√
l2x+l2yτ

2

Z0

4π
(
l2x + l2yτ

2
) lx [(ka)2 +

ika√
l2x + l2yτ

2

]
. (1.44)

De modo que C
em

se puede escribir como:

C
em

=


0 0 Cem

xz

0 0 −Cem
(zy)

−Cem
xz Cem

zy 0

 . (1.45)

Vale la pena notar que si la onda incide normalmente C
em

= 0 y C es diagonal, como

consecuencia los dipolos de diferente naturaleza quedan desacoplados.

Relación Entre las Admitancias Superficiales y las Polarizabilidades Efectivas

Teniendo en cuenta que la polarización y magnetización superficiales se relacionan con los
dipolos como ~Ps = ~p/A y ~Ms = ~m/A, donde A = ab es el área de la celda unitaria, se
pueden encontrar las corrientes superficiales efectivas según (1.15). Los rotacionales en estas
ecuaciones se pueden solucionar teniendo en cuenta que la variación espacial es de la forma
ei~k·~r, la cual proviene del retardo de la señal debido a la incidencia oblicua (invirtiendo el
sentido del vector ~rl). Entonces, al sustituir dichas corrientes (en las que se han utilizado
los dipolos dados por (1.30)) en la relación (1.10), agrupando los términos con los mismos
campos, se obtiene que las impedancias superficiales efectivas se relacionan con los dipolos
como [42]:

Y
ee

s =
−iωε0
A

 βee
x − uyβme

zx − uyβem
xz + u2

yβ
mm
z βee

xy − uyβme
zy + uxβ

em
xz − uxuyβmm

z

βee
yx + uxβ

me
zx − uyβem

yz − uxuyβmm
z βee

y + uxβ
me
zy + uxβ

em
yz + u2

xβ
mm
z

 (1.46)

Y
em

s =
−iωε0
A

 βem
x − uyβmm

zx + uyβ
ee
xz − u2

yβ
me
z βem

xy − uyβmm
zy − uxβee

xz + uxuyβ
me
z

βem
yx + uxβ

mm
zx + uyβ

ee
yz + uxuyβ

me
z βem

y + uxβ
mm
zy − uxβee

yz − u2
xβ

me
z

 (1.47)

Y
me

s =
−iωε0
A

 βme
x + uyβ

ee
zx − uyβmm

xz − u2
yβ

em
z βme

xy + uyβ
ee
zy + uxβ

mm
xz + uxuyβ

em
z

βme
yx − uxβee

zx − uyβmm
yz + uxuyβ

em
z βme

y − uxβee
zy + uxβ

mm
yz − u2

xβ
em
z

 (1.48)
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Y
mm

s =
−iωε0
A

 βmm
x + uyβ

em
zx + uyβ

me
xz + u2

yβ
ee
z βmm

xy + uyβ
em
zy − uxβme

xz − uxuyβee
z

βmm
yx − uxβem

zx + uyβ
me
yz − uxuyβee

z βmm
y − uxβem

zy − uxβme
yz + u2

xβ
ee
z

 (1.49)

Donde ~u es el vector unitario del vector de onda (~k = k~u) y los términos de la matriz de

polarizabilidades efectivas son:

β =


βx βxy βxz

βyx βy βyz

βzx βzy βz

 . (1.50)

En esta sección se han logrado determinar las admitancias superficiales a partir de la pola-

rizabilidad de la part́ıcula, lo que al combinar con las condiciones de frontera pueden ser de

ayuda para determinar los campos dispersados. A continuación se presenta un ejemplo, el

cual será de utilidad para caṕıtulos posteriores.

1.4. Modelo de Impedancias Superficiales para Pantallas

con Simetŕıa de inversión y Espejo

En esta sección se introduce un modelo de impedancias superficiales para predecir el com-

portamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión de una metasuperficie cuya celda

unitaria tiene simetŕıa de inversión, además de la simetŕıa de espejo respecto del plano xz o

yz, sobre la cual incide una onda plana en ángulo normal como se muestra en la Figura 1.3.

Como se considera que la periodicidad de una metasuperficie es mucho más pequeña que la

longitud de onda, se puede concebir un modelo de circuito para describir la celda unitaria.

Ya que en general las celdas no tienen simetŕıa de rotación de 90◦ en el eje z, la impedan-

cia efectiva asociada a la celda cuando una onda incide polarizada en x es diferente a la

impedancia efectiva asociada a la incidencia con polarización en y, como se ilustra en las

figuras 1.4 (a) y (b). En vista que la pantalla puede ser modelada como una lamina que

soporta corrientes superficiales efectivas, la condición de frontera del campo magnético es:

~n× ( ~H2 − ~H1) = ~Js (1.51)

donde ~n es el vector unitario perpendicular a la superficie que apunta desde el lado #1 al #2,
~H2 y ~H1 son los campos magnéticos macroscópicos a ambos lados de la superficie evaluados

en la frontera z = 0 y ~Js es la densidad de corriente superficial. Según la Figura 1.3, cada
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Figura 1.3: Diagrama de los campos macroscópicos involucrados en el proceso de dispersión.

El supeŕındice + simboliza aquellos campos cuyo vector de onda está dirigido

hacia la superficie, es decir, los campos incidente. Por otra parte, el supeŕındice

− simboliza a los campos que se propagan fuera de la superficie, es decir, los

campos transmitidos y reflejados.

campo magnético en (1.51) puede ser descompuesto como combinación lineal de dos ondas

planas viajando en direcciones opuestas, y usando la relación de ondas planas entre el campo

eléctrico y magnético, se obtiene:

~z × ( ~H+
2 + ~H−2 − ~H+

1 − ~H−1 ) = Y0( ~E+
2 − ~E−2 + ~E+

1 − ~E−1 ), (1.52)

donde Y0 =
√
ε0/µ0 es la admitancia de la onda en espacio libre. El supeŕındice “+” corres-

ponde a las ondas que viajan hacia la metasuperficie, lo cual coincide con las ondas incidentes

a cada lado de la estructura, mientras que el supeŕındice “−” simboliza las ondas que se via-

jan en dirección opuesta a la metasuperficie, las cuales corresponden a la superposición de

las ondas reflejada y transmitida. Al asumir una respuesta lineal de la corriente eléctrica

en (1.51), con la adición de la simetŕıa de inversión, por lo que desaparece la contribución

magnética de (1.8),
~Js = ¯̄Ys · ( ~E+

1 + ~E−1 ), (1.53)

con ¯̄Ys la matriz de admitancia superficial. En (1.53) se ha definido la corriente como función

única de los campos en el lado #1 debido a la continuidad del campo eléctrico tangencial,

por lo tanto ~E1 = ~E2. Además, como el campo macroscópico total es el promedio entre los

campos macroscópicos a cada lado, éste es igual al campo del lado #1 o #2. Insertando
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Figura 1.4: Impedancias equivalentes para describir a la celda unitaria en presencia de un

campo eléctrico incidente polarizado en x (a) y y (b).

(1.52) y (1.53) en (1.51), se obtiene

Y0( ~E+
2 − ~E−2 + ~E+

1 − ~E−1 ) = ¯̄Ys · ( ~E+
1 + ~E−1 ). (1.54)

Ahora, utilizando la definición de la matriz de dispersión (ver Caṕıtulo 2) y asumiendo que

la onda incidente viaja desde el lado #1 al lado #2, entonces (1.54) se convierte en

Y0(− ¯̄S21 + ¯̄1− ¯̄S11) · ~E+
1 = ¯̄Ys · (¯̄1 + ¯̄S11) · ~E+

1 . (1.55)

Combinando estas ecuaciones con (2.4), la matriz de dispersión puede ser resuelta como:

¯̄S11 =
−Z0

Z0
¯̄1 + 2 ¯̄Zs

, ¯̄S21 =
2 ¯̄Zs

Z0
¯̄1 + 2 ¯̄Zs

, (1.56)

donde ¯̄Zs = ¯̄Y −1
s es el tensor de impedancia superficial y Z0 ≈ 377 Ω es la impedancia de

espacio libre. La simetŕıa de espejo en la geometŕıa conlleva a que impedancia sea una matriz

diagonal [46] con componentes:

¯̄Zs =

 Zsx 0

0 Zsy

 . (1.57)
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Insertando (1.57) en (2.2), se obtiene

¯̄S11 =

 rx 0

0 ry

 =

 −Z0

Z0+2Zsx
0

0 −Z0

Z0+2Zsy

 ,

¯̄S21 =

 tx 0

0 ty

 =

 2Zsx

Z0+2Zsx
0

0 2Zsy

Z0+2Zsy

 .

(1.58)

Antes de escribir una función dependiente de la frecuencia para la impedancia superficial, es

necesario conectar la impedancia de circuito de la celda unitaria con la impedancia superficial

de toda la metasuperficie. Cuando la celda unitaria es cuadrada, la impedancia superficial

es equivalente a la impedancia de circuito. Sin embargo, este no es el caso para una celda

rectangular, en cuyo caso aparece el cociente entre los lados de la celda unitaria, también

llamada relación de aspecto. Para explicar ésto, considere una celda unitaria rectangular con

dimensión a a lo largo de la dirección x y b a lo largo de la dirección y, como se muestra

en la Figura 1.3, y asuma polarización x para la onda incidente. Con ésto, la impedancia

superficial en polarización x, Zsx, es definida como:

Ex = ZsxJx, (1.59)

donde Ex y Jx son el campo eléctrico y la densidad de corriente eléctrica, respectivamente,

dirigidas a lo largo del eje x. Por otra parte, la impedancia de circuito de la celda, Zx, se

define como:

Vx = ZxIx, (1.60)

donde el voltaje la lo largo de la dirección x es Vx = aEx y la corriente a lo largo de la misma

dirección es Ix = bJx. Comparando (1.59) y (1.60), se obtiene:

Zsx = Zxb/a. (1.61)

Siguiendo pasos similares para la polarización y, se puede obtener:

Zsy = Zya/b. (1.62)

Insertando (1.61) y (1.62) dentro de (1.58), los coeficientes de transmisión y reflexión se

transforman en

rx =
−Z0

Z0 + 2Zxb/a
, ry =

−Z0

Z0 + 2Zya/b
,

tx =
2Zxb/a

Z0 + 2Zxb/a
, ty =

2Zya/b

Z0 + 2Zya/b
.

(1.63)

A modo de ejemplo, suponga que la celda unitaria se comporta como un condensador con

un campo polarizado en x, mientras que se comporta como un inductor para un campo
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polarizado en y. Con estas suposiciones, las impedancias de circuito de la celda unitaria son,

Zx = (jωC)−1 y Zy = jωL, que al ser introducidas en (1.63) se obtiene:

rx =
−1

1− jωcx/ω
, ry =

−1

1 + jω/ωcy
,

tx =
1

1 + jω/ωcx
, ty =

1

1− jωcy/ω
,

(1.64)

donde

ωcx =
2b

aZ0C
, ωcy =

Z0b

2aL
. (1.65)

Se puede demostrar que estas dos frecuencias coinciden con el cruce entre las magnitudes de

los coeficientes de transmisión y reflexión tanto para polarización x como y.

1.5. Absorbente Perfecto

Suponga un arreglo periódico y cuadrado de part́ıculas que poseen simetŕıa de espejo respecto

del plano xz o yz y de inversión respecto al origen. Sobre este arreglo incide, en ángulo

normal, una onda plana polarizada en y como se ilustra en la Figura 1.1 (con a = b). Como

consecuencia de lo anterior las matrices de acoplamiento son:

C =


Cx 0 0

0 Cx 0

0 0 Cz

 , C
em

= 0. (1.66)

y por la simetŕıa de inversión, las polarizabilidades cruzadas de las part́ıculas, α
em

y α
me

,

deben ser nulas. Además, la simetŕıa de espejo de la celda unitaria no permite que se excite

algún campo en una dirección ortogonal al campo incidente [46]. Teniendo en cuenta estas

propiedades y que el campo eléctrico está polarizado en y, los dipolos se pueden expresar

como:

py = ε0β
eeEinc

y , mx = βmmH inc
x . (1.67)

En el sistema efectivo el arreglo dipolos puede ser visto como una superficie que soporta co-

rrientes eléctricas y magnéticas efectivas. Según la Tabla 1.1, la representación E-H permite

expresar las densidades de corrientes eléctricas y magnéticas superficiales en términos de los

dipolos por medio de las relaciones:

~Js = −iω
~p

a2
, ~Ks = −iωµ0

~m

a2
, (1.68)
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con lo cual las condiciones de frontera quedan:

~n×
(
~H2 − ~H1

)
= ~Js, ~n×

(
~E2 − ~E1

)
= − ~Ks. (1.69)

Según el diagrama de la Figura 1.1 los campos E y H se pueden descomponer como:

~E1 = ~Einc + ~Er, ~E2 = ~Et,

~H1 = ~H inc + ~Hr, ~H2 = ~Ht,
(1.70)

y a partir de las definiciones de los coeficientes de transmisión y reflexión [41]:

ty =
Et
y

Einc
y

, ry =
Er
y

Einc
y

, (1.71)

se obtiene que las polarizabilidades en términos de los coeficientes de transmisión y reflexión

son:

βee =
−ia2c

ω
(ty − 1 + ry), βmm =

−ia2c

ω
(ty − 1− ry). (1.72)

Para el caso de absorción perfecta se requiere que la superficie no transmita ni refleje (ty =

ry = 0). En estas condiciones el campo macroscópico en la región #1 se reduce al campo

incidente, lo cual significa que los campos producidos por ~Js en esta región deben ser iguales

en magnitud y en dirección opuesta a los campos producidos por ~Ks. Por otra parte, en la

región #2 el campo total debe ser nulo, por lo que es necesario que la suma de los campos

producidos por las corrientes efectivas deben ser iguales en magnitud y en dirección opuesta

al campo incidente, de forma que las condiciones de frontera se transforman en:

−~n× ~H inc = ~Js, ~n× ~Einc = ~Ks, (1.73)

y las polarizabilidades son:

βee = βmm =
ia2λinc

2π
. (1.74)

Nótese que la condición de absorción perfecta (1.74) no depende expĺıcitamente del material

del cual esté hecha la part́ıcula, sin embargo, las pérdidas son necesarias para que haya

disipación. A continuación, se muestra un resonador que es útil para diseñar un absorbente

perfecto.

Diseño de un Absobente Basado en Resonadores SRRs

En el 2016 se propuso la part́ıcula ilustrada en la Figura 1.5 (a), la cual está inspirada en SRRs

(por sus siglas en ingles “split ring resonators”), con el fin de construir una metasuperficie
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transparente que modifique la fase de la onda transmitida de modo que es posible provocar

refracción anómala, enfocar el haz incidente y en general cualquier aplicación que requiera

modificar la fase del frente de onda [47,48].

- - -

+ + +
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+ + +
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+ + +
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+ + +
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(b) (c)Modo par Modo impar

Figura 1.5: (a) Vista lateral y superior de la celda unitaria con los respectivos paráme-

tros geométricos. La onda plana incide en ángulo normal a la superficie con el

campo eléctrico polarizado en y. (b) Modo par de la celda unitaria, principal-

mente excitado por el campo magnético. (c) Modo impar de la celda unitaria,

principalmente excitado por el campo eléctrico.

Con el fin de construir una metasuperficie transparente con la celda unitaria de la Figu-

ra 1.5 (a), se establecen condiciones periódicas en el plano xy, mientras que en dirección z
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solo hay una única celda de profundidad. Vale la pena aclarar que el modo que se transmite

completamente corresponde al de una onda plana en incidencia normal y linealmente pola-

rizada en el eje y. Observe que bajo estas condiciones la celda unitaria tiene las simetŕıas de

inversión y de espejo en el plano xz, por lo tanto, la condición de transparencia (ty = eiφ,

ry = 0) aplicada sobre (1.72) implica que las polarizabilidades son:

βee = βmm =
−ia2c

ω
(eiφ − 1), (1.75)

que en similitud a la condición de absorción perfecta, también implica la igualdad de las

polarizabilidades. En las figuras 1.5 (b) y (c) se muestran las distribuciones de las corrientes

eléctricas para el modo par e impar de la celda unitaria, respectivamente. Por modo par

se entiende a aquel modo donde las corrientes eléctricas de ambos anillos tienen el mismo

sentido de giro, mientras que al impar cuando giran en sentidos opuestos. En vista que los

anillos son iguales, el modo par no posee dipolo eléctrico neto, mientras que el modo impar

no posee dipolo magnético neto. Londoño et. al. en el trabajo [48] lograron demostrar que

las polarizabilidades efectivas son:

βee = − 2g2

ε0(L−M)ω2

(
1−

ω2
−

ω2

)−1

, βmm = −2(πr2)2µ0

L+M

(
1−

ω2
+

ω2

)−1

, (1.76)

donde g es el gap entre las tiras, r es el radio medio de cada anillo y las frecuencias carac-

teŕısticas ω± son:

ω± =
1√

C(L±M)
. (1.77)

Los parámetros circuitales L, M , y C dan razón de las interacciones de la celda unitaria

consigo misma y con celdas vecinas. En la Figura (1.6) se muestra esquemáticamente las

interacciones incluidas en cada parámetro. Como se observa, L tiene en cuenta la interacción

magnética de un anillo consigo mismo y también encierra las interacciones con todos los

anillos en el mismo costado. Por otra parte, M encierra la interacción magnética de un anillo

con todos los anillos del costado opuesto. Por último, el condensador, C, tiene en cuenta la

interacción eléctrica de un anillo consigo mismo (asociado principalmente a las tiras en el

interior del anillo) y con los anillos en el mismo costado. Por la forma en que se han definido

estos parámetros, en general pueden ser números complejos.
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L, C

M

Figura 1.6: Diagrama de las interacciones que describen los parámetros circuitales L, M y

C. Como se observa, L y C incluyen la interacción de un anillo consigo mismo y

con los anillos al mismo costado, mientras que M describe la interacción de un

anillo con los que están en el costado opuesto. Por simplicidad se han distanciado

los anillos dentro de la celda para distinguir las interacciones.

Vale la pena recordar que βee está asociado al modo impar, mientras que βmm al modo par.

Se puede demostrar que si M = 0, lo cual se logra al variar el desplazamiento relativo entre

los dos anillos (s), los dos modos resuenan a la misma frecuencia. Además, al exigir que las

polarizabilidades sean iguales (condición de absorción perfecta y transmisión completa) se

obtiene que:

r2

λrg
∼ 1

20
, (1.78)

siendo λr la longitud de onda a la que resuena el sistema y c la velocidad de la luz. Finalmente,

teniendo en cuenta que el sistema se sintoniza para que la inductancia M sea nula, las

polarizabilidades efectivas se pueden escribir como:

βee = − 2g2

ε0Lω2

(
1− ω2

0

ω2

)−1

, βmm = −2(πr2)2µ0

L

(
1− ω2

0

ω2

)−1

,

ω0 =
1√
LC

.

(1.79)
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Al exigir la condición (1.78), se garantiza que para al menos una frecuencia se tendrá la

igualdad entre las polarizabilidades. La diferencia entre la absorción perfecta y la transmisión

completa está en el material del cual esté hecho los resonadores, ya que para la absorción

se requieren polarizabilidades imaginarias, mientras que para la trnasmisión se requieren

complejos. Para el caso en que los resonadores estén hechos de conductor eléctrico perfecto,

se puede obtener la transmisión completa ya que no hay pérdidas, sin embargo, al introducir

un valor finito en la conductividad, la onda es parcialmente absorbida y en caso de tener

la conductividad adecuada, se absorbe completamente. A continuación se presentan algunos

resultados numéricos interesantes, en los cuales queda en evidencia la importancia de la

conductividad para el fenómeno de absorción.

Frecuencia (GHz)
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Figura 1.7: Potencia absorbida (ĺıneas sólidas) y reflejada (ĺıneas punteadas) en función de

la frecuencia para diferentes valores de conductividad.

Con el fin de obtener una superficie absorbente, se simuló en el software CST Microwave

Studio R© la estructura de la Figura 1.5 (a) con los parámetros a = 10 mm, t = 0.5 mm,

r = 4 mm, g = w = 0.5 mm, s = 5.5 mm y l = 6.6 mm y se realizó un barrido en el

valor de la conductividad (σ). Cabe mencionar que la estructura se simuló en espacio libre

con condiciones periódicas de frontera en direcciones x y y, mientras que en dirección z se

colocaron dos puertos de Bloch-Floquet distanciados 100 mm entre ellos y con los anillos en

el centro.

Como se puede observar, la potencia reflejada (R) siempre es baja, lo cual significa que la

potencia de la onda incidente debe dividirse entre la potencia transmitida (T ) y la absorbida
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(A). En vista que T � R y A � R, entonces se debe cumplir que para todas las conducti-

vidades, las polarizabilidades deben ser aproximadamente iguales en la resonancia. El caso

de mayor absorción se da cuando σ = 2.19 S/m y en tal caso, la absorción alcanza el nivel

del 98 % a una frecuencia de 3.45 GHz con un ancho de banda de 14 %. A medida que la

conductividad aumenta, la absorción disminuye y la estructura empieza a comportarse como

el transmisor que, idealmente, si se eleva la conductividad al infinito, entonces se logrará

transmitir el 100 % de la onda.



2 Restricciones Fundamentales de

Metasuperficies Autocomplementarias

En este capitulo se exponen algunas propiedades fundamentales de las metasuperficies auto-

complementarias, las cuales, como se verá más adelante, resultan favorables para el diseño

de metasuperficies con la propiedad de conversión de polarización lineal a circular. Se intro-

duce el término metasuperficie debido a que la celda unitaria es mucho más pequeña que

la longitud de onda de trabajo. Por otra parte, la autocomplementariedad se refiere a que

la superficie del sistema original y la asociada al sistema complementario1 son la misma

adicionando una transformación de traslación pequeña comparada con la longitud de onda

de trabajo y menor al parámetro de red en cada dirección, ejemplos de estas estructuras se

muestran en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Ejemplos de superficies autocomplementarias. Se considera que estas se extien-

den infinitamente horizontal y verticalmente

Algunas metasuperficies autocomplemetarias se han empleado para diseñar filtros/polarizado-

res en el rango de gigahercios, y mediante escalamientos de la geometŕıa se ha logrado exten-

der a ondas milimétricas [32,49,50], con la peculiaridad que si la superficie tiene una banda

1En superficies hechas de conductor eléctrico perfecto y sin sustrato dieléctrico, la superficie complementaria

se obtiene de la original al intercambiar el metal con aire.
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de paso para determinada polarización, en la polarización ortogonal resultará en una banda

de rechazo a la misma frecuencia. En adición, estas metasuperficies también se han utilizado

para simular lineas de transmisión reconfigurables a fin de permitir la propagación de ondas

en modos cuasi-TEM [51]. No obstante, este trabajo se centra en la posibilidad de utilizar

cualquier metasuperficie autocomplementaria resonante como un convertidor de polarización

lineal a circular, propiedad que no ha sido explorada.

Las ondas electromagnéticas polarizadas circularmente suelen ser empleadas para el coman-

do guiado y sistemas de navegación global, aśı como en comunicaciones satelitales. Ésto

con el fin de evitar dificultades por el desconocimiento del plano de polarización de la on-

da electromagnética entrante debido a la rotación de Faraday en la ionosfera, al igual que

el desconocimiento del estado de polarización de la misma. Desde la década de 1960, los

convertidores de polarización lineal a circular, los cuales son componentes de antenas de po-

larización circular en el rango de microondas, han sido desarrollados basados en estructuras

periódicas multicapa simulando medios artificiales anisótropos [19,20]. Un diseño temprano

de estos dispositivos consist́ıa en estructuras polarizadoras de meandros estudiados en los

trabajos [52–56]. En estos dispositivos, a una frecuencia espećıfica, los coeficientes de trans-

misión para dos polarizaciones lineales ortogonales son iguales en magnitud y, al mismo

tiempo, están desfasadas en 90◦. Por lo tanto, una onda linealmente polarizada incidiendo

normal a la estructura, con el campo eléctrico orientado a 45◦ en el plano de polarización, se

transmite como una onda circularmente polarizada. Diseños recientes que utilizan la misma

idea fueron reescalados y fabricados para el rango de ondas milimétricas [57]. No obstan-

te, estas estructuras tienen el inconveniente que su ancho es comparable a la longitud de

onda de trabajo, lo cual limita substancialmente sus potenciales aplicaciones. Para superar

esta desventaja, durante la última década se han propuesto varias superficies selectivas en

frecuencia (FSS por sus siglas en ingles) y metasuperficies de espesor despreciable frente a

la longitud de onda [58–61]. Para todos los convertidores mencionados, la diferencia de fase

entre los coeficientes de transmisión de dos polarizaciones lineales ortogonales es dependiente

de la frecuencia y el desfase exacto de 90◦ puede ser obtenido únicamente para un grupo

discreto de frecuencias.

A diferencia de lo mencionado anteriormente, se demostrará teórica y experimentalmente que

las metasuperficies autocomplementarias también proveen la conversión de polarización lineal

a circular, con la ganancia de que tiene un desfase exacto de 90◦ para cualquier frecuencia.



2.1 Constancia en el Desfase entre los Coeficientes de Reflexión y Transmisión 31

2.1. Constancia en el Desfase entre los Coeficientes de

Reflexión y Transmisión

Considere una metasuperficie autocomplementaria general la cual es iluminada por una

onda plana linealmente polarizada, como se muestra en la Figura 2.2. Por definición, las

metasuperficies tienen una periodicidad eléctrica pequeña, por lo cual el campo dispersado

puede ser modelado como una única onda plana sobre cada punto de la celda unitaria y a

cada lado de la estructura, es decir, los lóbulos secundarios están prohibidos. Por simplicidad,

de ahora en adelante supondremos que la onda incide normalmente a excepto que se diga lo

contrario.
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+
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Figura 2.2: Diagrama de las ondas planas linealmente polarizadas involucradas en el pro-

ceso de dispersión de una metasuperficie autocomplementaria bajo incidencia

normal.

En ambos lados de la metasuperficie, el campo electromagnético puede ser descrito como la

superposición de dos ondas planas viajando en direcciones opuestas. Se introduce la notación
~E+

1 y ~E+
2 para los campos eléctricos asociados a las ondas que viajan en dirección hacia la

metasuperficie desde los lados #1 y #2, respectivamente, mientras que ~E−1 y ~E−2 a los campos

eléctricos de las ondas que se propagan alejándose de la metasuperficie. Con lo mencionado,

la matriz de los parámetros S se define como
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 ~E−1
~E−2

 =

 ¯̄S11
¯̄S12

¯̄S21
¯̄S22

 ·
 ~E+

1

~E+
2

 . (2.1)

Teniendo en cuenta que el campo eléctrico es tangente a la superficie, éste puede ser des-

compuesto en dos componentes ortogonales linealmente polarizadas en direcciones x y y.

Con el fin de evitar los efectos de polarización cruzada se asume que la celda unitaria tiene

simetŕıa de espejo en el plano xz o yz2. Independientemente de cual de estos sea el plano de

simetŕıa, las componentes de polarización cruzada se anulan en la matriz de los parámetros

de dispersión [46]:

¯̄S =


rx 0 tx 0

0 ry 0 ty

tx 0 rx 0

0 ty 0 ry

 , (2.2)

donde rx, ry, tx y ty representan los coeficientes de reflexión y transmisión para las ondas

polarizadas en x y y. Utilizando la continuidad del campo eléctrico tangencial:

~E+
1 + ~E−1 = ~E+

2 + ~E−2 , (2.3)

y asumiendo que el campo incidente se propaga del lado #1 al #2, es decir, ~E+
1 6= 0 y

~E+
2 = 0, es claro que

1 + S11 = S21, (2.4)

o equivalentemente,

1 + rx = tx, 1 + ry = ty. (2.5)

Adicionalmente, asumiendo que la metasuperficie está hecha de materiales sin pérdidas, la

ley de la conservación de la enerǵıa implica las siguientes relaciones:

|rx|2 + |tx|2 = 1, |ry|2 + |ty|2 = 1, (2.6)

lo cual significa que la suma de las potencias transmitidas y reflejadas son iguales. Combi-

nando las ecuaciones (2.5) y (2.6) se obtiene:∣∣∣∣rx +
1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ry +
1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣tx − 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ty − 1

2

∣∣∣∣ =
1

2
. (2.7)

2La transformación para la simetŕıa de reflexión en el plano xz es (x, y, z) −→ (x,−y, z), en cambio, si el

plano de simetŕıa está en yz la transformación es (x, y, z) −→ (−x, y, z).
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La interpretación geométrica de (2.7) es simple: los coeficientes de reflexión y transmisión

deben tomar valores en la trayectoria de una circunferencia en el plano complejo de ra-

dio 1/2, centrada en (−1/2, 0) para la reflexión y (1/2, 0) para la transmisión. Este hecho

fue estudiado por Barlevy [62] aunque cabe mencionar que la demostración es de mayor

complejidad.

A partir del principio de Babinet [41], válido para superficies complementarias hechas de

conductor sin pérdidas, se obtiene que [63] rx = −tcy, ry = −tcx, rc
x = −ty y rc

y = −tx, donde

el supeŕındice “c” representa el coeficiente asociado al sistema complementario. En general,

para el problema complementario se asume una rotación de 90◦ en el estado de polarización

de los campos incidentes. Ésta es la razón por la cual se utilizaron los sub́ındices x y y en

cada una de las ecuaciones anteriores. Debido que la superficie es autocomplementaria, los

coeficientes asociados al sistema complementario son iguales a los coeficientes del sistema

original, es decir, tci = ti y rci = ri con i = x o y, y como consecuencia el conjunto de

ecuaciones (2.5) toma la forma:

tx + ty = 1, rx + ry = −1, (2.8)

adicionalmente, la conservación de la enerǵıa en (2.6) toma la forma

|rx|2 + |ry|2 = 1, |tx|2 + |ty|2 = 1. (2.9)

Finalmente, al tener en cuenta que los coeficientes de transmisión y reflexión pueden ser

tratados como vectores bidimensionales en el plano complejo, al combinar las ecuaciones

(2.7) y (2.8) es sencillo demostrar que su producto escalar convencional debe ser cero:

(txr, txi) · (tyr, tyi) = (txr, txi) · (1− txr,−txi) = 0, (2.10)

(rxr, rxi) · (ryr, ryi) = (rxr, rxi) · (−1− rxr,−rxi) = 0, (2.11)

donde los sub́ındices “r” e “i” se refieren a la parte real e imaginaria de los coeficientes

referidos. Este resultado implica que los coeficientes de transmisión (reflexión) en direcciones

ortogonales están desfasados 90◦ en el plano complejo a cualquier frecuencia. Adicionalmente,

es fácil demostrar que las diferencias de fase son

arg(ty)− arg(tx) = − (arg(ry)− arg(rx)) = ±90◦. (2.12)

Estas propiedades se ilustran en la Figura 2.3. Alĺı, los coeficientes de transmisión y reflexión

se representan como vectores del plano complejo que se mueven en las circunferencias de radio

1/2 predichas en (2.7) y consecuentemente, el movimiento debe preservar el ángulo entre tx
y ty (rx y ry) igual a ±90◦. La elección del signo + o − en (2.12) depende de cada sistema

en particular.
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Figura 2.3: Diagrama teórico de la trayectoria, en el plano complejo, de los coeficientes de

transmisión y reflexión para ondas polarizadas en el eje x o y.

Condiciones para la Conversión de Polarización Lineal a Circular

Centremos la atención en el proceso de conversión de polarización lineal a circular ilustrada

en la Figura 2.4. En esta figura, una onda plana linealmente polarizada es convertida en

dos ondas planas circularmente polarizadas, correspondientes a la onda transmitida y a la

onda reflejada. Es claro que para obtener polarización circular en la transmisión y en la

reflexión, la metasuperficie debe introducir una diferencia de fase de ±90◦ entre las com-

ponentes ortogonales x y y en las ondas transmitida y reflejada. A su vez, las magnitudes

de las componentes ortogonales deben ser iguales. Como se demostró en 2.1, la diferencia

de fase de ±90◦ es garantizada por la autocomplementariedad de la pantalla, sin embargo,

la igualdad de las amplitudes de las componentes ortogonales depende de la frecuencia y la

orientación relativa entre el campo incidente y la metasuperficie. Con objeto de caracterizar

esta orientación, se define el estado de polarización de la onda incidente a través del ángulo

α entre el eje principal x de la metasuperficie y el campo eléctrico incidente, tal como se

muestra en la Figura 2.4. La reflectancia y transmitancia para un ángulo α general es:

R = |rx|2 cos2(α) + |ry|2 sin2(α),

T = |tx|2 cos2(α) + |ty|2 sin2(α),
(2.13)

donde |rx|2, |ry|2, |tx|2 y |ty|2 son las reflectancias y transmitancias para ondas linealmente

polarizadas con los campos eléctricos incidentes a lo largo de los ejes x o y según cada caso.
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Figura 2.4: Metasuperficie autocomplementaria iluminada por una onda plana linealmente

polarizada. En el conjunto de frecuencias de trabajo (ωc), la mitad de la potencia

incidente se transmite con polarización circular mientras que la otra mitad se

refleja con polarización circular de helicidad opuesta a la transmitida.

La condición de polarización circular implica que

|rx|2 cos2(α)

|ry|2 sin2(α)
=
|tx|2 cos2(α)

|ty|2 sin2(α)
= 1, (2.14)

lo cual significa que las contribuciones a las potencias transmitidas y reflejadas en las di-

recciones ortogonales x y y deben ser iguales. Optimizando la transmitancia o reflectancia

en (2.13) como función del ángulo α con las ligaduras (2.9) y (2.14), se demuestra que

el valor que maximiza las potencias transmitida y reflejada es α = 45◦, y adicionalmente

|rx| = |ry| = |tx| = |ty| = 1/
√

2. Sin embargo, como se puede inferir en los resultados de la

sección 1.4, según el tipo de impedancia que describa a la metasuperficie en dirección x y

y, la igualdad de los módulos entre los coeficientes de transmisión y reflexión se cumple con

exactitud para un conjunto discreto de frecuencias ωc. Teniendo en cuenta que en general la

frecuencia es diferente de ωc, la polarización resultante es eĺıptica. Esta propiedad puede ser

caracterizada por medio de la razón axial, RA, la cual se define como la razón entre los ejes



36 Restricciones Fundamentales de Metasuperficies Autocomplementarias

mayor y menor de la elipse de polarización. Este puede ser calculado como [64]:

RA =

√√√√ |Ex|2 + |Ey|2 +
∣∣E2

x + E2
y

∣∣
|Ex|2 + |Ey|2 −

∣∣E2
x + E2

y

∣∣ , (2.15)

donde Ex y Ey son los fasores correspondientes a las componentes x y y de la onda de

interés. Ya que las metasuperficies autocomplementarias garantizan un desfase de ±90◦ en

la onda transmitida y reflejada, siempre que incida una onda plana linealmente polarizada

con un estado de polarización de α = 45◦, entonces la definición estándar de la razón axial

se simplifica a:

RA = máx

{
|tx|
|ty|

,
|ty|
|tx|

}
= máx

{
|rx|
|ry|

,
|ry|
|rx|

}
, (2.16)

o en escala de decibelios:

RA(dB) = 20 log10

[
máx

{
|tx|
|ty|

,
|ty|
|tx|

}]
= 20 log10

[
máx

{
|rx|
|ry|

,
|ry|
|rx|

}]
. (2.17)

Por último, en vista que la conversión de polarización lineal a circular se cumple para un

grupo discreto de frecuencias, ωc, es útil definir el ancho de banda de la razón axial a 3 dB

(AB-RA-3dB). Bajo las condiciones establecidas, el AB-RA-3dB se define usualmente como

la banda donde la razón axial se desv́ıa del valor ideal de 0dB en ≈ ±3dB3. En otras

palabras, es la banda de frecuencias donde la potencia transmitida o reflejada en una de

las polarizaciones toma valores entre la mitad o el doble de la potencia en la polarización

ortogonal.

2.2. Validación Numérica

Como se ha demostrado en la sección 2.1, las metasuperficies4 autocomplementarias tienen

la particularidad que al incidirles normalmente una onda plana linealmente polarizada, con

un ángulo de polarización de α = 45◦, las componentes ortogonales de los campos transmi-

tidos (reflejados) están desfasados en 90◦. Debido a esto, cuando se logra la igualdad en la

magnitud de las componentes ortogonales de los campos transmitidos (reflejados), se obtie-

ne una onda polarizada circularmente. Una solución sencilla consiste en configurar la fuente

3Para calcular la razón axial en decibelios se utiliza la fórmula (2.17) que adquiere el valor de 0dB cuando

RA = 1 y de ≈ 3dB cuando RA =
√

2.
4Se aclara que es una metasuperficie para referenciar que la longitud de onda es pequeña respecto a la celda

unitaria y no hay lóbulos secundarios.
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para que el plano de polarización del campo eléctrico incidente esté a un ángulo de 45◦ y

para una frecuencia espećıfica lograr que |rx| = |ry| = |tx| = |ty| = 1/
√

2. Dicho resultado

es posible según las trayectorias de la Figura 2.3 cuando tx = ty = −rx = −ry = (0.5 , 0.5).

Lógicamente, la solución al intercambiar los sub́ındices x y y también es válida.

Con el fin de validar la teoŕıa de la sección 2.1, se propusieron las tres estructuras au-

tocomplentarias de la Figura 2.1 y se simularon en el software comercial CST Microwave

Studio R©. Para satisfacer todas las suposiciones de la teoŕıa, las superficies fueron grabadas

en conductor eléctrico perfecto, sin substrato. En las Figuras 2.5, 2.7 y 2.8 se muestran los

volúmenes y parámetros de simulación completos para cada caso. Se imponen dos modos de

Bloch-Floquet localizados a 10 mm de la superficie de metal en la dirección z. En las otras

direcciones se impusieron condiciones periódicas, de modo que la celda unitaria y la onda

incidente se repinten en direcciones x y y. A fin de obtener resultados precisos, se tuvieron

en cuenta todos los modos de Bloch-Floquet en el receptor.

Las gráficas de las magnitudes en la segunda columna de las Figuras 2.5, 2.7 y 2.8 muestran

que hay varias frecuencias donde la magnitud de los coeficientes de transmisión y reflexión de

polarizaciones ortogonales se cruzan al nivel de 1/
√

2 ≈ 0.707 (o -3 dB). En esas frecuencias

particulares, la mitad de la potencia se transmite mientras que la otra es reflejada. De mayor

relevancia, en la tercera columna de las Figuras 2.5, 2.7 y 2.8, es claro que el desfase entre

las curvas es constante e igual a 90◦ para cualquier frecuencia. Estos hechos concuerdan

exactamente con los presentados en la Figura 2.3 y las ecuaciones (2.7) a (2.11).

Las regiones sombreadas de rojo y amarillo en las Figuras 2.5, 2.7 y 2.8 indican los ĺımites

donde los rayos difractados pueden aparecer. Estos son conocidas como reflexiones de Bragg

por la comunidad de f́ısicos o como lóbulos de rejilla en la comunidad de ingenieros. La región

roja inicia cuando la periodicidad más grande, D = máx (a, b), es igual a la longitud de onda,

λ. En esta región, los rayos difractados aparecen aún en incidencia normal, de modo que la

teoŕıa de la sección 2.1 no es válida. El área en amarillo se refiere a la región “peligrosa”donde

λ/2 < D < λ y, consecuentemente, las reflexiones de Bragg pueden aparecer para incidencia

oblicua. En esta región la teoŕıa aún es válida bajo incidencia normal, sin embargo falla

después de cierto ángulo ĺımite. Finalmente, la región blanca es la región “segura”por el

hecho que desaparecen las reflexiones de Bragg. Estas propiedades se derivan directamente

de las condiciones de difracción para una red periódica [65]: ∆~k = ~k′ − ~k = ~G, donde ~k y
~k′ son los vectores de onda de la onda incidente y dispersada, respectivamente, y ~G es un

vector de la red rećıproca. Es decir, para un arreglo bidimensional rectangular de dispersores

con la traslación fundamental ~a1 = ax̂, ~a2 = bŷ, y ~a3 = ∞ẑ, la base de la red rećıproca

correspondiente es formada por ~b1 = 2π
a
x̂, ~b2 = 2π

b
ŷ, y ~b3 = 0ẑ. Los últimos vectores pueden
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ser usados para obtener cualquier vector de la red rećıproca como ~G = n1
~b1 + n2

~b2 + n3
~b3 =

2πn1

a
x̂+ 2πn2

b
ŷ+Gz ẑ, donde n1 y n2 son número enteros y Gz es un número real. Sustituyendo

el último resultado en la condición de reflexiones de Bragg:

sin θ′ cosφ′ − sin θ cosφ = n1
λ

a

sin θ′ sinφ′ − sin θ sinφ = n2
λ

b

(2.18)

donde θ, φ, θ′ y φ′ son las coordenadas esféricas angulares del vector de onda ~k y ~k′, res-

pectivamente. Tomando el valor absoluto en ambos lados de (2.18) y maximizando el lado

izquierdo, es fácil demostrar que la reflexión de Bragg de orden (n1, n2) solo puede ocurrir

cuando 2 > |n1|λ
a

y 2 > |n2|λ
b

. Por lo tanto, es imposible cumplir ambas condiciones al mismo

tiempo cuando λ > 2 máx (a, b), a no ser que n1 = n2 = 0 lo cual se corresponde con el caso

convencional de un rayo transmitido a lo largo de la dirección incidente ó el rayo presenta

una reflexión de espejo convencional. Similarmente, para el caso de incidencia normal, es

fácil ver desde (2.18) que las reflexiones de Bragg se eluden cuando λ > máx (a, b).

A pesar que, en principio, todas las superficies mencionadas puede ser útiles para la con-

versión de polarización lineal a circular, éstas muestran rendimientos muy diferentes lo cual

hace a algunas de ellas más adecuadas que otras, como puede deducirse de la Tabla 2.1. La

3ra y 4ta columna de esta tabla proporciona información importante acerca de la calidad de

respuesta de cada estructura: el tamaño eléctrico de la celda unidad y los valores del AB-RA-

3dB. A fin de escoger la mejor estructura, la celda unidad debe tener un tamaño eléctrico

lo más pequeño posible con el fin de evitar reflexiones de Bragg y hacer que la estructura

se asemeje a una superficie homogénea a distancia cercana. Por otra parte, el valor del AB-

RA-3dB relativo es algunas veces muy reducido lo cual es problemático desde un punto de

vista práctico. Ya que se garantiza que la diferencia de fase entre tx y ty es 90◦, debido a

la autocomplementariedad, y asumiendo que la onda incidente está linealmente polarizada

con su campo eléctrico a 45◦ respecto al eje principal, entonces la razón axial coincide con

RA = máx {|tx|/|ty|, |ty|/|tx|} para la onda transmitida y RA = máx {|rx|/|ry|, |ry|/|rx|}
para la onda reflejada. Es claro de las Figuras 2.5, 2.7 y 2.8 que esto ocurre para todo el

rango de frecuencia hasta el inicio de la región roja, donde la diferencia de las fases no es 90◦.

En vista de las consideraciones anteriores, los valores interesantes de la 3ra y 4ta columna

de la tabla 2.1 han sido puestos en negrilla que corresponden a tamaño eléctrico pequeño y

valores de AB-RA-3dB grandes.
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Tabla 2.1: Desempeño de las pantallas autocomplementarias. 1ra columna: nombre de las

estructuras. 2da columna: frecuencias donde la magnitud de los coeficientes de

transmisión y reflexión son iguales. 3ra columna: Tamaños eléctricos de las celdas

unidades. 4ta columna: anchos de banda porcentual de la razón axial a 3 dB.

Descripción de la estructura fc(GHz) máx (a,b)
λc

(∆f)3 dB

fc
( %)

Rejilla de Tiras Paralelas 32.8 0.875 22

2.17 0.116 0.57

2.20 0.118 0.75

4.82 0.257 0.23

4.85 0.258 0.062

5.98 0.319 7.6

7.32 0.390 5.2

Arreglo de 8.15 0.435 0.39

SRRs y C-SRRs 8.34 0.444 1.8

11.44 0.611 0.44

11.66 0.623 0.91

14.46 0.773 0.10

14.51 0.773 0.05

16.79 0.894 0.014

16.82 0.894 0.015

Arreglo de Parches 6.40 0.341 9.2

y Huecos Rectangulares 8.07 0.430 6.3

Rejilla de Tiras Paralelas

La estructura mostrada en la Figura 2.5 (a) fue previamente estudiada en el 2002 por Brand

[66] quien demostró que la simple estructura de tiras paralelas puede ser utilizada como

un polarizador circular divisor de haz. Él siguió una demostración matemática rigurosa la

cual es únicamente válida para esta estructura. Es importante notar que en este trabajo se

presenta una teoŕıa más simple que es capaz de generalizar este fenómeno inusual a cualquier

pantalla conductora autocomplementaria.
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Figura 2.5: Estructura autocomplementaria de la rejilla de tiras paralelas. (a) Celda unitaria

con parámetros de simulación, (b) magnitud y (c) fase de los coeficientes de

transmisión y reflexión simulados.

En la Figura 2.5 (b) se muestra que las magnitudes de todos los coeficientes se igualan a

1/
√

2 ≈ 0.707 para una frecuencia de 32.8 GHz cuando la razón entre la periodicidad de la

estructura es D = a = 8 mm (b = 0) y el tamaño eléctrico es D/λ = 0.87, lo cual está de

acuerdo con los resultados previos de Brand [66]. En principio, a esta frecuencia la conversión

de polarización lineal a circular debeŕıa ser posible. Sin embargo, esta estructura tiene un

inconveniente importante: la frecuencia de cruce (fc, 2da columna de la Tabla 2.1) está dentro

la región amarilla. Esta región fue definida anteriormente con la condición λ
2
< D < λ la cual,

transformada a frecuencias, es equivalente a 18.75 GHz < f < 37.5 GHz. En otras palabras,

las reflexiones de Bragg, o lóbulos de rejilla, pueden aparecer bajo incidencia oblicua. Usando

la ecuación (2.18), es sencillo obtener que la reflexión de Bragg de primer orden aparece para

ángulos de incidencia tan pequeños como θ > 8.6◦ (con φ = 180◦, θ′ < 90◦, y φ′ = 0◦). Por

lo tanto, esta superficie no es adecuada para hacer un divisor de haz t́ıpico trabajando a un

ángulo de incidencia de 45◦, ya que parte de la enerǵıa puede ser dispersada fuera del haz

principal.

Para ilustrar el efecto de la difracción, la sección eficaz de dispersión diferencial es repre-

sentada en la Figura 2.6 (a, b y c) para diferentes ángulos de incidencia: θ = 0◦, θ = 30◦ y

θ = 60◦ (en todos los casos con φinc = 180◦). Bajo incidencia normal, solo los lóbulos a lo

largo de la dirección incidente aparecen (haz reflejado y transmitido). Sin embargo, para los

casos de 30◦ y 60◦, las reflexiones de Bragg (o lóbulos de rejilla) surgen en direcciones que

no se corresponden con los rayos esperados para la incidencia en una superficie homogénea.

Puede comprobarse fácilmente que estas direcciones se corresponden con las obtenidas en la

fórmula (2.18). La enerǵıa que llevan estos lóbulos secundarios (o de rejilla) es comparable

a la enerǵıa del lóbulo principal. Incluso, en el caso de 60◦, los lóbulos secundarios son ca-

si iguales al lóbulo principal. Por lo tanto, la fuga de enerǵıa a direcciones laterales no es
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Figura 2.6: Simulación de la sección eficaz de dispersión diferencial (escala lineal) para la

rejilla de tiras paralelas a 32.8 GHz. Se muestra la dispersión bajo diferentes

ángulos de incidencia: (a) θ = 0◦, (b) θ = 30◦ y (c)(a) θ = 60◦.

Arreglo de SRRs y C-SRRs

Con el objetivo de evitar las reflexiones de Bragg o lóbulos de rejilla, la celda unitaria debeŕıa

tener dimensiones más pequeñas que la mitad de la longitud de onda asociada. En este

sentido, un posible candidato podŕıa ser el anillo resonante cortado (SRR por sus siglas en

ingles) [9], utilizado frecuentemente para el diseño de metamateriales, cuyo tamaño eléctrico

es varias veces más pequeño que la longitud de onda de resonancia. En la Figura 2.7 (a) se

muestra una estructura hecha a partir de la variación del SRR original y su complementaria,

llamada C-SRR. Observe que la presencia del SRR en conjunto con el C-SRR en la celda

unidad es necesaria a fin de garantizar la autocomplementariedad.

En la Figura 2.7 (b) se muestran las amplitudes de los coeficientes de transmisión y reflexión.

Se puede observar en esta figura la aparición de muchas resonancias, la mayoŕıa de ellas

son muy delgadas y hay una de ancho considerable cercana a 6.7 GHz. Se ha comprobado

cuidadosamente que alrededor de cada resonancia hay un par de frecuencias donde se cumple

exactamente que |tx| = |ty| = |rx| = |ry|. La información espećıfica de todas las frecuencias

que cumplen la condición están contenidas en la 3ra fila de la Tabla 2.1. En la Figura 2.7

(c), se confirma la constancia del desfase de 90◦.

En principio, las frecuencias más interesantes debeŕıan ser las más bajas debido a que la

muestra pareceŕıa más homogénea (2.17 GHz y 2.20 GHz en este caso). Sin embargo, a pesar
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Figura 2.7: Estructura autocomplementaria de SRRs y C-SRRs. (a) Celda unitaria con

parámetros de simulación, (b) magnitud y (c) fase de los coeficientes de trans-

misión y reflexión simulados.

de que no se muestra acá, se ha encontrado que al cambiar el conductor eléctrico perfecto

por cobre y al colocarlo sobre un sustrato dieléctrico t́ıpico de microondas, el fenómeno es

destruido para esas frecuencias. Ésto puede ser atribuido al factor de calidad extremadamen-

te alto del primer pico/valle. La atenuación del primer pico/valle debido a las pérdidas y

los desfases en frecuencia diferentes para el pico y el valle debido a la presencia del sustrato

dieléctrico impiden el cruce entre las curvas. Además la constante dieléctrica del sustrato

desplaza hacia abajo la frecuencia de cada resonador que forma la celda unitaria. Desafor-

tunadamente el desplazamiento en la frecuencia del SRR y el C-SRR no son iguales al otro.

Por lo tanto estas frecuencias no resultan de interés desde un punto de vista práctico. Usan-

do el mismo argumento todos los cruces de frecuencias correspondientes a resonancias muy

delgadas (con ancho de banda relativo cercano o por debajo del 1 % en la Tabla 2.1) deben

ser descartados para aplicaciones reales.

Al final, las únicas frecuencias útiles son f1 = 5.98 GHz y f2 = 7.32 GHz (ver Tabla 2.1).

Afortunadamente, estas frecuencias están dentro de la región blanca donde las reflexiones de

Bragg no pueden ocurrir. De hecho, las longitudes de los lados más grandes son b = 0.319λ1 y

b = 0.390λ2, respectivamente, ambas más pequeñas que 0.5λ. Los anchos de banda relativos

son del 7.60 % y 5.20 % los cuales, a pesar de que son significativamente más pequeños que

el 22 % obtenido con la rejilla de tiras paralelas, son suficientes para la persistencia del

fenómeno cuando se introducen materiales realistas. Este punto será clarificado en la sección

experimental.

De hecho, estudiando las corrientes superficiales mediante simulaciones a 6.70 GHz, se ob-

servó que el patrón de esta no tiene en cuenta la estructura de los SRR y C-SRR, en cambio

es como el patrón de un simple parche rectangular con el mismo contorno cuando su longitud
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es cercana a λ/2. Debido a esto, en la siguiente subsección se remueven el SRR y el C-SRR

y se remplazan por un hueco y una parche rectangular, respectivamente.

Arreglo de Parches y Huecos Rectangulares
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Figura 2.8: Estructura autocomplementaria de parches y huecos rectangulares. (a) Celda

unitaria con parámetros de simulación, (b) magnitud y (c) fase de los coeficientes

de transmisión y reflexión simulados.

En la Figura 2.8 se muestra la estructura y los resultados de simulación de los coeficientes

de transmisión y reflexión (magnitud y fase). Los resultados para esta estructura son muy

similares a los anteriores. La autocomplementariedad garantiza que la diferencia de fase es 90◦

para cualquier frecuencia. Se observa que los cruces entre las magnitudes de los coeficientes

se da al nivel de 1/
√

2 a f1 = 6.40 GHz y f2 = 8.07 GHz los cuales son cercanos a los valores

de la celda unitaria basada en SRRs y C-SRRs alrededor de su resonancia más ancha. El

tamaño eléctrico es suficientemente pequeño para cada cruce (b = 0.341λ1 y b = 0.430λ2)

y adicionalmente, el ancho de banda se mejora un poco, siendo ahora 9.2 % y 6.3 % (ver

Tabla 2.1, cuarta fila) gracias a la eliminación de las resonancias vecinas que comprimı́an la

curva de ambos lados.

En la Figura 2.9 se representa la sección eficaz de dispersión diferencial para tres direcciones

de incidencia diferentes (todas con φ = 180◦): θ = 0◦, θ = 30◦ y θ = 60◦. Se observa que

solo los rayos transmitido y reflejado convencionales aparecen, mientras que las reflexiones

de Bragg no se manifiestan. La razón es que el lado más grande de la celda unitaria es más

pequeño que la mitad de la longitud de onda tal que la condición de difracción (2.18) no

puede ser cumplida. Esta es una gran ventaja en comparación a la rejilla de tiras paralelas

(compare con la Figura 2.6 (a), (b) y (c)).
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Figura 2.9: Simulación de la sección eficaz de dispersión diferencial (escala lineal) para la

rejilla de tiras paralelas a 32.8 GHz. Se muestra la dispersión bajo diferentes

ángulos de incidencia: (a) θ = 0◦, (b) θ = 30◦ y (c)(a) θ = 60◦.

2.3. Resultados Experimentales

Los resultados presentados anteriormente han sido validados experimentalmente. En la Figu-

ra 2.10 se muestra el montaje experimental, incluyendo las dimensiones y las propiedades de

los materiales utilizados para fabricar la muestra. La estructura que se fabricó corresponde al

arreglo autocomplementario de parches y huecos rectangulares. Los parámetros de la celda

unitaria coinciden con aquellos en la Figura 2.8. La muestra fue colocada en medio de dos

antenas de bocina de banda ancha separadas por una distancia de 3 m, además fue rodeada

por absorbentes piramidales a fin de reducir la difracción de borde. El montaje permite am-

bas rotaciones mostradas en el recuadro de la Figura 2.10. Los coeficientes de transmisión

medidos bajo incidencia normal son comparados con los resultados de simulación en la Fi-

gura 2.11 mostrando un buen acuerdo cuantitativo. Con el objetivo de suprimir los efectos

de las múltiples reflexiones entre la muestra y las antenas se emplea un método de filtrado

en el dominio del tiempo [67].

En principio, las resonancias para las polarizaciones x y y de la pantalla autocomplementaria

debeŕıan estar a la misma frecuencia en la medida que se cumplen todos los requerimientos

del principio de Babinet. Rigurosamente, este principio solo es satisfecho cuando la pantalla

es impresa en un conductor eléctrico perfecto bidimensional plano [41]. Sin embargo, ins-

peccionando los coeficientes de transmisión experimentales mostrados en la Figura 2.11, se

puede observar una diferencia de 0.3 GHz entre las resonancias de las polarizaciones x y y.

Además, la misma diferencia de frecuencias puede ser observada desde las curvas simuladas

cuando los parámetros reales del material son considerados. Esta diferencia relativa entre fre-
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cuencias de resonancia se deben principalmente a la presencia del sustrato dieléctrico el cual

corre al rojo ambas frecuencias pero en cantidades diferentes, desde los 7.2 GHz sin sustrato

dieléctrico baja a 5.1 GHz para tx y 5.4 GHz para ty. En la Tabla 2.2, se comparan algunas

variables relevantes, obtenidas mediante simulación, de parches rectangulares geométrica-

mente idénticos con diferentes materiales y espesores. fc1 y fc2 son las frecuencias donde los

coeficientes de transmisión en polarización x y y se cortan por primera y segunda vez. |t(fc1)|
y |t(fc2)| las amplitudes de la transmisión a dichas frecuencias. ∆φ = φty−φtx es la diferencia

de fase entre los coeficientes ty y tx para las frecuencias especificadas. Adicionalmente, se da

el espesor del metal en cada caso, m, el espesor del dieléctrico, h, la constante dieléctrica

del sustrato, εr, y la tangente de pérdidas tan δ. Las superficies comparadas corresponden al

caso ideal (2ra fila), la muestra fabricada en ARLON 25N (3ra fila), un sustrato delgado con

permitividad moderada conocida como ARLON 250-LX-0053-53-55 (5ta fila) y un sustrato

de baja constante dieléctrica con espesor moderado llamado ARLON FOAMCLAD RF 100

(6ta fila).

En la muestra fabricada, los corrimientos al rojo de |tx| y |ty| son diferentes debido a que las

distribuciones de campo eléctrico son diferentes. Cerca a la resonancia, la densidad de enerǵıa

eléctrica está altamente concentrada entre las ranuras ortogonales para el campo eléctrico

externo. Ya que las ranuras verticales son más largas que las horizontales, las curvas de tx
debeŕıan ser más sensibles a la presencia del sustrato dieléctrico que ty, como se observa en

la Figura 2.11. Mediante la comparación con la 4ta fila de la Tabla 2.2 se puede verificar que

la desviación se debe al dieléctrico y no a las pérdidas o espesor del metal.

Esta estructura resonó exactamente a la misma frecuencia que la estructura hecha de con-

ductor eléctrico perfecto y no se observa un desplazamiento relativo entre el valle de tx y

el pico de ty. Además, la diferencia de fase en los cruces fue de 95.9◦ y −89.5◦ (ver 4ta fila

en la Tabla 2.2) los cuales son cercanos a valor deseado de ±90◦. La pequeña desviación

remanente puede atribuirse al efecto de las pérdidas óhmicas y el espesor del metal.

A pesar de la desviación del experimento a la teoŕıa debido al dieléctrico, hay dos frecuencias

particulares que proporcionan coeficientes de transmisión iguales en magnitud para polariza-

ciones ortogonales. Sin embargo, el desplazamiento relativo en frecuencia afecta a las curvas

de fase y la diferencia de fase correspondiente no es exactamente ±90◦ pero es alrededor de

122◦ para el corte justo debajo de la frecuencia de resonancia f0 y −110◦ para el corte justo

por encima de f0. Estos valores pueden considerarse lejanos del desfase deseado de ±90◦

si la tolerancia en una determinada aplicación es muy estricta. A fin de perfeccionar este

dispositivo, se pueden emplear sustratos con constantes dieléctricas lo más cercana posible a

la unidad o con espesor muy pequeño, tal como el ARLON FOAMCLAD RF 100 o ARLON
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Figura 2.12: Bosquejo de las diferentes polarizaciones utilizadas para comprobar la estabi-

lidad angular.

250-LX-0053-53-55 (6ta y 5ta fila en la Tabla 2.2, respectivamente). Lo anterior demuestra

que es posible perfeccionar el resultado para obtener resultados cercanos a los valores ideales

de |t| = 1/
√

2 ≈ 0.707 y ∆φ = ±90◦.

Finalmente, para demostrar la estabilidad angular de este dispositivo, se midieron los co-

eficientes de transmisión para diferentes ángulos de incidencia para las polarizaciones con-

vencionales TEx, TMx, TEy, y TMy. Por claridad, estos cuatro tipos de polarizaciones son

ilustrados en la Figura 2.12. Los resultados de la medición se muestran en la Figura 2.13, aun-

que con una notación más sencilla mostrada en la Figura 2.12. En la Figura 2.13 el sub́ındice

x ó y en los coeficientes de transmisión se refiere a que el campo eléctrico transmitido tiene

componente en dirección x ó y y se entiende como polarización-x ó y en la Figura 2.12.

Además, θinc y φinc son el ángulo polar y el ángulo azimutal de la onda incidente, respec-

tivamente. Es notable que los coeficientes de transmisión son muy estables hasta los 30◦, a

pesar de que hay un desplazamiento relativo en frecuencia para tx(φ
inc = 90◦, θinc = 30◦) y

ty(φ
inc = 90◦, θinc = 30◦). Puesto que estos dos modos tienen una componente transversal del

vector de onda a lo largo del eje y, estas desviaciones pueden ser reducidas por el incremento

de la distancia vertical entre los elementos (parches metálicos o huecos).
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3 Convertidores de Polarización Lineal a

Circular Delgados de Banda Ancha

Basados en Metasuperficies

Autocomplementarias de Zigzag

Como se demostró en el Caṕıtulo 2, las metasuperficies autocomplementarias resultan ser

idóneas en el diseño de dispositivos de conversión de polarización lineal a circular puesto que

preservan, independientemente de la frecuencia, un desfase de ±90◦ entre los coeficientes

de transmisión (reflexión) de polarizaciones ortogonales, a excepción que el tamaño de la

celda unitaria sea igual o más grande que la longitud de onda de trabajo ya que marca la

aparición de lóbulos secundarios en incidencia normal. A pesar de dichas ventajas, los tres

diseños del Caṕıtulo 2 poseen anchos de banda de la razón axial a 3 dB (AB-RA-3dB) muy

pequeños1, aún en el caso ideal que consiste de conductor eléctrico perfecto sin sustrato,

lo cual puede no ser deseado para ciertas aplicaciones. Por lo anterior, en este caṕıtulo se

proponen metasuperficies autocomplementarias compuestas por tiras metálicas en forma de

zigzag, por ejemplo la mostrada en la Figura 3.1, como convertidores de polarización lineal a

circular de banda ancha. A continuación, se proporciona un estudio completo y sistemático

de la geometŕıa de zigzag desde la teoŕıa hasta la demostración experimental. Utilizando

el modelo de impedancias superficiales de la sección 1.4, se obtienen las fórmulas teóricas

para los coeficientes de transmisión y reflexión tanto como la razón axial. En primer lugar,

la teoŕıa es validada a través de simulaciones numéricas para una metasuperficie de zigzag

de conductor eléctrico perfecto sin sustrato. Después, se evalúan los efectos de un sustrato

dieléctrico y una conductividad eléctrica finita en el metal. Finalmente, se proporciona una

demostración experimental completa.

1La rejilla de tiras paralelas tiene un ancho de banda moderado pero tiene un tamaño eléctrico comparable

a la longitud de onda de trabajo.
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Figura 3.1: Metasuperficie de zigzag iluminada por una onda plana linealmente polarizada.

A la frecuencia de trabajo, la mitad de la potencia se transmite y la otra mitad

se refleja con helicidad opuesta.

3.1. Teoŕıa

En esta sección se particulariza el modelo de impedancias superficiales desarrollado en la

sección 1.4 para predecir el comportamiento de una metasuperficie autocomplementaria de

zigzag.

Debido a que se considera que la periodicidad de la metasuperficie es mucho más pequeña

que la longitud de onda de trabajo, se puede concebir un modelo de circuito para describir

la celda unitaria. Para el caso de una onda plana con polarización x, las cargas eléctricas

se acumulan en los bordes de las tiras metálicas y en consecuencia la celda unitaria se

comporta como un capacitor (C) (ver Figura 3.2 (a)). Por otra parte, para una onda plana

con polarización y, se inducen corrientes eléctricas superficiales a lo largo de la tira de metal

siguiendo trazos curvados, y cada celda unitaria puede ser modelada como un inductor (L)

(ver Figura 3.2 (b)).
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Figura 3.2: Modelo circuital para una celda unitaria de un zigzag autocomplementario cuan-

do es iluminado por una onda plana polarizada en x (a) y y (b).

Como se demostró en la sección 1.4, los coeficientes de transmisión y reflexión son

rx =
−Z0

Z0 + 2Zxb/a
, ry =

−Z0

Z0 + 2Zya/b
,

tx =
2Zxb/a

Z0 + 2Zxb/a
, ty =

2Zya/b

Z0 + 2Zya/b
,

(3.1)

donde Z0 es la impedancia del espacio libre, Zx y Zy son las impedancias que describen el

comportamiento de la celda unitaria en direcciones x y y, respectivamente, derivadas del

modelo de circuito asociado, y a y b son las dimensiones de la celda unitaria. Ahora, las

impedancias de circuito de la celda unitaria, Zx = (jωC)−1 y Zy = jωL (según se muestra

en la Figura 3.2), pueden ser introducidas en 3.1 para obtener

rx =
−1

1− jωcx/ω
, ry =

−1

1 + jω/ωcy

tx =
1

1 + jω/ωcx

, ty =
1

1− jωcy/ω

(3.2)

donde

ωcx =
2b

aZ0C
, ωcy =

Z0b

2aL
(3.3)
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son las frecuencias a las cuales se igualan las magnitudes de los coeficientes de transmisión

y reflexión para la polarización x y y, respectivamente, lo cual se puede probar desde las

relaciones (3.1). La conocida relación de dualidad para circuitos complementarios [68], ZZc =

Z2
0/4 (Z y Zc siendo las impedancias de dos circuitos planos complementarios), permite

expresar ZxZy = Z2
0/4. Usando esta propiedad en (3.3), es claro que todas las curvas de las

magnitudes de los coeficientes de transmisión y reflexión se cortan a la misma frecuencia

ωc = ωcx = ωcy. Además, desde las relaciones (3.3) y (3.2) se puede confirmar la validez de

las restricciones fundamentales de la sección 2.1.

A fin de ilustrar el comportamiento teórico de la metasuperficie, se graficaron las magnitudes

y fases de los coeficientes de transmisión y reflexión en función de la frecuencia normalizada

por la frecuencia de corte (ωc). La gráfica de las magnitudes muestra que, la curva de |tx| =
|ry| decrece mientras que la curva de |ty| = |rx| crece, de modo que se interceptan en ω = ωc

al nivel de 1/
√

2. La figura de las fases muestra que la diferencia de fase entre ty y tx es 90◦

y 270◦ = −90◦ entre ry y rx, lo cual está de acuerdo con la relación (2.12).

Finalmente, a partir de la sustitución de las relaciones (3.2) en (2.16) se obtiene que la razón

axial se transforma en

RA = máx

{
ω

ωc

,
ωc

ω

}
(3.4)

o equivalentemente:

RA(dB) = 20

∣∣∣∣log10

ω

ωc

∣∣∣∣ (3.5)

y al restringir las frecuencias donde la razón axial es menor o igual a 3 dB en (3.5), es fácil

obtener que el ancho de banda a 3 dB:

∆ωRA-3dB

ωc

≈ 70.5 % (3.6)

En la bibliograf́ıa consultada, este ancho de banda relativo es más grande que el de los

convertidores de polarización lineal a circular basados en superficies selectivas en frecuencias

reportados hasta el momento (2016). Nótese que este valor es constante y válido a medida

que el tamaño eléctrico de la celda unitaria se hace pequeño, y a su vez marca la cota superior

para el valor de la razón axial.
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Figura 3.3: Resultados teóricos (ĺınea negra sólida) y simulados de los coeficientes de trans-

misión y reflexión (magnitud y fase) para ondas incidentes polarizadas en x y

y, además se muestra la relación axial para el caso de una onda incidiendo con

un ángulo de polarización α = 45◦. Los resultados simulados son representados

para metasuperficies con diferentes valores del ángulo β. Las curvas simuladas

corresponden a las geometŕıas ilustradas en la Figura 3.4. Note que la curva

para β = 18.0◦ (ĺınea verda) se solapa casi a la perfección con la curva teórica.

3.2. Validación Numérica

Con el objetivo de validar la teoŕıa, se simularon las tres celdas unitarias mostradas en la

Figura 3.4 utilizando el software comercial CST Microwave Studio R©. Éstas se consideraron
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hechas de conductor eléctrico perfecto sin sustrato y sus parámetros geométricos se muestran

en la misma figura. Cada celda unitaria está contenida en un volumen de 6× 6× 10 mm el

cual está rodeado por condiciones de frontera periódicas en direcciones x y y, mientras que

hay dos puertos de Bloch-Floquet a lo largo del eje z. Ya que la periodicidad siempre fue

más pequeña que media longitud de onda, solo se impusieron los modos de Bloch-Floquet de

orden cero que corresponden a ondas planas linealmente polarizadas con el campo eléctrico

a lo largo de los ejes x y y. Cada estructura simulada tiene un valor diferente del ángulo del

zigzag β, el cual tomó valores de 53.1◦, 28.1◦ y 18.9◦.

a) b = 53.1º b) b = 28.1º c) b = 18.9º

x

y

z

10 m
m

b

b
=

 6
 m

m

a = 6 mm

b b

Figura 3.4: Celdas unitarias simuladas. El azul claro representa el vaćıo mientras que el gris

el conductor eléctrico perfecto. Cada estructura puede ser identificada por el

ángulo del zigag β.

La magnitud, fase y la razón axial (RA) de las estructuras simuladas son representadas en

función de la frecuencia y comparadas con las predicciones teóricas en la Figura 3.3. Vale

la pena notar que la frecuencia está normalizada por la frecuencia de corte espećıfica de

cada estructura ωc = 2πfc (ver los valores de fc en la Tabla 3.1). En un primer vistazo,

la figura muestra un buen comportamiento para todas las geometŕıas y mejora a medida

que decrece el ángulo β. La gráfica de las magnitudes muestra que todas las curvas se

cruzan al nivel de 1/
√

2 según lo predicho en (3.2). La figura de las fases muestra que

arg(ry)− arg(rx) = 270◦ = −90◦ y arg(ty)− arg(tx) = 90◦ para cualquier frecuencia, lo cual

está de acuerdo con (2.12). Finalmente, la gráfica de la razón axial muestra un valor de 0 dB

a la frecuencia de corte para todos los casos y converge al valor predicho en (3.6).

Reduciendo el ángulo β, la capacitancia C y la inductancia L equivalente de la fórmula (3.3)

pueden ser incrementadas simultáneamente y, por lo tanto, la frecuencia de cruce puede ser

reducida como se muestra en la Tabla 3.1. Esto se debe a que la capacitancia se incrementa

cuando las tiras de metal se acercan, y la inductancia crece puesto que el camino de la

corriente eléctrica se hace más largo y delgado. Que la frecuencia de cruce disminuya hace
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Tabla 3.1: Comparación entre las metasuperficies simuladas en la Figura 3.4.

β fc(GHz) a
λc

L
10−9H

C
10−14C

(∆f)3dB-AR

fc
( %)

53.1◦ 12.6 0.252 2.15 6.07 55.2

28.1◦ 3.70 0.074 8.18 23.2 67.6

18.9◦ 1.65 0.033 18.5 52.4 69.7

la dimensión eléctrica de la celda unitaria (a/λc) más pequeña, lo cual conduce a una mayor

precisión del modelo de impedancia superficial. Lo anterior explica porqué la comparación

con la teoŕıa mejora a medida que el ángulo β se reduce. Además, la Tabla 3.1 muestra

la capacitancia C y la inductancia L equivalente obtenidas ajustando (3.2) y (3.3) con los

resultados numéricos para bajas frecuencias (desde 0 hasta 5 GHz). Es posible comprobar

desde estos valores que la relación de dualidad, L/C = Z2
0/4, se cumple con precisión.

Vale la pena notar que, aparte de la precisión del método de fabricación, no hay limitaciones

fundamentales para reducir indefinidamente el tamaño eléctrico de la celda unitaria mediante

la reducción del ángulo β. La última columna de la Tabla 3.1 muestra el AB-RA-3dB para

cada estructura. Es claro que, como β se hace pequeño haciendo el modelo de impedancia

más preciso, el ancho de banda tiende asintóticamente al valor teórico de 70.5 %. De hecho,

éste es 69.7 % para β = 18.9◦.

3.3. Efecto del Sustrato Dieléctrico

En la última sección todas las estructuras fueron impresas en una lámina de conductor eléctri-

co perfecto sin sustrato. En esta sección, se exploran los efectos de un sustrato dieléctrico

soportando la metasuperficie. Además, el conductor eléctrico perfecto es sustituido por co-

bre con pérdidas. Bajo tales condiciones el principio de Babinet no es exacto y la teoŕıa

presentada puede fallar. Afortunadamente, se demostrará que este efecto indeseado puede

ser fácilmente evitado por medio de una modificación geométrica simple.

En la Figura 3.5 (a) se simuló nuevamente la metasuperficie de zigzag con β = 53.1◦ grabada

en una lámina de cobre soportada por un sustrato dieléctrico con permitividad eléctrica

relativa εr = 3.38(1−j0.0025). La presencia del sustrato dieléctrico incrementa la capacitancia

C mientras que la inductancia L permanece invariante (compare los valores de las Tablas 3.2

y 3.1 para β = 53.1◦). Como consecuencia directa, la relación de dualidad L/C = Z2
0/4 no se
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satisface y, de acuerdo a la fórmula (3.3), ωcx < ωcy lo cual significa que las curvas de |rx| y |tx|
se cruzan a una frecuencia más baja a la que las otras dos curvas |ry| y |ty| lo hace. Además, en

concordancia con (3.2), rx 6= −ty y ry 6= −tx como se puede ver en la Figura 3.5 (a). Aún aśı,

existe una frecuencia para la cual |rx| = |ry| > 1/
√

2 y simultáneamente |tx| = |ty| < 1/
√

2.

Sin embargo, la diferencia de fase arg (ry)− arg (rx) y arg (ty)− arg (tx) no son constantes y

difieren de ±90◦ a la frecuencia de corte. De hecho, a la frecuencia de corte, las diferencias

de fase son cerca de 106◦ entre las transmisiones y −73◦ entre las reflexiones. Por lo tanto, la

razón axial no alcanza 0 dB para un ángulo de polarización de la onda incidente de α = 45◦,

como se puede observar en la Figura 3.5 (a), pero se mantiene por encima de 2.73 dB para la

reflexión y 2.56 dB para la transmisión. En otras palabras, una onda linealmente polarizada

no será transformada en una onda polarizada circularmente sino en una eĺıptica.

Con el fin de obtener nuevamente la capacidad de conversión de polarización lineal a circular,

es necesario recobrar la relación de dualidad L/C = Z2
0/4. Para compensar el incremento

mencionado en la capacitancia debido a la presencia del sustrato dieléctrico, la geometŕıa de

la celda unitaria debe ser ajustada. Mediante la reducción del ancho de las tiras metálicas,

los bordes de los vecinos se separan y la capacitancia C disminuye. Simultáneamente, la

inductancia debe aumentar. De esto se deduce que debe haber una geometŕıa compensada

para la cual la relación de dualidad es válida nuevamente. A pesar de que la muestra modifi-

cada no es geométricamente autocomplementaria, su respuesta bajo ondas polarizadas en x

y y todav́ıa pueden ser modeladas desde dos circuitos duales y, aśı, debeŕıan ser recobradas

todas las propiedades esperadas. Un barrido de parámetros llevó a la superficie de zigzag

sintonizada en la Figura 3.5 (b). Note que todas las curvas de las magnitudes se cruzan

aproximadamente al nivel de 1/
√

2 a una única frecuencia cercana a 8.5 GHz. Más aún, a

cualquier frecuencia, |rx| ≈ |ty| y |ry| ≈ |tx| y los desfases son ±90◦ nuevamente. La Tabla 3.2

sirve para comparar los funcionamientos de las metasuperficies de zigzag autocomplemen-

taria y sintonizada. Note que, para la estructura sintonizada, RA = 0 dB y el AB-RA-3dB

(51.4 % en reflexión y 52.8 % en transmisión) casi recobra el valor de la metasuperficie de

zigzag en conductor eléctrico perfecto sin sustrato.

3.4. Resultados Experimentales

Para verificar los resultados anaĺıticos y numéricos se fabricaron y caracterizaron dos meta-

superficies cuadradas, cada una contiene 32 × 32 celdas unitarias y 192 mm de longitud en

cada lado. Las celdas unitarias corresponden a aquellas representadas en las Figuras 3.5 (a)

y (b), es decir, para la metasuperficie de zigzag autocomplementaria y sintonizada. Ambas
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a) Zigzag autocomplementario b) Zigzag sintonizado
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Figura 3.5: Coeficientes de transmisión y reflexión de una metasuperficie de zigzag auto-

complementaria (a) y de un zigzag sintonizado. En ambos casos la superficie

fue grabada en una lámina de cobre sobre un sustrato dieléctrico con constante

dieléctrica εr = 3.38(1− j0.0025). Las gráficas muestran magnitud y fase de los

coeficientes de transmisión y reflexión tanto como la razón axial (RA). Cada

gráfica contiene resultados simulados (ĺıneas solidas sin śımbolos) y experimen-

tales (ĺıneas solidas con śımbolos).

muestras fueron grabadas en un sustrato de ARLON 25N con espesor h = 0.508 mm, per-

mitividad relativa εr = 3.38(1 − j0.0025), y cubierta por una peĺıcula de cobre de 18 µm

de espesor. Como se esquematiza en la Figura 3.6 (a), las mediciones fueron realizadas en

una cámara anecoica donde la muestra fue localizada entre dos antenas de bocina-TEM de
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Tabla 3.2: Comparación entre las metasuperficies simuladas de la Figura 3.5.

Estructura RAmin(dB) (∆f)3dB-AR

fmin-AR
( %) L

10−9H
C

10−14C

Zigzag 2.73 (ref.) 31.9 (ref.) 2.19 12.4

autocomplementario 2.56 (tra.) 22.0 (tra.)

Zigzag 0.15 (ref.) 51.4 (ref.) 3.02 9.23

sintonizado 0.09 (tra.) 52.8 (tra.)

banda ancha en campo lejano. Las antenas fueron conectadas por medio de un cable coaxial

calibrado a dos puertos de 50Ω de un analizador de redes vectorial (ARV) Angilent E8362C.

La distancia desde la muestra a cada una de las antenas fue 1.6 m. Como se muestra en la

Figura 3.6 (b), la muestra se colocó en una ventana cuadrada rodeada de absorbentes con

el objetivo de evitar efectos de difracción debido a los bordes. En las Figuras 3.6 (c) y (d)

se muestran imágenes magnificadas de las dos muestras manufacturadas. De éstas es posible

observar que las desviaciones en las dimensiones respecto a las ideales no superan el 5 %.
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Figura 3.6: Montaje experimental. (a) Bosquejo de la cámara anecoica con la muestra entre

las dos antenas de bocina. El ángulo θinc representa el ángulo de incidencia.

(b) Fotograf́ıa de la muestras fabricada rodeada de absorbentes de microondas.

Metasuperficie fabricada del zigzag (c) autocomplementario y (d) sintonizado.
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Los coeficientes de reflexión y transmisión fueron obtenidos por pos-proceso de los S-paráme-

tros complejos medidos por el ARV. Este procedimiento incluye la calibración con los S-

parámetros auxiliares correspondientes a la ventana vaćıa (para las medidas de transmisión)

y un plato cuadrado de metal en la ventana remplazando la muestra (para medidas de re-

flexión). Adicionalmente, se empleó la técnica de filtrado en el dominio del tiempo [67] para

suprimir el rizado resultante de las múltiples reflexiones entre la metasuperficie y las antenas

de bocina. Los coeficientes de transmisión y reflexión medidos bajo incidencia normal para

polarizaciones x y y son comparados con los resultados de simulación en la Figura 3.5.
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Figura 3.7: Diferentes planos de incidencia y estados de polarización para la incidencia

oblicua.

Con el objetivo de estudiar la estabilidad angular de la conversión de polarización lineal a

circular, se midieron los coeficientes de transmisión para tres ángulos distintos (θinc = 0◦,

15◦ y 30◦) y dos planos de incidencia (φinc = 0◦ y 90◦). Para cada orientación se consideraron

el par de estados de polarización ortogonales, TE y TM, como se ilustra en la Figura 3.7.

Similarmente al caṕıtulo anterior, estas pueden ser agrupadas en estados de polarización

generalizados x y y con Ey = 0 y Ex = 0, respectivamente. En realidad, estas suelen ser

llamadas TEx , TEy , TMx y TMy . La magnitud, fase y razón axial (asumiendo α = 45◦)

son presentados en la Figura 3.8 (a) para la metasuperficie de zigzag autocomplementaria

y en la Figura 3.8 (b) para la metasuperficie de zigzag sintonizada. Se puede ver que en
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Metasuperficies Autocomplementarias de Zigzag
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Figura 3.8: Medidas de los coeficientes de transmisión y razones axiales bajo incidencia

oblicua para el zaigzag autocomplementario (a) y el zaigzag sintonizado. La

zona resaltada en rosa indica un incremento de fase de 90◦

la metasuperficie autocomplementaria las curvas de magnitud correspondientes a un ángulo

de incidencia dado se cruzan a un nivel cercano a 0.6 (por debajo del 1/
√

2 ≈ 0.7 espera-

do). En contraste, el nivel de cruce para la estructura sintonizada es aproximadamente igual

1/
√

2. Además, la diferencia de fase entre los coeficientes de transmisión para polarizacio-

nes ortogonales es casi independiente de la frecuencia entre 6 a 12 GHz y estable con el

cambio del ángulo de incidencia. Es notable que las diferencias de fase son cercanas a ±90◦

en la metasuperficie de zigzag sintonizada mientras que es más grande para la metasuper-

ficie autocomplementaria. Por lo tanto, la sintonización realizada en la geometŕıa de hecho

compensa los efectos del sustrato dieléctrico. Finalmente, el zigzag sintonizado muestra una

mejor conversión de polarización lineal a circular que la autocomplementaria. Este hecho

es claramente ilustrado en la razón axial de las Figuras 3.8 (a) y (b). De estas gráficas es

posible concluir que el AB-RA-3dB está siempre por encima del 40 % e igual al 53 % para

incidencia normal.



4 Metasuperficies para Filtrado Angular

Los filtros angulares, como su nombre indica, son dispositivos que permiten el paso o rechazo

de la radiación electromagnética en función del ángulo. Los dispositivos para filtrado angular

son usualmente utilizados para suprimir los lóbulos secundarios radiados, enfocando el haz

principal, lo cual evita las interferencias con dispositivos sensibles y oculta en mayor medida

la fuente de radiación.

Algunas de las primeras propuestas en esta ĺınea consisten en secciones de cuarto de longitud

de onda de dieléctrico, espaciados con aire de media o una longitud de onda de espesor [21–

23]. En propuestas posteriores, se sustituyen los dieléctricos por pantallas de metal perforadas

o cavidades de Fraby-Perot separadas por rejillas metálicas [24–29]. En la última década se

han propuesto materiales con bandas electromagnéticas prohibidas, en las cuales, el cambio

del ángulo de incidencia es equivalente a una variación de la longitud de onda y en caso de

caer en la banda prohibida, no se permite la transmisión [30,31].

Entre otras propuestas, Ortiz et al. [69] utilizó una cadena de anillos resonantes acoplados

(EC-SRRs por sus siglas en inglés “edge coupled split ring resonators”) y su complementa-

rio (EC-CSRR’s) para diseñar una metasuperficie que presenta la propiedad de filtrado en

ángulo y frecuencia. El avance más significativo de este dispositivo, en comparación a los

que se hab́ıan diseñado hasta el momento, es que tiene espesor ideal nulo y tamaño eléctrico

pequeño para la longitud de onda de trabajo. En este caṕıtulo se proponen dos diseños de

metasuperficies con la propiedad de filtrado angular, una de ellas con base al trabajo de Ortiz

et al. en [69] y la otra metasuperficie inspirada en la idea de resonadores extendidos [33].
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4.1. Modelos para Filtros Angulares
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Figura 4.1: Diagrama de la onda plana incidente y el vector de onda de la onda superficial.

(a) Proyección de la relación de dispersión sobre la superficie de la onda plana

que se propaga en espacio libre (ĺıneas grises), y la relación de dispersión del

modo superficial (ĺınea roja) para el caso que es creciente (b) y decreciente (c).

Considere una superficie con un modo superficial de oscilación propio caracterizado por la

relación de dispersión ks
t(f), donde el sub́ındice t representa la proyección tangencial a la

superficie y f es la frecuencia. Ya que el modo propio está restringido a la superficie, el

vector de onda ~ks(f) es, por definición, tangencial. Ahora, supóngase que una onda plana

incide sobre la superficie con un cierto ángulo θinc, como se ilustra en la Figura 4.1 (a), de

modo que el vector de onda de la onda externa posee una componente tangencial dada por

kinc
t = kinc sin (θinc). Como es conocido, si la onda externa se acopla con el modo propio de la

superficie, entonces se produce una resonancia ya sea una banda de paso o rechazo, además,

en el acoplamiento la onda superficial es un modo propagativo. Cabe mencionar que para

cualquier kinc
t y f inc, la onda superficial tendrá ks

t = kinc
t y f s = f inc, sin embargo, esta onda

no es un modo propagativo sino evanescente. Lógicamente para excitar el modo superficial
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se requiere que el campo externo tenga la forma idónea, que en muchos casos una onda plana

no es adecuada, sin embargo, este caṕıtulo se restringe a estos casos.

La relación de dispersión de un modo superficial, en general puede ser creciente o decreciente

como se ilustra en la Figura 4.1 (b) y (c). En esta misma figura, las ĺıneas en gris corresponden

a la proyección de la relación de dispersión de la onda externa sobre la superficie (kinc
t =

2πf sin (θinc)/c). Suponiendo que el campo externo puede excitar al modo propio, entonces

para cada ángulo de incidencia la resonancia ocurrirá en el corte con la relación de dispersión

de la onda superficial.

Con las relaciones de dispersión ilustradas es evidente que al cambiar el ángulo de incidencia,

la frecuencia de resonancia cambia, lo cual implica que el pico de la banda de paso (o rechazo

según el tipo de dispersor) se desplaza. Con el objetivo de obtener una mejor imagen del

fenómeno, considere una onda externa que incide sobre la superficie con una frecuencia f que

puede excitar el modo para un ángulo de incidencia θinc. Por consiguiente, para este ángulo y

frecuencia aparecerá el pico de resonancia correspondiente a la banda de paso (rechazo). Sin

embargo, al cambiar el ángulo de incidencia, con la frecuencia fija f , se destruye el acople con

el modo superficial y por tanto la onda comienza gradualmente a ser reflejada (transmitida),

pues para este nuevo ángulo hay una nueva frecuencia de resonancia.

En la Figura 4.2 (a) se muestra un ejemplo de las curvas de transmisión en función de la

frecuencia, en un sistema con bandas de paso a las frecuencias de resonancia fi, cada una

correspondiente al ángulo de incidencia θi. Ahora, fijando la frecuencia en una resonancia (fi)

y obteniendo el perfil de la transmisión en función del ángulo se obtiene la Figura 4.2 (b).

Esta figura es la que representa la calidad del filtrado angular ya que muestra la porción del

campo incidente que se transmite a una frecuencia espećıfica, para diferentes ángulos. De

la Figura 4.2 (a) y (b) se obtiene que si se desea un filtro angular muy selectivo, entonces

las frecuencias de resonancia asociadas a los ángulos θi deben alejarse, como se ilustra en

la Figura 4.2 (c) y (d). Sin embargo, no se trata únicamente de distanciar las fi, pues si el

ancho de banda de cada curva es grande (en las curvas |t| vs |f |), entonces la selectividad

angular seguirá siendo baja. Por las razones anteriores es lógico que se desee que la relación

de dispersión asociada a la onda superficial tenga pendiente grande (en valor absoluto), ya

que de este modo las frecuencias de resonancia asociadas a dos ángulos adyacentes estarán

más distanciadas y por lo tanto el filtrado en ángulo es más selectivo.

A continuación, se desarrolla una breve descripción del modelo de ĺınea de transmisión con

el fin de describir las relaciones de dispersión de los sistemas a tratar. No es sencillo realizar

un modelo de circuito para todos los tipo de superficies periódicas, pues cada celda unitaria
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Figura 4.2: (a) Curvas del módulo de la transmisión en función de la frecuencia para dife-

rentes ángulos de incidencia (θi), con sus respectivas frecuencias de resonancia

asociadas (fri). (b) Perfil de la transmisión en función del ángulo de incidencia

para la frecuencia fija fr1. (c) Curvas del módulo de la transmisión en función

de la frecuencia para diferentes ángulos de incidencia (θi), con sus respectivas

frecuencias de resonancia asociadas (f ′ri). (d) Perfil de la transmisión en función

del ángulo de incidencia para la frecuencia fija f ′r1.

tiene sus particularidades y en algunos casos resulta prácticamente imposible encontrar un

circuito equivalente. En los casos que trataremos a continuación, las celdas pueden modelarse

de manera relativamente sencilla con la particularidad que pueden reducirse al modelo de

ĺınea de transmisión convencional.
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4.1.1. Modelo de Ĺınea de Transmisión

En la Figura 4.3 (a) se muestra la ĺınea de transmisión más básica, que consta de dos

hilos conductores, con longitud ∆x, inmersos en algún medio dieléctrico. Entre los hilos se

impone una diferencia de potencial v(x, t), y se induce una corriente i(x, t). Es conocido

que este sistema puede ser descrito por el modelo de circuito de la Figura 4.3 (b), donde

L representa la inductancia total del sistema, es decir, la autoinductancia de cada hilo y la

inductancia mutua. La resistencia R en serie con el inductor se debe las pérdidas puesto que

el conductor es real. C es el condensador generado por la proximidad de los hilos cargados y

G es la conductancia debido a las pérdidas dieléctricas del medio en que están inmersos los

hilos [39, 70].
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Figura 4.3: (a) Ĺınea de transmisión y (b) el modelo de circuito asociado a ésta.

Aplicando la ley de los voltajes de Kirchhoff al circuito de la Figura 4.3 (b) se obtiene

v(x, t)−Ri(x, t)− L∂i(x, t)
∂t

− v(x+ ∆x, t) = 0, (4.1)

y de la ley de nodos

i(x, t)−Gv(x+ ∆x, t)− C∂v(x+ ∆x, t)

∂t
− i(x+ ∆x, t) = 0. (4.2)
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Dividiendo (4.1) y (4.2) por ∆x y tomando el ĺımite cuando tiende a cero, se obtienen las

ecuaciones diferenciales

∂v(x, t)

∂x
= −Ri(x, t)− L∂i(x, t)

∂t
,

∂i(x, t)

∂x
= −Gv(x, t)− C∂v(x, t)

∂t
,

(4.3)

donde A = A/∆x representa las cantidades por unidad de longitud. Tomando la solución de

la forma e−iωt en las corrientes y voltajes, donde ω es la frecuencia angular y t es el tiempo,

las dos relaciones se reducen a

∂V (x)

∂x
= −

(
R− iωL

)
I(x),

∂I(x)

∂x
= −

(
G− iωC

)
V (x).

(4.4)

El par de ecuaciones diferenciales en (4.4) se conocen como las ecuaciones del telegrafista o de

la ĺınea. Combinando las dos ecuaciones anteriores, derivando una de ellas y sustituyéndola

en la otra, se obtienen las ecuaciones de onda

∂2V (x)

∂x2
− γ2V (x) = 0,

∂2I(x)

∂x2
− γ2I(x) = 0,

(4.5)

donde

γ = α− ik =

√
(R− iωL)(G− iωC) (4.6)

se conoce como la constante de propagación compleja. El número α describe la atenuación

de la onda a lo largo de la ĺınea, mientras que k describe el desfase temporal debido a la

longitud de la ĺınea y es la que usualmente en f́ısica se nombra como el vector de onda, con la

salvedad que en este caso hay un único sentido de propagación. La solución de onda viajera

para (4.5) da como resultado

V (x) = V +
0 e
−γx + V −0 e

γx,

I(x) = I+
0 e
−γx + I−0 e

γx,
(4.7)

donde e−γx representa una onda que se propaga en dirección +x, mientras que eγx representa

la propagación en dirección −x. Al derivar la ecuación del voltaje en (4.7) y comparando

con la primera relación de (4.4):

I(x) =
1

Z0

(
V +

0 e
−γx − V −0 eγx

)
, (4.8)
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Con Z0 definida como la impedancia caracteŕıstica cuyo valor es

Z0 =

√
R− iωL

G− iωC
. (4.9)

Volviendo al dominio del tiempo, el voltaje se puede escribir como

V (x) = |V +
0 | cos (ωt− kx+ φ+)e−αx + |V −0 | cos (ωt− kx+ φ−)eαx, (4.10)

Donde la longitud de onda es λ = 2π/k y la velocidad de grupo se define como

vg =
∂ω

∂k
. (4.11)

Nótese que en ausencia de pérdidas la constante de propagación compleja es

γ = α− ik = −iω
√
L C (4.12)

Y por último, la impedancia caracteŕıstica es Z0 =
√
L/C. Con base en lo desarrollado,

veremos a continuación algunos modelos de circuitos para describir unos cuantos tipos de

filtros angulares.

4.1.2. Modelos de Circuito para Filtros Angulares

Como se vio al inicio de esta sección, para tener una superficie con la propiedad de filtrado

angular la condición suficiente es que ésta soporte un modo superficial, caracterizado por

la relación de dispersión que debe ser creciente o decreciente. Adicionalmente, este modo

superficial debe acoplarse con una onda externa. La suposición que la onda incidente es una

onda plana no es estricta, el campo incidente puede tener cualquier forma, sin embargo, en

muchos casos estos modos son muy complejos por lo cual es preferible restringirse al caso

más sencillo. En la Figura 4.4 se muestran algunos circuitos que representan una sección

infinitesimal de una linea de transmisión no convencional, sin pérdidas, y como veremos dan

como resultado relaciones de dispersión que pueden ser interesantes para el diseño de filtros

angulares. Con el fin de facilitar el análisis de estas ĺıneas, se reducirá cada una a la ĺınea

convencional mostrada en la Figura 4.3 (b), que en el caso sin pérdidas simplemente consta

del inductor y el condensador.

Como es conocido, a partir de la teoŕıa de circuitos convencional es posible ver un condensa-

dor (inductor) real como un inductor (condensador) efectivo, negativo, y además dependiente
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Figura 4.4: Secciones de ĺıneas de transmisión sin pérdidas no convencionales que sirven para

modelar filtros angulares. En cada una de las secciones de ĺınea se ha cambiado el

inductor o el condensador de la Figura 4.3 (b) por otro(s) elemento(s) de circuito.

Las ĺıneas en rojo representan el elemento efectivo por el cual se sustituirán los

elementos encerrados para poder utilizar el modelo de ĺıneas de transmisión

convencionales.

de la frecuencia. Lo importante es conservar el comportamiento del circuito, lo cual requiere

que la impedancia asociada a cada elemento permanezca invariante.

Estableciendo un paralelo entre los circuitos de la Figura 4.4 (a) y la Figura 4.3 (b) se

observa que en términos de elementos circuitales, para que los dos sistemas sean iguales se

debe sustituir la impedancia resultante del inductor, Ls, y el condensador, Cs, por un único

inductor efectivo, Lef. Como la impedancia asociada a la sección del circuito que se va a

sustituir debe preservarse en el sistema efectivo y en el original, entonces su valor es

Zs = −iωLef = −iωLs +
i

ωCs

. (4.13)

Que al despejar la inductancia efectiva da como resultado

Lef = Ls

(
1− ω2

s

ω2

)
, ωs =

1√
LsCs

, (4.14)
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donde ωs es una frecuencia caracteŕıstica cuyo significado explicaremos más abajo. Por otra

parte, el condensador efectivo es igual al condensador Cp en el circuito. Con estos valores, al

sustituir el inductor y el condensador en la constante de propagación compleja de la relación

(4.12) se obtiene

γ = α− ik = −i

√
LsCp (ω2 − ω2

s ). (4.15)

Nótese que en el caso ω < ωs el modo es evanescente, lo cual no es de nuestro interés porque

buscamos los modos propios de la superficie. En cambio, en el rango de frecuencias ω > ωs

la onda es propagativa y el valor del vector de onda es k = (LsCp (ω2 − ω2
s ))1/2. A partir de

la definición de la velocidad de grupo en la relación (4.11) se obtiene que

vg =
k

LsCp

√
k2

LsCp
+ ω2

s

, (4.16)

la cual es positiva y por lo tanto la relación de dispersión es creciente, correspondiendo con

el caso de la Figura 4.1 (b). Nótese que la velocidad de grupo siempre es diferente de cero,

excepto en el origen, por lo cual en el borde de la zona de Brillouin la relación de dispersión

no llega con pendiente cero [65]. Ésto se debe a que el modelo es válido para k∆x→ 0, que

es de donde son válidas las relaciones derivadas del modelo de ĺınea de transmisión.

Mediante un procedimiento similar se puede resolver cada uno de los circuitos en considera-

ción. Para el circuito de la Figura 4.4 (b) se obtiene

Cef = Cp

(
1−

ω2
p

ω2

)
, Lef = Ls, (4.17)

γ = −i
√
LsCp

(
ω2 − ω2

p

)
, ωp = 1/

√
LpCp. (4.18)

Como consecuencia de estas relaciones, la ĺınea de transmisión propaga la onda para ω > ωp.

En este rango se obtiene que la velocidad de grupo es

vg =
k

LsCp

√
k2

LsCp
+ ω2

p

, (4.19)

que resulta idéntica en su forma funcional a la velocidad de grupo del primer circuito, por

lo tanto en este caso también se tiene una relación de dispersión creciente como la descrita

en la Figura 4.1 (b). Para el circuito de la Figura 4.4 (c):

Cef = − 1

ω2Lp

, Lef = Ls

(
1− ω2

s

ω2

)
, (4.20)
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γ = −i

√
Ls

∆x2Lp

(
ω2

s

ω2
− 1

)
. (4.21)

En este caso, la ĺınea de transmisión propaga cuando ω < ωs, caso contrario a los primeros

modelos desarrollados. Además, en este rango de frecuencias la velocidad de grupo es

vg = −Lp
Ls

ωsk∆x2(
1 + k2∆x2Lp/Ls

)−3/2
. (4.22)

La cual es negativa en el dominio de los valores de k. Este resultado conduce a que la relación

de dispersión es decreciente tal y como se ilustra cualitativamente en la Figura 4.1 (c). Por

último, para el circuito de la Figura 4.4 (d):

Cef = Cp

(
1−

ω2
p

ω2

)
, Lef = − 1

ω2Cs

. (4.23)

γ = −i

√
Cp

∆x2Cs

(
ω2

p

ω2
− 1

)
. (4.24)

Que al igual del caso anterior, este circuito es propagativo cuando ω < ωp y la velocidad de

grupo es

vg = −Cs

Cp

ωpk∆x2(
1 + k2∆x2Cs/Cp

)−3/2
, (4.25)

que al igual al caso anterior es negativa y por lo tanto la relación de dispersión es decreciente.

En resumen, se obtuvo que las relaciones de dispersión asociadas a los circuitos de las figu-

ra 4.4 (a) y (b) son crecientes, mientras que las asociadas a los circuitos de las figura 4.4 (c)

y (d) son decrecientes. A continuación, se plantean dos ejemplos de filtros angulares, uno de

ellos asociados a una relación de dispersión creciente mientras el otro a una decreciente.

4.2. Filtro Angular de Anillos Resonantes

En términos de los parámetros de dispersión se pueden identificar dos tipos de filtros angula-

res, los de bandas de paso y bandas rechazo. En el trabajo de Ortiz et. al. [69] se propone una

metasuperficie como filtro de banda de rechazo, geométricamente inspirado en la part́ıcula

resonante conocida como EC-SRR (también conocidos como anillos de Pendry), ilustrada en

la Figura 4.5 (a). Según la disposición de la celda unitaria en la figura anterior, únicamente

interesa la resonancia excitada por una onda plana con el campo eléctrico a lo largo del

eje y, debido a que es la resonancia con la frecuencia más baja, por lo que el proceso de
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Figura 4.5: (a) Celda unitaria de una superficie compuesta por EC-SRRs. El campo inciden-

te está polarizzado en el modo TEy (b) Distribución de corrientes sobre el anillo

con el campo incidente descrito en (a). (c) Modelo de circuito del EC-SRR. La

fuente V representa a la excitación debida al campo externo.

homogeneización tiene mayor validez. La distribución de las corrientes eléctricas se muestra

cualitativamente en la Figura 4.5 (b). Este resonador ha sido ampliamente estudiado y se ha

encontrado que su comportamiento puede ser descrito sencillamente por un circuito LC [44],

el cual es ilustrado en la Figura 4.5 (c). En este modelo el valor del inductor efectivo, La,

es el correspondiente a la inductancia de un anillo con radio igual al radio medio de los

anillos del EC-SRR, r0. Por otra parte, para el cálculo del condensador efectivo, Ca, se debe

tener en cuenta que hay dos condensadores conectados en serie, cada uno asociado al de dos

tiras paralelas coplanares de longitud πr0 [44, 71]. Con el fin de construir el filtro angular

propuesto en la referencia [69] se hacen cortes sobre el anillo exterior e interior del EC-SRR,

a su vez, mediante pistas de conductor se conecta el anillo interno de una celda con el anillo

externo de la celda vecina, tal como se ilustra en la Figura 4.6 (a). Cabe mencionar que la

celda unitaria tiene condiciones periódicas en las direcciones x y y, mientras que en z hay

una única capa. Además, las conexiones entre las part́ıculas tiene como consecuencia que
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Figura 4.6: (a) Celda unitaria del filtro angular hecho con EC-SRRs conectados. En direc-

ciones x y y hay condiciones periódicas (b) Sección de la ĺınea de transmisión

que describe a la celda unitaria con la polarización del campo mostrado en (a).

(c) Distribución de la corriente en el EC-SRR conectado.

cada circuito equivalente asociado a la celda unitaria debe estar igualmente comunicado con

sus dos vecinas.

En la Figura 4.6 (b) se muestra un diagrama de las corrientes eléctricas en una sección de una

cadena de EC-SRRs conectados. Si los cortes sobre cada anillo del EC-SRR son pequeños, es

posible afirmar que los elementos del circuito efectivo, La y Ca, no cambian apreciablemente

respecto al caso original. Sin embargo, las tiras paralelas que conectan las celdas unitarias

introducen un condensador, Clt, y un inductor, Llt, de modo que el circuito equivalente de

la celda unitaria se puede aproximar al que se muestra en la Figura 4.6 (c). Para efectos

del cálculo numérico, la inductancia y la capacitancia se pueden obtener con buen grado de

aproximación como

Llt = Lltl = µ0
K(κ)

K ′(κ)
l, (4.26)



4.2 Filtro Angular de Anillos Resonantes 75

Clt = C ltl = ε0
K(κ)

K ′(κ)

[
1 +

ε− 1

2

K ′(κ)

K(κ)

K(κ1)

K ′(κ1)

]
l, (4.27)

donde l es la longitud de las tiras, Llt y C lt son la inductancia y la capacitancia por unidad de

longitud deducidas a partir de la impedancia caracteŕıstica de un sistema de tiras paralelas

coplanares infinitas en el modo impar [71]. K es la función eĺıptica completa de primera

clase y K ′ su complementaria, κ = alt/blt, κ1 = sinh (πalt/2h)/ sinh (πblt/2h), alt = d/2 y

blt = c+d/2, donde c y d son el ancho y la separación de las cintas, respectivamente, mientras

que h es el espesor del sustrato.

En un trabajo anterior, Beruete et al. [72] demostraron que un arreglo periódico de EC-

SRRs es estable bajo incidencia oblicua, es decir, los coeficientes de transmisión y reflexión

no vaŕıan significativamente al cambiar el ángulo de incidencia. Sin embargo, en el sistema

conectado la corriente se transmite de una celda a otra, además, al ser cadenas de longitud

infinita el modelo de circuito del sistema no puede ser puntual y por lo tanto es necesario

modelarlo mediante ĺıneas de transmisión infinitas. Como se observa en la Figura 4.4 (a), esta

sección de la ĺınea de transmisión es similar al de la Figura 4.6 (c), a excepción del elemento

inductor Llt, no obstante, ambos casos pueden ser considerados el mismo. Lo anterior se debe

a que al replicar el circuito periódicamente se observa que el inductor Llt de una celda está

conectado en serie con el inductor La de la celda vecina, por lo cual es posible agrupar a estos

dos en uno único y de acá que éste sistema sea equivalente al mostrado en la Figura 4.4 (a).

Como se ha supuesto que sobre la superficie incide una onda plana, entonces se puede

suponer que la diferencia de potencial promedio en la celda y la corriente sobre las pistas

tienen dependencia sinusoidal. Además, a partir de la teoŕıa de ĺıneas de transmisión se

obtiene que la diferencia en la fase entre la corriente o el voltaje entrante y saliente es de

eikta. Al desarrollar las ecuaciones de circuito para la celda unitaria, sin tomar el ĺımite de

a → 0, los autores de la referencia [69] obtuvieron que la relación de dispersión para la

cadena de anillos es

ω2 =
Clt + 2Ca (1− cos(ks

ta))

CaClt (La + Llt)
, (4.28)

y al tomar el desarrollo para ks
ta→ 0, despejando el vector de onda, esta relación se trans-

forma en

ks
t =

√(
La + Llt

)
C lt (ω2 − ω2

s ), ωs =
1√

Ca (La + Llt)
. (4.29)

Como era de esperarse, la relación de dispersión coincide con (4.15), lo cual significa que

es creciente y la superficie propaga la onda cuando ω > ωs. La diferencia más clara entre

(4.29) y (4.28) es que la última tiene derivada nula en los bordes de la zona de Brillouin,

mientras que la primera tiene derivada nula únicamente en el origen. Lo anterior puede llevar

a pensar que (4.28) es válida para cualquier valor de ks
ta, sin embargo, teniendo en cuenta
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que el modelo de linea de transmisión supone que el cambio en la fase de la corriente ocurre

únicamente en las tiras que conectan los anillos y no a lo largo de los éstos, entonces (4.28)

también se restringe a valores de ksta pequeños.
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Figura 4.7: (a) Celda unitaria del filtro angular hecho con EC-SRRs rectangulares conecta-

dos. En direcciones x y y hay condiciones periódicas, mientras que en dirección z

hay una única celda unitaria (b) Sección de la ĺınea de transmisión que describe

a la celda unitaria con la polarización del campo mostrado en (a). Este modelo

tiene en cuenta la interacción con las celdas que se encuentran por encima y

debajo por medio del condensador C1.

Como se discutió al inicio de este caṕıtulo, para tener un buen filtrado angular es necesario

que la pendiente de la relación de dispersión sea lo más grande posible, ya que de esta manera

un pequeño cambio en ksta (lo que equivale a un cambio en el ángulo de incidencia) puede

implicar un aumento significativo de ω. De (4.28) se obtiene que el valor de la pendiente

incrementa a medida que disminuye el valor de Clt, por lo tanto, el valor máximo se obtiene

a Clt = 0 o, de forma equivalente, cuando los anillos están pegados de modo que l = 0 y al

tiempo Llt = 0. Lógicamente hacer l = 0 no es posible con la estructura propuesta porque

implica que los anillos se superponen y aparecen algunas interacciones que pueden complicar

el análisis. Inspirados en estos factores, se propone la part́ıcula resonante de la Figura 4.7 (a).

Como se observa, esta part́ıcula se puede construir con la versión rectangular de la EC-SRR,

topológicamente equivalente a la versión circular mostrada en la Figura 4.5 (a), solo que al

conectar los anillos se ha reducido la longitud de las tiras de conexión entre las part́ıculas.
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En el análisis del filtro angular hecho con cadenas de EC-SRRs circulares se despreció el

acoplamiento de una cadena con la cadena superior e inferior. Sin embargo, en este caso,

dentro de la celda unitaria, la distancia entre el conjunto de tiras superiores con las tiras

inferiores dentro de la misma celda es equiparable a la distancia con las tiras inferiores de la

celda superior, por lo cual es necesario incluir dentro del modelo de circuito la interacción

con éstas. En la Figura 4.7 (b) se muestra el modelo de circuito de la celda unitaria de la

Figura 4.7 (a).

En el circuito de la Figura 4.7 (b), C1 es el condensador que contiene las interacciones con

las primeras vecinas que no pertenecen a la misma cadena, es decir, las celdas unitarias

justo por encima y debajo de la celda en cuestión. C2 es el condensador interno que se

forma en el conjunto de tiras superiores o inferiores dentro de la celda, y cumple la función

de Ca en las cadenas de EC-SRRs circulares. L es la inductancia efectiva del conjunto de

tiras superiores o inferiores, el cual es equivalente a La en el sistema de EC-SRRs circulares.

C3 es el condensador que se forma entre el conjunto de tiras superiores e inferiores dentro

de la misma celda. I ′ es la corriente eléctrica que viaja a lo largo de las tiras metálicas y

I es la corriente de desplazamiento que comunica a la celda con las primeras vecinas por

encima y debajo de ésta. Finalmente, V ′ es la diferencia de potencial promedio entre el

conjunto de tiras superiores e inferiores medidos a la entrada de la celda, mientras que V es

la diferencia de potencial promedio de toda la celda. A partir de las soluciones del modelo

de ĺıneas de transmisión, en el extremo de esta celda unitaria la corriente y la diferencia de

potencial deben tener un desfase de eikta respecto al medido en el puerto de entrada. De

igual forma, el potencial promedio de la celda y la corriente de desplazamiento que da razón

de las interacciones con las vecinas también deben presentar un desfase de eikta. Aplicando

la ley de voltaje a la malla ABCDEF se obtiene

V =
−2

iωC1

I + 2iωLI ′ + V ′, (4.30)

mientras que en la malla GHIJ la ecuación de voltajes es

V ′eiksta =
−1

iωC3

[
I ′
(
1− eiksta

)
+ I
]
, (4.31)

y finalmente para la malla CGHD se obtiene

V ′ = −2iωLI ′ − 2

iωC2

(I ′ + I)− 1

iωC3

[
I ′
(
1− eiksta

)
+ I
]
. (4.32)

Buscando la solución a estas ecuaciones que sea diferente a la trivial (V, I, I ′, V ′ 6= 0),

el cálculo permite obtener la relación de dispersión para los modos superficiales del filtro

angular hecho con cadenas de EC-SRRs rectangulares:

ω2 =
2C3 + C1 + 2C2 (1− cos (ks

ta))

2LC3C2 + 2LC3C1 + LC2C1

, (4.33)
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que coincide en la forma funcional de (4.28), lo cual era de esperarse ya que las dos estructuras

son topológicamente equivalentes. Además, a partir de las ecuaciones (4.30) a (4.32) se puede

obtener la impedancia superficial, puesto que al ser una celda cuadrada, ésta coincide con la

impedancia del circuito como se demostró en la sección 1.4. Al solucionar éstas ecuaciones

se obtiene que la impedancia superficial es

Zs = − 2

iωC1

− 2LC3ω
2 − 1 + LC2ω

2

iω [ω2LC2C3 − C3 − C2 (1− cos (ks
ta))]

, (4.34)

que, como era de esperarse, tiene carácter reactivo pues no hay pérdidas en el sistema. Como

se demostró en la sección 1.4, el coeficiente de transmisión de este sistema para incidencia

oblicua, con los campos en modo TEy según la Figura 4.7 (a), es

ty =
2Zs

(
θinc
)

Z0 (θinc) + Zs (θinc)
, (4.35)

donde Z0(θinc) es la impedancia caracteŕıstica del vaćıo para un ángulo de incidencia θinc.

Por otra parte, en la relación (4.34) se sustituye ks
t = 2π(f inc/c) sin

(
θinc
)
, que corresponde

al valor de la componente tangencial del vector de onda externo.

4.2.1. Resultados Numéricos para un Filtro Angular de Anillos

Resonantes

Con el objetivo de caracterizar el filtro angular construido a partir de la celda unitaria de la

Figura 4.7 (a), se utilizó el software comercial CST Microwave Studio R©. En la simulación

realizada para la obtención de la relación de dispersión se impusieron condiciones periódicas

en las direcciones x, y y z. Para este caso, el simulador busca la solución a los modos propios

de la estructura para cada variación de ks
ta, el cual impone el desfase entre el inicio y el

final de cada celda unitaria. Por otra parte, para la obtención del coeficiente de transmisión

para diferentes ángulos de incidencia se impusieron condiciones periódicas en las direcciones

x y y, mientras que a lo largo del eje z se colocaron dos puertos de Bloch-Floquet. Desde el

puerto emisor se iluminó la estructura con una onda plana polarizada en dirección y y con

un ángulo de incidencia θinc, como se ilustra en la Figura 4.7 (a). Los resultados de estas

simulaciones se muestran en la Figura 4.8, los cuales se obtuvieron para la estructura de

conductor eléctrico perfecto con los parámetros geométricos a = 8.0 mm, w = d = 0.4 mm

y s = 1.4 mm.

La Figura 4.8 (a) muestra la relación de dispersión de la metasuperficie obtenida mediante

simulación numérica (ĺınea roja) al igual que las componentes tangenciales de las relaciones
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Figura 4.8: (a) En rojo se muestra la relación de dispersión de la onda que se propaga en la

superficie del filtro angular hecho con la cadenas de EC-SRRs (Figura 4.7 (a)).

Las ĺıneas en gris representan las proyecciones de la relación de dispersión de la

onda externa que incide con polarización TEy y un ángulo θinc. (b) Módulo de

la transmisión en función de la frecuencia para diferentes ángulos de incidencia

(ĺıneas sólidas), y frecuencias de resonancia esperadas de las intersecciones en-

tre la relación de dispersión de la onda superficial con las ondas externas. (c)

Perfil del módulo de la transmisión en función del ángulo de incidencia para

las frecuencias de resonancia de las curvas en (b). La estructura se simuló en

conductor eléctrico perfecto con los parámetros a = 8.0 mm, w = d = 0.4 mm

y s = 1.4 mm.

de dispersión asociadas a las ondas incidentes para diferentes ángulos de incidencia (ĺıneas

grises). En esta figura es importante distinguir entre el vector de onda asociada a la onda

superficial, ks
t, y la componente tangencial del vector de onda asociado a la onda incidente.
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Tabla 4.1: Parámetros caracteŕısticos para el filtro angular construido a partir de la celda de

la Figura 4.7 (a) con los parámetros geométricos a = 8.0 mm, w = d = 0.4 mm

y s = 1.4 mm.

θinc fr-rd (GHz) fr (GHz) ∆θiz ∆θde

0◦ 6.91 7.14 — 8.9◦

15◦ 7.05 7.26 3.4◦ 2.6◦

30◦ 7.44 7.66 2.0◦ 1.9◦

45◦ 8.07 8.27 2.0◦ 1.9◦

Como se mencionó anteriormente, se espera que las resonancias ocurran para las frecuencias

de intersección entre la relación de dispersión de la onda superficial con las asociadas a las

ondas incidentes. En la Figura 4.8 (b), en ĺıneas sólidas se representa la magnitud del coefi-

ciente de transmisión para diferentes ángulos de incidencia. Las ĺıneas a trozos representan

las frecuencias de intersección obtenidas de la Figura 4.8 (a). Las discrepancias entre las

frecuencias (alrededor de 0.2 GHz) se deben a los diferentes métodos numéricos por los que

se obtuvo cada resultado.

A partir de la Figura 4.8 (b) se observa que la frecuencia de resonancia, fr, se desplaza

cuando hay un cambio del ángulo de incidencia. Por lo tanto, para un sistema preparado

con ángulo de incidencia el cual tiene una frecuencia de resonancia asociada (θint
1 , fr-1), un

cambio en el ángulo de incidencia significa que a la frecuencia fr-1 la onda comienza a ser

transmitida, y si dicho cambio de ángulo es suficientemente grande la onda se transmite

completamente. Este fenómeno es el que se corresponde con el filtrado angular y se muestra

en la Figura 4.8 (c). En ésta figura se muestra la magnitud de la transmisión en función del

ángulo de incidencia para diferentes valores de frecuencia, donde cada frecuencia corresponde

a la resonancia asociada a uno de los ángulos mostrados en la Figura 4.8 (b).

En la Tabla 4.1 se muestran algunos parámetros importantes para la estructura simulada.

θinc es el ángulo de incidencia de la onda externa, fr-rd es la frecuencia de resonancia obtenida

de la intersección de la relación de dispersión de la estructura con la relación de dispersión

de la onda externa proyectada en la superficie para el ángulo de incidencia θinc. fr es la

frecuencia de resonancia obtenida de la curva de transmisión en función de la frecuencia

para un ángulo de incidencia θinc. Por último, ∆θiz (∆θde) es el ancho de banda angular

medido a partir del ángulo central hacia la izquierda (derecha) para el cual se transmite la
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mitad de la potencia (ver Figura 4.8 (c)). Al comparar el comportamiento de esta estructura

con el filtro compuesto por cadenas de EC-SRRs circulares se obtiene que, para la frecuencia

a la cual la estructura resuena en incidencia normal, el ancho de banda angular es 16◦, lo

cual resulta ser casi del doble que el filtro compuesto de cadenas de EC-SRRs rectangulares

y representa una mejora significativa.

Por último, vale la aclarar que con los parámetros geométricos elegidos el condensador C1 =

2C3. Lo anterior se debe a que todos los conjuntos de tiras son equidistantes, lo cual implica

que el condensador formado entre el conjunto de cintas superior e inferior de la misma celda

es igual que el condensador formado por el conjunto de cintas superior (inferior) con el primer

conjunto de cintas vecino que no pertenece a la celda unitaria (los primeros vecinos se eligen

por encima y debajo).

A continuación se estudia el caso de un filtro angular que presenta una relación de dispersión

con pendiente negativa, dicho sistema puede ser reducido, al igual que en este caso, a uno

de los circuitos de la Figura 4.4.

4.3. Filtro Angular con Base en Elementos Resonantes

Extendidos

En un trabajo reciente [33] se ha planteado la idea de resonadores extendidos, es decir,

part́ıculas resonantes que se extienden sobre varias celdas unitarias con el fin de reducir

el tamaño eléctrico, de esta forma el arreglo bidimensional o tridimensional conformado

por estas part́ıculas puede verse como una superficie o medio homogéneo a la frecuencia

de trabajo. Con el fin de construir el filtro angular se ha escogido la celda unitaria de la

Figura 4.9 (a). Como se observa en ésta, la part́ıcula resonante es una tira doblada, de

longitud l, que se extiende a lo largo de 11 celdas unitarias.

El modo de resonancia de interés para la aplicación de filtrado angular es cuando λ = l. Para

este modo, en incidencia normal, la mitad de la tira tiene corriente en un sentido y la otra

mitad en el sentido opuesto, de forma que justo en medio tiene un nodo, como se muestra en

la Figura 4.9 (b). Lo anterior conlleva que dentro de la celda unitaria el conjunto de cintas

puede verse como dos inductores iguales, Ls/2, por los que viajan corrientes en sentidos

opuestos. Como se ilustra en la Figura 4.9 (c), la cual muestra el valor del campo eléctrico

en dirección x, entre cada par de cintas vecinas se forma un condensador que en conjunto
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Figura 4.9: (a) Celda unitaria del filtro angular de resonadores extendidos. (b) Corriente

superficial en dirección y del modo propio. (c) Campo eléctrico entre las tiras,

en dirección x.

pueden verse como uno único en serie (2Cs) con cada uno de los inductores. Por último, entre

el sistema de los inductores y condensadores en serie existe un inductor, Lp, que conecta a

ambos sistemas, el cual corresponde a la tira central mostrada en la Figura 4.9 (b). Con

estos elementos, teniendo en cuenta la distribución de la corriente, se construyó el circuito

asociado, el cual se muestra en la Figura 4.10.

A partir del modelo usual de las ĺıneas de transmisión se puede concluir que, al plantear

las ecuaciones de Kirchhoff, el circuito de la Figura 4.10 se puede reducir al circuito de la

Figura 4.4 (c). Con este resultado se ve claramente que la relación de dispersión para este

sistema tendrá pendiente negativa. Al despejar la frecuencia de la relación (4.21) se obtiene

ω2 =
ω2

s

(ks
t)

2∆y2(Lp/Ls) + 1
, (4.36)
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Figura 4.10: Sección de ĺınea de transmisión que modela a la celda unitaria de la Figu-

ra 4.9 (a).

donde se ha utilizado ∆y = a por la dirección en la que se propaga la corriente. En la

aproximación de ks
t → 0 esta relación se transforma en

ω ≈ ωs −
(ks

ta)2(Lp/Ls)ωs

2
. (4.37)

En esta relación se puede ver claramente que en la aproximación de ks
ta → 0, la relación

de dispersión tiene forma de parábola con pendiente negativa. Con esta última relación hay

que ser cuidadosos porque la expresión (4.36) se derivó en este mismo ĺımite, por lo tanto,

(4.37) es útil para describir la forma de la relación de dispersión justo al inicio. Para evitar

confusiones, vale la pena recordar que X = X/a, donde a es el parámetro de red de la celda.

A partir de la distribución de las corrientes en la Figura 4.9 (b) nótese que para excitar

este modo en incidencia normal se requiere (como requisito mı́nimo) que, en el eje x, la

mitad del campo esté distribuida en dirección +y y la otra mitad en −y, lo cual no se puede

lograr únicamente con una onda plana polarizada en y. Sin embargo, en incidencia oblicua

se produce un desbalance en la distribución de las corrientes y permite que la onda plana

excite al modo deseado.

4.3.1. Resultados Numéricos para un Filtro Angular de Resonadores

Extendidos

Con el fin de validar el modelo anteriormente expuesto, se simuló la celda unitaria mostrada

en la Figura 4.9 (a) en el software CST Microwave Studio R©. Para obtener la relación

de dispersión, la estructura se simuló hecha de conductor eléctrico perfecto y condiciones
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periódicas en todas las direcciones. En dirección z las celdas unitarias se distanciaron 200 mm

entre ellas. Similarmente al caso del apartado 4.2.1, para obtener el comportamiento del

coeficiente de transmisión en función de la frecuencia, se imponen condiciones periódicas en

el plano xy, mientras que a lo largo del eje z se colocaron dos puertos de Bloch-Floquet.

Desde el puerto emisor se iluminó a la estructura con una onda plana polarizada en dirección

y y con ángulo de incidencia θinc, como se ilustra en la Figura 4.9 (a).

En la Figura 4.11 (a), la ĺınea roja representa la relación de dispersión obtenida mediante

simulación numérica. Las ĺıneas grises representan las proyecciones sobre la superficie de la

relación de dispersión de la onda externa que incide con ángulo θinc. Como se espera, cada

intersección entre la relación de dispersión de la onda superficial y la onda externa representa

una resonancia, sin embargo, debido a la forma del campo incidente se espera que no se excite

la resonancia en incidencia normal.

En la Figura 4.11 (b), las ĺıneas sólidas representan el módulo de la transmisión en función

de la frecuencia para diferentes ángulos de incidencia, obtenidos a partir de la simulación con

los campos polarizados según la Figura 4.9 (a). Las ĺıneas a trozos representan las frecuencias

de intersección entre cada proyección de la relación de dispersión de la onda externa con la

onda superficial, las cuales se ilustran en la Figura 4.11 (a), y donde se espera que ocurran

las resonancias. Los valores de las frecuencias de resonancia obtenidos se muestran en la

Tabla 4.2. Cabe resaltar que, como se mencionó anteriormente, en incidencia normal no

aparece la resonancia asociada puesto que el campo externo no tiene la forma idónea para

excitarla.

Tabla 4.2: Parámetros caracteŕısticos para el filtro angular construido a partir de la celda

de la Figura 4.9 (a) con los parámetros geométricos a = 10.0 mm, g = 1.0 mm y

s = 0.5 mm.

θinc fr-rd (GHz) fr (GHz) ∆θiz ∆θde

0◦ 2.91 — — —

15◦ 2.60 2.61 0.2◦ 0.3◦

30◦ 2.30 2.28 0.5◦ 0.6◦

45◦ 2.05 2.06 1.2◦ 1.3◦

Por último, en la Figura 4.11 (c) se muestra el perfil del módulo del coeficiente de transmisión

para cada una de las frecuencias de resonancia mencionadas en la tercera columna de la
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Figura 4.11: (a) Relación de dispersión de la onda superficial (ĺınea roja) para la estructura

de resonadores extendidos con los parámetros de la Figura 4.9 (a). Las ĺıneas

grises son las proyecciones de las relaciones de dispersión de la onda externa

incidiendo con diferentes ángulos (θinc). (b) Módulo de la transmisión de fun-

ción de la frecuencia para diferentes ángulos de incidencia (ĺıneas sólidas), y

frecuencias de resonancia esperadas de las interacciones entre la relación de

dispersión de la onda superficial y las relaciones de dispersión de la onda ex-

terna incidiendo con ángulo θinc. Perfil del módulo de la transmisión en función

del ángulo de incidencia para las frecuencias de resonancias de las curvas en

(b). Estas curvas se obtuvieron de simular la estructura con conductor eléctrico

perfecto.

Tabla 4.2, a excepto de la curva asociada a la frecuencia fr = 2.91 GHz puesto que no se

obtuvo ninguna resonancia en la simulación. En las dos últimas columnas de esta tabla se

muestran los ángulos de apertura, medidos hacia la izquierda y derecha respecto el ángulo
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central, para los cuales la potencia transmitida decae a un 50 % respecto al máximo. Como

se observa, al comparar estos valores con los obtenidos para el filtro con cadenas de EC-SRRs

(Tabla 4.1), se obtiene que el filtro de resonadores extendidas es más selectivo, sin embargo,

cabe recordar que éste es útil fuera de incidencia normal. Por lo anterior, se escoge al filtro

angular hecho con cadenas de EC-SRRs para ser fabricado y caracterizado.

4.4. Resultados Experimentales

Como se mencionó anteriormente, para la prueba experimental se escogió el filtro angular

hecho con cadenas de EC-SRRs. La superficie fabricada es una muestra cuadrada que tiene

33 celdas unitarias en dirección x y y (26.4 cm de longitud por cada lado). Para grabar la

estructura se escogió cobre con t = 18 µm de espesor, mientras que el sustrato de soporte fue

ARLON CuClad 250LX, el cual tiene una permitividad relativa de εr = 2.55(1 + i0.0018) y

un espesor de h = 0.373 mm. Los parámetros geométricos se describen en las figuras 4.12 (a)

y (b). En el proceso de medición la metasuperficie se rodeó con pirámides absorbentes en el

rango de microondas, y se colocó entre las antenas emisora y receptora a 1.6 m de cada una

como se ilustra en la Figura 4.12 (c).
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Figura 4.12: (a) Celda unitaria del filtro angular hecha con EC-SRRs rectangulares con los

parámetros geométricos de interés. (b) Vista de la superficie fabricada con los

parámetros geométricos y del dieléctrico, el material conductor es cobre. (c)

Diagrama del montaje experimental.
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Es importante recordar que cada celda unitaria representa una sección de una ĺınea de

transmisión, por lo cual, debido a que la estructura posee un tamaño finito, la forma en

que se termina la cadena en los extremos de la estructura influirá en la porción de la onda

superficial que se reflejará. Idealmente, una ĺınea de transmisión finita debeŕıa terminarse

en una resistencia con valor igual a la impedancia caracteŕıstica de la ĺınea, con el fin de

evitar cualquier reflexión en los extremos [39]. Sin embargo, debido a que la impedancia

caracteŕıstica de la celda unitaria cambia en función del ángulo de incidencia, no hay una

impedancia de carga fija que se pueda adaptar a la condición de cierre adecuada para todos

los ángulos. Por lo anterior, se decidió terminar la cadena sin ninguna impedancia adaptada

en los extremos, de modo que la primera y última celda del arreglo son como la ilustrada

en la Figura 4.12 (a), lo cual no significa que sea completamente abierta. Por lo anterior, se

espera que exista alta reflexión en los bordes de la metasuperficie, lo cual, como veremos a

continuación, se traducirá en una baja transmisión de la onda externa.

En la Figura 4.13 (a) y (b), las ĺıneas sólidas representan el modulo del coeficiente de trans-

misión en función de la frecuencia, en polarización TEy (ver Figura 4.12 (a)), para diferentes

ángulos de incidencia (θinc = 0◦, 10◦, 15◦, 20◦, 30◦ y 45◦) obtenidos a partir de las medidas

experimentales y de las simulaciones, respectivamente. Por otra parte, las ĺıneas a trozos

representan las frecuencias de resonancia, obtenidas a partir de las intersecciones entre la

relación de dispersión de la onda superficial simulada con las proyecciones de las relaciones

de dispersión de la onda externa a diferentes ángulos de incidencia, tal como se ilustra en la

Figura 4.13 (c).

Al comparar la profundidad de los picos de los coeficientes de transmisión teóricos y experi-

mentales es evidente la influencia de la forma en que se terminaron las cadenas, sin embargo,

nótese que el fenómeno de filtrado angular, el cual se expresa mediante el desplazamiento de

la frecuencia de resonancia, sigue presente, con un acuerdo excelente de las frecuencias predi-

chas por la simulación. En la Tabla 4.3 se muestra una comparación entre las frecuencias de

resonancia obtenidas para cada ángulo y extráıdas de los datos experimentales, simulación

y de las intersecciones de las relaciones de dispersión simuladas.

En la Figura 4.13 (c), los puntos rojos representan la relación de dispersión extráıda de los

datos experimentales para el filtro angular fabricado. Esta figura se construyó a partir de las

frecuencias de resonancia de los coeficientes de transmisión en la Figura 4.13 (a), mientras

que los valores del vector de onda tangencial, ks
t, se obtienen a partir de la relación1:

ks
t = kinc

t =
2πf inc

c
sin
(
θinc
)
. (4.38)

1Se debe recordar que en la resonancia kst = kinct .
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Figura 4.13: Módulo de la transmisión en función de la frecuencia obtenida por medio de

(a) medidas experimentales y (b) la simulación del filtro angular de EC-SRRs

rectangulares conectados con los parámetros de la Figura 4.12. (c) Relación

de dispersión simulada (ĺınea roja), extráıda de los parámetros experimentales

(puntos rojos) y ajuste de los datos experimentales (ĺınea negra). Las ĺıneas

grises son las relaciones de dispersión teóricas de la onda externa que incide

con ángulo θinc. (d) Perfil simulado del coeficiente de transmisión en función

del ángulo de incidencia a frecuencias fijas.

Como se vio anteriormente, la relación de dispersión que describe al filtro angular de la

Figura 4.12 (a) esta dada por (4.33) que en su forma funcional corresponde a:

f = f0

√
(1 + α)−1 [1 + β (1− cos(ks

ta))], (4.39)

donde α y β están relacionadas con los parámetros circuitales, y f0 es la frecuencia de re-

sonancia en el sistema desconectado. Esta afirmación acerca de f0 se cumple a medida que

las conexiones con las celdas vecinas no modifican significativamente la geometŕıa original

del EC-SRR, lo cual se satisface para la versión circular de la part́ıcula más no para la rec-

tangular. Se realizó un ajuste de los datos experimentales por medio de (4.39) y el resultado
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Tabla 4.3: Parámetros caracteŕısticos para el filtro angular construido a partir de la celda

de la Figura 4.12 (a). La superficie se hizo con cobre y el sustrato de soporte fue

ARLON CuClad 250LX.

θinc f sim
r-rd (GHz) f sim

r (GHz) f exp
r (GHz) ∆θsim

iz ∆θsim
de

0◦ 5.52 5.61 5.50 — 12.6◦

10◦ 5.56 5.65 5.52 — 6.0◦

15◦ 5.61 5.70 5.55 5.4◦ 4.9◦

20◦ 5.68 5.76 5.62 4.1◦ 4.1◦

30◦ 5.86 5.95 5.77 3.0◦ 3.5◦

45◦ 6.27 6.33 6.09 2.9◦ 3.1◦

se muestra en la Figura 4.13 (c) (ĺınea negra). Los parámetros obtenidos para el ajuste son

α = 0.15, β = 0.88, y f0 = 5.90GHz.

Finalmente, en la Figura 4.13 (d) se muestra el perfil del módulo del coeficiente de transmisión

en función del ángulo de incidencia para diferentes valores de frecuencia, este resultado se

extrajo a partir de las simulaciones. En las dos últimas columnas de la Tabla 4.3 se muestran

los anchos de banda angulares, medidos hacia la izquierda y derecha respecto al ángulo de

mı́nima transmisión, dentro de los cuales la potencia transmitida es menor al 50 %.

A modo de recomendación, con el objetivo de reducir las reflexiones en los bordes del filtro

angular fabricado se puede recurrir a elementos activos o a potenciómetros, de modo que

dependiendo del ángulo de incidencia se modifique el valor de la resistencia y se reproduzcan

las condiciones para evitar la reflexión de la onda superficial.





5 Resonador Fabry-Pérot Metamaterial

Los dispositivos basados en resonadores tipo Fabry-Pérot (RFPs) son ampliamente utilizados

en el rango de las microondas [73] y óptica [74]. Estos se componen t́ıpicamente de bloques

transparentes de dieléctricos cubiertos con peĺıculas delgadas de alta reflexión. En la mayoŕıa

de las frecuencias la transmisión es casi nula, sin embargo, para un conjunto periódico de

frecuencias ésta se puede considerar completa, lo cual ocurre cuando el espesor del RFP

es un múltiplo entero de la longitud de onda asociada al campo incidente. Además, cuán

mayor es la reflectancia en los extremos del Fabry-Pérot , más alto es el factor de calidad

(Q). No es dif́ıcil obtener RFP con Q = 104, no obstante, el hecho que el espesor del

dispositivo deba ser comparable o más grande que la longitud de onda puede verse como un

inconveniente de gran importancia. Con el objeto de reducir considerablemente el espesor,

debe utilizarse un dieléctrico con alta permitividad, de modo que la longitud de onda dentro

del núcleo dieléctrico sea mucho más pequeña que la longitud de onda en el espacio libre. En

microondas y óptica, los materiales usuales suelen tener permitividades relativas entre 1 y

10 y solo para un reducido número de casos este se aproxima a 100. Por otra parte, ha sido

demostrada la posibilidad de tener laminas dieléctricas artificiales (LDAs) con permitividades

extremadamente altas por encima de 1000 [34–38, 75]. Las LDAs han sido utilizadas cono

filtros de banda de paso [34–36], blindaje para ĺıneas de transmisión integradas [37], y antenas

de silicio de alta ganancia [38]. Recientemente, se ha reportado un método con el fin de

calcular con precisión los parámetros efectivos de un dieléctrico artificial integrado de alta

permitividad [75].

En este caṕıtulo se exploró la implementación de un RFP delgado basado en LDAs de alta

permitividad. Para ello se desarrolló un modelo anaĺıtico el cual es útil para predecir el

coeficiente de transmisión del RFP desde sus parámetros geométricos. Por último, se diseñó

un RFP cuyo espesor es 74 veces más pequeño que la longitud de onda en espacio libre para

la frecuencia de resonancia más baja, con factor de calidad Q ≈ 8.1× 103.



92 Resonador Fabry-Pérot Metamaterial

(b)

zx

2s

k
inc

H
inc

E
inc

y

a

g

a-g

ag

g

2

y

x

E
inc

k
inc

H
inc

2s

g a

g

2

E
inc

k
inc

H
inc

y

z

(d)(c)

(a)

l= Ns2

z
y

x
E

inc

H
inc

k
inc

E
r

k
r

H
r

E
t

H
t

k
t

Figura 5.1: (a) Sección del material resonador tipo Fabry-Pérot (RFP). Celda unitaria del

RFP vista en perspectiva (b), vista frontal (c) y lateral (d). La celda unitaria

se replica periódicamente en el plano xy, y en dirección z se replica un número

finito de veces.

5.1. Teoŕıa

Considérese una LDA compuesta de muchas capas, sobre las cuales se ha grabado el mis-

mo arreglo periódico de cuadrados metálicos. Adicionalmente, asúmase que las capas están

densamente empaquetadas, manteniendo constante la distancia entre ellas, pero cada una

desplazada lateralmente respecto a las dos capas vecinas más cercanas, que corresponde a

un desplazamiento en el plano xy según se muestra en la Figura 5.1. Por simplicidad, el

metal se considera conductor eléctrico perfecto suspendido en el espacio libre. Además, la
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litativas en presencia de un campo eléctrico polarizado en y (b). Celda unitaria

con la capa central desfasada en (a/2, a/2) respecto sus vecinas (c) y ĺıneas de

campo eléctrico (ĺıneas negras) y corriente eléctrica (ĺıneas rojas) cualitativas

en presencia de un campo eléctrico polarizado en y (d).

celda unitaria tiene condiciones periódicas de frontera en las direcciones x y y, mientras que

en dirección z se replica un número finito de veces. Cuando la placa central no se encuentra

desplazada respecto a sus vecinas, como se ilustra en la Figura 5.2 (a) y (b), en presencia

de una onda plana polarizada en y (o x pues tiene simetŕıa de rotación de 90◦), la carga

positiva se concentra en los cuadrados superiores de la celda unitaria. Puesto que las capas

vecinas poseen la misma distribución, las cargas del mismo signo quedan enfrentadas y co-

mo consecuencia no se producen acoples capacitivos entre capas diferentes. Sin embargo, al

desplazar la placa central en (a/2, a/2), tal y como se muestra en la Figura 5.2 (c) y (d),

cualitativamente la distribución de carga en cada capa de conductor no cambia respecto al

caso anterior, pero el desplazamiento del conductor central provoca que las cargas de signos

opuestos queden enfrentadas y por lo tanto se acopla capacitivamente con los ocho cuadrados

en frente y detrás.
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Figura 5.3: (a) Modelo de circuito de la celda unitaria mostrada en la Figura 5.1 (b). (b)

Modelo homogeneizado de la LDA.

En la estructura de la Figura 5.2 (c), asumiendo que los condensadores entre los costados de

dos capas vecinas (cara a cara) dominan sobre los condensadores debido a los bordes en la

misma capa, entonces la corriente de desplazamiento en estos últimos puede ser despreciada.

Ya que los cuatro cuadrados conductores superiores tienen el mismo tamaño, la diferencia de

potencial en dirección y en cada uno de ellos es la misma, lo cual es aplicable de igual forma

a las cuatro placas inferiores. Se puede observar en la Figura 5.2 (d) que la corriente eléctrica

que llega a los cuatro parches superiores es debida a la corriente de desplazamiento con la

placa central, que a su vez proviene de la corriente eléctrica de los cuatro parches inferiores.

Con base en este razonamiento, se obtiene que los cuatro condensadores1 superiores están en

paralelo, al igual que los cuatro inferiores, y entre el sistema de la parte superior e inferior

de la celda unitaria existe una conexión por la cual se transmite la corriente eléctrica. De

esta forma la celda unitaria podŕıa ser remplazada por el modelo de circuito mostrado en

la Figura 5.3 (a). Para salvaguardar este modelo, un criterio suficiente es que a � g � s,

donde la segunda parte de la desigualdad asegura que el condensador debido a los bordes será

despreciable frente al producido por el acople de los costados de distintas capas. Al tiempo,

la primera parte de la desigualdad anterior permite aproximar cada uno de los condensadores

entre distintas capas al condensador de placas paralelas con área (a/2−g)2, que corresponde

al área de superposición entre los cuadrados metálicos, distanciados en una longitud s (ver

los parámetros geométricos en la Figura 5.1). Esta área no es rigurosa, debido a que en los

bordes de cada parche las ĺıneas de campo se curvan y abarcan un área un poco mayor a la

estipulada, de acá la importancia que a� g.

1Cada condensador formado por un parche con la placa central.
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Utilizando las reglas definidas para conexiones en serie y en paralelo, el modelo de circuito de

la Figura 5.3 (a) puede ser remplazado por un único condensador efectivo de valor Cef = 2C =

2ε0(a/2 − g)2/s. Asumiendo que la periodicidad es mucho más pequeña que la longitud de

onda en el material, la heteroestructura puede verse como un material homogéneo que ocupa

el mismo espacio con una permitividad eléctrica efectiva (εef) que lo caracteriza. Además,

debido a que el condensador efectivo se excita en presencia de un campo eléctrico polarizado

en dirección y, éste se puede ver como un condensador de placas paralelas distanciadas una

cantidad a en la dirección y como se ilustra en la Figura 5.3 (b). Por lo tanto, el condensador

efectivo en términos de la permitividad efectiva del medio debe ser Cef = εef2sa/a. Igualando

las dos fórmulas previas, se obtiene que la permitividad efectiva es:

εef = ε0
(a/2− g)2

s2
(5.1)

A partir de (5.1) se observa que la permitividad efectiva es muy sensible a los cambios en

la separación entre las capas (s) y a cambios del tamaño de la celda unitaria (a). Ya que el

modelo supone que el tamaño de la celda es mucho más grande que el gap entre parches de

la misma capa y a su vez que la separación entre capas, se esperan valores de permitividad

efectiva muy grandes y del orden de ε0a
2/s2. Con el fin de obtener la curva de εef, se escogió

una estructura de conductor eléctrico perfecto, sin sustrato y con parámetros centrales a =

8 mm, s = 0.1 mm y g = 0.6 mm. En la Figura 5.4 (a) las ĺıneas negra y roja representan

la permitividad eléctrica efectiva relativa en función de s y g, respectivamente, preservando

constantes los otros parámetros anteriormente mencionados. Mediante la relación (5.1), se

obtiene que la permitividad efectiva calculada para la estructura de parámetros centrales es

εef = 1156ε0. Como se esperaba, la permitividad efectiva del sistema es muy sensible a las

variaciones de s, de modo que para s = 7.6 × 10−2 mm se obtiene εef ≈ 2000ε0, la cual es

mucho mayor que los valores t́ıpicos de permitividad en materiales en el rango de microondas.

En el extremo opuesto, cuando s = 0.6 mm, la permitividad es aproximadamente 32ε0, la cual

ronda los valores más grandes de las permitividades en el rango de microondas. Debido a que

a � g (aproximadamente 13 veces más grande cuando g = 0.6 mm) el término cuadrático

de g en la expansión del numerador en la relación (5.1) puede ser despreciado. De acá que

la apariencia de la permitividad efectiva en función del parámetro g sea el de una recta.

Para este caso, εef adquiere valores entre 1156ε0 y 1560ε0, donde el último se logró para una

separación entre cuadrados de g = 0.05 mm.

En la Figura 5.4 (b) se muestra el comportamiento de la permitividad eléctrica efectiva

relativa en función del parámetro de red (a), que toma valores entre 4.0 mm y 15.0 mm y como

resultado se obtienen valores de permitividad efectivas que van desde 196ε0 hasta 4761ε0,
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Figura 5.4: (a) Las ĺıneas negra y roja representan la permitividad efectiva relativa en fun-

ción de los parámetros s y g respectivamente. (b) Permitividad efectiva relativa

en función del periodo a.

respectivamente. Como se observa de esta figura, a pequeñas variaciones del parámetro de

red la permitividad efectiva sufre grandes cambios. Ahora, aumentar considerablemente el

parámetro de red no es viable, porque en algún punto se hará comparable con la longitud

de onda y las variaciones en las fases de las corrientes entre dos puntos del conductor se

harán notables. Debido a ésto pierde sentido el modelo de homogeneización propuesto, pues

no considera cambios de fase a lo largo de las placas y se recurre a un modelo circuito de

elementos localizados. Desde este punto de vista, manteniendo a salvo las suposiciones del

modelo, es preferible disminuir la distancia entre capas (s) y el gap entre los cuadrados de la

misma capa (g). Lógicamente, al momento de definir los parámetros de fabricación, cada uno

posee ĺımites en lo permitido por el método que se utilizará, por lo cual hay que encontrar

un compromiso entre los parámetros en cuestión y que se mantenga en lo ĺımites del modelo.

En lo descrito hasta el momento, se ha modelado a la celda unitaria como una capa dieléctri-

ca que en conjunto forman una LDA. A continuación, teniendo en cuenta la homogeneización

realizada sobre la celda, se desarrolla un modelo para describir el comportamiento de este sis-

tema. Este modelo es equivalente a describir la propagación a través de un bloque dieléctrico

de permitividad εef con una capa reflectante infinitesimalmente delgada a la entrada y salida

del bloque, es decir, un interferómetro de Fabry-Pérot . De lo anterior que al sistema real se

le conozca como un RFP.
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5.1.1. Modelo de Ĺınea de Transmisión

En la Figura 5.5 (a) se muestra el RFP compuesto por la celda unitaria de la Figura 5.1.

Cabe recordar que el RFP es infinito en direcciones x y y, mientras que en z tiene un espesor2

igual a l = 2Ns, donde N es el número de veces que se ha replicado la celda unitaria en

dirección z. Además, sobre el material incide una onda plana que viaja en dirección z y

como la celda unitaria posee simetŕıa de rotación de 90◦, no es relevante si la onda incide

con polarización x o y y, por el teorema de superposición, ante una onda plana que resulte

de la combinación lineal de ambas, la estructura tendrá el mismo comportamiento [46]. Con

el fin de caracterizar la propagación a través de este RFP, se puede utilizar un modelo de

ĺınea de transmisión, como se muestra en la Figura 5.5 (b). En esta figura, 1, r y t simbolizan

a la onda incidente normalizada, la onda reflejada y la onda transmitida, respectivamente,

mientras que cada Ii representa una corriente en el circuito y Vi es la diferencia de potencial

medida en la ĺınea de referencia del #i. Finalmente, T ij es la matriz de transferencia entre

el ĺınea de referencia #i y #j.

Por otra parte, las secciones de ĺıneas de transmisión en el centro del sistema representa

la LDA resultante de la homogeneización que se realizó anteriormente, la cual posee una

impedancia caracteŕıstica efectiva de Zef =
√
µ0/εef. Las secciones de ĺıneas de transmisión

al inicio y al final describen al espacio libre, medio por el cual se propaga la onda antes

y después de la LDA, por lo cual se consideran que son semi-infinitas y el valor de la

impedancia caracteŕıstica corresponde a la impedancia del espacio libre, Z0 =
√
µ0/ε0. Por

último, Zs representa una impedancia superficial a la entrada y la salida del sistema. El

origen de estas impedancias superficiales reside en que las dos caras externas del sistema, la

primera y última cara, poseen un acoplamiento distinto a las caras internas que no queda

descrito dentro del proceso de homogeneización. Como se explicó anteriormente, debido a

la distribución de carga que se forma en las placas, los campos al interior del material

pueden ser descritos cualitativamente mediante la Figura 5.5 (a). Sin embargo, cada una de

las dos caras externas al no tener otra capa con quien acoplarse, se acopla consigo misma

formando condensadores entre los parches cuadrados conductores de la misma capa. Son

precisamente estos condensadores al exterior del material, quienes originan las impedancias

Zs, las cuales para este caso serán capacitivas y dependiendo de que tan grande sea su

valor puede influir ı́nfima o considerablemente en la forma de las curvas de transmisión.

Seguidamente, se presenta la solución de la ĺınea de transmisión de la Figura 5.5 (b) en cada

una de las regiones.

2De momento se considera que el conductor tiene espesor nulo.
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Figura 5.5: (a) Vista lateral de la sección del RFP en estudio, con la descripción cualitativa

de las ĺıneas de campo eléctrico. (b) Modelo de ĺınea de transmisión para modelar

la propagación a través del RFP.

Región entre las fronteras #1 y #2

La región delimitada entre las ĺıneas de referencia #1 y #2 describe la interfaz infinitesi-

mal del cambio de ĺınea de transmisión entre el espacio libre y el medio efectivo, con una

impedancia superficial en paralelo. Es de conocimiento en los modelos de ĺıneas de transmi-

sión sin pérdidas [39], que al conectar dos ĺıneas con impedancias caracteŕısticas diferentes,
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inevitablemente una porción de la onda incidente se reflejará, por lo cual se debe considerar

la propagación hacia la derecha e izquierda en las corriente y en los voltajes. Teniendo en

cuenta lo anterior, las ecuaciones de circuito aplicadas a esta región dan como resultado:

V +
1 = I+

1 Z0, V1 = V +
1 + V −1 ,

V +
2 = I+

2 Zef, V2 = V +
2 + V −2 ,

V −1 = −I−1 Z0, VZ1 = (I1 − I2)Zs,

V −2 = −I−2 Zef.

(5.2)

Donde los supeŕındices + o − se refieren al sentido de propagación hacia la derecha o

izquierda, respectivamente. Teniendo en cuenta que V1 = V2 = VZ1, en el cual VZ1 es la

diferencia de potencial medido en la impedancia superficial, resolviendo las ecuaciones de

circuito (5.2) se pueden relacionar los voltajes en el plano #1 con los medidos en #2 a través

de la expresión matricial: V +
1

V −1

 =

 Y0+Yef+Ys
2Y0

Ys+Y0−Yef
2Y0

Y0−Yef−Ys
2Y0

Y0+Yef−Ys
2Y0

 V +
2

V −2

 , (5.3)

T 12 =

 Y0+Yef+Ys
2Y0

Ys+Y0−Yef
2Y0

Y0−Yef−Ys
2Y0

Y0+Yef−Ys
2Y0

 . (5.4)

Con Y0 = 1/Z0 la admitancia del vaćıo, y Ys = 1/Zs la admitancia superficial. La matriz

que relaciona las diferencias de potencial viajando a derecha e izquierda es, por definición,

la matriz de transferencia en la interfaz [76].

Región entre las fronteras #2 y #3

Esta región comprende únicamente la propagación de las ondas a lo largo de la ĺınea de

transmisión con Zef, donde no hay cambio en la impedancia caracteŕıstica del medio y como

consecuencia no hay reflexiones al interior de ĺınea. De ésto que las diferencias de potencial

en las fronteras #2 y #3 se relacionen mediante el cambio de fase debido a la propagación

en la ĺınea, que matricialmente se puede escribir [39]:



100 Resonador Fabry-Pérot Metamaterial

 V +
2

V −2

 =

 e−iβefl 0

0 eiβefl

 V +
3

V −3

 , (5.5)

T 23 =

 e−iβefl 0

0 eiβefl

 . (5.6)

Con βef = ω
√
εefµ0 la constante de propagación de la ĺınea y l la longitud de la ĺınea. Cabe

mencionar que la frontera #3 se encuentra justo antes de la impedancia superficial de salida.

Región entre las fronteras #3 y #4

Finalmente, esta última región describe la interfaz en el cambio de ĺınea de transmisión con

Zef a la ĺınea con Z0, además de una impedancia superficial conectada en paralelo en medio

de las dos ĺıneas. La solución de esta interfaz es igual a la solución entre las fronteras #1 y

#2 pero intercambiando los sub́ındices del espacio libre (0) y el medio efectivo (ef):

 V +
3

V −3

 =

 Yef+Y0+Ys
2Yef

Ys+Yef−Y0
2Yef

Yef−Y0−Ys
2Yef

Yef+Y0−Ys
2Yef

 V +
4

V −4

 , (5.7)

T 34 =

 Yef+Y0+Ys
2Yef

Ys+Yef−Y0
2Yef

Yef−Y0−Ys
2Yef

Yef+Y0−Ys
2Yef

 . (5.8)

A partir de las relaciones (5.3), (5.5) y (5.7), se obtiene que las diferencias de potencial en la

frontera #1 y #4 se relacionan mediante la multiplicación de las matrices de transferencia:

 V +
1

V −1

 =

 Y0+Yef+Ys
2Y0

Ys+Y0−Yef
2Y0

Y0−Yef−Ys
2Y0

Y0+Yef−Ys
2Y0

 e−iβefl 0

0 eiβefl

 (5.9)

 Yef+Y0+Ys
2Yef

Ys+Yef−Y0
2Yef

Yef−Y0−Ys
2Yef

Yef+Y0−Ys
2Yef

 V +
4

V −4

 .
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Que al operar da como resultado: V +
1

V −1

 =

 M11 M12

M21 M22

 V +
4

V −4

 , (5.10)

M11 = eiβefl
(Yef − Y0 − Ys) (−Yef + Y0 + Ys)

4Y0Yef

+ e−iβefl
(Yef + Y0 + Ys)

2

4Y0Yef

,

M12 = eiβefl
(Yef + Y0 − Ys) (−Yef + Y0 + Ys)

4Y0Yef

+ e−iβefl
(Yef + Y0 + Ys) (Yef − Y0 + Ys)

4Y0Yef

,

M21 = eiβefl
(Yef − Y0 − Ys) (Yef + Y0 − Ys)

4Y0Yef

+ e−iβefl
(Yef + Y0 + Ys) (−Yef + Y0 − Ys)

4Y0Yef

,

M22 = eiβefl
(Yef + Y0 − Ys)

2

4Y0Yef

+ e−iβefl
(−Yef + Y0 − Ys) (Yef − Y0 + Ys)

4Y0Yef

.

Al comparar con las definiciones de los parámetros S, se obtiene que el coeficiente M11 es el

inverso del coeficiente de transmisión para una onda que incide desde #1, como se ilustra en

la Figura 5.5 (c) [39]. Desarrollando el término correspondiente al coeficiente de transmisión

se llega a:

t =
Y0Yef

−i sin(2πf
√
εefµ0l)

[
Y 2
0 +Y 2

ef+Y
2
s

2
+ Y0Ys

]
+ cos(2πf

√
εefµ0l) [Y0Yef + YefYs]

. (5.11)

Vale la pena aclarar que esta solución es igual a la obtenida mediante el planteamiento del

sistema efectivo por medio de las condiciones de frontera aplicadas a los campos. Comparan-

do al sistema efectivo con un Fabry-Pérot son totalmente equivalentes, con la particularidad

que las impedancias superficiales, que hacen las veces de superficies reflectoras, vaŕıan con la

frecuencia. De hecho, como se mencionó anteriormente, para esta estructura se espera que la

admitancia superficial corresponda a la admitancia de un capacitor, es decir, Ys = −i2πfCs.

Esta admitancia tiene como consecuencia que a frecuencias tendiendo a cero la transmi-

sión se hace completa, lo cual le diferencia de un Fabry-Pérot usual. En cuanto al rango

de frecuencias restante, la variación de la reflectividad para cada frecuencia conlleva a que

la profundidad de los valles cambie, al igual que el ancho de banda absoluto. Claro está

que la notoriedad de dichos cambios dependen en cuanto cambie la reflectividad a la entra-

da y salida. A continuación, se realizará la verificación numérica del modelo desarrollado,

comparando los resultados obtenidos mediante la relación (5.11) con los obtenidos mediante

simulación numérica.
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5.2. Validación Numérica
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Figura 5.6: (a) Celda unitaria implementada en la simulación. (b) Módulo de la transmisión

en función de la frecuencia del resultado obtenido mediante simulación numérica,

en ĺınea negra, y mediante la relación (5.11), en ĺınea roja.

Para validar el modelo de ĺıneas de transmisión, se simuló la estructura ilustrada en la Figu-

ra 5.6 (a) utilizando el software comercial CST Microwave Studio R©. La muestra se compone

de 30 celdas unitarias dirección z. La estructura se implementó utilizando conductor eléctri-

co perfecto, sin sustrato dieléctrico y con los parámetros geométricos que se muestran en la

figura. A lo largo de las direcciones x y y se impusieron condiciones de frontera periódicas,

mientras que hay dos puertos de Bloch-Floquet a 6 mm de los bordes de la estructura en el

eje z. La onda externa es una onda plana viajando en la dirección z. La correspondiente mag-

nitud del coeficiente de transmisión en función de la frecuencia es mostrado en la Figura 5.6

(b). La ĺınea sólida negra corresponde a la simulación mientras que la roja se deriva de la

relación (5.11). La curva simulada presenta un grupo discreto de frecuencias con transmisión

completa uniformemente distanciadas en 0.701 GHz.

Utilizando la propiedad que en resonancia la longitud es l = nλ/2 = nλ0/2
√
εef/ε0, donde

λ es la longitud de onda en el medio, λ0 la longitud de onda en el espacio libre, n es un

número entero, se puede derivar desde la simulación que la permitividad efectiva del medio

es εsimef = 1270ε0. Este valor no es lejano del obtenido mediante la ecuación (5.1), el cual

es εmef = 1156ε0, donde los sub́ındices “m” o “sim” simbolizan que la cantidad proviene del

modelo o es extráıdo de simulación con la relación mencionada al inicio de este párrafo,
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respectivamente. Como se puede observar, hay un acuerdo excelente entre la simulación y

el modelo de ĺınea de transmisión y tal como se hab́ıa predicho, cuando f = 0 GHz, la

transmisión es completa. Cabe recordar que el valor del condensador en las caras externas

queda como un parámetro libre a ajustar, en este caso se obtiene que la impedancia superficial

es Ys = −i(1.64× 10−12F)f .
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Figura 5.7: Estudio paramétrico del comportamiento de la transmisión en función de la

frecuencia para la estructura de la Figura 5.6 (a) con variación en (a) distancia

entre parches de la misma capa “g” y (b) distancia entre capas “s”.

Como se infiere de la Figura 5.6 (b), el ancho de banda absoluto (∆f) de cada resonancia no

vaŕıa de forma visible, lo cual implica que la reflectividad en las fronteras no debe cambiar

significativamente. Para demostrar es hecho, se debe obtener la reflexión de la impedancia

superficial adaptada a la superficie. Ésta se puede obtener recordando que el sistema no posee

pérdidas en la ley de la conservación de la enerǵıa (1 = |Yef/Y0||t|2 + |r|2). La transmisión se

puede extraer como la inversa de la componente (1, 1) en la matriz de transferencia T 12 de

la relación (5.4), de modo que el módulo al cuadrado de la reflexión es:

|r|2 = 1−
∣∣∣∣Yef

Y0

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 2Y0

Y0 + Yef + Ys

∣∣∣∣2 (5.12)

Debido a que la admitancia efectiva es mucho mayor que la admitancia superficial y la

admitancia del espacio libre en el rango de frecuencias considerado, el módulo de la reflexión

en la interfaz es básicamente constante y aproximadamente |r| ≈
√

1− 4Y0/Yef, por lo cual
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Tabla 5.1: Parámetros caracteŕısticos de la estructura en la Figura 5.6 (a) con las variaciones

correspondientes de g y s.

Estructura Q λ0 (m) εmef/ε0 εsimef /ε0 Error εef( %) Ys

g = 1.0 mm 22 0.381 900 1009 11 -i (8.98× 10−12F)f

g = 0.6 mm 28 0.428 1156 1270 9 -i (10.30× 10−12F)f

g = 0.2 mm 32 0.473 1444 1556 7 -i (9.61× 10−12F)f

s = 0.3 mm 10 0.457 128 161 20 -i (7.73× 10−12F)f

s = 0.2 mm 14 0.445 289 344 16 -i (8.98× 10−12F)f

s = 0.1 mm 28 0.428 1156 1270 9 -i (10.30× 10−12F)f

la influencia en el cambio de la impedancia superficial es despreciable. En esta estructura se

obtiene que el factor de calidad, Q = f/∆f , del primer pico a frecuencia no nula es Q ≈ 28;

este resultado es válido para simulación y el modelo de ĺınea de transmisión. Por otra parte,

es importante notar que el parámetro de red es a ≈ λ0/53, y el espesor del material es

l ≈ λ0/71.

Con el fin de estudiar el comportamiento de la estructura, se realizaron simulaciones variando

los parámetros s y g independientemente, manteniendo invariante los otros parámetros de la

Figura 5.6 (a). En la Figura 5.7 se ilustran los resultados obtenidos mediante la simulación

y el modelo de ĺıneas de transmisión, mientras que en la Tabla 5.1 están consignados los

parámetros caracteŕısticos de cada estructura. En esta tabla, debido al buen acuerdo entre

las curvas del modelo teórico y simulado, no se diferencia entre el factor de calidad (Q) y la

longitud de onda en espacio libre (λ0), ambas calculadas en el primer pico de frecuencia no

nula, de una curva u otra.

A partir de la Figura 5.5 (a) se observa que al disminuir la distancia entre los parches, g,

cada capa se asemeja más a una lámina continua de conductor perfecto, es decir, un espejo.

Lo cual provoca que la reflectivaidad se incremente y como consecuencia el factor de calidad

aumente. De modo similar, acercar las capas (disminuir s) tiene el mismo efecto sobre la

reflectividad y el factor de calidad. Como se observa, de la Tabla 5.1, el error porcentual

entre εmef y εsimef disminuye cuando g decrece, incluso siendo comparable con s, lo cual viola las

condiciones de suficiencia del modelo. Ésto significa que, para s = 0.1 mm con cada variación

de g, son más relevantes los efectos en la curvatura de las ĺıneas del campo eléctrico entre los
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condensadores formados por diferentes capas, en comparación al condensador formado por

los bordes de los parches en la misma capa. Lo anterior se corrige disminuyendo g, y como

consecuencia el área de superposición considerada en el modelo de placas paralelas es una

mejor aproximación. Sin embargo, ésto tiene un ĺımite después del cual el condensador entre

los bordes de las placas se hace relevante frente al condensador entre capas diferentes y el

modelo pierde validez.

(a)

l sN+  s= 2 2 = 6.2 mm

a = 8 mm

w

18 mm

N = 30 celdas

g = 0.6 mm

y

x z

(b)
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Figura 5.8: Vista en perspectiva de una sección del RFP cubierto delante y detrás por una

superficie reflectiva (a), y el coeficiente de transmisión en función de la frecuencia

obtenido mediante simulación y el modelo para diferentes anchos w (b).

En el caso que se mantiene g = 0.6 mm y se reduce s también se observa una disminución

en el error. El motivo de ésto es que al acercar las placas, el condensador formado por dos

capas cobra importancia sobre el condensador entre los bordes de los parches. Además, al

acercarlas se garantiza una reducción del número de lineas de campo eléctrico que conforman

el condensador entre los bordes.

Para incrementar Q, la estructura debe ser cubierta en ambos extremos con una lamina de

alta reflectividad. En la Figura 5.8 (a) una superficie metálica en forma de cruz se colocó

justo en frente y detrás de la estructura de la Figura 5.6 (a), cada una a distancia s. Estas

cruces representan elementos inductivos, por lo que se espera una reflexión fuerte en función
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Tabla 5.2: Parámetros caracteŕısticos de la estructura en la Figura 5.8 (a) con variaciones

del ancho w.

Estructura Qsim Qm λsim
0 (m) λm

0 (m) εsim0 /ε0 Ys

w = 3.0 mm 8.1×103 8.3×103 0.462 0.423 1390 i (0.88× 10−9Hf)−1

w = 2.0 mm 2.2×103 2.0×103 0.477 0.440 1483 i (1.88× 10−9Hf)−1

w = 1.0 mm 4.8×102 4.8×102 0.521 0.485 1763 i (4.59× 10−9Hf)−1

de la frecuencia. Además, la nueva admitancia superficial puede considerarse, en primera

aproximación, únicamente inductiva (Ys = i(2πfLs)
−1) pues como se intuye de la geometŕıa,

a bajas frecuencias la impedancia del inductor asociado a las cruces es menor a la impedancia

del condensador que se forma entre la cruz y la primera capa de parches cuadrados. De

hecho, al examinar la transmisión en (5.11), se observa que a frecuencias tendiendo a cero la

transmisión es nula debido a que Ys se hace infinita. En la Figura 5.8 (b) se puede observar

el módulo de la transmisión en función de la frecuencia para distintos anchos de las cruces,

w, mientras que en la Tabla 5.2 se muestran algunos parámetros correspondientes a cada

estructura extráıdos de la simulación y el modelo. Las curvas en negro se han obtenido

mediante simulación numérica, mientras que las ĺıneas en rojo corresponden al modelo. Como

se observa de esta figura, a diferencia del caso sin cruces (Figura 5.6 y 5.7), el ancho de banda

absoluto cambia de pico en pico lo cual significa que la reflectancia en las interfaces varia

considerablemente.

En la Tabla 5.2 no se incluye valor de la permitividad efectiva obtenida a partir modelo ya

que es única y constante, con un valor de εmef ≈ 1156ε0, pues según el modelo las cruces que

se han adicionado a la estructura corresponden a admitancias superficiales con la función de

aumentar la reflectividad, mas no se considera que éstas interactúen con las capas internas

de modo que modifiquen la permitividad del medio. De esta tabla se puede observar que

aumentando el ancho de las cruces, lo cual equivale a reducir la impedancia asociada, el

factor de calidad se incrementa significativamente, adquiriendo el valor de Q ≈ 8.1 × 103

para el primer pico cuando w = 3 mm. En este caso, la separación entre picos fue 0.462 m,

lo cual lleva a una permitividad efectiva de εsimef ≈ 1390ε0. Finalmente, vale la pena notar

que el espesor de este RFP es l ≈ λ0/74 y la periodicidad a ≈ λ0/58. Cabe recordar que los

factores de calidad de interferometros de Fabry-Pérot comerciales se encuentran en el orden

de 104, con el fin de alcanzar dichas magnitudes es suficiente aumentar el ancho de la cruz,

de hecho para w = 3 mm el factor de calidad es muy próximo a lo deseado.
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Todo lo realizado hasta el momento se ha llevado a cabo bajo la suposición que los mate-

riales no poseen pérdidas, es decir, el conductor es conductor eléctrico perfecto y el sustrato

dieléctrico tiene la permitividad del espacio libre, ε0, aunque en general podŕıa tener cual-

quier valor siempre y cuando sea real. En este tipo de fenómenos resonantes, en especial

aquellos con un factor de calidad alto, como es el caso de la Figura 5.8, es común que al

introducir pérdidas la potencia asociada a la resonancia disminuya considerablemente y sea

absorbida en buena parte.
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Figura 5.9: (a) Vista en perspectiva y (b) lateral de la celda unitaria simulada. Los paráme-

tros geométricos correspondientes son a = 8 mm, b = 18 µm, s = 0.203 mm

y g = 0.6 mm. Se utilizó cobre como conductor y sustrato Rogers 4003. (c)

Magnitud de la transmisión en función de la frecuencia

Con el objetivo de estudiar la influencia de las pérdidas en los materiales, se simuló una

estructura con la celda unitaria ilustrada Figura 5.9 (a) y (b). Cabe recordar que se imponen

condiciones periódicas en direcciones x y y mientras que en z hay 30 celdas unitarias en

profundidad. En este caso los parámetros geométricos a y g son iguales a los descritos en la

Figura 5.6 (a) mientras que s = 0.203 mm y el conductor tiene un espesor de b = 18 µm.

Por otra parte, se considera que el conductor es cobre, el cual posee una conductividad de

σ = 5.8× 107 S/m, y el dieléctrico es Rogers 4003 que posee una permitividad relativa igual

a ε = 3.55(1 + i0.0027). Como se observa en el resultado de la magnitud de la transmisión

en función de la frecuencia, mostrado en la Figura 5.9 (c), las frecuencias de resonancia

disminuyen comparativamente respecto al caso estudiado en la Figura 5.6 (b), debido al

aumento en la permitividad entre las capas de conductor. En un modelo de circuitos es

equivalente al efecto de introducir un dieléctrico en cada condensador, formado por los

parches conductores (Figura 5.3 (a)), y aunque la distancia entre éstos incrementó, no es

suficiente para contrarrestar el corrimiento en las frecuencias provocado por el dieléctrico.

De la Figura 5.6 (b), se puede observar que la enerǵıa transmitida para el primer pico de
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frecuencia no nula es inferior al 50 % (0.707 en escala lineal) y el factor de calidad asociado
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Figura 5.10: Magnitud de la transmisión en función de la frecuencia para diferentes valores

de tangente de pérdidas (a), y conductividades (b).

es Q ≈ 18. Además, se obtiene una permitividad efectiva de εsimef ≈ 1088 y los tamaños

comparados con la longitud de onda son l ≈ λ0/66 y a ≈ λ0/104.

A fin de conocer la relevancia de cada una de las contribuciones en la pérdida de enerǵıa, es

decir, las causadas por el conductor y por el dieléctrico, se simularon dos variaciones de la

estructura de la Figura 5.9 (a). La primera variación consiste en utilizar conductor eléctrico

perfecto y cambiar el valor de la tangente de pérdidas del sustrato con permitividad relativa

ε = 1 + i tan δ. En la segunda variación se fija la permitividad del sustrato, ε = 1, y se

cambia la conductividad del material conductor. Los resultados obtenidos para cada caso

se representan en la Figura 5.10 (a) y (b), respectivamente. Los valores considerados para

las tangentes de pérdidas cubren el rango t́ıpico de sustratos en los microondas, con el valor

más alto asociado sustratos como el FR4, aunque el modulo de la permitividad no es el

mismo. Por otra parte, en los materiales conductores más usuales como el cobre y la plata,

la conductividad es del orden de 107 S/m, mientras que en conductores más pobres como

el grafito o el nicromo, es del orden de 105 S/m. Como se puede observar en las figuras, en

los rangos considerados la variación de la conductividad es la única que produce cambios

visibles en las frecuencias de resonancia.

Teniendo en cuenta la información proporcionada por la Figura 5.10, es directo que la princi-

pal fuente de pérdidas se concentra en el conductor. Adicionalmente, para la Figura 5.10 (a)

los factores de calidad son Q ≈ 14, 13 y 12 en orden ascendente del valor de tan δ, mientras

que en los resultados de la Figura 5.10 (b) los factores de calidad son Q ≈ 13, 10 y 3 en
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orden descendente de conductividades.

A continuación, se estudia la influencia de las pérdidas en la estructura de la Figura 5.11 (a)

y (b) que es equivalente a la estructura de la Figura 5.8 (a) con materiales. La estructura

tiene 30 celdas unitarias de profundidad y se replica periódicamente en direcciones x y y.
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Figura 5.11: (a) Vista en perspectiva y (b) lateral de una sección del RFP cubierto por

superficies reflectivas. Los parámetros geométricos correspondientes son a =

8 mm, b = 18 µm, s = 0.203 mm, g = 0.6 mm y w = 3 mm. Se utilizó cobre

como conductor y sustrato Rogers 4003. (c) Magnitud de la transmisión en

función de la frecuencia

Como se puede observar de la Figura 5.11 (c), la enerǵıa transmitida es inferior al 0.01 %

para el primer pico y va en aumento con cada resonancia, a diferencia del caso ilustrado en

la Figura 5.9 que disminuye con el aumento de la frecuencia. En el primer pico se obtiene

que Q ≈ 69, εsimef ≈ 235× 102 mientras que los tamaños comparados con la longitud de onda

son l ≈ λ0/31 y a ≈ λ0/50.

De igual forma al caso sin superficies reflectantes, para esta estructura se separaron las

contribuciones a las pérdidas provenientes del dieléctrico y el material conductor a fin de

conocer quien es el principal causante de las pérdidas de enerǵıa. Como se observa en la

Figura 5.12, es evidente que el conductor es el factor crucial a fin de obtener una mayor

transmisión. Sin embargo, teniendo en cuenta que la plata y el cobre hacen parte de los

materiales convencionales con mayor conductividad (σ ∼ 107 S/m), no hay mucho que se

pueda rescatar por esta v́ıa. Por otra parte, se puede estudiar la opción de remplazar el

conductor por algún material superconductor de altas temperaturas, y a su vez sustituir el

dieléctrico por zafiro que posee una tangente de pérdidas del orden de 10−7 a 77 K. Vale
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la pena mencionar que los factores de calidad para las curvas de la Figura 5.12 (a) son

Q ≈ 8.7 × 102, 2.0 × 102 y 99 en orden ascendente de las tangentes de pérdidas, mientras

que los factores de calidad de las curvas en la Figura 5.12 (b) son Q ≈ 93, 35 y 4 en orden

descendente de conductividades. Es importante notar que estos factores de calidad son muy

inferiores a aquel obtenido en la Figura 5.8 que tiene un valor de Q ≈ 8.1× 103.
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Figura 5.12: Magnitud de la transmisión en función de la frecuencia para diferentes valo-

res de tangente de pérdidas (a), y conductividades (b), correspondientes a la

estructura de la Figura 5.11 (a)
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha explorado el diseño y estudio de metasuperficies para el

filtrado y absorción en el rango de microondas. A partir de las propiedades electromagnéticas

de pantallas conductoras y la modelación de éstas mediante circuitos sencillos y ĺıneas de

transmisión, se ha logrado el diseño de algunas aplicaciones en dispositivos de microondas.

Con el fin de mostrar el fruto de este trabajo, a continuación se presenta un conjunto de

conclusiones fundamentales.

Caṕıtulo 1: Modelo de Impedancias Superficiales

Se ha desarrollado un modelo de impedancias superficiales para arreglos bidimensiona-

les teniendo en cuenta únicamente los términos dipolares de la expansión, incluyendo

las interacciones entre las part́ıculas. Ésto se logró mediante la definición de las pola-

rizabilidades efectivas, donde sus valores tienen en cuenta las interacciones con la red

mediante las constantes de interacción. Por otra parte, éste sistema se sustituyó por

uno efectivo que soporta corrientes eléctricas y magnéticas efectivas que da razón de

las discontinuidades en las componentes tangenciales de los campos.

En aquellos sistemas que poseen simetŕıa de espejo y la celda unitaria admite ser mode-

lada como un circuito, se ha desarrollado un procedimiento sencillo para relacionar la

impedancia asociada al circuito con la impedancia superficial y ésta con los coeficientes

de reflexión y transmisión.

En base a las relaciones entre los campos con las polarizabilidades y la matriz de

dispersión, se diseñó un absorbente perfecto resonante en el rango de las microondas.

Con este fin se utilizaron resonadores SRRs, en los cuales se modificó su acoplamiento,

con el fin de eliminar la reflexión. Posteriormente, se varió la conductividad del material

para obtener alta absorción. Para esta estructura se obtuvo una absorción del 98 % a

una frecuencia de 3.45 GHz con un ancho de banda del 14 %.
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Caṕıtulo 2: Restricciones Fundamentales de Metasuper-
ficies Autocomplementarias

Utilizando propiedades tales como la conservación de la enerǵıa y las condiciones de

frontera, se logró demostrar que para cualquier superficie hecha de conductor eléctri-

co perfecto, los coeficientes de transmisión y reflexión siguen una trayectoria circular

en el plano complejo. Estas circunferencias tienen radio 1/2 para ambos coeficientes,

sin embargo, la transmisión está centrada en (1/2, 0), mientras que la reflexión está

centrada en (−1/2, 0).

Se ha encontrado que en cualquier metasuperficie autocomplementaria de conductor

eléctrico perfecto, bajo incidencia normal, los coeficientes de transmisión (reflexión)

de polarizaciones ortogonales están desfasados en ±90◦, independientemente de la fre-

cuencia de trabajo, siempre y cuando a < λ, ya que desde este punto aparecen los

lóbulos de difracción.

A modo de aplicación, se implementaron las propiedades de las metasuperficies auto-

complementarias en el diseño de varias metasuperficies con la propiedad de conversión

de polarización lineal a circular, tanto en la onda reflejada como en la transmitida,

logrando un AB-RA-3dB del 9 %.

Caṕıtulo 3: Convertidores de Polarización Lineal a Cir-
cular Delgados de Banda Ancha Basados en Metasuper-
ficies Autocomplementarias de Zigzag

Con base en las propiedades de las metasuperficies autocomplementarias se lograron

diseñar varias estructuras con forma de zigzag, en conductor eléctrico perfecto y sin

sustrato, que poseen la propiedad de conversión de polarización lineal a circular con

AB-RA-3dB superiores al 53 %.

Utilizando el modelo de impedancias superficiales se ha logrado describir satisfacto-

riamente el comportamiento de la estructura de zigzag. Además, se demostró que el

ĺımite superior del AB-RA-3dB es ≈ 70.5 %.

Al estudiar los efectos del sustrato dieléctrico y de sustituir el conductor eléctrico

perfecto por cobre, se encontró que el fenómeno de conversión de polarización se des-

truye, sin embargo, mediante el modelo de circuito se logró sintonizar la superficie para
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obtener nuevamente dicho fenómeno.

A nivel experimental, se fabricó una muestra con la propiedad de conversión de pola-

rización lineal a circular, con un AB-RA-3dB del 52.8 % en transmisión y 51.4 % en

reflexión, con un acuerdo excelente con lo obtenido mediante simulaciones numéricas.

Caṕıtulo 4: Metasuperficies para Filtrado Angular

A partir de los modelos de ĺıneas de transmisión, se exploró un camino para explicar el

fenómeno de filtrado en ángulo y frecuencia en algunas metasuperficies. Con este fin,

se realizó una descripción de los elementos fundamentales de una ĺınea de transmisión

convencional, tales como la constante de propagación, velocidad de grupo, etc, y se

modificaron los elementos de impedancia de la ĺınea para obtener diferentes tipos de

filtros angulares, los cuales se diferenciaron básicamente por tener una relación de

dispersión creciente o decreciente.

Por otra parte, se logró predecir la frecuencia resonancia del filtro angular para cual-

quier ángulo de incidencia a partir de la relación de dispersión. Ésto se logró teniendo

en cuenta que en la resonancia la onda externa y la onda superficial deben estar aco-

pladas, por tanto, la frecuencia de resonancia es aquella en la cual se interceptan las

dos relaciones de dispersión (de la onda externa y la onda superficial).

Con base en los modelos de ĺıneas de transmisión se propusieron dos metasuperficies

con la función de filtrado angular. La primera de ellas se inspiró en cadenas de EC-

SRRs rectangulares como optimización de las cadenas de EC-SRRs circulares. Por

medio del modelo desarrollado se logró predecir que esta metasuperficie tiene una

relación de dispersión creciente para un modo TEy . Además, en el caso ideal y bajo

incidencia normal ésta tiene una apertura angular de 8.9◦, dentro de los cuales la

potencia transmitida es menor al 50◦. La segunda estructura se basó en resonadores

extendidos, el cual tiene una relación de dispersión decreciente. Esta estructura posee

la particularidad de que una onda plana en modo TMx no le puede excitar en incidencia

normal, sin embargo, bajo incidencia oblicua excita al modo deseado. Además, se pudo

comprobar que la apertura angular en incidencia oblicua es mucho más pequeña que

en el primer filtro, lo cual le hace muy útil para diseñar filtros angulares fuera de

incidencia normal.
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Caṕıtulo 5: Resonador Fabry-Pérot Metamaterial

Se ha diseñado un Fabry-Pérot delgado comparado con la longitud de onda en el vaćıo.

Ésto fue posible utilizando medios dieléctricos artificiales, caracterizados por tener

constantes dieléctricas elevadas.

Con el objetivo de describir el comportamiento de ésta estructura, se recurrió a los

modelos de ĺıneas de transmisión para obtener la propagación de la onda a través del

medio, donde los resultados de las curvas de transmisión muestran un acuerdo excelente

con las simulaciones numéricas.

En un primer diseño de la estructura, sin sustrato y con conductor eléctrico perfecto,

se logró un factor de calidad de Q ≈ 28. Sin embargo, al agregar una superficie de alta

reflectividad, se alcanzó un factor de calidad de Q ≈ 8.1× 103.

Al tener en cuenta los efectos de las pérdidas debido al sustrato dieléctrico y al con-

ductor, se obtiene que la enerǵıa transmitida es alrededor del 0.1 %. Sin embargo, se

espera que al utilizar materiales no convencionales, como superconductores, se logren

obtener transmisiones cercanas al 100 %.
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con propiedades electromagnéticas exóticas,” Tesis doctoral, Universidad Nacional de

Colombia, 2012.

[43] F. A. Peterson, S. L. Rat, and R. Mittra, Computational Methods for Electromagnetics,

1st ed. Wiley-IEEE Press, 1997.

[44] R. Marques, F. Martin, and M. Sorolla, Metamaterials with negative parameters: theory,

design and microwave applications, 1st ed. John Wiley & Sons, 2013.

[45] R. Collin, Field Theory of Guided Waves, ser. IEEE/OUP series on electromagnetic

wave theory. IEEE Press, 1991.

[46] V. Dmitriev, “Symmetry properties of electromagnetic planar arrays: Long-wave appro-

ximation and normal incidence,” Metamaterials, vol. 5, p. 141, 2011.

[47] J. D. Baena and M. Londoño, “Broadband transparent metasurfaces for full phase shift

and polarization control,” in 2016 10th International Congress on Advanced Electro-

magnetic Materials in Microwaves and Optics (METAMATERIALS), 2016, pp. 43–45.

[48] M. Londoño and J. D. Baena, “Metasuperficies Transparentes con Control Total del

Salto de Fase,” Tesis de maestria, Universidad Nacional de Colombia, 2016.
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