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CAIPIITIUILO lio 

IIINIIOIIJJCCIIOINI mAlEMJMUCA 

I n t r o d u c c i ó n . -

Se denomina inducción todo razonamiento que comprende et poso de proposi­
ciones particulares a generales eon la part icular idad de que lo va l idez de los 
últimos se deduce de lo val idez de los primeros. El método de inducción ma­
temático es un método especial de demostración matemática que permite, o b a ­
se de observaciones part iculares, juzgar de los regularidades generales corres­
pondientes. Paro aclarar la ideo consideramos el ejemplo siguiente : 
Determ ínese la sumo de los n-primeros números impares : 

1 + 3 + 5 + . . . + ( 2n - 1 ) 

Seo S(n) la suma de éstos n-números. Tomemos n = 1 , 2 , 3 , 4 y 5 ; 
tenemos : 

S ( l ) = 1 , 
S(2) - 1 + 3 = 4 
S(3) = 1 + 3 + 5 = 9 
S(4) = 1 + 3 + 5 + 7 = 16 y 
S(5) = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 

Como se ve poro n = 1 , 2 , 3, 4 y 5 la suma de n números impares sucesivos 
es igual o r r , ¿Podemos socor de aquí inmediotomenle lo conclusión de que 
esto t iene lugar paro todo n ? N o , pues se.-nejonte conclusión "por anoíogío" 
puede resu I tor o veces errónea . 

Veamos algunos ejemplos Ai 
2 " 

Consideremos los números de t ipo 2 + 1 . Poro n = O, 1, 2 , 3 , y 4 los 

números 2^ + 1 = 3 , 2 ^ + 1 = 5, 2^+ 1 = 17, ^ + 1 = 257; 2^+ 1 = 65537 son 
primos . 

P.Fermat ilustre matemático francés del siglo X V I I , aceptaba que todos los núme-
meros de este t ipo son primos. Sin embargo, L.Euler eminente sabio y académico 

de Son Petersburgo, encontró en eí siglo XV I I qus ^ j j ^ .4294967297 = 641x6700417 

es un número co.mpuesto . 
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He aquí otro ejemplo del mismo género G . W . Leibniz famoso matemático a l e ­
mán del siglo XV I I y uno de los fundadores de los "Matemáticos Superiores" , 
demostró que cualquiera que seo el entero positivo n, el número n - n es d i v i ­
sible por 3 , el número n -n es divisible po"- 5 y el número n ~n es div is ible 
por 7 . De aquí supuso que paro todo k impar y cualquier número natural n 
ei número n - n es div is ib le por k ; pero pronto observó que 29-2=510 no es 
div is ib le por 9 . 

Un error del mismo carácter cometió D . A . Grave, conocido matemático sov ié t i ­
co , a l suponer que poro todo primo p el número 2P~ - 1 no es div is ib le por p^ , 

JIO directo confirmaba esta hipótesis pora todos los números p menores 
que m i l . Sin embargo, pronto se comprobó que 2 - 1 es div is ib le por 1093 ' 
El cá icu 
que m i l . 
( 1093 es un número primo ); o sea , lo hipótesis de Grave resultó errónea. 

o 
Veamos otro ejemplo muy instruct ivo. Sustituyendo n en la expresión991 n +1 
por los número enteros sucesivos 1 , 2 , 3 , . . , , jamás obtendremos el cuadrado de 
un número por rrujchos días ó inclusive por años que dediquemos o e l l o . 

Sin embargo, serio erróneo deducir de aquí que ningún número de este t ipo es 
un cuadrado, pues, en real idad, entre los números de t ipo 9? ln +1 también 
hoy cuadrados; pero es muy grande el valor mínimo de n para el cual es vn cua ­
drado ei número 991 n + 1 . He aquí este número : 

n = 12055735790331359447442538767 

Todos estos ejemplos deben prevenir a i lector contra las deducciones por onolo-' 
gía no argumentados . 

Volvamos ahora ol problema sobre lo sumo de ios n primeros números impores , 
Está c laro de lo anterior que por muchos que sean los primeros valores de n p o ­
ra los cuales hayamos co.-nprobado la fórmula S(n) = n (1) , no podemos doria 
por demostrada pues siempre quedará el temor de que deje de ser va l ida en algunos 
de los cosos no analizados . 

Paro convencerse de que lo fórmula ( 1 ) es vál ida paro todos los n , es preciso 
demostrar que, por mucho que avancemos en la serie numérica natura l , jamás 
podremos pasar de volores de n que aún ver i f ican la fórmula ( 1 ) o valores de 
n que ya no lo ver i f ican . 

Supongamos, pues, que nuestra fórmula es vál ido poro un número n y tratemos 
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de demostrar que también será vál ido poro el número siguiente n + 1 . B decir , 
aceptamos que ^ 

S(n) = 1 + 3 + 5 + . . . + ( 2 n - l ) = n ; calculemos 

S ( n + 1 ) = 1 + 3 + 5 + . . . + ( 2 n - l ) + ( 2 ( n + l ) - l ) 

2n + l 

Según nuestra hipótesis lo sumo de ios n primeros términos del segundo miembro 
de lo úl t ima igualdad es n'^ , y , por consiguiente : 

S(n + 1) = n^ + (2n + 1) = ( n + 1 f . 

2 
O seo, suponiendo que lo fórmula S(n) = n es vá l ido poro cierto número na tu ­
ral n , hemos logrado demostrar su val idez pora el número siguiente inmediato 
n + 1 . Pero hemos visto que esta fórmula es vá l ida poro n = 1 , 2 , 3 , 4 y 5 , 
Luego, también será vá l ido pora et número n = 6 que sigue a 5, osí como paro 
los números n = 7, n = 8, n = 9, e t c . Nuestra fórmula puede considerarse 
ahora demostrada cualquiera que seo el número de sumandos * 

Este método de demostración se denomina método de inducción matemático. 
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PRINCIPIO DE I N D U C C I Ó N MATEMÁTICA . -

Si S es un conjunto de enteros positivos que tiene los dos propiedades siguientes: 

¡) l e S , y 

i i ) Si un entero k c S ( k ^ l ) impl ico que k + 1 € S. 
Entonces todo entero posit ivo pertenece o S, es decir , S = Z^ . 

En efecto, los condiciones i ) y i i ) dicen que S es induct ivo, y como 77 es el 
más pequeño conjunto induct ivo, Z ^ C S. 

Por hipótesis S es un conjunto de enteros positivos, así que S £ Z . Luego 
5 = 2 / , es decir , todo entero posit ivo pertenece a S. 

MÉTODOS DE DEMOSTRACIÓN POR I N D U C C I Ó N . -

Frecuentemente aparecen propiedades referentes o los enteros posi t ivos, que son 
satisfechas por todos estos números o parte de el los, cuando estamos interesodos 
en la just i f icación de éstos, uti l izamos los llamados métodos de demostración por 
inducc ión. Se conocen tres de estos métodos: 

Primer Método . -
Seo A(n) uno afirmación referida o n * 2 / . 
Si i ) A ( l ) es c ier ta y 

i i ) Supuesta A(k ) cierta ( siendo k € Z^ arbi t rar io, pero f i j o ) entonces 
A (k +1 ) es cierta . 

Concluimos que A(n) es c ier ta poro todo n £ Z , 

Demost.- Seo S = t n € Z^ / A(n) es cierta v 

S C Z por construcción . 

1 * 5 , pues por i ) A ( l ) es cierta . 

Seo k C S, es decir , k e Z y A(k) es c ie r ta . Entonces por i i ) A(k + 1) es 
c ierta ( k + 1 fi Z*" ); así que k + 1 € S. Por el pr inc ip io de inducción mate­
mát ica, entonces S= Z^ ; es decir poro todo n e Z , A(n) es cierta . 

Segundo Método . -
Seo A(n) una afirmación correspondiente a n € Z^ y n| un entero posit ivo f i j o . 
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Si i ) A ( n , ) es cierta y 

i i ) SupuestaA(k) c ier ta, siendo k e Z arbi t rar io, pero f i j o , k ^ n , , enton­
ces A (k+1) es cierto . 

Se concluye que A(n) es cierta poro todo n e Z , n "5̂  n i . 

Demostr.- Seo S = < n e Z / A(n + n ^ l ) es c ier ta> . También se puede hacer 
lo demostración llamando Q(n ) = A ( n + n | - l ) y ut i i izondo el método 

de demostración por inducción anterior . 
S Q. Z por construcción de S , 

Ahora 1 e S, pues 1 e Z^ y A ( l + n ] - l ) = A ( n ] ) es c ie r ta , por i ) . 
Seo k e S, es decir k e Z*" y A ( k + n ] - l ) es c ierto . 
Como k + n ] - l ^ n ] , pues k > 1 entonces por i í ) A ( k + n ] - l ) + l ) que es igual o 
A ( ( k + l ) + n | - l ) es c ier ta; osí que k + 1 e S. Entonces por el pr inc ip io de i n ­
ducción matemática S = Z , 
As í que A(n + n^-1 ) es cierta poro todo n C Z*" . 

Si m = n + n^- l entonces m ^ n^, por tonto hemos probado que A(m) es c ierta 
poro todo rr; ^ n i . 

Noto : 
Este segundo método de demostración es más general que el primero, el 
primero es un coso part icular del segundo, cuando n i - 1 , 

Tercer Método : . -
Seo A(n) una ofirmoción relat ivo o n e ZT, y seo m e Z^ f i j o . SI lo verdad de 
A(k ) pora todo k < m (k € Z^ ) implica lo verdad de A(m), entonces concluimos 
que A(n ) es cierta para todo n € Z 

Demostr.- Si m = 1 , lo af irmación se t iene vacíamente. 
Supongamos m € 27 , m > 1 , es decir m ^ 2 . 

Seo S = ( n e 7 7 / h { n ) es falso I . Supongamos que S 7^ 0 , entonces por 
el pr inc ip io de bueno ordenación existe m = Mín S. 

Como m = Mín S entonces poro todo k-c m, A(k ) es verdadera, pues de lo c o n ­
t rar io m dejaría de ser el mínimo de S. Poro como por hipótesis si A(k ) es ver­
dadera poro todo k.< m, entonces A(m) es verdodero, concluimos que m ^ S. 
Absurdo .' pues Mín S 6 S. Por tonto S = p y así A(n) es cierta paro todo 
n € Z"^ . 
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Veamos ohoro algunos ejemplos de apl icación de estos métodos : 

Ejemplo 1 . -

Demostror por inducción lo siguiente afirmación acerca de n e Z^ 

A ( n ) : 1 + 2 + 3 + . . . + n = " ^ " ^ ^ H * ) -

Demostr . - Es cloro que poro la prueba de esto afirmación debemos ut i l i zar el 
primer método de demostración por inducción . 

i ) A ( l ) es c ier ta , pues 1 = _ l l l l L L _ ( " = 1 en lo fórmula ( * ) ) 

• k í k + 1 ) 
i i ) Supongamos que A(k ) es cierta k e 27 , es decir , 1 + 2 + . . . 4 k = —^—^ '-— 

y veamos que A(k + 1 ) es c ier ta , esto es que 1 + 2 + , . ,+ k + ( k + 1 )=:-^ ———^ 

(Obsérvese que A(k) se obtiene cambiando n por k en lo fórmula (*) , y lo mismo 
se hoce poro obtener A ( k + 1 ) . 

k ík+ 1 ) 
Como l + 2 + . . . + k = —^-= , hipótesis, entonces sumando o ambos lodos de 

la igualdad k + 1 , obtenemos : 

1 +2 + ...+k + (k + l ) = M ^ l ü +(k+l) 

A horo el lado izquierdo de esto igualdad coincide con la porte izquierda de la 
igualdad correspondiente a A ( k + l ) . Veamos que tos lodos derechos también 
coinciden . Paro esto desarrollamos lo sumo : 

k(kH-i>̂ + (k+1) = i i í i i i l l lO i lU JAi iHJi l i l 

que ero lo que se quería . 

A s í quedo demostrada qus la fórmula ( * ) es vál ida para k + 1 . 
Entonces, por el primer método de demostración por inducción concluimos que A(n) 
es cierta poro todo n € Z , es decir: 

1+2 + 3+ . . . + n = -̂ -̂y poro todo n6Z"^ 
Ejemplo 2 . -

Pruebe que 2 " ^ 2n poro todo n e Z 
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Demostr.- Nuevamente es claro que en este caso debemos ut i l l zor el primer 
método ds demostración por inducción. Seo A(n) lo af irmación 
2 " » 2 n . 

i ) Como 2 = 2 = 2 . 1 , entonces A ( l ) es cierta 
i i ) Supongamos que se t iene A(k ) , es decir 2 ^ ^ 2k , k f i Z^, y veamos que 

se t iene A (k + 1 ), e .d que 2'*"^^^2(k + 1 ) . 

Como 2 ^ 2 k, multipílco.-ido a a.mbos todos de esto desigualdod por 2 obtene­
mos : 2 x 2 k ^ 2 ( 2 k ) , es f.'ecir , 2^+^ ^ 4 k . 
Ahora 4k = 2k + 2k > 2k + 2 , pues k ^ 1 , así que 2*'̂ '̂ ^ ^ 4k > 2 ( k + l ) de 
donde 2 ' ^ ' ^ ^ ^ 2 ( k + l ) . Lo que signif ica que A(k+1) es c ie r ta . 

De la conclusión del primer método de demostración por inducción, se tíene que 
A(n ) es cierta para todo n e Z*" , e . d . 2 " ^ 2n para lodo n e Z ^ . 

Ejemplo 3 . -

Demuestre por inducción lo proposición siguiente : Dodo un segmento de longitud 
unidod, e l segmento de longitud V"*se puede construir con regla y compás pora c o ­
da entero posit ivo n , 

Demostr.- Dado un segmento de longitud unidad, el segmento de longitud V l = l 
se puede construir eon regla y compás ( Tómese el segmento dodo ), 

Supongamos pues que el segmento de l o n g i t u d ^ k , k € Z , se pueda construir 
con regla y compás. 

Trácese con reglo y compás un segmento de longitud v k / levántese en un extre­
mo de este segmento uno perpendicular, y sobre esto psrpendiculor marqúese 
( ut i l izando et compás ) uno longitud de uno unidad. De esta forma queda cons­
truido un tr iángulo rectángulo con catetos ^ / k y 1 . Por el teoremo de Pi tógo-
ros, la hipotenusa de este tr iángulo rectángulo t iene long i tud / / n^yZ, \ 2 ' ^ ^ . i* 

es decir , hemos construido de esto forma un segmento de longitud y k + 1 ( con 
reglo y compás ), con lo que podemos concluir que el segmento de longitud i^r? 
se puede construir con regla y compás pora cada entero posit ivo n . 
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• 1 

Ejemplo 4 . -

Sea b un entero posit ivo ( e . d . b e Z , b > 0 ) Demostrar por inducción lo 
proposición siguiente: Para codo entero n $:• O existen enteros no-negotivos 
q y r, únicos, totes que n = q . b + r ^ 0 ^ r < b . 

Demostr . - El primer método de demostración nos permite demostrar que uno a -
f irmación es vál ido poro todos tos enteros positivos; como aquí n e ­

cesitamos demostrar que lo proposición es cierto paro n ^ O, n e Z , e l caso 
n = O, debemos considerorto por separado . Si n = O entonces O = O.b + O, 
donde q = 0 , r = 0 < b . 

i ) Si n = 1 , como b € 27 , b ^ 1 , así que paro b hoy dos posibilidades 
b = 1 ó b > 1 . 
Si b = 1 , entonces 1 = 1 . 1 + 0 donde q = 1 , r = O < 1 " b ' . 
Si b > 1 , entonces 1 = 0 , k + 1 donde q = O, r = 1 < b , 

i i ) Supongamos que la proposición es cierta puro k ^ Z , es decir , k = q , b + r 
con 0 < r <. b, y veamos que es cierta para k + 1 , es decir, existen q , , 
r i en Z toles que k + 1 = q , .b + r ] , O í r i < b . 

En efecto : de k = q .b + r donde O ̂  r < b, entonces k + 1 = q .b + ( r + 1 ). 
Como 0 ¿ r < b entonces 0 ^ r + 1 ^ b, pues r,b son enteros . 

Si 0 ^ r + 1 < b entonces k + 1 = q .b + r i donde r i = r + 1 y C í r i < b. 
Si Oí^ r + 1 = b , entonces k + l = q . b + b = ( q + l ) b así que q i = q + 1 y 
r i = O < b son tales que k + 1 = q i .b + r. con O .^ r i < b . 

Luego en cualquier coso k + 1 = q , .b + r-i con 0 ^ r. < b . 
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Por el primer método de demostración por Inducción concluimos que paro todo 
n e 77, existen q , r enteros no-negativos toles que n = q.b+r, con O í r < b . 

De todo lo anterior concluimos que lo proposición es cierta paro todo n 5> O, 
n e Z . 

Veamos lo unicidad de los enteros no-negativos q y r. En efecto: supongomos 
que n = q^b + r i con O ̂  r ] < b y 

n = q2b + r2 con O ^ r.̂  < b , Entonces : 

O = q , . b + r, - q_.b - r2 = ( q , - q ^ ) b + ( r i - r 2 ) de donde 

(q] ' ^ 2 ) ^ = ^2~^ \ 

Poro q i , q 2 hoy tres posibilidades ( Ley de Tricotcmío ): q , = q „ ; q . < q^ ; 

q 2 ' ^ ^1 * 

Supongamos que q , < q2 , entonces q i + 1 ^ q^ / pues q , , q ^ e Z , entonces 

q ] - q 2 ~ "^ y ° s i b ( q p q 2 ) ^ - b , esto es b ^ -bíq- j -qg) -̂̂  r-̂  - r 2 . 

Pero r i - r2 -^ r, pues r2 ^ O, así que b ^ r,. absurdo .' pues r. < b . 
Luego no puede ser q ] < q2 • 

Supongamos que q^ < q , , entonces q^ + 1 .^ q . , esto es q. - ^2 ^ ^r V en ton­
ces b ( q | - q2) ^ b; pero i'2 " ""l ^ ^ (q^ -q^ ) y ^2 - r̂  ^ r^, pues r̂  ^ 0 . Lue-

' r2 > r2 - r̂  = b ( q , - q_) ^ b,entonces ^Jtb,absurdo .'pues r p < b . Por tan­

to no puede ser q2 ^ q i .^ 

Luego la único posibi l idad es q , = q „ y así r, ~ ''-5 * 

Por tonto la escritura n = b.q + r con 0 . ^ r < b es única . 

Veamos ohoro algunos ejemplos de apl icación del segundo método de demostra­
ción por inducción . 

Ejempb 5 . -

Demostror por inducción la siguiente afirmación : 
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A(n): (1-1/2 ) ( 1-1/3) ( 1 - 1/4) . . . ( 1-1/n) = 1/n válido poro todo 

n ^ 2 , n e Z . 

Demostr.- En este caso n-i = 2 .Veamos que A(n i ) = A(2) es cierta . 
En efecto : ( 1 - 1/2) = 1/2 que es el volor que se obtiene del lado derecho 
de la igualdad, haciendo n = 2 . 

Supongomos que la afirmación es cierto paro k, k é Z , k ? j 2 . Es decir, 
A(k) : ( 1-1/2) ( 1-1 /3) , . . ( 1 - l / k )= 1/k y veamos que A(k+1) es cierta. 
Esto es : 

A(k+1) : ( 1-1/2) ( 1-1/3 ) . . . ( ! - l / k ) ( l ~ l / ( k+ l )> - 1/^k+l) 

Como por hipótesis ( 1-1/2)(1-1/3).. . (1-1/k) = 1/k, multiplicando a ambos lo­
dos de esta igualdad por ( l-l/(|ct-l))obtenemos: 

( 1 - l / 2 ) ( l - l / 3 ) . . . ( l - l / k ) ( l - l / ( k M ) ) = l / k ( l - l / í . + l ) ) . 

El lado izquierdo de esta igualdad es el mismo que el lado izquierdo en l« ex­
presión correspondiente a A(k+1), luego solo resta ver que la part.s derecho son 
los mismas. 

l / k ( l -1 /^+1) )= l / k ^ k + l - l / k + l ) = l /k+l) . Luego lo fórmula es válido pare k+K 
Por tonto por el segundo método de demostroción por inducción : 

A(n) : ( 1-1/2) ( 1-1/3) . . . ( 1-1/n) = 1/n es válido pora todo n ^ 2 , 
n e Z . 

Ejemplo 6 . -

n "} 

Seo n| el menor entero positivo n paro el que lo desigualdad ( 1+x) > 1+nx+nx 
es cierta poro todo x > 0. Calcular n, y demostrar que la desigualdad es cier­
ta poro todos los enteros n ^ n^ . 

Solución : Si n = 1, ( l+>0 = +̂>̂  ^ 1+1.x+1 . x , pues x > 0. 
Si n = 2, ( l + x t = l+2x+x2 ;^ l+2.x+2x^ . pues x^ < 2x2. 
Si n = 3, ( l +x? = l+3x+3x^+x^ > l+3x+3.x2 pues x^ > O yo que 

X > O . 

Luego e! menor entero positivo n poro el cuol lo desiguoldad 

A(n): (1+x)" > 1+nx+n.x^ es válida, es n = 3 
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Seo n = 3 , veamos si ( 1+x f^ > 1+nx+nx es vál ido poro todo n ^ n , n e Z . 

i ) A ( n i ) = A(3) es cierta . 

i i ) Supongamos que lo proposición es cierta poro k 6 Z , k Jt n , , es decir 
( 1+x ) > l+kx+kx2 y veamos que es cierta pora k + 1 , esto es, A(k+1): 
( 1+x r ^ > l+(k+l)x+ (k+l)x2 . 
( l+x)"*"^' = { \ + x p ( 1+x). Ahora, como 1+x > O, pues x > O y como 
( 1+x )•* > l+kx+kx2, por hipótesis, entonces mult ipl icando o ombos iodos 
de lo úl t ima desigualdad por 1+x , obtenemos : 

( 1+x j ^ ' ^ ^ = (l+xXl-Hx)"* > ( l+x) ( l+kx+kx2) = l-H,x+kx2+x+kx2+kx3 , 

Pero l+kx-H<x2-hx+kx2+kx'^ = l+ (k+ l )x+2kx2+kx3 ^ l + ( k+ l ) x+ (k+ l ) x2 , 

pues 2kx2 ^ (k+1) x2 y kx^ > O . 

Luego (1+x) ^ l + ( k + l ) X + (k+1) ; r , que signif ica que A(k+1) es cierta . 

Por el segundo método de demostroción por inducción concluimos que: 

A(n) : ( l+x /^ > 1+nx+nx^ es vál ida pora todo n ^ 3 , n e Z» 

Ejemplo 7 . -

Dados números reales positivos O j , 02 , a « , . . , toles que (*)a J^ ^ ^ n - l P"''*^ 

todo n ^ 2 , donde C es un número posit ivo f i j o , apliqúese el método de df-mos-
troción por inducción paro demostrar que: a ,$. a , C " " paro codo n ^ 1 

Demost.- Obsérvese que lo propiedad dada en (*) es vál ida poro todo n ^ 2 , 
sin embargo, lo que se trato de demostrar es vál ido pora todo n e Z^ , 

i ) Si n = 1 , Q] = a | l = a^C° = o^C . Así que a^ ^ o.C , lo que s i g ­

n i f ica que lo afirmación es cierta poro n = 1 . 

i i ) Supongamos que lo afirmación es c ier to poro k e T : , e . d . Oi ^ O iC^ 
y veamos que se tiene poro k + 1 , esto es : 

k - l , -¿ 
De a, .^ OiC ( h i p . de inducción) y de la hipótesis de que o^^'^ Co^^.^ , 
entonces poro n = k+1 tenemos : 
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°k+l ^ (k+l)-r C °k ^ ^ °1 ̂  = OyC = a, C , pues c > 0. 
k 

Luego a^.|.i ^ OiC , que signif ica que lo afirmación es válido paro k+1 . 

Por el primer método de demostración por inducción concluimos que a ^ O i C 
paro codo n ^ 1 , n 6 Z . 

Veamos ahora unos ejemplos de api icación det tercer método de la demostración 
por i nducc ión . . 

Ejemplo 8 . -

Seon n y d enteros. Se dice que d es un divisor de n si n = c d pora algún 
entero c . 

Un entero n se denomina primo si n > 1 y los únicos divisores de n son 1 y n . 
Demostrar por inducción que codo entero n > 1 es ó primo o producto de p r i ­
mos. 

Demost.- Seo m é Z^ f i j o , y supongamos que lo proposición es c ier ta pora todo 
k < m, k € Z*" , es decir k es primo o producto de primos . 

Paro m hay dos posibilidades : m es primo o m no es pr imo. 
Si m es pr imo, lo af irmación es verdadera. Luego consideremos e l coso en que 
m no es primo . 
Si m no es primo, existen a ,b en Z^ ( sin pérdida de generalidad) toles que 
m = ob . Afirmamos que o /= 1 y b 7 ^ 1 , pues sí o = 1 , entonces b = m ó si 
b = 1 entonces o = m, con io cuol m serio primo, absurdo .' Luego o < m y 
b < m. 

Como por hipótesis, lo proposición es cierta pora todos los enteros positivos menores que 
m, entonces lo es poro o y b, por ser ambos menores que m. As í pues, o es 
primo ó producto de primos y b es primo ó producto de primos. Lo cuol nos do, 
en cualquier coso que m = o b es producto de primos . 

Luego la proposición es vá l ido pora m y así por el tercer método de demostración 
por inducción, concluimos que la proposición es cierta poro todo entero n > 1 . 

Ejemplo 9 . -

Sea k un cuerpo ( por ejemplo, el conjunto de tos números reales R ) y seon 
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H^) y g(x) polinomios en K [ x ] , eon g(x)/= 0. 

Entonces existen polinomios q(x), r(x) en Klx]único» que satisfacen : 

f(x) = q(x) g(x) + r(x) 

donde r(x) = O ó grado (r(x) ) < grado (g(x)) . 

Demostr.- Se demostrará usando Inducción sobre el grado del polinomio f(x). 

Obsérvese primero que si : 
i) f(x) = O entonces : O = f(x) = 0.g(x) + O donde q(x) = O y 

r(x) = 0,ó 

i i ) f ( x ) / = O y grado (f(x))< grado (g(x)), entonces : 

f(x) = 0.g(x) + f(x) donde q(x) = O y r(x) = f(x) , grado (r(x)) 

es menor que grado (g(x)) . 

i i i ) Sí grado (f(x)) = grado (g(x)) = O, entonces f(x) = o, g(x) = b, 

o, b € K . Como g(x) /= O , entonces b 7^ O, y así : 

a = f(x) = ( r ( xy g(x)) g(x) + O donde q(x) = f ( x ) / g(x) = o / b 

y r(x) = O . 

Supongamos entonces que lo proposición es verdadero poro todos los polinomios 
f(x) de grado menor que n ( hipótesis de inducción ) y Sean f(x) y g(x) po l i ­
nomios toles que grado (f(x))= n, grado (g(x)) = m , donde n '^ m '̂ ^ 1 . Esto 
es : 

f(x) ~ OQ + O.X + . . .+ o^x , Op /= O, a¡ e K , i = O, 1 , 2 , . . . . , n. 

g(x) = bQ + b^x + . . .+ b^x , b^ /= O, b|€ K, ¡ = O, 1, 2 , . . . , m . 

Consideremos el polinomio : 

(*) f i ( x ) = f ( x ) - ( O j , / b ^ ) x " " " ^ g(x) que pertenece o k ^ x j . 

f l ( x ) = aQ + a p + . . . + a„x" - ( a ^ / b J x"- '"(bo-fbix+...+b^^x»") 

= ao + a,x + .,. + a „ _ i x " " ^ - í . ^ / b ^ ) x " - " ' ( b o + b i x + „ . . + b ^ _ p ' " - b 

m -I- _ n / / I \ T " ^ L i o„x - ( a / b „ ) x b x n ^ n ' m •' m 

OQ + o^x + . . . + a^_^ x"~ - ( o ^ 

Oamo se ve ctoromcntí!, este polinomio f ] (x) tiene grado menor que n, entonces 

1 

= OQ + o^x + . . . + a^_^ x"~ - (an /bm)x"~"^ (bo + b ^ x + . . . + bn,_lx"^" ) 
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existen polinomios q i ( x ) y r(x) en K f x ] toles que: 

f^ (x) = q . ( x ) g(x) + r(x) donde r (x) = O ó grodo ( r(x)) < grodo (g(x)). 

Sustituyendo en (*) obtenemos : 

f ( x ) = f | ( x ) + o ^ ^ x " " " " g(x) 

f (x ) = q i ( x ) g(x) + r(x) + o ^ / b ^ x " " "^ g(x) 

f (x) = ( q i ( x ) + ( a „ / bm)x " " ' " ) g(x) + r(x) 

f (x ) = q(x) g(x) + r(x) 

Lo cuol muestra que lo representación deseado existe cuando grodo ( f(x)) = n . 
Por et tercer método de demostración por inducción concluimos que la proposi­
ción es cierta paro todos los polinomios f (x) en K£x] toles que grado ( f ( x ) ) = n , 
donde n 6 Z*" . 

Poro lo unicidad , supongamos que : 

f (x ) = q i ( x ) g(x) + r i (x) y f (x) = q2(x) g(x) + r2(x) donde r^(x) y r2(x) 

satisfacen los condiciones de la proposición . De aquí tenemos : 

( q i ( x ) - q 2 { x ) ) g(x) = r2(x) - r•^(x) . 

Como g (x )7^ O, se t iene que q-j(x) - q2(x) = O si y solo sí r2(x) - r-|(x) = O 

Supongamos que q , ( x ) - q2(x) "/= 0 . Como g ( x ) / = O, entonces : 

grado ( q i ( x ) - q2(x) ) g(x) = grado ( q ^ ( x ) - q2(x) ) + grado ( g(x) ) 

^ grodo ( g ( x ) ) > grado ( r2(x)- r^(x) ), 

Pues grado ( g(x) ) > grado ( r ] ( x ) ) 

y grado ( g(x) ) > grado ( r2(x)) 
Lo cuol es una contradicc ión, yo que ( q i ( x ) - q2(>^))3(x)= r2(x) - r ] ( x ) . 

Luego tiene que ser q i ( x ) - q2(x) = O, lo que da q ] ( x ) = q2(x) y así 
r ] ( x ) = r2(x) , que ero lo que se quería probar . 


