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CAPITULD N

INDUCCIOMN  MATEMATICA

Introduccién .-

Se denomina induccién todo razonamiento que comprende el paso de proposi-
ciones particulares @ generales con la particularidad de que la validez de los
Gltimos se deduce de la validez de los primeros. El método de induccién ma-
temética es un método especial de demostracién matemétice que permite, a bo-
se de observaciones particulares, juzgar de las regularidodes generales corres-
pondientes. Para aclarar la idea consideramos el ejemplo siguiente :

Determ inese la suma de los n-primeros némeros impares :
]"-3+5+.o=+(2n_])

Sea S(n) la suma de éstos n-nGmeros. Tomemos n =1, 2, 3, 4y 5;
fenemos :

s(1) =1,

S2)=1+3 =4
SR)=1+3+5=9
S4)=1+3+5+7=16 y
S8)=1+3+5+7+9 =25

Como se ve paran =1, 2, 3, 4 y 5 la sumu de n ndmeros impares sucesivos
es igual @ n2p . ¢ Podemos sacar de aqui inmediatamenie lo conclusidén de que
esto tiene lugar para todo n ? No, pues semejante conclusién "
puede resultar a veces errénea .

.
por anulogio

Veamos algunos ejemplos : .Lv!{“ I‘
A L
Consideremos los nimeros de tipo 22" 1. Paran=20,1, 2, 3, y 4 los
0 1 2 4
némeros 22 + 1 = 3, 22+1 = 5, 22y 1 = 17, 22§i~'l = 257; 224 1 = 65537 son

primos .

P.Fermat ilustre matemético francés del siglo XVII, aceptaba jue todos los ndnie-
meros de este tipo son primos. Sin embargo, L.Euler eminente sabio y académico

5 | si \ 2 5
de San Petersburgo, encontré en el siglo XVII qu 22+ | = 4294967297 = 54155700417

es un nimero compuesto .



He aqui otro ejemplo del mismo género G.W. Leibniz famoso matemético ale-
mén del siglo XVIl y uno de los fundadores de las "Mateméticas Sgperiores" .
demostrd que cualquiera g sea el entero positivo n, el nimero n°-n es divi-
sible por 3, el nimero n”-n es divisible por 5 y el nimero n’-n es divisible
por 7. De aqui supuso que para todo k impar y cualquier nimero natural n
el némerc n®-n es divisible por k ; pero pronto observé que 29-2=510 no es
divisible por 9 .

Un errordel mismo carécter cometié D,A. Grave, coi'nocido matem&tico soviéfi-
co, al suponer que para todo primo p el nGmero 2P7"'~1 no es divisible por p2 -

El célculo directo confirmaba esta hipétesis para f?g% fos némeros p menores

que mil. Sin embargo, pronto se comprobé que 2 -1 es divisible por 1093°
( 1093 es un ndmero primo ); o sea , la hipétesis de Grave resulté errénea,
2

Veamos otro ejemplo muy instructivo.  Sustituyendo n en la expresién991n“+1
por los nimero enteros sucesivos 1,2,3,..., jamés obtendremos el cuodrado de
un ndmerc por muchos dius & inclusive por afios que dediquemos a ello.

Sin embargo, seria erréneo deducir de aqui que ningln nimero de este fipo es
un cuadrado, pues, en realidad, entre los ndmeros de tipo 991n2+1 también
hay cuadrados; pero gs muy grande el valor minimo de n para el cual es un cua-
drado el nGmero 921n°+1.  He aqui este nimero :

n = 12055735790331359447442538767

Todos estos ejemplos deben prevenir al lector contra las deducciones por analo-
gia no argumentadas .

Volvamos ahora al problema sobre la suma de los n primeros nimeros impares .

Estd claro de lo onterior que por muchos que sean los_primeros valores de n pa-

ra los cuales hayamos comprobado la férmula S(n) = n“(1) , no podemos darla

por demostrada pues siempre quedard el temor de que dzje de ser vélida en algunos
de los casos no analizados .

Para convencerse de que la férmula (1 ) es vélida para todos los n, es preciso
demostrar que, por mucho que avancemos en la serie numérica natural, jomés
podremos pasar de valores de n que aln verifican la férmula (1 ) a valores de
n que ya no la verifican .

Supongamos, pues, que nuestra férmula es vélida para un ndmero n y tratemos



de demostrar que también ser& vélida para el nimero siguiente n + 1.  Es decir,
aceptamos que 2
S(h)=1+3+5+... + 2n-1)=n" ; calculemos

S(n+1) =1 +3 + 5 +...+ (2n-1) + (2(n+1)-1)
2n + 1

Segin nusstra hipdtesis la suma de los n primeros términos del segundo miembro
de la Gltima igualdad es n* , y , por consiguiente :

S(n+1)=n2+(2n+1)=(n+1)2 .

O sea, suponiendo que la férmula S(n) = n2 es valida para cierto nimere natu-
ral n, hemos logrado demostrar su validez para el nimerc siguiente inmediato

n + 1 . Pero hemos visto que esta férmula es valida para n =1, 2, 3, 4 y 5.
Luego, también serd vélida para el némero n = & que sigue a 5, asi como para
los némeros n =7, n=8, n=9, etc. WNuestra férmula puede considerarse
ahora demostrada cualquiera que sea el nimero de sumandos.

Este método de demostraciédn se denomina método de induccidn matemético.



PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA .-

Si S es un conjunto de enteros positivos que tiene las dos propiedades siguientes:

i) 1€ S, vy
ii) Siunenterok€ S (k2>1) implicaque k + 1€ S,
Entonces todo entero positivo pertenece a S, es decir, S = Z' .

En efecto, las condiciones i) y ii) dicen que S es inductivo, y como Z" es el
més pequefio conjunto inductivo, ZF € S.

Por hipdtesis S es un conjunto de enteros positivos, asi que S & zt. Luego
s=7" , ©s decir, todo entero positivo pertenece a S.

METODOS DE DEMOSTRACION POR INDUCCION .-

Frecuentemente aparecen propiedades referentes a los enteros positivos, que son

satisfechas por todos estos nimeros o parte de ellos, cuando estamos inieresados

en la justificacién de éstos, utilizamos los llamados métodos de demostracién por
induccidn. Se conocen tres de estos métodos:

Primer Método .-
Sea A(n) una afirmacién referida a n € Z .
Si i) A(l) es cierta y
ii) Supuesta A(k) cierta ( siendo k € Z' arbitrario, pero fijo) entonces
A(k +1 ) es cierta .
Concluimos que A(n) es cierta para fodo n & A

Demost.~ Sea S = {n € Z" / An) es cierta}
S<€ Z% por construccibn .
1 &S, pues por i) A(l) es cierta ,

Sea k€ S, es decir, k€ Al y A(k) es cierta.  Entonces por ii) Ak + 1) es
cierta (k+ 1€ Z" ); osi que k + 1 € S, Por el principio de induccién mate-
mética, entonces S= Z' ; es decir para todo n € Z' , A(n) es cierta .

Segundo Método .~
Sea A(n) una afirmacién correspondiente a n € yAl y n} un eatero positivo fijo.



Si i) A(n]) es cierta y N
ii) Supuesta A (k) cierta, siendo k € Z arbitrario, pero fijo, k > ny, enton-
ces A(k+l) es cierta .
Se concluye que A(n) es cierta para todo n & Z+, nE ny .

Demostr.- Sea S = {n € Z+/ A(n +ny-1) es cierfa} . También se puede hacer
la demostracién llamande Q(n) = A (n + n1-1) y utilizando el método

de demostracion por induccion anterior .

Sc Zt por construccién de S.

Ahora 1 € S, pues 1 € yid v A(l +ny-1 )= A(ny) es cierta, por i) .

Sea k€ S, es decir k € ZF y A(ktny-1) es cierta .

Como k +nj-12> nj, pues k 2 1 entonces por ii) A(k+ny-1)+1) que es igual o
A((k+1)+ ny=1) es ciert; gsf que k+ 1€ S. Entonces por el principio de in-
duccidn matemética S = Z .

Asf que A(n+nm-1) es cierta para todo n € 2L

Si m = n+ny-1 entonces m = ny, por tanioc hemos probado que A(m) es cierta
para fode m 3 ny.

Noia :
Este segundo método de demostrocién es més general que el primero, el
primero es un caso particulor del segundo, cuando np =1 .

Tercer Método :.-

Sea A(n) una ofirmacién relativa a ne Z', y sea me Z' fijec. Si la verdad de
A(k) para todo k< m (k € Z' ) implica la verdad de A(m), entonces concluimos
que A(n) es cierta para todo ne Z© .

Demostr.- Sim = 1, la aofirmacidon se tiene vaciumente.

Supongamos m € Z7, m > 1, es decir m = 2.
Sea S = {ne Z"'/ An) es folsa} . Supongamos que S 7 ¢4 , entonces por
el principio de buena ordenacién existe m = Min S.

Como m = Min S entonces para fodo k< m, Afk) es verdacera, pues de lo con-
trario m dejaria de ser el minimo de S. Poro como por hipdiesis si A(k) es ver-
dadera paro todo k<& m, entonces A(m) es verdadera, concluimos que m ¢ S.
Absurtio . pues MinS€ S. Por tanto S=@D y asi A(n) es cierta para todo
neE Z .



V eamos ahora algunos ejemplos de aplicacién de estos métodos :
Ejemplo 1.-

Demostrar por induccién la siguiente afirmacién acerca de n € Z'

An) : 1 +2+3+...+n= "(";])(*)

D emostr.- Es claro que para la prueba de esta afirmacidn debemos utilizar el
primer método de demostracion por induccién .

1(1+1) {n =1enlaférmula (*) )
2

i) A()) es cierta, pues 1 _

ii) Supongamos que A(k) es ciertc k & Z' , es decir, 1+2+.. .4k = ﬂi‘?ill_
y veamos que A(k+1)es cierta, esto es que 1+2+,..+k+(k+1)= ﬁ‘_f__]%_(kj_/‘)

(Obsérvese que A(k) se obtiene cambiando n por k en la férmula (*) , y lo mismo
se hace para obtener A (k+1) .

_k(k+1)
B 2

la igualdad k + 1, obtenemos :
1 +2+,..+k+(k+1) = Eiéill

Como 1+2+,..+k , hipdtesis, entonces sumando a ambos lados de

+(k+1)

Ahora el lado izquierdo de esta igualdad coincide con la parte izquierda de la
igualdad correspondiente @ A (k+ 1) . Veamos que los lados derechos también
coinciden . Para esto desarrollemos la suma :

k(k+1)+2(k+1) (k+1)(k+2)

k(k+)2+ (k+1) = 2 =y

que era lo que se queria .

Asi queca demostrada que la férmula (* ) es vélida para k + 1.
Entonces, por el primer método de demostracién por induccidn concluimos que A(n)
es cierta para todo n € Z" , es decir:

n(n+i)

14243+ ...+n = ——5——— para todo neZ*
Ejemplo 2.-

Pruebe que 2™ 3 2n para todo n & z"



Demostr.~ Nuevamente es claro que en este caso debemos utilizar el primer
método de demostracién por induccidén. Sea A(n) la afirmacién
20 > 2n,

i) Como 2] =2 =2.1, entonces A(l) es cierta
it) Supongamo: que se tiene A(k), es decir 2k‘>/ 2k, ke Z+, y veamos que
se tiene Atk +1), e.d que 2k+]; 2k +1 ).

Conio ?_ka 2 k, multiplicando @ ambos lados de esta desigualdad por 2 obtene-
mos : 2x Zk}Z(Zk), es decir , 2Kkt > 4k. L
Ahora 4k = 2k + 2k 3 2k + 2, pues k2 1, asi que 2713 4k 3 2(k+1) de

donde 2k+'?, 2(k+1). Lo que significa que A(k+1) es cierta.

De la conclusién del primer método de demostracién por induccidn, se fiene que
A(n) es cierta para todo n € ZF , e.d. 2" » 2n para fodo n € Z'.

Ejemple 3.-

Demuestre por induccién la proposicién siguiente : Dado un segmento de longifud
unidad, el segmento de lfongitud 4/ se puede construir con reglo y compéds para ca-~
da entero positivo n.

Demostr.~ Dado un segmento de longitud unidad, el segmenio de longitud 1=
se puede construir con regla y compés ( Témese el segmento dado ),

Supongamos pues que el segmento de IongitUdJ-k‘, k € Z+, se puede construir
con regla y compés.

Trécese con regla y compés un segmento de longitud '\[k_‘, levéntese en un extre-
mo de este segmento una perpendicular, y sobre esia perpendiculor mérquese

( utilizando el compés ) una lengitud de una unidad. De esta forma queda cons-
truido un triéngulo recténgulo con catetos Ak y 1. Por el teorema de Pitégo-

ros, la hipotenusa de este tridngulo recténgulo tiene Iongitud/(ﬂiiﬂj?
k + 1

es decir, hemos construide de esto forma un segmento de longitud ( con
regla y compds ), con lo que podemos concluir que el segmento de longitud afn’
se puede construir con regla y compés pora cada entero positivo n.
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Ejemolo 4.-

Sea b un entero positivo ( e.d. be Z, b > 0 ) Demostrar por induccidn la
proposicion siguiente: Para cada entero n 2 0 exisien enteros no-negativos
q y r, Onicos, tales quen =q.b+r Ogr<b .

Demostr.~ El primer método de demostracién nos permite demostrar que una a-
firmacién es vélida paro todos los enleros positivos; come aqui ne-
cesitamos demostrar que la proposicién es cierta para n 2 0, ne& Z, el caso
= 0, debemos considerarlo por separado . Si n = 0 entonces 0 = 0.b + 0,
donde q =0, r = 0< b,

1, conobeZ , b21, asi que para b hay dos posibilidades

i) Sin-=
b=1 6 b>1,
Sib=1, entonces 1 = 1.1 +0 donde q=1, r=0<1=b",
Sib>1, entonces 1 =0.b+1 donde q =0, r =1<b .,

ii) Supongamos que la proposicion es cierta para k € yil , es decir, k = q.b+r
con 0< < b, y veamos que es cierta para k + 1, es decir, existen G
n en Z* tales que k + 1 = q;- b+, 0giy< b,

En efecto : de k = q.b + r donde 0 € r< b, entonces k + 1 =g.b + (r +1 ).
Como 0<% r< b entonces 0 r+ 1€ b, pues r,h son enteros .

Si 0< r + 1< b enfonces k + 1 = q.b + iy donde ry =r+ 1y O£ ry< b,
Si0$r+l=b,enfoncesk+]=q.b+L q+\)bcanueql g+l y
rp =0< b son tales que k +1=g;.b+con 0€r; < b.

Luego en cualquier caso k + 1 = qpeb + 1y con 0< 1< b.




Por el primer método de demostracién por induccién concluimos que para todo
n € Z', existen q,r enteros no-negativos tales que n = q.btr, con 0€ r< b,

De todo lo anterior concluimos que la proposicién es cierta para todo n 2 0,
n€e’l .

Veamos la unicidad de los enteros no-negatives q y r. En efecto: supongomos
que n =qib+ry con 0 ry<b y

n = qgyb try con O0g r, < b , Entonces :
0= q].b - q2.b -rp = ( q]-qz)b-i— (r]-rz) de donde
@y -ay)b=1ry-r
Para qy,9, hay tres posibilidades ( Ley de Tricotcmieo ) 4y T 9 9y < qp
&£ 9] -
Supongamos que 9 < 92, entonces qp + 1< Q. Pues q.‘,q7é Z, entonces
N = -1 y asi b(q~qy) € -b, esto es b< —b(q-‘—qz)f—' Py T i

Pero ry -ry £ 1y pues ry 7 0, asi que b £ e absurde ! pues ry< b.
Luego no puede ser q] < q -

Supongamos que 9 < 9yr entonces ) + 1L Qs esto es 9y~ 4 =1,y
ces b(qy = qp) 2 b; pero rp - = b(q]-q?) yrg-n<r, pues 1z 0. Lue-
o: 3l -n = b (qy - q2) > b,entonces p3b,cbsurdo ! pues ry < b

to no puede ser Qy £ qp -°
Luego la Gnica posibilidad es 9 T4 vy ol 1 T, .

Por tanto la escritura n = b.q +r con 0£ r< b es Gnica .

V eamos ahora algunos ejemplos de aplicacién del segundo métedo de demostra-
cidn por induccion .

Eiemplo 50"

Demestrar por induccién la siguiente afirmacién :



An):(1-1/2)( 1-1/3) (1-1/4) ... (1-1/n) = V/a vélida para todo
n22, neZ.

Demostr.~ En este caso ny = Z .Veamos que A(n;) = A(2) es cierta .
En efecto : ( 1-1/2) = 1/2 que es el valor que se obtiene del lado derecho

de la igualdad, haciendo n =2 .

Supongamos que la afirmacién es ciertc para k, k € Al . k22, Es decir,
Ak) : (1-1/2) (1-1/3)... (1-1/k)= 1/k y veamos que A(k+!) es cierta.
Esto es :

A+ = ((1-1/2) (1=1/3 ). . (0=-1/k)(1-1/ (k) 1)

Como por hipétesis (1-1/2)(1-1/3)...(1-1/k) = 1/k, multiplicando a ambos la-
dos de esta igualdad por ( 1-1/(k+1))obtenemos:

(1 -1/2)01-1/3)... (-1A-V0e1)= Vk(1-1/kH)).
El lado izquierdo de esta igualdad es el mismo que el lado izquierdo en la ex-

presidn correspondiente o A(k+1), luego solo resta ver que la parte darecha son
las mismas.

1/k(1-1/+1))= 1/k(k+1-1Yk+1) = 14k+]). Luego la férmula es vélida parc k+1.
Por tanto por el segundo método de demostracién por induccidén :

A) : (1-1/2) (1-1/3)...(1-1/n) = I/n es vélida pcra todo n 3 2,
n € Z,

Ejenpio &=

. . 1 n
Sec ny el menor entero positivo n para el que la desigualdad ( T+x) > i4nxtnx
es cierta para todo x » 0. Calcular ny y demostrar que la desigualdad ec cier-
ta para fodos los enteros n 2 n,.

Solucién : Sin=1, (1 L P )2 l+].x+'l.x2, fues X > O. ]
Sin=2 (+x)f = l42xhl P 142.x42x2 . pues x2 < 252,
Sin=3, (1+x)° = 143x43x 26 > 143x+43.x2 pues X 0 ya que

x >0 .

Luego e! menor entero positivo n para el cual la desigualdad

Aln): (1) > T+nxtn. X es vélida, es n =3



2

Sea n, = 3, veamos si ( 1+x )7 > l+nx+nx

i) A(n]) = A(3) es cierta .

i) Suponq mos que la froposicién es cierta para k € Z+ k > ny, es decir
( T4+x )k ,|> 1+kx+kx4 y veamos que es cierta para k+l esto es, A(k+l):
( T+x ) > 1+k+1) x + (k+1)x
( ]+x)k"'] = (l+x)!< ( 1+x). Ahora, como 1+x > 0, pues x > 0 y como
( 14x X > V+kxtkx2, por hipétesis, entonces multiplicando a ombos lados
de la Gltima desigualdad por 14x , obtenemos :

( 1x )k+] = (]"’XX]"‘X)k (1+X)(]+kx+|<>'?) = VkoetkexZ4xrkx2 4k xS
Pero TtkxtkxZisctkxZrhx® = 1(kt] wiZkncthod 3 T(kH) sch(k+1 ) x2

es vélida para todo n 3 n], ne Z,

pues 2kx2; (k+1) x2 y kxS >0,
Luego (H'x)kJrl > T+k+l) x + (k+'|)x2, que significa que A(ktl) es cierta .

Por el segundo método de demostracién por induccién concluimos que:

Alr) : 1+ > Tnx+tnx? es vélida para jodo n > 3, n€ Z.
Ejemplo 7.-

Dados ndmeros reales positivos ay, ap, Ogceey tales que (*)an < Cap-1 parc

todo n 22, donde C es un nimero positivo fijo, apliquese el mélodo de demos-
tracién por induccién para demostrar que: ¢ & ay C"' paia coda n )

Demost.~ Obsérvese que lo propiedad doda en (x) es vélida para todo n 2 Z,
sin embargo, lo que se trata de demostrar es vélida para todon& ZF

- 1-1
i) Sin=1, g = 0]] = °]C° = O]C] ]. Asi que o £ o]C , lo que sig-

nifica que la aofirmacidén es cierta para n = 1,

ii) Supongamos que la afirmacién es cierta para k € f, e.d. o < Q]Ck"}

y veamos que se tiene para k+l, esto es :
a4 €@ C(k""])']—” a ck

De q < cx]Ck ( hip. de induccién) y de la hipdtesis de que an-é- Ca,.y .
entonces para n = k+l tenemos :



k-1 Ck-—]+l k

ok+]$Co(k+l}_l=Cuk€ Co;C = a, =olC, pues ¢ > 0.

k SIS . P pe
Luego o 41 € 0C7, que significa que la afirmacién es vélido para k+l .
- - ., - - - -]
Por el primer método de demostracién por induccién concluimos que a £ a]Cn
para cadan 21, ne Z.

Veamos ahora unos ejemplos de aplicacién del tercer método de la demostracién
por induccién..

Ejemplo 8.-

Sean n y d enteros. Se dice que d es un divisor de n si n = c¢c.d para algin
entero c.

Un entero n se denomina primo si n » 1 y los dnicos divisores de n son 1 y n.
Demostrar por induccidén que cada entero n > 1 es & primo o producto de pri-
mos.

Demost.- Sea m€& Z' fijo, y supongamos que la proposicién es cierta para todo
k< m, k€ Z' , es decir k es primo o producto de primes .

Para m hay dos posibilidades : m es primo o m no es primo.

Si m es primo, la afirmacién es verdadera. Luego consideremos el caso en que
m no es primo .

Si m no es primo, existen a,b en Z" ( sin pérdida de generalidad) tales que

m = ab,  Afirmemos que a# 1 y b1, puessi a = 1, entonces b =m & si
b = 1 entonces a = m, con lo cual m seria primo, @bsurdo ! Luego a<cm y
b<m.

Como por hipédtesis, la proposicién es cieita para todos los enteros positivos menores que
m, entonces lo es para a y b, por ser ambos mencres que m. Asi pues, a es

primo & producto de primos y b es primo & producto de primos. Lo cual nos dg,

en cualquier caso que m = ab es producto de primos .

Luego la proposicién es vélida para m y asi por el tercer método de demostracién
por induccidén, concluimos que la proposicién es cierta para todo entero n > 1.
L !

Ejemplo 9.~

Sea k un cuerpo ( por ejemplo, el conjunto de los nGmeros reales R ) y seon



f(x) y g(x) polinomios en K[x], con g(x)/%~ 0

Entonces existen polinomios q(x), r(x) en K[x]dnicos que satisfocen :
f(x) = q{x) g(x) + r(x)
donde r(x) = 0 & grado (1(x) ) < grado (g(x))

Demostr.~ Se demostraré usando induccién sobre el grado del polinomio f(x).

Obsérvese primero que si :
i) f(x) = 0 entonces : 0 = f(x) = 0.g(x) + O donde q(x) = C y
r(x) = 0,6

i) f(x) 7~ 0 y grado (f(x))< grado (g
f(x) = 0.g(x) + f(x) donde g(x)

es menor que grado (g(x))

( ), enfonces :

y r(x) = f(x) , grado (r(x))

iii) Si grado (f(x)) = grade (g(x)) = 0, entonces f(x) = a, g(x) = b,
a, be K. Como g(x)# 0 , entonces b # 0, y asi :
a = #(x) = ( F(x) g(x)) gbx) + 0 donde q(x) = F(x)/ glx) = a/ b
y r(x)= 0 .

Supongomos entonces que la proposicién es verdadera para fodos les polinomios
f(x) de grado menor que n ( hipdtesis de induccién )y Sean f(x) y g(x) poli-
nomios tales que grado (f(x))= n, grado (g(x)) = m , donde n2 m = 1. Esto
es :

Il

f(x) = ay + ax +..,+anxn s 8,70, 0,€ K, i=0,1,2, ...., n.

1
9(x) = by + byx +...+bmxm, b, 70, bie K, i

I

0,1, 2,... , m.
Consideremos el polinomio :

(*) f1(x) =fx)- (a,/b_)x" " alx) que pertenece a k [x].
fl(x) = ap + ax +o.otapx™ = (a, /b_) xn-m(bo+b]x +...4b x™)
= agtayx + .+ ML G,/ b)) x"™ (bg + b1x +... .+bm_]x‘“'1)
*a " - (o /b, ) x" b xT .

= aptaox+...ta x"']—(an/bm)xn_m(bo+b]x+ b ]x )

Como se ve clarament:, este polinomio f1(x) tiene grado menor que n, entorces
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existen polinomios qq(x) y r(x) en K [x]tales que:
fi(x) = q;(x) g(x) + r(x) donde r(x)=0 6 grado (r(x)) < grodo (g(x)).
Sustituyendo en (x) obtenemos :
F(x) = f() + ap/by x " g(x)
f(x) = qy(x) g(x) + rx) + an /by x 7™ g(x)
f(x) = (q1(x) +(an/ bm)x ") g(x) + r(x)
f(x) = q(x) g(x) + r(x)

Lo cual muestra que la representacién deseada existe cuando grado ( f(x)) = n.
Por el tercer método de demostracidén por induccién concluimos que la proposi=-
cién es cierta para todos los polinomios f(x) en K{x] tales que grado (f(x))=n,
donde n € Z' .

Para la unicidad , supongamos que :

f(x) = q1(x) g(x) + r(x) y f(x) = g(x) g(x) + rp(x) donde ry{x) y rp(x)

satisfacen las condiciones de la proposicion . De aqui fenemos :
(qy(x) = gy(x)) glx) = ralx) - ry(x) «
Como g{x) 7 0, se tiene que q(x) = q,(x) = 0 si y solo si rp(x) = ry(x) = 0
Supongamos que qy (x) = gp(x) 7 0. Como g(x)# 0, entonces :
grado (qy(x) - gp(x) ) g(x) = grado (qy(x) = g,(x) ) + grado (g(x) )
> grado (g(x))> grado (rp(x) 1y(x) ),

Pues grado ( g(x) ) > grado (r(x) )

y grado (g(x) ) > grado ( ry(x))
Lo cual es una contradiccién, ya que (qi(x) = go(x)glxFro(x) - ri(x) .

Luego tiene que ser qj(x) - gp(x) = 0, lo que da qy(x) = gqp(x) y asi
rj(x) = rp(x) , que era lo que se queria probar .,



