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inmerso y el segundo acoplado lateralmente al hilo cuántico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Resumen

Se estudiaron las propiedades termoélectricas y de transporte (conductancia eléctrica (G), conduc-
tancia térmica (κ), termopotencia (S) y la figura térmica de mérito (Z)) en dos nanoestructuras
consistentes en sistemas de puntos cuánticos dobles (PCDs) acoplados a un hilo cuántico, estas dos
configuraćıones corresponden a ordenamientos geométricos distintos: en el primer caso los dos puntos
cuánticos(PCs) se encuentran inmersos en el hilo cuántico (HC) y en el segundo caso uno de los pun-
tos se encuentra inmerso y el otro acoplado lateralmente al HC. Los HC se modelaron como canales
baĺısticos. Los procesos de interferencia cuántica se describieron empleando el formalismo de fun-
ciones de Green (FG), calculando el coeficiente de trasmisión a partir de una función de Green local,
dentro del formalismo de la teoŕıa de respuesta lineal. Se obtuvieron las propiedades termoeléctricas
y de transporte por medio de los coeficientes de Onsager para la ecuación de transporte de Boltzman,
describiendo el sistema con base al modelo de la impureza de Anderson, donde los estados continuos
del modelo representan una banda de conducción, ligada a los canales de conducción, y el estado
localizado en el mismo, está ligado a cada PC. Se tuvieron en cuenta los efectos de repulsión Coulom-
biana, fuertes, pero finitos, al interior de cada PC. Los coeficientes termoeléctricos se calcularon a
partir de parámetros asociados a cantidades f́ısicas controlables experimentalmente en sistemas reales,
temperatura T , enerǵıa del punto cuántico EPC (asociado al voltaje de “gate” Vg en sistemas reales),
hidridización V entre el PC y el HC (asociada a potenciales de “barrera” en PCs litogáficos), y la
repulsión Coulombiana U (asociada al tamaño de cada PC). Para los dos casos se discutieron las
condiciones que optimizan la eficiencia térmica (ZT ), la cual indica si el sistema tiene alguna posible
aplicación en el desarrollo de dispositivos termoeléctricos; se estudió también la validez de la ley de
Wiedemann-Franz y su relación con las condiciones que optimizan ZT para cada caso. Los resultados
son acordes con algunos trabajos teóricos realizados en sistemas de puntos cuánticos dobles.
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Introducción

En el presente trabajo se estudiaron las propiedades termoeléctricas y de transporte de dos sistemas
de puntos cuánticos dobles (PCDs); en el primero los dos puntos cuánticos (PCs) se encuentran
acoplados en serie por medio de un hilo cuántico (HC); en el segundo, el primer PC se encuentra
inmerso en el HC y el segundo está acoplado lateralmente. Los sistemas de PCDs pueden ser fab-
ricados por fotolitograf́ıa o litograf́ıa de haz de electrones formando una estructura semiconductora
cuyas caracteŕısticas se encuentran determinadas por el ajuste del tamaño y la geometŕıa de cada
punto, su acoplamiento a los canales de conducción puede ser variado utilizando un voltaje externo
[1,2]. Esta capacidad de ajuste posibilita estudiar el efecto Kondo, fenómeno que describe la f́ısica de
estos sistemas a bajas temperaturas. Las propiedades de estos dispositivos se pueden comprobar a
partir de mediciones de transporte que utilizan electrodos metálicos [3]. Cuando un punto cuántico
posee una ocupación simple, el estado simplemente ocupado se acopla v́ıa tunelamiento cuántico a
los electrodos, lo cual produce una alteración en la conductancia eléctrica por debajo de una temper-
atura caracteŕıstica (TK), que indica la acumulación de correlaciones de Kondo. En una configuración
geométrica para dos PCs, donde cada PC está acoplado a los electrodos, el acoplamiento indirecto
entre los PCs debido al canal de conducción, puede competir con el efecto Kondo, lo que crea una
variedad de reǵımenes correlacionados.
Para analizar el fenómeno Kondo en los PCDs se utilizó el modelo de la impureza de Anderson y
la denomina aproximación atómica para el mismo [4]. Se consideró que los PCs solo se encuentran
acoplados v́ıa tunelamiento cuántico, es decir; que no se considera ningún término de interacción
explicito entre ellos; situación que es obtenible experimentalmente cuando los PCs están lo suficiente-
mente alejados uno del otro (la separación entre ellos es mayor que la longitud de onda de de Broglie
asociada a los portadores de carga en cada PC) y existe un canal de conducción externo acoplado a
ellos, esto permite describir los procesos de interferencia cuántica asociados a una “hibridación efec-
tiva” entre PCs. Se describen las propiedades termoeléctricas y de transporte teniendo en cuenta los
efectos de fuerte correlación electrónica (repulsión Coulombiana) y los múltiples niveles energéticos en
cada PC. Los procesos de interferencia cuántica se describieron empleando el formalismo de funciones
de Green (FG), calculando el coeficiente de transmisión a partir de una función de Green local (FGL),
dentro del formalismo de la teoŕıa de respuesta lineal. Se obtuvieron las propiedades termoeléctricas y
de transporte por medio de los coeficientes de Onsager para la ecuación de transporte de Boltzmann.
El estudio de sistemas de PCDs se realizó por el interés que surgió de observar resultados experi-
mentales en materiales nanoestructurados como el Bi2Te3 el cuál posee una eficiencia cercana a la
unidad con una temperatura aproximada de 400 K y otros materiales que mostraban que esta efi-
ciencia pod́ıa ser mejorada [5,6]. Sin embargo; esta eficiencia es baja si se compara con un sistema
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de PCDs en donde se obtienen valores mucho más grandes como los que se reportan en este y otros
trabajos teóricos [7,8,9,10], los cuales llevaŕıan a pensar en nuevas aplicaciones como generadores de
termopotencia o refrigeradores térmicos [11,12,13,14,15,16,17,18].
En el marco de la teoŕıa que realiza estudios acerca de PCs, la mayoŕıa de modelos se han centrado en
análisis simplificados en donde se considera un único nivel de enerǵıa que interactúa en cada PC; uno
de esos modelos es la solución atómica para la impureza de Anderson utilizado para la realización
de este trabajo ya que este método puede ser extendido a sistemas de más de un PC y permite
obtener todas las FG anaĺıticamente (FG local, FG para cada PC, FG del canal de conducción);
con la FG local se calcula el coeficiente de transmisión, el cuál de acuerdo a la teoŕıa de respuesta
lineal es proporcional a los coeficientes de transporte termoeléctrico. A continuación se eligen los
parámetros del sistema ligados a magnitudes que se controlan experimentalmente como enerǵıa del
punto cuántico (asociada al voltaje de puerta en trabajos experimentales), repulsión Coulombiana
(asociada al tamaño del punto cuántico en trabajos experimentales), acoplamiento entre el punto
cuántico y el canal de conducción (asociado experimentalmente al valor de la barrera de potencial
que origina el confinamiento en el punto cuántico) y la temperatura del sistema. En este punto de
la introducción es clave recordar que se está trabajando a temperaturas bajas con un valor máximo
de ∆ = 10K (un orden de magnitud por debajo de la temperatura de activación de Debye que para
un material nanoestructurado es de aproximadamente 100 K), en donde el modelo utilizado aún es
válido y los resultados aún expresan una f́ısica realista. Por encima de esta temperatura empezaŕıan
a ser relevantes las interacciones fononicas; perdiendo validez el modelo y constituyendo una de las
limitantes para esta aproximación.
El trabajo tuvo como finalidad: a) Calcular la conductancia eléctrica G, conductancia térmica k y
la termopotencia S en el régimen lineal, en función de la enerǵıa de los PCs, la hibridización entre
cada PC y el canal de conducción, y la temperatura T, b) Determinar las condiciones (enerǵıas en
cada PC, valores de hibridización con el canal de conducción, configuración geométrica entre PCs y
el canal de conducción, temperatura T) que maximizan el producto entre la figura térmica de mérito
y la temperatura ZT, y c) calcular la eficiencia térmica del sistema de tal forma que en las regiones
donde ZT > 1 se pueda considerar su uso en dispositivos termoeléctricos.
La distribución de los temas tratados dentro del trabajo es la siguiente: En el caṕıtulo I se explica ¿qué
es un PC? ¿Cómo se construyen los PCs? ¿Qué es un PC litográfico? y ¿Cuáles son las geometŕıas
de PC que se estudiaran? El caṕıtulo II define el efecto Kondo y su conexión con los PCs, el modelo
para la impureza de Anderson como solución del fenómeno Kondo; los distintos reǵımenes del modelo,
la solución atómica, la manifestación de los principios de conservación en el proceso de dispersión
mecánico – cuántico de los electrones de conducción por parte de las nanoestructuras consideradas,
su “expresión” en términos de la denominada regla de suma Friedel, el cálculo de los coeficientes
termoeléctricos y finalmente la ley de Wiedemann-Franz como indicador del comportamiento tipo
ĺıquido de Fermi para los sistemas. En el caṕıtulo III se exponen los resultados, su interpretación y
análisis. Se encontró para el sistema de PCs inmersos un comportamiento tipo “filtro de corriente”
en el ĺımite simétrico (EQ1 = EQ2 = −10∆) llegando casi al máximo valor permitido en la conduc-
tancia eléctrica; lo cual es interesante desde el punto de vista experimental ya que esto se lograŕıa
con condiciones en las que los dos puntos posean las misma enerǵıa. Por otro lado para el sistema
de un PC inmerso y el otro lateral se pueden observar valores altos para la figura térmica de mérito
(ZT) en los distintos reǵımenes producidos por la repulsión Coulombiana.
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Puntos Cuánticos

Se ha demostrado que la reducción de dimensionalidad producto del confinamiento de electrones (o
huecos) en heteroestructuras semiconductoras, conduce a un cambio dramático en el comportamiento
de los portadores de carga [1,2]. Este principio se puede ampliar al reducir aún más la dimensionalidad
del entorno del electrón de dos dimensiones, en el caso de un pozo cuántico, a una dimensión, que
corresponderia a un hilo cuántico (HC) o, finalmente a un punto cuántico (PC) cero dimensional. En
este contexto, la dimensionalidad hace referencia al número de grados de libertad en el momentum
de los electrones, por ejemplo en un HC, el electrón es confinado en dos direcciones, por lo tanto; se
reducen sus grados de libertad a uno [1].

Confinamiento

En un punto cuántico, el electrón es confinado en las tres dimensiones, esto reduce los grados de
libertad a cero. Si el número de grados de libertad es llamado Dl y el número de direcciones de
confinamiento Dc; se tiene que;

Dl +Dc = 3 (1)

Estos valores se muestran para cuatro posibilidades en la tabla 1.

Sistema Dc Dl

Material en bulk 0 3
Pozo cuántico 1 2
Cable cuántico 2 1
Punto cuántico 3 0

Tabla 1: Número de grados de libertad Dl en el movimiento del electrón y confinamiento Dc, para la
dimensionalidad de cuatro sistemas básicos. Tomada de [1].

Puntos Cuánticos Litográficos

La figura 1 muestra un esquema de cómo pueden ser fabricados los puntos cuánticos, aunque se
debe tener en cuenta que existen más métodos (como la epitaxia de haces moleculares) [2]. Un pozo
cuántico estándar puede ser fabricado por fotolitograf́ıa o por litograf́ıa de haz de electrones, y grabado
para dejar una franja libre en forma de columna del material del pozo cuántico; este último puede o
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no ser rellenado con un crecimiento excesivo del material de barrera (en este caso, Gal−xAlXAs)[20].
Cualquier portador de carga queda confinado a lo largo de la dirección de crecimiento de la het-
eroestructura (eje - Z), como en un pozo cuántico, pero además ahora están confinados a lo largo de
una dirección adicional, ya sea la x o el eje y, dependiendo de la forma en que se realice la litograf́ıa
[1].

Figura 1: a) Fabricación de Cables Cuánticos, (b) vista ampliada de un cable cuántico, donde el electrón
(o hueco) tiene la libertad de moverse en una sola dirección, en este caso a lo largo del eje y, este tipo de
estructuras pueden ser descritas por medio de dispersiones parabólicas. (c) se observa una única columna
que contiene un punto cuántico y una vista ampliada que muestra esquemáticamente la eliminación de todos
los grados de libertad para el momentum de los electrones. Tomada de [1].

La figura 2 muestra un punto cuántico litográfico inmerso en un canal de conducción definido por un
voltaje entre los electrodos source y drain, el confinamiento se realiza mediante los voltajes en 1,2 y
3.

Figura 2: Punto cuántico litográfico. Tomada de [19].

Muchos grupos de investigación alrededor del mundo están aprovechando la fabricación de estos
pequeños dispositivos para investigar algunos problemas fundamentales en la f́ısica, como lo es el efecto
Kondo; ya que los PC proporcionan la oportunidad de controlar experimentalmente este fenómeno
cuántico.

Puntos Cuánticos Acoplados

Los puntos cuánticos litrograficos dobles (PCDs) acoplados lateralmente o sumergidos en hilos cuánticos
(HC), son heteroestructuras semiconductoras que constituyen dispositivos altamente ajustables, cuyos
niveles de enerǵıa y de carga pueden ser determinados por el tamaño y la geometŕıa de cada punto,
además su acoplamiento a los canales de conducción puede ser variado usando electrodos metálicos. Se
han realizado estudios extensos acerca del transporte experimental en sistemas de PCDs [2,3,7,9,10],
que fueron diseñados principalmente para analizar “moléculas” costituidas por dos puntos cuánticos.
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Desde el punto de vista teórico el transporte a través de PCDs ha recibido una atención considerable
enfocada al estudio de la conductancia eléctrica [3]. La figura 3 muestra una imagen experimental
de puntos cuánticos acoplados en paralelo con voltajes proporcionados por source (fuente) y drain
(drenaje) respectivamente.

Figura 3: Punto cuántico litográfico doble. Tomada de [20].

Algunos estudios realizados referentes a propiedades termoeléctricas y de transporte en sistemas de
PCDs se abordan desde el formalismo de la teoŕıa de respuesta lineal y la ecuación de transporte de
Boltzman. La descripción de los estados localizados fuertemente interactuantes emplea el modelo de
la impureza de Anderson y tratamientos tipo campo medio para describir las correlaciones (bosones
esclavos, ecuación de movimiento) [4,15,16,21,22,23], considerando además el acoplamiento entre es-
tados localizados v́ıa electrones de conducción (interacción RKKY). En este trabajo se estudiaran
dos sistemas de puntos cuánticos dobles: en el primero los dos puntos cuánticos se encuentran in-
mersos en el hilo cuántico y en el segundo uno de los puntos se encuentra inmerso y el otro acoplado
lateralmente, de tal forma que su ubicación es paralela al hilo cuántico. Los puntos cuánticos serán
descritos mediante el modelo de la impureza de Anderson y la denominada aproximación atómica para
el mismo, considerando repulsión Coulombiana fuerte pero finita en cada PC. La figura 4 muestra las
geometŕıas de acoplamiento utilizadas en esta trabajo.

Figura 4: Geometŕıas de acople utilizadas: a) PCs en serie, y b) PC sumergido y PC lateral.

6



Modelo Átomico para la Impureza de
Anderson

El efecto Kondo surge de resultados experimentales que indicaban un mı́nimo en la resistividad
eléctrica a bajas temperaturas, cuando iones de impurezas magnéticas como el hierro o el cobalto
eran disueltas en un elemento metálico, formando momentos magnéticos localizados. Estos momentos
dependian del material anfitrión, es decir; pod́ıan ser diferentes de un material a otro. Un problema
surgió asociado al estudio de las propiedades de transporte a bajas temperaturas (fundamentalmente
la conductancia eléctrica), la existencia de un mı́nimo en la gráfica de resistividad vs temperatura, que
no pod́ıa ser explicado por la teoŕıa vigente de la época. A principio de los años 60s J. Kondo f́ısico
Japonés plantea el origen de este mı́nimo como asociado al acoplamiento antiferromagnético entre el
momento magnético localizado, asociado a la impureza magnética, y el spin de los electrones de la
banda de conducción [24]. Empleando esta hipotesis y realizando un cálculo perturbativo demuestra
la existencia del mı́nimo en la resistencia en función de la temperatura, no obstante, predice un
comportamiento divergente de la resistividad a muy bajas temperaturas, lo cual no tiene sentido. La
teoŕıa que proporcionará la comprensión de la f́ısica por debajo de la llamada Temperatura de Kondo
TK (temperatura a la cual ocurre el mińımo de resistencia) surgió a finales de 1960 por Phil Anderson
con su idea de “scaling”[2], la cual consistia en asumir que las propiedades de un sistema real a bajas
temperaturas estaban descritas por un modelo de grano grueso (coarse-grained model), en el cual a
medida que se bajaba la temperatura el número de grados de libertad se redućıa. Esta hipótesis fue
demostrada, en 1974, por Kenneth Wilson, quién ideó un método conocido como “renormalización
numérica” confirmando la idea de “scaling”[2].
Para el estudio de las nanoestructuras presentadas en este trabajo se utilizó el modelo de la impureza
de Anderson el cual describe el efecto Kondo como caracteŕıstica fundamental de los sistemas con
impurezas magnéticas, además permite el estudio de las propiedades de transporte y representa una
muy buena aproximación para este tipo de sistemas. A continuación se explicará el efecto Kondo
en metales y en puntos cuánticos, además de los aspectos fundamentales del modelo de la impureza
de Anderson y la aproximación átomica con correlación Coulombiana finita para este último, la cuál
constituye un aspecto fundamental en la elaboración de este trabajo.
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Efecto Kondo

Los resultados experimentales mostraban que en un metal puro a medida que la temperatura disminuia
la resistencia eléctrica también cáıa, facilitando el movimiento de los electrones dentro de la red
cristalina debido a la disminución de las vibraciones de la red (fonones). Sin embargo, la resistencia
se saturaba cuando la temperatura se encontraba por debajo de aproximadamente 10 K debido a
los defectos del material como se puede observar en la figura 5 [2,24]. Algunos otros materiales
como plomo o aluminio sufren una transición de fase de un estado conductor a otro superconductor
ya que pierden toda su resistencia eléctrica a una temperatura cŕıtica en la cual se presenta una
interacción electrón-electrón atractiva, originada por la intermediación de las vibraciones de la red -
los fonones entre los electrones que conforman un par de Cooper (al menos en los superconductores
convencionales). Estos pares de Cooper se comportan como una sola “entidad” con una sección eficaz
de disperción muy baja, lo que origina la superconducción. Otros metales, como el oro, presentan
una resistencia constante finita, incluso a bajas temperaturas. El valor de la resistencia a baja
temperatura depende del número de impurezas en el material, la adición de impurezas aumenta el
valor de la resistencia de saturación. Sin embargo, este comportamiento cambia drásticamente cuando
los átomos magnéticos, tales como cobalto, se añaden. En lugar de la resistencia de saturación, la
resistencia eléctrica disminúıa a medida que la temperatura se reduce aún más, no implicando un
cambio de fase durante este fenómeno. La temperatura a la que la resistencia comienza a aumentar de
nuevo se denomina temperatura Kondo y ésta determina completamente las propiedades electrónicas
de baja temperatura del material. Desde la década de 1930 ha habido muchas observaciones de un
aumento anómalo en la resistencia de los metales a bajas temperaturas. Sin embargo, hubo que
esperar hasta 1964 para que apareciera una explicación satisfactoria [2,24].

Figura 5: Comportamiento de la resistividad en función de la temperatura (color en ĺınea):(a) Al descender la
temperatura de un metal, su resistencia disminuye hasta que se satura en algún valor residual (azul). Algunos
metales se convierten en superconductores a una temperatura cŕıtica (verde). Sin embargo, en los metales
que contienen una pequeña fracción de impurezas magnéticas, tales como sistemas de cobalto-en-cobre, la
resistencia aumenta a bajas temperaturas debido al efecto Kondo (rojo). Tomada de [2].

En 1964 Kondo descubrió que exist́ıa un proceso distinto debido a la interacción del spin de los elec-
trones itinerantes del metal y las impurezas magnéticas, esto es: una interacción antiferromagnética
entre el momento magnético localizado de las impurezas y el spin de los electrones de conducción, que
origina un proceso de dispersión mecánico cuántico adicional en el sistema. Él encontró, realizando
un cálculo perturbativo con relación al acoplamiento antiferromagnético, que la resistencia de un
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metal con impurezas magnéticas diluidas aumenta logaŕıtmicamente cuando se baja la temperatura.
Obteniendo la siguiente ecuación para la resistividad [25],

ρ(T ) = cρ0 + aT 5 − cρ1 ln (T ) , (2)

donde cρ0 resume la resistencia propia de la red independiente de la temperatura, incluyendo la
resistencia resultante de los efectos de redistribución de los electrones de conducción alrededor de la
impureza magnética y la distorsión de la red. El segundo término corresponde a la contribución de
los fonones y el último término es la contribución a segundo orden de la dispersión del esṕın con la
impureza magnética. En esta expresión c corresponde a la concentración de impurezas magnéticas.
Derivando la ecuación (2) respecto a la temperatura (T ) se encuentra la temperatura a la cual ocurre
el mı́nimo en la resistencia Tmin (denominada temperatura Kondo TK),

TK =
(ρ1

5a

) 1
5
c

1
5 , (3)

La ecuación muestra que la dependencia de la temperatura mińıma (Tmin) con respecto a la concen-
tración de impurezas c es muy pequeña. Lo cual permite concluir que Tmin se debe a la presencia
impurezas y no a la interacción entre los momentos magnéticos localizados de las impurezas.
Sin embargo, la ecuación (2) también predećıa una divergencia en la temperatura a T = 0 es decir;
una resistencia infinita. Con lo cual se conclúıa que el resultado de Kondo era solo correcto por
encima de cierta temperatura, conocida como temperatura Kondo TK . La divergencia se resolvió por
cálculos no perturbativos realizados por Nagaoka [26].

Efecto Kondo en puntos cuánticos

La microscoṕıa de efecto tunel (en inglés Scanning tunneling microscope o STM) y dispositivos
de puntos cuánticos han proporcionado nuevas herramientas para estudiar el efecto Kondo desde
diferentes perspectivas y con un excelente control experimental [1,2]. Algunos de los estudios recientes
tienen homólogos en los sistemas metálicos con impurezas magnéticas, y algunos son exclusivos de
nanoestructuras artificiales. Un punto cuántico con un esṕın desapareado fuertemente acoplado a las
bandas de conducción puede describir la misma f́ısica que la impureza magnética inmersa en un metal
[27,28]. El efecto Kondo solo aparece cuando el spin total de todos los electrones en la impureza es
diferente de cero. Estos electrones coexisten con los electrones móviles en el metal anfitrión, el cual
se comporta como un mar que llena toda la muestra. En un mar de Fermi, todos los estados con
enerǵıas por debajo del llamado nivel de Fermi están ocupados, mientras que los estados de mayor
enerǵıa están vaćıos. El modelo de la impureza de Anderson, tiene un solo nivel de electrones con
enerǵıa ε0. En este caso, el electrón puede por efecto tunel escapar con una enerǵıa por encima del
nivel de Fermi, de lo contrario quedará atrapado. En esta ilustración la impureza tiene un spin 1/2
y su componente z se fija con “spin up” o “spin down” respectivamente. Los procesos de cambio en
el spin (spinflip) pueden ocurrir simultaneamente a la creación de una excitación de spin en el mar
de Fermi [2]. Este intercambio de esṕın cambia el espectro de enerǵıa del sistema. Cuando se toman
juntos muchos de estos procesos, se encuentra que un nuevo estado es generado, este nuevo estado es
conocido como resonancia Kondo y se genera exactamente a la misma enerǵıa del nivel de Fermi. El
aumento de la resistencia a baja temperatura fue el primer indicio de la existencia del nuevo estado.
Esta resonancia causa la dispersión de electrones con enerǵıas cercanas al nivel de Fermi. Además

9



como los electrones son los responsables de la conductividad a baja temperatura en un metal, la fuerte
dispersión contribuye grandemente a la resistencia [2]. En conclusión el estado Kondo es generado
por los procesos de intercambio entre un electrón y estados localizados de electrones libres. Dado que
muchos electrones deben participar, el efecto Kondo es un fenómeno de muchos cuerpos (many body)
completamente cuántico [2]. La Figura 6 es un esquema de lo que ocurre cuando se toma un electrón
del estado localizado en la impureza y se coloca en un estado de enerǵıa desocupado en la superficie
del mar Fermi; el modelo de Anderson de una impureza magnética asume que tiene un solo nivel de
electrones con enerǵıa ε0 por debajo de la enerǵıa de Fermi del metal (rojo). Este nivel es ocupado
por un electrón spin-up. Añadir otro electrón está prohibido por la enerǵıa de Coulomb, U, mientras
que para eliminar un eléctrón el costo energético seŕıa de por lo menos |ε0|. Como el electrón spin-up
es una part́ıcula cuántica puede tunelar fuera del sitio de la impureza y ocupar brevemente un sitio
clasicamente prohibido fuera de la impureza obteniendo un “estado virtual”, y a continuación, ser
sustituido por un electrón del metal. Esto efectivamente puede “girar” el spin de la impureza [2].

Figura 6: Esquema del proceso de Spin Flip.

Muchos de estos eventos combinados producen el efecto Kondo, lo que conduce a la aparición de
una resonancia extra en la enerǵıa de Fermi. Dado que las propiedades de transporte, tales como la
conductancia, se determinan por los electrones con enerǵıas cercanas al nivel de Fermi, la resonancia
extra puede cambiar dramáticamente la conductancia. La figura 7 representa la densidad de estados
justo cuando la enerǵıa de Fermi es del valor de los potenciales qúımicos, mostrando un pico delgado
y alto correspondiente a la resonancia Kondo, y otro pico más amplio alrededor de la enerǵıa ε0; el
cuál es el ancho del nivel de enerǵıa de la impureza [2].

Los dispositivos de puntos cuánticos llamados átomos artificiales debido a que sus propiedades
electrónicas se asemejan a la de un átomo real, permiten por medio de un voltaje aplicado a uno
de los electrodos del dispositivo controlar el número de electrones N que están confinados dentro del
punto. Si un número impar de electrones es atrapado dentro el punto, el esṕın total, S, es diferente de
cero, con un valor mińımo de S = 1/2. Este esṕın localizado, incrustado entre los grandes mares de
electrones en los dos cables, imita los sistemas con impurezas magnéticas (como el de cobalto-cobre) y
muchos de los fenómenos Kondo conocidos se pueden esperar que ocurran en este tipo de dispositivos.
Una diferencia fundamental entre un punto cuántico y un metal real, es su geometŕıa [2]. En un metal
la dispersión de impurezas se mezcla con los estados electrónicos de los electrones que son funciones de
onda plana de diferente momento, esto produce un aumento en la resistencia debido a la tranferencia
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Figura 7: Las barras rojas representan la enerǵıa del nivel Fermi, el pico alto y delgado la resonancia causada
por el efecto Kondo a una temperatura TK justo sobre el nivel de Fermi, y el parámetro Γ que determina el
ancho del nivel de enerǵıa de la impureza (pico pequeño), que se ampĺıa por el tunelamiento de electrones.

de enerǵıa cinética. En un punto cuántico inmerso en un canal de conducción todos los electrones se
mueven a través del dispositivo permitiendo la mezcla de estados entre electrodos opuestos debido a la
resonancia Kondo. Esta mezcla aumenta la conductancia eléctrica, en otras palabras, el efecto Kondo
produce el comportamiento opuesto en un punto cuántico inmerso dentro de un canal de conducción
a la de un metal en bulk. La ventaja de los sistemas con puntos cuánticos es la facilidad con la que
los parámetros de éstos pueden ser controlados. Los ajustes externos permiten variar los niveles de
enerǵıa discretos dentro del dispositivo, aśı como el número de electrones atrapados dentro del punto.
En términos del Modelo Anderson, la enerǵıa del nivel de electrones, ε0, su ancho, Γ (acoplamiento
a la banda de conducción), y la enerǵıa de repulsión de Coulomb, U, se puede variar ajustando los
voltajes gate [2].

Modelo de Anderson para la impureza

El problema de las impurezas magnéticas inmersas en un metal causantes del efecto Kondo no pod́ıa
ser descrito por la teoŕıa de bandas. Además, las enerǵıas de los estados localizados se encuentran
en el interior de la banda de conducción del metal anfitrión y la teoŕıa de bandas usual no es capaz
de describir la localización de la impureza. La solución para esta dificultad teórica fue propuesta
en 1961 por Anderson [29], quién supuso que la existencia de momentos magnéticos localizados en
los metales era originada debido a la correlación coulombiana U entre los electrones de las capas
internas de la impureza. Lo anterior es la hipótesis fundamental de lo que se denomina el modelo
de Anderson para la impureza (siglas en inglés MIA) que inclúıa la correlación de electrones en el
mismo sitio. El modelo de Anderson para la impureza a diferencia del modelo s − d, tiene en cuenta
las fluctuaciones de carga más allá de las fluctuaciones de esṕın, este hecho fundamental permite
explicar los régimenes de valencia intermedia y el régimen Kondo, además tiene en cuenta los efectos
de muchos cuerpos del sistema. El modelo de la impureza de Anderson se encuentra representado en
el siguiente Hamiltoniano [7];

H =
∑
k,σ

Ekc
†
k,σck,σ +

∑
σ

Eff
†
σfσ + Uf †σfσf

†
σ̄fσ̄ +

∑
k,σ

(
Vk,σf

†
σck,σ + V ∗k,σc

†
k,σfσ

)
, (4)
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en donde c†k,σ y ck,σ son los operadores creación y destrucción en los estados de la banda, f †σ y
fσ crean y destruyen un electrón con esṕın arriba σ o esṕın abajo σ̄ en el estado de la impureza.
El primer término de (4) representa los electrones libres con enerǵıa Ek, el segundo término a los
electrones localizados ó las impurezas magnéticas con enerǵıa Ef , el tercero es la enerǵıa de repulsión
Coulombiana en el estado localizado y por último la hibridación entre los electrones libres y los
electrones en el estado localizado [7].
U representa el costo energético de poblar con dos electrones un determinado estado localizado en el
sitio de la impureza.

Reǵımenes del modelo de Anderson

Los parámetros ε0, U y Vk determinan la f́ısica del modelo para la impureza de Anderson. De
acuerdo a estos parámetros el Hamiltoniano permite describir tres reǵımenes generales distintos. A
continuación se describen los tres régimenes distintos con un nivel localizado degenerado en esṕın [7].

Ĺımite desacoplado Vk = 0

En este caso los estados localizados se encuentran desacoplados de los estados de conducción, y existen
tres valores posibles para la enerǵıa:

1. Ocupación cero | 0〉, con enerǵıa total E0 = 0.

2. Ocupación simple σ, | σ〉, con enerǵıa total E1,σ = εf , donde σ =↑, ↓.

3. Doble ocupación con un electrón con esṕın ↑ y otro con esṕın ↓, σ =↑, ↓, con enerǵıa total
E2 = 2εf + U [30].

En este ĺımite la condición para que exista un momento local es que el estado simplemente ocupado
esté por debajo del nivel de Fermi (εf < εF ) para que sea favorable su ocupación y a la vez que
εf + U > εF para que se penalice la doble ocupación [30].

Caso no interactuante U = 0

Con hibridización finita Vk 6= 0 y los electrones de la impureza no interactuantes (U = 0), el Hamilto-
niano de la ecuación (5) es cuadrático y se puede obtener la función de Green de un electrón localizado
Gf (ω), anaĺıticamente. En este caso no interactuante, U = 0, no hay magnetismo y la susceptibilidad
magnética es independiente de la temperatura (tipo Pauli) [30].

Caso hibridizado, Vk 6= 0, e interactuante U 6= 0

En este caso el modelo de Anderson incorpora dos procesos. El primero es la formación de momento
magnético local causado por la repulsión Coulombiana, dado que los sitios en la impureza tienen
ocupación simple y ésta es predominante, por lo tanto son magnéticos. El segundo proceso es el efecto
Kondo, que como ya se ha mencionado consiste en el apantallamiento del momento magnético por
los electrones de conducción; este apantallamiento se origina en la hibridización y abre la posibilidad
para que los electrones localizados puedan escapar al mar de conducción [30].
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Aproximación atómica para el modelo de Anderson

El modelo de Anderson permite estudiar una variedad de problemas dentro de la f́ısica de las na-
noestructuras. La versatilidad del modelo permite aplicarlo a sistemas f́ısicos muy diversos, tales
como, una impureza con electrones fuertemente correlacionados inmersa en metales nobles o los esta-
dos localizados en un punto cuántico. En este trabajo se utilizó un método que soluciona el Hamilto-
niano de Anderson (tanto para la red, como para la impureza) llamado aproximación atómica (AA)
con un potencial de Coulomb finito (U−finito) (AAUF ) [7].
En el modelo de Anderson el ĺımite átomico consiste en considerar la banda de conducción nula;
cuando se realiza este “colapso” de la banda de conducción se considera un solo nivel energético, en-
torno al nivel de Fermi. Se considera la relación entre un estado dado de la banda de conducción ~k y
un estado localizado f . En este caso la solución anaĺıtica del Hamiltoniano es conocida, obteniéndose
16 autoenerǵıa y 16 autoestados que contienen todas las excitaciones fundamentales que generan el
efecto Kondo. La figura 8 muestra el diagrama obtenido utilizando la aproximación átomica [7].

Figura 8: Este diagrama multinivel es efectivo y corresponde al ĺımite Kondo simétrico a temperatura
T por debajo de la temperatura Kondo TK . El singlete Kondo está representado por el nivel 11. Las
ĺıneas sólidas están asociadas a transiciones entre estados que producen residuos diferentes de cero para las
funciones de Green atómicas a muy bajas temperaturas (Apéndice A) y que generan el pico Kondo. Las
transiciones representadas por las ĺıneas discontinuas producen residuos iguales a cero y son irrelevantes a
bajas temperaturas. Tomada de [7]

La estructura de autoestados de la figura 8 cambia con la enerǵıa del nivel localizado (EPC) siguiendo
los tres reǵımenes del modelo de Anderson para la impureza: vaćıo, valencia intermedia, régimen
Kondo y doble ocupación; además los residuos asociados a las posibles transiciones dependen de la
temperatura.

El modelo de Anderson periódico describe una banda de conducción hibridizada con una distribución
periódica de estados localizados; considerando repulsión Coulombiana en el interior del nivel local-
izado. El Hamiltoniano es

H =
∑
k,σ

Ek,σC
†
k,σCk,σ +

∑
j,σ

Eff
†
j,σfj,σ + U

∑
j

nj,σnj,σ̄ +Hh, (5)

los operadores C†k,σ y Ck,σ son los operadores creación y destrucción de los electrones en la banda
de conducción con vector de onda k, componente de esṕın σ y enerǵıa Ek,σ. Los operadores fj,σ y

f †j,σ corresponden a los operadores para los electrones localizados en la base de Wannier en el sitio j,
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componente de esṕın σ y enerǵıa Ef . La tercera componente de (5) es la repulsión de Coulomb entre

los electrones localizados en cada sitio, donde nj,σ = f †j,σfj,σ es el operador número de los electrones
f y σ̄ es la componente de esṕın opuesta a σ. El cuarto término describe la hibridación entre los
electrones de conducción y los electrones localizados [31]:

Hh =
∑
j,kσ

(
Vj,kσf

†
j,σCk,σ + V ∗j,kσCk,σfj,σ

)
, (6)

con el factor de acoplamiento Vj,kσ dado por

Vj,kσ =
1√
Ns

Vσ(k) exp(ik ·Rj). (7)

Empleando los operadores de Hubbard Xj,ba = |j, b〉〈j, a| que transforman el estado |a〉 del sitio j a
estado |b〉 de mismo sitio, siendo |a〉 y |b〉 estados propios del número de electrones. El álgebra de
estos operadores está definida por la regla del producto cuando están en el mismo sitio [32]:

Xj,abXj,cd = δbc ·Xj,ad, (8)

con estos operadores es posible generalizar la ecuación (5) para diferentes configuraciones usando
muchas otras elecciones de estados, aśı el hamiltoniano (5) queda escrito por

H =
∑
k,σ

Ek,σc
†
k,σck,σ +

∑
σ,j

Ef,σXj,σσ +
∑
j

(Ef,σ + U)Xj,dd +Hh, (9)

donde

Hh =
∑
j,k,σ

(
Vj,k,σX

†
j,0σCk,σ + V ∗j,k,σC

†
k,σXj,0σ

)
. (10)

La enerǵıa Ej,σ +U de la ecuación (9) contiene la repulsión de Coulomb descrita en el tercer término
de la ecuación (5) y los términos k y σ en la suma indican que se suma sobre todos los estados |k〉 y
|σ〉 que se desean incluir en el modelo. En general Xj,ab (donde a y b son números cuánticos) tiene
un carácter fermiónico si la diferencia entre el número de ocupación de los estados |a〉 y |b〉 es un
número impar y de carácter bosónico si dicha diferencia es un número par.

En el modelo de Anderson para U finito tiene cuatro estados |0〉 (estado vaćıo), |+〉 (estado “up”),
|−〉 (estado “down”) y doble ocupación |d〉 = |+−〉 1, existen cuatro operadores de Hubbard (X)
que destruyen un electrón en un sitio dado [33]. La relación de identidad en el espacio de los estados
localizados en el sitio j es

Xj,00 +Xj,σσ +Xj,σ̄σ̄ +Xj,dd = I, (11)

donde σ̄ = −σ, y los cuatro operadores Xf,aa son los proyectores para los estados |f, a〉. Los números
de ocupación de la impureza, nf,a = <X> satisfacen la relación de completez

nj,0 + nj,σ + nj,σ̄ + nj,d = 1. (12)

1En el caso de repulsión de Coulomb infinita U −→∞ no existe doble ocupación (|d〉)
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Solución atómica

Para resolver el modelo de Anderson que describe una banda de conducción hibridizada con un nivel
localizado, considerando repulsión Coulombiana en el interior del nivel localizado, se debe solucionar
el Hamiltoniano de la ecuación (5); lo cual corresponde, como ya se habia mencionado, a considerar
el ĺımite de la banda de conducción nula. En estas condiciones es posible determinar anaĺıticamente
todo el espectro del sistema, obteniendo un total de 16 autoestados con sus respectivos autovectores
(ver Apéndice A), como lo mostrado en la figura 8 [7]. Empleando el formalismo de Zubarev es posible
obtener expresiones anaĺıticas exactas para las funciones de Green del sistema a temperatura finita
en este caso ĺımite [34] (ver Apéndice A).

Formalmente las funciones de Green, validas para el modelo periódico (MAP) y la impureza (MIA),
se describen por la ecuación de Dyson

GPC
σ = Mσ · (I−Aσ)−1 . (13)

esta ecuación Aσ = Wσ ·Mσ, y las funciones de Green forman la matriz

GPC =

(
Gff
↑ 0

0 Gff
↓

)
, (14)

y
Mσ = (I + GPC

σ ·Wσ)−1 ·GPC
σ , (15)

con Wσ = W↑,W↓ definidas respectivamente,

W↑(k, z) = |V |2g0
c,↑(k, z)I, (16)

W↓(k, z) = |V |2g0
c,↓(k, z)I

′, (17)

con

I =

(
1 1
1 1

)
I′ =

(
1 −1
−1 1

)
, (18)

Aqúı, la función de Green GPC
σ es, en principio desconocida. La matriz Mσ está definida por los

cumulantes (los cumulantes representan la suma esquemática de todos los procesos de dispersión
debido a la interacción).

M↑ =

(
m11 m13

m31 m33

)
(19)

M↓ =

(
m22 m24

m42 m44

)
, (20)

Usando, los resultados de las funciones de Green exactas GPC
σ (iω) de los electrones en los estados

localizados PC, desarrollando la matriz de inversión en (14), usando (16),(17), (19) y (20):

GPC
↑ =

(
GPC

11 GPC
13

GPC
31 GPC

33

)

=

(
m11 m13

m31 m33

)
− |V |2ϕ↑(iω)(m11m33 −m13m31)

(
1 −1
−1 1

)
1− |V |2ϕ↑(iω)(m11 +m33 +m13 +m31)

(21)
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GPC
↓ =

(
GPC

22 GPC
24

GPC
42 GPC

44

)

=

(
m22 m24

m42 m44

)
− |V |2ϕ↓(iω)(m22m44 −m24m42)

(
1 1
1 1

)
1− |V |2ϕ↓(iω)(m22 +m44 −m24 −m42)}

(22)

ϕσ, con σ =↑, ↓ es la función de Green para la banda de conducción que para este caso es modelada
como una banda cuadrada de ancho D = [A,B],

ϕσ(z) =
1

2D
ln

(
z −B + µ

z − A+ µ

)
(23)

aqúı µ es el potencial qúımico, z = iω, A y B los extremos del ancho de la banda de conducción.
De forma similar como se calcularón (21) y (22) es posible encontrar las funciones de Green de los
electrones de conducción Gcc

σ (k,k′, iω) y la FG cruzada Gcf
σ (k, iω),

Gcc
↑ (k,k′, iω) = g0

c,↑(k, iω)δ(k,k′) +
|V |2

Ns

g0
c,↑(k, iω)×

(m11 +m33 +m13 +m31)

1− |V |2ϕ↑(iω)(m11 +m33 +m13 +m31)
× g0

c,↑(k
′, iω) (24)

Gcc
↓ (k,k′, iω) = g0

c,↓(k, iω)δ(k,k′) +
|V |2

Ns

g0
c,↓(k, iω)×

(m22 +m24 +m42 +m31)

1− |V |2ϕ↓(iω)(m22 +m44 −m24 −m42)
× g0

c,↓(k
′, iω), (25)

La función de Green Gcf
σ está definida por el vector columna con dos componentes [23]

Gcf
σ = (Gcf

0σ,σ,G
cf
σ̄d,σ), (26)

Gcf
↑ (k, iω) =

V√
Ns

g0
c,↑(k, iω)× (m11 +m33 +m13 +m31)

1− |V |2ϕ↑(iω)(m11 +m33 +m13 +m31)
(27)

Gcf
↓ (k, iω) =

V√
Ns

g0
c,↓(k, iω)× (m22 +m24 +m42 +m31)

1− |V |2ϕ↓(iω)(m22 +m44 −m24 −m42)
(28)

El procedimiento para calcular los cumulantes exactos efectivos Mσ es tan complicado como obtener
las funciones de Green exactas Gff

σ . Se debe destacar que obtener los cumulantes exactos efectivos
es equivalente a sumar todas las contribuciones que, al realizar la expansión diagramática asociada
al problema, generan diagramas no irreducibles, teniendo en cuenta las reglas para la construcción
de diagramas asociadas al álgebra de los operadores de Hubbard [35]. Es decir obtener una solución
exacta para los cumulantes efectivos es equivalente a obtener una solución anaĺıtica exacta.
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El ĺımite atómico del modelo tiene la misma forma funcional para la ecuación de Dyson 13,

GPC,at
σ = Mat

σ · (I−W0
σM

at
σ )−1, (29)

De estas ecuaciones, dado que se conoce la solución anaĺıtica exacta para las funciones de Green, es
posible calcular los cumulantes exactos en este caso ĺımite

Mat
σ = (I + GPC,at

σ ·W0
σ)−1GPC,at

σ . (30)

Para el nivel localizado en el origen las ecuaciones (16) y (17) corresponden a

W0
↑(z) = |∆|2ϕ↑(z) =

(
1 1
1 1

)
(31)

W0
↓(z) = |∆|2ϕ↓(z) =

(
1 −1
−1 1

)
(32)

donde la contribución de los electrones de conducción c− está sobrestimada [36], porque se concentran
en un solo nivel de enerǵıa ε0 (consecuencia de “colapsar” la banda de conducción en un único nivel).
Para alivianar estos efectos se reemplaza V ∼ ∆ en (31) y (32) y la función ϕσ es

ϕσ(z) =
1

Ns

∑
k

g0
c,σ(k, z) (33)

ϕ0
σ(z) =

−1

z − ε0 − µ
(34)

donde el potencial qúımico µ aparece en ϕσ(z) porque ε(k, z) = Ek,σ − µ en g0
c,σ(k, z). Y la función

ϕ0
σ(z) se obtiene por sustituir g0

c,σ(k, z) en (33) por la función de Green no perturbada correspondiente
a la banda de conducción de longitud cero, localizada en ε0 (ver Apéndice A).
La esencia de la presente aproximación consiste en sustituir el cumulante efectivo Mσ desconocido,
por el cumulante del ĺımite atómico Mat

σ conocido, determinado por las ecuaciones (29-32)

Mσ −→Mat
σ , (35)

Procediendo con la inversión de la matriz dada por (30) empleando (31) y (32) reescribimos la matriz
Mσ para la solución atómica

Mat
↑ =

(
mat

11 mat
13

mat
31 mat

33

)

=

(
g11 g13

g31 g33

)
+ |∆|2ϕ0

↑(iω)(g11g33 − g13g31)

(
1 −1
−1 1

)
1− |∆|2ϕ0

↑(iω)(g11 + g33 − g13 − g31)
(36)

Mat
↓ =

(
mat

22 mat
24

mat
42 mat

44

)

=

(
g22 g24

g42 g44

)
+ |∆|2ϕ0

↓(iω)(g22g44 − g24g42)

(
1 1
1 1

)
1− |∆|2ϕ0

↓(iω)(g22 + g44 − g24 − g42)
(37)
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reemplazando Mat
↑ y Mat

↓ en las ecuaciones (21) y (22) se obtienen las funciones de Green para el

modelo atómico. Las funciones de Green FG de conducción Gcc
σ y cruzada Gcf

σ son encontradas de
forma similar. Las funciones gij son calculadas considerando: la banda de conducción en el ĺımite de
longitud cero y U-finito entre los electrones f (localizados) (Apéndice A). Los valores de mij son los
residuos de los electrones f (Tabla 4 del apéndice A). En este ĺımite todas las contribuciones en la
integral de transferencia entre los sitios electrónicos en la red son eliminados en el hamiltoniano, por
esta razón Vα = V en (6).

Imposición de la regla de suma de Friedel

La interacción entre una impureza magnética, ligada a un estado localizado y la banda de conducción,
puede verse dentro del formalismo general de teoŕıa de dispersión en mecánica cuántica. Dentro de
ésta, la satisfacción de los principios de conservación de la carga, el esṕın y el momentum magnético
orbital son consecuencia de la denominada regla de suma de Friedel [37], que admite la expresión
matemática

ρfσ(µ) =
sin2(πnfσ)

∆π
(38)

donde ρfσ(µ) es la densidad de estados en el nivel localizado evaluada en el potencial qúımico [38].
La regla de suma de Friedel [39] en T = 0 relaciona los estados extras por debajo del nivel de
Fermi producidos por la dispersión de electrones de conducción, electrones localizados y el corrim-
iento de fase δ(µ) en el potencial qúımico obtenido mediante el cálculo de la matriz de transferencia
Tf,σ(z) = V 2Gff,σ(z) para la impureza donde V es el potencial de dispersión.

La diferencia entre las funciones de Green exacta y aproximada radica en las enerǵıas εk que están
asociadas a los propagadores de los electrones c en el cálculo de los cumulantes efectivos exactos
Meff

σ (z), mientras que en la aproximación empleada estas enerǵıas son concentradas en el nivel de
conducción atómico ε0 en Mat

σ (z). A pesar que Mat
σ (z) es sólo una aproximación, todos los estados

empleados para obtenerla están presentes en la solución exacta [7]. De este modo se puede esperar que
las funciones de Green correspondientes tengan caracteŕısticas muy realistas. Sin embargo, se debe
decidir qué valor de ε0 elegir. Para esto se considera que la posición del nivel atómico de conducción
debe ser dado por ε0 = µ± δε0 . Esto deja la libertad de escoger el valor de ε0 que satisfaga la regla de
suma de Friedel definida en la ecuación (38) [23], asegurando que el valor de ε0 sea el más próximo
al potencial qúımico (nivel de Fermi en este caso) [7].
Los procesos de dispersión cuántica originan un cambio de fase. Este cambio de fase determina todos
los procesos de interferencia que afectan directamente las propiedades f́ısicas del sistema. La ecuación
(39) muestra la manera como se calculan estos cambios de fase, y la (40) el valor promedio del cambio
de fase.

G00 = Im(G00 +Re(G00) = |G00|eiφ,

φ(ω) = arctan(
Im(G00)

Re(G00)
). (39)

〈φ〉 =

∫ D

−D
(−dnF

dω
)φ(ω)dω. (40)
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Propiedades termoeléctricas

Para calcular el transporte termoeléctrico, en condiciones estacionarias, a través de todos las na-
noestructuras se aplica un voltaje “bias” (∆V = VL−VR) a través de los conductores de la izquierda
(L) y de la derecha (R), además de una pequeña diferencia de temperatura (∆T = TL − TR). De la
teoŕıa de respuesta lineal podemos saber que: una corriente Jα fluye por el sistema debido a gradientes
de temperatura ~∇T o por la existencia de campos eléctricos ~E = −~∇V . En los sistemas estudiados
en esta tesis se fija el potencial qúımico en cero (µ = 0) y por lo tanto las contribuciones debida a los

gradientes del potencial qúımico desaparecen (~∇µ = 0). Aśı la corriente de carga (Je) y la corriente
de calor (JQ) que circulan por el sistema vienen dadas por [7,11]:

Je = e2L0(T )(−∆V ) +
e

T
L1(T )(−∆T ), (41)

JQ = eL1(T )(−∆V ) +
1

T
L2(T )(−∆T ), (42)

donde e es la magnitud de la carga eléctrica y L0(T ), L1(T ) y L2(T ) son los coeficientes de transporte.
La conductancia de electrones es medida en condiciones isotérmicas (∆T = 0). Aśı la ecuación (41)
queda de la forma

Je = e2L0(T )(−∆V ), (43)

de la definición de la conductancia eléctrica [36]

G(T ) = − lim
∆V→0

Je
∆V

∣∣∣∣
∆T=0

= e2L0(T ). (44)

La contribución de la conductancia térmica (κ) es usualmente medida situando la muestra en un
circuito eléctrico abierto de tal forma que Je = 0. Reemplazando Je = 0 e la ecuación (41)

−∆V =
1

eT

L1(T )

L0(T )
∆T. (45)

Substituyendo este resultado en la ecuación (42) se obtiene

JQ =
1

T

(
L2(T )− L2

1(T )

L0(T )

)
(−∆T ) (46)

y de la definición de la conductancia térmica [36]

κ(T ) = − lim
∆T→0

JQ
∆T

∣∣∣∣
Je=0

=
1

T

(
L2(T )− L2

1(T )

L0(T )

)
. (47)

Por simplicidad no se considera la contribución debida a los fonones en la conductancia eléctrica.
Generalmente existen efectos de interacción entre las corrientes eléctrica y térmica. La termopotencia
(o coeficiente Seebeck) es definida por la relación

S = lim
∆T→0

∆V

∆T

∣∣∣∣
Je=0

=
−1

eT

(
L1(T )

L0(T )

)
. (48)
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Para calcular los coeficientes L0(T ), L1(T ) y L2(T ) se siguió el art́ıculo de Dong y X. L. Lei [4]
el cual deriva la corriente de part́ıculas y las fórmulas de flujo térmico de un PC conectado a dos
conductores con el formalismos de Keldysh para las funciones de Green fuera del equilibrio. Los
coeficientes de transporte eléctrico y termoeléctricos fueron obtenidos en presencia de un potencial
qúımico y gradientes de temperatura con la relación de Onsager en el régimen lineal automáticamente
satisfecho. Los coeficientes de transporte son consistentes con las fórmulas termoeléctricas generales
derivadas con anterioridad y dadas por

Ln(T ) =
2

h

∫ (
−∂nF (T )

∂ω

)
ωnτσ(ω)dω, (49)

donde, nF es la función de distribución de Fermi-Dirac, τσ(ω) = γ2|G00,σ(ω)|2 es la transmitancia para
los electrones con esṕın σ, γ = V 2/∆ es la constante de acoplamiento entre la banda de conducción
y el punto cuántico, ∆ es el parámetro de Anderson. G00,σ(ω) es la función de Green local en el PC,
la cual es diferente para cada nanoestructura.

Ley de Wiedemann-Franz

Para metales ordinarios el estado de la ley de Wiedemann Franz (LWF) describe una relación entre
la conductancia eléctrica y la conductancia térmica definida por el número de Lorentz (L)

L =
κ(T )

G(T )
, (50)

que asume un valor universal independiente de la temperatura dado por L0 =
(
π2

3

) (
kB
e

)2
= 2.45 ×

10−8WΩ/K2, donde kB es la constante de Boltzmann y e la carga eléctrica. Este resultado es
consecuencia del comportamiento de los electrones en el metal como un ĺıquido de Fermi, y expresa
básicamente el hecho que los electrones libres soportan el transporte de carga y el transporte de calor
(sin considerar la contribución de los fonones) [7]. En este trabajo se utiliza la LWF en la forma

W =
L(T )

L0

. (51)

Para metales ordinarios, las conductancias eléctrica y térmica están relacionadas con los mismos pro-
cesos de dispersión y solamente una débil dependencia con la enerǵıa. Esta es la principal razón
porque los metales ordinarios muestran bajos valores en ZT . Sin embargo en el caso de las na-
noestructuras la situación es completamente diferente debido al nivel de cuantización y la interacción
coulombiana, las cuales cambian drásticamente las propiedades de termoeléctricas del sistema. En
los casos de los sistemas de puntos cuánticos se mostrará que la violación de LWF es asociada con la
interacción de Coulomb [7,40]. Además se muestra que la violación de LWF a temperaturas T ∼ ∆
conduce a un fuerte incremento en ZT .
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Resultados

La aproximación atómica permite estudiar la f́ısica a bajas temperaturas, la cuál se encuentra
dominada por el efecto Kondo, dentro de una teoŕıa de muchos cuerpos. Los siguientes son los
paramétros que se utilizaron para realizar los cálculos: ∆ = πV 2ρc(µ) = 1 con potencial qúımico
µ = 0, donde D = 100∆ es el semi-ancho de la banda de conducción. La enerǵıa de correlación
electrónica está descrita por U = 20∆ y el ĺımite simétrico del modelo de Anderson se alcanza cuando
EPC1 = EPC2 = −U

2
= −10∆. Todos los valores de enerǵıa son expresados en unidades de ∆. Se

describe un sistema de 2 PCs no interactuantes entre si, es decir alejados uno del otro lo suficiente
como para que no exista un término de correlación directa entre estados localizados en el Hamiltoni-
ano, esto corresponde a una situación experimental en donde la distancia de separación entre los PCs
es mucho mayor que la longitud de onda de De Broglie de los portadores de carga confinados en cada
PC. Para obtener las propiedades termoeléctricas y de transporte en el régimen lineal se calculó el
coeficiente de transmisión de cada sistema, éste es proporcional al modulo al cuadrado de la función
de Green local que describe el sistema y que tiene en cuenta los posibles procesos de interferencia
cuántica que se pueden presentar en el mismo. La función de Green local es calculada en términos de
una función de Green de conducción efectiva dependiente de la geometŕıa del sistema y de la “con-
figuración-régimen” en que se encuentre el primer PC. En los dos casos a estudiar se considera que el
primer punto cuántico se encuentra con parámetros fijos (EPC1 = −U/2 = −10∆ y VPC1 = V1 = Cte),
los dos PCs se consideran “idénticos” es decir UPC1 = UPC2 = 20∆y V1 = V2. Todas las propiedades
del sistema se describen en función de la enerǵıa del segundo PC y la temperatura.

Puntos cuánticos en serie

Figura 9: Esquema del sistema de puntos cuánticos en serie. L y R hacen referencia a los electrodos de
izquierda y derecha que forman el hilo cuántico. V1 y V2 son la hibridación de hilo cuántico con el punto
cuántico, esta hibridación se asume de igual valor para los electrodos L y R (se asumen conductores simétricos
e idénticos).
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La función de Green local de esta configuración es:

Gσ
00(ω) = (Gσ

c (ω))3V 2
1 G

σ
PC1(ω)V 2

2 G
σ
PC2(ω)

= (Gσ
Cond(ω))2V 2

2 G
σ
PC2(ω) (52)

aqúı, Gσ
c (ω) = −1

2D
ln(ω+D

ω−D ) es la función de Green de conducción (FGC) de un canal baĺıstico con
semiancho de banda D, Gσ

PC1(ω) es la FG que describe el PC1, asociada a la FG del estado localizado
(Gσ

ff (ω)) en el modelo de la impureza de Anderson, analogamente Gσ
PC2(ω) es la FG que describe el

segundo punto cuántico. Para cada PC se exige la satisfacción de la regla de suma de Friedel [37].

La FG de conducción efectiva es Gσ
Cond(ω) = ((Gσ

c (ω))3V 2
1 G

σ
PC1(ω))

1/2
y todo el sistema se comporta

como un PC (PC2) inmerso en un canal de conducción descrito por la FG de conducción efectiva
que depende de la FG del PC1, es decir que “carga” la información asociada al proceso de dispersión
mecánico cuántico a través del PC1.

Efecto Kondo: Régimen Simétrico EPC1 = EPC2 = −10∆.

La figura 10 muestra el cambio de fase asociado a las diferentes FG en función de la enerǵıa del segundo
PC (EPC2) para tres temperaturas diferentes en el ĺımite simétrico. En la figura a se puede observar
el cambio de fase calculado a partir de la función de Green Local G00 y en la figura b el cambio de fase
que sufren los electrones asociados al canal de conducción efectivo. Este cambio de fase está asociado
a los procesos de dispersión cuántica en el sistema y determinan las posibles interferencias cuánticas
que se manifiestan en las diferentes propiedades f́ısicas. Para el canal de conducción efectivo, existe un
cambio de fase esencialmente constante entorno de π

2
asociado a la presencia del primer PC en el ĺımite

simétrico, ligado al efecto Kondo en este PC a muy bajas temperaturas (T = 10−3∆), esta condición
es bien conocida en la literatura [41,42,43] La variación entorno al valor simétrico del segundo PC se
presenta debido al cálculo autoconsistente para satisfacer la regla de suma de Friedel en cada PC.
Los valores a altas temperaturas fluctuan de manera simétrica alrededor del valor esperado a muy
bajas temperaturas, como era de esperarse, pues el primer PC se encuentra en una situación en donde
existe simetŕıa electrón-hueco.

Figura 10: a) Fase Local y b) Fase del canal de conducción
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La figura 10-b presenta el cambio de fase asociado a la FG local, nuevamente en función de la enerǵıa
del segundo PC EPC2. Es sabido que para un PC inmerso en el canal de conducción la regla de
suma de Friedel se satisface si se cumple la relación πnPC

2
= φ [41,42,43], en este caso el número de

ocupación es el asociado al segundo PC. Es evidente que para valores altos de EPC2 el PC2 tiende a
estar vaćıo y por lo tanto la fase asociada es pequeña, en torno al limite simétrico nPC2 ∼ 1 y por
lo tanto φ ∼ π

2
, pues se presenta ocupación simple ligada al efecto Kondo. Para valores bajos de

EPC2 la ocupación nPC2 ∼ 2 y por lo tanto φ ∼ π, como se evidencia en la gráfica. Los resultados
obtenidos nos indican que la satisfacción de la regla de suma de Friedel se está cumpliendo en el
cálculo numérico autoconsistente.

La figura 11 muestra el comportamiento de la conductancia eléctrica G a diferentes temperaturas
en función de la enerǵıa del segundo PC EPC2. A bajas temperaturas T = 10−3∆ la conductancia
eléctrica es prácticamente cero, salvo en torno al ĺımite simétrico del segundo PC, en donde se obtiene
un valor muy próximo al máximo permitido G = 2e2/h. Cabe resaltar que este resultado indica un
comportamiento tipo “filtro de corriente” cuando la enerǵıa del segundo PC está en el ĺımite simétrico,
esto es, en un posible montaje experimental a muy bajas temperaturas, la conducción eléctrica sólo
será significativa si el voltage de puerta (“gate voltage”) en el PC2 genera la condición simétrica del
mismo. Al incrementar la temperatura surgen además dos pequeños picos asociados a las fluctuaciones
de carga en los PCs. Los valores mińımos de G antes de que aparezca su valor máximo son debidos
a la competencia que existe entre el bloqueo de Coulomb y el efecto Kondo. Cuando la temperatura
se incrementa por encima de la temperatura Kondo, el efecto Kondo desaparece y el bloqueo de
Coulomb domina, haciéndose responsable de los mı́nimos en G entre los valores de enerǵıa del PC2
asociados a la entrada del primer (EPC2 ∼ µ = 0.0∆) y del segundo (EPC2 ∼ −U = −20∆) electrón
al PC2.

Figura 11: Conductancia eléctrica vs Enerǵıa del PC2 (EPC2) para un sistema de PCs en serie.

La figura 12 muestra la termopotencia (S) en función de la enerǵıa EPC2 del segundo PC. Como
se puede observar, S presenta un comportamiento oscilatorio como el que se reporta en la literatura
para el caso de un único PC inmerso en un canal de conducción [16,18,44,45,46,52], con una diferencia
importante, para el caso de un único PC se obtienen valores de S muy pequeños a bajas temperaturas,
lo cuál no ocurre en este caso, esto indica que la presencia del primer PC en la condición simétrica
y la consequente alteración de la fase en un factor π/2 aproximadamente, contribuye a incrementar
la termopotencia en el sistema. Esto es consistente con el resultado obtenido para la conductancia
eléctrica, el comportamiento tipo “filtro de corriente” en el valor del ĺımite simétrico es análogo a
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la existencia de un sistema en donde se presenta un tunelamineto resonante. Asociado a esto se
espera la presencia de una fuerte fluctuación de carga en el sistema equivalente (un PC inmerso
en el canal de conducción asociado a la FGC equivalente) y con esto un valor importante de la
termopotencia entorno al ĺımite simétrico. Es sabido que las contribuciónes a la termopotencia de
electrones y huecos son de signo opuesto (efecto dipolar), razón por la cual exactamente en el ĺımite
simétrico del sistema la termopotencia siempre es nula, ya que en esta condición se tiene simetŕıa
electrón-hueco. La presencia de valores negativos para S arriba del valor del potencial qúımico
(EPC2 > µ) indican que la contribución dominante es de electrones, valores positivos de S indican
una contribución dominate de huecos. Para T = 10−2∆ se manifiesta una oscilación entorno al
ĺımite simétrico, similar a la que se encuentra en resultados análogos para un SET (Single electron
transistor - sistema con un único PC inmerso en un canal de conducción) a temperaturas más altas
(aproximadamente un orden de magnitud mayor) [7,14,18,44,45,47,52] Nuevamente el valor obtenido
para S es mayor que el reportado para el caso de un único PC inmerso en un canal de conducción
baĺıstico a la misma temperatura [8,44,45,52]. Interpretamos este resultado, asociado a la presencia
de efectos de correlación electrónica y cambio de fase en los procesos de dispersión mecánico cuánticos
(a T = 10−2∆, aún debe estar presente el efecto Kondo) que generan un sistema equivalente al de un
único PC (SET), con efectos de renormalización que originan un comportamiento cualitativo similar
al de un SET, pero a temperaturas más altas. A altas temperaturas, T ≥ 10−1∆, desaparece el efecto
Kondo y los efectos de interferencia cuántica asociados a este, razón por la cuál domina el bloqueo
de Coulomb y se presentan dos contribuciones importantes (en valor absoluto) para S en torno a
EPC2 = µ = 0.0∆ y EPC2 = −U = −20∆, asociadas a fuertes fluctuaciones de carga en el PC2 por
la entrada de un primer electrón (EPC2 = µ = 0.0∆) y de un segundo electrón EPC2 = −U = −20∆
al PC.

Figura 12: Termopotencia vs Enerǵıa del PC2 (EPC2) para un sistema de PCs en serie.

La figura 13 muestra el valor de la conductancia térmica electrónica κ en función de EPC2. En términos
generales, se puede observar que a bajas temperaturas se presenta un comportamiento similar al de
la conductancia eléctrica (ver figura 11) lo cuál evidencia una proporcionalidad entre las dos magni-
tudes. En un metal convencional (sin efectos de correlación) los procesos de dispersión electrónicos
para originar la conductividad eléctrica son los mismos que contribuyen a la conductividad térmica,
básicamente por esta razón se obtiene una relación de proporcionalidad entre las dos magnitudes,
asociada al denominado número de Lorentz y la ley de Wiedemann-Franz, de manera que al ser
ésta “normalizada” al valor del número de Lorentz se origina un valor constante igual a la unidad
W = 3e2κ

TGπ2kB
2 = L(T )

L0 (ver última sección caṕıtulo anterior). A bajas temperaturas pareciera ser esta
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la situación, pero dado que se sabe de la presencia de efectos de correlación electrónica que alteran
el comportamiento esperado para la conductancia eléctrica y la termopotencia (recordar discusión de
las figuras 12 y 13), se espera que el valor de la constante de proporcionalidad sea diferente de la
unidad (el sistema no se comporta como un metal convencional). A altas temperaturas T ≥ 10−1∆
las fluctuaciones térmicas “apantallan” los efectos de correlación electrónica y es de esperar que el
sistema se describa como un metal convencional (ĺıquido de Fermi); la presencia de dos picos entorno
a los valores en donde se presenta fuerte fluctuación de carga es evidente.

Figura 13: Conductancia Térmica κ vs Enerǵıa del PC2 (EPC2) para un sistema de PCs en serie.

La figura 14 muestra la ley de Wiedemann-Franz (LWF) en función de la enerǵıa EPC2 para diferentes
temperaturas. Se observa el no cumplimiento de la LWF para bajas temperaturas, lo cuál demuestra
que el sistema no se comporta como un metal convencional, en acuerdo con nuestra discusión previa
para los resultados de la conductancia térmica; notese además que a altas temperaturas el valor es
cercano a la unidad (ĺınea amarilla), lo cual indicaŕıa que L = L0 para T = ∆ y el sistema es un
liquido de Fermi convencional. En términos generales, se evidencia para la ley de WF un valor que
“oscila” en torno de 4, similar al obtenido para el caso de un único PC acoplado lateralmente a un
canal de conducción baĺıstico [7,14,18,44,45,47,48]. Trabajos teóricos previos [7,48,49] asocian la no
validez de la ley de WF con condiciones donde se optimiza la eficiencia térmica asociada al producto
entre la denominada figura térmica de mérito y la temperatura ZT = TS2G/κ.

Figura 14: Ley de Wiedemann Franz para sistema de puntos cuánticos en serie.
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La figura 15 muestra ZT = TS2G/κ en función de la enerǵıa EPC2 del segundo PC. El producto adi-
mensional ZT resulta ser un coeficiente de eficiencia de generadores y refrigeradores termoeléctricos,
es decir, permite conocer la utilidad de un sistema ya sea para usarlo como un sistema de refrigeración
o un generador de termopotencia. Los resultados de ZT para un único PC inmerso en un canal de
conducción baĺıstico [7,45] son bastante bajos, tan solo se obtienen valores significativos ZT > 1
a altas temperaturas (T > ∆) en torno a los valores de enerǵıa que están asociados a una fuerte
fluctuación de carga EPC2 ∼ 0.0∆ y EPC2 ∼ −U . Nuestros resultados indican valores significativos
de ZT en torno al ĺımite simétrico a bajas temperaturas (ZT ∼ 2.0 para T ' 10−3∆), esto es, un
incremento importante en la eficiencia termoeléctrica con relación a la misma para el caso de un único
PC a bajas temperaturas. A medida que se aumenta la temperatura se manifiesta un desplazamiento
de los picos hasta los valores en donde se presenta fuerte fluctuación de carga, esto es natural, pués al
incrementarse las fluctuaciones térmicas, y con estas, el apantallamiento de los efectos de correlación
electrónica, domina el bloqueo de Coulomb sobre el efecto Kondo.

Figura 15: Las ĺıneas solidas muestran el producto entre la figura térmica de merito y la temperatura y las
ĺıneas punteadas el parámetro de Mahan-Sofo [49], las dos en función de la enerǵıa PC2(EPC2) para bajas
temperaturas.

Las ĺıneas punteadas expresan el valor del parámetro de Mahan-Sofo[7,45,49] ξ =
L2
1(T )

L0(T )L2(T )
que

permite reescribir ZT = ξ
1−ξ . Es evidente que la máxima eficiencia termoeléctrica del sistema se

alcanza cuando el parámetro de Mahan-Sofo es uno, esto origina un valor de ZT que tiende a infinito
y con esto, a la eficiencia de una maquina de Carnot equivalente [49,51]. Los resultados para el
parámetro de Mahan-Sofo, indican valores por debajo de la unidad pero próximos a ésta, en la
posición de los picos en donde se presentan los máximos de ZT para cada temperatura, lo cúal nos
dice que el sistema está próximo a alcanzar su máxima eficiencia termoeléctrica, aunque aún no la
ha alcanzado. Como ya se indicó, a altas temperaturas T ≥ 10−1∆ se presentan los máximos valores
de ZT en torno a las enerǵıas para el PC2 en donde se presenta fuerte fluctuación de carga, este
comportamiento es básicamente el mismo que fué obtenido para el caso de un único PC inmerso
en un canal de conducción, no obstante, es importante observar que los resultados alcanzados para
un único PC y el mismo conjunto de parámetros (PC2) en un trabajo previo [7,45], indican una
reducción en la temperatura a la cúal se presentan los máximos valores de ZT, esta reducción es
aproximadamente de un orden de magnitud, es decir pasan de aproximadamente T ∼ ∆ (caso de
un único PC) a T ∼ 10−1∆ (caso actual) para obtener magnitudes de ZT ∼ 4, lo cúal está de
acuerdo con los resultados previos obtenidos para menores temperaturas. Un análisis anterior para
un SET con el mismo conjunto de parámetros (caso simétrico U = 20∆), en donde se realizó una
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comparación de los resultados obtenidos con resultados experimentales [7,45], permitió estimar que
∆ ∼ 10K. Como esta descripción teórica no incorpora la presencia de fonones, el problema se limita
a valores de temperatura por debajo de la temperatura de “activación” de las vibraciones de la red
TDebye -temperatura de Debye (T < TDebye), por esta razón nos limitamos a valores de temperatura
T ≤ ∆.

Punto Cuántico inmerso y el otro acoplado lateralmente al

hilo Cuántico

Figura 16: Esquema del sistema de puntos cuánticos, el primero inmerso y el segundo acoplado lateralmente
al hilo cuántico. L y R hacen referencia a los electrodos de izquierda y derecha que forman el hilo cuántico.
V1 y V2 son la hibridación de hilo cuántico con el punto cuántico, esta hibridación se asume de igual valor
para los electrodos L y R (se asumen conductores simétricos e idénticos)

La función de Green local de esta configuración es:

Gσ
00(ω) = (Gσ

c (ω))2V 2
1 G

σ
PC1(ω) + (Gσ

c (ω))3V 2
1 G

σ
PC1(ω)V 2

2 G
σ
PC2(ω)

= (Gσ
Cond(ω))2V 2

2 G
σ
PC2(ω), (53)

aqúı, Gσ
c (ω) = −1

2D
ln(ω+D

ω−D ) es la función de Green de conducción de un canal baĺıstico con semiancho
de banda D, Gσ

PC1(ω) es la FG que describe el PC1, asociada a la FG del estado localizado (Gσ
ff (ω))

en el modelo de la impureza de Anderson, análogamente, Gσ
PC2(ω) es la FG que describe el segundo

punto cuántico. Para cada PC se exige la satisfacción de la regla de suma de Friedel [37]. La FG de

conducción efectiva es Gσ
Cond(ω) =

(
(Gσc (ω))2V 2

1 G
σ
PC1(ω)

V 2
2 G

σ
PC2(ω)

+ (Gσ
c (ω))3V 2

1 G
σ
PC1(ω)

)1/2

y todo el sistema se

comporta como un PC (PC2) inmerso en un canal de conducción descrito por la FG de conducción
efectiva que depende de las FG del PC1 y del PC2.

Efecto Kondo: Ĺımite simétrico EPC1 = EPC2 = −10∆.

La figura 17 muestra el cambio de fase asociado a las diferentes FG en función de la enerǵıa del
segundo PC (EPC2) para tres temperaturas diferentes en el ĺımite simétrico. En la figura a se puede
observar el cambio de fase calculado a partir de la FG local G00, y en la figura b el cambio de fase
que sufren los electrones asociados al canal de conducción efectivo. Como en el caso anterior (2 PCs
inmersos en el canal de conducción) este cambio de fase está asociado con los procesos de disperción
mecánico cuánticos existentes en el sistema, hay que tener en cuenta que al cambiar la geometŕıa
del sistema, se modifica la FG local y por lo tanto los procesos de interferencia cuántica presentes.
En este caso el cambio de fase asociado al canal de conducción efectivo presenta un comportamiento
similar al obtenido en la configuración geométrica presedente, esto es, un cambio de fase entorno de
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Figura 17: a) Fase Local y b) Fase del canal de conducción.

π/2 asociado a la presencia del primer PC en el régimen Kondo, con variaciones entorno del ĺımite
simétrico del segundo PC, asociadas al carácter autoconsistente de las soluciones para cada PC.

Al considerar un único PC acoplado lateralmente a un canal de conducción baĺıstico hay que tener en
cuenta la presencia de dos “v́ıas” para la conducción, una no resonante a través del canal de conducción
baĺıstico (sin “pasar” por el PC), y otra asociada a la posibilidad de tunelamiento cuántico del canal
baĺıstico al PC y del PC al canal baĺıstico, la presencia de estas dos “v́ıas” origina un fenomeno
de interferencia cuántica entorno al valor de enerǵıa asociado al inicio de la ocupación en el PC (el
potencial qúımico), al cúal se le puede atribuir un cambio de fase entorno de π/2 [7,28,32,44,45,47,48],
además, una vez se alcanza la ocupación simple en el PC, la presencia del momento magnético
localizado asociado a esta origina el efecto Kondo, el cuál altera nuevamente la fase del sistema
entorno de la misma cantidad pero con signo contrario (−π/2) originando un cambio de fase total
alrededor de cero entorno a la condición simétrica del sistema. Los procesos de interferencia cuántica
descritos permiten explicar las diferencias entre las propiedades de transporte y termoeléctricas entre
las dos geometŕıas consideradas hasta ahora, para un PC inmerso en el canal de conducción se tienen
picos en la conductancia en las enerǵıas asociadas a fluctuación de carga en el PC (entrada de un
y dos electrones al mismo), si no hay efecto Kondo (temperatura T > TK o presencia de campo
magnético B ∼ kBTK/µ0 donde kB es la constante de Boltzman y µ0 la permeabilidad magnética)
se presenta un mı́nimo entre los dos picos antes mencionados asociado al bloqueo de Coulomb (caso
de repulsión Coulombiana U finita), la presencia del efecto Kondo (T < TK , sin campo magnético)
origina un canal de conducción resonante adicional que se manifiesta en la presencia de un máximo en
la conductancia entorno al ĺımite simétrico. Para el caso de un PC acoplado lateralmente a un canal
baĺıstico, la conductancia eléctrica se “invierte”, es decir, los máximos se transforman en mı́nimos y
lo mı́nimos en máximos, esto, básicamente, es por el proceso de interferencia cuántica entre las dos
“v́ıas” para la conducción y el cambio de fase de π/2 anteriormente mencionado. En el caso de la
termopotencia tambien existe un cambio de signo de los resultados obtenidos para las dos geometŕıas
consideradas [7,14,32,44,47,52]. El caso que se pretende analizar ahora, incluye la presencia adicional
de un PC1 en el regimen Kondo inmerso en el canal de conducción y un PC2 acoplado lateralmente.
Debido a la presencia del PC1 en el regimen Kondo en este canal y la geometŕıa del sistema se va a
tener un cambio de fase asociado a procesos de interferencia cuántica que se deben de tener en cuenta
al realizar el análisis del sistema. La figura 17 b presenta el cambio de fase asociado a la FG local

28



en función de la enerǵıa del segundo PC. Es evidente que para enerǵıas altas, EPC2 > µ = 0.0∆,
esto es, cuando el PC2 está desocupado, la fase es esencialmente la misma del canal de conducción
efectivo similar a π/2; al tener enerǵıas EPC2 ∼ µ = 0.0∆, se “activa” el proceso de tunelamiento
desde el canal de conducción al PC2, que tiende a “cargar” este último y se adiciona el cambio de
fase vinculado con la presencia de las dos “vias” para la conducción, razón por la cual se presenta
un incremento que lleva el valor del cambio de fase próximo de π. Al ir entrando en el régimen
Kondo, es decir, entorno de la condición simétrica, se presenta una disminución del cambio de fase
asociada al efecto Kondo (nuevo cambio de fase entorno de −π/2), que nuevamente lleva la fase del
sistema entorno de π/2. Para valores de EPC2 a la izquierda del ĺımite simétrico se presenta un
comportamiento similar, pero con signo cambiado respecto a π/2, esto es originado por la simetŕıa
del sistema entorno a la condición simétrica EPC2 = −10 = −U/2 del modelo.
El comportamiento de la conductancia eléctrica (G) a diferentes temperaturas en función de EPC2 es
mostrado en la figura 18. Se observa que en el ĺımite simétrico, a T = 10−3∆, G es prácticamente cero,
y que para las temperaturas T = 10−1∆ y T = 10−2∆ se presentan dos máximos que se encuentran
muy por debajo del valor permitido G = 2e2/h pero que, sin embargo, parecen estar ligados a un
“remanente” del efecto Kondo, en la medida que se presentan en una región en donde no se espera
que exista fluctuación de carga, al menos para T = 10−2∆ y justo en el valor del potencial qúımico
µ = 0.0∆. En las regiones donde existen fluctuaciones de carga se producen valores más grandes
de G casi del doble de lo que se obtiene sobre la región simétrica ya sea en el “paso-transición” del
régimen Kondo al de doble ocupación (EPC2 ∼ −20∆ = −U) o del régimen vaćıo hacia a el régimen
de valencia intermediaria (EPC2 ∼ µ = 0.0∆). Los valores mińımos de G antes de que aparezcan los
valores máximos son debidos a la competencia que existe entre el bloqueo de Coulomb y el efecto
Kondo. Cuando la temperatura se incrementa por encima de la temperatura Kondo, el efecto Kondo
desaparece y el bloqueo de Coulomb domina, haciéndose responsable de los mı́nimos en G entre los
valores de enerǵıa del PC2 asociados a la entrada del primer electrón (EPC2 ∼ µ = 0.0∆) y del
segundo (EPC2 ∼ U = 20∆) al PC2. Se debe resaltar aqúı que la presencia del primer PC inmerso en
el canal de conducción y en la condición simétrica origina que la conductancia eléctrica presente picos-
resonancias y no mı́nimos-antiresonancias, como los obtenidos para el caso de un único PC acoplado
lateralmente a un canal de conducción [7,14,32,44,45,47,52], en los valores de EPC2 asociados a fuerte
fluctuación de carga.

Figura 18: Conductancia eléctrica (G) vs Enerǵıa del PC2 (EPC2) en un sistema de puntos cuánticos, el
primero inmerso y el segundo acoplado lateralmente al hilo cuántico.
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La figura 19 muestra la termopotencia (S) en función de la enerǵıa EPC2. Se observa nuevamente el
comportamiento oscilatorio caracteŕıstico de S y la simetŕıa electrón-hueco para todas las temperat-
uras entorno al ĺımite simétrico EPC2 = −U/2 = −10∆; S = 0.0 en la condición simétrica debido
al efecto dipolar. Como ya se hab́ıa mencionado en el sistema anterior (puntos cuánticos en serie),
se espera tener las figuras térmicas de merito (Z) más altas en los máximos y en los mı́nimos de las
oscilaciones, lo cuál implica que para T = 10−3∆ se obtendŕıa el valor de Z más alto sobre la región
Kondo entre EPC2 = −8, 5∆ y EPC2 = −12, 5∆ para esta configuración, y para T = 10−1∆ el valor
más bajo. Se debe recordar que la oscilación entorno a la condición simetŕıca es originada por los
procesos de interferencia cuánticos ligados al efecto Kondo y la geometŕıa del sistema, el incremento
paulatino de S al lado derecho de esta condición es debido al paso del sistema del régimen vaćıo al
de valencia intermediaria, mientras que el comportamiento anti-simetrico, a la izquierda, está asoci-
ado al paso del régimen Kondo al de doble ocupación. En terminos generales se observa que, en la
condición del PC2 vaćıo o con doble ocupación, el signo de S cambia con relación al obtenido en la
geometŕıa anterior, esto es razonable y, debido al cambio de fase de π/2 ligado a la presencia de dos
canales para la conducción, el mismo resultado cualitativo se obtiene al comparar los valores de la
termopotencia para un PC inmerso en un canal baĺıstico con lo de un PC acoplado lateralmente al
mismo [7,14,32,44,45,47,52].

Figura 19: Termopotencia (S) vs Enerǵıa del PC2 (EPC2) en un sistema de puntos cuánticos, el primero
inmerso y el segundo acoplado lateralmente al hilo cuántico.

La conductancia térmica (κ) es mostrada en la figura 20 en función de la enerǵıa EPC2. Para las
temperaturas T = 10−3∆ y T = 10−2∆, κ es prácticamente cero, a medida que se incrementa la
temperatura su valor aumenta (caso para T = 10−1∆), presentando un comportamiento simétrico
en torno a EPC2 = −U/2 = −10∆ para todos los valores de temperatura, lo que refleja la simetŕıa
electrón - hueco presente en el sistema.
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Figura 20: Conductancia térmica (κ) vs Enerǵıa del PC2 (EQ2) en un sistema de puntos cuánticos, el
primero inmerso y el segundo acoplado lateralmente al hilo cuántico.

En la figura 21 se observa el comportamiento de la Ley de Wiedemann-Franz (LWF) en función de la
enerǵıa EPC2. Se puede observar que justo en la condición simétrica EPC2 = −10∆ = −U/2 para las
temperaturas T = 10−2 y T = 10−3 se obtiene un valor de WF ∼ 3.8, mostrando que en este régimen
el sistema no se comporta como un liquido de Fermi convencional como se espera para esta región a
bajas temperaturas. Sin embargo, para T = 10−1∆ (que es el valor de temperatura más alto), el valor
WF ≤ 1, es decir, el sistema va aproximandose al comportamiento habitual de liquido de Fermi. Se
observan dos valores máximos sobre la región Kondo entre EPC2 = −8, 5∆ y EPC2 = −12, 5∆ de
WF ∼ 13, lo que nos permite esperar valores de ZT áltos para esta región como consecuencia de la
violáción de la LWF, lo cuál es confirmado por los valores obtenidos para S en esta región como se
observó en la figura 19, se debe recordar que ZT = S2GT

κ
, donde T es la temperatura del sistema.

Figura 21: Ley de Wiedemann-Franz (LWF) vs Enerǵıa del PC2 (EPC2) en un sistema de puntos cuánticos,
el primero inmerso y el segundo acoplado lateralmente al hilo cuántico.

Finalmente la figura 22 muestra el producto entre la figura térmica de mérito y la temperatura (ZT)
en función de la enerǵıa EPC2, el cuál está asociado a la eficiencia termoeléctrica del sistema. Como se
hab́ıa predicho anteriormente en las figuras 19 y 21, los valores más altos se obtienen sobre la región
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Kondo entre EPC2 = −8, 5∆ y EPC2 = −12, 5∆ con ZT ∼ 1, 9 a bajas temperaturas, este es un
resultado similar cualitativamente al obtenido para el caso de un único PC acoplado lateralmente al
canal de conducción [48], pero con un incremento en el valor de ZT de aproximadamente una unidad.
Este es un resultado importante, debido a que valores de ZT > 1 indican condiciones en donde el
sistema puede presentar posibilidades de aplicación para el desarrollo de dispositivos termoeléctricos.
Sin embargo el valor de ξ que se observa simultánemente con los valores de ZT advierte que el sistema
no ha alzando su eficiencia máxima y que posiblemente bajo otros parámetros la eficiencia del sistema
debe ser más alta.

Figura 22: Producto entre la figura térmica de mérito y la temperatura (ZT) vs Enerǵıa del PC2 (EPC2)
en un sistema de puntos cuánticos, el primero inmerso y el segundo acoplado lateralmente al hilo cuántico.
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Conclusiones

Se utilizó la aproximación atómica para el modelo de la impureza de Anderson con repulsión coulom-
biana finita dado que permite estudiar la f́ısica a bajas temperaturas de sistemas nanoestructurados
como lo son los PCDs, a partir de éste se estudiaron las propiedades termoeléctricas de dos de estos
sistemas: PCs inmersos en un HC conectados en serie y un PC inmerso y el otro acoplado lateral-
mente al HC. En cada uno de estos sistemas se analizó el régimen Kondo en la condición simétrica,
los parámetros utilizados para cada sistema son los siguientes: ∆ = πV 2ρc(µ) = 1 con potencial
qúımico µ = 0, donde D = 100∆ semi-ancho de la banda de conducción. La enerǵıa de correlación
electrónica esta descrita por U = 20∆ y el ĺımite simétrico del modelo de Anderson se alcanza
cuando EPC1 = EPC2 = −U

2
= −10∆. Todos los valores de enerǵıa son expresados en unidades de

∆. Se consideró además que el primer PC tiene parámetros fijos (EPC1 = Ef = −10∆ = −U/2
y VPC1 = V1 = cte2) y las propiedades del sistema se estudiaron en función de la enerǵıa del PC2
(EPC2). Los PCs se supusieron idénticos UPC1 = UPC2 = 20∆.

Para el caso de PCs inmersos en un HC conectados en serie se presenta un comportamiento del
cambio de fase, tanto para el canal de conducción efectivo como para la FG local consistente con el
cumplimiento de los principios de conservación en el proceso de dispersión mecánico cuántico asociado
a esta geometŕıa y la condición simétrica del primer PC inmerso en el HC. Los resultados para la
conductancia eléctrica indican la presencia de un comportamiento tipo “filtro de corriente” en el valor
de la enerǵıa del PC2 asociado a la condición simétrica EPC2 = −10∆ = −U/2, resultado que puede
ser de gran interés para posibles aplicaciones prácticas ya que el sistema se está comportando como
un interruptor, que solo deja pasar la corriente cuando el voltaje externo es ajustado para generar la
condición simétrica en el PC2 [2], con un valor establecido de cambio de fase entorno de π/2. Además,
en términos generales, los procesos de interferencia cuántica presentes, asociados tanto a la geometŕıa
del sistema como a la correlación electrónica (efecto Kondo -bloqueo de Coulomb), contribuyen a que
el sistema no se comporte como un ĺıquido de Fermi a bajas temperaturas (no se satisface la ley de
Wiedemann-Franz), permitiendo un incremento considerable de los valores de la termopotencia y de la
eficiencia termoeléctrica (ZT ), especialmente en el régimen Kondo, entorno al ĺımite simétrico a muy
bajas temperaturas, comparados con los mismos resultados obtenidos para el caso de un único PC
inmerso en un HC baĺıstico [7,14,45,52]. Si bien los valores máximos de ZT se encuentran asociados a
procesos de fluctuación de carga a mayores temperaturas, se presentó una disminución de los valores
de temperatura a los cúales estos se manifiestan, nuevamente, al ser comparados con los reportados
para un único PC inmerso en un HC baĺıstico [7,14,45,52], esta disminución es de casi un orden de
magnitud en la temperatura para valores de ZT ∼ 4. Los máximos en la eficiencia térmica están
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todos por encima de la unidad ZT > 1, lo cual indica que el sistema, en las condiciones asociadas a
estos máximos, puede ser prometedor para desarrollar dispositivos termoeléctricos. Adicionalmente,
la información asociada al parámetro de Mahan-Sofo ξ nos indica que el sistema está próximo a al-
canzar la máxima eficiencia termoeléctrica posible (ξ ' 0.9) para el conjunto de parámetros asociados
a los máximos de ZT vinculados con procesos de fluctuación de carga a temperaturas relativamente
altas (T ∼ ∆). En torno al ĺımite simétrico (EQ1 = EQ2 = −10∆) a bajas temperaturas (T < ∆),
ξ ' 0.6, en los valores EPC2 en donde ZT ∼ 1.8 alcanza un máximo, como el valor ξ no es igual a
uno, se concluye que aún es posible en este régimen mejorar aún más la eficiencia termoeléctrica.

Para el caso de un PC inmerso en el régimen simétrico y el otro acoplado lateralmente, la pres-
encia de dos canales para la conducción en el PC2 altera la fase global de la FG local, si comparada
con el caso anterior; nuevamente los efectos ligados a la correlación electrónica e interferencia cuántica,
alteran el carácter ĺıquido de Fermi del sistema y propician un incremento en los valores de S y ZT a
bajas temperaturas, con relación a los mismos para el caso de un único PC acoplado lateralmente al
HC [7,11,44,51,52], esto es, se obtienen valores máximos de ZT ∼ 1.9 alrededor del ĺımite simétrico
a bajas temperaturas, mientras para un PC lateral se reportan valores máximos de ZT ∼ 0.8 en
condiciones similares [7,44]. El valor del parámetro de Mahan-Sofo ξ alcanza valores máximos de
0.7 aproximadamente en los máximos de ZT , indicando la posibilidad de seguir mejorando la efi-
ciencia termoeléctrica en esta geometŕıa. En términos generales se puede asegurar que la eficienca
termoeléctrica del sistema mejora al incorporar un primer PC en el régimen Kondo - configuración
simetŕıca, comparada a la obtenida para los casos de un único PC inmerso y acoplado lateramente al
HC, además los valores máximos de ZT > 1 indican la posibilidad de emplear estos sistemas para el
desarrollo de dispositivos termoeléctricos.
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Apéndice A

Funciones de Green en el modelo atómico para la impureza

de Anderson

En este apéndice se presentan los detalles del cálculo de de la función de Green para el modelo
de la impureza de Anderson en el ĺımite cuando de banda de conducción de ancho cero. En este
ĺımite todas las contribuciones del “hopping” son eliminadas del Hamiltoniano donde se ha tomando
Vf,k,σ = V (ver ecuación 7 ). Transformando los electrones de conducción para la representación
en la base de Wannier donde se tiene un sistema independiente en cada sitio. En este ĺımite hay
un átomo metálico aislado en cada sitio, uno de estos átomos representa la impureza de Anderson.
En esta aproximación de un átomo aislado se conoce la solución por lo tanto se puede diagonalizar
exactamente. En el Hamiltoniano de Anderson existen cuatro posibles ocupaciones para los electrones
de conducción (0, ↑, ↓, ↑↓) en cualquier sitio. Respecto a la impureza también existen cuatro posibles
estados (0,+1

2
,−1

2
, d). Por lo tanto el espacio de Fock caracterizado por dieciséis estados (|m,σ〉)

como se muestra en la Tabla (2) y la hibridación de los estados mezclados con igual número de
part́ıculas y la misma componente de esṕın z. Se puede entonces diagonalizar la matriz 16 × 16 la
cual presenta una estructura de bloques que simplifica el cálculo. El bloque más grande es de 3 × 3
y usando la formula de Cardano para resolver la ecuación algebraica de tercer grado asociada. los
resultados de este cálculo se presentan en la Tabla (3).

Para obtener las funciones de Green atómicas localizadas de la impureza con el ĺımite de ancho de
banda cero se usa la ecuación de Zubarev [35]

gff,atα,α′ (iωs) = −eβΩ
∑
n,r,r′

exp (−βεn−1,r) + exp(−βεn,r′)
iωs + εn−1,r − εn,r′

× 〈n− 1, r|Xj,α |n, r〉 (A-1)

Donde Ω es el potencial termodinámico, Enj son los valores propios y |nj〉 los vectores propios
correspondientes a la solución completa del Hamiltoniano. Resultando

Gff,at(ω) = eβΩ

16∑
i=1

mi

ω − ui
, (A-2)

donde ui son los polos de la función de Green dados en la tabla 4.
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|m,σ〉 Ei n Sz

|0, 0〉 0 0 0
|+, 0〉 ε0 1 1

2

|0, ↑〉 εq 1 1
2

|−, 0〉 εf 1 −1
2

|0, ↓〉 εq 1 −1
2

|+, ↑〉 εf + εq 2 1
|−, ↓〉 εf + εq 2 −1
|+, ↓〉 εf + εq 2 0
|−, ↑〉 εf + εq 2 0
|0, ↑↓〉 2εq 2 0
|d, 0〉 2εf + U 2 0
|d, ↑〉 2εf + εq + U 3 1

2

|+, ↑↓〉 εf + 2εq 3 1
2

|d, ↓〉 2εf + εq + U 3 −1
2

|−, ↑↓〉 εf + 2εq 3 −1
2

|d, ↑↓〉 2εf + 2εq + U 4 0

Tabla 2: Autoestados para el modelo de la impureza de Anderson en el ĺımite 2D = V = 0. Las
columnas indican los estados |n, σ〉, las enerǵıas Ei, el número de electrones n y la componente de
esṕın Sz [9].

Autoestados |j〉 = |n, j〉 Autoenerǵıas Ej ≡ Enr n Sz

|1〉 = |0, 1〉 = |0, 0〉 E1 ≡ E0,1 = 0 0 0
|2〉 = |1, 1〉 = cosφ |+, 0〉 − sinφ |0 ↑〉 E2 ≡ E1,1 = 1

2
(εf + εq −∆) 1 + 1

2

|3〉 = |1, 2〉 = cosφ |−, 0〉 − sinφ |0 ↓〉 E3 ≡ E1,2 = E2 1 − 1
2

|4〉 = |1, 3〉 = sinφ |+, 0〉+ cosφ |0 ↑〉 E4 ≡ E1,3 = 1
2
(εf + εq + ∆) 1 + 1

2

|5〉 = |1, 4〉 = sinφ |−, 0〉+ cosφ |0 ↓〉 E5 ≡ E1,4 = E4 1 − 1
2

|6〉 = |2, 1〉 = |+, ↑〉 E6 ≡ E2,1 = εf + εq 2 1
|7〉 = |2, 2〉 = |−, ↓〉 E7 ≡ E2,2 = E6 2 −1
|8〉 = |2, 3〉 = 1√

2
(|+, ↓〉+ |−, ↑〉) E8 ≡ E2,3 = E7 2 0

|9〉 = |2, 4〉 = a9 [|+, ↓〉 − |−, ↑〉] + b9 |d, 0〉+ c9 |0, ↑↓〉 E9 ≡ E2,4 = 2
√
−Q cos( θ1

3
) 2 0

|10〉 = |2, 5〉 = a10 [|+, ↓〉 − |−, ↑〉] + b10 |d, 0〉+ c10 |0, ↑↓〉 E10 ≡ E2,5 = 2
√
−Q cos( θ1+2π

3
) 2 0

|11〉 = |2, 6〉 = a11 [|+, ↓〉 − |−, ↑〉] + b11 |d, 0〉+ c11 |0, ↑↓〉 E11 ≡ E2,6 = 2
√
−Q cos( θ1+4π

3
) 2 0

|12〉 = |3, 1〉 = sin θ |d, ↑〉+ cos θ |+, ↑↓〉 E12 ≡ E3,1 = 1
2

(3εf + 3εq + U + ∆′) 3 + 1
2

|13〉 = |3, 2〉 = sin θ |d, ↓〉+ cos θ |−, ↑↓〉 E13 ≡ E3,2 = E1,2 3 − 1
2

|14〉 = |3, 3〉 = − cos θ |d, ↑〉+ sin θ |+, ↑↓〉 E14 ≡ E3,3 = 1
2

(3εf + 3εq + U −∆′) 3 + 1
2

|15〉 = |3, 4〉 = − cos θ |d, ↓〉+ sin θ |−, ↑↓〉 E15 ≡ E3,4 = E1,4 3 − 1
2

|16〉 = |4, 1〉 = |d, ↑↓〉 E16 ≡ E4,1 = 2εf + 2εq + U 4 0

Tabla 3: Autoenerǵıas En,r para los dieciséis estados |n, r〉 de H de la solución exacta del modelo
de la impureza de Anderson en el ĺımite 2D = V = 0. Donde n es el número de electrones, r es el
nombre del estado y Sz es la componente de esṕın en dirección z [4].

En la Tabla (3) se usaron las abreviaciones |j〉 = |n, r〉 y Ej ≡ En,r con j = 1, ..., 16. εn,r = En,r−nµ.
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Los parámetros

∆ =
[
(εf + εq)

2 + 4V 2
]1/2

(A-3)

∆′ =
[
(εf + U − εq)2 + 4V 2

]1/2
(A-4)

tanφ = 2V/(εq − εf + ∆) (A-5)

tan θ = 2V/(εf + U − εq −∆′) (A-6)

ai =
(
2 + 4V 2[(Ei − εf − U)−2 + (Ei − 2εq)

−2]
)−1/2

(A-7)

bi =
2V

Ei + 2εf − U
(A-8)

ci =
2V

E9 − 3εq
(A-9)

i = 9, 10, 11 (A-10)

θ1 = arccos
R√
−Q3

(A-11)

Q = −
1

9

[
12V 2 + (εq + εf ) + (2εf + U)2 + (2εq)− (εq)

2 − (εq + εf )(2εf + U)

−(εq + εf )(2εq)− (2εq + U)(2εq)
]

(A-12)

R =
1

54

{
−3
[
(εq + εf )2(2εf + U + 2εq) + (2εf + U)2(εq + εf + 2εq) + (2εq)

2(εq + εf + 2εf + U)
]

+

+2(εq + εf )(2εf + U)(2εq) + 18V 2
[
2(εq + εf )− (2εf + U)− (2εq)

]
+ 2

[
(εq + εf )3 + (2εf + U)3 + (2εq)

3
]}

(A-13)

u1 = E2 − E1 = E6 − E4
u2 = E5 − E1 = E6 − E2
u3 = E10 − E2
u4 = E11 − E2
u5 = E9 − E2
u6 = E10 − E4
u7 = E12 − E6 = E16 − E14
u8 = E12 − E9
u9 = E12 − E10
u10 = E12 − E11
u11 = E14 − E10
u12 = E14 − E11
u13 = E9 − E4
u14 = E11 − E4
u15 = E14 − E6 = E16 − E12
u16 = E14 − E9

Tabla 4: Polos de las funciones de Green correspondientes a todos las posibles transiciones en la
solución atómica [4].

Siguiendo la definición para los cumulantes (ecuaciones 19 y 20) se escriben todas las funciones de Green empleadas en el cálculo de la
aproximación atómica

Gff,at
↑ =

(
g11 g13
g31 g33

)
; Gff,at

↓ =

(
g22 g24
g42 g44

)
(A-14)

donde

g11 = e
βΩ

{[
sin

2
φ

(
e−βE1 + e−βE4

iω + E1 − E4

+
3

2

e−βE2 + e−βE6

iω + E2 − E6

)
+ cos

2
φ

(
e−βE1 + e−βE2

iω + E1 − E2

+
3

2

e−βE4 + e−βE6

iω + E4 − E6

)]
+

+

11∑
i=9

[
e−βE3 + e−βEi

iω + E3 − Ei
(ai sinφ)

2
+
e−βE5 + e−βEi

iω + E5 − Ei
(ai cosφ)

2
+
e−βEi + e−βE14

iω + Ei − E14

(ci sinφ)
2
+
e−βEi + e−βE12

iω + Ei − E12

(ci cosφ)
2

]}
(A-15)

g33 = e
βΩ

{[
sin

2
θ

(
e−βE15 + e−βE16

iω + E15 − E16

+
3

2

e−βE8 + e−βE12

iω + E8 − E12

)
+ cos

2
θ

(
e−βE13 + e−βE16

iω + E13 − E16

+
3

2

e−βE8 + e−βE14

iω + E8 − E14

)]
+

+

11∑
i=9

[
e−βE4 + e−βEi

iω + E4 − Ei
(bi sinφ)

2
+
e−βE3 + e−βEi

iω + E3 − Ei
(bi cosφ)

2
+
e−βEi + e−βE12

iω + Ei − E12

(ai sin θ)
2
+
e−βEi + e−βE14

iω + Ei − E14

(ai cos θ)
2

]}
(A-16)
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g13 = e
βΩ

11∑
i=9

{[
e−βE5 + e−βEi

iω + E5 − Ei
−
e−βE3 + e−βEi

iω + E3 − Ei

]
aibi sinφ cosφ+

[
e−βEi + e−βE14

iω + Ei − E14

−
e−βEi + e−βE12

iω + Ei − E12

]
aici cos θ sin θ

}
(A-17)

g13 = g31 (A-18)

g22 = e
βΩ

{[
sin

2
φ

(
e−βE1 + e−βE5

iω + E1 − E5

+
3

2

e−βE3 + e−βE7

iω + E3 − E7

)
+ cos

2
φ

(
e−βE1 + e−βE3

iω + E1 − E3

+
3

2

e−βE5 + e−βE7

iω + E5 − E7

)]
+

+

11∑
i=9

[
e−βE2 + e−βEi

iω + E2 − Ei
(ai sinφ)

2
+
e−βE4 + e−βEi

iω + E4 − Ei
(ai cosφ)

2
+
e−βEi + e−βE15

iω + Ei − E15

(ci sin θ)
2
+
e−βEi + e−βE13

iω + Ei − E13

(ci cos θ)
2

]}
(A-19)

g44 = e
βΩ

{[
sin

2
θ

(
e−βE14 + e−βE16

iω + E14 − E16

+
3

2

e−βE6 + e−βE12

iω + E6 − E12

)
+ cos

2
θ

(
e−βE12 + e−βE16

iω + E12 − E16

+
3

2

e−βE6 + e−βE14

iω + E6 − E14

)]
+

+

11∑
i=9

[
e−βE4 + e−βEi

iω + E4 − Ei
(bi sinφ)

2
+
e−βE2 + e−βEi

iω + E2 − Ei
(bi cosφ)

2
+
e−βEi + e−βE12

iω + Ei − E13

(ai sin θ)
2
+
e−βEi + e−βE14

iω + Ei − E15

(ai cos θ)
2

]}
(A-20)

g24 = g42 (A-21)
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