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Resumen

Diversos autores como Atkinson (1996), Pukelsheim (1993), Fedorov(1997), entre otros, han real-
izado investigacién en la construccién de disenos Optimos considerando diversos escenarios. Una
revisién en esta drea fue realizada por Lépez-Rios y Ramos-Quiroga (2007) quienes hacen una
introduccién a los disenios éptimos exponiendo los fundamentos tedricos para su construccion y
considerando una aplicacién para modelos lineales. Para modelos no lineales, algunos autores como
Dette (1999), Box (1959), Ford et al (1992) construyen disefios éptimos bajo distintos enfoques; este
altimo describe la metodologia de los disenos éptimos locales en problemas de regresién no lineal.
En este trabajo se construyen disefios D- éptimos y L-6ptimos para el modelo monocompartimental
y el modelo de Michaelis-.Menten, modelos no lineales de amplio uso en el drea farmacocinética.
El aporte de este trabajo es la realizacién de un estudio comparativo del efecto que tiene la lineal-
izacién en un modelo no lineal, sobre la construccién de disenos D-6ptimos y L-6ptimos. El efecto
es medido a través del cdlculo de las eficiencias de los disefios hallados bajo cada uno de los criterios

de optimalidad.
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Capitulo 1

Introduccion

Los disenos 6ptimos son 1tiles en diversas dreas de investigaciéon, en el sentido de que reduce los
costos y facilita la inferencia respecto a un proceso o fenémeno. De manera particular en el area
de farmacocinética se requiere estudiar cémo es el proceso de accién de un farmaco. Estos procesos
generalmente se pueden expresar mediante un modelo que en varios casos resulta ser no lineal,
como en el caso del modelo de Michaelis-Menten o en el caso cuando se estudia la cinética de un
farmaco, al considerar todos los 6rganos del cuerpo con los cuales interactia el medicamento como
si fueran un compartimiento, denominado modelo monocompartimental. En ambos casos, los mode-
los obtenidos se pueden linealizar mediante alguna transformacién apropiada ya sea en la variable
respuesta (concentracién plasmética) o en la variable regresora (tiempo de muestreo o dosis). Una
pregunta de interés que surge es ;qué ocurre con los disenos éptimos a partir del modelo original
sin transformar y con el modelo transformado?. Para responder este interrogante se estudian los
disenos D- y L-6ptimos para las dos modelos considerados, bajo dos escenarios; cuando los errores

son normales - independientes y cuando los errores son normales - correlacionados.

Los disenos experimentales éptimos fueron desarrollados originalmente por Kiefer(1959), princi-
palmente en modelos de superficies de respuesta. El origen del trabajo matematico sobre el diseno
de experimentos se remonta al trabajo realizado por Smith en 1918, segun lo referencia Lépez-Rios
& Ramos Quiroga (2007), quién en un trabajo sobresaliente encontré disefios éptimos para una
serie de modelos polinomiales de un solo factor. Posteriormente Fisher en 1960, citado por Atkinson
(1996), dio un tratamiento matemético de la determinacién del diseno 6ptimo para algunos modelos
no lineales, considerandose asi como una herramienta de potenciales desarrollos recientes. En el caso
de los modelos lineales, la construccién de disenos exactos, especialmente sobre regiones irregulares

de diseno es de bastante interés.



El trabajo introductorio de Kiefer (1959) da lugar a investigaciones en diversos tépicos de la es-
tadistica. Afios mds adelante, Atkinson (1988) retoma estas ideas para describir tedricamente los
procesos, proporcionando algunas ideas para la implementaciéon computacional de los algoritmos
que ayudan a encontrar los disenios éptimos bajo diversos criterios de optimalidad. El interés del
reporte radica en la descripcion que se hace acerca del diseno 6ptimo cuando se vinculan en el
estudio factores cualitativos y cuantitativos.

Algunas aplicaciones modernas son descritas por Atkinson (1996) quien hace una descripcién de los
avances actuales desde la perspectiva de su utilidad, entre ellos se presentan algunas aplicaciones de
los disenos 6ptimos exactos para modelos lineales particularmente sobre regiones de diseno irregu-
lares, como los disenos de bloques para superficies de respuesta. Ademas, se explican disenos D y
c-6ptimos en el caso de modelos no lineales, también describe disenos localmente éptimos y disenos
bayesianos y se explican algunos resultados para modelos lineales generalizados para el caso en que

se estudia la diferencia entre las respuestas de hombres y mujeres.

Lépez-Rios & Ramos-Quiroga (2007) en su introduccién a los disefios 6ptimos presentan con mayor
claridad la definicién, conceptos propiedades e implementacién de los criterios de optimalidad, pro-
porcionando algunos resultados, entre ellos el més importante, el teorema de equivalencia (Kiefer
& Wolfowitz, 1960), para modelos lineales y no lineales.Presentan algunos ejemplos de aplicacién
de la teoria de los disenos concluyendo acerca de las ventajas de los disenos y las diferencias en la
aplicacion de los criterios de optimalidad.

En farmacocinética han sido diversas las aplicaciones de esta teoria particularmente en la cons-
truccion de modelos por compartimentos, proporcionando expresiones matemaéticas, con propiedades

especificas dadas las condiciones del modelo (Atkinson, et al. 2007)

Trabajos como los de Lépez - Fidalgo & Wong W. K. (2002), Dette, et al (2005), entre otros, han
mostrado la importancia de los disenos 6ptimos en la explicacion de algin pardmetro farmacoldgico,
disciplina en la que se enfoca este estudio. Atkinson(1988,1996), Lépez-Rios & Ramos-Quiroga

(2007) presentan un panorama general de los trabajos realizados al respecto hasta el momento.

En el drea médica y especialmente en el campo farmacocinético los modelos no lineales son de
uso frecuente como lo menciona Katzung B. (2001), Gabrielsson & Weiner (2000) y Carmona, et al
(2005). A fin de estimar algunos pardmetros de interés para cada uno de los modelos usados en esta
area, se plantean algunos disenos de experimentos empiricos que permiten la estimacion de dichos
pardmetros como el planteado por Clark & Smith (1989) para el estudio del comportamiento de la
fenitoina sddica.

Los disenos D, ¢ y L-6ptimos para modelos lineales y no lineales son de bastante utilidad en el



campo investigativo. Los disenios 6ptimos para modelos lineales han sido ampliamente trabajados
por autores como Atkinson, et al. (2007), Lopez-Fidalgo & Wong. (2002), Dette & Wong (1999),
entre otros.

El objetivo de los disenios 6ptimos construidos y sugeridos en este trabajo corresponden a un enfoque
netamente estadistico que tiene su fundamento en la maximizacién de la informaciéon obtenida al
realizar un experimento de manera tal que se atiendan dos necesidades bésicas: la primera de ellas
es obtener la mayor informacién y la segunda minimizar los costos de muestreo, teniendo en cuenta
que se desea estimar eficazmente algunos pardmetros farmacocinéticos como el aclaramiento, el vo-
lumen de distribucién, en el caso del modelo monocompartimental, o el volumen de distribucién y

la constante de eliminacién del medicamento, en el caso del modelo de Michaelis - Menten.

El propésito principal de este trabajo es construir disenos D y L-6ptimos para modelos no lineales
de bastante aplicacion en el campo farmacocinético y compararlos con sus equivalentes construidos
a partir del modelo transformado, linealizado, y con base en esto establecer las condiciones bajo
las cuales los disenos obtenidos para el modelo no lineal original son comparables con los obtenidos
para el modelo transformado.

La estrcutura de este trabajo es como sigue:

En el capitulo 2 se exponen algunas definiciones bésicas ttiles para el desarrollo tedrico de este
trabajo, desde el punto de vista del fundamento teérico de los disenos éptimos y se introducen los

conceptos farmacoldgicos inherentes a los modelos trabajados.

El capitulo 3 presenta los resultados de importancia sobre la construccion de disenos D y L-6ptimos
para un modelo monocompartimental, derivado de la administracién de un medicamento via intra-
venosa rapida. Se muestra que existe una relacién directa entre el disefio D-6ptimo para el modelo
no lineal y el diseno D 4-6ptimo para el modelo linealizado, si para este ultimo se tiene en cuenta

la distribucion asintética de los estimadores de los parametros asociados al modelo transformado.

El capitulo 4 presenta algunos resultados importantes para el Modelo de Michaelis-Menten en su
version original y cuando este mismo modelo es transformado. Los resultados senalan la igualdad
en los disenos D-6ptimos para el modelo no lineal y linealizado y muestran que el diseno D-6ptimo
resulta ser tan eficiente como el A-6ptimo en la estimacion de los parametros del modelo, cuando

el objetivo es minimizar la varianza generalizada de los pardmetros estimados.

Finalmente el capitulo 5 presenta algunas conclusiones y recomendaciones derivadas de los resulta-
dos obtenidos en este trabajo y algunas sugerencias de lineas de investigacién que quedan abiertas

para ser abordadas con posterioridad.



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Introducciéon a los disenos 6ptimos

La teoria de disenos 6ptimos tiene como piedra angular la teoria de diseno de experimentos
clasico, al cual hace un aporte bastante significativo, en el sentido de mejorar la calidad de la in-
ferencia y reducir los costos de la investigacién. Estos disenos buscan determinar las condiciones
experimentales 6ptimas para realizar una inferencia adecuada acerca del comportamiento de la va-

riable respuesta y el nimero de réplicas que han de tomarse bajo cada una de las condiciones.

Un disenio éptimo permite determinar las condiciones experimentales, niveles X; s, donde se debe
medir la respuesta para obtener una mejoria en la calidad de la inferencia estadistica a un menor
costo y conocer el numero de réplicas en cada nivel del factor con el fin de estimar en forma éptima
el valor de los efectos promedios (en el caso de un disefio con factores). Para tal fin se identifica la(s)
variable(s) que interviene(n) en la explicacién de Y, y luego se establece un modelo que las relacione.
Es necesario aclarar que este modelo generalmente se fundamenta en los supuestos bésicos acerca
de la distribucién del término de error del modelo lineal, es decir, &; ~ N(0,0?) e incorrelacionados
(Lépez - Rios & Ramos - Quiroga. 2007).

Para ampliar este topico, se presentan algunas definiciones previas y conceptos basicos.

2.2. Conceptos Basicos

En algunas areas de investigacion como la medicina, la agricultura, la industria, entre otros, interesa

explicar una variable respuesta, Y, a través de k-variables explicativas mediante un modelo de la



forma:
Yi(z) =n(zi;0) + ¢ . (2.1)

En la expresién anterior 7(x;60) puede ser una funcién de tipo lineal o no lineal, z; es la i-ésima
condicién experimental (con i =1,2,--- ,n), z; € x, donde x se conoce como el rango de regresion,
0 es un vector de m parametros desconocidos, en el caso de los modelo considerados m = 2, y se

asume ademés que € ~ N (0, 0?).

2.2.1. Generalidades de los disenos 6ptimos

Segin Lépez-Rios & Ramos-Quiroga(2007), un diseno 6ptimo se define como una medida de pro-

babilidad, &, definida en el conjunto de todos los borelianos, B = Borel(x), con soporte finito, es

decir:
& B—R
A—£(4)
la siguiente es su notacion
f _ X1 X9 Ip
wp W2 ... Wp

con w; = &(x;). El soporte del disetio, £ es Supp(§) = [x1, ..., Tn],con n: nimero de puntos de soporte
de &, y las observaciones Y (x) se hacen en z1,...,z, con frecuencias (o pesos) aproximadamente
proporcionales a wy, ..., Wy,.

El conjunto de posibles condiciones experimentales estd dado por la regién de diseno y, la cual se
supone compacta, con el fin de garantizar que el problema de optimizacion, el cudl se discutird en la
secciéon 2.2.3, tenga solucién. El diseno se puede ver como una distribuciéon de probabilidad que da
un peso 1/n a cada uno de los puntos experimentales, donde no necesariamente las x; son diferentes.

La definicién anterior permite distinguir dos tipos de diseno:

» El diseno exacto: cuando los pesos del disefio estan dados por w; = “%, siendo n; el nimero

de réplicas a realizarse en x;.
» El disefo continuo: en este caso los w; € (0,1) y generalmente n X w; no es un entero.

“En la practica todos los disefios son exactos” (Atkinson A. et al. 2007) dado que para un N,
numero total de observaciones, moderado los disefios exactos pueden ser hallados con frecuencia
por una aproximacion entera de las medidas £ de los éptimos continuos, en otras palabras, el tra-
bajo consiste en aproximar los disenos continuos a los disenos exactos, encontrando asi el niimero
entero que indicard el nimero de réplicas bajo cada condiciéon. No obstante, a pesar de las ventajas
que representa en la practica trabajar con disenos exactos, desde el punto de vista tedrico es mas

via-ble trabajar con disenos continuos ya que se puede hacer uso de la teoria de anélisis convexo,



con el fin de garantizar que la funcién a optimizar alcance el maximo. Los detalles de las reglas de

la aproximacién de los disefios continuos a los disefios exactos son expuestas por Pukelsheim (1993) .

Cuando la funcién n(x;0) = 67 f(z), donde fT(x) = [f1, f2,. fm]L un vector de m-funciones
continuas linealmente independientes definidas en un conjunto compacto x, rango de regresién, y
0 € R™ es un vector de m-parametros desconocidos, se tiene la definicién de matriz de informacién
dada por Atkinson, et al (2007), presentada en la ecuacién (2.2). Cuando la funcién n(z;6) es no
lineal con respecto a los pardmetros se requiere entonces tomar la definicién de Fedorov & Hackl
(1997), en la ecuacién (2.3). La teoria que se enuncia a continuacién respecto a los disefios éptimos,
sus criterios de optimalidad y teorema general de equivalencia son igualmente vélidos para cuando

n(z;0) es o no lineal en los pardmetros.

2.2.2. Matriz de informacién

Para cada diseno ¢ se define la matriz de informacion:
M(©) = [ £@) 7 @)t @)
X

0 equivalentemente
n

M (€)=Y f (@) fT (wi)w; . (2.2)

i=1
Esta matriz mide la informacién que aporta el diseno para la estimacién del vector de parametros
6. Una extensién de dicha definicién para modelos no lineales es dada por Fedorov & Hackl (1997)
de la siguiente manera:

MEO) = > S@0)f (w0) (2.3)

z€Supp(§)

donde f(x;8), corresponde a la derivada parcial de la funcién no lineal a estimar con respecto a cada
uno de los pardmetros del modelo. Dado que el proceso de estimacién del vector de pardmetros 6
para el modelo no lineal es iterativo se requiere contar con valores iniciales preasignados para dichos
pardmetros como lo presenta Bates & Watts (1988). Propiedades de la matriz de informacién
Una matriz de informacién presenta algunas caracteristicas importantes(Fedorov & Hackl. 1997), a

continuacién se mencionan las mas relevantes:

1. La matriz de informacién es definida no negativa: Para cualquier vector a # 0 se tiene
que aT M (£) a > 0, lo cual se sigue de la definicién y el hecho de que a” ffTa = (an)2 >0.

2. La matriz de informacién es aditiva: La matriz de informacién corresponde a la suma



ponderada de la informacion suministrada por las observaciones individuales:
n
M(&) = f (i) 17 (wi)w;.
i=1

Tal como se ha trabajado hasta el momento la matriz de informacién mide la informaciéon que
aportan los datos respecto al vector de parametros 6, sin embargo se puede indagar acerca de como
medirla; para ello la teoria de disenos 6ptimos cuenta con una herramienta til que consiste en
definir una funcién de la matriz de informacién que permita cuantificar por medio de un valor real

la informacién que aporta dicho vector de pardmetros.

Propiedades de la funcién de la matriz de informacion

Se considera el caso general, es decir, cuando el investigador estd interesado en la estimacién de
g-combinaciones lineales de 6, representado por el subsistema K76, con K € R™*4,

El problema de disefio (Lépez-Rios & Ramos - Quiroga, 2007) para el sistema parametral K76, con-
siste en encontrar un diseno £* que sea factible y que maximice, sobre todos los disenos ¢ factibles
para dicho sistema, la funcién de la matriz de informacién, denotada ¥ y que se define de la siguiente

manera:

v (Cx (M () =¥ ((K"M (©K) )

donde M~ () corresponde a la inversa generalizada de la matriz de informacién M (¢) y Ck es
una funcién puente que cuantifica la informacién contenida en las ¢ combinaciones lineales de 6.
Se debe notar que esta dltima es una matriz definida no negativa de orden m, que en adelante se
notard NND(m).

El méaximo se alcanza para algin diseno & dada la compacticidad de la regién de diseno x. ¥ es
una funcién de valor real, ¥ : NND(q) — R, y es llamada una funcién de informacién si cumple

las siguientes propiedades (Pukelsheim, 1993):
» Homogéneamente Positiva: ¥ (6C) = 6¥ (C), § > 0, C > 0,
» Superaditiva: ¥ (C + D) > ¥ (C)+ ¥ (D), D,C > 0,
= No negativa: ¥(C) >0, C > 0,

= Semicontinua superiormente:
Los conjuntos de nivel {¥ > a} = {C € NND(q) : ¥ (C) > a} son cerrados para todo o € R,

= No constante: ¥ (C') # 0 para algin C' > 0.

La forma de cuantificar la informacién suministrada por la matriz de informacién depende de los

criterios de optimalidad, que se veran a continuacién.



2.2.3. Ciriterios de optimalidad

La teoria de disenios 6ptimos (Kiefer,1959) estd relacionada con la seleccién de un disefio £ que
maximiza algtin funcional de la matriz de informacién. De esta manera los criterios de optimalidad
son definidos como juicios que maximizan algin funcional real (con un significado estadistico) de
la matriz de informacién sobre la clase de todos los disenos aproximados definidos en B (Lépez -
Rios & Ramos - Quiroga, 2007). Para estos criterios siguiendo el enfoque de Pukelsheim (1993), se

introduce la funcién puente Ck.
Funciones de informacién

Existe una clase de funciones de informacion, denominada matriz means, la cual contiene los crite-
rios de optimalidad de mayor popularidad (Lépez-Rios & Ramos Quiroga. 2007). Sea C € NND(q)
para C definida positiva C' > 0, se define:

donde ¥, es una funcién de informacién para p € [—00, 1], Amax(C) ¥ Amm (C') corresponde al mayor

y menor valor propio de C, respectivamente, ver Pukelsheim (1993) seccién 6.7. Sea:
C=Cr (M) = (K"ME)~K)™",
Un diseno £ es ¢,-6ptimo si maximiza la funcién ¥, (Cx (M (£)).

Para p € {0,—1, —oco} se tienen los criterios de optimalidad més populares, versién generalizada,
que dependen de la maximizacion del respectivo funcional evaluado en la matriz de informacién ;

ellos son, respectivamente,

» Dg-optimalidad p = 0, criterio del determinante, equivale a minimizar el volumen del elip-
soide asociado a la estimacién del sistema parametral K76, cuando los errores son normales.
El diseno D-6ptimo se obtiene cuando K = I y el diseno c-6ptimo es el caso particular cuando
K es un vector y se desea estimar una combinacién lineal de los parametros, de esta manera

K = ¢p,%1. A continuacién se explicitan los criterios a utilizar en este trabajo.



c-6ptimo
El criterio c-6ptimo permite estimar una combinacién lineal de los pardmetros ¢’ con va-
rianza minima, donde c es el vector de constantes. El criterio de diseno a ser minimizado
es:

var (cTé) oMY (é)c . (2.4)

D-6ptimo
Un diseno D-6ptimo minimiza el volumen del elipsoide de confianza, asociado a la estimacion
de méxima verosimilitud de los pardmetros de n(x;8). En este caso se entiende que el disefio
6ptimo &* maximiza |M(£)|, o equivalentemente minimiza |M ’1(§)|. Algunos autores como
Atkinson, et al (2007) sugieren la conveniencia de usar funciones convexas en problemas de
maximizacién, de esta manera la funcién a considerar es la maximizacién de log |M ()| o la
minimizacién de

W(E) = —log |M(€)] - (2.5)

= L-optimalidad
Esté definido entre los criterios de linealidad junto con el disefio c-6ptimo. Asi dada una matriz

de coeficientes L de orden m X ¢, la funcién de la matriz de informacién a minimizar es:

V() =tr{M (&L} . (2.6)

En términos préacticos permite minimizar la suma de las varianzas asociadas a las estimaciones

de las g-combinaciones lineales.Para efectos del presente trabajo L = KKT.

= A-optimalidad
Un disefio es A-6ptimo si minimiza la suma de las varianzas asociadas a la estimacién de los

parametros del modelo. Asi la funcién a minimizar es:
V() =tr{M (9} . (2.7)

En general, después de obtener un posible diseno 6ptimo £*, la manera de verificar si en efecto éste

es un diseno éptimo, es a través del teorema general de equivalencia que se da a continuacién.

2.2.4. Teorema de equivalencia

En la teoria para disenos continuos se considera la maximizacién de algtin funcional de la matriz de
informacién ¥ : R™*™ — R, ¥ {M(£)}, bajo algunos supuestos, de los cuales el més importante es la
compacticidad de la regién de diseno x y la convexidad y diferenciabilidad de . El Teorema General

de Equivalencia (Atkinson, et al. 2007), puede ser visto como una generalizacién del resultado del



célculo para hallar maximos de funciones al hacer la derivada igual a cero. Sin embargo, la funcién
a maximizar depende de la medida & a través de la matriz de informacién M (£). Dadas, la medida

&, que da peso unidad al punto = € y, y la medida &' definida como:

¢ = (1-a)§+ O‘éx ) (2-8)
entonces la matriz de informacién de £’ estd dada por:
M(E) = (1 - a)M(§) + aM (&) (2.9)
El teorema general de equivalencia entonces establece la equivalencia entre las siguientes condi-
ciones para un diseno éptimo £*:
1. El disefio £* maximiza ¥ {M ()},
2. El diseno &* maximiza el minimo sobre x de ¢(z;§),
3. En los puntos de soporte de £*, ¢ (z;£*) = 0.

donde ¢ (z;£¢*) denota la derivada direccional de ¢ en la direccién del disefio &, definida por:

o(2:6) = lim L [W{(1—a) M) +aM (E)) ¥ {ME)]. (2.10)

a—0t

El teorema anterior da condiciones necesarias y suficientes para que un diseno dado £* sea 6ptimo.
La condicién 3 es el analégo al resultado del cdlculo para encontrar candidatos a puntos de maximo

o minimo local al igualar la derivada a cero.

2.2.5. Teorema de equivalencia y criterios de optimalidad

Atkinson, et al (2007), presentan los casos particulares del teorema general de equivalencia para

cada uno de los criterios de optimalidad lineal usados en el presente trabajo.

Disenos c-6ptimos
Segun el teorema general de equivalencia para un diseno c-6ptimo, £* es un disenio c-6ptimo si y
sélo si Va € x:

(T @M (€)Y <M (¢)e,

donde ¢ es un vector conocido de constantes.

Disenos D-6ptimos

El primer teorema de equivalencia lo demostraron Kiefer & Wolfowitz (1960); alli establecieron la

10



equivalencia entre D-optimalidad y G-optimalidad. Sea y C RF con m-vectores linealmente inde-
pendientes. Un disefio es G-6ptimo si minimiza el maximo sobre la regién de disefio y de la varianza
estandarizada d(x; &) = f7(z)M (&) f(x).

Un disefio ¢ con matriz de informacién M (), definida positiva, es D-éptimo si y sélo si £ es
G-éptimo si y sélo si
fr(@)M ) f(z) <m , Vx € x. (2.11)

En caso de optimalidad, f7(z)M~! (&) f(z)) = m y &(z;) < L, Va; € Supp(€). En caso de D-
optimalidad se tiene un diseno balanceado donde w; = %

La varianza de la respuesta predicha para un diseno de experimentos clasico, con N ensayos, se
calcula como Var [j(x)] = o fT(x)(FTF)~1f(z), donde FTF es la matriz de informacién para el
vector de pardmetros 6. Asi, de acuerdo con la teoria de disefios éptimos para modelos lineales, la

varianza estandarizada para un diseno continuo estd dada por:

d(z;€) = fH(@)M (&) f (@) - (2.12)

En la expresién anterior d(x, &) es también conocida como funcidn de sensibilidad. Si se observa las
condiciones que establece el Teorema General de Equivalencia se puede afirmar que los puntos en
donde esta funcién se hace méxima debe coincidir con el punto donde la derivada ¢(x, &) = 0, ver
condicion 3. del teorema general de equivalencia en la seccién 2.2.4, verificando la optimalidad del

diseno encontrado.
Disenos L-6ptimos

El teorema general de equivalencia establece para el diseno L-6ptimo, lo siguiente: £* es L-éptimo
siy sélo si Vo € x

fP@)M=H () LM~ (€7) fa) <tr {M~' (&)L} .
Disenos A-6ptimos
El teorema general de equivalencia establece para el diseno A-6ptimo, lo siguiente: £* es A-6ptimo

siy sélo si Va € x

Fra)M™H(E) fla) <tr {MT' (&)} .

La anterior teoria se vio para el caso de modelos lineales. En el caso de un modelo no lineal se tiene

que la matriz de informacién depende del vector de pardmetros 6. Para la construccién de disenos
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Optimos, en este caso, existen varios enfoques que intentan dar solucién a esta dificultad, entre ellos
esta los disenos 6ptimos locales, los disenios 6ptimos maximin y los disenios éptimos bayesianos, a

continuacion se ampliara el tema respecto a la primera estrategia.

2.2.6. Disenos 6ptimos locales

Este tipo de disenos introducidos por Chernoff (1953), son los primeros que aparecieron como
estrategia para construir disefios 6ptimos cuando la funcién 7(x; ) es no lineal. Inicialmente da un
valor apriori 6y para el verdadero valor del vector de parametros #, de manera que éste se encuentre
cercano al valor verdadero del vector de pardametros, luego utiliza la aproximacién lineal de Taylor

para 7)(x;0) alrededor de 6y y construye disenos 6ptimos para el modelo linealizado:
Y*(x) = BT g(x;60) + €,
en este caso
On(x; 0) |
90 0=0¢ >
y los disenos resultantes son disenios 6ptimos locales. Varios autores han construido disenos con este

enfoque; véase por ejemplo: Ford, et al. (1992), Dette, et al. (2004), Dette, et al. (2005), entre otros.

Otras alternativas para la construccién de disenos éptimos para modelos no lineales han sido explo-

g(x;00) =

radas por Dette et al (2003). La primera estrategia es la construccién de disenos dptimos mazimin
en los cuales se maximiza el valor minimo (estandarizado) de una funcién real de la matriz de
informacién, donde el minimo se toma sobre un rango especifico de cada uno de los pardmetros des-
conocidos, sin embargo trabajar desde este enfoque puede resultar algo dificil de llevar a la préctica
puesto que esta funcién (criterio) es no diferenciable, una posible solucién a este problema (segunda
estrategia) es la construccion de diserios dptimos bayesianos, este enfoque permite trabajar con una
distribucién apriori para los parametros con el fin de obtener de manera general disenos 6ptimos que
permitan la estimacién 6ptima de los pardmetros del modelo y la discriminaciéon entre modelos de
regresién para explicar algin fendmeno. Para efectos del presente trabajo se trabaja bajo el enfoque

de los disenos 6ptimos locales y el procedimiento de optimizaciéon se muestra a continuaciéon

2.2.7. Proceso de optimizacion

Todos los algoritmos para encontrar disenos 6ptimos son procesos iterativos, en adelante se describe
el proceso para obtener los disenos 6ptimos de acuerdo con el procedimiento sugerido por Fedorov
& Hackl (1997).
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1. Dado un diseno &, se encuentra el punto sobre la regiéon de diseno tal que
xp = arg(madx d(x;&)), (2.13)
donde d(z; &) corresponde a la funcién de sensibilidad definida en la ecuacién (2.12), evaluada
en el diseno &

2. Se agrega el punto xj al diseno, es decir, se construye el nuevo diseno de la siguiente manera:

Sk = (1 — ap)&p + () (2.14)

donde £(xy) asigna probabilidad 1 a 2 y 0 < ay < 1.

3. Este proceso se repite iterativamente y el proceso se detiene cuando no se puede encontrar un
punto en el rango de regresion para el cual la funcién de sensibilidad sea mayor que cualesquier

valor anterior, es decir cuando los puntos donde se hace méxima esta funcién no difieren.

El procedimiento anterior corresponde a una buena descripcién tedrica del proceso, sin embargo
es de dificil implementacién computacional. La tasa de convergencia es mejorada si paralelamente,
se anaden puntos ‘buenos’y se eliminan puntos ‘malos’del diseno &. A continuacién se describe el

proceso que permite una implementacién préctica:

a. Encuentre el punto x; = arg(mingeyd(z;&;)), donde x es la regién de regresién o soporte

del disefio y el punto x,, corresponde al punto a eliminar o al cual se le reduce su peso.

b. El punto zy, definido en la ecuacién (2.14), puede ser reemplazado por
ay = argmaz [d(z}; &) —m,m — d(zy 5 6)]

donde xﬁ es definido por (2.14) y usa el siguiente valor de «y:

/ .
Qy, sioap=af,

Qg = , ’ . — )
{ —min (ak, %) st = ;
0< oz;c < 1y pi es el peso del punto z;; en el disefio &

c. Con este algoritmo es suficiente determinar los puntos xy tal que d(zx;&k) —m =0

Del algoritmo anterior se puede observar que la definicién del diseno, ecuacién (2.14), obedece a la
misma definicién dada por el Teorema General de Equivalencia de la ecuacién (2.8) y (2.9), y los
puntos que senala el diseno 6ptimo corresponde a los puntos donde la derivada direccional enunciada

en la ecuacién (2.10), es igual a cero.
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2.2.8. Eficiencia de un diseno

Una forma de medir la eficiencia de un disefio, &, con respecto al 6ptimo £* es a partir del cociente

del criterio de optimalidad usado evaluado en cada uno de los disefios (Atkinson, et al. 2007), es

decir,
U — eficienciag- (§) = ;]((fi))
En el caso de la D-eficiencia, ésta es calculada como:
M 1/m
D-eficienciag- (§) = {||]\4(<§§*))|} . (2.15)

En el caso particular del criterio L-optimalidad, la eficiencia del diseno es equivalente a la razén de

las respectivas varianzas estimadas de los disenos, esta dada por:

Tr (KTM~' () K)  Vare-(KT6)

L — eficienciag- &) = Tr (KTM-1(¢) K) o VaQ(KTé)

, (2.16)

donde £* minimiza la varianza de las combinaciones lineales a estimar.

En caso de A-optimalidad, la eficiencia del diseno es calculada como el cociente de la suma de

las varianzas asociada a la estimacién de los pardmetros, dicha eficiencia se calcula por:

Tr (M~ ()

A — eficienciag (§) = Tr(M1()

(2.17)
donde £* minimiza la suma de varianzas de los estimadores de los pardametros.

Los disenos éptimos son una herramienta 1til en el campo investigativo, en este caso particular
en el area médica de la farmacologia, la realizacién de estos experimentos se espera conlleve a re-
ducir los costos de muestreo y las incomodidades generadas a los pacientes en la toma de muestras.
El interés en esta drea es construir un modelo que explique el comportamiento de un medicamento en
el organismo, una vez éste es administrado. Para ello los investigadores plantean y realizan experi-
mentos con el objetivo de estimar algunos pardametros de importancia farmacolégica. A continuacién
se presentan algunos de los conceptos bésicos de farmacocinética que son de bastante utilidad en
el area farmacoldgica y que orientan la construccién de disefios 6ptimos que se desarrollaran en el

capitulo posterior.
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2.3. Farmacocinética y modelos a considerar

La farmacocinética es una rama de la farmacologia que estudia la relaciéon entre el paso de un
medicamento a través del organismo y los procesos que lo afectan (las fuerzas que actiian sobre él).
En otras palabras, describe la evolucién en el tiempo del medicamento en el organismo (Katzung,
2001).

Para que un medicamento cumpla su accién farmacolégica en el sitio de accién, es necesario que pase
por el mecanismo de absorcién. Esto implica obligadamente el paso del componente activo de dicho
medicamento a través de membranas bioldgicas semipermeables para finalmente alcanzar la sangre.
Desde la sangre se distribuyen, circulan, metabolizan y finalmente los metabolitos o moléculas de

la misma droga, inalterada, sufren el proceso de excrecion.

Un aspecto de intéres en terapéutica es el alcance de una concentraciéon adecuada en los sitios
de accion y el primer paso en el proceso farmacocinético es el de la absorcién. Es relevante conocer
los mecanismos por los cuales las drogas atraviesan las membranas celulares ya que de dichos pro-
cesos dependera que la droga adquiera finalmente la concentracion méas conveniente en los sitios de
accién (Katzung, 2001).

Transporte y distribucién de los medicamentos en el organismo

Una vez que el farmaco sufrié los procesos de la absorcion, ingresa a la sangre y en el plasma
sanguineo se liga a proteinas en parte y el resto circula en forma de moléculas libres. La unién a
las proteinas es usualmente fragil y reversible, generalmente a través de enlaces idnicos, puentes o
enlaces de hidrégeno, fuerzas de Van der Walls y raramente enlaces covalentes, de esta forma la
razén de odds entre proteinas ligadas y libres se mantiene constante aunque la concentracién total
vaya disminuyendo progresivamente en el plasma. Generalmente el porcentaje de moléculas que
circulan como fraccién ligada a proteinas es mucho mayor que el correspondiente a la fraccion libre.
La vida media plasmatica depende parcialmente de la unién del farmaco a las proteinas plasmaticas
yva que la fraccion ligada no puede atravesar las membranas, por tanto la capacidad de fijacion a

las proteinas no es ilimitada: se saturan y luego aparecen los signos de intoxicacién (Katzung, 2001).
Excrecién de los medicamentos
Los medicamentos son eliminados del organismo inalterados (moléculas de la fraccién libre) o mo-

dificados como metabolitos activos o inactivos. En lo que se refiere a la excrecién de los farmacos

el rinén es el principal 6rgano excretor. Dicha excreciéon puede realizarse, por via renal, fecal o por
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otras vias (Katzung, 2001).

2.3.1. Parametros farmacocinéticos

En farmacocinética son de utilidad algunos pardmetros, que permiten establecer modelos (general-
mente de compartimientos), para explicar el comportamiento de un medicamento en su paso por el
organismo. De esta manera se introducen ahora de manera breve los parametros farmacocinéticos
més relevantes (Clark & Smith. 1989).

Volumen aparente de distribucién: (V) Relaciona la dosis administrada con la concentracién
plasmaética resultante. Es un concepto teérico ya que para la determinacién del V' se considera al
organismo como un Unico compartimiento homogéneo en el que se distribuye el farmaco (Katzung,

2001).

Es importante aclarar que el volumen de distribuciéon es un volumen aparente, en otras palabras es
un valor que refleja no necesariamente el volumen real del fluido en que se disuelve el medicamento,
debido a que algunos medicamentos tienen la propiedad de concentrarse en algunos tejidos, aun
cuando la concentraciéon medicamento-tejido y medicamento-plasma permanezca en equilibrio, de
esta manera se explica que el volumen de distribucién excede con frecuencia el volumen total del
organismo.

El volumen de distribucién es un parametro de bastante importancia ya que permite determinar
la capacidad de retencién del medicamento por un compartimiento particular. De lo anterior se
tiene que si para un medicamento el volumen de distribucién es pequeno entonces existe una alta
retencion del medicamento en el compartimiento en estudio y un volumen de distribucién grande

implica distribucién a toda el agua corporal o retenciéon baja en el compartimiento.

Vida media plasmaética (o vida media de eliminacién): Es el tiempo necesario para eliminar
el 50 % del farmaco administrado del organismo. También puede definirse como el tiempo que tarda
la concentracién plasmatica en reducirse a la mitad. En este caso se tiene que Yé—? =0, 5, donde Cjy
es la concentracion inicial del medicamento en plasma y Y (x) es la concentracién del medicamento

en plasma al tiempo ¢t. También puede expresarse como:

In(0,5)
kr

Ty =
donde k; es la constante de eliminacién ((Clark & Smith. 1989)).

Aclaramiento o depuracion: Es generalmente constante dentro de las concentraciones terapéuti-

cas y corresponde al volumen de sangre depurado de medicamento por unidad de tiempo, es impor-
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tante aclarar que aunque en realidad el medicamento no se elimina de manera discreta la cinética
lo describe como si lo fuese. El aclaramiento plasmaéatico viene dado en ml por unidad de tiempo

(Clark & Smith. 1989) y se puede expresar por:
Cl=Vk.

Muchos sistemas son aclarados minimo por dos vias. En estos casos se dice que el aclaramiento es
la suma de los valores individuales de aclaramiento. El aclaramiento esté relacionado de alguna ma-

nera con el volumen en que se disuelve el medicamento y con la velocidad con que éste es eliminado.

Area bajo la curva: Dada la expresion anterior es de esperar que el aclaramiento se encuen-

tre relacionado con el area bajo la curva de concentracion - tiempo. Por medio de la expresion:
o0
ABC = /n(x; 0)dt .
0—oco
0

El area bajo la curva(%?og) tiene una interpretacién clave en las estimaciones de biodisponibilidad,
cantidad de medicamento presente en el flujo plasmatico, ya que dada la relacién entre la intensidad
y la duracion de la respuesta bioldgica con el area bajo la curva, la estimacion de ésta permitira cono-
cer la biodisponibilidad del medicamento y una forma para calcular el aclaramiento, dado que ésta
dltima es una aproximacién (Clark & Smith. 1989). La curva de concentracién plasmaética - tiempo
es una medida muy util de la cantidad de medicamento absorbida tras la administracién extravasal,

sobre todo si el medicamento puede ser administrado por via endovenosa. En este caso k1 = Clx Cy.

Concentracién estable o “steady state”: Los pardmetros farmacocinéticos (vida media, Vg,
Cl) determinan la frecuencia de administracién de los farmacos y las dosis para alcanzar el estado
de concentracién estable o “steady state” de una droga. Es importante considerar que el efecto far-
macolédgico o la accion terapéutica depende de que la droga alcance y mantenga una concentracién

adecuada en el sitio de accién y ello depende del estado de concentracién estable (Katzung, 2001).

Biodisponibilidad: Es la fraccién de la dosis administrada que llega al plasma y esta disponible
para cumplir el efecto farmacolégico. Es una forma de verificar que el farmaco cumple con las
exigencias convencionales y si se libera a una velocidad y cantidad precisa, para facilitar la absorcién
y garantizar que los resultados obtenidos sean los deseados (Clark & Smith. 1989).

La Biodisponibilidad de los medicamentos es actualmente una de las propiedades fundamentales de
la calidad de los mismos, ya que las diferencias en la cantidad absorbida de un fdrmaco y/o en la

velocidad de absorcién, conducen a rendimientos terapéuticos distintos (Katzung, 2001).
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La Biodisponibilidad es asi, una garantia farmacéutica necesaria, al igual que la pureza de la droga y
su valoracién bioldgica, y por lo tanto debe ser objeto del control de calidad a que deben someterse
todos los medicamentos. De poco vale que una determinada forma farmacéutica de un farmaco
satisfaga las exigencias farmacotécnicas convencionales, si el fArmaco no se libera a la velocidad y
en la cantidad precisa para facilitar la absorcién y obtener la respuesta terapéutica deseada.

Para los medicamentos que se administran por via oral, en formas sélidas (comprimidos, grageas,
etc.) que es la forma habitual y conveniente de administrar farmacos, la cinética de disolucién es
un aspecto importante en la biodisponibilidad. Regulando las caracteristicas cinéticas del proceso
de disolucién de un medicamento o de su principio activo desde la dosificacion, es posible controlar
la cinética del proceso de absorcion y asi regular la evolucién plasmatica del principio activo en
el organismo, es decir su biodisponibilidad. Por ello en Farmacotecnia es importante conocer los
factores de los que depende la disolucién del medicamento y su cinética, para correlacionarlos con
los parametros farmacocinéticos que ocurrirdn “in vivo”.

Bioequivalencia: Dos formulaciones o dos medicamentos con el mismo principio activo pero de
distinto origen que presenten la misma biodisponibilidad, no necesariamente son bioequivalentes
o equivalentes bioldgicos. Para que dos medicamentos que contienen el mismo principio activo,
sean bioequivalentes, deben poseer una velocidad de absorcién y una extensién o magnitud de la
absorcion, similares. El efecto farmacoterapéutico serd también similar y en la practica se pueden
utilizar indistintamente. Por lo tanto, la bioequivalencia es también un parametro objeto del control
de calidad (Clark & Smith. 1989).

2.3.2. Una aplicacién de los disenos 6ptimos en farmacocinética

En farmacocinética se hace uso de diversos modelos no lineales en la explicaciéon de un determi-
nado proceso o fenémeno. En este caso se trabaja con dos modelos no lineales, bastante ttiles en

farmacocinética, que tienen la caracteristica de ser linealizables. De esta manera se tiene:

El modelo monocompartimental

El concepto de compartimientos es con frecuencia dificil de comprender. En realidad el organismo
estd compuesto de un ntimero muy grande de compartimientos. En una situacién limite, cada célula
y cada parte de una célula es un compartimiento pequeno. Sin embargo, cuando en farmacocinética
se habla de compartimientos se hace referencia a aquellos 6rganos y tejidos en los que las veloci-
dades de entrada y aclaramientos del medicamento son similares. En muchas ocasiones el modelo
monocompartimental es suficiente para explicar la cinética del medicamento.

En un modelo monocompartimental se tiene en cuenta que todos los érganos del cuerpo humano
son un Unico compartimiento, donde se asume que el medicamento actia, y lo que interesa estudiar

es la cinética de dicho medicamento bajo las condiciones expresadas con anterioridad.
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En el modelo monocompartimental que se pone en consideracién (administracién intravenosa) se
tiene que el medicamento es absorbido dentro del compartimiento Sangre (aunque en multiples oca-
siones es considerada como el compartimiento que incluye todos los érganos y tejidos con los cuales
el medicamento entra en equilibrio répidamente) y ademds se tiene que la velocidad de eliminacién
del medicamento varia continuamente dependiendo de la concentracién a cada tiempo (proceso de
primer orden), Gabrielsson & Weiner (2000). Es decir,

E x —k1 xC .

dt

La solucion de la ecuacion diferencial anterior genera la expresion general del modelo monocompar-
timental, dado por:

Cy = Cp * ekt

En general la constante de eliminacion k; puede ser expresada en términos de los parametros

farmacocinéticos de la siguiente manera:

k1=—.
Vv
Si el proceso a estudiar sigue el comportamiento de la concentracion plasmatica de un medicamento
indicado en la Figura 2.1, reexpresando la ecuacién anterior en términos de los pardmetros farma-
cocinéticos de interés, aclaramiento y Volumen de distribucién, la parte deterministica del modelo

a considerar, con 2 parametros Cl y V', es entonces:

D Cl (t—T) )

Co=n(CLV)= Ve_V (2.18)

La concentracién del medicamento en plasma puede ser vista en tres fases (Gabrielsson & Weiner.
2000), como se observa en la Figura 2.1. La primera de ellas corresponde a la etapa de perfusion en-
dovenosa, en ésta la concentracién en plasma aumenta a una velocidad considerable hasta que cesa
la administracion; la segunda etapa corresponde al tiempo de espera, en dicha etapa el medicamento
se distribuye en el organismo con una velocidad menor que en la fase anterior hasta que alcanza la
concentracién maxima; finalmente en la tercera etapa la concentracion del medicamento en plasma
empieza a descender, con una tasa de eliminacién constante, hasta que alcanza una concentracién

en plasma que puede ser considerada como despreciable.
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Figura 2.1: Comportamiento de la concentracién de un medicamento en plasma, via administracién intra-
venosa.

Otro modelo de bastante aplicacién en el drea famacolégica y que ha sido ampliamente estudiado
desde el punto de vista de los disenos 6ptimos es el modelo de Michaelis Menten. Este modelo
resulta util cuando se tiene altas concentraciones del medicamento en plasma y se puede saturar el
proceso de eliminacién (o sea, metabolismo, excrecién) resultando una eliminacién de orden cero,
importante incluso a niveles terapéuticos del medicamento; la eliminacién de orden cero se refiere a
un proceso en el cual el cambio en la concentracién en plasma del medicamento es independiente de

la concentracién inicial. A continuacién se presenta la estructura general y algunas caracteristicas
de este modelo.

El modelo de Michaelis-Menten (MM)

El modelo de Michaelis-Menten es un modelo no lineal que se encarga de describir la relacién
entre la velocidad de reaccién y la concentracion del sustrato para una enzima que no muestra
cooperatividad. En 1882 se introdujo el concepto del complejo enzima-sustrato como intermediario
del proceso de catélisis enzimatica. En 1913 Leonor Michaelis y Maud Menten, desarrollaron esta
teoria y propusieron una ecuacién de velocidad que explica el comportamiento cinético de las enzimas
(Diaz & Judrez. 2007), lo cual es de gran importancia en dreas como la farmacologia, la biologia y la
investigacion médica. Este modelo es usado con frecuencia en las ciencias bioldgicas para describir
el comportamiento cinético de las enzimas en el analisis de un medicamento neurotransmisor y una
hormona receptora, ademas es de utilidad en modelos compartimentales, buscando modelar la tasa

de cambio de un compartimiento a otro (Lépez- Fidalgo & Wong. 2002). La expresién del modelo

MM es:
Vs

E(w) = —2
) Ky + s

, Var(v) =02, s € 8 =[0,00] .

Donde V' y Kjsar son constantes de la enzima que rigen la velocidad méxima v y la afinidad del

substrato por la enzima (Kpspr), V corresponde al volumen de distribucién y s se refiere a la
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cantidad de sustrato (concentracién del medicamento) administrada.

Cuando las concentraciones pldsmaticas (sustrato) son bajas la velocidad de eliminacién es:

Vs
E(v) = Ko
Cuando las concentraciones en plasma son muy altas (s >> Kjs) se tiene entonces que la ve-
locidad de eliminaciéon del medicamento es una constante, entre tanto cuando las concentraciones
plasmaéticas son bajas (s << Kjpar) la velocidad de eliminacién es proporcional a la concentracién
pldsmatica a bajas concetraciones en plasma.

Lépez-Fidalgo & Wong ( 2002) sugirieron disefios dptimos para el caso cuando S = [0, bK 1]
con b una constante cualquiera. Los autores mostraron que los disenos 6ptimos locales dependen sélo
de b. Ademds, proporcionan algunas indicaciones para construir disefios C-6ptimos y D-éptimos,
teniendo en cuenta que este tipo de modelos describen un proceso cinético de primer orden, es
decir, que la velocidad de reaccién no es independiente de la cantidad inicial del medicamento
administrado. Dette, et. al. (2005) encuentran disefios eficientes para la estimacién de pardmetros
en el modelo EMAX, este modelo es una generalizaciéon del modelo de Michaelis Menten donde:

B = — V%
Ky + s
El modelo de Michaelis-Menten y el modelo de EMAX son ampliamente utilizados en la medicién
de la concentracién de relaciones causales en toxicologia, farmacocinética y metabolismo de los
farmacos. El modelo de EMAX tiene muchas aplicaciones y es un serio competidor para el modelo
de Michaelis-Menten (Dette, et al (2005)). En particular, el modelo de EMAX es 1til para eva-
luar la cooperatividad en diversos tipos de ligamiento obligatorio en los sistemas biolégicos. En
la bioquimica, la fortaleza de ligamiento a una macromolécula es con frecuencia mayor si otros
ligamientos ya estdn presentes en la misma macromolécula, para estimar dicho efecto se usa el
coeficiente de Hill, h. Un valor de h = 1 indica independencia entre ligamentos de otras moléculas
totalmente vinculante a la macromolecula en estudio, independientemente del niimero de ligandos
ya vinculado a la macromolécula. Los valores de h mayores que 1 indican cooperatividad positiva.
Asimismo, en los estudios con fdrmacos contra el cdncer, el modelo de EMAX es la curva de
concentracién-efecto, donde s representa la concentracion del medicamento, Kp;ps la concentracién
efectiva media del medicamento, h el coeficiente de Hill y v; la medida del efecto (el porcentaje de
células que sobreviven). En el programa de instalacién de este tipo, si el coeficiente de Hill es menor
que 1, la curva de respuesta aumenta rapidamente desde el origen, sin mostrar maximo aparente
de respuesta. Cuando el coeficiente de Hill es mayor que 1, esto significa que la curva de respuesta

tiene un area plana con una respuesta adicional poco cerca del origen.
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Capitulo 3

Analisis de disenos 6ptimos para el

modelo monocompartimental
(MMC)

Los sistemas de eliminacién compartimental simple son modelados matemaéaticamente por una
ecuacién diferencial ordinaria de primer orden, Clark & Smith (1989). En caso de la adminis-
tracién de un medicamento por via intravenosa rapida, y asumiendo que el cuerpo es un sélo
compartimiento, se tiene que la velocidad de eliminacién del medicamento varia continuamente

dependiendo de la concentracién en el tiempo ¢, es decir,

d

—Cl

Asi, segin Clark & Smith(1989) al resolver dicha ecuacién diferencial se tiene el modelo no lineal a
considerar.

D, _ciy_
Y(t) =n(t:CLY) +e=Tre =) p g (3.1)

Donde Cl y V son los pardmetros del modelo, D, y 7 son valores fijos conocidos, con D, la
cantidad inicial de medicamento y 7 el tiempo de espera para que el medicamento se distribuya
a través de todo el organismo. En general se supone que los errores (&) son variables aleatorias

distribuidas normalmente con media cero. Desde el punto de vista del andlisis de regresién y de la
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teorfa asintética el estimador del vector de pardmetros 6 = (C1, V') se distribuye asintéticamente:
5 d _
05N (0, M1, 6,))

donde M~1(£,6,) es la matriz inversa de la matriz de informacién hallada segin la ecuacién (2.3) y
se encuentra directamente relacionada con la matriz de informacién de Fisher. Una forma analitica
de obtener la matriz de informacion para los modelos que son objeto de estudio en este trabajo, se

muestra en el apéndice A.1, el desarrollo tedrico para la obtencién de dicha matriz .

3.1. Diseno D-6ptimo para el modelo no lineal

Para construir el respectivo diseno D-6ptimo, la funcién a minimizar, como se indico en la ecuacién
(2.5) es:
V(&) = —log |M(&,0)] , (32)

La matriz de informacién M (€, 6) es construida de acuerdo a la definicién dada en la ecuacién (2.3),
para lo cual se requiere el vector de gradientes obtenido a partir de las derivadas de la funcién
n(t; Cl, V) en la ecuacién (3.1), con respecto a cada uno de los pardmetros, como se describe a
continuacion:

La derivada con respecto a V es

%n(t; CLV) = % {“‘VTW - 1} exp{—f/l(t_f)} .

La derivada con respecto a Cl es

0 -D, Cl
@n(t,C'l,V): 72 (t—r)exp{—v*(t—T)} )

on (t; CLV) on(t;CLV)
T (4. _

La matriz de informacién para un modelo no lineal de acuerdo con la definicién dada en la ecuacién

(2.3), estd dada entonces por la siguiente expresion:

MEO) = > fHECLV) 0LV (3.3)

teSupp(§)

Lépez-Rios & Ramos-Quiroga (2007) muestran que M (&,0) puede ser expresada de la siguiente
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manera:

M(E0) = XTALX

donde M(,0) es de orden m x m y las columnas de X contienen los gradientes de 7 (t;; Cl, V)
evaluado en el respectivo t; € Supp(§) v Ay = diag(w;); con

Este modelo es estudiado por Clark & Smith (1989) quienes presentan los registros que resultaron de
la monitorizacién de la concentracién en plasma de la fenitoina sédica (300 mg) bajo administracién
intravenosa, a fin de estudiar el comportamiento farmacocinético de dicho medicamento y presenta
ademds una sugerencia para los valores iniciales de los pardmetros a partir de esta informacién. Los

resultados obtenidos por Clark & Smith se muestran en la Tabla 3.1.

t(h) | Y () (57

ml
5 4.70
10 3.65
15 3.05
20 2.40
30 1.45
40 0.93
50 0.61

Tabla 3.1: Concentracién plasmdtica para la fenitoina sédica, Clark & Smith(1989).

El modelo que se asume para ajustar la concentracién del medicamento en plasma es un modelo
monocompartimental con dosis D, = 300 mg y tiempo de rezago (tiempo de espera) 7 = 5, los
cuales se asumen fijos. La figura 3.1 permite observar la curva de concentraciéon como resultado

del experimento enunciado por Clark & Smith y las curvas de concentracién ajustada por méxima

litros
hora

verosimilitud siguiendo un modelo monocompartimental (MMC), donde los valores de Cl = 2,3

y V' = 50 litros corresponden a los valores estimados a partir de los resultados de dicho experimento

y donde los valores de Cl = 2,92 Z;LZ"; y V = 64 [ corresponden a los estimadores de maxima
verosimilitud (EMV) para este modelo no lineal, hallados usando la informacién que se muestra en

la Tabla 3.1.
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Grafico de concentracién vs tiempo
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Figura 3.1: Ajuste concentracién vs tiempo para la fenitoina sédica.

En la Figura 3.1 se observa que la curva de concentraciéon vs. tiempo ajustada usando los valores
sugeridos por Clark & Smith (1989) se encuentra bastante alejada de aquella obtenida por mdxima
verosimilitud y de las concentraciones observadas. Considerando que los valores sugeridos por Clark
& Smith (1989) pueden ser tomados como valores iniciales para los pardmetros en el proceso de
estimacién, y también pueden ser usados para verificar posteriormente la eficiencia de los disenos

cuando los valores locales se encuentran alejados de los EMV del modelo.

3.1.1. Disenos D-6ptimos bajo los supuestos de errores normales- inde-

pendientes

Los disenos D-6ptimos que se construyen para el modelo monocompartimental son hallados por
medio del método de minimizacién de la funcién ¥(§) = —log|M(§)] segin el proceso de opti-
mizacién descrito en la seccién 2.2.7 usando un algoritmo implementado en el software estadistico
R [31], bajo el comando nlminb que permite la localizacién de los puntos en donde la funcién es
minima, sujeto a algunas restricciones. En el caso de los disenios D - 6ptimos, bajo incorrelacién de
los errores, es necesario restringir tanto el rango de regresién como los pesos respectivos para cada

uno de los puntos de soporte. Las rutinas ejecutadas se pueden observar en el apéndice B.
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En general el diseno 6ptimo no depende del diseno inicial | £ = :ul ;2 pero si del vector
1 2
6o = (Clp, V) que corresponde a los valores locales de los pardmetros farmacocinéticos de interés
en el modelo. En la Figura 3.2 y 3.3 se pueden observar las funciones de sensibilidad, definidas en
la ecuacién (2.12), asociadas a algunos de los disefios D-éptimos construidos para distintos valores
locales del aclaramiento Cl y del volumen aparente de distribuciéon V. Los puntos donde se hace
maéxima la funcién de sensibilidad, corresponden a los puntos de soporte del disefio o en el caso par-
ticular del MMC los tiempos de muestreo, bajo el supuesto de independencia, concluyéndose que los
disenos obtenidos en efecto son los 6ptimos al aplicar el respectivo teorema general de equivalencia

definido en la ecuacién (2.11).

Grafica de la funcion de sensibilidad, cuando varia Cl

a
£
— CI=23
---- Cl=292
104 | Cl=19
0.8 -
064 N
T T T T T T
10 20 30 40 50 60

Tiempo
Do=3000,V=50;tao=5

Figura 3.2: Funcién de sensibilidad para los disenos D-6ptimos locales, cuando varfa Cl, bajo incorrelacién.

En la Figura 3.2, se observa el comportamiento de las funciones de sensibilidad asociada a diferen-
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tes valores locales del aclaramiento, cuando el volumen de distribucién es fijo, en general el primer
punto de soporte es igual para todos los disenos, pero el segundo punto de soporte es diferente de
acuerdo a la velocidad de aclaramiento de esta forma se tiene que a mayor valor del aclaramiento

se debe muestrear en tiempos no muy diferentes.

Grafica de la funcion de sensibilidad, cuando varia v

T T T T T T
10 20 30 40 50 60

Tiempo
Do=3000;cl=2 3 tao=5

Figura 3.3: Funcién de sensibilidad para los disefios D-éptimos locales, variando V, bajo incorrelacién.

En el caso de la Figura 3.3 la funcién de sensibilidad no es muy diferente a la presentada en la
Figura 3.2 puesto que los dos puntos de soporte del disefio son similares, sin embargo, es de notar
que el valor para el segundo punto de soporte tiene un incremento mayor a medida que el valor del

volumen aumenta.

La Tabla 3.2 presenta los puntos de soporte (tiempos de muestreo) del disefio D-6ptimo hallados

bajo el supuesto de normalidad y errores independientes, para cada par de posibles combinaciones
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de valores locales, siendo el aclaramiento en plasma: 1.9 tros 2 3 litros "9 g9 litros o 3 g litros
) hora ? hora hora hora

En el caso del volumen se consideran los siguientes valores locales: 35 litros, 50 litros, 64 litros y

75 litros; los valores resaltados corresponden, respectivamente, a los valores sugeridos por Clark &
Smith (1989) y los estimadores de méxima verosimilitud (EMV) del modelo monocompartimental,
los otros valores corresponden a pequenas desviaciones de los valores de dichos parametros que son
convenientes para la verificacion de la eficiencia de los disenos frente a pequenas variaciones en los

valores locales.

De otro lado siguiendo el Teorema de Equivalencia de Kiefer - Wolfowitz, definido en la ecuacién
(2.11), el peso o frecuencia en cada uno de los puntos tiene un peso de 1/m, luego, como en el caso
del modelo monocompartimental se tienen dos parametros a estimar, entonces, el diseno D-6ptimo
tiene dos puntos de soporte t1 y t2 con pesos iguales a 0.5; dichos puntos de soporte corresponden a
las condiciones experimentales en que se debe llevar a cabo el experimento en este caso representan
los tiempos en que se requiere muestrear de manera tal que los estimadores de los parametros del

modelo, luego de ejecutar el experimento, sean de varianza minima.

& [ ClLTV [t ]| t & | Cl [V It ta

& [36[35] 5 | 1472 & [ 292 35| 5 | 16.98
& 36|50 5 | 18.89 & | 292 | 50 | 5 | 22.12
& 3.6 64| 5 | 2278 & | 29264 5| 26.91
& 36|75 | 5| 2583 & | 292 | 75| 5 | 30.68
€& 23355 | 2021 3| 1.9 | 35| 5 | 23.42
€0 123|505 (2674 4| 1.9 | 50 | 5 | 31.32
1123164 5| 32.83 &5 | 1.9 | 64 | 5 | 38.68
1212375 | 5| 37.61 6| 1.9 | 75| 5 | 44.47

Tabla 3.2: Disefios D-6ptimos locales, MMC, bajo independencia.

De la Tabla 3.2, se observa que el primer punto de muestreo (¢;) es igual y en general no depende
del valor local de los pardmetros pues coincide con el valor de ¢ = 5 horas; el segundo punto de
muestreo (t3) obtenido para el diseno D-6ptimo, cambia de manera significativa cuando varfa el

volumen. Note que a mayor volumen de distribucién es mayor el segundo tiempo de muestreo.

Eficiencias de los disenos obtenidos

De los disefios D-6ptimos para diferentes valores locales de los pardmetros, se consideran tres disefios
con los cuales se calcularan las eficiencias. El primer diseno 6ptimo fue obtenido para los valores
locales Cl = 2,34tres v 7 — 50 [itros sugeridos por Clark & Smith (1989), un segundo disefio

hora

se encuentra para los valores locales correspondientes a los EMV de los parametros del modelo
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Cl = 2792% y V = 64 litros y finalmente se verifica la eficiencia del diseno D-6ptimo con

respecto al disefio con 7 puntos (Tabla 3.1), planteado por Clark & Smith. Los resultados de las
eficiencias teniendo en cuenta los disenos D-éptimos, ¢;, senalados en la Tabla 3.2 se muestran en
la Tabla 3.3.

T
N L M| 2
D- eficiencia del disefio £; con respecto a &, ef fp.e; = { EXCE] }

[M(&5)]
diseno &;
Disenio & & 3 €3 €4 & €6 & €s
€1 = €(2,3;50) = { os ot } 0.65 0.89 0978 0.999 0.804 0.970 0.99 0.99
€5 = £(2,92;64) = { os ot } 0.64 0.89 0.976 0.987 0.799 0.967 1 0.99
€5 = ; 1%0 175 2% 3%0 g 5%0 } 0.51  0.59 0.653 0.690 0.5574 0.644 0.70 0.73

T
M| 2
D- eficiencia del diseno &; con respecto a &;, effpe; = { |pace)| }

[M ()]
diseno &;

Disero &; &9 10 §11 12 13 §14 §15 16
=] & BT 0.3 100 0972 093 009 0983 092 0.863
T 093 099 0973 093 098 0984 092  0.866

€3 = ; 1%0 1; 2%0 3%0 Ai: 5%0 } 0.183 0.61 0.70 0.739 0.66 0.732 0.75 0.750

Tabla 3.3: D-eficiencias para los D-6ptimos locales, MMC, bajo independencia.

De la Tabla 3.3 se puede afirmar que la eficiencia de los disenos D-6ptimos, para estimar los pardme-
tros de interés, es similar si se usa los valores locales de los parametros Cl = 2,3% y V =50 litros
sugerido por Clark Smith (1989) o los valores locales de los EMV de los pardmetros Cl = 2792%
y V = 64 litros, para los datos de la fenitoina sédica, presentados por Clark & Smith. Ademas, se
observa que para un modelo con dos pardmetros no es conveniente usar un diseno con los tiempos
de muestreo senalados por clark & Smith, dado que resultan ser menos eficientes; la eficiencia con
respecto a los demds disefios alcanzan a lo sumo un 75% y cuando el valor local del volumen
se aleja lo suficiente del estimador maximo verosimil de V', diseno &g, la eficiencia del diseno es
del 18.3%. Es importante notar que la discrepancia entre el valor local y el valor esperado de los
pardmetros influye de manera significativa en la cantidad de esfuerzo experimental (eficiencia) que
se ha de realizar en el momento de llevar a la practica el diseno planeado, pero en general si el
diseno D-éptimo es llevado a la practica requerira menos puntos o en este caso tiempos de muestreo
incidiendo directamente en facilidad para la recoleccién de informacién y evitando generar molestias

en los pacientes que usan este tipo de medicamento.
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3.1.2. Disenos D-6ptimos bajo los supuestos de errores normales- depen-

dientes
El modelo monocompartimental en consideracion es de la forma, presentada en la ecuacién (3.1).

D, _a

Y(0) =t CLV) +e = Z2e P e

Ucinski D. & Atkinson A.(2004) sugieren en el caso de tener errores normales dependientes o bajo

estructura de correlacion, escribir la matriz de informacién de la siguiente manera:
M (&) =FTWF. (3.4)

Donde F es la matriz de gradientes de la funcién 7(t; Cl, V') evaluada en cada uno de los puntos
de soporte del disefio inicial £ = (t1,t2,...,t,) , v la matriz W es la inversa de la matriz Ke que

contiene los kernel de covarianza calculados como:
Cov (e(t),e(s)) = kegy = e P31 (3.5)
donde p es una caracteristica previa del individuo que esta en estudio.

Se considera este Kernel de covarianza debido al comportamiento exponencial de la funcién no
lineal que describe el comportamiento del medicamento en plasma, es decir la funcién de covarianza
tiene una expresién anéloga a la forma funcional de n(t; Cl, V). En este caso, los disefios obtenidos
bajo estas condiciones de normalidad y dependencia son disenos exactos, es decir, se trata de bus-
car n— tiempos de muestreo, con el nimero de puntos n fijo, de tal forma que maximicen algiun

funcional apropiado de la matriz de informacion, de esta manera los disenos son de la forma:

5 = (t17t27 7tn) . (36)

En el caso del diseno D-6ptimo la funcién a minimizar es U (§) = —log |M(&)].

La Figura 3.4 muestra el comportamiento de los puntos de muestreo cuando se tienen 2 y 5 pun-
tos, para valores locales de Cl =2.3 %l y V = 50 litros, asi, dado que los puntos de muestreo
tienen igual peso cuando hay correlacién alta (p es cercano a 0), el disefio D-6ptimo da 5 puntos de
muestreo claramente diferenciables y que coincide con el conocimiento empirico de tomar registros
en tiempos no muy distantes del tiempo de espera y tomar un tiempo muy lejano con el fin de
verificar que la concentracion es casi nula, de esta manera cuando la correlacién es alta se sugiere

tomar puntos tan distanciados como el diseno lo indique, pero a partir de p = 0,4 se puede consid-
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erar que es conveniente obtener las muestras en los dos puntos de muestreo senialados por el diseno

D-6ptimo construido para el caso en que los errores tienen distribucion normal y son independientes.

Puntos de soporte de los Disefios D-6ptimos para el MMC
con errores correlacionados

tiempos de muestreo
15
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

rho
(@) n=2

tiempos de muestreo
0 20 40 60 80
|

rho
(b) n=5

Figura 3.4: Disenios D-6ptimos con diferentes tamanos de muestra, bajo correlacién, y distintos valores de
p-

De esta manera se tiene que cuando hay alta correlacién los disenos D-6ptimos tienden a ser disenos
secuenciales donde se muestrea en tiempos casi consecutivos con igual nimero de réplicas, entre
tanto que cuando la correlacién es casi nula, p — oo, independiente del nimero de puntos que
tenga el diseno inicial, o puntos iniciales de muestreo, el diseno D-6ptimo para un modelo con dos

parametros, tendrd tantos puntos de soporte como parametros se estén estimando en el modelo.
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Los disenios D-6ptimos para los valores locales de Cl = 2,3

litros
hora

tamanos de muestra se pueden observar en las Tablas 3.4 y 3.5

P 31
0.01 5.00 17.14
0.11 5.00 26.26
0.21 5.00 26.73
0.31 5.00 26.74
0.41 5.00 26.74
0.51 5.00 26.74
0.61 5.00 26.74
0.71 5.00 26.74
0.81 5.00 26.74
0.91 5.00 26.74

y V =50 litros y para diferentes

Tabla 3.4: Disenos D-6ptimos locales, para el modelo monocompartimental, con errores correlacionados

con dos puntos de soporte.

Cuando se tienen dos puntos en el disefio y los errores asociados a estos se encuentran correlaciona-

dos éstos en esencia son iguales (p pequeno), excepto en el caso en que la correlacién es bastante

alta (p — 0).

14 tl tg tg t4 t5
0.01 5.00 10.23 17.26 28.53 T78.77
0.11 5.00 15.55 26.15 38.07 53.50
0.21 5.00 15.17 25.06 34.98 46.68
0.31 5.00 1343 23.13 31.94 41.69
0.41 5.00 11.43 2192 29.99 38.50
0.51 5.00 9.99 2185 29.17 36.70
0.61 5.00 9.16 2222 28.82 35.57
0.71 5.00 8.63 2259 28.61 34.74
0.81 5.00 826 2291 2844 34.07
091 5.00 797 2318 2831 33.51

Tabla 3.5: Disenios D-6ptimos locales, para el modelo monocompartimental con errores correlacionados y

5 puntos de soporte.

Los puntos de soporte del diseno cuando los errores tienen distribucién normal, con Kernel de

covarianzas definido en la ecuacién (3.5), toman valores cercanos a los puntos sefialados por el disenio

D-6ptimo, bajo condiciones de incorrelacién. El primer punto de soporte es el mismo para cada uno

de los disenos, los demés puntos de muestreo varian significativamente especialmente cuando hay
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alta correlacién. En las Tablas 3.4 y 3.5 se observa que a medida que aumenta el niimero de puntos
de muestreo, los puntos de soporte se agrupan alrededor de los dos puntos sefialados por el D-éptimo

bajo incorrelacion, excepto en el caso en que hay correlacién alta.

3.2. Disenos L-6ptimos

En el campo farmacocinético es importante conocer el area bajo la curva de concentracién y el
tiempo de concentracién media a fin de comprobar la biodisponibilidad y bioequivalencia de un
medicamento. El criterio de optimalidad que permite hallar disenios que estiman simultaneamente
estas dos funciones, que corresponden a combinaciones no lineales de los parametros del modelo Cl y

V, es el criterio L-ptimo que en este caso se construye de la siguiente manera (Atkinson, et al. 2007):

1. Considere las funciones a estimar. En este caso las funciones a estimar son el area bajo la

curva y el tiempo de concentracién media, como sigue:

o0 Dy
ABC = ¢,(Cl1,V) :/ n(t,CLV)dt = ?;6%7 , (3.7)
0
In(2
T, = g:(CLV) = “(C;V . (3.9)

2. Considere las derivadas respecto de cada pardametro en la funcién y dispéngalas en una matriz
L. La matriz L = KKT, donde K est4d dada por:

(e} Cl Cl

K= | verer —gmev —REerT
_ In(2)V In(2)
Cl1? Cl

3. La matriz de varianzas y covarianzas asintética asociada a los E.M.V. no lineales de g1 (CI, V)
v 92(C1, V), como lo sugiere Atkinson, et al.2007, estd dada por M1 (¢) L y el funcional a

ser minimizado es:

V() =Tr{M (L},

donde L = KKT7, es decir, se minimiza la suma de las varianzas asintéticas asociada a los
EMV de las funciones a estimar, g1(CI, V) y g2(CI, V).
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3.2.1. Diseno L-6ptimo bajo los supuestos de errores normales- indepen-
dientes
En la Tabla 3.6 se presentan los disenos L - 6ptimos obtenidos para los diferentes valores locales de

los parametros presentados previamente en la Tabla 3.2, considerando las caracteristicas senaladas

con anterioridad y bajo la condicién de errores normales independientes

L-6ptimo L-6ptimo
cl v T; w; Cl \% T; w;
3.6 35 5.00 0.68 292 35 5.00 0.57
6.01 0.32 20.23 0.43
3.6 50 5.00 0.88 292 50 5.00 0.95
22.74 0.12 26.88 0.05
36 64 500 094 292 64 5.00 097
22.72  0.06 33.02 0.03
3.6 75 5.00 0.95 292 75 5.00 0.98
31.63 0.05 37.83 0.02
23 35 5.00 0.95 1.9 35 5.00 0.97
24.45 0.05 28.54 0.03
2.3 50 5.00 0.97 1.9 50 5.00 0.98
32.79 0.03 38.64 0.02
23 64 5.00 0.98 1.9 64 5.00 0.98
40.57 0.02 48.06 0.02
23 75 5.00 0.98 1.9 75 5.00 0.98
46.69 0.02 55.57 0.02

Tabla 3.6: Disefios L-6ptimos locales para el modelo monocompartimental.

De la Tabla 3.6 se observa que los disenos L-6ptimos asignan pesos diferentes a cada uno de los
puntos de soporte, lo cual sugiere en general una mayor frecuencia de muestreo en el punto t = 5, que
en el caso del modelo MMC corresponde al tiempo de espera para la toma de la primera muestra,
esto es, el tiempo en el cual se asume que el medicamento se ha distribuido en todo el organismo
(compartimiento). A continuacién se muestran las eficiencias de los disenos L-éptimos trabajados
en la Tabla 3.6.
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L- eficiencia del disefio &; con respecto a &;, effre; = Tr(M(E:))

Tr(M(g;))
diseno &;

Diserno &; &1 &2 &3 &4 &s &o &r &s
& :5(2,3;50):[ 0"';7 3027*(]7(39 ] 0.60 0.80 093 0.95 0.74 0.950 0.99 0.96
Goceonon=| o3 S| | 062 084 092 093 075 0967 1 0.97

€3 = i 1%0 1%5 270 3%0 4%0 5%0 ] 049 0.56 0.63 0.64 0.51 0.62 0.70 0.72
diseno &;

Disefio §; S &0 & &2 &3 §uu &5 16
P R 0.89 100 096 001 097 097 090 0.3
cocessn= ) S| [ 091 098 097 096 098 098 092 086

&3 = i 1%0 1%5 2%0 ‘170 4%0 5%0 ] 0.17 0.59 0.69 0.72 0.62 0.72 0.73 0.74

Tabla 3.7: L-eficiencias para los disefios L-6ptimos locales, MMC, bajo independencia.

Al calcular las L-eficiencias como se muestra en la Tabla 3.7 de acuerdo con la ecuacién (2.16), se

obtiene que en general los disefios L-6ptimos presentan un comportamiento similar al de los disenos

D-éptimos con respecto a su eficiencias, ver Tabla 3.3. La diferencia entre el valor local y el valor

esperado de los pardmetros influye directamente en la cantidad de esfuerzo experimental (eficien-

cia), en el momento de llevar a cabo el disefio planeado.

Eficiencia de los disenos D-6ptimos respecto a los L-6ptimos

Una de las inquietudes respecto a la construccién de los disenos éptimos es determinar si el disenio

D-6ptimo, ademaéas de utilizarse para realizar estimaciones eficientes de los pardmetros se puede

utilizar para la estimacion de funciones no lineales de éstos. Para resolver la inquietud se cons-

truyen los disenos L-6ptimos y se calculan ademads las respectivas L-eficiencias, como se indica en

la ecuacién (2.16). La Tabla 3.8 permite observar los resultados, considerando la eficiencia de los

disenos D-6ptimos con respecto a los L-6ptimos cuando los valores locales de los pardmetros varian.

Los disetnios &; corresponden a los disenios L-6ptimos presentados en la Tabla 3.6.
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Tr(M~'(&)L)

Disenno D-6ptimo L-eficiencia del diseno §; con respecto a &; ef fr, = T ()]
de referencia &
&i &1 &2 &3 &4 & &6 & &s

5(2,3;50):{ ° 2‘"*74} 0.026 0.014 0.053 0.083 0.270 0.363 0.69 0.534

0,5 0,5

5(2,92;64)=[ o ot } 0.066 0.035 0.137 0.211 0.598 0.772 0.954 0.870
Diseno D-6ptimo L-eficiencia del diseno §; con respecto a &; ef fr, = %E%%W
de referencia &
&i &9 10 11 12 13 14 15 16
£(2,3; 50) :{ o5 o } 0.152 0.884 0.527 0.398 0.024 0.246 0.088  0.023
5(2,92;64):[ o ot } 0.389 0.970 0.84 0.565 0.055 0.468 0.142 0.034

Tabla 3.8: L-eficiencias con respecto a los D-6ptimos locales, MMC, bajo independencia.

En la Tabla 3.8 se observa que los disenos D-6ptimos obtenidos resultan ser tan eficientes como
los disenos L-6ptimos en la estimacion de funciones no lineales cuando los valores locales de los
pardmetros estan cerca del valor de los EMV (£7-£11). Se observa también la conveniencia de con-
struir disenos L-6ptimos en lugar de disenos D-6ptimos cuando se tienen valores locales alejados de
los EMV para realizar estimaciones de funciones no lineales de los pardmetros en este modelo lo
cual implica economizar al menos el 95% de esfuerzo experimental,ver eficiencias de la Tabla 3.8

disenos &1 y £16-

De otro lado se pretende establecer la conveniencia de usar un disenio como el presentado por
Clark & Smith (1989) para la estimacién de funciones de los pardmetros del modelo, en este caso,
en la estimacién de las funciones definidas en las ecuaciones( 3.7) y (3.8).

La Tabla 3.9 permite observar las L-eficiencias del disefio de Clark & Smith (1989) con respecto a
los demads disenos, considerados en la Tabla 3.6, las eficiencias que se muestran a continuacién son

calculadas como se definié en la ecuacién (2.16).

L-eficiencia del disenio &; con respecto a &; ef fr, = gg%%&;f;
Diseno &; &

&1 &2 &3 &4 &s &6 &7 &s
0.008 0.004 0.021 0.034 0.10 0.140 0.189 0.125
| 3

&o €10 §11 12 €13 §14 15 16
0.05 0.269 0.213 0.376 0.034 0.147 0.056 0.014

[Ty
=
N
-
o
¥
=8
@
=8
~= *5

=
ot
NS

Tabla 3.9: L-eficiencias con respecto al disenio planteado por Clark & Smith (1989), MMC, bajo indepen-
dencia.
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La tabla 3.9 indica que un experimento con demasiados puntos de muestreo y tomados como lo
sefiala Clark & Smith (1989) no es recomendable cuando se desea estimar funciones no lineales
de los parametros, dado que la eficiencia del disenio senalado por con respecto al diseno L-éptimo
es maximo del 37.6 %, lo cual implica derrochar al menos un 63.4 % del esfuerzo experimental al

implementar un diseno como el senalado por dicho autor.

3.2.2. Disenos L -6ptimos bajo los supuestos de errores normales- de-

pendientes

A partir de la estructura para la matriz de varianzas y covarianzas dada en la ecuacién (3.4), para el
caso donde los errores son correlacionados; se construyen los disenos L-6ptimos para valores locales
de los pardmetros. En la Figura 3.5 se puede observar que en contraste con los disenos D-6ptimos
una alta correlacién en los errores no implica necesariamente la definicién de tiempos de muestreo
diferentes, por el contrario se observa una clara tendencia a que el diseio 6ptimo que permite
estimar el drea bajo la curva y el tiempo de concentracién media esté conformado por dos tiempos

de muestreo.

Disefios L-optimos para el Modelo Monocompartimental
con errores correlacionados

tiempos de muestreo
20 40 60 80

0
1

rho
Cl=2.3, V=50, n=2

tiempos de muestreo
20 40 60 80

0
1

rho
Cl=2.3, V=50, n=5

Figura 3.5: Disetios L-6ptimos para el MMC, bajo estructura de correlacién.
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Segin los resultados presentados en las Figuras 3.4 y 3.5, es importante senalar que el segundo
tiempo de muestreo para n = 2, no coincide con el respectivo punto del diseno, xo, hallado para
el L-6ptimo para el modelo no lineal bajo el supuesto de incorrelacién en el término de error, con
valores locales de Cl =2.3 y V = 50. El segundo punto de soporte es parecido con su similar en
el L-6ptimo para el modelo no lineal, con los valores locales senalados, siempre y cuando el diseno
L-6ptimo construido bajo el supuesto de incorrelacién en los errores sea un diseno exacto, es decir,
un diseno como el senalado en la ecuacién (3.6), en el cual cada uno de los puntos de soporte tienen

el mismo peso.
3.3. Disenos D-6ptimos para el modelo linealizado
El modelo no lineal en consideracién es de la forma:

D, _

Y(t) =n(t:V.Cle = T2e T (3.9)

La transformacion adecuada sobre este modelo, de manera que pueda ser expresado como un modelo

lineal, es una transformacion logaritmica. El modelo considerado, luego de la transformacién es:

D, Cl
Y*(t)=n*(t;V,Cl) + " =log (VO> + <_V> (t—7)+¢e". (3.10)
Asi,
n"(t;V,Cl) = n*(t; 8) = Bo + Pt ;
donde D o1 D
_ 0 2 Z0 _
fo =log =+ 77 =log 7= — b7,
con T conocido, y
PR
L=

Sea BT = (By, 31) el vector de pardmetros del modelo transformado, entonces n* (t; V, Cl) se puede

reescribir en funcién de los pardametros originales a estimar, V y Cl, como:

D
/6’0+ﬂ17:10g70,

ePotbr — & ,
\%4
donde
V= Doe—ﬁo—ﬁﬂ ,
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y ademas
Cl = */Blv = 761D06760751T .

De esta manera el vector de parametros 6 teniendo en cuenta la transformacién se escribe de la

siguiente forma:

) Doe—fobir
= 9 = N ~ ~ R
_/QlDOe*ﬁo*ﬁrr

asi:

0 = g(Bo, B1) = g(5*)

La distribucion asintética de g(3), Huet. et al (2007), es:

9(B) ~ N (g(5). Vg (B0) M~ (€. 60) V'g (o))

donde Vg (5y) representa el gradiente de la funcién g(3) evaluada en un valor inicial del vector de
parametros (3g.

Ademas, el vector B es una funcién h (CA’L V), cuya distribucién es:

B~ N (8, Vh(O)M (. 0)VTh(9)) -

De esta manera la distribucién de 6 es:

6 ~ N (g0h(8), Vg (Bo) VR(O)M (£, 0)VT h(6)V"g (50)) | (3.11)

donde g o h(f) representa la composicién de g(3) en h(€) y V() corresponde al gradiente de la
funcién h().

Estimar 6 con el modelo linealizado usando transformaciones tal que se minimice V' (é) , corresponde
a usar la matriz A = Vg (8y) Vh(8) asociada al Diseno D 4- éptimo para el modelo transformado,

la cual es el gradiente de las funciones objeto de la transformacién y corresponde a la matriz:

_Doe—ﬁo—ﬁﬂ' Doﬁle—ﬂo—ﬂm'

A(g9(B)) = ] ,

_Tpoe—ﬁo—ﬁl‘r —Dof [_7—6—50—517'] _ Doe—ﬂo—ﬂﬂ'

A(g(B)) = Doe™ =7 l e ] ;

-7 10 —1
A(g(8)) = —Dge o7 [1 1‘%] . (312)
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Siguiendo la distribucién asintética del vector de pardmetros dada en la ecuacién (3.11), se tiene
entonces que el disenio D-6ptimo depende de la matriz g(6) que contiene los términos correspondien-
tes al Jacobiano de la transformacién para la linealizacién del modelo (Krasnoselskii, 1995. Huet,
et al. 2007, Gallant, 2007).

Para el disenio D-éptimo el interés es minimizar ¥(¢) = —log|M~(§)|, de esta manera se debe
minimizar:
—log| Vg (6o) VA(O)M (&, 0)V MBIV g (Bo)| (3.13)
por propiedades del determinante la ecuacién (3.13) se puede expresar:
—log [[Vg (Bo) VR(B)| - [M~H(&,0)| - [VTh(O)VTg (5o)]] (3.14)

en la ecuacion (3.14) la expresion [Vg (8y) Vh(0)| se convierte en una constante para la minimizacién
de la funcién ¥(€), reduciendo el proceso al encuentro de los puntos donde se hace minima la funcién
dada en la ecuacién (3.2), tal como se observé en el caso del modelo no lineal. Asi, para el caso
del modelo linealizado se tiene que el diseio D-6ptimo es un diseno D 4-éptimo. Ademds, dado que
el diseno D-6ptimo es invariante ante transformaciones no degeneradoras del modelo (funciones
inyectivas), y la funcién log(y) es una funcién uno a uno y sobreyectiva (no degeneradora), entonces
el diseno D-6ptimo hallado coincide para el modelo no lineal y el transformado como se presenta a

continuacioén.

3.3.1. Disenos 6ptimos, para un MMC linealizado, bajo los supuestos de

errores normales- independientes
Disenos D-6ptimos

Un primer intento por obtener los disenos D-6ptimos para el modelo linealizado es considerar la
transformacién adecuada para linealizar el modelo y construir el diseno D-éptimo sugerido para
modelos lineales, que llevado a la préactica permitird estimar los pardametros del modelo conside-
rado. Sin embargo, el diseno construido depende del la acotacién del rango de regresién, dado que
tiene sus puntos de soporte en los extremos de dicho rango (Garcia & Lépez- Rios, 2007). Para
volver estos disefios comparables, siguiendo la idea de Lépez-Fidalgo & Wong (2002) se considera

la distribucién asintética de la transformacion, trabajada en la seccién anterior.
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fi Cl 14 T xTo 51 Cl % T X9

& 136 |35 5,00 | 14.72 & 1292 | 35 | 5,00 | 16.98
& | 3.6 | 50 | 5,00 | 18.89 & | 2.92 | 50 | 5,00 | 22.12
& |36 |64 5002278 & | 2.92 |64 | 5,00 | 26.91
& | 3675|500 2583 & | 292 | 75 | 5,00 | 30.68
& | 2335 ] 5 |2021 €3 | 19 | 35 | 5,00 | 23.42
&0 | 2.3 |50 | 5,00 | 26.74 &a | 1.9 | 50 | 5,00 | 31.32
&1 123 |64 5,00 | 32.83 &5 | 1.9 | 64 | 5,00 | 38.68
€2 | 23| 75| 5,00 | 37.61 €6 | 1.9 | 75| 5,00 | 44.47

Tabla 3.10: Disefios D-6ptimos locales, cuando varia el Volumen o el aclaramiento, para el MMC, lineal-
izado.

Como se muestra en la Tabla 3.10, el disenio D-6ptimo tiene, de manera similar al caso del modelo
MMC no lineal, dos puntos de soporte, cada uno de ellos tiene un peso o frecuencia de 0.5, los

valores locales tomados como referencia son los mismos empleados en la Tabla 3.2.

Otro de los intereses de este trabajo es verificar la conveniencia de construir un disefio 6ptimo que
permita estimar eficazmente combinaciones no lineales de los parametros del modelo farmacocinético
original partiendo de la linealizacién del modelo, para tal fin se construyen los disenos L-6ptimos para
el modelo linealizado y se observa la ganancia que se obtiene al trabajar con el modelo linealizado a

través de las eficiencias de los disenos construidos para diferentes valores de los pardametros locales.

3.3.2. Disenos L-6ptimos

En la Tabla 3.11 se muestran los disenos L-6ptimos utilizados en el caso del modelo monocom-
partimental linealizado construidos para los diferentes valores locales de los pardmetros Cl y V.
También se presentan las eficiencias del diseno L-6ptimo utilizado para estimar el drea y tiempo
medio para el modelo no lineal con respecto al diseno L-éptimo utilizado para el modelo transfor-
mado, dichas eficiencias son calculadas cémo se indico en la ecuacién (2.16), de esta manera en
la siguiente tabla, Ffyp = % donde &; corresponde al disefio L-6ptimo hallado para el

modelo transformado y &; corresponde al diseno hallado para el modelo no lineal:
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L—6ptimo Efne L—éptimo Efne

cl v T; w; Cl \%4 T; w;

8.6 385 5,00 0.42 0.41 2.92 85 500 047 0.69
17.48  0.58 20.32 0.58

8.6 50 500 0.51 0.64 2.92 50 500 0.56 0.62
22.76  0.49 26.89 0.44

3.6 64 5.00 0.57 0.64 2.92 64 5.00 0.62 0.67
27.78  0.48 82.87 0.38

8.6 75 500 0.61 0.67 2.92 75 500 0.66 0.70
81.60 0.39 37.84 0.34

2.8 85  5.00 0.53 0.59 1.9 35 500 0.58 0.62
24.45 047 28.55 0.42

2.8 50 5.00 0.62 0.66 1.9 50 500 0.66 0.69
82.65 0.38 38.64 0.34

2.8 64 5.00 0.67 0.71 1.9 64 5.00 0.71 0.74
40.43  0.33 48.06  0.29

2.8 75 500 0.71 0.74 1.9 75 5.00 0.7 0.76
46.68  0.29 31.48 0.26

Tabla 3.11: Comportamiento de los disefios L-6ptimos locales para el modelo linealizado con respecto al
modelo no lineal.

En la tabla anterior el efecto de la linealizacion del modelo es conveniente cuando se construye un
diseno éptimo con miras a estimar eficazmente funciones de los parametros, dado que la eficiencia del
diseno L-6ptimo del modelo no lineal con respecto al diseno L-6ptimo para el modelo transformado
oscila entre el 60 % y 70 %, cuando los valores locales estdn cercanos a los EMV de los pardmetros

del modelo, lo cual implica al menos un 30 % de economia en esfuerzo experimental.
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Capitulo 4

Analisis de resultados para el
Modelo de Michaelis Menten

El modelo de Michaelis Menten (MM) es usado con frecuencia en las ciencias bioldgicas con el objeto
de describir la cinética de rapido equilibrio de sistemas de enzimas y andlisis del comportamiento
de un medicamento en plasma cuando se asume una cinética de primer orden, es decir, cuando la

variacion en dicha concentracion depende de la cantidad de medicamento suministrada inicialmente.

El modelo MM es de bastante aplicacién en modelos compartimentales en los cuales es impor-
tante modelar la tasa de cambio de un compartimiento a otro. Este modelo predice la velocidad de
formacién de un producto en una reaccién quimica dada la concentracién del sustrato, s, Lopez-

Fidalgo & Wong (2002), la expresién general para este modelo es:

Vs

—_— v =2 S=[0 . 4.1
KMM+S+E’COD ar(v)=0"y s € [0, 00) (4.1)

v = C(S;V,K]\,{M) +e=
donde V indica la saturacion maxima y Kp;ps es denominada la constante de Michaelis Menten, y

en este valor de la concentracion se asume que se ha alcanzado el nivel de saturacién media.

Muiltiples aportes en el campo de estimacién 6ptima de pardametros y disenos éptimos para este
modelo han sido realizados por diversos autores, quienes amplian estas aplicaciones a situaciones
particulares y generales de heterocedasticidad, estudian la robustez y la eficiencia de estos modelos
y hacen algunas sugerencias respecto a la decisién de linealizar el modelo y cudl es la transformacién
adecuada de acuerdo con la estructura de varianza del término error, ver por ejemplo Ruppert, et
al. (1989); Beal & Shiner (1988); Box & Lucas (1959); Dette & Wong (1999); Kimura (1990); Lépez
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Fidalgo & Wong (2002); Rizing & Ray (1987), entre otros.

4.1. Disenos D - 6ptimos para el modelo MM no lineal, bajo

supuesto de homocedasticidad

Estadisticamente si en el modelo MM los errores asociados a las medidas de velocidad son descono-
cidos, o se sabe que se desvian de una distribucién normal, los métodos basados en la minimizacién
de la suma de los cuadrados son inadecuadas, para corregir dicha situacién. Duggebly(1979) con-
sidera una aproximacion a los disenos D-6ptimos y muestra que mediante un diseno experimental
adecuado, como los construidos en la Tabla 4.1, los parametros cinéticos se pueden estimar de forma
inequivoca al tiempo que se tiene en cuenta sélo los supuestos minimos relativos a la estructura
de error de los datos. Ademads, sugiere que dado que el modelo tiene dos pardmetros el diseno
experimental tendrd dos puntos de soporte so = Sz vV S1 = %

Tal como se vio para el caso del modelo monocompartimental, se hace el mismo desarrollo para
construir los disenos D-éptimos para el modelo de Michaelis-Menten. Para el vector de parametros
9T = (Karar, V), la matriz de informacién se construye teniendo en cuenta que:

OC(s;V, Karar)

f(8)=6—19,

entonces se tiene que:

T — £T (. _ —Vs s
f (5’19) - f (S"/’KMM) - ( (K]uM—‘rS)z Kym+s ) ’

S

V252 _ V2
f(Sﬂ?) fT (8,19) = < (K¥$;S)4 (KMvaéJrs)S )
(Kum+s)®  (Kua+s)®

La matriz de informacién estd dada por

V3?2 —Vs?
M(&ﬁ) = Z ( (Kz\j‘]\;fsts)‘l (KMg/éJrs)s > 5(8) -

s€eS (Kpar+s)® (Knar+s)?
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4.1.1. Disenos D-6ptimos bajo los supuestos de normalidad, independen-

cia y homocedasticidad

De acuerdo con el desarrollo anterior y la definicién dada en la ecuacién (2.2) y (3.3) el diseno

D-éptimo es aquel que minimiza — log |M (£)|, de esta manera, en el modelo de Michaelis Menten

se tiene que:
n

M) = Zf(sz‘; V, Kyn) 7 (35 V, K )w
i=1

donde f(s) = Vg(s;V, Kprpr) de esta manera:

9¢(s;V, Knmm) s
_ oV _ K s
f(s) - 9¢(s;V, K ) - MA\;[:_

OK pmrm T (Km+s)

Asi, para el disefio & con pesos asociados de + y en este caso m = 2,
m

S1 82
f - l l I
2 2

la matriz de informacién estard dada por:

___S1 —_S2
M(g) — Ky +s1 S1 _ Vsy 1_|_ Ky +s2 S2 _ Vo
_ Vi Kynv+s1 (Knnr+s1)? 2 _ Vsa Knrv+s2 (Knn+s2)?
(Knnr+s1)? (Knrn+s2)?
2 2
1 s1 + S _ st _ ng
M(é) — Kyn+si1 Knrv+s2 (Knar+s1)3 (Kna+s2)3
o st _ ng V2sf V2s§
(Knn+s1)3 (Knnr+s2)3 (Knrnr+s1)4 (Knrns+s2)t

El determinante de M (), v(s1, $2), es:

(VQK?V[MS%SQ — 2V2K]2\4M81 + VQKZQMMS‘S — 4V2KMM8152 — 2V2818%)

v(s1, 82) = K8, stsa(Kpn + s2)2

Se halla el maximo para (s1, $2), asumiendo V', Kpspr, s2, constantes:

N =

0v(s V2
gill) _ 7 53(KMM FPNE (3K%/H\/[8§ — K}LMsg — Kﬁﬂ/fsg + KMMsgsl + Kf\‘/[Mslsg + KEQMS%SQ) ,
MMS52
o0v(s V2
’gill) — KG 52(KMJW T 51)3 (_K]?’V[MSQ + SQK]%/[M — KJZ\/[MS% + KJQWM8182 + SKM]\/[SQ + 8281> .
MM52
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De esta manera se obtiene que el primer punto donde se hace maximo el determinante de la matriz
de informacién para el modelo de Michaelis Menten es como lo afirma Duggleby (1979):
SaK v

N 2Ky (42
donde s; = S,,4. corresponde a la cantidad de sustrato maxima que se puede administrar al pa-
ciente y que es prefijada por el investigador. Cémo se observa en la ecuacién (4.2), el primer punto
de diseno s; varfa conforme lo hace Kjyrps v ademds depende del valor de s1, y no del valor de V.
Los resultados que se presentan a continuacion corresponden a los disenios D-6ptimos hallados para
diferentes valores locales relativamente cercanos a los sugeridos por Montgomery (2002), para el
estudio del comportamiento de la fenitoina sédica, de manera similar a la trabajada en el Capitulo
3 se toman los valores de los EMV y pequenas desviaciones de estos para determinar la variacién

de los puntos de soporte:

Knrv 51 82

0.070 0.061 0.95
0.070 0.062 1.10
0.070 0.063 1.20
0.080 0.069 0.95
0.080 0.070 1.10
0.080 0.071 1.20
0.085 0.072 0.95
0.085 0.074 1.10
0.085 0.075 1.20

Tabla 4.1: Disefios D-6ptimos locales para el modelo MM, bajo supuestos de homocedasticidad e indepen-
dencia.

En la Tabla 4.1 se observa que el diseno D-6ptimo tiene dos puntos de soporte claramente diferen-
ciados el primero de ellos es como sugiere Duggleby (1979) y como se demostré en la ecuacién (4.2)
y el segundo punto de soporte del diseno es el valor maximo de la concentraciéon del medicamento

que se puede administrar al paciente, representada por sz, como sugiere Lépez-Fidalgo (2002).

4.1.2. Disenos D-6ptimos bajo los supuestos de normalidad, dependencia

y homocedasticidad

Ucinski, D.& Atkinson A.(2004) sugieren en caso de tener errores normales dependientes o bajo

estructura de correlacidn, escribir la matriz de informacién, como se describié en la ecuacién (3.4):

M (&) =FTWF.
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Donde F es la matriz de gradientes de la funcién evaluada en cada uno de los puntos de soporte
del diseno inicial y la matriz W es la inversa de la matriz Ke que contiene los kernel de covarianza,

los cuales son calculados para el modelo lineal como sigue:

O.Zp\tfs|

Cov (e(t),e(s)) = kess = 1—p2

(4.3)

Se considera este Kernel de covarianza sugerido por Atkinson, et al (2007) debido a que la funcién
de covarianza tiene una forma andloga al funcional de ((s;V, Karpr), en este caso se asume que
la estructura de correlacion es explicada por un modelo autorregresivo de primer orden, dado el
caracter lineal del modelo presentado en la ecuacién (4.1)Tal como se observé en la ecuacién (3.5)

los disenos a hallar son exactos, es decir, disenos de la forma:

&= (t1,t2, ..y tn)

Asi los disenos D-6ptimos que se obtienen en caso de tener dos puntos de soporte para valores

locales, sugeridos por Montgomery(2002), Kprpr = 0,08, V =205y Spmar = 1,1 son los siguientes:

Kyuv Vo Smas P S1 S2 p 51 82
0.20 0.0704 1.1000 0.60 0.0651 0.4396
0.25 0.0706 1.1000 0.65 0.0647 0.4157
0.30 0.0708 1.1000 0.70 0.0644 0.3974

0.08 205 1.1 0.35 0.0710 1.1000 0.75 0.0642 0.3826
0.40 0.0713 1.1000 0.80 0.0640 0.3704
0.45 0.0677 0.6295 0.85 0.0638 0.3601
0.50 0.0664 0.5238 0.90 0.0636 0.3512
0.55 0.0656 0.4727 0.95 0.0635 0.3435

Tabla 4.2: Disenios D-6ptimos locales para el modelo MM, bajo supuestos de homocedasticidad y depen-
dencia, n = 2.

El disefio D-6ptimo con dos puntos de soporte para el modelo de la ecuacién (4.1), bajo la es-
tructura de correlacién en los errores dada en la ecuacién (4.3), mantiene casi constante el primer
punto de soporte s; a pesar de que la correlacién p aumente, entre tanto que el segundo punto de
soporte so deja de estar limitado por el valor de la dosis maxima tolerable para el paciente cuando

la correlacion entre las mediciones empieza a aumentar.
En la Tabla 4.3 los disenos D-6ptimos con 5 puntos de muestreo, bajo estructura de correlacién

dada en la ecuacidn (4.3),para los valores locales sugeridos por Montgomery (2002) de Kz = 0,08,
Smaz = 1,1, V' = 205 trabajados también en la Tabla 4.2:
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1% S1 S92 S3 S4 S5
0.20 0.001 0.001 0.0850 1.0470 1.0372
0.25 0.001 0.001 0.0852 1.0467 1.0398
0.30 0.001 0.001 0.0853 1.0464 1.0431
0.35 0.001 0.001 0.0855 1.0462 1.0470
0.40 0.001 0.001 0.0857 1.0460 1.0516
0.45 0.001 0.001 0.0859 1.0458 1.0571
0.50 0.001 0.001 0.0861 1.0456 1.0637
0.55 0.001 0.001 0.0863 1.0454 1.0712
0.60 0.001 0.001 0.0865 1.0452 1.0801
0.65 0.001 0.001 0.0867 1.0449 1.0903
0.70  0.001 0.001 0.0870 1.0445 1.1000
0.75 0.001 0.001 0.0872 1.0440 1.1000
0.80 0.001 0.001 0.0875 1.0436 1.1000
0.85 0.001 0.001 0.0878 1.0431 1.1000
0.90 0.001 0.001 0.0881 1.0427 1.1000
0.95 0.001 0.001 0.0886 1.0423 1.1000

Tabla 4.3: Disenos D-éptimos locales para el modelo MM, bajo supuestos de homocedasticidad y depen-

dencia, n = 5.

En caso de que el diseno exacto tenga cinco puntos de soporte, se observa que estos tienden a
reducirse a 4 puntos dado que s; y s2 toman valores muy similares. Ademads, cuando el valor de p
es pequeno se observan tres puntos claramente diferenciados, sin embargo cuando p se incrementa
el diseno senala cuatro puntos, los dos primeros senialan cantidades de sustrato pequenos y que
se centran alrededor del punto sefialado en la ecuacién (4.2) y los otros dos se ubican alrededor
del punto correspondiente al valor de la dosis maxima tolerable segiin el medicamento. La Figura

4.1 permite verificar las afirmaciones realizadas anteriormente pues presenta la informacion en las

Tablas 4.2 y 4.3 de manera grafica:
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Figura 4.1: Disefios D-éptimos para el modelo MM bajo supuestos de normalidad y dependencia.

A pesar de que se tienen diversos puntos de soporte, en general cuando hay correlacién entre los
errores, las cantidades méxima y minima de sustrato que se puede administrar a los pacientes se
reduce a muestrear en dos puntos bastante diferenciados y que corresponden respectivamente a las
cantidades s; y so mencionadas en la seccion 4.1.1, siendo importante resaltar que para un diseno
con dos puntos de soporte cuando p > 0,5 el segundo punto de muestreo s; disminuye acercandose

al valor de 0,3, a medida que se incrementa p, correspondiente a una dosis farmacolégica de 300 mg.

4.2. Disenos D - 6ptimos para el modelo MM lineal, bajo los

supuestos de normalidad, homocedasticidad

En el caso del modelo MM, el modelo después de la linealizacién corresponde a:

1 1 Kym 1
;i—v+T;i+€z,
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asi el modelo transformado es:
* *
v; =Po+ bis; +&i .

En este caso el vector de pardmetros de interés es 97 = (V, Kprar) v el vector de pardmetros para

el modelo transformado es 37 = (B9, 31). Ademas, la funcién g(#) es de la siguiente manera:

9(19):9< >=[§§],
i

g () ~ N (g (s, 50]) . Vg ([s. o)) M (E Bo)V g (15, Bul) -

En este caso Vg ([s, fo]), corresponde al jacobiano de la transformacién de esta manera

Vv

Ky

luego:

Vg([s,ﬂo])[ ~(f) "0 ] ,

41 (Bo)? L

ademds es necesario hacer una transformacién de manera tal que la matriz de informacién de
las estimaciones se pueda comparar de alguna manera con la matriz de informacién del modelo
dado en la ecuacién (4.1). Para ello es necesario hallar el gradiente de la funcién que retorna a
estos parametros, esto se logra haciendo un procedimiento similar al desarrollado para el modelo

monocompartimental de donde se tiene que la distribucién asociada al vector de parametros es:
0~ N (g 0 h(9), Vg (Bo) Vh(9) M~ (€,0) T h(9)V g () - (4.4)

donde h(¥9) = f(s)fT(s), trabajada en la seccién 4.1 y g o h(¥) representa la funcién h (g(¥9)).

De la definicién anterior se tiene una relacién directa entre el D-6ptimo para el modelo no lineal y
el modelo linealizado, justificando asi la propiedad de invarianza del diseno D-6ptimo, senalada por
Atkinson & Donev (2007), y se halla una relacién directa con el disefio D 4-éptimo que constituye
la version generalizada del diseno D-6ptimo, estableciéndolo asi para los modelos no lineales. Los

resultados que ilustran dicha conclusiéon se muestran en la Tabla 4.4

4.2.1. Disenos 6ptimos bajo supuestos de normalidad, independencia y
homocedasticidad, para el modelo transformado

Siguiendo el mismo andlisis aplicado en la seccién anterior y en el caso del modelo monocomparti-

mental (MMC), en esta seccién se mostrara que los resultados para el modelo de Michaelis - Menten

transformado, en el caso del D-6ptimo no son diferentes a los disenos obtenidos cuando se trabaja

con el modelo original. El diseno D - éptimo para el modelo linealizado tiene dos puntos de soporte
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definidos por la ecuacién (4.2), los cuales son presentados en la Tabla 4.4, junto con la dosis méxima

que puede ser administrada a los pacientes.

K 51 S2

0.070 0.061 0.95
0.070 0.062 1.10
0.070 0.063 1.20
0.080 0.069 0.95
0.080 0.070 1.10
0.080 0.071 1.20
0.085 0.072 0.95
0.085 0.074 1.10
0.085 0.075 1.20

Tabla 4.4: Disefios D 4-6ptimos locales para el modelo MM linealizado, bajo supuestos de homocedasticidad
e independencia.

Los puntos de soporte para los disenos D 4-6ptimos obtenidos en la Tabla 4.4 no son diferentes a

los obtenidos en la Tabla 4.1, a pesar de que los valores locales cambien.

4.2.2. Disenos D-6ptimos bajo los supuestos de normalidad, dependencia

y homocedasticidad

En el caso de errores dependientes y bajo condiciones de homocedasticidad, en el modelo MM lineal
se observa que los puntos de soporte del diseno D 4-6ptimo son similares a los disefios D-éptimos
mostrados en la Tabla 4.1, cuando se tiene el modelo no lineal. Las Tablas 4.5 y 4.6 muestran

respectivamente los disenos D-6ptimos exactos con dos y cinco puntos de soporte:

Cuando se define un diseno con dos puntos de soporte para el modelo MM transformado, bajo
la estructura de covarianza definida en (4.3), los resultados no son diferentes de los obtenidos en
la Tabla 4.2. Si el interés estd en construir disefios con 5 puntos de muestreo, bajo estructura de
correlacién se obtienen los disefios de la Tabla (4.6), para los valores locales de Kyrar, Smaxs V.

trabajados en el modelo original.
Similarmente a lo observado para n = 2, dos puntos de soporte, en caso de un diseno D-6ptimo

exacto para el modelo MM transformado con n = 5, 5 puntos de soporte, bajo estructura de

covarianza definidos en la ecuacién (4.3), los resultados no difieren de los presentados en la Tabla
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Kyuv Vo Smas P 51 S2 p 51 S2
0.20 1.1000 0.0704 0.60 0.4396 0.0651
0.25 1.1000 0.0706 0.65 0.4157 0.0647
0.30 1.1000 0.0708 0.70 0.3974 0.0644

0.08 205 1.1 0.35 1.1000 0.0710 0.75 0.3826 0.0642
0.40 1.1000 0.0713 0.80 0.3704 0.0640
0.45 0.6295 0.0677 0.85 0.3601 0.0638
0.50 0.5238 0.0664 0.90 0.3512 0.0636
0.55 0.4727 0.0656 0.95 0.3435 0.0635

Tabla 4.5: Disenos D-6ptimos locales para el modelo MM linealizado, bajo supuestos de homocedasticidad
y dependencia, n = 2.

1% S1 S92 S3 S4 S5
0.20 0.001 0.001 0.0850 1.0470 1.0372
0.25 0.001 0.001 0.0852 1.0467 1.0398
0.30 0.001 0.001 0.0853 1.0464 1.0431
0.35 0.001 0.001 0.0855 1.0462 1.0470
0.40 0.001 0.001 0.0857 1.0460 1.0516
0.45 0.001 0.001 0.0859 1.0458 1.0571
0.50 0.001 0.001 0.0861 1.0456 1.0637
0.55 0.001 0.001 0.0863 1.0454 1.0712
0.60 0.001 0.001 0.0865 1.0452 1.0801
0.65 0.001 0.001 0.0867 1.0449 1.0903
0.70 0.001 0.001 0.0870 1.0445 1.1000
0.75 0.001 0.001 0.0872 1.0440 1.1000
0.80 0.001 0.001 0.0875 1.0436 1.1000
0.85 0.001 0.001 0.0878 1.0431 1.1000
0.90 0.001 0.001 0.0881 1.0427 1.1000
0.95 0.001 0.001 0.0886 1.0423 1.1000

Tabla 4.6: Disenos D-6ptimos locales para el modelo MM linealizado, bajo los supuestos de homocedasti-
cidad y dependencia, n = 5.
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4.3 (Disenios D-éptimos para el modelo MM original). En la Figura 4.2 pueden observarse también
los resultados de las Tablas 4.5 y 4.6.

Disefios 6ptimos para el Modelo M M

2 con errores correlacionados
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Figura 4.2: Disenios D-6ptimos para el modelo MM linealizado, bajo supuestos de normalidad y dependen-
cia.

En la Figura 4.2 se observa que los puntos de soporte para el diseno D-6ptimo del modelo trans-
formado son similares a los puntos de soporte del disenio D-6ptimo del modelo dado en la ecuacién

(4.1), como se describié anteriormente.
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4.2.3. Disenos L-6ptimos para el modelo MM linealizado, bajo los supuestos

de homocedasticidad e independencia

El procedimiento para hallar disenos L-6ptimos para el modelo de MM es similar al descrito en la
seccion 3.2 para el modelo MMC, diferenciandosé en las expresiones de las funciones no lineales de
intéres entre las cuales se encuentra el volumen de distribucién, el area bajo la curva, el aclaramiento
promedio, entre otras. Las expresiones de dichas funciones dependen de valores no conocidos de la

concentracién en plasma del medicamento, como se observa en la Tabla 4.7:

Funcién expresion
lumen de Distribucion = A litros
Volumen de Distribucié Va= ()i (a—c) Ko
1 : _D (D
Area bajo la curva ABC = ¢ (m + KMM)
Aclaramiento promedio Cl=-2 v

ABC " Kmm+ %
parametros desconocidos

C1y C2 Concentraciones del medicamento en plasma
t Diferencia de tiempo entre c¢1 y c2
Vy Este valor depende de ¢1, c2 y t

Tabla 4.7: Funciones de interés para los disefios L-6ptimos en el modelo MM.

De acuerdo con la definicién de las funciones no lineales dadas en la Tabla 4.7, se deben conocer
los valores c1, co y t, dichos valores sélo se pueden conocer una vez sea ejecutado el experimento,
por esta razén ante la imposibilidad de hallar disenos L-6ptimos, se abandona el estudio de estos
para el modelo de Michaelis Menten y en su lugar se decide hallar disefios A-6ptimos y comparar

sus respectivas eficiencias como se indicé en la ecuacién (2.17).

4.2.4. Eficiencias de los disenos D-6ptimos respecto de los disenos L-
6ptimos

De manera similar a lo establecido en el Capitulo 3 para el modelo monocompartimental, en el caso
del modelo de Michaelis- Menten es de interés determinar la eficiencia de los disenios D-6ptimos
respecto de los disenos L-6ptimos en la estimacion de los parametros farmacocinéticos en el mode-
lo definido en (4.1). Para objeto del presente trabajo se hace necesario realizar la comparacién
entre los disenios D-6ptimos y A-6ptimos dada la imposibilidad de construir disenos L-6ptimos
como se enuncié anteriormente. En este caso lo que se busca es determinar qué tan eficiente es un
diseno D-6ptimo, que minimiza la varianza generalizada, comparandolo con el diseno construido

cuando el objetivo es minimizar la suma de las varianzas de los estimadores de los pardametros, o
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e-quivalentemente, cuando minimizar la varianza promedio, es decir, un disenio A-6ptimo. El crite-

rio en mencién minimiza el funcional de la matriz de informaciéon expresado de la siguiente manera

U(E) = tr[M~1(9)].

La Tabla 4.8 presenta los disenios D-6ptimos y A-6ptimos asociados a los diferentes valores locales
de los pardmetros y las eficiencias calculadas como se muestra en las ecuaciones (2.15) y (2.17),
respectivamente. Es importante notar que para dicho cdlculo en el caso de la A-eficiencia £* es el
diseno A-éptimo y £ es el disenio D-6ptimo; en el caso de la D-eficiencia £* es el diseno D-éptimo y

¢ es el disefio A-6ptimo.

D — optimo | A — dptimo | A — eficiencia | D — eficiencia
— 1 g* 1
K]V[M Smé,z T wj T Wy = % = { ||J\];I((§*))‘| } ’
0.07 0.95 | 0.061 0.5 | 0.044 0.22 0.93 0.73
0.950 0.5 | 0.950 0.78
0.07 1.1 | 0.062 0.5 | 0.070 0.24 0.95 0.74
1.100 0.5 | 1.100 0.76
0.07 1.2 | 0.063 0.5 | 0.070 0.32 0.92 0.71
1.200 0.5 | 1.100 0.68
0.08 0.95 | 0.069 0.5 | 0.070 0.23 0.94 0.74
0.950 0.5 | 1.100 0.77
0.08 1.1 | 0.070 0.5 | 0.0561 0.21 0.97 0.73
1.100 0.5 | 1.100 0.79
0.08 1.2 ]0.071 0.5 | 0.042 0.19 0.93 0.72
1.200 0.5 | 1.100 0.81
0.085 0.95 | 0.072 0.5 | 0.052 0.25 0.93 0.71
0.950 0.5 | 1.100 0.75
0.085 1.1 | 0.074 0.5 | 0.053 0.27 0.94 0.70
1.100 0.5 | 1.100 0.73
0.085 1.2 | 0.075 0.5 | 0.0561 0.24 0.93 0.70
1.200 0.5 | 1.100 0.76

Tabla 4.8: A- eficiencias y D-eficiencias para el modelo MM, bajo supuestos de homocedasticidad e inde-
pendencia.

La Tabla 4.8 permite observar que para valores cercanos a los EMV del modelo, valores resaltados
en la tabla, el diseno D-6ptimo resulta ser tan eficiente como el A-6ptimo en la estimacion de los
parametros del modelo cuando el propdsito es minimizar la suma de las varianzas asociadas a la
estimaciéon de los pardametros. Ademds, es de anotar que esto no se cumple de manera reciproca
dado que cuando el objetivo es minimizar la varianza generalizada asociada a la estimacién de los

parametros del modelo, es necesario emplear al menos un 25% del esfuerzo experimental con el
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diseno A-6ptimo que con el respectivo diseno D-6ptimo. La conclusién anterior lleva a afirmar que
inclusive en la estimacion de la varianza promedio asociada con la estimacién de los parametros
el disenio D-6ptimo resulta ser tan eficiente como el A-6ptimo, cuando los valores locales para los

parametros estan cerca de los EMV del modelo.

4.3. Disenos D-6ptimos para el modelo MM, bajo supuesto

de heterocedasticidad

Diversos autores han trabajado con este modelo, tal es el caso de Raaijmakers & Jeroen (1987),
quienes sugieren utilizar una correcién en el modelo cuando los errores no tienen varianza constante

a fin de mejorar la estimacién de los pardmetros, planteandolo de la siguiente manera:

VSi S;
= + [
Kyv + si Knrn + si

i s (4.5)

v;

donde msi ~ N (0, 02). Ademds, sugieren que la transformacién de Woolf es la méas adecuada
para la obtencion de mejores estimadores cuando se requiere linealizar el modelo para estabilizar la
varianza e identificar la fortaleza de la relacién lineal entre la velocidad de reaccién (v) y el cociente
entre la velocidad y cantidad de sustrato (¥). De manera similar a la trabajada en el apéndice
A.1, en el A.2, se hace la deduccion tedrica de la forma funcional matriz de informacién de Fisher
asociada con el modelo enunciado en la ecuacién (4.5). Dette, H & Wong, W (1999) y Atkinson &
Cook (1995), plantean una forma alterna de fdcil implementacién computacional para la obtencién
de la matriz de informacién deducida en el apéndice A.2, a partir de la ecuacién siguiente: 4.6 para

el cdlculo de la matriz de informacion:

N, 9g(,0) g(wi, 0) 1 L v (g (:,0))
160 = 2 65— oo X[wg(xi,e))*z{v(g(w))}] o

donde g(z;, ) es la media de la funcidn, la funcién varianza es v(g(z;,0)) y v'(g(z;,0)) corresponde a

la primera derivada de la funcién de varianza respecto del valor esperado, g(z;,6). Los resultados de
la implementacién en R del algoritmo presentado en las secciones 2.2.7 y 3.1.1 para este modelo son
presentadas en las las siguientes secciones en las que son considerados los supuestos de normalidad,

heterocedsticidad, independencia y depenencia, en el término error.
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4.4. Disenos D-6ptimos para el modelo MM, bajo supuesto

de heterocedasticidad

Raaijmakers & Jeroen(1987), sugiere usar la transformaciéon de Woolf para la linealizacién del
1
57
permite obtener mejores estimadores que facilitan identificar la fortaleza de la relacién lineal entre

mo-delo bajo condiciones de heterocedasticidad. Esta transformacién que corresponde a y* =

la velocidad de reaccién (V) y el cociente entre la velocidad y la cantidad de sustrato (%), no
obstante, esta transformacion debe usarse solo en casos donde la varianza del modelo original sea
no constante. Si el modelo no lineal tiene varianza no constante, entonces al hacer la transformacién
para la linealizacién se espera que la varianza se estabilice. En la Tabla (4.9) se presentan los disenos
D-6ptimos que permiten estimar adecuadadmente los pardmetros farmacocinéticos de interés, para

diferentes valores de la constante de eliminacion y de la dosis méxima del medicamento.

4.4.1. Disenos D-6ptimos bajo los supuestos de normalidad, independen-

cia y heterocedasticidad

En los resultados de la Tabla 4.9 se observa que bajo condiciones de heterocedasticidad, uno de los
puntos de soporte del diseno D-éptimo resulta afectado por el valor de la dosis maxima tolerable s;
y el valor de Kpsps, mientras que el volumen de distribucién V' no tiene efecto como se mostré en la
seccién 4.1.1. De la comparacién entre la Tabla 4.1 y la Tabla 4.9 se observa que el segundo punto
de soporte sy es similar para el modelo homocedastico y heteroceddstico, sin embargo, cuando se
tiene un modelo heterocedastico el primer punto de soporte s; se vé afectado al tener que realizar
el experimento probando con concentraciones de medicamento que se encuentren casi a la mitad de

la concentracién senialada por el modelo homocedastico.

Kyy o Smas 51 59

0.070 0.95 0.0315 0.95
0.070 1.10 0.0320 1.10
0.070 1.20 0.0322 1.20
0.080 0.95 0.0355 0.95
0.080 1.10 0.0361 1.10
0.080 1.20  0.0364 1.20
0.085 0.95 0.0375 0.95
0.085 1.10 0.0381 1.10
0.085 1.20 0.0384 1.20

Tabla 4.9: Disefios D-6ptimos, para diferentes valores locales de los pardmetros del modelo MM, hete-
rocedéstico bajo independencia.
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Ademas de establecer los puntos de soporte del diseno D-éptimo para el caso del modelo hete-
rocedastico, cuando los errores son independientes, también interesa determinar los puntos de so-
porte y el comportamiento de los disenos D-éptimos para el modelo de Michaelis-Menten cuando

los errores se encuentren correlacionados. Esto ultimo es considerado en la siguiente seccién.

4.4.2. Disenos D-6ptimos bajo los supuestos de normalidad, dependencia

y heterocedasticidad

La estructura heterocedastica del Modelo de Michaelis-Menten considera un factor de correccién
debido a que la varianza es una funcién de la media, como lo expresa Atkinson & Cook(1995). En la
Figura 4.3 se presentan los disenos D-6ptimos locales exactos, paran = 2 y n = 5 puntos de soporte,
obtenidos bajo las condiciones de normalidad, heterocedasticidad y una estructura de correlacién
en el error, esta tltima dada por Atkinson & Ucinski (2004) y por Atkinson. et al (2007) , trabajada
en la seccién 4.1.2, ecuacién (4.3), considerando valores locales para Kjpsps = 0,08 , V' = 205 y una

cantidad de sustrato maxima de 1,1 g.

Disefios 6ptimos para el Modelo M M

2 bajo heterocedasticidad y errores correlacionados
£
g | e— e —a— 8 — s — 8 — 0 — s — 8 — s — s — s — s — ¢ — ¢ —»
3 _
[
S o
5
8 _
T g |ttt e e—r e — s — e — e — e
§ = T T T T
8 02 04 06 08
rho
n=2
o N
£ | e e e e e e P e BT Y
L = |
= o
> |
o
w |
(o] o
g _
32 e %::: p S %::: FoEsEs %::: g o %::: g S
02 04 06 08
rho
n=5

Figura 4.3: Disenios D-6ptimos para el modelo MM heteroceddstico, bajo supuestos de normalidad y de-
pendencia.
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Los resultados obtenidos hasta aqui sugieren que para un modelo con dos pardmetros de interés,no
es rescomendable un diseno con demasiados puntos de soporte, inclusive bajo condiciones de hete-
rocedasticidad y correlacién entre los errores, a menos que dichos puntos se encuentren muy cerca
de los valores sugeridos por el diseno D-6ptimo. En la Figura 4.3 se puede notar que los disenos
D-6ptimos hallados para el modelo MM no son diferentes a pesar de que el nimero de puntos de
soporte aumente y el valor de la correlacion entre las cantidades de sustrato sea lo suficientemente
alta. Los disenios D-6ptimos senalan a lo sumo cuatro puntos cuando la correlacién es lo suficien-
temente alta. Es importante notar que los puntos de soporte del disefio son cercanos a los valores

dados por la ecuacién (4.2) y el valor de la dosis maxima tolerable.
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Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones

= Existe una relacién directa entre el D-6ptimo para el modelo no lineal y el disenio D 4-6ptimo
para el modelo linealizado, cuando en este ultimo se tiene en cuenta la distribucién asintotica
de los estimadores de los pardmetros asociados al modelo transformado. La transformacion
del modelo relaciona el nuevo vector de parametros del modelo transformado con el vector de
pardametros asociado al modelo original y la matriz A, asociada al disefio D 4-éptimo, se cons-
truye como el gradiente de la transformacién que relaciona dichos pardmetros, determinando

que la linealizacién de un modelo es un caso generalizado de los disenos D-6ptimos.

= Cuando el objetivo es estimar combinaciones no lineales de los parametros, los disenos D-
Optimos resultan ser tan eficientes como los disenos L-6ptimos siempre y cuando los valores

locales de los pardmetros son cercanos a los EMV.

= Para el modelo monocompartimental y el modelo de Michaelis-Menten los disenos D-6ptimos
bajo alta correlacién entre los errores tienden a ser disenos secuenciales donde se muestrea
en tiempos casi consecutivos con igual nimero de réplicas, mientras que bajo correlacién
casi nula, independiente del niimero de puntos que tenga el diseno inicial, o puntos iniciales
de muestreo, el disenio éptimo tendra tantos puntos de soporte como parametros se estén

estimando en el modelo.

= El efecto de la linealizacién del modelo, es observable en la construccién de los disenos L-6pti-

mos, sin embargo dada la similitud de los disenos cuando los valores locales de los pardmetros
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estan cercanos a los EMV, los disenos D-optimos y L-optimos resultan ser igualmente efi-
cientes en la estimacion de los pardametros. Si por el contrario los valores locales son disimiles

de los EMV es recomendable entonces linealizar el modelo y luego hallar el diseno L-6ptimo.

Si los valores locales de los parametros son cercanos a los estimadores de maxima verosimilitud
del modelo, el diseno D-6ptimo resulta ser tan eficiente como el A-6ptimo en la estimacién
de los parametros del modelo, cuando el objetivo es minimizar la varianza generalizada de
los parametros estimados, incluso en la estimacion de la varianza promedia asociada con
la estimacién de parametros, los disefios D-6ptimos presentan mayor eficiencia, cuando los

valores locales para los parametros estan cerca de los EMV del modelo.

En general se recomienda usar el diseno D-6ptimo ya que su eficiencia con respecto a los
disenos L-éptimos y A-6ptimos es alta, para valores cercanos a los EMV. El disefio D-6ptimo
ademas de tener la ventaja de ser de facil implementacion nimerica proporciona un diseno
balanceado con dos puntos de soporte, favoreciendo la ejecucién del experimento dado que
bajo independencia sera necesario muestrear la misma cantidad de sujetos bajo cada una de
las condiciones asumiendo que los sujetos son seleccionados de grupos homogéneos. Bajo la
estructura de correlaciéon en los errores los disenos D-6ptimos garantizan la toma del menor
nimero de muestras posibles sobre cada paciente, asi, al considerar las condiciones de la ética
médica y farmacoldgica, se tiene la ventaja de tomar los registros correspondientes sélo para

dos muestras (usualmente de sangre).

Uno de los problemas para trabajo futuro es determinar un procedimiento de comparacién de
los disenos D-éptimos y L-6ptimos para el modelo original con los disenios construidos para el
modelo linealizado. Lo anterior se propone cuando hay estructura de correlacién en los errores,

bajo el escenario homocedastico y heterocedastico.
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Apéndice A

Matriz de Informacion de Fisher

A.1. Matriz de informacién para el Modelo MMC

El modelo en consideracion es:

= &e* G- g,

Y(t:)

Bajo el supuesto de g; ~ N(0,0?), se tiene que:

D L
E[Y(t)] = gre ¥

VY ()] =o?

La funcion de verosimilitud es:

L(OLV )= !

La funcién de log verosimilitud:

2
LUCLV |t) = —glog(%r) - glog (0?) — 1 Z <Yi — Doe?/l(tiﬂ)



Para la matriz de informacién de Fisher se requieren las siguientes expresiones:
n
9 1~y Do gw-n) Do -
oV o2\ "V

Clp o Cl
72 vt )<1V(f1:7'))

9%¢ 1 Do~ _Clgg—py [Do _Clg_r Cl
W:_ﬁﬁge CL (1, ){We CL(+; )(

G Do ——Cl(ti—f)><_3 o, _ct ._T>}
1=+ )>+<YZ € v vy o) s ti-T)
ol

1 n DO _Ci ti—T DQ _Cl ti—T
e {5 ) ()

o4

1 DO 2 ¢ ti—T 2D0 2 _2C1 ti—T
W:_(ﬂ{;yi—w(ti—T)e v (L )+7V4 (t; —7)°e v ( )
Ademis
e
ovVocL 0% | & VA

(t; —7)2e” T {—25/; 4 3DpeF i) 200 gt }}

De esta manera la matriz de informacién estard data por las expresiones anteriores organizadas
de la siguiente manera:

1 924 94
2
](Cl, V) ) oCl ovaCl
o2 20 a%¢
aclov  av2
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A.2. Matriz de informacién para el Modelo MM hetero-
cedastico

El modelo a considerar:

Kym +si Kywv + sq

Vi = €i

S o~ 2
donde mgz N(0,0’ )

de la expresién anterior se tiene que:

2
s,
Vi) = —+——) o2,
i (KMM+3i)
Vs;

2
. Si 2
De esta manera v; ~ N (KMM—irsﬁ (KAHW"FSi) o )

La funcién de Verosimilitud es:

: o) = 1 e 1 (K +si) 2}
L (VK | s) (zw)gny_1<(m)202) P{ 2 Z:(MM V)

La funcién de log verosimilitud es entonces:

LV, K |s)——§102—1§n:10 LR | SO S zn: v (Kaas +80) )
MM 2 & o 2 & Kyrv + si 2 89 2(0?) S;

i=1

Para la matriz de informacién de Fisher se requiere:

o0 _ 0712 27_1 (W(KMM+S¢) N V)

ov i=1 EN
Pl n
ov?2 o2

8%¢ _ 1 no v

c’)KMMé)V - P =1 Si
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La matriz de informacién de Fisher es:
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Apéndice B

Rutinas ejecutadas en R para la
construccion de los disenos

optimos

B.1. Disenos D-6ptimos para MMC no lineal, bajo indepen-
dencia

## Disenio D optimo para un modelo monocompartimental

# El modelo es cOx \exp (-\theta(t-\tau))

# La funcion a maximizar se describe como fn a continuacion

# b=(D,v,cl,tau)

# 1. Defina los gradientes de la funcién

fx <- function(t)
{
f1 <= (b[1]1/([2]72))*((b[3]1/b[2])*(t-b[4])-1)*exp((~-b[3]/b[2])*(t-b[4]))
£2 <= - (b[1]1/(0[2]172)) *((t-b[4])) *exp((-b[3]/b[2])*(t-b[4]))

return(as.matrix(c(f1,f2) ,ncol=1))
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}
# 2. Defina la forma de hallar la matriz de informacién
Mom <-function(xi)
{
x <- as.matrix(xi[1,]);w <- xi[2,]; X <- t(apply(x,1,fx));W <- diag(w)
Mom <- t(X)%*%W/%*%X;return(Mom)

# 3. Defina el funcional de la matriz de informacidn

phi<-function(xi){M=Mom(xi) ;return(-log(det(M)))}

# 4. Defina la funcidén de sensibilidad, para verificar los maximos

dd<-function(t,xi) t(£fx(t))%*%solve(Mom(xi))%*%Efx(t)

# 5. Defina la funcidén apropiada a minimizar

# que tiene como argumento una vector de dimensién 2s

# LAS PRIMERAS COMPONENTES SON LOS PUNTOS DE SOPORTE Y LAS ULTIMAS LOS PESQOS
#it#HH#

G<-function(dis)
{
ss<-length(dis) ;m<-ss/2
xi<-matrix(c(dis[1:m],dis[m+1:ss]/sum(dis[(m+1):ss])),ncol=m,byrow=T)
au<-phi(xi) ;return (au)

}

# 6. Se realiza la minimizacién de G, para ello
# 6.1 se dan los valores iniciales del diseiflo
xi0=c(5,30,0.5,0.5)
# 6.2 se dan los valores locales de los parametros, en este caso:

#E1 volumen es de 50 1lts, el cl 2.3, La dosis inicial es 300
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#1

Do=300;v=35;cl1=3.6;tao=5;b=c(Do,v,cl,tao)

ss=length(xi0)

m=ss/2

# 7. Se realiza el proceso de minimizacién restringido al rango de regresién
#y peso de los puntos

res=nlminb(xi0,G,lower=c(5,5,0.01,0.01) ,upper=c(Inf,Inf,0.99,0.99))

# 8. Chequee la convergencia del proceso iterativo de minimizacién en ’res’
soporte<-res$par[1:2]

pesos<-res$par[3:4] /sum(res$par[3:4])

# 9. Obtenga el disefio que minimiza el funcional de la matriz de informacién
xioptimo<-matrix(c(soporte,pesos),ncol=2,byrow=T)

xioptimo

# los diseflos de referencia
xioptl=matrix(c(5,26.74,0.5,0.5),ncol=2,byrow=T) #cl=2.3;v=50
xiopt2=matrix(c(5,26.91,0.5,0.5) ,ncol=2,byrow=T) #cl=2.92;v=64
xiopt3=matrix(c(5,10,15,20,30,40,50,rep(1/7,7)) ,nrow=2,byrow=T)
eff1=(det (Mom(xioptimo))/det (Mom(xioptl)))~(1/2)

eff2=(det (Mom(xioptimo))/det (Mom(xiopt2)))~(1/2)

eff3=(det (Mom(xioptimo))/det (Mom(xiopt3)))~(1/2)

effl

eff2

eff3

71



B.2. Disenos D-6ptimos para el MMC no lineal, bajo cor-
relacion

#Diseflos 6ptimos para el modelo no lineal con errores correlacionados#
#Dariusz Ucinski & Anthony C. Atkinson
m=seq(5,10,1)
#rho=0.8
Kernel=function(til,ti2,rho)
{
k=exp(-rho*(abs (til-ti2)));return(k)
b
fx <- function(ti)
{
f1 <= (b[11/([2]172))*((b[31/b[2])*(ti-b[4]1)-1)*exp((-b[3]1/b[2])*(ti-b[4]1))
£2 <= -(b[11/(b[2]172))*((ti-b[4])) *exp((-b[3]/b[2])*(ti-b[4]))
return(as.matrix(c(£f1,£2) ,ncol=1))

}

Mom_corr <-function(xi,rho)

{

xc <- as.matrix(xi);Xc <- t(apply(xc,1,fx))

Kc <- outer(as.vector(xc),as.vector(xc), ’Kernel’,rho)
Wc <- solve(Kc) ; Mom_corr <- t(Xc)%xhWch*%Xc

return(Mom_corr)

}

phic<-function(xi,rho) {Mc=Mom_corr(xi,rho) ;return(-log(det(Mc)))
}

dd<-function(ti,xi) t(fx(ti))%*%solve(Mom_corr(xi))%*%fx(ti)
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####LA FUNCION APROPIADA A MINIMIZAR: CON ARGUMENTO UN VECTOR DE DIMENSION 2S
# LAS PRIMERAS COMPONENTES SON LOS PUNTOS DE SOPORTE Y LAS ULTIMAS LOS PESQOS
#iHHHHH

Ge<-function(dis,rho)
{

auc<-phic(dis,rho) ;return (auc)

#Si se tienen dos puntos

## Se minimiza G ###

rho=seq(0.01,1,.1)

# Valores iniciales del disefio

#E1 volumen es de 50 1lts, el cl 2.3, La dosis inicial es 3000

x10=c(5,10)

Do=300;v=50;cl=2.3;tao=5;b=c(Do,v,cl,tao)

resc2=matrix(0,ncol=2,nrow=length(rho))

for(i in 1:length(rho)){
resc2[i,]=nlminb(xi0,Gc,lower=c(5,5) ,upper=c(Inf,Inf) ,rho=rho[i])$par
i=i+1
}

Tablal=cbind(rho,resc2)

require(xtable)

xtable(Tablal)

plot(rho,resc2[,1],’b’,1ty=1,pch=20,xlab="rho’,ylab=’tiempos de muestreo’,

main=’Disefios éptimos para el Modelo Monocompartimental \n con errores correlacionados’,
ylim=c(0,85))
lines(rho,resc2[,2],’b’,1ty=1,pch=20)
abline (h=26.74,1wd=2,1ty=3)



xi0=c(5,10,13,19,32)
rescb=matrix(0,ncol=5,nrow=length(rho))
for(i in 1:length(rho)){
resc5[i,]=nlminb(xi0,Gc,lower=c(5,5,5,5,5),
upper=c(Inf,Inf,Inf,Inf,Inf,Inf),rho=rho[i])$par
i=i+1
}
#plot(rho,resc5[,1],’b’ ,xlab="rho’,ylab="tiempos de muestreo’,ylim=c(0,85),1ty=4,pch=8,sub="n=5")
for(j in 1:5){lines(rho,resc5[,j]l,’b’,1ty=4,pch=8);j=j+1}
abline(h=26.74,1wd=2,1ty=3)
legend(0.6,80,pch=c(20,8),1ty=c(1,4),c(’n=2’,’n=5"))
Tablad4=cbind(rho,resch)
require(xtable)

xtable(Tabla4)
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B.3. Disenos L-6ptimos para el modelo MMC no lineal, bajo
independencia

## Disenio L optimo para un modelo monocompartimental

# E1 modelo es cO* \exp (-\theta(t-\tau))

# La derivada con respecto a \theta es (\tau- t)\exp(-\thetax(t-\tau))

# La derivada con respecto a \tau es (\theta)*\exp(-\thetax(t-\tau))

# Asi £°T(t,\theta)=[(\tau-t)\exp~ (-\theta(t-\tau)) \theta \exp(-\theta (t-\tauw))]
# La funcion a maximizar se describe como fn a continuacion

# b=(D,v,cl,tau)

® #

# Esta funcién se ejecuta si no se han corrido las anteriores Dlineal y no lineal

fx <- function(ti)

{

f1 <= (b[1]1/(®[2]172))*((b[3]1/b[2])*(ti-b[4])-1)*exp((-b[3]/b[2])*(ti-b[4]))
2 <= -(b[1]1/([2]172))*((ti-b[4]))*exp((-b[3]/b[2])*(ti-b[4]))
return(as.matrix(c(f1,f2) ,ncol=1))

}

Mom <-function(xi){x <- as.matrix(xil[1,]);w <- xi[2,]; X <- t(apply(x,1,fx));W <- diag(w);

Mom <- t(X)%*%W/*%X;return(Mom)}

Lphi<-function(xi,K){M=Mom(xi) ;require(MASS) ;LM=sum(diag((ginv (M) )%*%t (K)%*%K)) ;return(LM)}

Ldd<-function(ti,xi) t(fx(ti))%*¥%solve(Mom(xi))%*%K%h*%h t(K)%*%hsolve (Mom(xi))%h*%hfx(ti)

####LA FUNCION APROPIADA A MINIMIZAR: CON ARGUMENTO UN VECTOR DE DIMENSION 2S

# LAS PRIMERAS COMPONENTES SON LOS PUNTOS DE SOPORTE Y LAS ULTIMAS LOS PESQOS
Hit#HH#

()



LG<-function(xiO,K)

{

ss<-length(xi0) ;m<-ss/2
xi<-matrix(c(xiO[1:m],xi0[m+1:ss]/sum(xi0[(m+1) :ss])) ,ncol=m,byrow=T)
Lau<-Lphi(xi,K) ;return (Lau)

}

## Se minimiza LG ###

# Valores iniciales del disenio

xi0=c(4,6,0.5,0.5)

v1=50;cl11=2.3;bl=c(Do,vl,cll,tao)

v2=64;c12=2.92;b2=c(Do,v2,cl2,tao)

H#H#HHH

xioptl=matrix(c(5,26.74,0.5,0.5) ,ncol=2,byrow=T)
xiopt2=matrix(c(5,26.91,0.5,0.5) ,ncol=2,byrow=T)
xiopt3=matrix(c(5,10,15,20,30,40,50,rep(1/7,7)) ,nrow=2,byrow=T)
HEHBHHAFHEHBHH AR B HAH R HBHHAHRAH Y
Do=300;v=5;cl1=3.6;tao=5;b=c(Do,v,cl,tao)
K1_=(-b[1]1/(b[3]1"2)*exp(-(b[3]1/b[2])*b[4])+(b[4]*b[1]1/(b[2]*b[3]))*exp(b[3]/b[2]*b[4]))
K2_=-b[1]/b[2] "2*exp(-b[3]/b[2]*b[4])
Kll=matrix(c(K1_,K2_,abs(log(0.5)*b[2]/(b[3]1°2)),-abs(1log(0.5)/b[3])) ,ncol=2)
ss=length(xi0)

m=ss/2

Lres=nlminb(xi0,LG,lower=c(5,5,0.01,0.01) ,upper=c(Inf,Inf,0.99,0.99) ,K=K11)
Lsoporte<-Lres$par[1:2]

Lpesos<-Lres$par[3:4] /sum(Lres$par[3:4])
Lxioptimo<-matrix(c(Lsoporte,Lpesos),ncol=2,byrow=T)

Lxioptimo

eff1=Lphi(Lxioptimo,K11)/Lphi(xioptl,k11)

eff2=Lphi (Lxioptimo,K11)/Lphi(xiopt2,k12)

eff3=Lphi (Lxioptimo,K11)/Lphi(xiopt3,k11)

effl;eff2;eff3
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