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Resumen

El modelo de dindmica de mortalidad de Lee-Carter ha motivado un cambio en el analisis
de la evoluciéon poblacional apoyando nuevas hipotesis, formulaciones y herramientas para
generar conclusiones al respecto. En este estudio se presentan dos aplicaciones del modelo
Lee-Carter. En principio se ilustran tres herramientas para generar su estimacion a través
de descomposicién singular y modelos lineales generalizados. Partiendo de la conclusion
de que la metodologia del modelo log bilineal de Poisson presentado por [Wilmoth, 1993] y
[Brouhns et al., 2002], estimado con la libreria gnm de R elaborada por [Turner & Firth, 2015]
genera el mejor ajuste, se realizan dos andlisis: 1) Se estima un modelo para la dindmica de
mortalidad en Colombia para los anos 1951 — 1999 y se generan proyecciones hasta el ano
2011, ii) Se analiza la dindmica de la mortalidad académica modalidad pregrado en la Uni-
versidad Nacional de Colombia sede Medellin en los periodos semestrales entre el 1989 -02 y
2006-01 y, de forma similar, se realizan las proyecciones correspondientes para 10 periodos
semestrales entre el 2006-02 y el 2011-01. Los resultados sugieren un decaimiento significativo
en la mortalidad poblacional en Colombia para Hombres y Mujeres, lo cual sugiere y motiva
un analisis desde el punto de vista previsional para el sistema de seguros y pensiones. En el
caso académico, las conclusiones senalan una mayor desercién estudiantil en los semestres
iniciales y una disminucién en los semestres necesarios para lograr el grado. En general, el
modelo Lee-Carter prueba ser una herramienta 1til para concluir sobre los movimientos en
el tiempo de la masa poblacional relacionados con diferentes tipos de mortalidad.

Palabras clave: Descomposicion singular; Modelos lineales generalizados; Lee-Carter;

Pronésticos; Tasas de Mortalidad.
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Abstract

The Lee-Carter methodology for modelling the dynamics of mortality rates has motivated a
change in the way evolution of populations is analysed supporting new hypothesis, formula-
tions and tools to generate conclusions. This study shows two applications of the Lee-Carter
framework. Fist, we elaborate on three tools to estimate the model parameters through sin-
gular decomposition and linear models. Building on the conclusion that the methodology
of the log bilinear Poisson model presented by [Wilmoth, 1993] and [Brouhns et al., 2002],
which is estimated using the gnm library in R developed by [Turner & Firth, 2015] generates
the best fit, we generate two analysis: i) The first analysis presents a model for the dynamics
of mortality rates in Colombia for years 1951 — 1999, followed by forecasts up to 2011, ii)
The second analysis shows the dynamics of academic mortality in undergraduate students
of Universidad Nacional de Colombia, Medellin's branch for the academic terms (semesters)
between 1989-02 and 2006-01, and in a similar way the corresponding projections for ten
terms from 2006-02 to 2011-01. Evidence suggests a significant decay in mortality rates for
Colombia's population for both genders, which encourages and motivates a grater analysis
from the insurance and retirement system perspective. In the academic case the evidence
shows a greater desertion in students of first academic terms and a decrease in the number of
terms to graduate. In general terms the Lee-Carter model proves itself as a useful tool to con-
clude about the dynamics of populations through time, related to different types of mortality.

Keywords: Singular value decomposition; Generalized linear models; Lee-Carter; Fo-

recasts; Mortality rates.
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1 Introduccion - Planteamiento del
problema

La dinamica poblacional repercute directamente en la estabilidad financiera mundial. Par-
ticularmente, en la region latinoamericana se debe prestar especial atencion debido a la
estabilizacién de recientes reformas pensionales, las cuales apenas se estan adaptando a la
dindamica poblacional de cada pais.

Hoy en dia existe una gran cantidad de estudios que demuestran la dindmica poblacional
en cuanto al crecimiento de la esperanza de vida, como dato concreto esta la nueva tabla
de mortalidad de rentistas aplicada por la legislaciéon colombiana, a la cual las diferentes
aseguradoras, fiducias y fondos de pensiones se tienen que ajustar. Por lo tanto, la pregunta
que deberiamos plantear es si dichas tablas agrupan un fenémeno demografico como lo es
la mortalidad. En la mayoria de los casos, dichos ajustes llevaran a mayores pasivos o a
menores mesadas pensionales debido a la mayor proyeccion de la esperanza de vida. Bajo el
anterior escenario es valido preguntarnos si las entidades de prevision social estan teniendo
en cuenta el riesgo latente que planteamos aqui.

Como motivacién al estudio de la dindmica poblacional se presentan algunos datos tomados
del libro [Mundial, 1994]:

= El numero de personas mayores de 60 anos pasara de 500 millones de personas a 1,400
millones para el ano 2030.

= Por cuenta de los avances en medicina y la disminucién de la fecundidad la poblaciéon
de los paises en desarrollo envejecera mas rapido que la de los demés. En Bélgica se
requerirda de 100 anos para que la proporcién de la poblacion de mas de 60 anos pase
del 9% al 18 %, por el contrario en China este efecto tomard 34 afos y 22 anos en
Venezuela.

= Las poblaciones de mayor edad requieren de mayor atencion médica, lo cual implica
unos costos financieros altos para la economia de un pais. Cabe también mencionar
que no es solo la atenciéon médica sino el costo de sostenimiento en general.

En Colombia, bajo los diferentes regimenes pensionales, se trata de lograr una cobertura
general para que la poblacion logre tener una pensién; sin embargo, factores como el desem-
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pleo y la informalidad contribuyen a que la mayoria de la poblacién sea vulnerable a este
riesgo. Este riesgo es de alto impacto econémico y social en un pais o region y por lo tanto
debe ser ampliamente estudiado y analizado en aras de prever la materializacion del riesgo y
administrarlo de manera que no afecte la calidad de vida y el crecimiento econémico del pais.

En este estudio se incluye un capitulo en el que se modela la dindmica de mortalidad académi-
ca en los datos poblacionales (o de estudiantes) en la Universidad Nacional de Colombia Sede
Medellin. Lo anterior se hace con el objetivo de ilustrar una aplicacion adicional a un modelo
de sobrevivencia actuarial. La aplicacion de este tipo de modelos a mortalidad académica
es valido en el contexto de ilustrar la manera como los estudiantes reaccionan a politicas
institucionales o académicas en favor o en contra de su permanencia en la universidad, lo
anterior se puede ver en dos sentidos; en mortalidad académica en el sentido del estudiante
que renuncia a la universidad antes de culminar sus estudios, o en el sentido del estudiante
que permanece en la universidad por mas semestres de los que debe estar. En ambos sentidos
es valido revisar como evoluciona la permanencia de un estudiante en la universidad a través
de un método académico.

Este trabajo se desarrolla de la siguiente manera: El segundo capitulo ilustra el objetivo del
modelo Lee-Carter (LC) el cual es acompanado de unas definiciones practicas y el estado del
arte de la modelacién de la dinamica de mortalidad, ademas ilustra el proceso de estimacion
de parametros a través de la metodologia de descomposicién singular y de modelos lineales
generalizados. El capitulo 3 se enfoca en ilustrar las tres principales herramientas que se
utilizan para realizar la estimacién del modelo LC bajo las métodoogias planteadas en el
segundo capitulo usando R. El cuarto capitulo ilustra la aplicacion del modelo LC a la
informacién poblacional proveida por el DANE [Gémez, 1998] para los anos entre el 1951 y
el 1999 para hombres y mujeres. En este capitulo se compara la estimacién del modelo bajo
descomposicion singular y bajo modelos lineales generalizados y no lineales generalizados.
El capitulo termina por concluir acerca de la dindmica de la mortalidad en Colombia y
realiza una proyeccion de esta mortalidad para el ano 2011. En el capitulo 5 se realiza el
ejercicio de andlisis de la dindmica de mortalidad académica para la poblacién estudiantil de
la Universidad Nacional. En este capitulo se hace la estimacion de parametros del modelo y
se realiza la proyeccion hasta la cohorte de 2011 — 01 terminando por concluir sobre esta. El
estudio termina con el capitulo sexto anotando unas conclusiones y recomendaciones sobre
el tema.
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El objetivo de comprender la dindmica de la mortalidad, bajo la perspectiva demografica, se
basaba tinicamente en estudios lineales a partir de la edad y la informacién conocida, lo cual
generaba sobre-estimaciones e informacién inexacta. Lo anterior no permitia un analisis muy
profundo en términos de actuaria de seguros y pensiones. Los estudios de este tipo iniciaron
con modelos deterministicos como el de Gompertz en 1825 [Gompertz, 1825] el cual pre-
senta una estimacién satisfactoria de la mortalidad, sin embargo, sobreestima el indicador
para edades superiores a 80 anos, ver [Koissi & Shapiro, 2008]. El modelo de Heligman y
Pollard (1980) [Helligman & Pollard, 1980] continué avanzando en el tema, para lo cual, a
partir de interpolaciones, dio pasos iniciales hacia el objetivo de proyeccion de mortalidad
en aras de estructurar los estudios actuariales que sustentan los negocios de seguros y pen-
siones [Betzuen, 2010]. En los afios recientes las tendencia se ha inclinado hacia el modelo
estocastico presentado por Lee y Carter [Lee & Carter, 1992]. Desde entonces, este modelo
ha sido utilizado para aplicaciones demograficas y actuariales en todo el mundo.

El modelo LC concebido para pronosticar mortalidad y analizar su dinamica fue definido en
1992, su intencién mas alld de analizar la interaccién entre variables como tasa de mortali-
dad, esperanza de vida e indice de mortalidad se limita por los patrones existentes en esta
tematica, es decir, no incluye informacién relativa a la accidentalidad, avances en medicina,
guerras u otros eventos que pueden marcar un punto de inflexiéon. El modelo basa su apro-
ximacion en la proyeccion de la tendencia histérica presentada por las variables, asi mismo,
su composicién probabilistica permite, a través de series de tiempo, generar andlisis sobre
el comportamiento futuro como lo pueden ser prondsticos e intervalos de confianza. A pesar
de sus limitantes, la aproximacién definida por Lee y Carter en este sentido es utilizada
ampliamente en el medio demografico y logra estar presente en un gran porcentaje de las
investigaciones sobre el tema.

La diferenciaciéon mas importante presentada por Lee y Carter en su articulo fue la incor-
poracion de la informacion en dos dimensiones, es decir, mortalidad a través de periodos
de tiempo. Concretamente, el modelo asume que la dindmica de mortalidad responde a un
parametro generado por la regresién: el indice de mortalidad. A partir de este indice se puede
proyectar el comportamiento de la mortalidad usando un modelo clasico de series de tiem-
po como lo es Box - Jenkins, ver [Lee & Carter, 1992]. De forma similar el modelo permite
definir conclusiones sobre la esperanza de vida y tablas de mortalidad.
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2.1. Definiciones

» Tasas de mortalidad para una edad especifica (Hazard rate)
Define el nimero de muertes en un rango de edad especifico para un tiempo determi-
nado.

» Tasa de mortalidad central

Tasa de mortalidad calculada a partir de la informacion poblacional de mitad del ano.

s Tablas de mortalidad

Son tablas de valores numéricos que exhiben variables relativas a la mortalidad y ex-
pectativa de vida de una cohorte o poblacion por periodo. Entre la variables observadas
en una tabla de mortalidad se encuentran: probabilidad de sobrevivencia, probabilidad
de muerte, numero de muertes entre edades especificas, promedio de personas vivas
entre edades exactas, poblacion total con una edad especifica y la esperanza de vida
para una edad especifica.

= Expectativa de vida
Define la cantidad de anos que vivird una persona de una edad determinada si las
condiciones de mortalidad se mantienen constantes en el tiempo.

» Forma del perfil promedio (Age specific mortality)
Describe la fuerza de la variacion de la mortalidad ante cambios en los grupos de edad
o cohortes

= Indice de mortalidad

Parametro dependiente del tiempo, el cual identifica la dindmica creciente o decreciente
de la mortalidad

= Modelo Box - Jenkins

Modelo de series de tiempo (ARMA) basado en media movil autorregresiva.

En el modelo a analizar la variable de interés es la fuerza de mortalidad p,, asociada a un
individuo de edad x en el ano ¢, entre mas grande p,; mayor es la probabilidad de muerte
de este individuo. Dicho modelo se plantea definiendo log(ji,¢) = o + Bzkt, donde ay, B, ki
son los parametros a estimar. Lo planteado en la ecuacion de LC es una homotopia, es decir,
la fuerza de mortalidad en t; es similar a la fuerza de mortalidad en las demas cohortes; la
diferencia consiste en el parametro k;, que mide el efecto de la cohorte, modulado por f,.
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La forma de exp(c,) define el patrén de mortalidad, pero el efecto de la cohorte lo cambia.
La modelacion de la dinamica en la mortalidad, como objetivo planteado en este documento
se pretende analizar a partir de la proyeccion a través del tiempo del indice de mortalidad
(kt), el modelo inicialmente planteado por Lee y Carter propone la estimacién a través de
un ARIMA, ver [Lee & Carter, 1992].

El modelo LC original fué modificado por [Brouhns et al., 2002] para reformularlo como un
modelo log-bilineal de regresiéon Poisson, concretamente, un modelo no lineal generalizado de
tipo Poisson, aunque se plantean varias modificaciones como utilizar distribuciones Binomial
Negativas y Binomiales en lugar de la Poisson. La estimacion se realiza de tres diferentes
maneras:

1. SVD - Descomposicion singular de matrices a través de la funcion svd de R o la libreria
demography

2. GLM - Modelos lineales generalizados a través de la libreria ILC

3. GNM - Modelos no lineales generalizados a través de la libreria GNM

2.2. Las funciones de la tabla de vida

Las siguientes definiciones relacionadas con las tablas de vida o tablas de mortalidad se
presentan en aras de describir conceptualmente las variables involucradas en el modelo. Las
siguientes se presentan en términos de dinamica de mortalidad poblacional en general, mas
adelante se especificard una aplicacién particular a la mortalidad académica en universidades.

Denotamos por S(z) := 1 — F(x) la funcién de supervivencia. Si z > 0 consideremos la
variable aleatoria T'(z) := X —x|X > x con distribucién G(t) := P(T(x) < t) parat > 0. La
funcion G(t) se interpreta como la probabilidad de muerte antes de t anos habiendo llegado
a x anos de edad. La notacién actuarial para esta funcién es ,q,. Igualmente ;p, := 1 —; q,.
Cuando x = 0 se tiene que G(t) = F(t), y cuando t = 1 se escribe ¢, = 14, igual con p,. La

funcion de fuerza de mortalidad es la base para la definicién de modelos paramétricos. Esta
1 dF(x)
S(z) dz

funciéon se define como p, = y se cumple la identidad

(Da = e S0 Horeds) (2-1)

Asumiendo una poblacién inicial de Iy, se define una variable aleatoria binomial, £(x) tal
que L(z) ~ Bin(lp, S(x)). La poblacién que llega con vida a una edad = se define como el
valor esperado de L(x), [, := E(L(x)) = loS(x).
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De igual manera, el nimero de personas que mueren entre la edad x y x + 1 es una variable
aleatoria binomial, D(z) ~ Bin(ly, S(x) — S(z + 1)). Su valor esperado se denota por d, =
lo(S(x) — S(x + 1)) =l — ly41. Por tanto, d,/l, = (S(z) — S(x +1))/S(z) = ¢.. De (2-1)
sigue la identidad

lys1 = lz6<_f01 .“w+sds) (2_2)
El supuesto de fuerza de mortalidad constante por tramos establece que
fors = fgy 0 < s <1. (2-3)

por tanto, al asumirlo, [,y ; = l,e ™ y q, = 1 — e #*. La funcién [, proporciona el total
de personas que llegaron a la edad z; pero el total de personas que llegaron a la edad x
y murieron antes de cumplir anos se define de una manera diferente, se indica por L, y
se puede aproximar por L, = [, — d,/2. La funcién L, se denomina total de expuestos al
riesgo, o exposicién, también denotada por E,. La funcién ¢, = d, /I, se denomina tasa de
mortalidad. La funcién m, = d, /L, se denomina tasa central de mortalidad. Se comprueba
que aproximadamente, m, = fi;41/2.

El siguiente concepto que se debe clarificar es el de cohorte. Una cohorte da una especifica-
cién a un grupo en la poblacién, y lo caracteriza de la siguiente manera:

1. El grupo consta de una poblacién inicial de [j.
2. Cada miembro del grupo tiene una probabilidad ¢, de muerte al iniciar la edad .
3. Al grupo no ingresan otras personas fuera de los [ iniciales.

4. Los tiempos de supervivencia en cada grupo de andlisis se asumen variables aleatorias
independientes, lo que sugiere que no hay relacién entre las causas de mortalidad entre
las diferentes cohortes.

Con lo anterior en mente, [, ; serd el total de personas que llega a la edad z correspondientes a
la cohorte t. n. serd el nimero total de cohortes observadas de tal manera que ¢t =t4,...,¢,,.
Si w; corresponde a la iltima edad a la que llegd la cohorte ¢ entonces x = 1,..., w;

Continuando con el concepto de cohorte podemos reescribir la ecuacién (2-2) de la siguiente
manera:

lx—i—l,t _ l%te(— Jo Hats,eds) (2_4)
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2.3. El modelo

El modelo inicialmente planteado por Lee y Carter parte de la relacién lineal entre el loga-
ritmo de la tasa central de mortalidad y las variables explicativas del fenémeno tales como
edad y tiempo. Se debe anotar que este modelo es valido para poblaciones no estacionarias,
en las cuales las funciones biométricas dependen de la cohorte ¢. El modelo es de la forma:

m,];ﬂf — eaw“l‘ﬁwﬁt“"Ew,t (2-5)
In (mx,t) =q; + Bx/ft + €t (2_6)
donde x = 1,...,wy, t = t1,...,tn, v €24 ~ 0.0.dN(0,0%). oy, B, y K¢ son los parametros a
estimar.

En donde las variables se definen de la siguiente manera:

= 4, Fuerza de la mortalidad.

» m,: Tasa de mortalidad central para la edad z en el tiempo ¢ (Hazard rate). Nimero
de muertes de edad x a z + 1 con respecto los que tenia x en la mitad del ano ¢.

» d,,: Muertes registradas para la edad x en el periodo ¢.
» [, Expuestos al riesgo en la edad z correspondientes al periodo o cohorte ¢.
» «,: Logaritmo del comportamiento medio de yu, (Fuerza de la mortalidad).

= [3,: Descripcién del patron de desviacion del perfil de edad x a medida que k varia.
Medida de variacién de m,; a medida que x; cambia.

= r,: Indice de mortalidad o tendencia en el tiempo de la fuerza de mortalidad. Este
parametro define la direccién de la esperanza de vida, ante una reducciéon en el indice
de mortalidad habra una mayor esperanza de vida. Este indice podra ser negativo para
asi reflejar cambios en la dinamica de la tasa de mortalidad central.

€z Término de error.

Debido al término bilineal f,k; estos pardmetros del modelo no serdn identificables (no
podrén ser estimados) debido a que el modelo es invariante a transformaciones lineales, por
ejemplo si o, B, y Kk, son una soluciéon, entonces Ve # 0, a, — B¢, B ¥ K + ¢ también seran
soluciones y de la misma manera, «,, 5,cy k,/c seran soluciones; pero con las restricciones

> hr=0> B=1 (2-7)
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el modelo queda identificable.

El modelo no se puede ajustar por regresion debido a que no tiene variables explicativas
observadas en el término de la derecha de 2-6. Nétese (ver [Brouhns & Denuit, 2002] pag.
50) que se cumple (ignorando el efecto del error aleatorio)

dlog(my,r) 5 Drir
or T or

por lo que las edades x para las cuales 3, tenga valor absoluto mas grande, son mas sensibles
a los cambios en la variacion temporal de k..

Asumimos en este trabajo el supuesto de fuerza de mortalidad constante el cual garantiza
uniformidad en la dindmica de mortalidad entre cada ano, es decir

Hatsr = M7y 0<s< 1 (2‘8)

por tanto

—ex +Bx kT

la:—l—l,'r = lrﬂ—e(_‘uwﬁ) = la:,Te (2_9>
también se cumple
qxﬂ_ _ 1 _ e_eaer/BzNT (2—10)

Este supuesto nos permite calcular la probabilidad P (7T (z) < 1) = ¢, como gq, = 1 —
eslo8(1=¢z)  Teniendo en mente el tipo de datos a usar para los modelos a continuacién, en
el que los datos se reportan por periodo (anos para mortalidad poblacional, y semestres
para mortalidad académica), se asume que la disminucién poblacional se da al final de di-
cho periodo. Para analizar el impacto de este supuesto se requiere de datos poblacionales
mas detallados, lo cual es una imposibilidad técnica que nos lleva a asumir como valido el
supuesto, ver [Bowers et al., 1986].

En la literatura actual se dan dos posibilidades de estimacién de los parametros del modelo.
SVD (Descomposicién singular) o a través de GLM (Modelos lineales generalizados).

2.3.1. Matriz de descomposiciéon singular (SVD)

La estrategia original de estimacién del modelo de LC (2-6) se basa en la minimizacién de
la funcién

D(Q> é’ ﬁ) = Z(log<mﬂc,t> - (ax + Bxﬁt))27

z,t
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con respecto a (a, 3,k), @, B € R™, k € R"™. En forma matricial, si M = [log(m,,)] €
Rrexne 1, = (1,...,1) € R™

D(a, B,5) = [|]M — al;, — BK'l]3. (2-11)
Donde [[A[[ = />, >_; |Ai;|? es la norma Frobenius para matrices. A partir de la ecuacién

0D /0a = 0 las restricciones (2-7) permiten obtener como solucién el vector dado por los
promedios de las filas de M, a = niM 1,,.. Reemplazando esta solucién en (2-11), el problema
ahora consiste en minimizar con respecto a (3, x) la funcién

D(B,r) = |IM —al,, — B3 (2-12)

La minimizacién en (2-12) es un caso particular del problema general de aproximar una
matriz dada H por otra matriz de rango igual o menor, X, es decir, se trata de encontrar X

tal que
X = argmin ||H — X||», (2-13)
rank(X)<r

donde r = rank(H). La solucién X se puede encontrar mediante la descomposicion singular
de la matriz H.

El teorema de descomposicion singular de una matriz (ver [Shores, 2004], sec. 5.6) establece
que: dada una matriz H € R™*" se pueden definir dos matrices ortogonales (sus columnas
son vectores ortogonales) U € R™*™ y V € R"*" tales que H = UXV’, donde 3 € R™*"
es una matriz diagonal ¥ = diag(oy,...,0,), con p = min(m,n) y o1 > ... > 0, > 0. Los
valores o; se denominan valores singulares de H, las columnas de U los vectores singulares
izquierdos y las de V' vectores sigulares derechos. Sir < min(m,n) es el rango de H se cumple
o, > 0y 0,41 = 0. El siguiente resultado es un corolario de este teorema (ver [Shores, 2004],

Cor.5.7,(6)). Si U = [u1,...,up|, V = [v1,...,v,] entonces se cumple la descomposicién

siguiente.

H= Zajujv;. (2-14)
j=1

Si la matriz original es real, no se generaran nimeros complejos ya que los valores singulares
o; son reales no negativos y los vectores u;, v; son reales.

La solucién X al problema (2-13) para rank(X) = h < r = min(m,n) esté dada por la
siguiente expresion, establecida en [Eckart & Young, 1936]

h
X = Z UV (2-15)
7j=1
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Aplicando este resultado a la matriz H = M — a1/, | asumiendo n, = m < n = n,, con

c?

T = ng,
h

M —al;, = Zajujv;. (2-16)
=1

En el trabajo original [Lee & Carter, 1992] utilizan una aproximacién de rango h = 1 y por
tanto, se estiman 3 = \/oju; y K = /0101, respectivamente. Este resultado se puede colocar
de manera informal como

M=~al, +5z" (2-17)

En [Koissi & Shapiro, 2008] y [Brouhns et al., 2002] se analiza con detalle esta metodologia.

2.3.2. Modelos lineales generalizados

El modelo original LC (2-6) presenta varias desventajas. Una de ellas es que asume homo-
cedasticidad en los errores; pero este supuesto no se cumple con datos de tablas de vida, en
los cuales, en las edades avanzadas al tener pocos datos para la exposicién, los estimado-
res presentan alta varianza en contraste con los estimadores de edades tempranas, ya que
Var(log(mgy) =~ 1/d, (ver [Wilmoth, 1993], pag.2).

Para corregir este hecho [Brouhns et al., 2002] modificaron el modelo original, asumiendo
D(x,t) ~ Poisson(E,m,;) en lugar de D(z) ~ Bin(ly, S(x) — S(z + 1)), tal que
log(myt) = o + Buki. (2-18)

donde d, ¢/ E,+ = myy; siendo d,; las muertes de edad « para la cohorte t.

Una expresion equivalente del modelo es
log(dyy) = log(Ey) + i + Bukis. (2-19)

El término log(E, +) se denomina offset. Esta diferenciacién se hace ya que el término obser-
vado es d,; (muertes) y E,; (expuestos al riesgo).

El método de maxima verosimilitud para estimacién de la version log-bilineal Poisson del
modelo LC (2-19), esta desarrollado en [Wilmoth, 1993] y [Brouhns et al., 2002] y comple-
mentado por [Renshaw & Haberman, 2009]. Como D(z,t) ~ Poisson(L,¢m, ;) entonces la
funcién log-verosimilitud basada en los datos d,, F,, y haciendo A\, ; = E, ym,,, estd dada
por

Ud,A) = degIn(Nes) = Aoy — In(day!). (2-20)
z,t
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Se busca encontrar los valores en la matriz A = [\, ;] que maximicen (2-20). Como se cumple

— _ Qg +Pzk
)\x,t - E:E,tmx,t - Ez,te atBat

entonces maximizar (2-20) con respecto a A, equivale a maximizar

(o, BK) = Z Ay In(E, e tPert) — B e TPt (2-21)
x,t
con respecto a oy, By, ke, =1,... g, t =1,...,tn,.

El estimador de méxima verosimilitud en el contexto de modelos lineales generalizados se
obtiene minimizando la funcién deviance. Si d,, es el conteo de bajas observado y d,; =
Exvte“ﬂ”, la funcién deviance se define como

D(dac,ta C/Z;,t) = 2 wa,t (d;r,t 1Og (%) - (dl‘ﬂ' - El\ac,t)) ) (2_22)
x,t

x,t

donde wy; = 0sid,; =0y wyy = 1sidy; > 0. La minimizacién de la funcién de deviance
se hace mediante el método de Newton-Raphson unidimensional, aplicado a cada parametro
0 = o, B, Ky, €l cual actualiza el valor de 6 segun la expresion

9D
9j+1 = Qj — 82_9D (2_23>
862



3 Herramientas para la estimacion del
modelo Lee-Carter

3.1. Libreria Demography

La libreria Demography creada por Rob J Hyndman (2014), ver [Hyndman, 2015], permite
realizar analisis de datos demograficos que incluyen el andlisis de tablas de vida. El anélisis
generado por esta herramienta es basado en la metodologia original planteada por Lee y
Carter [Lee & Carter, 1992 de descomposicién en valores singulares.

El siguiente cédigo en R permite implementar este tipo de modelos:

modlc = lca(datos, interpolate = TRUE, adjust = ’none’)

interpolate: Define una interpolacién para tasas de cero mortalidad con base en datos de
la misma cohorte de edades similares.

adjust: Define la metodologia de ajuste para los coeficientes k.. Se usa "none” para evitar
que tome el ajuste por defecto para la metodologia Booth-Maindonald-Smith.

datos es un objeto creado con la funciéon demogdata de la libreria demography, con la
instruccion

datos = demogdata(data=dx, pop=Ex,years=t,ages=x,
type="mortalidad",label="Datos",name="cohortes")

data: Datos de muertes en la poblacion.
pop: Valores poblacionales o expuestos al riesgo. En este sentido afecta el supuesto de mor-
talidad constante ya que el modelo asume que el registro es a 30 de Junio de cada ano.

years: Vector que tiene los anos de la muestra o cohortes respectivas.

ages: Las diferentes edades que se presentan entre la muestra.
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3.2. Libreria ILC

La estimacién a través de maxima verosimilitud sobre el modelo lineal generalizado se rea-
liza con la libreria I1lc creada por [Butt & Haberman, 2009]. Inicialmente se debe crear un
objeto que contenga la informacion de d,, m,, x,t de la siguiente manera:

datos = demogdata(data=dx,pop=Ex,years=t,ages=x,
type="mortality",label="Datos",name="cohortes")

A partir de esto se realiza la estimacién con el cédigo 1ca.rh() aplicado al objeto datos:

ml = lca.rh(datos, mod=’1lc’, interpolate=TRUE,
verbose = FALSE)

mod: A través de este parametro se indica cuél de los modelos se va a ajustar. Particularmente
se selecciona ’1c’ correspondiente al modelo LC. De esta misma manera se define la funciéon
link del modelo lineal generalizado.

interpolate: Igual a la libraria Demography.

verbose: Define si en la ejecucién del programa se imprime los valores actualizados del
deviace.

3.3. Libreria gnm

El modelo log-bilineal Poisson (2-19) se puede definir como un ejemplo de la clase de modelos
no-lineales generalizados, definidos en: (ver [Davidian, 2009, Chapter 4]).

La librerfa gnm creada por [Turner & Firth, 2015] para estimaciéon en modelos no-lineales
generalizados, tiene como uno de sus ejemplos el modelo LC el cual se puede ver como un
modelo no-lineal generalizado debido a la presencia del término bilineal. En [Currie, 2014]
se analiza la aplicacién de la funcién para estimar modelos lineales generalizados glm() para
algunos de los modelos definidos en [Cairns et al., 2009], y la funcién gnm() para los modelos
no-lineales generalizados. El objetivo de [Currie, 2014] es mostrar que estas funciones pro-
veen una mayor flexibilidad frente a las posibilidades de las librerias ilc y LifeMetrics. En
particular, estas funciones permiten estimar modelos con base en las tasas de mortalidad g, ,
y utilizar distribuciones con efecto de sobredispersion. Lo anterior garantiza un mayor ajuste
en el caso en que la varianza del modelo sea mayor a la esperada, lo cual se hace relevante en
este caso por baja calidad en los datos observados, en especifico con agrupacién de edades.
Aunque existen pruebas en R para analizar el efecto de sobredispersién como la llevada a
cabo por la libreria AER (dispersiontest(md,trafo=1)), cabe mencionar que dicho anélisis
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no hizo parte de la investigacion de este trabajo por lo que se deja como recomendacion para
una proxima revisiéon. En [Turner & Firth, 2015] se encuentra una exposicién muy detallada
de las opciones de la funciéon gnm() y su aplicacion a la estimacién del modelo LC.

El proceso de optimizacién llevado a cabo por la libreria gnm() implementa el método de
maxima verosimilitud en dos pasos: un paso utiliza una estimacién mediante el método de
Newton-Raphson, de manera iterativa para cada pardametro por separado, y un segundo
paso actualiza todos los pardmetros utilizando Newton-Raphson pero con matrices pseudo-
inversas Moore-Penrose para evitar matrices singulares. En el modelo log-lineal Poisson la
méxima verosimilitud es equivalente a la funcién deviance. Sin embargo, [Turner & Firth, 2015]
aclaran que el algoritmo no produce siempre el mismo vector de parametros. En cada corri-
da se produce uno diferente. Es posible que se deba a la implementacion de valores iniciales
aleatorios. Aun con esto, [Turner & Firth, 2015] especifican que el valor final de deviance per-
manece siempre invariante asi como los valores ajustados. Adicionalmente, la funcién gnm()
no utiliza las restricciones del modelo LC para garantizar identificabilidad. En [Currie, 2014],
pag. 17, ec. (47,48,49) se establecen transformaciones para implementar estas restricciones
al final de la estimacion. En resumen, aunque se producen estimadores diferentes en cada
corrida, no se considera que sea debido a que se alcanzé un minimo local, ya que en ese caso
la transformacién mencionada produciria estimadores diferentes, lo cual seria un problema,
el cual no sucede. Por tanto, se podria afirmar que al correr el programa con valores iniciales
aleatorios y llegar después de transformaciones a un mismo vector de pardametros significa
que, con valores de tolerancia y niimero maximo de iteraciones, si se llega a un minimo global.

La sintaxis para estimar un modelo consiste en definir las variables t,x,dx (d,;).Ex (E,.),
contenidas en un data.frame, por ejemplo, D, con la instruccién

ml = gnm(dx ~ x + Mult(x, t), offset = log(Ex),
family = "poisson", data = D)

formula (Ej. dx"x+Mult(x, t)): Férmula en la cual se indica la relacién entre los pardmetros
a estimar y el dato observado. En este caso serd dx (Muertes) se regresara contra un término
multiplicativo en ¢, x.

offset: Este parametro indica que hay informacion adicional que debe incluirse en el andlisis.
En este caso seran los expuestos al riesgo.

family: Especifica la funcién link del modelo.

Esta opcion permite utilizar otras familias de modelos exponenciales, como “quasi-poisson”
con la cual se estima un modelo Poisson con pardametro de sobre-dispersion ¢.



4 Estimacion de la mortalidad en
Colombia

En este capitulo se ilustra la estimacion del modelo LC para cada una de las librerias men-
cionadas anteriormente con un enfoque en la libreria en gnm en R. Este andlisis incluye la
revision de las diferencias presentadas entre los hombres y mujeres en el periodo de estudio.
Al finalizar el capitulo, a partir de la evidencia, principalmente en el analisis de residuales,
recomendamos que la libreria a utilizar para la proyecciéon de la mortalidad es la gnm pre-
sentada por [Turner & Firth, 2015]. Asi mismo, se incluye un andlisis correspondiente a las
proyecciones generadas, en las que se concluye a partir de la evidencia que la mortalidad en
ambos géneros es decreciente, lo cual implica concluir sobre una esperanza de vida creciente
para la poblacion Colombiana.

Nota sobre los Datos

Los datos para realizar este andlisis fueron tomados del texto Colombia, Tablas Abreviadas
de Mortalidad por Sexo Para Fechas Censales y FEstimaciones Quinquenales 1995 - 2025
([Gémez, 1998]) elaborado por el Dane bajo el marco de los estudios censales desarrollados
luego del censo de 1993. Los registros de mortalidad no hacen ningiin tipo de exclusion refe-
rente a enfermedades o causas de muerte particulares, por lo que se considera exhaustivo en
todas las posibles causas registrables de mortalidad. Cabe mencionar que el estudio agrupa
la informacién de los mayores de 80 afos en el dltimo grupo de edad (80+) el cual se presenta
aqui como un unico grupo, lo que puede afectar la varianza del modelo en este rango. En el
analisis de residuales se observara cémo esta agrupacion de datos afecta el modelo.

Se presenta, a modo de ilustracién la informacién tomada del Dane ([Gémez, 1998]) para
hombres y mujeres con corte de 1993.

4.1. Comparacion entre modelos

4.1.1. Modelo LC ajustado a datos de hombres

Iniciando con la estimacion del parametro o, observamos en el panel I de la figura 4-1 que las
librerias Demography e ilc ajustan a valores muy similares, en estricto sentido solo se observa
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x t E.i«(Hombres) | d,:(Hombres) | E,.(Mugjeres) | d,; (Mujeres)
1993 0 100,000.00 3,870.00 100,000.00 2,977.00
1993 | 14 96,130.00 1,279.00 97,023.00 1,098.00
1993 | 5-9 94,851.00 273.00 95,925.00 199.00
1993 | 10-14 94,578.00 326.00 95,726.00 189.00
1993 | 15-19 94,252.00 1,687.00 95,538.00 394.00
1993 | 20-24 92,565.00 2,812.00 95,144.00 465.00
1993 | 25-29 89,753.00 2,708.00 94,679.00 518.00
1993 | 30-34 87,045.00 2,439.00 94,161.00 613.00
1993 | 35-39 84,606.00 2,500.00 93,548.00 817.00
1993 | 40-44 82,106.00 2,407.00 92,731.00 1,111.00
1993 | 45-49 79,698.00 2,530.00 91,620.00 1,634.00
1993 | 50-54 77,168.00 3,334.00 89,986.00 2,521.00
1993 | 55-59 73,834.00 4,824.00 87,465.00 3,960.00
1993 | 60-64 69,010.00 6,323.00 83,505.00 5,618.00
1993 | 65-69 62,687.00 9,123.00 77,887.00 8,411.00
1993 | 70-74 53,564.00 11,119.00 69,476.00 11,532.00
1993 | 75-79 42,445.00 12,862.00 57,944.00 14,682.00
1993 | 80+ 29,583.00 23,583.00 43,262.00 43,262.00
Tabla 4-1: Datos de expuestos al riesgo y muertes referentes al ano 1993 para ambos generos

(Ea:,t y da;,t)

alguna diferencia relevante para los datos pertenecientes a las edades mayores. Por otro lado,
la libreria gnm tiende a desviarse hacia una menor fuerza de mortalidad media In (o) en las
edades entre 0 — 40 y a tener una mayor magnitud en las edades de 40 — 80 anos, lo que
en primera instancia nos indica que la libreria gnm logra representar una mayor variabilidad
en estos rangos extremos de edades . Para el caso de la estimacién de la sensibilidad a los
cambios en t, 3,, observamos en el panel II de la figura 4-1 una diferencia significativa entre
los ajustes presentados por las dos primeras librerias en el sentido que para la edad x = 80 la
libreria Demography continua una tendencia decreciente, sin embargo la libreria ilc cambia
de tendencia presentando un incremento en la sensibilidad, lo que se podria anotar como
una deficiencia en la libreria Demography ya que no logré captar este cambio de direccién
en el parametro. En el caso de la libreria gnm se nota un cambio menor para 3, en los anos
menores de 20 y una dinamica diferente a las demas librerias para los mayores de 55 anos.
Es importante anotar que las tres librerias coinciden en poca variabilidad de este parametro
entre las edades de 20 a 60 anos, los que sugiere que el valor de la tasa de mortalidad para
estas edades es invariante ante cambios en el tiempo medidos a través de k; (recordemos la
equaciéon 2-6, my, = eo‘ﬁﬁz"”t*er*t). Por su parte, x; presenta una pendiente mayor para la
libreria gnm, noétese el cambio de pendiente entre los anos 1993 y 1999, a diferencia de las
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librerias Demography e ilc las cuales se muestran con una pendiente constante. Dado que
los parametros estimados no son observables, no hay forma de comparar con la realidad,
sin embargo, realizando una revision bibliografica, podemos corroborar que los pardametros
estimados a través de gnm son los que mas se asimilan en tendencia a los datos presentados
en [Gomez, 1998].
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Figura 4-1: Comparacién entre parametros o, B, y k¢ para los modelos Demography, ilc
y gnm para hombres. Para cada uno de los parametros «a,, 3, v k; se presenta
normalizado restando su respectiva media en aras de poder hacer comparaciones
ya que los valores generados con la libreria gnm presentan diferencias debido a

su algoritmo de estimacién
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En la figura 4-2, 4-3 y 4-4 se observa la evolucién de p,; a través de los anos estimados
para cada una de las librerias analizadas. Claramente se observa la tendencia decreciente en
la mortalidad a medida que pasa el tiempo. El punto comin entre las librerias se encuentra
en las edades entre 0 y 20 anos, para lo cual se presenta una caida con curvatura y evolucién
(en magnitud) similar. A partir del punto de inflexién comin que se presenta en los 20 afos,
se presentan diferencias entre las librerias usadas para la estimacién. En la figura 4-2 y 4-3
observamos que se presentan pocas diferencias entre las librerias Demography e ilc. Luego
de una revisién numérica, las mayores diferencias se presentan en la estimacién de i, ; para
x > 70. La libreria Demography presenta una evolucién creciente del pardmetro para esta
edad, lo cual se opone a la sugerencias observadas en la librerfa gnm (figura 4-4) en la que
la mortalidad es decreciente a medida que el tiempo avanza. En contraste, la libreria ilc no

captura el cambio en la mortalidad en este punto.

mu estimado, Hombres en t (Demog)

o _]
—
i
i
\
it
o - i
q
I
[
iy
iy
iy
iy
S
® i
- ot
= -
= "\.\
x PR
| b
> (R
e IR =
= N %
c iy y
- [REER %
\ 7
VA \ 17
\ \ ‘7
i oy
~ \ s
W N\
v\ 7/
\ /
(RN
\ N
N /
/
N
©

1951
1964
1973
1985
1993
1999

Figura 4-2: ji,,

40 60

edad

80

estimado para hombres con libreria Demography




4.1 Comparacién entre modelos

In(mu_x,t)
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Figura 4-3: i, estimado para hombres con librerfa ilc
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mu estimado, Hombres en t (gnm)

1951
1964
1973
1985
1993
1999

In(mu_x,t)

edad

Figura 4-4: i, ; estimado para hombres con libreria gnm

4.1.2. Modelo LC ajustado a datos de mujeres

En la figura 4-5 se ilustra la estimacién de los diferentes parametros del modelo LC para las
tres librerias analizadas. De nuevo para el caso de a, observamos similitud en la estimacién,
con solo una notoria diferencia para las edades superiores a 60 anos en el caso de la libreria
gnm, la cual presenta una cifra mas alta para las tltimas edades. En el panel IT vemos la
evolucién de 3, estimado, en donde se nota un cambio més significativo entre las sensibili-
dades presentadas por las librerias Demography e ilc. La estimacion de este parametro bajo
gnm presenta una menor variabilidad a lo largo de todas las edades, siendo particularmente
constante para los 50 anos en adelante. De forma similar a los hombres, se anota la similitud
que presentan las tres librerias para el rango de edad entre los 20 y 60 anos, lo que repercute
directamente en la tasa de mortalidad y su respectiva variacién a través del tiempo (ver la
ecuacién 2-6). La estimacién de la evolucién de x; en las mujeres evidencia una caida similar
a la de los hombres. Cabe anotar la reversion en la tendencia presentada por la libreria ilc



4.1 Comparacién entre modelos

21

para el afio 1999, la cual podria afectar significativamente los prondsticos que se realicen de

la mortalidad.
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Para el caso de las mujeres el pardmetro p,; tiene un comportamiento similar para las
primeras dos librerfas (figuras 4-6 y 4-7), siendo tal como el caso de los hombres, en el
que se diferencian por la estimacién para la ultima edad. En esta estimacién las librerias
Demography e ilc coinciden en asignar una mortalidad creciente para la edad de 70 anos
luego de haberse observado mortalidad decreciente entre 0 y 70 anos. También se nota
una diferencia para la edad de 20 anos, en la que la libreria ilc tiende a marcar mas el
cambio en la mortalidad entre los anos 1993 y 1999. En contraste, el modelo estimado con la
libreria gnm (figura 4-8) evidencia una evolucién de la mortalidad a través del tiempo mas
ajustada a las revisiones hechas por autores como [Currie, 2014] y [Betzuen, 2010] en las que

se observan patrones mas suaves de cambio como particularmente se observa para edades
como z = 60 — 65.

In(m)u estimado, Mujeres en t (Demog)
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Figura 4-6: p,; estimado para mujeres con libreria Demography
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In(mu) estimado, Mujeres en t (ilc)
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In(mu) estimado, Mujeres en t (gnm)
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Figura 4-8: j1,, estimado para mujeres con libreria gnm

En la tabla 4-2 y 4-3 se presentan los residuales tipo Deviance y tipo Pearson de la esti-
macién de c/l;ﬂg (Varianza del error residual para OTM = Exytea“%) bajo las tres metodologias
planteadas, es decir, libreria Demography que usa descomposicién singular (SVD), libreria
ilc a través de maxima verosimilitud (GLM) y la librerfa gnm que minimiza el estadistico
Deviance (GNM).
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Género  SVD GLM GNM
Hombres 13,881.7 14,748.9 §8,540.7
Mujeres  23,454.2 17,999.7 10,733.0

Tabla 4-2: Residuales tipo Deviance de la estimacion de c/l\m discriminados por género

Género SVD GLM GNM
Hombres 14,145.087 14,377.569 8,619.263
Mujeres  22,996.867 15,258.976 10,199.326

Tabla 4-3: Residuales tipo Pearson de la estimacion de (Z;,t discriminados por género

Con base en los residuales de la tabla 4-2 y 4-3 en los que se observa menor variacién del
error tipo Deviance y Pearson entre d,; y (fm para ambos géneros, concluimos que la mejor
estimacion es la realizada por el modelo log-bilineal de Poisson a través del uso de la herra-
mienta gnm.

Como complemento al analisis se presenta la figura 4-9 en la que se exponen los residuales
tipo Deviance para hombres y mujeres. Para el caso de los hombres por edad (panel I) se
evidencia heterocesasticidad, principalmente en las edades entre los 0 y 15 anos y para el
ultimo corte de edad de 80 anos. En las edades menores esto se justifica por la dindmica del
rango en el que la mortalidad cambia mucho méas con referencia al resto de edades. En la
edad de 80 anos, la diferencia en la estimacién vs observado responde a baja calidad en los
datos ya que esta edad representa el rango de edad de 80 anos en adelante, la cual representa
un nimero mayor de muertes que sus intervalos previos.

En el panel II se encuentra la figura de residuales para hombres por ano. En la grafica se
observan algunos outliers, sin embargo no afectan la homocedasticidad presentada a través
de los anos.

Para el género femenino se presenta homocedasticidad a lo largo de las edades, exceptuando
el caso del ultimo rango de edad (80), el cual, de forma similar al de los hombres, expresa
un rango de datos para 80 o mas anos. Finalizando el anélisis, en el panel IV de la gréfica
4-9 se observan los residuales por ano en los que, a pesar de algunos outliers, la varianza
tiene un comportamiento deseable para realizar prondsticos.
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Figura 4-9: Residuales Deviance para el modelo gnm por edad y ano en hombres y mujeres

4.2. Estimacion del modelo a través de gnm

Luego de haber definido la mejor metodologia de estimacién del modelo LC para los datos
poblacionales de Colombia, procedemos a realizar una proyeccion de la mortalidad en aras
de ilustrar la tendencia que este indicador muestra a través del tiempo.

Se presenta la forma como se realiza la estimacion y proyeccion del modelo LC en R a través
de la libreria gnm siguiendo las recomendaciones de [Currie, 2014]. El ajuste a los pardmetros
se sugiere para aplicar las restricciones dadas en 2-7.
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## Modelo LC

LCgnm <- gnm(mDeaths ~ -1+ Age + Mult(Age, Year),
offset = log(mExposure), family = poisson(link="log"), data = dane)

coeff=LCgnm$coefficients

# Ajuste parametros Currie 2014
alfa=coeff [1:nx]
beta=coeff [(nx+1) : (2%nx)]

k=coeff [(2*nx+1) : (2*nx+nt)]

kR = sum(k)/nt
betaR = sum(beta)/nx

alfa.est = alfa +kR*beta.h

k.est = nx*betaR*(k-kR)
beta.est = beta/(nx*betaR)

En las tablas 4-4 y 4-5 se presentan los valores estimados de los pardmetros o, 8, v ky.
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Edad | @, | B,
0 |-2.99 007
1 |-3.83]0.10
5 |-5.250.11
10 | -5.58 | 0.10
15 | -5.05 | 0.09
20 | -4.83 | 0.09
25 | -4.69 | 0.08
30 | -4.48 | 0.07
35 | -4.22 | 0.06
40 | -3.93 ] 0.05
45 | -3.63 | 0.04
50 | -3.24 | 0.03
55 | -2.83 | 0.02
60 | -2.42 | 0.02
65 |-1.98 | 0.02
70 | -1.57 | 0.02
75 | -1.14 | 0.02
80+ | -0.08 | 0.02

Tabla 4-4: Valores de a, y B\x a través de la libreria gnm

1951 | 1964 | 1973 | 1985 | 1993 | 1999
ke | 12.25 | 6.64 | 3.19 | -4.06 | -6.63 | -11.40

Tabla 4-5: Valores de k; a través de la libreria gnm

4.3. Proyeccion de mortalidad

El objetivo del modelo LC es realizar proyecciones de la tasa central de mortalidad a partir
de la modelacion del parametro x; como una serie de tiempo. En este caso, la serie de tiempo
se estimo con un modelo semi-parametrico de regresion local Loess con un ancho de ventana
de 0.75 (sugerido por defecto). La metodologia no paramétrica Loess es ideal debido a que
se requiere de un modelo que le asigne una importancia mayor a las observaciones cerca de
la fecha de estimacién. En dicho modelo cada punto se determina por una linea de regresién
en donde se realiza una ponderacién de las observaciones en funcion de la distancia desde el
respectivo punto. Ver un ejemplo de aplicacion de este tipo de modelo en regresion de tasas
de mortalidad en: [Miller, 2011].
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La proyeccion en R se realizé de la siguente manera:

#-———andlisis pronésticos con Loess span=0.75, Hombres
kt.h=ts(k.h.est,frequency=1)

m.lo.gnm.h=loess(kt.h ~ t,
control = loess.control(surface = "direct"))

tt = seq(1999,by=4,length.out=6)

pr.lo.gnm.h = predict(m.lo.gnm.h,
data.frame(t = tt))

En la figura 4-10 podemos observar los valores estimados para los anos 1951, 1964, 1973,
1985, 1993 y1999 y proyectados para los anos 2003, 2007 y 2011 para hombres y mujeres. En
esta figura se evidencia una diferencia importante entre la tendencia de la mortalidad entre
los géneros.

El objetivo planteado en este texto, de modelar y proyectar la dindmica de la mortalidad
poblacional se evidencia en este aparte del texto. La grafica sugiere un disminucién en el
indice de mortalidad para ambos géneros, siendo mas marcada esta disminucién para el
género masculino, es decir, los hombres presentan una mortalidad menor que las mujeres
para los periodos mayores al ano 2000. Esta evidencia nos sugiere un argumento que se busca
evidenciar con este texto; la esperanza de vida en la poblacion analizada esta incrementando
con el tiempo, o de otra manera, la dindmica demografica de Colombia esta cambiando hacia
una mayor longevidad en ambos géneros.
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Figura 4-10: k; estimado (1951-1999) y proyectado (2003-2011)

Una vez estimado y proyectado el pardmetro k; se procede a estimar la tasa central de
mortalidad para cada edad a través del tiempo. En la figura 4-11 se observa la evolucion de
esta tasa estimada para los hombres a lo largo del tiempo. Lo primero que llama la atencién
es la forma marcada en la que evoluciona la mortalidad para las edades entre los 0 y 20
anos, evidenciando el caracter exponencial del modelo llevando la mortalidad a unos niveles
minimos alejados de lo que sucede en los periodos siguientes. Lo anterior es seguido de una
evolucién mas constante a partir de los 40 anos. Ademas, el modelo logra capturar un cambio
importante para una edad de aproximadamente 70 anos en donde se presenta un punto de
inflexion para la estimacion del 2011. Se sabe a partir del andlisis de residuales que, los datos
para las edades de 80 anos y mas presentan sobredispersion, la cual puede ser la causante de
la mayor variacion en la mortalidad para este rango, como fue anotado anteriormente esto
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es causado por la agrupacién que tienen los datos para el rango de 80 anos y més, ver tabla
4-1.

log(mu_x,t)

edad

Figura 4-11: log (. +) estimado (1951-1999) y proyectado (2003-2011) - Hombres

Para el caso de las mujeres observamos la figura 4-12. En esta se evidencia un variacion mas
distribuida a lo largo de las edades entre los 0 y 50 anos, seguida por una menor variacién
para las edades mayores a 50.

En contraste podemos afirmar que existen diferencias importantes a lo largo de las edades
entre los hombres y mujeres, principalmente en el rango de los 20 a los 50 anos en el que
las mujeres de esta edad presentan una variacién més importante en el logaritmo de la tasa
central de mortalidad. De forma similar a los hombres, se evidencia un punto de quiebre



32

4 Estimacion de la mortalidad en Colombia

para una edad de aproximadamente 70 anos, que en este caso define una dindmica menos

decreciente de la tasa analizada.
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5 Estimacion de la poblacidn
universitaria

En este capitulo se ilustra una aplicacién adicional del modelo LC en el que se modela la
poblacion estudiantil de pregrado en la Universidad Nacional de Colombia sede Medellin a
través de 34 cohortes. La modelaciéon de estos datos se motiva en la necesidad de implementar
politicas académicas y reglamentarias en la universidad en aras de reducir la mortalidad
académica entre los estudiantes. Siguiendo la linea del capitulo pasado, se ajusta el modelo
LC a partir de la libreria gnm de [Turner & Firth, 2015] para obtener los valores de ..
Luego se realiza una proyeccion mediante dos metodologias y se comparan. Una forma es
la proyeccién a través de de la metodologia Box-Jenkins con un ARIMA (1,1,0) y la otra
metodologia usada es la misma que se implementé para proyectar mortalidad poblacional:
la regresién no-paramétrica Loess. En ambas estimaciones se observé un patrén aleatorio
del parametro k., durante las cohortes comprendidos entre el 1989 — 02 y 2006 — 01, para 34
semestres (o cohortes). Con la estimacién de k., se realizaron 10 prondsticos para las cohortes
entre 2006 — 02 y 2011 — 01 bajo las dos metodologias y se compara el (tltimo) prondstico
con la informacién conocida hasta el octavo semestre de esta cohorte, correspondiente al la
informacion conocida en el 2014. Es valido anotar que la Universidad Nacional tuvo una
reforma al sistema académico la cual entr6 a regir en el semestre 2008 — 01. Dicha reforma
incorporo el sistema de créditos y cambié las condiciones de permanencia de los estudiantes
en la universidad.

Teniendo en mente que el periodo a proyectar es post reforma, se podra ver los efectos ini-
ciales en la poblacion universitaria.

Se inicia el andlisis con la figura 5-1 en la que se resume la evolucién de cada cohorte, es
decir, cuantos semestres curso el estudiante de dicha cohorte antes de retirarse de la univer-
sidad. En esta grafica se observa una disminucién importante en la poblacién estudiantil en
los primeros semestres, también se observa un punto de quiebre natural entre el semestre 10
y 11 y finalmente se nota una masa importante de poblacion universitaria para semestres
superiores al décimo.

Nota sobre los Datos
En este trabajo se consideraron datos de pregrado para las cohortes entre 02/1989 y 01/2006,
para la Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin, proporcionados por el Sr. Fabio
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Rico de la Oficina de Planeacién Académica de la Sede. Los datos presentan algunas incon-
sistencias, que se analizan a continuacién. Por su definicién la funcién [, debe ser mondtona
decreciente, .11 < l,; pero esto no sucede siempre, posiblemente debido a reingresos y tras-
lados. Por tanto, se aplicé un suavizamiento monétono a los datos, mediante la funcion Loess
de R. Adicionalmente, los datos de cada semestre en los tltimos periodos tienen valores pe-
quenos 6 tienen valores cero. Esto genera valores L, muy pequenos que producen estimadores
d,/ L, con mucha varianza. La accién que se tomé fué considerar en cada semestre solamen-
te los valores x tales que x < 17, es decir, se utilizaron datos de supervivientes hasta 17
semestres; quienes presentaron una permanencia de mas de 17 semestres se distribuyen de
manera irregular, con poco datos.
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5.1. Estimacion del modelo a través de gnm
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Siguiendo la linea presentada en la seccion 4.2 se realiza la estimacién de los pardmetros a,
By Kry ¥ pzr (x=1,2,3,...,17y t = 1989—-02,1999—-01, 1999—-02, . . ., 2005—02, 2006 —01).
Los resultados pueden ser observados en la figura 5-2. La salida de alumnos se evidencia en
el panel I con el parametro a,, para lo cual se observa una menor desercion en los semestres
6, 7 y 8 para luego tomar una inclinacion positiva y llegar a un equilibro luego del semestre
numero 13, en donde se presenta la mayor relaciéon con la fuerza de mortalidad. En el panel
IIT se observa la evoluciéon de k; cuya dindmica muestra una reversiéon a mediados del 2005
al nivel de inicios de la década de 1990. ji, -, quien determina la tasa central de mortalidad
es mostrada en el panel IV para los datos correspondientes a 1989 — 02 y 2006 — 01. Se
observa en la figura que la tasa es mayor para la cohorte 2006 — 01, lo que permite concluir
que la desercion ha aumentado para los estudiantes que permanecen hasta tres semestres en
la universidad. Para los datos correspondientes a los semestres 4 y 5 la tasa ha permanecido
constante para luego cambiar notoriamente entre los estudiantes que permanecen entre 7 y
15 semestres, para los cuales la desercién estudiantil se ha incrementado. Para los semestres
siguientes la tendencia se revierte.

En la figura 5-3 se presenta la evolucion de la dindmica poblacional para cada uno de los 17
semestres analizados a través de las cohortes. En otras palabras, se analiza para un semestre
en especifico cémo fue su evolucion a través del tiempo. Revisando un caso particular, en
el semestre 1, el cual representa los estudiantes que ingresaron a la universidad y perma-
necieron en ella solo un semestre, evoluciona de manera creciente a través de las diferentes
cohortes, esto es, en una cohorte del 2004, un estudiante tiene mas probabilidades de salir
en el primer semestre que para una cohorte del 1990. También se puede evidenciar, que los
estudiantes que permanecen entre 3 y 9 semestres son los més constantes entre las cohortes.
Como punto relevante se evidencia que los alumnos que estan 10 o mas semestres presentan
un cambio notorio entre las cohortes de 1993 y 1998, con un incremento en variabilidad
hasta las 1ltimas cohortes revisadas. Respecto a la reforma mencionada, la cual inici6 en el
semestre 2008 — 01, se considera que puede afectar a alumnos que ingresaron alrededor del
ano 2001, quienes para el ano 2008 llevaban aproximadamente 14 semestres en la univer-
sidad. La figura 5-3 evidencia a partir del ano 2001 una disminucién en variabilidad para
los estudiantes que permanecen entre 8 y 16 semestres en la universidad y una tendencia de
disminucién en el logaritmo del pardmetro p, -, lo cual podria se un efecto de la reforma.
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En la figura 5-4 se encuentran los residuos de la estimacion:
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Figura 5-4: Residuos (deviation) del Modelo LC
En el panel I se grafican diagramas box-plot para D, . paracada xz = 1,...,n,, y en el panel
IT, para cada cohorte, 7 = 98/01,...,06/01. Inicialmente se observa que hay varianza cons-

tante a pesar de que los primeros semestres 1,2,3 presentan mayor dispersion, posiblemente
debido a que la desercion es més pronunciada en éstos. En el panel IT se observa una posible
heterocedasticidad, debido a que los semestres del ano 2000 en adelante muestran mayor
dispersién. Lo anterior puede afectar la calidad y eficiencia de los estimadores generados. En
los paneles ITII y TV se presentan los residuales por cohorte para los estudiantes que egresan
en 10 semestres y los que egresan en més de 10 semestres respectivamente. Haciendo esta
distincion se observa que no hay cambios a lo largo de las cohortes entre las observaciones de



40 5 Estimacion de la poblacion universitaria

estudiantes que salen de la universidad en menos de 10 semestres y los demés, evidentemente
en la grafica se observan unos valores outliers que afectan la distribucion de datos en algunos
periodos.

Para reforzar la decisién de seguir utilizando el modelo implementado con la libreria gnm
se muestra la tabla 5-1 en la que se comparan los residuales de la estimacion por descom-
posicén singular (2-17) vs. la estimacién por minimizacién del estadistico deviance (2-22)
equivalente a la maxima verosimilitud en el modelo log-bilineal de Poisson, mediante el valor
del estadistico chi-cuadrado Deviance (2-22) y el estadistico chi-cuadrado Pearson definido
COmo:

dpr — dyr)?
=3 (dog — dar)” (5-1)
x,T dﬂ?ff
Como se puede observar el ajuste mediante maxima verosimilitud con el modelo log-bilineal
de Poisson resulta mejor ya que la varianza del error cuadratico es menor bajo ambas medidas

Deviance v Pearson).
( y

SVD Max.Ver
Deviance 2090.93 1699.17
Pearson 2188.70 1645.29

Tabla 5-1: Comparacion de residuales Deviance y Pearson

5.2. Proyeccion de mortalidad

La mortalidad se estimé a través de la proyeccion de la serie de tiempo generada por el
pardmetro k.. Este ejercicio se realizé ajustando dos modelos, el primero un ARIMA(1,1,0)
con parametro autoregresivo p = —0,3419 y error estandar 0.1666 determinado a través de la
funcién auto.arima de la libreria forecast de [Hyndman et al., 2014] para R. En segundo
lugar se realizé una regresién local Loess con la funcién loess() con un ancho de ventana
spam=0.42 (no se utiliz6 el valor por defecto de 0.75). El cambio en el ancho de ventana
corresponde a que luego de varios ensayos se concluy6 que 0,42 generaria el mejor ajuste.
Los resultados se observan en la figura 5-5. Para un prondstico de 10 semestres entre 2006 —02
y 2011 — 01 la tendencia generada por el modelo ARIMA(1,1,0) es constante, a diferencia de
la tendencia generada por el modelo Loess, la cual es decreciente.
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— Ic.poisson
+ = loess—poisson
- = arima(1,1,0) con tendencia

kt
0
I
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Figura 5-5: Ajuste de x; con ARIMA y Loess, y pronéstico a 10 semestres

Dado que al momento del estudio se cuenta con la informacion hasta el octavo semestre de
la cohorte del 2011-01 (k34410) se puede establecer cual genera un mejor pronéstico de la
mortalidad académica. A partir de esta informacion se reconstruye la tasa central de mor-
talidad my 2011—01 ¥ los valores [, = [,e™##2011-01 ' para los semestres v = 1,...,17.
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observada pron.Loess pron.Arima

1 1465 1465 1465
2 1124 1291 1269
3 1107 1151 1115
4 1007 1043 1004
5 961 972 942
6 908 924 896
7 878 894 864
8 851 869 836
9 849 807
10 823 758
11 774 663
12 690 230
13 570 388
14 437 276
15 320 198
16 231 144
17 161 104

Tabla 5-2: Semestre 2011-01, pronosticada con Loess y Arima; Fuente de datos observados:
Oficina de planeacién académica, Universidad Nacional Sede Medellin

Para 2014-02 se conocian los valores de 8 de estos 17 semestres; son: 1465,1124,1107,1007,961,
908, 878 y 851. Utilizando [; = 1465 los valores obtenidos a partir de la estimacion de
Uz 2011—01 por Loess y ARIMA(1,1,0) estdn en la Tabla 5-2 siguiente, y en la Figura 5-6.
En ambas se observa que, excepto los 4 primeros semestres, los pronodsticos con Loess sobre-
estiman mientras que con ARIMA(1,1,0) se sub-estiman los valores observados en 2014 para
los primeros 8 periodos del semestre 2011-01. Mediante una revisiéon del error cuadréatico de

la estimacién se concluye que el mejor ajuste, y por ende la mejor proyeccién, es la presen-
tada por el modelo ARIMA(1,1,0).
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Figura 5-6:

+ = Loess
-—- ARIMA(1,1,0)
—— Observado cohorte 2011-01
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cohorte

Pronoésticos de 17 semestres a partir del 2011-01 con modelo LC usando Loess
y ARIMA, datos observados para 8 semestres (Fuente: Oficina de Planeacion,
Universidad Nacional de Colombia Sede Medellin)



6 Conclusiones y recomendaciones

6.1.

Conclusiones

El modelo LC sugiere que la mortalidad en Colombia ha venido decreciendo en las
ultimas 5 décadas y, a través de los resultados de prondsticos Loess, se puede afirmar
que este factor poblacional seguirda disminuyendo a través del tiempo.

A partir de la informacion analizada se puede sugerir que la mortalidad masculina es
menos cambiante que la mortalidad femenina, especialmente para edades entre los 20
y los 60 anos, lo que por ende permite concluir que en el futuro la esperanza de vida
para las mujeres sera mejor que la de las hombres.

Es valido afirmar que la implementacién de un modelo como el LC para la informacién
demografica de un pais puede sugerir dindmicas poblacionales que permitan revisar las
formulaciones que basan los modelos previsionales de fondos de pensiones y seguros.
Es evidente que la disminucion en la tasa de la mortalidad llevara a un costo mas alto
de rentas vitalicias, lo que pone en riesgo el modelo previsional dado las cifras en las
que esta basado por ley.

Con base en los resultados obtenidos se puede concluir que la evolucién de la poblacién
universitaria muestra un incremento en la desercion en los primeros semestres, 1 a
4, a partir de 2001, y al mismo tiempo, una disminucién del tiempo requerido para
graduarse en 10 semestres.

La utilidad de esta metodologia puede verse desde la planeacién académica ya que seria
posible analizar indicadores tales como numero de estudiantes por docente, desercion
estudiantil, permanencia promedio en la universidad, entre otros.

La metodologia original de LC con base en la descomposicién en valores singulares
no parece facil de implementar en modelos alternos de LC como los propuestos en
[Cairns et al., 2009], por lo que la implementacién en R de la estimacién con base en
modelos no lineales generalizados resulta de suma utilidad y permite la extensién de
otros modelos, por ejemplo, incorporando decrementos miltiples (riesgos competitivos)
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6.2. Recomendaciones

= Bajo el supuesto de que las empresas de seguros y pensiones estan concentradas re-
gionalmente, se sugiere realizar un estudio de la dinamica poblacional que diferencie
la tasa de mortalidad por regiones. Lo anterior podrd sugerir un riesgo diferencial
por region y por ende a costos previsionales mas altos o mas bajos para diferentes
participantes en sector.

= De manera similar, un estudio de mortalidad académica por sede podrad sugerir en
qué lugares se estan evidenciando con mayor fuerza las politicas implementadas en
términos académicos y de regulacion para determinar qué condiciones particulares
afectan a las diferentes poblaciones. Asi mismo se pueden generar estudios adicionales
que incorporen variables como estado civil, ocupacién laboral, estrato, género, etc. de
forma que identifiquen factores externos que afecten la mortalidad académica.
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