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Titulo en Espanol: Teoria de Ljusternik - Schnirelmann y una Aplicaciéon a Problemas
Elipticos

Title in English: Ljusternik - Schnirelmann Theory and Aplication to Elliptic Problems

Resumen: En este trabajo se estudian algunos teoremas de existencia de puntos criticos
de ciertos funcionales a valor real definidos sobre un espacio de Banach, para ello usamos
el lema de deformacién como una importante herramienta topoldgica para detectar niveles
criticos, los cuales se describen mediante el concepto de género y del cual se pueden obtener
resultados acerca de la multiplicidad de estos, que nos llevaran a concluir en algunos casos
infinidad de puntos criticos antipodas.

Esta teoria abstracta de puntos criticos sera aplicada a ecuaciones diferenciales parciales
elipticas semilineales de segundo orden con condiciéon de Dirichlet homogénea, en la medida
que los puntos criticos del funcional de energia asociado a la EDP constituyen las soluciones
débiles del problema.

Abstract: In this paper we study some existence theorems for critical points of a real
value functional defined on a Banach space. For this, we use the deformation lemma as an
important topological tool to detect critical levels, which are described by the concept of
genus and which can be obtained multiplicity statements that will lead to conclude in some
cases infinitely many distinct pair of critical points.

This abstract theory of critical points is applied to semilinear elliptic partial differential
equations of second order, on as the critical points of the energy functional associated with
the EDP are weak solutions of the problem.

Palabras Clave: Inmersion de Sobolev, Desigualdad de Poincaré, Género, Condicion de
Palais-Smale, Lema de Deformacién, Soluciéon Débil, Ecuacion Diferencial Eliptica semili-
neal.
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INTRODUCCION

La Teoria de Ljusternik-Schinerlmann pone de manifiesto la profunda relacién entre la topo-
logia de un espacio y los puntos criticos de un funcional definido sobre el; en lo que respecta
a existencia y multiplicidad de estos.

Supongamos [ es un funcional a valor real continuamente diferenciable definido sobre un
espacio de Banach F| no necesariamente acotado por arriba o por abajo. Sobre este espacio
de Banach definimos un invariante topolégico (no trivial) como es la nocién de genero la
cual generaliza a través del Teorema de Extension de Tietze la nocion de dimension de un
espacio lineal. Por otro lado, como suponemos E un espacio de Banach de dimensién infi-
nita entonces compensamos la carencia de compacidad introduciendo sobre el funcional una
condicién denominada Palais-Smale.

Ahora bien, si I es tal que I(0) = 0y I > 0 en alguna vecindad uniforme de 0, se tiene
trivialmente que u = 0 es un punto critico, pero si ademas I se anula en un punto distinto
del trivial y satisface la condicién de Palais-Smale entonces se puede garantizar la existencia
de por lo menos un punto critico via min-max y de manera dual se puede obtener el mismo
u otro punto critico via max-min.

Si en cambio de anularse en un punto distinto del trivial ahora el funcional I lo consideramos
par y cuando nos restringimos a un subespacio finito dimensional de E éste toma valores
negativos, entonces podemos definir con el concepto de genero conjuntos en E para los cuales
I tendria una sucesion de valores criticos 0 < ¢, < b,,. Que ademas, con resultados de mul-
tiplicidad (como los obtenidos en el Capitulo 3) podemos asegurar la existencia de infinitos
pares de puntos criticos distintos para I.

Si se debilitan las condiciones impuestas sobre el funcional I es necesario redefinir los con-
juntos sobre los cuales se obtienen los valores criticos y los teoremas obtenidos son similares
en cuanto a la multiplicidad de puntos criticos que se tienen para I.



La motivacién de una Teoria de Puntos Criticos radica en el estudio de existencia de so-
luciones débiles para un problema en ecuaciones diferenciales parciales; y en este trabajo
aplicaremos esta teoria abstracta de puntos criticos (enmarcada en la nocién de género), al
estudio de existencia y multiplicidad de soluciones débiles de la ecuacion diferencial unifor-
memente eliptica no-lineal:

Lu:= — szzl(aij(:c) um)% +c(x)u =p(z,u) z €

u=>0 x € 0N
donde 2 C R" es un dominio abierto y acotado de clase C* y la parte no lineal p es impar
en u, ademas de otras condiciones sobre los coeficientes del operador diferencial y la funcién
p. Las soluciones débiles de este problema eliptico no lineal de segundo orden constituyen

los puntos criticos del funcional continuamente diferenciable sobre el adecuado espacio de
Sobolev H}(€), definido por:

1(u>=%/ﬁ

donde P es la primitiva de p.

n

(Z a” (2) Uy, Uy, + () u2>dx - / P(z,u(z))dx

ij=1 Q@

En el capitulo 1 se realiza una exposicién de los temas preliminares utilizados en la com-
prension del trabajo como es el estudio de los espacios de Sobolev en lo que respecta a las
inmersiones en los espacios de Lebesge; la construccion del grado de Brower y la nocién de
género como concepto necesario en la definicién de valores criticos de funcionales.

Se generaliza la nocién de gradiente que se tiene de forma natural en espacios de Hilbert
(gracias al Teorema de representacién de Riesz), a espacios de Banach donde en general hay
una ausencia de producto interno. Esta generalizacién a espacios de Banach se denomina
campo pseudo-gradiente y su introduccion es precisa para garantizar la existencia del flujo
n(u) que es justamente la deformacién de la que se habla en el capitulo 2, la cual es una
herramienta topoldgica suficiente para demostrar los teoremas siguientes referentes a exis-
tencia de puntos criticos.

En el capitulo 3 se describen bajo ciertas condiciones sobre el funcional, existencia y multipli-
cidad de valores criticos que se definen via min-max o max-min sobre conjuntos que resaltan
la topologia del dominio mediante el concepto de género. Teoremas adicionales se obtienen
cuando se debilitan dimensionalmente algunas condiciones del funcional I. El capitulo 4
ofrece una aplicacién de esta teoria de puntos criticos al estudio de existencia de soluciones
débiles a problemas elipticos no-lineales de segundo orden, en este capitulo se resalta la im-
portancia del estudio de los Espacios de Sobolev y el Anélisis Funcional.

Los resultados mostrados aqui son guiados por el trabajo de Antonio Ambrosetti y Paul H.
Rabinowitz en [ART73].



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo enunciamos los conceptos y resultados necesarios para abordar de manera
eficiente la teoria abstracta del capitulo 3 y las aplicaciones que esta teoria conlleva a la
existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales semilineales, presentadas en el tltimo
capitulo.

1.1. Espacios de Sobolev

Aunque en la literatura encontramos textos exclusivamente al estudio de los espacios de
Sobolev, aqui hacemos referencia al excelente libro de Haim Brezis [Brel0], en donde ademds
de un acercamiento amplio a estos espacios se motiva al lector a un impetuoso estudio en
las ecuaciones diferenciales parciales.

Consideremos {2 C R™ un conjunto abierto, p € R con 1 < p < o0
Definicién 1.1. El espacio de Sobolev W'P(Q2) se define por

91, g, ..., gn € LP(Q)) tales que

1.p _ P
WHP(Q) {u € LP(Q) /u%so — _/gl.gp Vo € CX(Q) Vi= 1,2,...,n}
Q Q

Definimos H'(Q2) = W2(Q).
Para u € W'?(Q) notamos % =¢9,y Vu= <8“ Ou ~ , Ou ), que resultan ser las deriva-

Ox1’ Oz’ * ) Oxn
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das parciales en el sentido débil o en el sentido distribucional de wu.
El espacio W'P(Q) lo dotamos de la norma

el = Nullzo + ZH 5l

En el espacio H'(€2) consideramos el producto interno

ou 0
(U,U>H1: UUL2+Z<(9(Z a;jl)LQ

)

y la norma asociada

o = (ol + 3 g

la cual es equivalente a la norma establecida en W12(().

Proposicion 1.2. Tenemos las siguientes popiedades:

El espacio WHP(Q) es un espacio de Banach para 1 < p < oo.
WLP(Q) es reflerivo para 1 < p < oo y separable para 1 < p < oo.
El espacio H'()) es un espacio de Hilbert separable.

Como lo hace notar Brezis en su texto, con ayuda de una sucesién regularizante se puede
utilizar indistintamente C}(2) o C°(2) como conjunto de funciones test en la definicién de
Wir(Q).

Definicién 1.3. De forma general definimos para m > 2 los espacios de Sobolev:

Va € N™ multi-indice con |o| < m, Jg, € LP(Q) tal que
W™P(Q) =< u e LP(Q) }

/uD% = (—D'“/gw Vi € C°(Q2)
Q Q

Se nota D%u = g,.

El espacio W™?(Q) dotado de la norma ||ul|yms = > [[D%ul|1» es un espacio de Banach.
0<|a|<m
Definimos H™(€2) = W™?(Q2) y lo dotamos del producto interno (u, v)gm = > (D%u, D*v) ,,
0<|al<m

con el cual resulta ser un espacio de Hilbert.

Teorema 1.4. Supongamos 2 C R™ abierto de clase C* con frontera 0Q acotada. Entonces
existe un operador de prolongacion

P:WY(Q) — WP (R™)

lineal, tal que para todo u € WHP(Q)
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(i) Pulg, =u
(i) |[Pullpr@n) < Cllullzrio)

(ZZZ) ||PUHW17P(R") S C ”u“Wl,p(Q)

Corolario 1.5. Supongamos Q0 C R" abierto de clase C'. Entonces el conjunto de WP (Q)
definido por
{v=ulg : welX(R")}

es denso en WP(Q).

Introducimos un espacio importante en el cual de forma natural se encontraran las soluciones
a ecuaciones diferenciales parciales con condiciéon de Dirichlet homogénea en 2. Este es el
espacio de las funciones en W?(Q) que por describirlas de alguna manera se anulan en 9S):

Definicién 1.6. Sea 1 < p < oo, WyP(Q) designa el cierre de C1(Q) en W'P(Q) y se nota
como

Hy(Q) = Wy ()
El espacio Wol’p hereda la norma de WP y resulta ser un espacio de Banach separable;
ademds es reflexivo si 1 < p < oo. Particularmente H} es un espacio de Hilbert con el
producto escalar de H*. Observe que no se define Wol’OO(Q).

Observese que como C!(R") es denso en W,”(Q), se tiene W, ?(R") = W'?(R"). De igual
modo como fue mencionado antes, se puede utilizar indistintamente C!(2) o C°(€2) en la
definicién de Wy (), ya que C°(Q) es denso en W, 7(Q).

Los siguientes dos resultados enuncian las importantes propiedades de inmersion que tienen
los espacios de Sobolev en donde se requiere regularidad sobre la frontera de Q.

Proposicién 1.7. Supongamos Q@ C R™ un abierto de clase C' con frontera 052 acotada.
Entonces

(i) Si1<p<n, entonces W'P(Q) C L@ donde L =

S|

1
P
(ii) Sip=mn, entonces WP(Q) C LY(Q) para todo q € [p*, +0).
(iii) Sip > n, entonces WHP(Q) C L>(Q).

con inyecciones continuas.
Ademds, si p > n, se verifica para toda u € WHP(Q)

u(z) —u(y)] < Cllullwrelz —y|*
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para casi todo x,y € Q con a« = 1 — % y C' dependiente solo de 2, p y n. En particular
tenemos WP (Q) C C(Q)

Teorema 1.8. (Rellich and Kondrachov) Supongamos Q C R™ un abierto de clase C*
con frontera 9S) acotada. Entonces
Qs 1, * 11
(i) Sip <n, entonces W'P(2) C L(Q), para todo q € [1,p*) donde = = -
(ii) Sip =n, entonces WP(Q) C LY(Q), para todo q € [1,400).
(iii) Si p > n, entonces WHP(Q) C C(9).

con inyecciones compactas.
En particular WP(Q) C LP(Q) con inyeccion compacta para todo 1 < p < oo.

Proposicién 1.9. (Desigualdad de Poincaré) Supongamos Q@ C R™ abierto y acotado,
entonces existe una constante C' > 0 (dependiente de S y de p) tal que para todo u € Wol’p(Q)
con 1l <p<oo:

[ullr < CIVullzy

En particular, la expresion ||Vu||z» es una norma en W, (Q) equivalente a la norma ||u||yy1.».
En Hj(Q) la expresién [, VuVov es un producto escalar que induce la norma [|Vul| 2 equi-
valente a la norma ||u||z:.

e , . ;- . . 1
Por tltimo, aqui mencionaremos una caracteristica importante del espacio dual de W,"* ().

Se designa por W1?(Q) el espacio dual de W,?(Q), 1 < p < co y por H'(Q) el dual de
H} Q).

Se identifican L?*(2) y su dual, pero no se identifican H}(Q) y su dual. Ademés Se tiene el
esquema H}(Q) C L*(Q)) € H () con inyecciones continuas y densas (ver [Brel0, Ch.5

§2]).

1.2. Operador de Nemytscki

Desarrollamos esta seccién basandonos principalmente de los textos [Cha03] y [Jab03], tema
necesario para satisfacer una condicion de compacidad sobre funcionales, denominada con-
dicion de Palais-Smale.

Sean X, Y y Z espacios de Banach sobre R con normas || - ||x, || -|ly ¥ || - ||z, respectivamente.
Designamos por Y* el dual topolégico de Y, es decir, Y* = L(Y,R) y para y* € Y* escribi-



8 1. Preliminares

mos el paréntesis de dualidad (y*, x) en lugar de y*(z). Sean U C X un conjunto abierto y
f:U =Y una funcion.

Definicién 1.10. Sea xy € U, decimos que f es Fréchet diferenciable(o F-diferenciable) en
xg, st existe A C L(X,Y) tal que

1f(2) = f(z0) = Alz — zo)|ly = ofllz — z0llx) en = =0 (1.1)

Sea f'(xo) = A, y se llama la derivada de Fréchet (o F-derivada) de f en xy.
Si f es diferenciable en cada punto de U y si f' : U — L(X,Y) : z — f'(x) es continua
en xg, entonces se dice que f es continuamente diferenciable en xy. Si f es continuamente
diferenciable en cada punto de U entonces se dice que f es continuamente diferenciable en
U, y escribimos f € C*(U,Y).
Proposicién 1.11. Se tienen las siguientes propiedades

(1) Si f es F-diferenciable en xq, entonces f'(xq) es dnico.

(2) Si f es F-diferenciable en xq, entonces f es continua en xq.

(3) (Regla de la cadena) Supongamos U C X, V C Y son conjuntos abiertos, ademds

f es F-diferenciable en xqy, y g es F-diferenciable en f(xq), donde U Tv %z
Entonces (go f) (xg) = ¢ o f(xo) - f'(x0)

Definicién 1.12. Sea zq € U, decimos que [ es Gateaux diferenciable (o G-diferenciable)
en xg, si para todo h € X existe df (xo,h) € Y, tal que

| f(zo +th) — f(xo) — tdf (xo,h)||ly =0(t) en t=0 (1.2)
siempre que el intervalo [xg,xo + th] C U. Decimos que df (xo, h) es la derivada Gateaux (o

G-derivada) de f en x.

Si f es G-diferenciable en z(, entonces tenemos

d
af(xo +th)| = df(zo, h) (1.3)

t=0

Proposicién 1.13. Se tienen las siguientes propiedades:

(1) Si f es G-diferenciable en x, entonces df (xo, h) se determina de forma unica.
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(2) df (xg,ch) = cdf (zo, h) para todo ¢ € R

(3) Si f es G-diferenciable en xq, entonces para todo h € X y para todo y* € Y*, la funcion
o(t) = (y*, f(xo +th)) es diferenciable ent =0, y ¢'(t) = (y*,df (xo, h)).

(4) Supongamos f : U —'Y es G-diferenciable en cada punto de U, y el segmento [xq, xo+
h] C U, entonces

£+ B) = Fa)lly < sup, [ldfzo + th, )y

(5) Si f es F-diferenciable en xq, entonces f es G-diferenciable en xqy, con df(xo,h) =
f'(xo) h para todo h € X. La reciproca no es cierta.

Demostracion. (4): Sea py«(t) = (y*, f(zo + th)) para t € [0,1] y y* € Y* entonces por el
Teorema del Valor Medio se tiene que
(5", fzo + h) = flzo))| = ly=(1) = @y=(0)]

= |l (")

= [{y", df (xo + t"h, h))|
para algun t* € (0,1) dependiendo de y*. La conclusién se sigue de la extension lineal que
proporciona el Teorema de Hahn-Banach. O
Teorema 1.14. Supongamos que f : U — Y es G-diferenciable y para todo x € U existe
A(z) € L(X,Y) que satisface

df(x,h) = A(x)h Vh e X.

Si la asignacion x — A(x) es continua en xo, entonces f es F-diferenciable en xy con

f'(z0) = A(o).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos que el segmento [zg, o + h] esta en
U, luego de acuerdo con el Teorema de Hahn-Banach existe y* € Y* con ||y*||y~ = 1, tal que

I (o +h) = fwo) = A(xo) b lly= (y7, f (o + h) — f(x0) — A(z0)h)

Ahora bien, haciendo ¢(t) = (y*, f(xo + th)), del Teorema del Valor Medio existe £ € (0,1)
tal que

|o(1) = (0) = ((y", Alwo) )| = |¥'(§) = (v, Alzo) b))
= [{(y", df (zo + &h, h) = A(o) 1))
= [{y", [A(zo + Eh) — Alxo)] )]
= o([[ n11)
es decir, f'(zg) = A(xo). O
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En espacios de Sobolev, se extiende el operador de composiciéon u — ¢(z,u(z)) donde no
necesriamente ¢ es continua en x. Esta clase de operadores a veces son llamados operadores
Nemytski.

Definicién 1.15. Sean Q C R" y g : Q x R — R, decimos que g satisface la condicion de
Caratheodory si:

(1) para cada x € Q, z — g(x, 2) es continua

(2) para cada z € R, x — g(z,z) es medible

La motivacién en introducir el concepto de funciéon Caratheodory es hacer la composicion
medible si u(z) lo es. En efecto, existe una secuencia de funciones simples wu,(z) tal que
un(z) = u(x), g(z,u,(x)) es medible de acuerdo con (2) y a partir de (1), g(z,un(x)) —
g(x,u(x)) por lo tanto g(x,u(x)) es medible.

Teorema 1.16. Supongamos p1, po > 1, a >0 y b € LP*(Q). Supongamos g es una funcion
Caratheodory que satisface

lg(z, 2)] < b(x) + alz|»

Entonces el operador de Nemytscki asociado a g, N, : u(x) = g(x,u(z)) es una funcion
acotada y continua de LP'(§2) a LP?(2)

Demostracion. La acotacién se desprende de la desigualdad de Minkowski

[[Ng(u)l[Lr2 < [|b]] L2 +aHuHLP1

Para probar la continuidad es suficiente ver que si u,, — u en LP' entonces hay una subsu-
cesion u,, tal que Ny(u,,) — Ny(u) en LP>. En efecto, existe una subsucesién Up, de u, que
converge puntualmente en casi todo punto a u, tal que ||u,, — up,_, ||z» < 5;. Consecuente-
mente si definimos ®(xz) := |u,, | + Y ooy |tn, () — un, , (x)| entonces |u,, (x ) < ®(z). Como

® es medible y

1

()" d P1 <
| | X ||un1||Lp1 + ||Un, Unp,;_ 1||Lp1 < 400

=2

entonces ¢ € LP1(2). Notemos que N, (unl) = g(z,un,(z)) = g(z,u(x)) puntualmente en

casi todo punto y |Ny(un,)(z)| < b(x) + adr 2 (x) € LP2(Q) entonces por el Teorema de la
Convergencia Dominada de Lebesge || Ny (uy,) — Ny(w)||zr2 — 0. Esto prueba la continuidad
de N,. [
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Corolario 1.17. Supongamos que Q@ C R™ y que g : @ x R — R y g.(x,2) son ambas
funciones con la candicion de Caratheodory. Si |g.(x, z)| < b(x) + alz|", donde b € L%(Q),
a>0yr+1= % (si n < 2, entonces la restriccion es no es necesaria), entonces el
funcional

f(u) = / g(z,u(x)) da (1.4)

es F-diferenciable en H*(QY), y ademds

f’(u)U:/ng(x,u(:c))v(:c)d:v (1.5)

n

(H'(Q))*. De acuerdo al Teorema 1.16 el operador de Nemytscki asociado a g, de L
2

Demostracién. H'(Q) C L%(Q) con inyeccién continua, por lo que también L%(Q) -
a

L#+2 es continua. Por lo tanto la derivada Gateaux
df (u,v) = / g.(z,u(x))v(xr)dr para todo v € H'(Q)
Q

es continua en H'(Q) a (H'(Q))*. Aplicando el Teorema 1.14 se concluye que f es F-
diferenciable en H'(Q). O

1.3. Grado de Brouwer y Concepto de Género

El grado topolégico en dimensién finita (Grado de Brouwer)y en dimension infinita (Grado
de Leray-Schauder) es un tema amplio y tratado en los libros de andlisis funcional no lineal,
por lo tanto solo describiremos el caso de dimension finita, y en él las principales ideas y
resultados sin demostraciones, con el fin de enunciar el Teorema de Borsuk-Ulam. Hacemos
referencia de estos temas y sus importantes implicaciones en [Dei84] y [CC12].

Para la construccion de la teoria de grado, el teorema de Sard juega un papel importante.
Para ello, se introduce la siguiente definicion.

Definicién 1.18. Sean 2 C R™ un conjunto abierto y una funcion f € C1(Q,R"™). Decimos
que p € R" es un valor reqular si f~1(p) =0 o si la transformacion lineal f'(z) : R* — R™
es sobreyectiva para todo x € f~1(p), esto es, el Jacobiano de f en x es no nulo, Ji(x) =
det f'(x) # 0 para todo x € f~1(p).

De no ser asi, p € R" es llamado valor singular o critico.
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Teorema 1.19. (Teorema de Sard) Sean Q C R™ un conjunto abierto y f € C'(,R"),
entonces el conjunto de todos los valores criticos de [ tiene medida de Lebesgue cero en R™.
En particular, el conjunto de valores regqulares de f es denso en R™.

Definicién 1.20. (Grado Brouwer) Sean Q@ C R™ un subconjunto abierto y acotado, f €
C2(QLR™) ype R*— f(09).

(1) Sip es un valor reqular de f, el Grado de Brouwer se define por

deg(f,Q.p):= Y sgnJs(z) (1.6)

zef=1(p)

(2) Sip es un valor critico de f, elegimos py un valor reqular (por teorema de Sard) tal
que ||p — p1]| < dist(p, f(OR2)) y se define el Grado de Brouwer por

deg(f, Qap) = deg(fa Qapl)

En (1), La suma es convergente pues f '(p) es un conjunto finito cuando p es un valor
regular y 2 es compacto; y en (2), el grado es independiente de la eleccién de p .

Si f € C(Q,R"), podemos encontrar por el Teorema de Weierstrass una aproximacién de f
a través de una funcién suave, y el concepto de Grado de Brouwer puede ser extendido.

Definicién 1.21. (Grado Brouwer) Sean Q@ C R™ un subconjunto abierto y acotado, f €
C(Q,R") yp e R* — £(09Q).
Elegimos f € C*(Q,R") tal que sup,q ||f(x) — f(x)|| < dist(p, f(O2)) entonces el Grado

Brouwer estd dado por
deg(f,,p) := deg(f,£2 p)

que es independiente del f que se elija.

Consideramos la aplicacién identidad de R™ definida por id(z) = x.

Proposicién 1.22. Sean Q C R"™ un subconjunto abierto y acotado, f € C(Q,R") y
p € R"— f(09).

1, peq,

(1) deg(id, 2, p) = {O 0

(2) (Escisién) Sea Q1,9 dos subconjuntos disyuntos de 0, p & f(Q— (2, Uy)). Entonces

deg(f, €2, p) = deg(f, €l p) + deg(f, 22, p)
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(3) (Invarianza por Homotopia) Sea h € C([0,1]xQ, R™), p € C([0,1],R™) yp(t) ¢ h(t,09).
Entonces deg(h(t,-),Q, p(t)) es independiente de t € [0, 1].

(4) deg(-,Q,y) y deg(f,€,-) son constantes sobre {g € C(Q,R™) | |g — flo <7} y B.(y) C
R™ respectivamente, donde r = dist(y, f(02)). Ademads, deg(f,2,-) es constante sobre
cada componente conexa de R™ — f(0€Q).

(5) (Teorema de Kronecker) Si deg(f,€2,p) # 0, entonces existe x € Q) tal que f(x) = p.

Decimos que un conjunto A es simétrico respecto al origen o simplemente simétrico si x € A
implica —z € A, es decir, A = —A.

Teorema 1.23. (Teorema de Borsuk) Sea 2 C R™ un subconjunto abierto, acotado y
simétrico con 0 € Q. Sea f € C(Q,R™) una funcion impar tal que 0 ¢ f(9S2). Entonces
deg(f,Q,0) es un entero impar.

Corolario 1.24. Sea Q C R" abierto, acotado y simétrico con 0 € Q. Sea f € C(Q,R)
tal que 0 ¢ f(OQ) y f(—x) # Af(x) sobre O para todo A\ > 1. Entonces deg(f,€2,0) es un

entero impar.

Demostracion. Basta considerar a h(t,x) = f(x) —tf(—x) para t € [0, 1] como la homotopia
en R" — {0} entre f y la funcién impar g, definida por g(z) = f(z) — f(—=z). O

Corolario 1.25. (Teorema de Borsuk-Ulam) Sea Q2 C R™ abierto, acotado y simétrico
con 0 € Q. Sea f: 00 — R™ continua y m < n.
Entonces eziste © € 02 para el cual f(x) = f(—x).

Demostracién. Razonando por contradiccién, consideremos una extensién continua sobre
de g(x) = f(z) — f(—z) # 0 en 09Q. Entonces por el Teorema de Borsuk 1.23 y (4) de
la Proposicién 1.22 deg(g,€2,y) = d(g,£2,0) # 0 para todo y en alguna bola B,(0). Asi,

(5) de la misma proposicién implica que la R™-bola B,.(0) esta contenida en g(2) C R™.
(—]«—) O

Introducimos de esta manera un concepto importante en el modo de obtener valores criticos
de un funcional. El concepto de género.

Definicién 1.26. Sea E un espacio de Banach sobre R. Recordamos que un conjunto A es
simétrico respecto al origen o simplemente simétrico si x € A implica —x € A.
Consideramos el conjunto X(E) = {A C E — {0} | A es cerrado y simétrico} y la funcion
v X(E) = NU{0,00} definida por
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v(0) =

v(A) = mln{n € N | existe ¢ € C(A,R™ — {0} impar}, y
v(A) = oo si no eziste tal minimo.

al entero no-negativo y(A) le decimos el género de A.

Proposicién 1.27. Si B C E cerrado y BN —B = entonces vy(BU —B) = 1.

Demostracion. Consideramos ¢ € C(B U —B,R — {0}) definida por ¢(u) = 1siu € By
¢(u) =—1siue —B. O

Nota 1.28. En particular para A = {u,, ..., u1, —u, ..., —u,} con xu; # 0, tenemos que
A € X(E) es finito entonces y(A) = 1.
Si A € X(F) es tal que y(A) > 1 entonces A debe ser infinito, ya que si no lo fuese y(A) = 1.

Lema 1.29. Sean A, B € X(E).
(1) Si existe ¢ € C(A, B) impar entonces v(A) < v(B).
(2) (Monotonicidad) Si A C B entonces v(A) < v(B).

(3) (Invarianza) Si eziste un homeomorfismo impar h € C(A, B) entonces se tiene que
Y(A) =~(B) =7(h(A)).

(4) (Subaditividad) (AU B) < v(A) + ~(B).
(5) Si~(B) < 400, 7(A = B) =2 ~(A) = 7(B).

(6) (Vecindad Tubular) Si A es compacto entonces y(A) < 400 y eziste una vecindad uni-

forme Ns(A) (es decir, una vecindad cuyos puntos tienen una distancia de A no mas grande

que 6), tal que v(N5(A)) = 7(A).

(7) Si A es homeomorfo por un homeomorfismo impar a la frontera de una vecindad abierta
y simétrica de 0 en R™ entonces y(A) = n.

(8) Sea V un subespacio de E con dim(V) = k y V* su suplementario topolégico *. Si
v(A) > k entonces ANV £ ().

Nota 1.30. Para S" ' ={z e R" | |z| =1}, v(S" ') =n

'En un espacio de Banach todo subespacio de dimensién finita admite un suplementario topolégico. Con-
sultar los textos [Brel0], [Lan83].
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Demostracion. (1) Sivy(B) = oo ya estd. Supongamos (B) < oo entonces también y(A) <

(2)
(4)

oo. Ahora si y(B) = n, existe ¢ € C(B,R" — {0}) impar entonces considerando la
funcién po¢ € C(A,R"—{0}) y por el principio de buena ordenacién v(A) < n = v(B).

y (3) Inmediato de (1).

Supongamos v(A) = m y v(B) = n, esto es, existen funciones impares ¢ € C(A,R™ —
{0}) v ¥ € C(B,R™ — {0}) entonces por el Teorema de Extensién de Tietze (ver
[Mun00]), ¢ y % se pueden extender a € C(E,R™) y 12; € C(E,R"™) respectiva-
mente (de ser necesario podemos considerar @ = (P(x) — §(—x)) y asi @ es im-
par en C(E,R™), andlogo para @/D\) Sin pérdida de generalidad ¢ y @/Z)\ son impares,
entonces definiendo a ¢ = (&, @Z) como ¢(zr) = (@(:L'),{b\(m)) € R™™ se tiene que
¢ € C(AU B,R™™ —{0}) e impar, luego v(AU B) < m +n =~(A) + ~(B).

Basta usar (2)y (4)en AC A— BUB.

Si x # 0 entonces EH%”(:C) HEH%”(—QU) = () donde B,(z) = {z € E | ||z|| < r}, luego
Ay := Bjuy(z) U Bjey (=) € 2(E) y ademés por la Proposicién 1.27 v(4,) = 1.
Ahora bien, como A es compacto, entonces A se recubre con finitos A,, de este modo
A C Ui, Ay, v ast por (2)y (4) v(A) < co. Supongamos Y(A) = n luego existe
¢ € C(A,R™ —{0}) impar, la cual puede ser extendida de forma impar a gg € C(E,R")
por medio del Teorema de Extensién de Tietze. Por ser ¢ : A — R™ — {0} continua
entonces ¢ # 0 sobre A y como A es compacto entonces existe § > 0 tal que g/g # 0

en Ns(A). De aqui v(Ns(A)) < v(A) = n. Para la desigualdad contraria notemos que
AC Ng(A)

Consideremos h como el homeomorfismo impar al que se refiere la hipotesis, entonces
h € C(A,R" — {0}) luego v(A) < n. Si y(A) = m < n entonces existe ¢ impar en
C(A,R™—{0}) y el Teorema de Borzuk-Ulam 1.25 aplicado a la funcién impar h~' o ¢
implica que existe x € A tal que (hfl o gb) (x) =0, lo cual es contradictorio.

Como E =V + V+ entonces la proyeccién p : E — V es continua. Si suponemos que
ANVE =0 entonces p € C(A,V — {0}) luego (1) implica y(A) < k. Por lo tanto
ANVE£0.



CAPITULO 2

LEMA DE DEFORMACION

Para un funcional I € C!(E,R) donde E un Espacio de Banach real, definimos a ¢ co-
mo un valor regular si I-'(c) no tiene puntos criticos y a un conjunto de nivel en a como
I, ={u € E | I(u) < a}. El Lema de Deformacién expresa su importancia en el hecho de
que para un funcional I, cerca de valores regulares los conjuntos de nivel son iguales en el
sentido topoldgico, es decir, que alrededor de valor regulares los conjuntos de nivel se pueden
deformar continuamente mediante un homeomorfismo que retrae conjuntos de nivel I... a
conjuntos de nivel /.. (o también de I._. a I...) y estos conjuntos de nivel en su deforma-
cién continua no cambian la topologia. Esto significa que si la topologia cambia alrededor
del conjunto de nivel en ¢, es porque ¢ es un valor critico para I.

Para llegar al Lema de Deformacién presentado aqui en su forma cldsica es necesario ge-
neralizar el concepto de gradiente a espacios de Banach denominado como campo vectorial
pseudo-gradiente y ademas utilizar una nocion de compacidad involucrando el operador, lla-
mada condicion de Palais-Smale.

Es interesante mencionar que en la literatura se pueden encontrar formas cuantitativas del
Lema de Deformacién, en el cual no se requiere la condicién de Palais-Smale (para un re-
cuento de estos ver [Jab03]). Otra demostracién del lema de deformacién se puede encontrar
en [Cla72]. Las ideas de la demostracién dada a continuacion, fueron tomadas de [Rab84].

2.1. Campos Pseudo-Gradientes

Considerese a E un Espacio de Banach real y U C E un dominio.
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Definicién 2.1. Sea I € C'(U,R). Se dice que v € E es un vector pseudo-gradiente para I
enu e U si

(i) ol < 2|1 (w)]]

(ii) I'(w)v = | I'(u)|?

Note que un vector pseudo-gradiente de existir no necesariamente es tnico, en efecto, cual-
quier combinacién lineal convexa de vectores pseudo-gradientes es de nuevo un vector pseudo-
gradiente.

Definicién 2.2. Para I € C'(E,R) sea K, = {u € E | I'(u) # 0}.
V. K, — E es un campo vectorial pseudo-gradiente para I si V es localmente Lipschitz
continua y V(x) es un vector pseudo-gradiente para I en cada x de K,.

Recordemos que si X y Y son espacios vectoriales normados entonces una funcién f : X — Y
se dice localmente Lipschitz continua si para cada x € X existen A vecindad de x y una
constante k£ > 0 tal que || f(y) — f(2)|| < k||ly — z]|| para todo y, z € A.

Lema 2.3. Si I € C1(E,R), existe un campo vectorial pseudo-gradiente para I.

Demostracion. Como I'(u) € L(E,R) el conjunto de operadores lineales acotados, entonces

para cada u € K, podemos encontrar w € E con |lw| =1 que satisfaga I'(u) w > 2||I'(u)]],
ya que para I'(u) en L(F,R) tenemos que ||I'(u)|| = sup |[I'(u)w|. Entonces para tal w
wl=1

hacemos z = 2[|I'(u)||w que claramente es un estricto vector pseudo-gradiente para I en w.
Afirmamos que existe IV, vecindad abierta de u tal que z es un vector pseudo-gradiente para
todo v € N,, en efecto; como I' : E — L(E,R) es continua en u € E entonces para cada
e > 0 existe d, > 0 tal que ||I'(v) — I'(u)|| < € siempre que |v —u| < €, con lo que tenemos
las siguientes desigualdades

@)l = I (Wl < e (2.1)
I'ww<I'(v)w+e (2.2)

y como I'(u) w > 2| I'(u)|| por (2.1) se tiene
I'wyw—e>=|I'(v)|]| — z¢ (2.3)

Si escogemos & < 1||I’(w)|| tenemos (i) de la Definicién 2.1, ya que existe d; > 0 tal que si
v € By, (u) entonces por (2.1) ¢ < g||I'(v)||, por lo tanto para ||z| = 2||I'(u)|| se satisface la
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condicién. Para ver (ii) de la misma definicién, escogemos e > ||I'(u)|| por lo que existe
62 > 0 tal que si v € Bs,(u) entonces por (2.1) 3e? — Z||I'(u)|le > 0, de este modo en
I'(v)z = 3||I'(u)||I'(v)w hacemos uso de las desigualdades (2.1), (2.2) y (2.3) para obtener
que I'(v)= > ||I'(0)]*

Elegimos N, = Bs(u) donde 6 = min{d, J>},de modo tal que la coleccion {N, | u € K.}
forma un cubrimiento abierto de K, la cual puede ser extendida al espacio métrico E, por lo
que podriamos obtener para dicha colecciéon un refinamiento localmente finito ya que todo
espacio métrico resulta ser paracompacto (ver [Mun00]),a dicho refinamiento lo denotaremos
{M;}.

Ahora consideremos p;(x) = dist(x, £ — M;) entonces p;(z) =0siz ¢ M;yp; : E = R
serd Lipschitz continua, en efecto, para cada y y z en E'si x € E — M; se tiene:

pily) = dist(y, B — M;) < |ly = z| < lly — z[| + ||z — 2|
es decir que para x € E — M; tenemos
dist(y, B — M;) + ||z — 2| < [ly — ]
luego
dist(y, E — M;) + dist(z, E — M;) < ||ly — 2|

e intercambiando los papeles de z y y obtenemos que p; es Lipschitz continua con k£ = 1.
Sea
pi(x)
i) = 2L
’ >k Pr(T)
cabe resaltar que ), px(z) es distinto de cero, pues {M;} es un cubrimiento abierto de £y
es una suma finita para cada elemento x ya que x pertenece a finitos M; y ademds cada M,
estd en algiin NN, por ser refinamiento.
3

BT Al : . :
zj = 5||I'(u;)|lw; es un vector pseudo-gradiente para I en M;, luego consideremos

V : K, — FE definido como:

V() =) 2B (2.4)

J

Afirmamos que V' es un campo pseudo-gradiente para I sobre K,. Note que 0 < f;(z) <1
y que )_; 3; = 1 entonces resulta que (2.4) es una combinacién lineal convexa de vectores
pseudo-gradientes para [ en x.

Para ver que V' es localmente Lipschitz continua, sea y € K, luego y pertenece a finitos M;;,
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por lo tanto consideraremos la vecindad de y como A = (| M;, entonces si z € A tenemos:
V(y) = V()| < Z 18 (y )|z
pity)  pi(2)
2oere(y) 2 ee(2)

25 (W) D pr(2) = pi(2) D Pr(Y)
>k PE(Y) Dk Pr(2)

> (D)0 () = pi(2)] + 9 (2) [ pe(2) = o pre(y)] 2]
>k Pe(Y) Do P (2) ’

ly — 2| >y pr(2) + Mpj(2)|z — |
D S e

>k Pi(2) + Mp;(2) . .
(Z WA z,m)'ﬂ') b=

<Ly — 2|

|Zj|

|24

il

Resulta asi, que V' definido como (2.4) es un campo vectorial pseudo-gradiente para I. [

Corolario 2.4. Si I € C*(E,R) es par, I tiene un campo vectorial pseudo-gradiente sobre
K, dotado por una funcion W impar.

Demostracion. Para I existe un campo pseudo-gradiente V. Note que si I es par entonces
I’ es impar, por lo tanto si consideramos la funcién impar

seria el campo vectorial pseudo-gradiete buscado para I. O]

2.2. Lema de Deformacion

Para I € C'(E,R), donde F es un Espacio de Banach, definimos los siguientes conjuntos :
Ag:={ue E|I(u) <s}

Ay :={ue E|Iu)>s}

Ki:={ue E|I(u) =s,1I'(u) =0}.

A continuacién una variante en la condicién de compacidad para el operador I, necesaria en
la prueba de nuestro teorema principal.
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Definicién 2.5. I € C'(E,R) se dice que satisface la condicion de Palais-Smale (P-S)
si cualquier sucesion (u,) C E para la cual I(uy,) es acotada y I'(u,,) — 0 tiene una
subsucesion convergente.

Teorema 2.6. (Lema de Deformacién) Sean E un Espacio de Banach real y I € C'(E, R)
funcion que satisface (P-S). Sic € R, € > 0 y O una vecindad abierta de K. entonces existen
e€(0,6) yneC([0,1] x E,E) tal que:

(1) n(0,u) =u, Vuek

(2) n(t,u) =u, Vtel0,1] sil(u)¢lc—zc+a

(3) 1(t,u) es un homeomorfismo de E en E, Yt €[0,1]
(4) In(t,u) —ul <1, ¥Vt e[0,1],uc E

(5) I(n(t,u)) < I(w), Vtel0,1],ueckE

(6) n(1, Acye — O) C Ac-

(7) SiKe=0, n(1l,Acte) C Acs

(8) Si I(u) es par enw, n(t,u) es impar en u

Demostracion. Seccionaremos la demostracién para tener mayor claridad en el proceso.

(A) Como la funcién [ satisface (P-S) entonces K. = {u € E | I(u) = ¢,I'(u) = 0}
sera compacto.
Elegimos 6 > 0 adecuado tal que la vecindad Ns := {u € E | ||lu — K.|| < 0}, donde
|lu — K.|| denota la distancia de u a K., cumpla la relacion:

K.CNsCO

de esta manera es suficiente probar (6) con N en lugar de O, y asi, si K. = () también
lo serd Ns y entonces (6) implicard (7).

(B) Afirmamos que existen constantes b,é > 0 tales que
|I'(uw)]] > b Vu € Acre — (Ae—z U Nyyss)

Ya que si esto no fuera asi, tendriamos sucesiones b, — 0, ¢, =+ 0y
(un) C Acpe — (Ac_z U Nyjs) tal que || I'(u)|| < b, y por (P-S) una subsucesién de (u,)
converge a algin u € K. — Nj/s pero este tltimo conjunto es vacio. (— |+—)
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(C) Como (B) se mantiene si € es pequeno, podemos elegir
by b* 1
2 < mind & o, = 9.
0<6<m1n{6,32,2,8} (2.5)
luego para cualquier € € (0, €) consideramos los conjuntos:
A={uecFE|I(u)<c—¢é}U{ue E|I(u) <c+éE}
B:={ueE|c—e<I(u)<c+e}

por consiguiente A N B = (), entonces si dist(z, A) =2 ||z — A|| definimos la funcién:

RS U |
e Al+Te— Bl

noteque g=0en A, g=1en By 0 < g <1, ademds g es Lipschitz continua en E. En
efecto, si x,y € E entonces

l= — All (lly = Al + lly — Bll) — lly — All (Il= — All + ||z — BI|)

l9() = 9(y)| = (I — Al + |z — BI) (Ily — All + Ily — BI|) ‘

_ |z = Alllly = Bl = [l= = Bl lly = Al
(e = Al + llz = BI) (Ily — All + lly — BI)

Hx—MHM—BW%M—BM+Wx—MHW—AH—M—AW|
(lz = All + e = B) (ly = Al + ly = BI)

[z = Al + [l — Bl Mx_m
(e = Al + |z = BI) (lly — All + lly — BlI)

IN

(D) De igual manera definimos una funcién f Lipschitz continua sobre E, tal que:
1 E — N,
fi=d o T 0<f<i
O, en N(s /8

Asi, si I es par entonces los conjuntos A, B y Ns son simétricos respecto al origen, por
lo tanto f y g serian funciones pares.

(E) Definimos la funcién h como sigue:

hs) = {1, sisel0,1]

1 sis>1
S
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Como I € C'(E,R), por el Lema 2.3 y el Corolario 2.4 existe un campo vectorial pseudo-
gradiende V' : K, — FE, con V impar si ademés [ es par. Consideremos W : £ — E
definido por:
_ )@ glx) [V () V(x), size K,
W(x) :=

0, en otro caso

W asi definido es localmente Lipschitz continua en E con 0 < |[|[W(z)|| <1y W impar
si I es par.

Para lo que sigue usaremos resultados obtenidos en la teoria de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de los cuales haremos referencia en [HS74, Chapter §].
Consideremos el problema de Cauchy:

PV {f’_? = W) (2.6)
n(0,u) = u

El teorema fundamental de existencia y unicidad [HS74, Ch.8 §2. Theorem 1] implica
que en cada u € E el problema de valor inicial (2.6) tiene tinica solucién (¢, u) definida
sobre un intervalo maximal (¢~ (u), " (u)).

Afirmamos que t*(u) = 4+00. Supongamos lo contrario t*(u) < oo, por lo que podemos
también suponer una sucesién ¢, 1t (u), de modo tal que si

n(tu) = (0, u) + / W (s, w)) ds

entonces

Jottwsss ) =t = | [ Wt as

tn+l
< / W (s, w))|| ds
tn
< |tpt1 —ta|  por que [W()] <1

Por lo tanto 7(t,,u) forma una sucesién de Cauchy en F, luego converge a algin u € E
cuando t, — t*(u).

Entonces el problema de Cauchy % = W (n) con dato inicial n(t*(u),u) = u extiende
de forma continua al flujo n(t, u) para valores de t > t*(u) contradiciendo a t*(u) como
elemento maximo. Analogo para t~(u) = —oo.

Los detalles del argumento anterior se sustentan en la prueba de [HS74, Ch.8 §5. Theo-
rem 1] la cual implica que si t, — t(u) entonces ||n(t,, u)|| = oo, y de igual manera
tenemos contradiccion.
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(1) La dependencia continua de las soluciones de (2.6) sobre el dato inicial u implica que
n € C([0,1] x E, E), (ver [HS74, Ch.8 §7. Theorem 2]).
El problema de Cauchy (2.6) implica (1).

(2) De acuerdo con (2.5) € < £y como g se anula en A ={u € E | |[I(u) — ¢| < £} entonces
g(u) =0si I(u) ¢ [c — &,c+ €], con lo cual W(u) =0y por lo tanto tenemos (2):

n(t,u) = (0, u) + / W (s, w) ds

=n(0,u) =u

(3) n(t,-) : E — E es un homeomorfismo, en efecto n(t,-) y n(—t,-) son continuas en E y
por las propiedades de semigrupo del flujo del problema de Cauchy (2.6) tenemos:

n(t.n(—t,u)) =nt —t,u) =n0,u) =u

Las propiedades de semigrupo para el flujo de una ecuacién diferencial se puede ver en
[HS74, Ch.8 §7].

(4) Para todo t € [0,1] y todo u € E, tenemos:

It = ull = 0,00+ W (s, u)) ds —

/OtW(n(s,u)) ds

< / 1 (s, w))]] ds

<t<l1 por t € [0, 1]

(5) Si W(u) = 0 entonces en el problema de Cauchy (2.6) resulta que n(t,u) = u es la tnica
solucién y asi (5) se satisface trivialmente, a saber: I(n(t,u)) = I(u).
Si W(u) # 0, u € K, por lo tanto V(u) estard definido y asi mismo la solucién del
problema de Cauchy (2.6), V(n(t,u)) lo estaré.

201y it it
= I'(n(t,u)) W(n(t,u))

= t,u) f(n(t,w)) g(n(t, w)) h([[V (n(t, w))]]
= —[f(n(t,w) g(n(t, w)) IV (n(t, w))ID] I'(n(t,
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como V(n(t,u)) es un vector pseudo-gradiente para I en cada n(t,u) € E, entonces:

< — [F(n(t.w)) gn(t, w) BV (n(t, ) D] 7' ()|

~ /

>0
<0
Ahora bien,
W <0 VteR (2.7)

y por el Teorema del Valor Medio:

I(n(t, u)) = I(n(0,u))

[%](n(to,um t,  t>0
0

IN

entonces I(n(t,u)) < I(n(0,u)) = I(u), (5) se satisface.

Veamos que n(1, A, e — Nj5) C Ao

Siu € A._. entonces por el numeral (5) tenemos que I(n(t,u)) < c—e¢, esto es, n(t,u) €
Ac—c, en particular n(1,u) € Aq_e.

SiueyY =A..— (AC_6 U N(;) veamos que n(1,u) € A._..

Como g se anula en A._¢ entonces la érbita 7(t,u), (¢ > 0) no puede entrar a A._ si
u € Y, ya que si lo hiciera por unicidad en la solucién de (2.6) n(t,u) = u, para todo
t>0yu¢Y.Por consiguiente si u € Y entonces I(n(t,u)) > c—é.

De (2.7) obtenido en (5), concluimos que para todo t > 0:

0<I(n0,u))—I(n(t,u) <ct+e—(c—&é)=c+E<2E (2.8)

Ahora supongamos u € Y y n(s,u) € Z := Apye— (AC,EUN(;/Q) para s en algin intervalo
[0,t]. Este serd ciertamente el caso para un ¢ pequeno. Para este s, n(s,u) € K, por (B)
entonces esta definido W (n(s,u)) y ademas f(n(s,u)) = g(n(s,u)) = 1.

Para tal s € [0,t] y n(s,u) por (2.8) tenemos:

2 > I(U(Q u)) - I(U(t> u))

O dI(n(s, u))
= / "

N /t I'(n(s,u)) W(n(s, u)) ds
- / RV (s, ) ) T'(n(s, w) V (n(s, w) ds
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como V' (n(s,u)) es un vector pseudo-gradiente para I en cada 7(s,u) € E, entonces:

2/0 RV (s, w))]) (|7 (n(s, w)) || ds

> b / R(IV (s, w)) [ I'(n(s,w)| ds— por (B)

b t

> 3 / h(||V(7](s,u))||) IV (n(s,u))| ds por Definicion 2.1
0

b

2 5[ [ PUV (s, D) 1V (n(s, w))] ds

_ g H/:t W (n(s, )| ds

b
= = lIn(t, ) ]

45 y por la eleccion de &

En conclusién 22 > 2 Hn(t u) — ul|, esto es, ||n(t,u) —ul| <
n (2.5), |In(t,u) — uH < g, lo que significa que la érbita n(t, u) no deja Z para entrar

en Ns/a, Consecuentemente la Unica forma de dejar Z es entrar a A._., recuerde que
I(n(t,u)) es decreciente (en t).

Afirmamos que 7n(t,u) entra a A._. en algin t € (0,1) y esto asegura (6).

Si esto no fuera asi, entonces 7(t,u) € Z para todo t € (0, 1). Ahora, tengamos en cuenta

lo siguiente:
dt -
: . : . dI(n(tu)
Si para algun ¢ € (0, 1) fijo, [V (n(t,-)|| <1 entonces por (B): =522 < —b2.
Si en cambio para algin t € (0,1) fijo, ||V (n(t,-)|| > 1 entonces

—h(|IV (s, u)) | 7' (n(s, )|

dl(nitu) W 11’ (n(t,uw))||?, vy como V(n(t,u)) es un vector pseudo-gradiente par

a =
I en n(t,u) entonces haciendo uso de (i) en la Definicién 2.1, obtenemos % <
—3IlVnt, vl < -4

De este modo para cualquier ¢ € (0,1) se tiene

dI(n(t,u) .
— < —mm{bz,%1
0
/ M ds > min{bZ, %l}t
: ds

I(u) — I(n(t,u)) > min{b*, 1} ¢
entonces por (2.8)

2¢ > I(u) — I(n(t,u)) > min{b* 1} ¢
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y con un proceso limite (¢ 1 1) tenemos

2¢ > I(u) — I(n(1,u)) > min{b>, 1

esto es, € > min{b? 1 }. (—|+—)
Por lo tanto si u € Y entonces para algin ¢t € (0,1), I(n(t,u)) < ¢ — ¢, lo que implica
que n(1,u) C A._. por ser I(n(-,u)) decreciente.

(8) Sil: E — R espar, entonces W : E'— R es impar, esto es, W(n(t,—u)) = =W (n(t,u)),
por lo tanto
dn(ta _u) _ _dn(t> u)

dt dt

luego

ot —u) +n(t, )] = 0

entonces
77(75, _u) = 77(15, u) + o

v haciendo u = 0 obtenemos el resultado deseado.

Nota 2.7. Observemos que si en la prueba remplazamos el campo pseudo-gradiente W
por —W las conclusiones del teorema anterior son ligeramente contrarias, a saber:

(5) 1(n(t,u)) = I(u), Vie[0,1uck
(6) 77(17121075 - O) C ACJHE

(7) Si K.=0, n(1,A..) C Ac,.



CAPITULO 3

TEORIA DE LJUSTERNIK-SCHNIRELMANN

La teoria de Ljusternik and Schnirelmann consiste en determinar existencia y estimar acerca
del numero de puntos criticos de un funcional a partir de la topologia de su dominio. En este

I como herramienta eficaz en la determinacién de

capitulo usaremos el Lema de Deformacion
valores criticos de funcionales definidos sobre un espacio de Banach real. Dando condiciones
sobre el funcional es posible exponer mediante el concepto de genero maneras de obtener
valores criticos para éste, llevandonos en ciertos casos a encontrar infinitos pares distintos de
puntos criticos cuando el funcional es par. Note el énfasis que queremos de distinguir puntos

criticos de valores criticos.

Sea E un espacio de Banach real de infinita dimensién, consideremos los conjuntos B, =
{ucE||u| <r}yS, =08, ademds B By S 2 5.

Para los resultados que obtendremos en este capitulo, I € C*(E,R) con I(0) = 0.
Supongamos [ satisface:

(I.1): Existe p>0talque I >0en B, — {0}y I>a>0en S,

(I.2): Existe e € E, e # 0 tal que I(e) = 0.

(I.3): Si una sucesién (u,,) C E es tal que I(u,,) > 0, I(u,,) acotado superiormente y
I'(u,,) — 0, entonces (u,,) tiene una subsucesién convergente.

Observemos que (1.3) es una suave versién debilitada de la la condicidn de Palais-Smale.

IPara relajar un poco la notacién, nos referiremos al flujo 7(t, u) como 7;(u).
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Sea
I={geC([0,1],E) | g(0) =0,9(1) = 1}
Claramente el camino g(t) = et € T" luego " # 0.

Teorema 3.1. Supongamos I satisface (1.1)-(1.3). Entonces

b= inf max 3.1
inf méx 7(g(y)) (3.1)

es un valor critico de I con 0 < o < b < +00

Demostracién. (I.1)-(1.2) implican que S, separa a 0 de e. Si g € T' entonces g([0,1]) es
conexo puesto que g s continua luego g([O, 1]) NS, # 0, por lo tanto para g € I" fijo o es una
cota inferior de max,cjo,11 (9(y)) y de este modo b > .

Veamos que b es valor critico de I. Si no lo fuera entonces K, = () y por (7) del Lema de
Deformacién 2.6 existe € con 0 < ¢ < £ < ay un flujon; € C(E, E) tal que ny(Apse) C Apc.
Por la propiedad de aproximacién del infimo existe g € I' tal que méxycp11I(g9(y)) < b+ ¢,
esto es, g(y) € Apye siy € [0,1].

Ahora bien, haciendo & = § tenemos que 1(0), I(e) ¢ [b— &, b+ ] luego por (2) del Teorema
2.6 tenemos 171(g(0)) =0y m1(g(1)) = e, lo que significa que n; o g € T'.

Pero como 1 (Apie) C Ay_c ymog €T con g[0,1] € Ay, entonces

b< mix I((mog)y) <b—e  (—[)
y€[0,1]

O
Nota 3.2. Si I satisface (1.1)-(1.2), (P-S) y ademds I es acotado inferiormente entonces
b =infg I es también un valor critico de I para el cual existe un punto critico no nulo. En

efecto, b < 0 entonces si b = 0 claramente e es un minimo local; si en cambiob <0 y Ky =0
el flujo del Teorema 2.6 es tal que ni(Ayc) C 0, (—|+—).

Una versién dual del teorema anterior, se construye como sigue.

T, :={h e C(E,E) | hes un homeomorfismo de E en E, h(0) =0y h(B) C Ay}
I'¢ :={h el | h(S) separa a 0 de e}

Observemos que (1.1) implica que tanto T', # 0 como T'¢ # 0, ya que h(u) = pu es un
homeomorfismo de E en E que pasa por el origen y h(B) = B, donde I(B,) > 0.
Teorema 3.3. Supongamos I satisface (1.1)-(1.3). Entonces

c = sup inf I(h(u)) (3.2)

hel¢ u€S

es un valor critico de I con 0 < a<e¢<b < +0
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Demostracion. h(u) = pu € T'S entonces inf,eg I(h(u)) = infyeg, I(u) > « por lo tanto
a<ec.
Si h € T'¢ entonces h(S) separaa 0 de e y si g € T entonces g([O, 1]) es conexo, lo que implica
que ¢([0,1]) NA(S) # 0 luego existe w € g([0,1]) N A(S) y para este w se tiene

Inf I(h(u)) < I(w) < méx I(9(y))
y consecuentemente ¢ < b.
Si ¢ no es un valor critico de I entonces K. = () luego por (3)y (7) del Teorema 2.6 y la Nota
2.7 existen € con 0 < € < £ < a y un homeomorfismo n; de E en E tal que n; (flc,s) - AchE.
Por la propiedad de aproximacién del supremo existe h € T'¢ tal que inf,cg I(h(u)) > ¢ — ¢,
esto es, h(u) C A._.siu € S.
Haciendo & = § entonces por (2) del Teorema 2.6 7;(0) = 0 y 11 o h es un homeomorfismo
de E'en E con (n; o h)(0) = 0.
Como I(ny(u)) > I(u) (ver Nota 2.7), entonces 1;(Ag) C Ay y de aqui (m o h)(B) C Aq.
Para ver que 1, o h € I'¢ es suficiente mostrar que (1, o h)(z) = e si « ¢ B. Pero nuevamente
por (2) del Lema de Deformacién 1, (e) = e luego h(z) = e si z ¢ B.
De este modo 1, o h € T con h(S) C A,_. v como nl(/ic_g) C AC+€ entonces:

¢z mtI((moh)(w) 2c+e  (—|)

Nota 3.4. Si hacemos E = R! es fdcil obtener un caso donde ¢ < b, a saber:

I(E)

Supongamos ahora que:
(I4): I(u) = I(—u) para todo u € E.

(I.5): Para todo E subespacio finito dimensional de E, E N Ay es acotado.
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Observemos que (1.4) implica que los puntos criticos de I en caso de ocurrir lo hardn en
pares antipodas.

Sean I'* :={h € I'y | h es impar} y
[, :={K C E | K es compacto, simétrico y para todo h € I'*, v(K Nh(S)) > m}

Note que K NA(S) € X(F) y (I.1) implica T'* # .

Lema 3.5. Si [ satisface (1.1),(1.5) entonces (m > 1):

(1) Ty, # 0

(2) Tppiqa C Ty

(3) SiKeTl,,yY € X(E) cony(Y)<r <m entonces K =Y € T,_,

(4) Si ¢ es un homeomorfismo impar de E en E y qb’l(flo) C Ay entonces o(K) e, si
Kel,

Demostracion. (1) Sea E un subespacio m-dimensional de F y sea Kr = EN Bgr, Kp es
compacto y simétrico pues E es finito dimensional. Por (1.5) EN Ay es acotado luego
para un R suficientemente grande, EN flo C Kg.

Més atin si h € I* entonces h(B)NE C Kp ya que h(B) N E C AyN E, ademés por ser
R suficientemente grande h(S) N E = h(S) N Kx.

Resulta que h € T'* es un homeomorfismo impar de E en E y h(0) = 0 entonces ENh(B)
es una vecindad abierta, acotada y simétrica de 0 en E , Y como E es isomorfo a R™
entonces la frontera de E N h(B) es homeomorfa a la frontera de una vecindad abierta,
acotada y simétrica de 0 en R™, asf por (7) del Lema 1.29 tenemos V(G(Eﬂh(B))) =m.
Como O(E N h(B)) = EN h(S) entonces

Y(KrNh(S)) = 7(E Nh(S)) = 7(8(@ Nh(B))) = my por lo tanto Kg € T',.

(2) Es evidente.

(3) Sea h € I'*. K —Y es compacto y simétrico respecto al origen.
K—-YnNh(S)=(KNh(S)) =Y ypor (5)del Lema 1.29
F(EAR(S)) ) 2 4(K Nh(S)) = A{Y) = m—r

(4) Sea h € T'*. ¢(K) es compacto y simétrico respecto al origen.
Por (3) del Lema 1.29 v (¢(K)NA(S)) = v(KN(¢ " oh)(S)), luego basta ver ¢~'oh € I'*,

que es cierto por las condiciones impuestas sobre ¢.
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Teorema 3.6. Sea I que satisface (1.1), (1.3)-(1.5). Si

by, = Inf méaxI(u) m > 1 (3.3)
Kel'ym uek

entonces 0 < a < by, < by < +00 y by, s un valor critico de 1. Ademds,

i) 81 by =+ =byir—1 = b entonces y(Kp) > r

ii) by, — 00 cuando m — o0

Demostracion. Para K € Ty, consideramos h(u) = pu (donde p estd dado por (1.1)), que
estd en I'™* entonces y(KNS,) > m > 1luego KNS, # 0y por (I.1) tenemos o < méxyer I ()
si K el,,. Asi a <b,,, < +0.
Y por (2) del Lema 3.5 obtenemos by, < by,11.
Supongamos by, = -+ = by,—1 = by y(K,) < r. Note que Kj, es cerrado y simétrico respecto
al origen por (1.3) e (1.4) respectivamente. Por (6) del Lema 1.29 existe una vecindad tubular
Ns(Ky) tal que v(Ns(K,)) < ry por el Lema de Deformacién 2.6 existe € € (0,a) y un
homeomorfismo impar 7;(u) de E en E tal que n (Ab+5 — int N(g(Kb)) C Ap_..
Por ser b = by,1—1 un infimo existe K € '), 1,1 tal que méx,ex I[(u) < b+ €, es decir,
K C Ape.
Observe que para Q = K — Ns(K}) = K — int Ns(K}) por (8) del Lema 3.5 se tiene que
v(N(;(Kb)) <r—1<m+r—1entonces Q = K — Ns(K;) pertenece a I'ypir1-(r—1) = I'a.
Por (5) del Lema de Deformacion si = es tal que n(x) € Ay entonces x € Ay, esto es, si
z € ny (Ag) entonces z € Ay, es decir, ;7 (Ag) C Ay.
Y por (4) del Lema 3.5 para 7; homeomorfismo de E en E se tiene que 7;(Q) € T',,. Pero
como () = K —int Ns(K}) C Apye — int Ns(K,) entonces 11 (Q) C Ap—c v esto implica

by, < méx I(u) <b—c¢ (—]<+—)

uen (Q)

entonces v(Kj) > 7.

Note que en cualquier caso r > 1, lo que implica que (K, ) > 1 y consecuentemente
Ky, ={u € E | I(u) = by, I'(u) = 0} es no vacio lo que significa que b, es un valor critico
de I.

Ahora bien, si existe n € N tal que b,,, = b, = b para todo m > n, entonces y(K}) = oo pero
por la condicién de Palais-Smale (1.3) el conjunto K} es compacto, luego se contradice (6)
del Lema 1.29.

Si en cambio ahora, existe b < oo tal que b, — b cuando m — oo entonces nuevamente por
(I.3) el conjunto K, = {u € E | by < I(u) <b,I'(u) =0} es compacto.

Supongamos y(K,) = j entonces (6) del Lema 1.29 garantiza una vecindad tubular Ns(K,)
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con y(Ns(K,)) = j. Por el Teorema 2.6 existe un € > 0 y un homeomorfismo impar 7;(u) de
E en E tal que m; (A, — int N5(K,)) C Aj_.. Sea m el menor entero tal que b — & < by,.
Elegimos K € T4 tal que maxyex [(u) < by + < b+e, esto es, K C Ag,..

Como antes (3)y (4) del Lema 3.5 implican que @Q = K — Ns(K,) = K —int Ns(K,) € T',,,
y m(@) € T,

Asi, Q C Ay, .—int N5(K,) entonces 7, (Q) C Aj_. y en este caso méaxyey, () I (u) < b—e < by,
es una contradiccién.

Por lo tanto debe suceder que b,, — oo cuando m — oo. O]

Corolario 3.7. Bajo las hipdtesis del Teorema 3.6 I posee por pares antipodas, infinitos
puntos criticos distintos.

Demostracion. Si0 < a < by < -+ < by < bpyr < --- entonces y(Kp,) > 1y por la Nota
1.28 en cada K, existirdn por lo menos finitos pares de puntos criticos, y asf en la unién
numerable | I, habréan infinitos pares de puntos criticos distintos.

Si en algin momento b,, = b,, 11 = b entonces y(K;,) > 1 y por la misma Nota 1.28 K}, seria
infinito, luego en cualquier caso tenemos el resultado. ]

Ahora introduciremos conjuntos que son también usados para construir valores criticos del
funcional I.

B"={zeR™||z| <1}, Br={zxeR™||z|<d}, S™!=0B™
Ag:i={u € E|I(u) <0}
[, :={g € C(B™ E) | g es impar, inyectiva y g(S™1) C Ay}

Lema 3.8. Si I satisface (1.1),(1.5) entonces (m > 1):
(1) T # 0
(2) fm+1 C fm

(8) Si ¢ es un homeomorfismo impar de E en E y ¢p(Ag<) C Ao+ entonces ¢ o g € T, si
g€l

Demostracién. (1) Sea E un subespacio m-dimensional de E. Por (L.5) existe R > 0 tal
que EN Ay C Bg, por lo tanto Sp C B C (E N flo)c C Ag- U E° y consecuentemente
SrN E C Ap-.

Ahora identificando E con R™ definimos la funcién continua g impar e inyectiva dad por

Rlz|
lp()]

g(z) = p(z)
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donde ¢ : R™ — E es el isomorfismo que identifica las espacios m-dimensionales.
Esta funcién g es tal que g(S™ ') = Sg N E C Ay luego g € T',,.

(2) y (3) son evidentes.

Teorema 3.9. Sea [ que satisface (1.1), (1.3)-(1.5). Si

by, = Inf méax I(g(y)) m>1 (3.4)
gefm yEBm

entonces 0 < o < l;m < 5m+1 < +o00 ¥y l~)m es un valor critico de 1.

Demostracion. Sea g € I, entonces 9(By,) es una vecindad simétrica de 0 en F.

Por (I.1) g(B™) N Ay # 0 y como g(S™ ') C Ay entonces p dado por (I.1) es tal que
g(B™)NS, # 0 (note ademds que tiene sentido de hablar de méaximo sobre g(B™)), entonces
o < maxyepn 1(g(y)) v asi a < b,,. Teniendo en cuenta (2) del Lema 3.8, by, < by
Ahora, si by, no fuera valor critico de I por el Teorema 2.6 existe & € (0, @) y una deformacion
ne(u) tal que m(A4; ) C A5 ..

Por (2) del Lema de Deformacién n;(u) = u particularmente en Ay, consecuentemente por
(8) del Lema 3.8, del homeomerfismo impar ¢ = n; se tiene que 1, o g € T,,sigel,,.

Por la propiedad de aproximacion para el infimo, existe g € fm tal que

méx,epm I(g(y)) < bm + €, esto es, g(B™) C é5m+€.

En conclusion, mi(A; ,.) C 45, . ymogéel, cong(B™)C A . entonces
mix I((mog)y)) <bm—e  (—])
m

Para cada m € N denotaremos:
E,, : Subespacio m-dimensional de E.
EL: Suplementario Topoldgico de E,,.
Teorema 3.10. Sea I que satisface (1.1), (1.3)-(1.5). Si

C¢m=sup iInf I(h(u)) m>1 (3.5)

hel* u€SNEL |

entonces 0 < a < ¢, < by, < 400, G < Ca1 Y Cm €5 un valor critico de I.
Demostracion. Para h(u) = puenT™ tenemos que inf,cgnpr  I(h(u)) = inf,cg g T(u) >

infyeg, I(u) > o entonces ¢, > a.
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Como los espacios F,, son finito dimensionales podemos identificar el subespacio E,,_; con
un subconjunto del subespacio E,, por lo tanto consideramos que SN EX C SN EL | luego
mf,ecsnpr | I(M(w)) < mfycsnpy [(R(u)), esto es, cn < Cmya.

Veamos que ¢,, < by,. Sea K € I',, y h € I'* entonces si K Nh(SN EL_;) # () tenemos
nf cgnpe  I(h(v)) < max,ex I(u) lo que implica que ¢, < by,. Por lo tanto basta ver que
KNh(SNE;_ ;) # 0, en efecto, como K estd en Iy, entonces v(K NA(S)) > m, recordemos
que h estd en ['* y h(S) es la frontera de una vecindad simétrica de 0 en E. Ahora bien, por
(3) del Lema 1.29 y(h™*(K) N S) = v(K Nh(S)) entonces v(h"'(K) N S) > m y por (8)
del mismo lema tenemos que h™'(K)N SN E;. | # 0, es decir, K Nh(SN Ex_;) # 0.
Finalmente, para ver que ¢, es valor critico de I procedemos como es ya costumbre.

Si K., = (), existe una deformacién 7;(u) homeomorfismo impar de E en E tal que 7y (flcm_a) C
A, .o para algin ¢ € (0, ).

Por la propiedad de aproximacién del supremo, para este € € (0, «) existe h € T'™* tal que
inf,csnps | I(h(u)) > cp — €, estoes, A(SNE,_,;) C A, _..

Como 7; es impar continua entonces 71 (0) = 0, ademés (5) de la Nota 2.7 implica 1y (Ay) C
Ay. Por lo tanto mohel™

En conclusién, 7, o h € T* con h(SNEL ) C Acm_a y nl(flcm_a) C flchrE entonces

it I(moh)w) Zen—e (= ]e)

m—1

Nota 3.11. Recordemos que

I*={h eC(E,E) | h es un homeomorfismo impar de E en E, h(0) =0 y h(B) C Ay}

T, = {g € C(B™, E) | g es impar, inyectiva y g(S™) C Ag+}

donde Ay ={u e E | I(u) >0} y Ap» = {u € E | I(u) < 0}.

Afirmamos que sih € '™ y g € T,, entonces h(S)Ng(B™) # 0. En efecto, la continuidad de
h y la condicion que h(B) C Ao nos garantiza que h(S) C Ao y ademds h(S) es la frontera
de una vecindad simétrica de 0 en E por ser h impar.

Por otro lado g es continua impar, luego g(B™) es una vecindad simétrica de 0 en E que
por (L.1) g(B™) N Ay # 0 y ademds g(S™ ') C Ag-.

Las observaciones anteriores referentes a h y a g implican que h(S) N g(B™) # 0.

Corolario 3.12. ¢,, < by, m>1

Demostracién. Para ver que ¢,, < b,, basta ver que h(SNEL )Ng(B™) # 0 ya que para
w € h(SNEL | Ng(B™) se tiene que inf,csnpe  I(h(w)) < I(w) < maxyepn 1(g(y)). En
efecto, note que h(S) es la frontera de una vecindad simétrica de 0 en E entonces g~ (h(S))
es la frontera de una vecindad simétrica de 0 en R™ y como h(S) N g(B™) # 0 (ver Nota
3.11), entonces g~ (h(S)) N B™ también lo serd, y asf por (7) del Lema 1.29 obtenemos que
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v(g7(h(S)) N B™) = m. Ahora observe que g € C(g~*(h(S)) N B™, h(S) N g(B™)) entonces
por (2) del Lema 1.29 v(h(S) N g(B™)) > v(g~*(h(S)) N B™) = m lo que implica por (3)
del mismo lema que v(S N A~ (g(B™))) > m, de este modo y finalmente podemos usar (8)
del Lema 1.29 para concluir que SN A~ (g(B™))NEL | #0. O

Se pueden obtener resultados andlogos si debilitamos la condicién (1.1) por la siguiente.

(I.6): Existe un subespacio [-dimensional E de E con el subespacio Et como su suple-
mentario topolégico, tal que para algin p > 0:

I>0en (B,—{0})NEY vy I>a>0enS,NE*

Claramente (1.1) implica (1.6).
De forma analoga a I'* y I, definimos los conjuntos:

A* ;= {h € C(E, E) | h es un homeomorfismo impar de E en E con h(B) C AU B,}
A, = {K C E'| K es compacto, simétrico y para todo h € A*, v(K N h(S)) > m}

Note que (1.6) implica h(u) = pu estd en A* por lo tanto A* # ), asi A,,, queda bien definido.
Lema 3.13. Si I satisface (1.5)-(1.6) entonces (m > 1):

(1) N # 0
(2) Am—H C Am

(3) Si K €\, yY € X(E) cony(Y) <r <m entonces K =Y € Ap,_,

~

(4) Si ¢ es un homeomorfismo impar de E en E con ¢(u) = u en Ao y ¢~ '(Ay) C Ay
entonces ¢(K) € A, st K € A,

Demostracién. (1) Sea E un subespacio m-dimensional de E conm >y E C E. Sea K =
B RﬂE\ , Kr es compacto y simétrico entonces por (1.5) podemos elegir R suficientemente
grande tal que EN (Ao U B,) C Kg de modo que para todo h € A*, EN h(B) C Kg.
Por ser E isomorfo a R™ entonces la frontera de ENA(B) que es EN(S) es homeomorfa a
la frontera de una vecindad abierta y simétrica de 0 en R™, por lo tanto 7(@ Nh(S)) = m.
Ahora bien, como R es suficientemente grande £ N h(S) C Kz N A(S) luego Y(KrN
h(S)) = m. Por lo tanto A,, # @) si m > I. El caso m < [ lo concluimmos en (2).

(2) Es trivial. Si m < [ entonces A; C A,,, por lo tanto A,, # (.
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(3) K —Y es compacto y simétrico. Sea h € A*, K =Y Nh(S) = (K Nh(S)) —Y entonces
por (5) del Lema 1.29 v((K NA(S)) —=Y) > v(KNA(S)) =v(Y) >m —r.

(4) Como en el Lema 3.5, tenemos que 7 (¢(K) NA(S))
ver que ¢ 1oh € A*si h € A"
Siue€ B,y I(u) <0, como ¢! es la identidad en el conjunto donde I < 0, entonces
¢~ H(u) = u, lo que implica, ¢~1(B,) = B,.
Si ahora u € B, y I(u) > 0, como ¢~*(Ag) C Ay, entonces ¢~(B,) C Ay.
En cualquier caso ¢~'(B,) C Ay N B,.
Ahora bien, si h € A*, claramente ¢! o h es un homeomorfismo impar de E en E, como

h(B) € AyU B, entonces (¢~ o h)(B) C ¢~ (AgN B,) = ¢~ (Ag)U¢Y(B,) C Ay B,.

(K N¢~'(h(S))) entonces basta

[]

Teorema 3.14. Suponga I satisface (1.3)-(1.6). Si

by, = Inf max [ (u) m > (3.6)
KeAm ueK

entonces 0 < a < by, < by < +00 Yy by, es un valor critico de 1. Ademds,

i) i by =+ =bpir—1 = b entonces y(Kp) > r

it) by, — 00 cuando m — o0

Demostracion. Procedemos como en el Teorema 3.6. Sean K € A, y h(u) = pu € A*
entonces v(KNA(S)) > ~v(KNS,) > m > [ entonces por (8) del Lema 1.29 KﬂSpﬁE’L # 0.
(1.6) implica o < méx,ex [(u) si K € Ay, Asi 0 < a < by, < 400.

(2) del lema anterior concluye b,, < by, 41.

Supongamos b,, = -+ = b1 = by Y(Kp) < r. Por (6) del Lema 1.29 existe una
vecindad tubular Ns(K,) tal que y(Ns(Kp)) < ry por el Lema de Deformacién 2.6 existe
una deformacion n;(u) tal que 7, (Ab+5 — int N(;(Kb)) C Ap_..

Por ser b = b,, 11 un infimo existe K € A1 tal que K C Ap,..

Si hacemos Q = K — Ns(Kp) = K — int N5(K3), por (3) del Lema 3.13 Q = K — Ns(Kj)
pertenece a A,,.

Por (2) del Lema de Deformacién 2.6, n(u) = u en Ay y (5) del mismo teorema concluye
que 17 H(Ay) € Ay.

(4) del Lema 3.13 implica 11 (Q) € A,,. Pero como Q = K —int Ns(K}) C Apye — int Ns(Kp)
entonces 11 (Q) C Ap_. y esto implica

by, < méx I(u) <b-—c¢ (—|+—)
u€N (Q)
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entonces v(Kj) > 7.

En cualquier caso r > 1, entonces K}, es no vacio y b, es un valor critico de I.

Ahora bien, si existe n € N tal que b,,, = b, = b para todo m > n, entonces y(K}) = co pero
por la condicién de Palais-Smale (1.3) el conjunto K, es compacto entonces v(Kj) < 0o.

Si en cambio ahora, existe b < oo tal que b,, — b cuando m — oo entonces por (1.3) el
conjunto K, = {u € E | by < I(u) < b, I'(u) = 0} es compacto.

Supongamos y(K,) = j entonces existe 6 > 0 tal que v(Ns(K,)) = j. Por el Lema
de Deformacién existe un ¢ > 0 y un homeomorfismo impar 7,(u) de E en E tal que
T (AI;JrE —int N5(K*)) C Aj_.. Sea m el menor entero tal que b — e < b,,, podemos asumir e
suficientemente pequenio para que m > [. Existe K € I',,1; tal que méx,ex I(u) < b+e.
(3) v (4) del Lema 3.13 implican que Q@ = K — Ns(K,) = K—int N5(K,) € T, y m(Q) € Ty,
Asf, Q C Aj,.—int Ns(K,) entonces 1 (Q) C Aj_. y en este caso méx,ey, (g) I (u) < b—e < by,
es una contradiccion.

Por lo tanto la tnica opcién es que b,, — oo cuando m — oco. ]

Teorema 3.15. Sea I que satisface (1.3)-(1.6). Si

Cm =sup inf  I(h(u)) m > (3.7)

heA* u€ESNEL

m—1

entonces 0 < o < ¢y, < by, < 400, ¢y < Ca1 Y Cy €5 un valor critico de 1.

Demostracion. Procedemos como en el Teorema 3.10. Observe que si m — 1 > [ entonces
podemos identificar E- | con un subconjunto de E* entonces para h(u) = pu € A* tenemos
que inf,cgnps  I(h(u)) = fcg,npe  I(u) = inf, g mEi I(u) > « entonces ¢, > a > 0.
Identificando S N El como un subconjunto de SN E;-_; entonces ¢, < Cpi1-

Veamos que ¢, < by,. Sea K € A, y h € A* entonces bastara probar K Nh(SNE;L ) # 0
En efecto, haciendo uso de (3) del Lema 1.29 obtenemos v (A~ (K)NS) = v(KNh(S)) >
entonces por (8) del mismo lema tenemos que h™1(K)N SN EL | # (), es decir,
KNh(SNEL ) #0.

Finalmente, para ver que ¢, es valor critico de I suponemos que K., = () luego existe una
deformacién n,(u) tal que 1 (A, _.) C A, 1. para algin ¢ € (0 a).

Por ser ¢, un supremo, existe h € A* tal que h(SNE-_|) C A, _..

Veamos que 1, o h € A*. En efecto, (5) de la Nota 2.7 implica (Ao) C Ay. Por otro lado
B, C AyU Ay entonces con (2) del Lema de Deformacion 2.6, n;(B,) C AgU B,. Por las dos
observaciones anteriores (1, o h)(B) C Ay U B,.

Asi

ueslnnbfL I((771 o h)(u)) >, — € (—|+—)

m—1
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Si ahora debilitamos (1.5) nuevamente obtenemos generalizaciones de los teoremas 3.6 y
3.10.

(I.7): Existen E subespacio j-dimensional de E y un conjunto compacto F C E tal que
I <0en Fy 0 pertenece a una componente acotada (en E) de E— F.

Nota 3.16. (1.5)=(1.7): Para todo E subespacio j-dimensional de E se tiene que el conjunto
EnN AO es acotado por lo que existe una bola abierta Br en E tal que EN Ao C Bg. Para
esta bola abierta Br existe un compacto () en E tal que Br C E. Si hacemos F = Q — Bgr
entonces F' es compacto, F C Ay y 0 estd en una componente acotada de E— F', a saber,
Bg.

Teorema 3.17. Suponga I satisface (1.1), (1.3)-(1.4) y (1.7). Las conclusiones obtenidas en
los teoremas 3.6 y 3.10 para b,, y ¢, definidas en las formulas 5.5 y 3.5 respectivamente,
son vdlidas siempre que 1 < m < j.

Demostracion. Basta revisar las pruebas de dichos teoremas para observar que el tinico papel
que juega la condicién (1.5) es el de garantizar que I, # (). Luego probaremos que con (1.1)
y (I.7) que si 1 < m < j entonces I';,, es no vacio.

Para 1 < m < j consideramos E un subespacio m-dimensional de E y el compacto Kr =
ENB r. Para un R suficientemente grande (1.7) implica que F'N ECK Rr, V la componente
Q de Ay N E que contiene a 0 estd en Kpg.

Ademés si h € T* (note que (I.1) garantiza que I'* # (), entonces h(S) N E C Q y por lo
tanto @ N A(S) es homeomorfo a la frontera de una vecindad abierta, simétrica de 0 en R™,
luego 'y(KRﬂh(S)) zv(Qﬁh(S)) =myasi Krel,,. O

Teorema 3.18. Supongamos I es acotado por abajo y satisface (1.4), (1.7) y (P-S). Si

d, = iInf supl 1<m<j 3.8
XeX(E) ueX () =M= (3:8)
Y(X)>m
entonces —00 < dp, < dpi1 < 0 y dy, es un valor critico de I.
Ademas si dp, = -+ = dypyr_1 = d entonces y(Kq) > 7.

Demostracion. De (1.7) F es cerrado y como I es par entonces sin pérdida de generalidad
F puede ser asumido simétrico, por lo tanto F' € X(FE).

Como F C E y E es j-dimensional entonces y(F) < j. Por otro lado existe S C F' tal que
S es la frontera de una vecindad abierta y simétrica de 0 en E, a saber, S puede ser una
componente de la frontera de F', entonces y(F') > v(S) = j.

Asi y(F) = j y como I < 0 en el compacto F' entonces d; < sup,cpI(u) <0.

Note que {X € Y(E) | v(X) >m+ 1} C{X € Y(F) | v(X) > m} entonces d,, < dppy1 ¥y
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al ser I acotado por abajo tenemos que —0o0 < dp, < dyi1 <0sil <m < g,
Supongamos d,,, =« -+ = dyyr1 = dy y(Ky) < r. Por (6) del Lema 1.29 existe una vecindad
tubular Ns(K,) tal que (Ns(Ky)) < r. El Teorema 2.6 garantiza la existencia de € € (0, @)
y una deformacién impar 7, (u) tal que m; (Ad+5 — int Ng(Kd)) C Ag_..
Para d = d,4,—1 existe X € Y(E) con y(X) >m+1r —1 tal que X C Agye..
Sea @ = X — Ns(K4) que estd X (FE) y por (5) del Lema 1.29 ~(Q) > m.
Note ademés que v(n:(Q)) = v(Q) > m por ser 7; un homeomorfismo impar sobre Q y (3)
del Lema 1.29. Por otro lado como Q C Ay — int Ns(K,) entonces 1;(Q) C Aq_e, lo que
implica que

dpy < sup I(u) <d-—c¢ (—|«—)

ueN (Q)

entonces v(Ky) > r.
En cualquier caso r > 1, entonces K, es no vacio y d,, es un valor critico de I. O

Nota 3.19. Como se probo el Corolario 3.7, bajo las hipdtesis de los teoremas 3.17 y 3.18
podemos concluir que I tiene al menos m pares antipodas de puntos criticos distintos en cada
uno de los conjuntos int Ay e int Ag.



CAPITULO 4

APLICACION A ECUACIONES ELIPTICAS SEMI-LINEALES

En este capitulo estudiaremos el problema eliptico con condicion de Dirichlet homogénea

{Lu =p(r,u) €

4.1
u=0 x € 0f) (4.1)

donde €2 es un dominio abierto y acotado de clase C* en R".
L es un operador diferencial parcial de segundo orden descrito por

n

Lu = — Z (a” (z) “ﬂf)m] +c(z)u (4.2)

1,j=1

considerado ademés eliptico (uniformemente), esto es, existe un 6 > 0 tal que

> dii(x) £ > ol¢P? (4.3)

ij=1
para casi todo z € Q y todo € = (£, €%,...,£™) en R™.

Nota 4.1. Si a”(x) = a’'(x) en Q entonces el caso eliptico se convierte en el hecho que
para cada x € ) la matriz simétrica (a"j((ﬂ))nxn es definida positiva y su menor autovalor
es mayor o igual que §.

Los coeficientes a”/ serdn de clase C'(§2) con primeras derivadas parciales Holder continuas
en Q, a¥(x) = a/'(x) para todo x € (, el coeficiente ¢ serd una funcién no negativa y Holder
continua en 2.

Note que a¥,c € L>(Q).
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Nota 4.2. Recordemos que una funcion f : ) C R™ — R es Holder continua con exponente
a € (0,1] si existe M > 0 tal que |f(x) — f(y)| < M|z — y|* para todo xz,y € Q. Sia =1
entonces f es Lipschitz continua.

Con el fin de verificar las hipdtesis del capitulo anterior para un funcional adecuado daremos
condiciones sobre la parte no lineal de (4.1), p: Q xR = R : (z,2) ~ p(z, 2).

las constantes denotados por a,, seran todas positivas paran =1,2,...

(p.1): p es localmente Hélder continua en Q x R y p(xz,0) = 0.

(p.2): Sin> 2, |p(x,z)| <ay + aslz|® donde s + 1 € [1,2%)
y 2" = % denota el exponente critico de Sobolev.

Sin =2, |p(x,z)| <ay+ asz|®* donde s € [1,400).
(p.3): p(z,2) = o(2) en z = 0 uniformemente en z € Q.

(p4): p(x,2) 27! — 400 cuando z — 400 0 cuando z — —oo y en el caso que ocurra
lo hard uniformemente en x € .

(p-5): Si P(x,2) = [, p(x,t)dt entonces existe az > 0 tal que para |z| > as,
P(z,z) < 6zp(x,z) donde 0 € [0, 3).

(p.6): p(x,-) es impar.

Las desigualdades para el exponente en (p.2) permiten aplicar los teoremas de Inmersién de
Sobolev mencionados en los preliminares de este trabajo. El caso n = 1 podria ser considerado
y los Teoremas de Sobolev para este caso nos llevan a suprimir la condicién (p.2).

Note que si p(x,-) es impar entonces P(z,-) es par, ademds p(z, z) = |z|°z es un ejemplo de

funcién que satisface (p.1)-(p.6) siempre que s + 1 € [0, "+§)

Considerando la notacién empleada en el capitulo precedente, E = H} ().

Con el fin de motivar el concepto de solucion débil asumiremos sélo por el momento que
u € C?(2) es una solucién suficientemente suave de la ecuacién diferencial parcial eliptica
(4.1). Multiplicando la ecuacién Lu = p(z,u) por una funcién test ¢ € C1(Q) e integrando
por partes sobre {2 obtenemos

n

/Q<Z aij(a?) Uy, Pa; + c(z) ug0> dr = /p(x, u(z)) o(z) d

ij=1 Q

Por densidad de C1(Q) en H}(Q) la igualdad anterior es valida para u € HJ(f2) si en lugar de
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¢ € CH) multiplicamos por v € H} (). Notese que la eleccién del espacié H}(£2) garantiza
la condicién de Dirichlet homogénea impuesta en el problema (4.1).

Definicién 4.3. Diremos que u € H}(Q) es una solucién débil del problema eliptico (/.1) si

n

/Q<Z a” (2) Uy, vy, + c(2) uv) dr — / p(z,u)vdr =0 (4.4)

1,j=1 Q
1
para todo v € Hj(€2).

Lema 4.4. H}(Q) es un espacio de Banach, dotado de la norma

|ul|* = /Q<i a” (2) Uy, ug, + () u2>dx (4.5)

1,j=1

Demostracion. Veamos que efectivamente (4.5) es una norma para el espacio Hj ().

Por ser L un operador uniformemente eliptico entonces |lu|| > 0. Es fcil notar que ||u| =0
si y solamente si u = 0y que || Aul| = |A|[|u]].

Con el fin mostrar la desigualdad triangular hacemos:

0 < | Au+ o)

= [ (30 ) Ot ) O, + ) + €0) O 4

1,j=1
n

=\ [/Q(Z a” (2) Uy, Uy, + () u2>dx}

7,j=1
n

+ A [/Q (Z aij(:p) (U, Vg, + Uy, Uz,) + 2¢(x) uv) dI]

1,j=1
n

+ [/Q<Z a” () v, Uz, + () UQ) dx]

ij=1

N2 (12 ~ 2
=M ul]* + A [/Q(Z a? (1) (Ug, Vo, + Ug; Va;) + 2¢(T) uv)dx} + ||v||

2,j=1

es un polinomio de segundo grado en A con discriminante no-positivo, lo que implica que

(32 0] v, + 1 )+ 2e() ) < 2 o]
Q

1,7=1
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de este modo

n

ol = [ (32 a90) a4 ), +00,) + o) 1+ o

ij=1
/( a? () ug, uy; + c(x )u2>dx
Q 2,7=1
+ / (Z a” () (Ug,Va; + Us, Vo) + 2¢() uv) dx
Q2 l,]:l
/ < L) Vg, Vg, + () v2> dx
i,7=1

2
< llull® + 2 Jull ol + [lvll* = (el + lv]])

Y asi || - || es un norma para H}(Q).
Veamos que Hj(f2) con la norma (4.5) es un espacio vectorial normado completo. En efecto,
sea (u,) una sucesién de Cauchy en H}(f2), entonces para cualquier € > 0

n

|t — || = /Q<Z a? () (Un = U )z, (Un, — U )z, + () uv)d:p <e

ij=1
Por la condicion de elipticidad de operador L, se tiene que:

n

5/ IVt — w) P e < A(Zaij(:ﬁ) (= )t — 1), )

ij=1

entonces las sucesiones ||(u, — Um)z,||r2 — 0 parai=1,...,n

Por la desigualdad de Poincaré ||u, — w2 < C||V(uy — )|l L2, se obtiene que

[ttn. — tm||z2 — 0. De este modo podemos concluir |[u, — tp |z — 0y como HgQ con la
norma usual || - [[g2 es completo entonces existe u para el cual (u,) es convergente. Es fécil
verificar que (u,) — u bajo la norma || - || definida en (4.5). O

Proposicién 4.5. En el espacio de Hilbert Hy(Q) la norma ||-| g1 es equivalente a la norma
| - || descrita por el lema anterior (/.5).

Demostracion. Hg(€2) es un espacio de Banach con las normas || - |z v || - ||

lull* < Z ||a”||Loo/ V| dz + ||c||Loo/Qu dr

3,j=1
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que por la desigualdad de Poincaré, tenemos

n
< Nla? | [ VulZe + [lellz M| Vul|2
i,j=1
< oz||VuH%2

y como la norma [[Vul[z2 es equivalente a la norma |[ul| g, entonces

< Bllull g
de este modo || - || es una norma equivalente a || - |51, en consecuencia del Teorema de la
Aplicacién Abierta (ver [Brel0]). O

Consideramos el Lagrangiano, o Funcional de Energia asociado al problema (4.1)
I: H} () — R descrito por

I(u) = %/Q<z": a” (z) ug, Uy, + c(x) u2>d:v — fu) (4.6)

,j=1

donde

f(u) = / P(a, u(x)) di

Deseamos que el funcional I esté bien definido sobre H} (), para esto observe que
I(u) = 3||lul|* = f(u), luego basta ver que | f(u)| < +oo si u € Hg(€).
En efecto, si n > 2:

Pleu(@)] < [ (o aald?) it donde s 1€ [1,2)

= au| + Flul

ahora, el Teorema de Rellich-Kondrachov implica que u € L(Q2) para 1 < ¢ < %, entonces
|P(x,u)| estd dominada por una funcién en L'(§2) y de este modo |f(u)| < [, |P(z, u(x))|dz
hace sentido. El caso n = 2 es similar.

El siguiente resultado muestra que u € H}(€) es solucién de (4.1) en el sentido débil si
solamente si es un punto critico de su funcional de energia I.

Teorema 4.6. [ € C'(Hj(Q2),R) y

n

I'(u)v = /Q<Z 0" (2) tg, Vs, + () uv) dx — /Qp(x,u) vdzx (4.7)

1,j=1

para todo v € H}(Q).
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Demostracion. Observemos que I = I} — I donde I1(u) = 3||ull* y Ir(u) = [, P( dx.

El operador I1(u) = %|jul|® es de clase C*(Hg(f2),R). En efecto,

n

Li(u+wv) = %/Q<Z a” () Uy, Uy, + () u2)da:

4,j=1

+ % /Q(i aij (.I) (ul'z Uacj + uﬂﬁj Uﬂvi) + QC(ZE) uv) d:L’

,5=1
n

+1 /Q<Z a” () vy, vy, + c(x) vz>dx

2,j=1
n

=1+ [ (X @0) + 0 @) s, v, +2e(w)wv) e+ ol

ij=1
/(Z a” Uy, vy, + ( )uv)da:—l—%HvHQ
i,7=1

entonces

n

I(u)v = /Q<Z a” () tg, Vg, + () uv) dx (4.8)

,j=1

El operador I : Hj(2) — L(H}(Q2),R) es continuo, ya que si u,, — u en Hj () entonces

17 () = 1 H<Sup/’Z () (U, = 1,) v, + () (tn — o] da

i<t /ol 52

< sup Z ||a3||Loo/ |(Uma; — Us, U$]|dx+||c||Loo/| Y| dz

lell<1 52

como u,, — u,v € Hj(2) entonces por la desigualdad de Holder tenemos

n

< a4 sup E |z, — Usg,
lloll<1;

22 [[ve; |2 + lJum = ul[ 2 [[0]] 2
i,7=1

< as |[um — ullm

Veamos ahora que Ir(u) = [, P( ))dz es de clase C'(H}(Q2),R),
donde P(z,u) = [;'p xtdty[’( vffﬂpx,u)vdx.

I es Fréchet diferenciable, en efecto, probaremos que para u,v € Hj () si ||v]] < § entonces

‘12<u 4 o) — Ip(u) — /

p(z, u)v dx‘ < g||v]| (4.9)
Q
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Consideremos la funcién v definida en 2 como

Y(z) = |P(z,u(@) +v(2) — P(z,u()) — p(z, u()) v(z)|

y los conjuntos

={z € Q] [u(x)] > 5}
Q={zeQ| |v(z) >~}
Qs ={z Q| |u(x)] <8, |v(z)| <~}

donde S > 0y v > 0 son constantes libres por el momento. Entonces:

L(u+v) — Iy(u) — /Qp(:z:,u)v dx‘ < /Qw(:v) dr < i/@ Y(z) dex (4.10)

El Teorema del Valor Medio para Integrales asegura que para algin 6 € (0, 1)
P(IL‘,U+U) - P(w,u) :p(:p,u—l—ev)v
entonces

|P(z,u(z) + v(z)) — P(z,u(z))|dz = / Ip(z, u(z) + Gv(z))| [v(z)| do
971

\

[a1 + az|u(z) + 6v(2)["] |v(z)| dx
1951

\

[ o1+ aa(|u(@)] + 6o (@)])] o(a)|

/ a1+ as(Ju@)| + [o(@)])'] fo(a)] da
—a [ |o(@)|dz+ay / (lu(z)] + [o(@)]) o)) de

Ql Ql

<o [ fo@)lde+an [ (u@] + @) o) ds
Ql Ql
"J_rQ implica que 7 + 5= 2 < 1 luego existe o > 1 tal que — Ll 2 422 _

Note que s < S|

consecuentemente la de81gualdad de Holder asegura que

n+2
< ay |y 2 ||U||Ln2" 5 0 )+a4|Ql| (||U| T 0l Ea ))HU”L,%(Q)
como W12(€) estd continuamente inmerso en L(2) con ¢ € [1,-2%], entonces

n+2
< asllol [J]5 + e (hull* + ol |
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De igual manera obtenemos

n+2

[ ot ) o(o)| < a5 + 901 o)

Los teoremas de Inmersién de Sobolev aplicados a u € Hj(€2) implican que
|ul| > azl|ul| 2y = arllull2@) > azB3|Q1 2. Consecuentemente:

Note que si  — oo entonces My, My — 0. En conclusion:
/ vdr < [ |P(z,u(z) + v(z)) — P(z,u(z))|dx + / Ip(z,u(z)) v(z)|dx
Q1 Ql Q1
< as||vl| [Mz + Mi([[u]l” + [[v]*)]

Si asumimos ¢ = 1 entonces podemos elegir § suficientemente grande tal que
ag[ Mz + M (JJul|* +1)] < £ y de este modo

[ e <5 (4.11)

Ahora, procediendo de forma similar y considerando el conjunto {25,tenemos
vir < [ ([or+ ax(fule) + of)) ] fo@)] + [0 + alu@]]o(o)])do
0y 0y
<o [ [+ (@) + @) o) do
2

por la desigualdad de Holder

s+1

<ay </Q2 [T+ (Jul)] + [v(@)])7] = >;1||U||Ls+1(ﬂz)

2], entonces

) n—

y por la inyeccién continua de W12(Q) en L9(2) con ¢ € 1

< a5 (1+ [[ull* + [[o]*) [lv]

Ls+1 (92)

1
v(x)\ 2 —(s+1) s+
<as( e+ o) (o (M) )
2

g
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donde 2* = % > s + 1. Consecuentemente:

Ydr < agy' "5 (14 [Jull® + [lo]]*) o] (4.12)
Qo

Como P € C}(Q x R, R) entonces para cualquier £, > 0 existe un 4 = A(€, B) tal que
|P(x,z+ h) — Pz, 2) — p(z, 2)h| < &[h|

siempre que z € €0, |z| < By |h| < 4. Si hacemos 3 = 8y v < 4 entonces por la inmersién
continua de W2(Q) en L'(Q), tenemos

Ydr < é/ lv(z)| dz < azé||v| (4.13)
Qs Q

escogemos un ¢ tal que azé < £,y con B = (3 determinamos 7. Elegimos entonces v = 4.
Combinando (4.11), (4.12) y (4.13) en (4.10) obtenemos

= (4.14)

_2r s s
/wdl’ < Flloll + aey' ™= (L4 Jlull® + [o]l*) v
Q
de este modo escogemos § < 1 tal que

a2+ ul )55 < 5

Y asi obtenemos (4.9). Para probar que I} es continua, sea u, — u en H} (), entonces por
Teorema de Rellich-Kondrachov u, — u en L*1(Q) para s + 1 € [1,2*). Por la desigualdad
de Holder y nuevamente los teoremas de Sobolev, tenemos:

15 (un) = I (u)|| = sup

o<1 /Q[p(x’u"(%)) — p(z, u())]v(z) dx‘

< aglp(-; un) — p( u)| =01 (4.15)

Por (p.2), |p(z,2)| < a1 + ag|z|= para a > 1y todo z € Q, z € R. Como el operador de
Nemytscki asociado a p es tal que N, € C(L**(2), L*(Q2)) (ver el Teorema 1.16), entonces si
hacemos o = #1 tenemos en (4.15),

Hp(7 un) - p('> U)| I

s+1 — 0 cuando n — oo y asi I es continua. ]
S

Definicién 4.7. Decimos que un operador J sobre un espacio de Banach es débilmente
continuo si para u, — u se tiene que J(u,) — J(u).

Proposicién 4.8. El operador I : Hj(2) — R definido por I,(u) = [, P(z,u(x))dx es
débilmente continuo y I} : Hy () — L(H(Q),R) definido por Ii(u)v = [, p(x,u)vdr es un
operador compacto.
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Demostracidon. Sea (u,) sucesiéon débilmente convergente a u en H}(Q), entonces la sucesién
|w,|| estd acotada (ver [Brel0]) en HJ(€2), y por la inmersién compacta del Teorema de
Rellich-Kondrachov podemos asumir sin pérdida de generalidad que wu, converge a u en
LsH(Q) para s +1 < % Concluimos de este modo, que como el operador de Nemytscki
asociado a P estd en C(L**1(Q), L'(R2)) (ver el Teorema 1.16), entonces I5(u,) converge a
Ir(u).

I} es compacto. En efecto, como en (4.15)

15 (un) = I (u)[| < aollp(-, un) — p(-, )]

s+1
L s

vy N, € C(L*T(Q), L*= () (ver el Teorema 1.16). Ahora bien, sea (u,,) una sucesién acotada
en H{(f2) entonces por la inmersién compacta de H () en L*T1(2) existe una subsucesién

(up,) y un u € Lt tal que u,, — u en L**1(Q) para s + 1 < -2%. La continuidad ya

mencionada del operador de Nemytscki NN, nos conduce a que I}(u,,) — I5(u). O

Nota 4.9. Las condiciones impuestas sobre los coeficientes del operador eliptico L nos per-
miten facilmente verificar que la forma bilineal

n

(u,v) = /g}(Z a” () ug, Vs, + () uv) dx (4.16)

,5=1

define un producto interno en H}(Q) el cual induce la norma || - ||. Consecuentemente, en-
contrar soluciones débiles al problema (4.1) es equivalente a mostrar que u— I5(u) = 0 sobre
H{ (), donde el operador u — I5(u) estd definido por (u — I5(u),v) = (u,v) — Ij(u)v para
todo v € Hy(Q).

Observemos que el funcional I no debe ser necesariamente acotado ni por arriba ni por abajo,
por ejemplo para 2 = [0, 7] C R:

donde u = 0 es un minimo local para I. Para cualquier otro u € H}(Q) no nulo y a € R
tenemos:

™ 2 4
I(au) = &—|u’|2 =) dr — —00, la| = o0
0 4
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y por otro lado

I(senkx)zgkz—géoo, k — oo

entonces I no es acotado, luego no es evidente que I pueda tener otro punto critico distinto
del trivial, u = 0.

Buscaremos usar las condiciones impuestas sobre p para aplicar la teoria del Capitulo 3 al
funcional I, note que 7(0) = 0.

Lema 4.10. Si p satisface (p.2)-(p.3), I satisface (1.1).

Demostracién. Para I = L|ul|> — f(u) basta probar que f(u) = o(||u]|*) ya que Ve > 0
3§ > 0 tal que 0 < |lul| < ¢ implica |f(u)| < €||ul|* entonces —f(u) > —¢||ul|* y asi I(u) =
Hllul* = f(u) > (2 — €)||ul|*. Si elegimos e < 1 entonces I(u) > 0 en Bs — {0} y I(u) >
(3 —e)d*=a>0.

Para n > 2 veamos que f(u) = o(||ul|?).

(p.3): Para todo £ > 0 existe d() > 0 tal que si 0 < |z| < § entonces |p(z, z)| < €|z|.

Si |z| < & entonces |P(z,2)| < [; |p(z,t)|dt < [ elt| dt = £|z|*, V& € Q.

(p-2): |P(z,2)| < [ [p(x,t)|dt < [ (a1 + as|t]®)dt = a1]z] + PR IR

Si |z| > 0 entonces |z1|5 < %y |P(z,2)] < |z]5+1(|z—‘18 + 22 < gzt Ve e Q.
Combinando estas dos estimaciones, para todo z € R y todo € Q tenemos

1P(e, 2)| < 5l + a2l

consecuentemente
|f(u)] < %/ ]u|2dx+a4/ lu|*Tdx
Q Q

las cuales convergen por inmersion de Sobolev:

s+1
Ls+1

€ 2
< Sllullze + aallul
por la desigualdad de Poincaré y la inmersion continua de Sobolev, se tiene:

< 5C1IVullZ2 + asColfull3y

y por la equivalencia de normas que se obtiene de la desigualdad de Poincaré:

< 5C1[lull® + asColful™
< as (5 + aallul*)ful®

_1
ﬁ) Ty |lu|| <6 entonces | f(u)] < ase||ul|? para € > 0 arbitrario, entonces

f(u) = o(]Ju|?). El caso n = 2 de forma andloga. O

Si hacemos § = (



51

Lema 4.11. Si se tiene (1.1) y p satisface (p.4) entonces se cumple para I, (1.2).

Demostracién. Supongamos p(x,z)z~' — oo uniformemente cuando z — +00, esto es, para
todo K > 0 existe M(K) > 0 tal que si z > M entonces p(z,z) > Kz, para todo x € ().
Sea u € Hy(2) tal que [lul| =1y u> 0 en Q, entonces I(Ru) = 3R? — f(Ru), donde

f(Ru):/QP(x,Ru(x))dm

/ P(z, Ru(x)) dz + / P(z, Ru(z)) do
{z€Q|Ru(z)>M} {z€Q|Ru(z)<M}

Ru
/ / p(z,t) dtdx—i—/ P(z, Ru(z)) dx
{z€Q|Ru(z)>M} J 0O {z€Q|Ru(z)<M}
M Ru
/ {/ p(z,t) dt+/ p(x,t) dt}dw—f—/ P(z, Ru(x)) dz
{z€Q|Ru(z)>M} 0 M {z€Q|Ru(z)<M}
Ru
/ / p(z,t)dt dx
{zeQ|Ru(z)>M} J M
+ </ / p(x,t)dtdx +/ P(z, Ru(x)) d:v)
{z€Q|Ru(z)>M} JO {z€Q|Ru(z)<M}
Ru
/ / p(z,t)dtde — ay
{z€Q|Ru(z)>M}
Ru
/ Ktdtdr — ay
{zeQ|Ru(z)>M}

/ Kf ()dx—/ EM?dz — aq
{z€Q|Ru(z)>M} {z€Q|Ru(z)>M}

/ Kf u?(z) dw — as, donde a5 depende de p y ay.
{zeQ|Ru(z)>M}

v

v

v

Si hacemos R > (2a5)% suficientemente grande para que

/ w¥(z) dz > %/ﬂzﬁ(m) dx

{zeQu(x)> %}

entonces

f(Ru) > KRTQ/UQ(JZ) dx — as

Q

y de este modo eligiendo K = 4||ul|;; se tiene que f(Ru) > R? — a5. Por lo tanto

I(Ru) = 1R* — f(Ru) < a5 —iR* <0
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entonces como g : [0,00) — R definido por g(R) = I(Ru) satisface el Teorema del Valor
Intermedio, se tiene el resultado.
Si p(z,z)z~! — oo uniformemente cuando z — —o0, el procedimiento es analogo. O

Corolario 4.12. Si se tiene (I.1) y p satisface (p.4) y (p.6) entonces se cumple para I,

(1.5).

Demostracion. (p.6) implica que I es par. Sea E un subespacio m-dimensional de E con
base {e1,...,em}, |leill = 1y e; > 0 en 2, de este modo argumentando como en el lema
anterior encontramos para cada e; un R; > 0 tal que I(R;e;) < 0, por lo tanto si hacemos
R = max; R; tenemos que EnN flo C Bp. O

Lema 4.13. Si p satisface (p.2) y (p.5), entonces se tiene (1.3) para I.

Demostracidn. Sea (u,,) C Hy(Q), basta asumir I(u,,) < dy I'(u,) — 0 entonces
42 Yl = flun)

> = | Pl () da
||um||2 / P(z,upy,(x)) dx —/ P(z,upy(x)) dx
{z€Q||um (z)|<as}

{zeQllum (z)[>a3}

| \/

> Ul ||* — as — 6’/ Um () p(z, um(z)) dz, por (p.5)
{z€Q||lum(z)|>a3}
> Lwn||* — a5 — 9/ Um () p(z, upm (z)) do (4.17)

Como I'(u,,) — 0 entonces para cualquier € > 0 existe M = M(e) tal que si m > M entonces
T (v ‘/ T) (Um) e Vo, + (T) UV — P(T, Unn) v) dx‘ < |||
1,5=1

para todo v € H}(f2). Si ahora hacemos € = 1 y v = u,, entonces
| Jo P tm)tm da| = Jum|* < luml| ¥ asi 0 [o tm(2)p(z, tm(2)) dz < O([fum]| + [Jum]]®).
Retomando (4.17)

d > (5= 0)lluml* — as — 0]un]

es una parabola céncava hacia arriba en ||u,,| acotada por d, entonces (u,,) es una sucesiéon
acotada en HJ ().

Como I(u) es un operador compacto por la Proposiciéon 4.8, entonces I}(u,,) posee una
subsucesién convergente, y como I'(uy,) = uy — 15(uy,) — 0 (Nota 4.9) entonces (u,,) tiene
una subsucesién convergente. O
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Teorema 4.14. Sip satisface (p.1)-(p.5) entonces b y ¢ definidos por (3.1) y (3.2) respecti-
vamente, son valores criticos para I con 0 < ¢ < b < 0o. Los correspondientes puntos criticos
son soluciones clasicas de (/.1).

Demostracion. La existencia de soluciones débiles de (4.1) a través de b y ¢ se obtiene
inmediatamente de los Lemas 4.10, 4.11, 4.13 y los Teoremas 3.1, 3.3. La segunda parte del
teorema se obtiene por resultados clésicos de regularidad de soluciones débiles en ecuaciones
elipticas y nos remitimos a [ZS06, Theorem 1.47]. O

Corolario 4.15. Si (p.1)-(p.5) y p(z,2)2"" — oo cuando z — oo (0 cuando z — —0)
entonces (4.1) posee una solucion uw >0 (o u <0) en Q.

p(z,2), siz>0

Demostracion. Sea p(x,z) = { entonces P satisface (p.1)-(p.5) luego por

0, siz<0
el Teorema 4.14 el correspondiente funcional I tiene por lo menos un punto critico uw # 0 en
(), que satisface en el sentido clasico el problema de Dirichlet:

{La =plz,u), z€Q (4.18)

lyq =0

Consideremos el conjunto A = {x € Q | © < 0}, entonces notemos que Lu =0en Ay u =0
en 0f).

Ahora bien, el valor méximo de u en A es alcanzado en 95) pero por el otro lado el Principio
Débil del Mdximo implica que w = 0 en A; ver [Eva97, Ch.6 §4. Theorem 2]. De aqui A = ()
y por lo tanto w > 0 en ).

Si escribimos p(x,w) = p(z,w)" + p(z,u)” donde p(z,u)" = maxq{0,p(z,u(x))} y

p(z,u)” = ming{0,p(x,u(x))} entonces podemos escribir (4.18) como

(4.19)

donde las funciones @ son continuas si las definimos con valor 0 en z = 0. Si en algin
punto interior de €2, u(x) = 0 entonces u alcanza un minimo no positivo en 2 y el Principio
Fuerte del Mdzimo ([Eva97, Ch.6 §4. Theorem4]) para Lu > 0 en 2 implica que @ debe ser
constante a 0 en €2, lo que contradice el resultado del Teorema 4.14 obtenido para w en ().
Asi, w > 0 en €.

De forma andloga, si p(z,2)z~" — 0o cuando z — —oo entonces (4.1) posee una solucién

u < 0 en €. O

1
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Como H}(9), (-, ) es un espacio de Hilbert separable entonces admite una base de Schauder
ortonormal numerable (Base Hilbertiana), (e,)n>1. Definimos E,, = span{e;,...,e,} v a
EL su suplementario topolégico.

Cuando consideramos el caso en el que p es impar se obtienen resultados adicionales ya que
esta condicién nos lleva a que el operador [ satisfaga (1.4).

Teorema 4.16. Si p satisface (p.1)-(p.6) entonces para cada m > 1, by, y ¢, definidos por
(5.3) y (3.5) respectivamente, son valores criticos de I con 0 < ¢, < by, < 00. Consecuen-
temente (4.1) posee por pares antipodas, infinitas soluciones distintas.

Demostracion. Inmediato aplicando los Lemas 4.10, 4.13, Corolario 4.12 y Teoremas 3.6,
3.10. La regularidad de las soluciones débiles se obtiene de [ZS06, Theorem 1.47]. O

Observe que el Teorema 3.6 garantiza de forma no acotada infinitos valores criticos b,, para
el funcional 1.

Ahora, buscamos aplicar los resultados obtenidos en el capitulo 3 cuando la condicién (1.1)
es debilitada por (1.6). Para esto, estudiaremos una variante de (4.1) en el que se adiciona
al lado derecho un término lineal en w.

Lu=qa(x)u+p(x,u) =€
(@) + ol ) 420)
u=20 x € 0N
donde a es una funcién Hélder continua y positiva en €.
Para abordar (4.20), consideremos el problema eliptico de valor propio:
Lv =\ €N
v av T (4.21)
v=20 x € 0f)

De [Brel0, Ch.9 §8] se obtiene que los valores propios de (4.21) forman una sucesion (A, ),>1
de nimeros reales positivos puestos como 0 < A\; < Ay < --- donde cada valor propio aparece
tantas veces como su multiplicidad y A, — oo. Ademads, las funciones propias asociadas
(€n)n>1 forman una base Hilbertiana para H}(€2).

Sea

J(u) = I(u) — %/Qau2 dx (4.22)

el Lagrangiano de (4.20) y note que I(u) > J(u). Buscamos probar las hipdtesis de los
Teoremas 3.14 y 3.15 para el funcional J.

Lema 4.17. Si \; < 1 < A1 y p satisface (p.2)-(p.3) entonces J satisface (1.6) con E = E.
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(o]
Demostracion. Sean E; = span{e;,...,e;} v u € E. Entonces u = Y. (e;,u)e; y por lo
i=l+1
tanto
(o]
Lu = Z (e, uyA;ae;
i=l+1

y si multiplicamos esta ultima ecuacion por u e integramos por partes sobre €, obtenemos
en consecuencia del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesge:

[e.e]

Jul|* = Z <€i;u>)\i/a€iUd£E
i=1+1 Q
o

> Ait1 Z <ei,u>/aeiu dx

i=l+1 Q

= )\l+1/au Z (e;, uye; dx
Q

i=l4+1

:)\lﬂ/auQ dx
Q

consecuentemente —ﬁ”u”z < —1 [yau?dz y por lo tanto J(u) > 1(1— A:H)HU”2 — f(u),

entonces al ser A1 > 1y f(u) = o(||ul|?) por el Lema 4.10, se satisface (1.6) para J. [

Nota 4.18. (1) Si I satisface (1.1) y para p se cumple (p.4) entonces como I(u) > J(u), el
Lema 4.11 implica que J satisface (1.2); y si ademds p cumple (p.6) el Corolario J.12
implica (1.5) para J.

(2) Si 1 < A\ en el lema anterior entonces J satisface (1.1), pues (1.6) es resulta ser una
version débil de (1.1).

Lema 4.19. Si p satisface (p.2),(p.4)-(p.6) entonces J satisface (1.3).

Demostracidn. Supongamos (u,,) C Hj(Q) sucesién tal que d > J(uy) vy J (up) — 0
entonces procediendo como en el Lema 4.13

d > Hun|? - %/Qa(x)ufn(x) dr — a5 — 9/Qum(x)p(x,um(x)) dx (4.23)

Y como J'(u,,) — 0 entonces para cualquier € > 0 existe M = M (e) tal que si m > M se
tiene

| (U )v| = ‘L(i a”(2) (tm) g, Vo, + (@) U — a(T)tmv — p(z, U U) dm‘ < g||v]|

3,j=1



56 4. Aplicacion a Ecuaciones Elipticas Semi-Lineales

para todo v € H}(Q), y de igual manera haciendo € = 1 y v = u,, obtenemos
Jo auZ, dz + [ p(z, U )t dz — [ty ||* < [Juy | vy por lo tanto

/p(fﬂaum)um dz < lup]| + Jum|* - / atty, dz < [t || + [t | (4.24)
Q Q

Por otro lado, las condiciones (p.4) y (p.6) implican que para todo K > 0 existe M(K) > 0
tal que |p(w, z)| > K|z| siempre que |z| > M, para todo x € .

Para cualquier K > 0 podemos elegir M > méx{as, M(K)} suficientemente grande tal que
(recordemos que P(x, z) fo x,t)dt):

P(z,z) > £z si |2/ >M
Como a € L*>(Q2) entonces si ag = ||a||p~, escribimos 1 > “(x) Vo € Q,y asi
%Pz, 2) > La(@)|o s |2 > M

Ahora bien, retomando la ecuacién (4.23) tenemos

d> Lt|? = a7 — %/ a(x)u, (z) dr — 9/ U (2) (2, um (7)) dx
{zeQum (z)=M}

> Ll — ar — P, n(@) do =6 [ () ple () d
{2€Qum ()>M} Q

> Hhun? — ar - Eﬁe ()P0, () = 0 | 0 0) e, (0))
{z€Qum (z)>M} Q

> = a5 = 5260 [ (o) plo. @) do = [ (o)l ) d

Q
> 3 [uml® — as — ( ) / p(@, up(z)) dx
> Yunll? = a5 = (14 22 ) (lumll + luml[?)  por (4.24)

= (53— 01+ 7)) lluml* — 01+ ) um|l — as

De este modo si elegimos K > 0 tal que 6(1+3¢) < %, entonces se concluye como en el Lema
4.13 que (u,,) es una sucesién acotada en H 1(Q)

Conaderando Jg = 2 L Jal dx + Jo P(x,u(x)) dz y su derivada
u)v = [, af ) da: —|— fﬂ p(z, u(z )) da: se demuestra como en la Proposicién
4.8 que

15 (tm) = Ty ()| < aollp(-, tm) = p( w)]l 201 + aollum — ull 20

y Ji es compacto. Entonces de forma andloga como el Lema 4.13 se concluye de
J (Up) = Uy, — J5(U,) que (u,y,) tiene una subsucesiéon convergente. O
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Ahora bien, aplicando los resultados obtenidos en los lemas anteriores para satisfacer las
hipotesis de los Teoremas 3.14 y 3.15 y adicionando como antes un resultado estandar de
regularidad, se tiene el

Teorema 4.20. Si p satisface (p.1)-(p.6) y i < 1 < \y1 entonces para todo m > 1, by, y
Cm definidos por (5.6) y (3.7) respectivamente, son valores criticos para J con 0 < ¢, < by,
Y by, — 400, luego (4.20) tiene infinitos pares de puntos criticos distintos de soluciones
clasicas.

Para la ecuacién diferencial eliptica (4.20), se encuentran en la literatura resultados alternos
importantes respecto al tipo de soluciones, los cuales involucran suaves variantes sobre las
condiciones de la no linealidad p. Enunciamos por ejemplo el siguiente teorema cuya demos-
tracién pude ser consultada en [Amb73, Theorem 3.4], o de forma mds general en [RabT74a,
Theorem 3.4], o bien [Rab84, Theorem 2.41], en donde se resalta la importante relacién del
problema no lineal con su problema de valor propio asociado.

1

Teorema 4.21. Supongamos p satisface (p.1)-(p.3),(p.5) y p(x,z)z"" — —o0 cuando

2z — 00 (0 cuando z — —o0). Si Ay < 1 entonces (4.20) posee una solucion w >0 (o u <0)
en €.

Note que p(z,2) 27! — —oo cuando z — oo es una sutil variante de la condicién (p.4).

Si p como en el teorema y A\; > 1, entonces (4.20) no necesariamente posee una solucién
positiva, por ejemplo si Q C R® y \; > 1 se puede tener que la tnica solucién es la trivial,
en efecto:

—Au=u—u? Q
{ u uU—u T € (4‘25)

U|aﬂ =0

Si suponemos (4.25) tiene una solucién positiva u entonces, considerando el problema de
valor propio asociado

—Av=XM z€(
(4.26)
Vg =0
podemos escribir w = > (e,, w)e, luego —Au = > A\, (e, u)e, y multiplicando esta
n=1 n=1

ultima ecuacién por u e integrando por partes se obtiene (haciendo uso del Teorema de la
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Convergencia Dominada de Lebesge):

2 g - N
[ 1w =3 [t
> i/(en,ﬂ)enﬂd:c
n=1 Q
Z/Q<Z(en,ﬂ>en>ﬂdx

n=1

= / w* dx
Q
entonces [, |Vul*dz > [, [ul® dz.
Por otro lado, de (4.25) se obtiene que

/\Vﬂ|2dx—/|ﬂ\2da:+/ﬂ4dx:0
Q Q Q

lo cual contradice la positividad de la solucion @, de este modo se puede concluir que la tnica
solucién de (4.25) es la trivial.

Por 1ltimo, buscaremos aplicar los Teoremas 3.17 y 3.18 obtenidos al debilitar (1.5) por
(1.7), en la siguiente EDP con parametro

(4.27)

Lu = Ap(z,u) x €
u=0 x € 0

donde A € R* y adicionamos para p las siguientes condiciones

(p.7): En 2 = 0 y algtin a € ) existe una vecindad Vi, ) C € x R tal que p(z, z) > 0 para
z>0en Vi —{(a,0)}.

(p.8): Existe z > 0 tal que p(z, z) < 0.

Note que p(z,z) = 2% — 2% es un ejemplo que satisface (p.1)-(p.8). Ademds, (p.1) implica

que (4.27) tiene una linea de soluciones triviales {(A,0) | A € RT}.

El funcional de energia asociado a (4.27), estard dado por:
I(Au) = %HuH2 — A f(u)

donde como es costumbre, f(u fQ ))dxy P(x,z) fo
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Teorema 4.22. Supongamos p satisface (p.1),(p.3),(p.7)-(p.8). Entonces existe \g > 0 tal
que YA > Ao, (4.27) tiene al menos dos soluciones distintas uy(x), u,(x) > 0 para todo x € Q
con I(\, ) > 0> I(\u,).

0, siz<0
Demostracion. Sea p(x,z) = < p(x,z), si0<z<Zz entonces D satisface (p.1)-(p.3).

p(z,2), siz>2z
Si u es solucién de

{Lu:Aﬂ%u% r e (4.28)

“|aQ =0

el argumento utilizado en la prueba del Corolario 4.15 muestra que v > 0 en 2, luego
el méximo de u ocurre en algin T € 2 entonces de (4.28), después de una rotaciéon de
coordenadas si es necesario, se puede afirmar que:

0 < Lu(z) = \p(, u(z))

asi por (p.8),0 < u(z) < Zz. Por lo tanto, cualquier solucién no trivial de (4.28) es positiva en
Q) y satisface (4.27). Por consiguiente probaremos que (4.28) tiene dos soluciones positivas
distintas.

Sea P(xz,z) = [ p(z,t)dt y J(\u)=3|ull* =\ [, P( ) d.

Note que (A, u) = J()\,u) si 0 < u(x) < Z para todo x € Q. Como p satisface (p.2)-(p.3),
entonces el Lema 4.10 garantiza que J(\, -) satisface (1.1).

Siw € H(S) es positivo en Q y pequeiio puntualmente, (p.7) implica que P(z,w) > 0y
por lo tanto podemos encontrar A = A(w) > 0 tal que J(\, w) = 0.

Sea \g = inf{\ e RT | Jw € H}(Q),w #Z 0 en Q con J(\,w) = 0}, en [Rab73, Lemma 1.5] se
prueba que para todo A > 0 suficientemente pequeno u = 0 es la tinica solucién no negativa
de (4.28), por lo tanto Ay > 0. Entonces J(\, -) satisface (1.2) para todo A > .

Note que P(z,z)] < ay4]z| y que si J(\,u) < d entonces por la inmersién continua en los
Teoremas de Sobolev se tiene que ||u|| < a;, donde a5 depende sélo de A y d. De este modo,
se muestra como antes que J(A, ) satisface (1.3).

Por el Teorema 3.1 para todo A\ > )¢ existe uy € H{(2) punto critico de J(A, -) con J(\, uy) =
b > 0y Ty es solucién cldsica de (4.28). Asi, uy > 0en Qy I(\,y) = J(A, @) > 0.
Minimizando el funcional J(\,-) sobre Hj(€) se obtiene uy, > 0 en 2, como en [Rab73,
Theorem 1.13]. O

Nuevamente, un resultado mas fuerte se obtiene si adicionamos a p el hecho de ser impar.
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Teorema 4.23. Supongamos p satisface (p.1),(p.3),(p.6)-(p.8). Entonces para cada m € N
existe Ay, > 0 tal que YA > N, (4.27) posee al menos 2m pares de soluciones distintas
7 (A), £u;(A) para 1 < j <m con (A ;(A) > 0> T(Au;(N)).

Demostracion. Consideremos a p como en el teorema anterior y definimos p=psi 2 >0y
para z < 0, p su exencién impar. Como en el Teorema 4.22 es suficiente probar la afirmacion

para
Lu = \p(x,u), e
{ u=Aple,u), = (4.29)
ulgg =0
Sean P(z,z) = Cp(t)ydt y I\ u) = ul? - /\fQ )) dz. Consideramos (e,,)n>1

como en el Teorema 4.16, base ortonormal de Hj(2) y deﬁmmos F.=FE,NS,.

Para r > 0 suficientemente pequefio y u € F,, (p.7) implica que [, P( A ,u(x)) dx > 0.
Elegimos )\, suficientemente grande tal que para cualquler A > A, I (A,-) < 0en F,, de
este modo, si hacemos E = E,, y F' = F, entonces I(), -) satisface (1.7).

La prueba del Teorema 4.22 muestra que I (A, -) es acotada por abajo y que satisface
(I1.1),(1.3). Note ademds que se tiene (I.4) para I(),").

Ahora bien, el Teorema 3.17 asegura la existencia de +u;()) y el Teorema 3.18 la de d-u;(A),
sil<j<m. ]



CAPITULO b

CONCLUSIONES

En la teoria de puntos criticos desarrollada en el capitulo 3 se pueden combinar diferentes
situaciones respecto a las hipdtesis impartidas sobre I para obtener resultados analogos de
existencia y multiplicidad de puntos criticos. Cabe resaltar que en los resultados mostrados,
la condicion de Palais-Smale aparece como hipdtesis invariante obedeciendo a las condicio-
nes suficientes para aplicar el Teorema de Deformacién como herramienta eficaz en detectar
niveles criticos.

La existencia de una deformacion no es la tinica herramienta de aproximacion para la ob-
tencién de puntos criticos, pues en la literatura también podemos encontrar técnicas de
minimizacion guiadas por el Principio Variacional de Ekeland. Dos técnicas enmarcadas en
la teoria de puntos criticos cuando suponemos la condicién de compacidad de Palais-Smale
sobre el funcional.

Otra teoria de gran potencia en lo referente a puntos criticos lo constituye la Teoria de Morse
en la cual también se resalta la importancia de la topologia del dominio del funcional y el
tipo y numero de puntos criticos que tenga.

Las aplicaciones mostradas en el capitulo 4 motivan a un estudio profundo en Ecuaciones Di-
ferenciales Parciales, ya que podemos estudiar problemas elipticos de orden superior, ademas
del estudio de métodos variacionales a problemas diferenciales parabdlicos o hiperbdlicos.
Otras areas de gran importancia en el Calculo de Variaciones lo constituyen el Analisis Con-
vexo y los Multiplicadores de Lagrange en dimension infinita, este tltimo, cuando sobre el
funcional se imponen restricciones.
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