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T́ıtulo en Español: Teoŕıa de Ljusternik - Schnirelmann y una Aplicación a Problemas

Eĺıpticos

Title in English: Ljusternik - Schnirelmann Theory and Aplication to Elliptic Problems

Resumen: En este trabajo se estudian algunos teoremas de existencia de puntos cŕıticos

de ciertos funcionales a valor real definidos sobre un espacio de Banach, para ello usamos

el lema de deformación como una importante herramienta topológica para detectar niveles

cŕıticos, los cuales se describen mediante el concepto de género y del cual se pueden obtener

resultados acerca de la multiplicidad de estos, que nos llevarán a concluir en algunos casos

infinidad de puntos cŕıticos ant́ıpodas.

Esta teoŕıa abstracta de puntos cŕıticos será aplicada a ecuaciones diferenciales parciales

eĺıpticas semilineales de segundo orden con condición de Dirichlet homogénea, en la medida

que los puntos cŕıticos del funcional de enerǵıa asociado a la EDP constituyen las soluciones

débiles del problema.

Abstract: In this paper we study some existence theorems for critical points of a real

value functional defined on a Banach space. For this, we use the deformation lemma as an

important topological tool to detect critical levels, which are described by the concept of

genus and which can be obtained multiplicity statements that will lead to conclude in some

cases infinitely many distinct pair of critical points.

This abstract theory of critical points is applied to semilinear elliptic partial differential

equations of second order, on as the critical points of the energy functional associated with

the EDP are weak solutions of the problem.

Palabras Clave: Inmersión de Sobolev, Desigualdad de Poincaré, Género, Condición de

Palais-Smale, Lema de Deformación, Solución Débil, Ecuación Diferencial Eĺıptica semili-

neal.

Keywords: Sobolev Embedding, Poincaré Inequality, Genus, Palais-Smale Condition, De-

formation Lemma, Weak Solution, Semilinear Elliptic Differential Equation.
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INTRODUCCIÓN

La Teoŕıa de Ljusternik-Schinerlmann pone de manifiesto la profunda relación entre la topo-

loǵıa de un espacio y los puntos cŕıticos de un funcional definido sobre el; en lo que respecta

a existencia y multiplicidad de estos.

Supongamos I es un funcional a valor real continuamente diferenciable definido sobre un

espacio de Banach E, no necesariamente acotado por arriba o por abajo. Sobre este espacio

de Banach definimos un invariante topológico (no trivial) como es la noción de genero la

cual generaliza a través del Teorema de Extensión de Tietze la noción de dimensión de un

espacio lineal. Por otro lado, como suponemos E un espacio de Banach de dimensión infi-

nita entonces compensamos la carencia de compacidad introduciendo sobre el funcional una

condición denominada Palais-Smale.

Ahora bien, si I es tal que I(0) = 0 y I > 0 en alguna vecindad uniforme de 0, se tiene

trivialmente que u = 0 es un punto cŕıtico, pero si además I se anula en un punto distinto

del trivial y satisface la condición de Palais-Smale entonces se puede garantizar la existencia

de por lo menos un punto cŕıtico v́ıa min-max y de manera dual se puede obtener el mismo

u otro punto cŕıtico v́ıa max-min.

Si en cambio de anularse en un punto distinto del trivial ahora el funcional I lo consideramos

par y cuando nos restringimos a un subespacio finito dimensional de E éste toma valores

negativos, entonces podemos definir con el concepto de genero conjuntos en E para los cuales

I tendŕıa una sucesión de valores cŕıticos 0 < cm ≤ bm. Que además, con resultados de mul-

tiplicidad (como los obtenidos en el Caṕıtulo 3) podemos asegurar la existencia de infinitos

pares de puntos cŕıticos distintos para I.

Si se debilitan las condiciones impuestas sobre el funcional I es necesario redefinir los con-

juntos sobre los cuales se obtienen los valores cŕıticos y los teoremas obtenidos son similares

en cuanto a la multiplicidad de puntos cŕıticos que se tienen para I.
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La motivación de una Teoŕıa de Puntos Cŕıticos radica en el estudio de existencia de so-

luciones débiles para un problema en ecuaciones diferenciales parciales; y en este trabajo

aplicaremos esta teoŕıa abstracta de puntos cŕıticos (enmarcada en la noción de género), al

estudio de existencia y multiplicidad de soluciones débiles de la ecuación diferencial unifor-

memente eĺıptica no-lineal:{
Lu := −

∑n
i,j=1

(
aij(x)uxi

)
xj

+ c(x)u = p(x, u) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω

donde Ω ⊂ Rn es un dominio abierto y acotado de clase C∞ y la parte no lineal p es impar

en u, además de otras condiciones sobre los coeficientes del operador diferencial y la función

p. Las soluciones débiles de este problema eĺıptico no lineal de segundo orden constituyen

los puntos cŕıticos del funcional continuamente diferenciable sobre el adecuado espacio de

Sobolev H1
0 (Ω), definido por:

I(u) = 1
2

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi uxj + c(x)u2
)
dx−

∫
Ω

P (x, u(x)) dx

donde P es la primitiva de p.

En el caṕıtulo 1 se realiza una exposición de los temas preliminares utilizados en la com-

prensión del trabajo como es el estudio de los espacios de Sobolev en lo que respecta a las

inmersiones en los espacios de Lebesge; la construcción del grado de Brower y la noción de

género como concepto necesario en la definición de valores cŕıticos de funcionales.

Se generaliza la noción de gradiente que se tiene de forma natural en espacios de Hilbert

(gracias al Teorema de representación de Riesz), a espacios de Banach donde en general hay

una ausencia de producto interno. Esta generalización a espacios de Banach se denomina

campo pseudo-gradiente y su introducción es precisa para garantizar la existencia del flujo

ηt(u) que es justamente la deformación de la que se habla en el caṕıtulo 2, la cual es una

herramienta topológica suficiente para demostrar los teoremas siguientes referentes a exis-

tencia de puntos cŕıticos.

En el caṕıtulo 3 se describen bajo ciertas condiciones sobre el funcional, existencia y multipli-

cidad de valores cŕıticos que se definen via min-max o max-min sobre conjuntos que resaltan

la topoloǵıa del dominio mediante el concepto de género. Teoremas adicionales se obtienen

cuando se debilitan dimensionalmente algunas condiciones del funcional I. El caṕıtulo 4

ofrece una aplicación de esta teoŕıa de puntos cŕıticos al estudio de existencia de soluciones

débiles a problemas eĺıpticos no-lineales de segundo orden, en este caṕıtulo se resalta la im-

portancia del estudio de los Espacios de Sobolev y el Análisis Funcional.

Los resultados mostrados aqúı son guiados por el trabajo de Antonio Ambrosetti y Paul H.

Rabinowitz en [AR73].



CAṔITULO 1

PRELIMINARES

En este caṕıtulo enunciamos los conceptos y resultados necesarios para abordar de manera

eficiente la teoŕıa abstracta del capitulo 3 y las aplicaciones que esta teoŕıa conlleva a la

existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales semilineales, presentadas en el último

caṕıtulo.

1.1. Espacios de Sobolev

Aunque en la literatura encontramos textos exclusivamente al estudio de los espacios de

Sobolev, aqúı hacemos referencia al excelente libro de Haim Brezis [Bre10], en donde además

de un acercamiento amplio a estos espacios se motiva al lector a un impetuoso estudio en

las ecuaciones diferenciales parciales.

Consideremos Ω ⊂ Rn un conjunto abierto, p ∈ R con 1 ≤ p ≤ ∞

Definición 1.1. El espacio de Sobolev W 1,p(Ω) se define por

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣
∃g1, g2, ..., gn ∈ Lp(Ω) tales que∫

Ω

u ∂ϕ
∂xi

= −
∫

Ω

giϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω) ∀i = 1, 2, ..., n

}

Definimos H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Para u ∈ W 1,p(Ω) notamos ∂u
∂xi

= gi y ∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, . . . , ∂u

∂xn

)
, que resultan ser las deriva-
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das parciales en el sentido débil o en el sentido distribucional de u.

El espacio W 1,p(Ω) lo dotamos de la norma

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp +
n∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
Lp

En el espacio H1(Ω) consideramos el producto interno

(u, v)H1 = (u, v)L2 +
n∑
i=1

( ∂u
∂xi

,
∂v

∂xi

)
L2

y la norma asociada

‖u‖H1 =

(
‖u‖2

L2 +
∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥2

L2

)1/2

la cual es equivalente a la norma establecida en W 1,2(Ω).

Proposición 1.2. Tenemos las siguientes popiedades:

El espacio W 1,p(Ω) es un espacio de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞.

W 1,p(Ω) es reflexivo para 1 < p <∞ y separable para 1 ≤ p <∞.

El espacio H1(Ω) es un espacio de Hilbert separable.

Como lo hace notar Brezis en su texto, con ayuda de una sucesión regularizante se puede

utilizar indistintamente C1
c (Ω) o C∞c (Ω) como conjunto de funciones test en la definición de

W 1,p(Ω).

Definición 1.3. De forma general definimos para m ≥ 2 los espacios de Sobolev:

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣ ∀α ∈ Nn multi-́ındice con |α| ≤ m, ∃gα ∈ Lp(Ω) tal que∫
Ω

uDαϕ = (−1)|α|
∫

Ω

gα ϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)

}

Se nota Dαu = gα.

El espacio Wm,p(Ω) dotado de la norma ‖u‖Wm,p =
∑

0≤|α|≤m
‖Dαu‖Lp es un espacio de Banach.

DefinimosHm(Ω) = Wm,2(Ω) y lo dotamos del producto interno (u, v)Hm =
∑

0≤|α|≤m

(
Dαu,Dαv

)
L2 ,

con el cual resulta ser un espacio de Hilbert.

Teorema 1.4. Supongamos Ω ⊂ Rn abierto de clase C1 con frontera ∂Ω acotada. Entonces

existe un operador de prolongación

P : W 1,p(Ω)→ W 1,p(Rn)

lineal, tal que para todo u ∈ W 1,p(Ω)
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(i) Pu|Ω = u

(ii) ‖Pu‖Lp(Rn) ≤ C ‖u‖Lp(Ω)

(iii) ‖Pu‖W 1,p(Rn) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω)

Corolario 1.5. Supongamos Ω ⊂ Rn abierto de clase C1. Entonces el conjunto de W 1,p(Ω)

definido por {
v = u|Ω : u ∈ C∞n

c (Rn)
}

es denso en W 1,p(Ω).

Introducimos un espacio importante en el cual de forma natural se encontrarán las soluciones

a ecuaciones diferenciales parciales con condición de Dirichlet homogénea en Ω. Éste es el

espacio de las funciones en W 1,p(Ω) que por describirlas de alguna manera se anulan en ∂Ω:

Definición 1.6. Sea 1 ≤ p <∞, W 1,p
0 (Ω) designa el cierre de C1

c (Ω) en W 1,p(Ω) y se nota

como

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω)

El espacio W 1,p
0 hereda la norma de W 1,p y resulta ser un espacio de Banach separable;

además es reflexivo si 1 < p < ∞. Particularmente H1
0 es un espacio de Hilbert con el

producto escalar de H1. Observe que no se define W 1,∞
0 (Ω).

Observese que como C1
c (Rn) es denso en W 1,p

0 (Ω), se tiene W 1,p
0 (Rn) = W 1,p(Rn). De igual

modo como fue mencionado antes, se puede utilizar indistintamente C1
c (Ω) o C∞c (Ω) en la

definición de W 1,p
0 (Ω), ya que C∞c (Ω) es denso en W 1,p

0 (Ω).

Los siguientes dos resultados enuncian las importantes propiedades de inmersión que tienen

los espacios de Sobolev en donde se requiere regularidad sobre la frontera de Ω.

Proposición 1.7. Supongamos Ω ⊂ Rn un abierto de clase C1 con frontera ∂Ω acotada.

Entonces

(i) Si 1 ≤ p ≤ n, entonces W 1,p(Ω) ⊂ Lp
∗(Ω) donde 1

p∗
= 1

p
− 1

n
.

(ii) Si p = n, entonces W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) para todo q ∈ [p∗,+∞).

(iii) Si p > n, entonces W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω).

con inyecciones continuas.

Además, si p > n, se verifica para toda u ∈ W 1,p(Ω)

|u(x)− u(y)| ≤ C ‖u‖W 1,p|x− y|α
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para casi todo x, y ∈ Ω con α = 1 − n
p

y C dependiente sólo de Ω, p y n. En particular

tenemos W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω)

Teorema 1.8. (Rellich and Kondrachov) Supongamos Ω ⊂ Rn un abierto de clase C1

con frontera ∂Ω acotada. Entonces

(i) Si p < n, entonces W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), para todo q ∈ [1, p∗) donde 1
p∗

= 1
p
− 1

n
.

(ii) Si p = n, entonces W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), para todo q ∈ [1,+∞).

(iii) Si p > n, entonces W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω).

con inyecciones compactas.

En particular W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) con inyección compacta para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Proposición 1.9. (Desigualdad de Poincaré) Supongamos Ω ⊂ Rn abierto y acotado,

entonces existe una constante C > 0 (dependiente de Ω y de p) tal que para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω)

con 1 ≤ p <∞:

‖u‖Lp ≤ C ‖∇u‖Lp

En particular, la expresión ‖∇u‖Lp es una norma en W 1,p
0 (Ω) equivalente a la norma ‖u‖W 1,p .

En H1
0 (Ω) la expresión

∫
Ω
∇u∇v es un producto escalar que induce la norma ‖∇u‖L2 equi-

valente a la norma ‖u‖H1 .

Por último, aqúı mencionaremos una caracteŕıstica importante del espacio dual de W 1,p
0 (Ω).

Se designa por W−1,p(Ω) el espacio dual de W 1,p
0 (Ω), 1 ≤ p < ∞ y por H−1(Ω) el dual de

H1
0 (Ω).

Se identifican L2(Ω) y su dual, pero no se identifican H1
0 (Ω) y su dual. Además Se tiene el

esquema H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) con inyecciones continuas y densas (ver [Bre10, Ch.5

§2]).

1.2. Operador de Nemytscki

Desarrollamos esta sección basándonos principalmente de los textos [Cha03] y [Jab03], tema

necesario para satisfacer una condición de compacidad sobre funcionales, denominada con-

dición de Palais-Smale.

Sean X, Y y Z espacios de Banach sobre R con normas ‖·‖X , ‖·‖Y y ‖·‖Z , respectivamente.

Designamos por Y ∗ el dual topológico de Y , es decir, Y ∗ = L(Y,R) y para y∗ ∈ Y ∗ escribi-
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mos el paréntesis de dualidad 〈y∗, x〉 en lugar de y∗(x). Sean U ⊂ X un conjunto abierto y

f : U → Y una función.

Definición 1.10. Sea x0 ∈ U , decimos que f es Fréchet diferenciable(o F-diferenciable) en

x0, si existe A ⊂ L(X, Y ) tal que

‖f(x)− f(x0)− A(x− x0)‖Y = o(‖x− x0‖X) en x = x0 (1.1)

Sea f ′(x0) = A, y se llama la derivada de Fréchet (o F-derivada) de f en x0.

Si f es diferenciable en cada punto de U y si f ′ : U → L(X, Y ) : x 7→ f ′(x) es continua

en x0, entonces se dice que f es continuamente diferenciable en x0. Si f es continuamente

diferenciable en cada punto de U entonces se dice que f es continuamente diferenciable en

U , y escribimos f ∈ C1(U, Y ).

Proposición 1.11. Se tienen las siguientes propiedades

(1) Si f es F-diferenciable en x0, entonces f ′(x0) es único.

(2) Si f es F-diferenciable en x0, entonces f es continua en x0.

(3) (Regla de la cadena) Supongamos U ⊂ X, V ⊂ Y son conjuntos abiertos, además

f es F-diferenciable en x0, y g es F-diferenciable en f(x0), donde U
f−→ V

g−→ Z.

Entonces (g ◦ f)′(x0) = g′ ◦ f(x0) · f ′(x0)

Definición 1.12. Sea x0 ∈ U , decimos que f es Gateaux diferenciable (o G-diferenciable)

en x0, si para todo h ∈ X existe df(x0, h) ∈ Y , tal que

‖f(x0 + th)− f(x0)− t df(x0, h)‖Y = o(t) en t = 0 (1.2)

siempre que el intervalo [x0, x0 + th] ⊂ U . Decimos que df(x0, h) es la derivada Gateaux (o

G-derivada) de f en x0.

Si f es G-diferenciable en x0, entonces tenemos

d

dt
f(x0 + th)

∣∣∣∣
t=0

= df(x0, h) (1.3)

Proposición 1.13. Se tienen las siguientes propiedades:

(1) Si f es G-diferenciable en x0, entonces df(x0, h) se determina de forma única.
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(2) df(x0, ch) = c df(x0, h) para todo c ∈ R

(3) Si f es G-diferenciable en x0, entonces para todo h ∈ X y para todo y∗ ∈ Y ∗, la función

ϕ(t) = 〈y∗, f(x0 + th)〉 es diferenciable en t = 0, y ϕ′(t) = 〈y∗, df(x0, h)〉.

(4) Supongamos f : U → Y es G-diferenciable en cada punto de U , y el segmento [x0, x0 +

h] ⊂ U , entonces

‖f(x0 + h)− f(x0)‖Y ≤ sup
0<t<1

‖df(x0 + th, h)‖Y

(5) Si f es F-diferenciable en x0, entonces f es G-diferenciable en x0, con df(x0, h) =

f ′(x0)h para todo h ∈ X. La reciproca no es cierta.

Demostración. (4): Sea ϕy∗(t) = 〈y∗, f(x0 + th)〉 para t ∈ [0, 1] y y∗ ∈ Y ∗ entonces por el

Teorema del Valor Medio se tiene que

|〈y∗, f(x0 + h)− f(x0)〉| = |ϕy∗(1)− ϕy∗(0)|
= |ϕ′y∗(t∗)|
= |〈y∗, df(x0 + t∗h, h)〉|

para algún t∗ ∈ (0, 1) dependiendo de y∗. La conclusión se sigue de la extensión lineal que

proporciona el Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 1.14. Supongamos que f : U → Y es G-diferenciable y para todo x ∈ U existe

A(x) ∈ L(X, Y ) que satisface

df(x, h) = A(x)h ∀h ∈ X.

Si la asignación x 7→ A(x) es continua en x0, entonces f es F-diferenciable en x0 con

f ′(x0) = A(x0).

Demostración. Sin pérdida de generalidad suponemos que el segmento [x0, x0 + h] esta en

U , luego de acuerdo con el Teorema de Hahn-Banach existe y∗ ∈ Y ∗ con ‖y∗‖Y ∗ = 1, tal que

‖ f(x0 + h)− f(x0)− A(x0)h ‖Y = 〈y∗, f(x0 + h)− f(x0)− A(x0)h〉

Ahora bien, haciendo ϕ(t) = 〈y∗, f(x0 + th)〉, del Teorema del Valor Medio existe ξ ∈ (0, 1)

tal que

|ϕ(1)− ϕ(0)− 〈(y∗, A(x0)h)〉| = |ϕ′(ξ)− 〈y∗, A(x0)h)〉|
= |〈(y∗, df(x0 + ξh, h)− A(x0)h)〉|
= |〈y∗, [A(x0 + ξh)− A(x0)]h〉|
= o(‖ h ‖)

es decir, f ′(x0) = A(x0).
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En espacios de Sobolev, se extiende el operador de composición u → ϕ(x, u(x)) donde no

necesriamente ϕ es continua en x. Esta clase de operadores a veces son llamados operadores

Nemytski.

Definición 1.15. Sean Ω ⊂ Rn y g : Ω × R → R, decimos que g satisface la condición de

Caratheodory si:

(1) para cada x ∈ Ω, z 7→ g(x, z) es continua

(2) para cada z ∈ R, x 7→ g(x, z) es medible

La motivación en introducir el concepto de función Caratheodory es hacer la composición

medible si u(x) lo es. En efecto, existe una secuencia de funciones simples un(x) tal que

un(x) → u(x), g(x, un(x)) es medible de acuerdo con (2) y a partir de (1), g(x, un(x)) →
g(x, u(x)) por lo tanto g(x, u(x)) es medible.

Teorema 1.16. Supongamos p1, p2 ≥ 1, a > 0 y b ∈ Lp2(Ω). Supongamos g es una función

Caratheodory que satisface

|g(x, z)| ≤ b(x) + a|z|
p1
p2

Entonces el operador de Nemytscki asociado a g, Ng : u(x) → g(x, u(x)) es una función

acotada y continua de Lp1(Ω) a Lp2(Ω)

Demostración. La acotación se desprende de la desigualdad de Minkowski

‖Ng(u)‖Lp2 ≤ ‖b‖Lp2 + a ‖u‖
p1
p2
Lp1

Para probar la continuidad es suficiente ver que si un → u en Lp1 entonces hay una subsu-

cesión uni tal que Ng(uni)→ Ng(u) en Lp2 . En efecto, existe una subsucesión uni de un que

converge puntualmente en casi todo punto a u, tal que ‖uni − unr−1‖Lp1 < 1
2i

. Consecuente-

mente si definimos Φ(x) := |un1|+
∑∞

i=2 |uni(x)− uni−1
(x)| entonces |uni(x)| ≤ Φ(x). Como

Φ es medible y(∫
Ω

|Φ(x)|p1 dx
) 1

p1

≤ ‖un1‖Lp1 +
∞∑
i=2

‖uni − uni−1
‖Lp1 < +∞

entonces Φ ∈ Lp1(Ω). Notemos que Ng(uni) = g(x, uni(x)) → g(x, u(x)) puntualmente en

casi todo punto y |Ng(uni)(x)| ≤ b(x) + aΦ
p1
p2 (x) ∈ Lp2(Ω) entonces por el Teorema de la

Convergencia Dominada de Lebesge ‖Ng(uni)−Ng(u)‖Lp2 → 0. Esto prueba la continuidad

de Ng.
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Corolario 1.17. Supongamos que Ω ⊂ Rn y que g : Ω × R → R y gz(x, z) son ambas

funciones con la candición de Caratheodory. Si |gz(x, z)| ≤ b(x) + a|z|r, donde b ∈ L
2n
n+2 (Ω),

a > 0 y r + 1 = 2n
n−2

(si n ≤ 2, entonces la restricción es no es necesaria), entonces el

funcional

f(u) =

∫
Ω

g(x, u(x)) dx (1.4)

es F-diferenciable en H1(Ω), y además

f ′(u) v =

∫
Ω

gz(x, u(x))v(x) dx (1.5)

para todo v ∈ H1(Ω). Notamos gz(x, z) = ∂g(x,z)
∂z

.

Demostración. H1(Ω) ⊂ L
2n
n−2 (Ω) con inyección continua, por lo que también L

2n
n−2 (Ω) ⊂

(H1(Ω))∗. De acuerdo al Teorema 1.16 el operador de Nemytscki asociado a gz de L
2n
n−2 a

L
2n
n+2 es continua. Por lo tanto la derivada Gateaux

df(u, v) =

∫
Ω

gz(x, u(x))v(x)dx para todo v ∈ H1(Ω)

es continua en H1(Ω) a (H1(Ω))∗. Aplicando el Teorema 1.14 se concluye que f es F-

diferenciable en H1(Ω).

1.3. Grado de Brouwer y Concepto de Género

El grado topológico en dimensión finita (Grado de Brouwer) y en dimensión infinita (Grado

de Leray-Schauder) es un tema amplio y tratado en los libros de análisis funcional no lineal,

por lo tanto sólo describiremos el caso de dimensión finita, y en él las principales ideas y

resultados sin demostraciones, con el fin de enunciar el Teorema de Borsuk-Ulam. Hacemos

referencia de estos temas y sus importantes implicaciones en [Dei84] y [CC12].

Para la construcción de la teoŕıa de grado, el teorema de Sard juega un papel importante.

Para ello, se introduce la siguiente definición.

Definición 1.18. Sean Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y una función f ∈ C1(Ω,Rn). Decimos

que p ∈ Rn es un valor regular si f−1(p) = ∅ o si la transformación lineal f ′(x) : Rn → Rn

es sobreyectiva para todo x ∈ f−1(p), esto es, el Jacobiano de f en x es no nulo, Jf (x) =

det f ′(x) 6= 0 para todo x ∈ f−1(p).

De no ser aśı, p ∈ Rn es llamado valor singular o cŕıtico.
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Teorema 1.19. (Teorema de Sard) Sean Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y f ∈ C1(Ω,Rn),

entonces el conjunto de todos los valores cŕıticos de f tiene medida de Lebesgue cero en Rn.

En particular, el conjunto de valores regulares de f es denso en Rn.

Definición 1.20. (Grado Brouwer) Sean Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto y acotado, f ∈
C2(Ω,Rn) y p ∈ Rn − f(∂Ω).

(1) Si p es un valor regular de f , el Grado de Brouwer se define por

deg(f,Ω, p) :=
∑

x∈f−1(p)

sgn Jf (x) (1.6)

(2) Si p es un valor cŕıtico de f , elegimos p1 un valor regular (por teorema de Sard) tal

que ‖p− p1‖ < dist(p, f(∂Ω)) y se define el Grado de Brouwer por

deg(f,Ω, p) := deg(f,Ω, p1)

En (1), La suma es convergente pues f−1(p) es un conjunto finito cuando p es un valor

regular y Ω es compacto; y en (2), el grado es independiente de la elección de p1.

Si f ∈ C(Ω,Rn), podemos encontrar por el Teorema de Weierstrass una aproximación de f

a través de una función suave, y el concepto de Grado de Brouwer puede ser extendido.

Definición 1.21. (Grado Brouwer) Sean Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto y acotado, f ∈
C(Ω,Rn) y p ∈ Rn − f(∂Ω).

Elegimos f̃ ∈ C2(Ω,Rn) tal que supx∈Ω ‖f(x) − f̃(x)‖ < dist(p, f(∂Ω)) entonces el Grado

Brouwer está dado por

deg(f,Ω, p) := deg(f̃ ,Ω, p)

que es independiente del f̃ que se elija.

Consideramos la aplicación identidad de Rn definida por id(x) = x.

Proposición 1.22. Sean Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto y acotado, f ∈ C(Ω,Rn) y

p ∈ Rn − f(∂Ω).

(1) deg(id,Ω, p) =

{
1, p ∈ Ω,

0, p /∈ Ω

(2) (Escisión) Sea Ω1,Ω2 dos subconjuntos disyuntos de Ω, p /∈ f(Ω− (Ω1∪Ω2)). Entonces

deg(f,Ω, p) = deg(f,Ω1, p) + deg(f,Ω2, p)
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(3) (Invarianza por Homotoṕıa) Sea h ∈ C([0, 1]×Ω,Rn), p ∈ C([0, 1],Rn) y p(t) /∈ h(t, ∂Ω).

Entonces deg(h(t, ·),Ω, p(t)) es independiente de t ∈ [0, 1].

(4) deg(·,Ω, y) y deg(f,Ω, ·) son constantes sobre {g ∈ C(Ω,Rn) | |g − f |0 < r} y Br(y) ⊂
Rn respectivamente, donde r = dist(y, f(∂Ω)). Además, deg(f,Ω, ·) es constante sobre

cada componente conexa de Rn − f(∂Ω).

(5) (Teorema de Kronecker) Si deg(f,Ω, p) 6= 0, entonces existe x ∈ Ω tal que f(x) = p.

Decimos que un conjunto A es simétrico respecto al origen o simplemente simétrico si x ∈ A
implica −x ∈ A, es decir, A = −A.

Teorema 1.23. (Teorema de Borsuk) Sea Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto, acotado y

simétrico con 0 ∈ Ω. Sea f ∈ C(Ω,Rn) una función impar tal que 0 /∈ f(∂Ω). Entonces

deg(f,Ω, 0) es un entero impar.

Corolario 1.24. Sea Ω ⊂ Rn abierto, acotado y simétrico con 0 ∈ Ω. Sea f ∈ C(Ω,Rn)

tal que 0 /∈ f(∂Ω) y f(−x) 6= λf(x) sobre ∂Ω para todo λ ≥ 1. Entonces deg(f,Ω, 0) es un

entero impar.

Demostración. Basta considerar a h(t, x) = f(x)− tf(−x) para t ∈ [0, 1] como la homotoṕıa

en Rn − {0} entre f y la función impar g, definida por g(x) = f(x)− f(−x).

Corolario 1.25. (Teorema de Borsuk-Ulam) Sea Ω ⊂ Rn abierto, acotado y simétrico

con 0 ∈ Ω. Sea f : ∂Ω→ Rm continua y m < n.

Entonces existe x ∈ ∂Ω para el cual f(x) = f(−x).

Demostración. Razonando por contradicción, consideremos una extensión continua sobre Ω

de g(x) = f(x) − f(−x) 6= 0 en ∂Ω. Entonces por el Teorema de Borsuk 1.23 y (4) de

la Proposición 1.22 deg(g,Ω, y) = d(g,Ω, 0) 6= 0 para todo y en alguna bola Br(0). Aśı,

(5) de la misma proposición implica que la Rn-bola Br(0) está contenida en g(Ω) ⊂ Rm.

(−→|←−)

Introducimos de esta manera un concepto importante en el modo de obtener valores cŕıticos

de un funcional. El concepto de género.

Definición 1.26. Sea E un espacio de Banach sobre R. Recordamos que un conjunto A es

simétrico respecto al origen o simplemente simétrico si x ∈ A implica −x ∈ A.

Consideramos el conjunto Σ(E) = {A ⊂ E − {0} | A es cerrado y simétrico} y la función

γ : Σ(E)→ N ∪ {0,∞} definida por
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γ(∅) = 0,

γ(A) = mı́n{n ∈ N | existe φ ∈ C(A,Rn − {0} impar}, y

γ(A) =∞ si no existe tal mı́nimo.

al entero no-negativo γ(A) le decimos el género de A.

Proposición 1.27. Si B ⊂ E cerrado y B ∩ −B = ∅ entonces γ(B ∪ −B) = 1.

Demostración. Consideramos φ ∈ C(B ∪ −B,R − {0}) definida por φ(u) = 1 si u ∈ B y

φ(u) = −1 si u ∈ −B.

Nota 1.28. En particular para A = {un, . . . , u1,−u1, . . . ,−un} con ±uj 6= 0, tenemos que

A ∈ Σ(E) es finito entonces γ(A) = 1.

Si A ∈ Σ(E) es tal que γ(A) > 1 entonces A debe ser infinito, ya que si no lo fuese γ(A) = 1.

Lema 1.29. Sean A,B ∈ Σ(E).

(1) Si existe φ ∈ C(A,B) impar entonces γ(A) ≤ γ(B).

(2) (Monotonicidad) Si A ⊂ B entonces γ(A) ≤ γ(B).

(3) (Invarianza) Si existe un homeomorfismo impar h ∈ C(A,B) entonces se tiene que

γ(A) = γ(B) = γ
(
h(A)

)
.

(4) (Subaditividad) γ(A ∪B) ≤ γ(A) + γ(B).

(5) Si γ(B) < +∞, γ(A−B) ≥ γ(A)− γ(B).

(6) (Vecindad Tubular) Si A es compacto entonces γ(A) < +∞ y existe una vecindad uni-

forme Nδ(A) (es decir, una vecindad cuyos puntos tienen una distancia de A no mas grande

que δ), tal que γ
(
Nδ(A)

)
= γ(A).

(7) Si A es homeomorfo por un homeomorfismo impar a la frontera de una vecindad abierta

y simétrica de 0 en Rn entonces γ(A) = n.

(8) Sea V un subespacio de E con dim(V ) = k y V ⊥ su suplementario topológico 1. Si

γ(A) > k entonces A ∩ V ⊥ 6= ∅.

Nota 1.30. Para Sn−1 = {x ∈ Rn | |x| = 1}, γ(Sn−1) = n.

1En un espacio de Banach todo subespacio de dimensión finita admite un suplementario topológico. Con-

sultar los textos [Bre10], [Lan83].
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Demostración. (1) Si γ(B) =∞ ya está. Supongamos γ(B) <∞ entonces también γ(A) <

∞. Ahora si γ(B) = n, existe ϕ ∈ C(B,Rn − {0}) impar entonces considerando la

función ϕ◦φ ∈ C(A,Rn−{0}) y por el principio de buena ordenación γ(A) ≤ n = γ(B).

(2) y (3) Inmediato de (1).

(4) Supongamos γ(A) = m y γ(B) = n, esto es, existen funciones impares ϕ ∈ C(A,Rm −
{0}) y ψ ∈ C(B,Rn − {0}) entonces por el Teorema de Extensión de Tietze (ver

[Mun00]), ϕ y ψ se pueden extender a ϕ̂ ∈ C(E,Rm) y ψ̂ ∈ C(E,Rn) respectiva-

mente (de ser necesario podemos considerar ϕ̃ = 1
2
(ϕ̂(x) − ϕ̂(−x)) y aśı ϕ̃ es im-

par en C(E,Rm), análogo para ψ̂). Sin pérdida de generalidad ϕ̂ y ψ̂ son impares,

entonces definiendo a φ = (ϕ̂, ψ̂) como φ(x) = (ϕ̂(x), ψ̂(x)) ∈ Rm+n se tiene que

φ ∈ C(A ∪B,Rm+n − {0}) e impar, luego γ(A ∪B) ≤ m+ n = γ(A) + γ(B).

(5) Basta usar (2) y (4) en A ⊂ A−B ∪B.

(6) Si x 6= 0 entonces B ‖x‖
2

(x) ∩ B ‖x‖
2

(−x) = ∅ donde Br(x) = {x ∈ E | ‖x‖ ≤ r}, luego

Ax := B ‖x‖
2

(x) ∪ B ‖x‖
2

(−x) ∈ Σ(E) y además por la Proposición 1.27 γ(Ax) = 1.

Ahora bien, como A es compacto, entonces A se recubre con finitos Ax, de este modo

A ⊂
⋃n
i=1Axi y aśı por (2) y (4) γ(A) < ∞. Supongamos γ(A) = n luego existe

φ ∈ C(A,Rn−{0}) impar, la cual puede ser extendida de forma impar a φ̂ ∈ C(E,Rn)

por medio del Teorema de Extensión de Tietze. Por ser φ : A → Rn − {0} continua

entonces φ 6= 0 sobre A y como A es compacto entonces existe δ > 0 tal que φ̂ 6= 0

en Nδ(A). De aqúı γ(Nδ(A)) ≤ γ(A) = n. Para la desigualdad contraria notemos que

A ⊂ Nδ(A).

(7) Consideremos h como el homeomorfismo impar al que se refiere la hipótesis, entonces

h ∈ C(A,Rn − {0}) luego γ(A) ≤ n. Si γ(A) = m < n entonces existe φ impar en

C(A,Rm−{0}) y el Teorema de Borzuk-Ulam 1.25 aplicado a la función impar h−1 ◦φ
implica que existe x ∈ A tal que

(
h−1 ◦ φ

)
(x) = 0, lo cual es contradictorio.

(8) Como E = V + V ⊥ entonces la proyección p : E → V es continua. Si suponemos que

A ∩ V ⊥ = ∅ entonces p ∈ C(A, V − {0}) luego (1) implica γ(A) ≤ k. Por lo tanto

A ∩ V ⊥ 6= ∅.



CAṔITULO 2

LEMA DE DEFORMACIÓN

Para un funcional I ∈ C1(E,R) donde E un Espacio de Banach real, definimos a c co-

mo un valor regular si I−1(c) no tiene puntos cŕıticos y a un conjunto de nivel en a como

Ia = {u ∈ E | I(u) ≤ a}. El Lema de Deformación expresa su importancia en el hecho de

que para un funcional I, cerca de valores regulares los conjuntos de nivel son iguales en el

sentido topológico, es decir, que alrededor de valor regulares los conjuntos de nivel se pueden

deformar continuamente mediante un homeomorfismo que retrae conjuntos de nivel Ic+ε a

conjuntos de nivel Ic−ε (o también de Ic−ε a Ic+ε) y estos conjuntos de nivel en su deforma-

ción continua no cambian la topoloǵıa. Esto significa que si la topoloǵıa cambia alrededor

del conjunto de nivel en c, es porque c es un valor cŕıtico para I.

Para llegar al Lema de Deformación presentado aqúı en su forma clásica es necesario ge-

neralizar el concepto de gradiente a espacios de Banach denominado como campo vectorial

pseudo-gradiente y además utilizar una noción de compacidad involucrando el operador, lla-

mada condición de Palais-Smale.

Es interesante mencionar que en la literatura se pueden encontrar formas cuantitativas del

Lema de Deformación, en el cual no se requiere la condición de Palais-Smale (para un re-

cuento de estos ver [Jab03]). Otra demostración del lema de deformación se puede encontrar

en [Cla72]. Las ideas de la demostración dada a continuación, fueron tomadas de [Rab84].

2.1. Campos Pseudo-Gradientes

Considerese a E un Espacio de Banach real y U ⊆ E un dominio.
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Definición 2.1. Sea I ∈ C1(U,R). Se dice que v ∈ E es un vector pseudo-gradiente para I

en u ∈ U si:

(i) ‖v‖ ≤ 2 ‖I ′(u)‖

(ii) I ′(u) v ≥ ‖I ′(u)‖2

Note que un vector pseudo-gradiente de existir no necesariamente es único, en efecto, cual-

quier combinación lineal convexa de vectores pseudo-gradientes es de nuevo un vector pseudo-

gradiente.

Definición 2.2. Para I ∈ C1(E,R) sea K∗ = {u ∈ E | I ′(u) 6= 0}.
V : K∗ → E es un campo vectorial pseudo-gradiente para I si V es localmente Lipschitz

continua y V (x) es un vector pseudo-gradiente para I en cada x de K∗.

Recordemos que si X y Y son espacios vectoriales normados entonces una función f : X → Y

se dice localmente Lipschitz continua si para cada x ∈ X existen A vecindad de x y una

constante k > 0 tal que ‖f(y)− f(z)‖ ≤ k ‖y − z‖ para todo y, z ∈ A.

Lema 2.3. Si I ∈ C1(E,R), existe un campo vectorial pseudo-gradiente para I.

Demostración. Como I ′(u) ∈ L(E,R) el conjunto de operadores lineales acotados, entonces

para cada u ∈ K∗ podemos encontrar w ∈ E con ‖w‖ = 1 que satisfaga I ′(u)w > 2
3
‖I ′(u)‖,

ya que para I ′(u) en L(E,R) tenemos que ‖I ′(u)‖ = sup
‖w‖=1

|I ′(u)w|. Entonces para tal w

hacemos z = 3
2
‖I ′(u)‖w que claramente es un estricto vector pseudo-gradiente para I en u.

Afirmamos que existe Nu vecindad abierta de u tal que z es un vector pseudo-gradiente para

todo v ∈ Nu, en efecto; como I ′ : E → L(E,R) es continua en u ∈ E entonces para cada

ε > 0 existe δu,ε > 0 tal que ‖I ′(v)− I ′(u)‖ < ε siempre que |v− u| < ε, con lo que tenemos

las siguientes desigualdades ∣∣‖I ′(v)‖ − ‖I ′(u)‖
∣∣< ε (2.1)

I ′(u)w < I ′(v)w + ε (2.2)

y como I ′(u)w > 2
3
‖I ′(u)‖ por (2.1) se tiene

I ′(u)w − ε > 2

3
‖I ′(v)‖ − 5

3
ε (2.3)

Si escogemos ε ≤ 1
4
‖I ′(u)‖ tenemos (i) de la Definición 2.1, ya que existe δ1 > 0 tal que si

v ∈ Bδ1(u) entonces por (2.1) ε ≤ 1
3
‖I ′(v)‖, por lo tanto para ‖z‖ = 3

2
‖I ′(u)‖ se satisface la



18 2. Lema de Deformación

condición. Para ver (ii) de la misma definición, escogemos ε ≥ 7
12
‖I ′(u)‖ por lo que existe

δ2 > 0 tal que si v ∈ Bδ2(u) entonces por (2.1) 5
2
ε2 − 7

2
‖I ′(u)‖ε ≥ 0, de este modo en

I ′(v)z = 3
2
‖I ′(u)‖I ′(v)w hacemos uso de las desigualdades (2.1), (2.2) y (2.3) para obtener

que I ′(v)z ≥ ‖I ′(v)‖2.

Elegimos Nu = Bδ(u) donde δ = mı́n{δ1, δ2},de modo tal que la colección {Nu | u ∈ K∗}
forma un cubrimiento abierto de K∗ la cual puede ser extendida al espacio métrico E, por lo

que podŕıamos obtener para dicha colección un refinamiento localmente finito ya que todo

espacio métrico resulta ser paracompacto (ver [Mun00]),a dicho refinamiento lo denotaremos

{Mj}.
Ahora consideremos ρj(x) = dist(x,E −Mj) entonces ρj(x) = 0 si x /∈ Mj y ρj : E → R
será Lipschitz continua, en efecto, para cada y y z en E si x ∈ E −Mj se tiene:

ρj(y) = dist(y, E −Mj) ≤ ‖y − x‖ ≤ ‖y − z‖+ ‖z − x‖

es decir que para x ∈ E −Mj tenemos

dist(y, E −Mj) + ‖z − x‖ ≤ ‖y − z‖

luego

dist(y, E −Mj) + dist(z, E −Mj) ≤ ‖y − z‖

e intercambiando los papeles de x y y obtenemos que ρj es Lipschitz continua con k = 1.

Sea

βj(x) =
ρj(x)∑
k ρk(x)

cabe resaltar que
∑

k ρk(x) es distinto de cero, pues {Mj} es un cubrimiento abierto de E y

es una suma finita para cada elemento x ya que x pertenece a finitos Mj y además cada Mj

está en algún Nuj por ser refinamiento.

zj = 3
2
‖I ′(uj)‖wj es un vector pseudo-gradiente para I en Mj, luego consideremos

V : K∗ → E definido como:

V (x) =
∑
j

zjβj (2.4)

Afirmamos que V es un campo pseudo-gradiente para I sobre K∗. Note que 0 ≤ βj(x) ≤ 1

y que
∑

j βj = 1 entonces resulta que (2.4) es una combinación lineal convexa de vectores

pseudo-gradientes para I en x.

Para ver que V es localmente Lipschitz continua, sea y ∈ K∗ luego y pertenece a finitos Mj,
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por lo tanto consideraremos la vecindad de y como A =
⋂
Mj, entonces si z ∈ A tenemos:

‖V (y)− V (x)‖ ≤
∑
j

|βj(y)− βj(x)| |zj|

=
∑
j

∣∣∣∣ ρj(y)∑
k ρk(y)

− ρj(z)∑
k ρk(z)

∣∣∣∣ |zj|
=
∑
j

∣∣∣∣∣ρj(y)
∑

k ρk(z)− ρj(z)
∑

k ρk(y)∑
k ρk(y)

∑
k ρk(z)

∣∣∣∣∣ |zj|
=
∑
j

∣∣∣∣∣
∑

k ρk(z)[ρj(y)− ρj(z)] + ρj(z)
[∑

k ρk(z)−
∑

k ρk(y)
]∑

k ρk(y)
∑

k ρk(z)

∣∣∣∣∣ |zj|
≤
∑
j

|y − z|
∑

k ρk(z) +Mρj(z)|z − y|∑
k ρk(y)

∑
k ρk(z)

|zj|

=

(∑
j

∑
k ρk(z) +Mρj(z)∑
k ρk(y)

∑
k ρk(z)

|zj|

)
|y − z|

≤ L |y − z|

Resulta aśı, que V definido como (2.4) es un campo vectorial pseudo-gradiente para I.

Corolario 2.4. Si I ∈ C1(E,R) es par, I tiene un campo vectorial pseudo-gradiente sobre

K∗ dotado por una función W impar.

Demostración. Para I existe un campo pseudo-gradiente V . Note que si I es par entonces

I ′ es impar, por lo tanto si consideramos la función impar

W (x) =
1

2

(
V (x)− V (−x)

)
seria el campo vectorial pseudo-gradiete buscado para I.

2.2. Lema de Deformación

Para I ∈ C1(E,R), donde E es un Espacio de Banach, definimos los siguientes conjuntos :

As := {u ∈ E | I(u) ≤ s}
Âs := {u ∈ E | I(u) ≥ s}
Ks := {u ∈ E | I(u) = s, I ′(u) = 0}.

A continuación una variante en la condición de compacidad para el operador I, necesaria en

la prueba de nuestro teorema principal.
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Definición 2.5. I ∈ C1(E,R) se dice que satisface la condición de Palais-Smale (P–S)

si cualquier sucesión (um) ⊂ E para la cual I(um) es acotada y I ′(um) → 0 tiene una

subsucesión convergente.

Teorema 2.6. (Lema de Deformación) Sean E un Espacio de Banach real y I ∈ C1(E,R)

función que satisface (P–S). Si c ∈ R, ε̄ > 0 y O una vecindad abierta de Kc entonces existen

ε ∈ (0, ε̄) y η ∈ C
(
[0, 1]× E,E

)
tal que:

(1) η(0, u) = u, ∀u ∈ E

(2) η(t, u) = u, ∀ t ∈ [0, 1] si I(u) /∈ [c− ε̄, c+ ε̄]

(3) η(t, u) es un homeomorfismo de E en E, ∀ t ∈ [0, 1]

(4) ‖η(t, u)− u‖ ≤ 1, ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ E

(5) I(η(t, u)) ≤ I(u), ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ E

(6) η(1, Ac+ε −O) ⊂ Ac−ε

(7) Si Kc = ∅, η(1, Ac+ε) ⊂ Ac−ε

(8) Si I(u) es par en u, η(t, u) es impar en u

Demostración. Seccionaremos la demostración para tener mayor claridad en el proceso.

(A) Como la función I satisface (P–S) entonces Kc = {u ∈ E | I(u) = c, I ′(u) = 0}
será compacto.

Elegimos δ > 0 adecuado tal que la vecindad Nδ := {u ∈ E | ‖u − Kc‖ < δ}, donde

‖u−Kc‖ denota la distancia de u a Kc, cumpla la relación:

Kc ⊂ Nδ ⊂ O

de esta manera es suficiente probar (6) con Nδ en lugar de O, y aśı, si Kc = ∅ también

lo será Nδ y entonces (6) implicará (7).

(B) Afirmamos que existen constantes b, ε̂ > 0 tales que

‖I ′(u)‖ ≥ b ∀u ∈ Ac+ε̂ − (Ac−ε̂ ∪Nδ/8)

Ya que si esto no fuera aśı, tendŕıamos sucesiones bn → 0, ε̂n → 0 y

(un) ⊂ Ac+ε̂ − (Ac−ε̂ ∪Nδ/8) tal que ‖I ′(u)‖ < bn y por (P–S) una subsucesión de (un)

converge a algún u ∈ Kc −Nδ/8 pero este último conjunto es vaćıo. (−→|←−)
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(C) Como (B) se mantiene si ε̂ es pequeño, podemos elegir

0 < ε̂ < mı́n

{
ε̄,
bδ

32
,
b2

2
,
1

8

}
(2.5)

luego para cualquier ε ∈ (0, ε̂) consideramos los conjuntos:

A := {u ∈ E | I(u) ≤ c− ε̂} ∪ {u ∈ E | I(u) ≤ c+ ε̂}
B := {u ∈ E | c− ε ≤ I(u) ≤ c+ ε}

por consiguiente A ∩B = ∅, entonces si dist(x,A)
not
= ‖x− A‖ definimos la función:

g(x) :=
‖x− A‖

‖x− A‖+ ‖x−B‖

note que g = 0 en A, g = 1 en B y 0 ≤ g ≤ 1, además g es Lipschitz continua en E. En

efecto, si x, y ∈ E entonces

∣∣g(x)− g(y)
∣∣ =

∣∣∣∣∣‖x− A‖
(
‖y − A‖+ ‖y −B‖

)
− ‖y − A‖

(
‖x− A‖+ ‖x−B‖

)(
‖x− A‖+ ‖x−B‖

)(
‖y − A‖+ ‖y −B‖

) ∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ‖x− A‖ ‖y −B‖ − ‖x−B‖ ‖y − A‖(
‖x− A‖+ ‖x−B‖

)(
‖y − A‖+ ‖y −B‖

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣‖x− A‖
(
‖y −B‖ − ‖x−B‖

)
+ ‖x−B‖

(
‖x− A‖ − ‖y − A‖

)(
‖x− A‖+ ‖x−B‖

)(
‖y − A‖+ ‖y −B‖

) ∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ‖x− A‖+ ‖x−B‖(
‖x− A‖+ ‖x−B‖

)(
‖y − A‖+ ‖y −B‖

)∣∣∣∣ |x− y|
≤ 1

‖A−B‖
|x− y|

(D) De igual manera definimos una función f Lipschitz continua sobre E, tal que:

f :=

{
1, en E −Nδ/4

0, en Nδ/8

0 ≤ f ≤ 1

Aśı, si I es par entonces los conjuntos A,B y Nδ son simétricos respecto al origen, por

lo tanto f y g seŕıan funciones pares.

(E) Definimos la función h como sigue:

h(s) :=

{
1, si s ∈ [0, 1]
1
s
, si s ≥ 1
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Como I ∈ C1(E,R), por el Lema 2.3 y el Corolario 2.4 existe un campo vectorial pseudo-

gradiende V : K∗ → E, con V impar si además I es par. Consideremos W : E → E

definido por:

W (x) :=

{
−f(x) g(x)h(‖V (x)‖)V (x), si x ∈ K∗
0, en otro caso

W aśı definido es localmente Lipschitz continua en E con 0 ≤ ‖W (x)‖ ≤ 1 y W impar

si I es par.

(F) Para lo que sigue usaremos resultados obtenidos en la teoŕıa de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias de los cuales haremos referencia en [HS74, Chapter 8].

Consideremos el problema de Cauchy:

P.V.I.

{
dη
dt

= W (η)

η(0, u) = u
(2.6)

El teorema fundamental de existencia y unicidad [HS74, Ch.8 §2. Theorem 1] implica

que en cada u ∈ E el problema de valor inicial (2.6) tiene única solución η(t, u) definida

sobre un intervalo maximal
(
t−(u), t+(u)

)
.

Afirmamos que t±(u) = ±∞. Supongamos lo contrario t+(u) <∞, por lo que podemos

también suponer una sucesión tn ↑ t+(u), de modo tal que si

η(t, u) = η(0, u) +

∫ t

0

W (η(s, u)) ds

entonces ∥∥η(tn+1, u)− η(tn, u)
∥∥ =

∥∥∥∥∫ tn+1

tn

W (η(s, u)) ds

∥∥∥∥
≤
∫ tn+1

tn

∥∥W (η(s, u))
∥∥ ds

≤ |tn+1 − tn| por que ‖W (·)‖ ≤ 1

Por lo tanto η(tn, u) forma una sucesión de Cauchy en E, luego converge a algún ū ∈ E
cuando tn → t+(u).

Entonces el problema de Cauchy dη
dt

= W (η) con dato inicial η(t+(u), ū) = ū extiende

de forma continua al flujo η(t, u) para valores de t > t+(u) contradiciendo a t+(u) como

elemento máximo. Análogo para t−(u) = −∞.

Los detalles del argumento anterior se sustentan en la prueba de [HS74, Ch.8 §5. Theo-

rem 1] la cual implica que si tn → t+(u) entonces
∥∥η(tn, u)

∥∥ → ∞, y de igual manera

tenemos contradicción.
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(1) La dependencia continua de las soluciones de (2.6) sobre el dato inicial u implica que

η ∈ C
(
[0, 1]× E,E

)
, (ver [HS74, Ch.8 §7. Theorem 2]).

El problema de Cauchy (2.6) implica (1).

(2) De acuerdo con (2.5) ε̂ < ε̄ y como g se anula en A = {u ∈ E | |I(u)− c| ≤ ε̂} entonces

g(u) = 0 si I(u) /∈ [c− ε̄, c+ ε̄], con lo cual W (u) = 0 y por lo tanto tenemos (2):

η(t, u) = η(0, u) +

∫ t

0

W (η(s, u)) ds

= η(0, u) = u

(3) η(t, ·) : E → E es un homeomorfismo, en efecto η(t, ·) y η(−t, ·) son continuas en E y

por las propiedades de semigrupo del flujo del problema de Cauchy (2.6) tenemos:

η(t, η(−t, u)) = η(t− t, u) = η(0, u) = u

Las propiedades de semigrupo para el flujo de una ecuación diferencial se puede ver en

[HS74, Ch.8 §7].

(4) Para todo t ∈ [0, 1] y todo u ∈ E, tenemos:

‖η(t, u)− u‖ =

∥∥∥∥η(0, u) +

∫ t

0

W (η(s, u)) ds− u
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∫ t

0

W (η(s, u)) ds

∥∥∥∥
≤
∫ t

0

‖W (η(s, u))‖ ds

≤ t ≤ 1 por t ∈ [0, 1]

(5) Si W (u) = 0 entonces en el problema de Cauchy (2.6) resulta que η(t, u) = u es la única

solución y aśı (5) se satisface trivialmente, a saber: I(η(t, u)) = I(u).

Si W (u) 6= 0, u ∈ K∗ por lo tanto V (u) estará definido y aśı mismo la solución del

problema de Cauchy (2.6), V (η(t, u)) lo estará.

dI ◦ η
dt

(t, u) = I ′(η(t, u))
dη

dt
(t, u)

= I ′(η(t, u))W (η(t, u))

= −I ′(η(t, u)) f(η(t, u)) g(η(t, u))h(‖V (η(t, u))‖)V (η(t, u))

= −
[
f(η(t, u)) g(η(t, u))h(‖V (η(t, u))‖)

]
I ′(η(t, u))V (η(t, u))
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como V (η(t, u)) es un vector pseudo-gradiente para I en cada η(t, u) ∈ E, entonces:

≤ −
[
f(η(t, u)) g(η(t, u))h(‖V (η(t, u))‖)

]︸ ︷︷ ︸
≥0

∥∥I ′(η(t, u))
∥∥2

≤ 0

Ahora bien,

dI(η(t, u))

dt
≤ 0 ∀t ∈ R (2.7)

y por el Teorema del Valor Medio:

I(η(t, u))− I(η(0, u)) =
[ d
dt
I(η(t0, u))

]
t, t ≥ 0

≤ 0

entonces I(η(t, u)) ≤ I(η(0, u)) = I(u), (5) se satisface.

(6) Veamos que η(1, Ac+ε −Nδ) ⊂ Ac−ε.

Si u ∈ Ac−ε entonces por el numeral (5) tenemos que I(η(t, u)) ≤ c− ε, esto es, η(t, u) ∈
Ac−ε, en particular η(1, u) ∈ Ac−ε.
Si u ∈ Y := Ac+ε −

(
Ac−ε ∪Nδ

)
veamos que η(1, u) ∈ Ac−ε.

Como g se anula en Ac−ε̂ entonces la órbita η(t, u), (t ≥ 0) no puede entrar a Ac−ε̂ si

u ∈ Y , ya que si lo hiciera por unicidad en la solución de (2.6) η(t, u) = u, para todo

t ≥ 0 y u /∈ Y . Por consiguiente si u ∈ Y entonces I(η(t, u)) ≥ c− ε̂.
De (2.7) obtenido en (5), concluimos que para todo t ≥ 0:

0 ≤ I(η(0, u))− I(η(t, u)) ≤ c+ ε− (c− ε̂) = ε+ ε̂ < 2ε̂ (2.8)

Ahora supongamos u ∈ Y y η(s, u) ∈ Z := Ac+ε−
(
Ac−ε∪Nδ/2

)
para s en algún intervalo

[0, t]. Este será ciertamente el caso para un t pequeño. Para este s, η(s, u) ∈ K∗ por (B)

entonces esta definido W (η(s, u)) y además f(η(s, u)) = g(η(s, u)) = 1.

Para tal s ∈ [0, t] y η(s, u) por (2.8) tenemos:

2ε̂ > I(η(0, u))− I(η(t, u))

=

∫ 0

t

dI(η(s, u))

ds
ds

=

∫ 0

t

I ′(η(s, u))W (η(s, u)) ds

=

∫ t

0

h
(
‖V (η(s, u))‖

)
I ′(η(s, u))V (η(s, u)) ds
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como V (η(s, u)) es un vector pseudo-gradiente para I en cada η(s, u) ∈ E, entonces:

≥
∫ t

0

h
(
‖V (η(s, u))‖

) ∥∥I ′(η(s, u))
∥∥2
ds

≥ b

∫ t

0

h
(
‖V (η(s, u))‖

)
‖I ′(η(s, u))‖ ds por (B)

≥ b

2

∫ t

0

h
(
‖V (η(s, u))‖

)
‖V (η(s, u))‖ ds por Definicion 2.1

≥ b

2

∥∥∥∥∫ t

0

h
(
‖V (η(s, u))‖

)
‖V (η(s, u))‖ ds

∥∥∥∥
=
b

2

∥∥∥∥∫ t

0

‖W (η(s, u))‖ ds
∥∥∥∥

=
b

2
‖η(t, u)− u‖

En conclusión 2ε̂ > b
2
‖η(t, u) − u‖, esto es, ‖η(t, u) − u‖ < 4ε̂

b
y por la elección de ε̂

en (2.5), ‖η(t, u) − u‖ < δ
8
, lo que significa que la órbita η(t, u) no deja Z para entrar

en Nδ/2, consecuentemente la única forma de dejar Z es entrar a Ac−ε, recuerde que

I(η(t, u)) es decreciente (en t).

Afirmamos que η(t, u) entra a Ac−ε en algún t ∈ (0, 1) y esto asegura (6).

Si esto no fuera aśı, entonces η(t, u) ∈ Z para todo t ∈ (0, 1). Ahora, tengamos en cuenta

lo siguiente:
dI(η(t, u))

dt
≤ −h

(
‖V (η(s, u))‖

) ∥∥I ′(η(s, u))
∥∥2

Si para algún t ∈ (0, 1) fijo, ‖V (η(t, ·)‖ ≤ 1 entonces por (B): dI(η(t,u)
dt

≤ −b2.

Si en cambio para algún t ∈ (0, 1) fijo, ‖V (η(t, ·)‖ > 1 entonces
dI(η(t,u)

dt
≤ − 1

‖V (η(t,u)‖ ‖I
′(η(t, u))‖2, y como V (η(t, u)) es un vector pseudo-gradiente par

I en η(t, u) entonces haciendo uso de (i) en la Definición 2.1, obtenemos dI(η(t,u)
dt

≤
−1

4
‖V (η(t, u)‖ ≤ −1

4
.

De este modo para cualquier t ∈ (0, 1) se tiene

dI(η(t, u)

dt
≤ −mı́n

{
b2, 1

4

}
∫ 0

t

dI(η(s, u)

ds
ds ≥ mı́n

{
b2, 1

4

}
t

I(u)− I(η(t, u)) ≥ mı́n
{
b2, 1

4

}
t

entonces por (2.8)

2ε̂ > I(u)− I(η(t, u)) ≥ mı́n
{
b2, 1

4

}
t
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y con un proceso ĺımite (t ↑ 1) tenemos

2ε̂ > I(u)− I(η(1, u)) ≥ mı́n
{
b2, 1

4

}
esto es, ε̂ > mı́n

{
b2, 1

4

}
. (−→|←−)

Por lo tanto si u ∈ Y entonces para algún t ∈ (0, 1), I(η(t, u)) ≤ c − ε, lo que implica

que η(1, u) ⊂ Ac−ε por ser I(η(·, u)) decreciente.

(8) Si I : E → R es par, entonces W : E → R es impar, esto es, W (η(t,−u)) = −W (η(t, u)),

por lo tanto
dη(t,−u)

dt
= −dη(t, u)

dt

luego
d

dt
[η(t,−u) + η(t, u)] = 0

entonces

η(t,−u) = η(t, u) + t0

y haciendo u = 0 obtenemos el resultado deseado.

Nota 2.7. Observemos que si en la prueba remplazamos el campo pseudo-gradiente W

por −W las conclusiones del teorema anterior son ligeramente contrarias, a saber:

(5) I(η(t, u)) ≥ I(u), ∀ t ∈ [0, 1], u ∈ E

(6) η(1, Âc−ε −O) ⊂ Âc+ε

(7) Si Kc = ∅, η(1, Âc−ε) ⊂ Âc+ε



CAṔITULO 3

TEORÍA DE LJUSTERNIK-SCHNIRELMANN

La teoŕıa de Ljusternik and Schnirelmann consiste en determinar existencia y estimar acerca

del numero de puntos cŕıticos de un funcional a partir de la topoloǵıa de su dominio. En este

caṕıtulo usaremos el Lema de Deformación1 como herramienta eficaz en la determinación de

valores cŕıticos de funcionales definidos sobre un espacio de Banach real. Dando condiciones

sobre el funcional es posible exponer mediante el concepto de genero maneras de obtener

valores cŕıticos para éste, llevándonos en ciertos casos a encontrar infinitos pares distintos de

puntos cŕıticos cuando el funcional es par. Note el énfasis que queremos de distinguir puntos

cŕıticos de valores cŕıticos.

Sea E un espacio de Banach real de infinita dimensión, consideremos los conjuntos Br =

{u ∈ E | ‖u‖ < r} y Sr = ∂Br, además B
not
= B1 y S

not
= S1.

Para los resultados que obtendremos en este caṕıtulo, I ∈ C1(E,R) con I(0) = 0.

Supongamos I satisface:

(I.1): Existe ρ > 0 tal que I > 0 en Bρ − {0} y I ≥ α > 0 en Sρ.

(I.2): Existe e ∈ E, e 6= 0 tal que I(e) = 0.

(I.3): Si una sucesión (um) ⊂ E es tal que I(um) > 0, I(um) acotado superiormente y

I ′(um)→ 0, entonces (um) tiene una subsucesión convergente.

Observemos que (I.3) es una suave versión debilitada de la la condición de Palais-Smale.

1Para relajar un poco la notación, nos referiremos al flujo η(t, u) como ηt(u).
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Sea

Γ := {g ∈ C
(
[0, 1], E

)
| g(0) = 0, g(1) = 1}

Claramente el camino g(t) = et ∈ Γ luego Γ 6= ∅.

Teorema 3.1. Supongamos I satisface (I.1)-(I.3). Entonces

b = ı́nf
g∈Γ

máx
y∈[0,1]

I(g(y)) (3.1)

es un valor cŕıtico de I con 0 < α ≤ b < +∞

Demostración. (I.1)-(I.2) implican que Sρ separa a 0 de e. Si g ∈ Γ entonces g
(
[0, 1]

)
es

conexo puesto que g s continua luego g
(
[0, 1]

)
∩Sρ 6= ∅, por lo tanto para g ∈ Γ fijo α es una

cota inferior de máxy∈[0,1] I(g(y)) y de este modo b ≥ α.

Veamos que b es valor cŕıtico de I. Si no lo fuera entonces Kb = ∅ y por (7) del Lema de

Deformación 2.6 existe ε con 0 < ε < ε̄ < α y un flujo η1 ∈ C(E,E) tal que η1(Ab+ε) ⊂ Ab−ε.

Por la propiedad de aproximación del ı́nfimo existe g ∈ Γ tal que máxy∈[0,1] I(g(y)) < b+ ε,

esto es, g(y) ∈ Ab+ε si y ∈ [0, 1].

Ahora bien, haciendo ε̄ = α
2

tenemos que I(0), I(e) /∈ [b− ε̄, b+ ε̄] luego por (2) del Teorema

2.6 tenemos η1(g(0)) = 0 y η1(g(1)) = e, lo que significa que η1 ◦ g ∈ Γ.

Pero como η1(Ab+ε) ⊂ Ab−ε y η1 ◦ g ∈ Γ con g[0, 1] ∈ Ab+ε entonces

b ≤ máx
y∈[0,1]

I
(
(η1 ◦ g)(y)

)
≤ b− ε (−→|←−)

Nota 3.2. Si I satisface (I.1)-(I.2), (P–S) y además I es acotado inferiormente entonces

b = ı́nfE I es también un valor cŕıtico de I para el cual existe un punto cŕıtico no nulo. En

efecto, b ≤ 0 entonces si b = 0 claramente e es un mı́nimo local; si en cambio b < 0 y Kb = ∅
el flujo del Teorema 2.6 es tal que η1(Ab+ε) ⊂ ∅, (−→|←−).

Una versión dual del teorema anterior, se construye como sigue.

Γ∗ := {h ∈ C(E,E) | h es un homeomorfismo de E en E, h(0) = 0 y h(B) ⊂ Â0}
Γe∗ := {h ∈ Γ∗ | h(S) separa a 0 de e}

Observemos que (I.1) implica que tanto Γ∗ 6= ∅ como Γe∗ 6= ∅, ya que h(u) = ρu es un

homeomorfismo de E en E que pasa por el origen y h(B) = Bρ donde I(Bρ) ≥ 0.

Teorema 3.3. Supongamos I satisface (I.1)-(I.3). Entonces

c = sup
h∈Γe∗

ı́nf
u∈S

I(h(u)) (3.2)

es un valor cŕıtico de I con 0 < α ≤ c ≤ b < +∞
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Demostración. h(u) = ρu ∈ Γe∗ entonces ı́nfu∈S I(h(u)) = ı́nfu∈Sρ I(u) ≥ α por lo tanto

α ≤ c.

Si h ∈ Γe∗ entonces h(S) separa a 0 de e y si g ∈ Γ entonces g
(
[0, 1]

)
es conexo, lo que implica

que g
(
[0, 1]

)
∩ h(S) 6= ∅ luego existe w ∈ g

(
[0, 1]

)
∩ h(S) y para este w se tiene

ı́nf
u∈S

I(h(u)) ≤ I(w) ≤ máx
y∈[0,1]

I(g(y))

y consecuentemente c ≤ b.

Si c no es un valor cŕıtico de I entonces Kc = ∅ luego por (3) y (7) del Teorema 2.6 y la Nota

2.7 existen ε con 0 < ε < ε̄ < α y un homeomorfismo η1 de E en E tal que η1(Âc−ε) ⊂ Âc+ε.

Por la propiedad de aproximación del supremo existe h ∈ Γe∗ tal que ı́nfu∈S I(h(u)) > c− ε,
esto es, h(u) ⊂ Âc−ε si u ∈ S.

Haciendo ε̄ = α
2

entonces por (2) del Teorema 2.6 η1(0) = 0 y η1 ◦ h es un homeomorfismo

de E en E con (η1 ◦ h)(0) = 0.

Como I(η1(u)) ≥ I(u) (ver Nota 2.7), entonces η1(Â0) ⊂ Â0 y de aqúı
(
η1 ◦ h

)
(B) ⊂ Â0.

Para ver que η1 ◦ h ∈ Γe∗ es suficiente mostrar que (η1 ◦ h)(x) = e si x /∈ B̄. Pero nuevamente

por (2) del Lema de Deformación η1(e) = e luego h(x) = e si x /∈ B̄.

De este modo η1 ◦ h ∈ Γe∗ con h(S) ⊂ Âc−ε y como η1(Âc−ε) ⊂ Âc+ε entonces:

c ≥ ı́nf
u∈S

I((η1 ◦ h)(u)) ≥ c+ ε (−→|←−)

Nota 3.4. Si hacemos E = R1 es fácil obtener un caso donde c < b, a saber:

b

c

E

IHEL

Supongamos ahora que:

(I.4): I(u) = I(−u) para todo u ∈ E.

(I.5): Para todo Ẽ subespacio finito dimensional de E, Ẽ ∩ Â0 es acotado.
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Observemos que (I.4) implica que los puntos cŕıticos de I en caso de ocurrir lo harán en

pares ant́ıpodas.

Sean Γ∗ := {h ∈ Γ∗ | h es impar} y

Γm := {K ⊂ E | K es compacto, simétrico y para todo h ∈ Γ∗, γ(K ∩ h(S)) ≥ m}

Note que K ∩ h(S) ∈ Σ(E) y (I.1) implica Γ∗ 6= ∅.

Lema 3.5. Si I satisface (I.1),(I.5) entonces (m ≥ 1):

(1) Γm 6= ∅

(2) Γm+1 ⊂ Γm

(3) Si K ∈ Γm y Y ∈ Σ(E) con γ(Y ) ≤ r < m entonces K − Y ∈ Γm−r

(4) Si φ es un homeomorfismo impar de E en E y φ−1(Â0) ⊂ Â0 entonces φ(K) ∈ Γm si

K ∈ Γm

Demostración. (1) Sea Ẽ un subespacio m-dimensional de E y sea KR = Ẽ ∩ B̄R, KR es

compacto y simétrico pues Ẽ es finito dimensional. Por (I.5) Ẽ ∩ Â0 es acotado luego

para un R suficientemente grande, Ẽ ∩ Â0 ⊂ KR.

Más aún si h ∈ Γ∗ entonces h(B)∩ Ẽ ⊂ KR ya que h(B)∩ Ẽ ⊂ Â0 ∩ Ẽ, además por ser

R suficientemente grande h(S) ∩ Ẽ = h(S) ∩KR.

Resulta que h ∈ Γ∗ es un homeomorfismo impar de E en E y h(0) = 0 entonces Ẽ∩h(B)

es una vecindad abierta, acotada y simétrica de 0 en Ẽ, y como Ẽ es isomorfo a Rm

entonces la frontera de Ẽ ∩ h(B) es homeomorfa a la frontera de una vecindad abierta,

acotada y simétrica de 0 en Rm, aśı por (7) del Lema 1.29 tenemos γ
(
∂
(
Ẽ∩h(B)

))
= m.

Como ∂
(
Ẽ ∩ h(B)

)
= Ẽ ∩ h(S) entonces

γ
(
KR ∩ h(S)

)
= γ

(
Ẽ ∩ h(S)

)
= γ

(
∂
(
Ẽ ∩ h(B)

))
= m y por lo tanto KR ∈ Γm.

(2) Es evidente.

(3) Sea h ∈ Γ∗. K − Y es compacto y simétrico respecto al origen.

K − Y ∩ h(S) = (K ∩ h(S))− Y y por (5) del Lema 1.29

γ
(
(K ∩ h(S))− Y

)
≥ γ

(
K ∩ h(S)

)
− γ(Y ) ≥ m− r.

(4) Sea h ∈ Γ∗. φ(K) es compacto y simétrico respecto al origen.

Por (3) del Lema 1.29 γ
(
φ(K)∩h(S)

)
= γ

(
K∩(φ−1◦h)(S)

)
, luego basta ver φ−1◦h ∈ Γ∗,

que es cierto por las condiciones impuestas sobre φ.
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Teorema 3.6. Sea I que satisface (I.1), (I.3)-(I.5). Si

bm = ı́nf
K∈Γm

máx
u∈K

I(u) m ≥ 1 (3.3)

entonces 0 < α ≤ bm ≤ bm+1 < +∞ y bm es un valor cŕıtico de I. Además,

i) si bm = · · · = bm+r−1 = b entonces γ(Kb) ≥ r

ii) bm →∞ cuando m→∞

Demostración. Para K ∈ Γm, consideramos h(u) = ρu (donde ρ está dado por (I.1)), que

está en Γ∗ entonces γ(K∩Sρ) ≥ m ≥ 1 luegoK∩Sρ 6= ∅ y por (I.1) tenemos α ≤ máxu∈K I(u)

si K ∈ Γm. Aśı α ≤ bm < +∞.

Y por (2) del Lema 3.5 obtenemos bm ≤ bm+1.

Supongamos bm = · · · = bm+r−1 = b y γ(Kb) < r. Note que Kb es cerrado y simétrico respecto

al origen por (I.3) e (I.4) respectivamente. Por (6) del Lema 1.29 existe una vecindad tubular

Nδ(Kb) tal que γ
(
Nδ(Kb)

)
< r y por el Lema de Deformación 2.6 existe ε ∈ (0, α) y un

homeomorfismo impar ηt(u) de E en E tal que η1

(
Ab+ε − intNδ(Kb)

)
⊂ Ab−ε.

Por ser b = bm+r−1 un ı́nfimo existe K ∈ Γm+r−1 tal que máxu∈K I(u) < b + ε, es decir,

K ⊂ Ab+ε.

Observe que para Q = K −Nδ(Kb) = K − intNδ(Kb) por (3) del Lema 3.5 se tiene que

γ
(
Nδ(Kb)

)
≤ r − 1 < m+ r − 1 entonces Q = K −Nδ(Kb) pertenece a Γm+r−1−(r−1) = Γm.

Por (5) del Lema de Deformación si x es tal que η1(x) ∈ Â0 entonces x ∈ Â0, esto es, si

x ∈ η−1
1 (Â0) entonces x ∈ Â0, es decir, η−1

1 (Â0) ⊂ Â0.

Y por (4) del Lema 3.5 para η1 homeomorfismo de E en E se tiene que η1(Q) ∈ Γm. Pero

como Q = K − intNδ(Kb) ⊂ Ab+ε − intNδ(Kb) entonces η1(Q) ⊂ Ab−ε y esto implica

bm ≤ máx
u∈η1(Q)

I(u) ≤ b− ε (−→|←−)

entonces γ(Kb) ≥ r.

Note que en cualquier caso r ≥ 1, lo que implica que γ(Kbm) ≥ 1 y consecuentemente

Kbm = {u ∈ E | I(u) = bm, I
′(u) = 0} es no vaćıo lo que significa que bm es un valor cŕıtico

de I.

Ahora bien, si existe n ∈ N tal que bm = bn = b para todo m ≥ n, entonces γ(Kb) =∞ pero

por la condición de Palais-Smale (I.3) el conjunto Kb es compacto, luego se contradice (6)

del Lema 1.29.

Si en cambio ahora, existe b̄ <∞ tal que bm → b̄ cuando m→∞ entonces nuevamente por

(I.3) el conjunto K∗ = {u ∈ E | b1 ≤ I(u) ≤ b̄, I ′(u) = 0} es compacto.

Supongamos γ(K∗) = j entonces (6) del Lema 1.29 garantiza una vecindad tubular Nδ(K∗)
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con γ(Nδ(K∗)) = j. Por el Teorema 2.6 existe un ε > 0 y un homeomorfismo impar ηt(u) de

E en E tal que η1

(
Ab̄+ε − intNδ(K∗)

)
⊂ Ab̄−ε. Sea m el menor entero tal que b̄ − ε < bm.

Elegimos K ∈ Γm+j tal que máxu∈K I(u) < bm+j + ε < b̄+ ε, esto es, K ⊂ Ab̄+ε.

Como antes (3) y (4) del Lema 3.5 implican que Q = K −Nδ(K∗) = K − intNδ(K∗) ∈ Γm
y η1(Q) ∈ Γm.

Aśı,Q ⊂ Ab̄+ε−intNδ(K∗) entonces η1(Q) ⊂ Ab̄−ε y en este caso máxu∈η1(Q) I(u) ≤ b̄−ε < bm
es una contradicción.

Por lo tanto debe suceder que bm →∞ cuando m→∞.

Corolario 3.7. Bajo las hipótesis del Teorema 3.6 I posee por pares ant́ıpodas, infinitos

puntos cŕıticos distintos.

Demostración. Si 0 < α < b1 < · · · < bm < bm+1 < · · · entonces γ(Kbj) ≥ 1 y por la Nota

1.28 en cada Kbj existirán por lo menos finitos pares de puntos cŕıticos, y aśı en la unión

numerable
⋃
jKbj habrán infinitos pares de puntos cŕıticos distintos.

Si en algún momento bm = bm+1 = b entonces γ(Kb) > 1 y por la misma Nota 1.28 Kb seŕıa

infinito, luego en cualquier caso tenemos el resultado.

Ahora introduciremos conjuntos que son también usados para construir valores cŕıticos del

funcional I.

Bm = {x ∈ Rm | |x| < 1}, Bm
δ = {x ∈ Rm | |x| < δ}, Sm+1 = ∂Bm

A0∗ := {u ∈ E | I(u) < 0}
Γ̃m := {g ∈ C(B̄m, E) | g es impar, inyectiva y g(Sm−1) ⊂ A0∗}

Lema 3.8. Si I satisface (I.1),(I.5) entonces (m ≥ 1):

(1) Γ̃m 6= ∅

(2) Γ̃m+1 ⊂ Γ̃m

(3) Si φ es un homeomorfismo impar de E en E y φ(A0∗) ⊂ A0∗ entonces φ ◦ g ∈ Γ̃m si

g ∈ Γ̃m

Demostración. (1) Sea Ẽ un subespacio m-dimensional de E. Por (I.5) existe R > 0 tal

que Ẽ ∩ Â0 ⊂ BR, por lo tanto SR ⊂ BR
c ⊂ (Ẽ ∩ Â0)

c
⊂ A0∗ ∪ Ẽc y consecuentemente

SR ∩ Ẽ ⊂ A0∗ .

Ahora identificando Ẽ con Rm definimos la función continua g impar e inyectiva dad por

g(x) =
R|x|
‖ϕ(x)‖

ϕ(x)
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donde ϕ : Rm → Ẽ es el isomorfismo que identifica las espacios m-dimensionales.

Esta función g es tal que g(Sm−1) = SR ∩ Ẽ ⊂ A0∗ luego g ∈ Γ̃m.

(2) y (3) son evidentes.

Teorema 3.9. Sea I que satisface (I.1), (I.3)-(I.5). Si

b̃m = ı́nf
g∈Γ̃m

máx
y∈Bm

I(g(y)) m ≥ 1 (3.4)

entonces 0 < α ≤ b̃m ≤ b̃m+1 < +∞ y b̃m es un valor cŕıtico de I.

Demostración. Sea g ∈ Γ̃m entonces g(Bm) es una vecindad simétrica de 0 en E.

Por (I.1) g(Bm) ∩ Â0 6= ∅ y como g(Sm−1) ⊂ A0∗ entonces ρ dado por (I.1) es tal que

g(Bm)∩Sρ 6= ∅ (note además que tiene sentido de hablar de máximo sobre g(Bm)), entonces

α ≤ máxy∈Bm I(g(y)) y aśı α ≤ b̃m. Teniendo en cuenta (2) del Lema 3.8, b̃m ≤ b̃m+1.

Ahora, si b̃m no fuera valor cŕıtico de I por el Teorema 2.6 existe ε ∈ (0, α) y una deformación

ηt(u) tal que η1(Ab̃m+ε) ⊂ Ab̃m−ε.

Por (2) del Lema de Deformación η1(u) = u particularmente en A0∗ , consecuentemente por

(3) del Lema 3.8, del homeomerfismo impar φ = η1 se tiene que η1 ◦ g ∈ Γ̃m si g ∈ Γ̃m.

Por la propiedad de aproximación para el ı́nfimo, existe g ∈ Γ̃m tal que

máxy∈Bm I(g(y)) < b̃m + ε, esto es, g(Bm) ⊂ Ab̃m+ε.

En conclusión, η1(Ab̃m+ε) ⊂ Ab̃m−ε y η1 ◦ g ∈ Γ̃m con g(Bm) ⊂ Ab̃m+ε entonces

máx
y∈Bm

I
(
(η1 ◦ g)(y)

)
≤ b̃m − ε (−→|←−)

Para cada m ∈ N denotaremos:

Em : Subespacio m-dimensional de E.

E⊥m : Suplementario Topológico de Em.

Teorema 3.10. Sea I que satisface (I.1), (I.3)-(I.5). Si

cm = sup
h∈Γ∗

ı́nf
u∈S∩E⊥m−1

I(h(u)) m ≥ 1 (3.5)

entonces 0 < α ≤ cm ≤ bm < +∞, cm ≤ cm+1 y cm es un valor cŕıtico de I.

Demostración. Para h(u) = ρu en Γ∗ tenemos que ı́nfu∈S∩E⊥m−1
I(h(u)) = ı́nfu∈Sρ∩E⊥m−1

I(u) ≥
ı́nfu∈Sρ I(u) ≥ α entonces cm ≥ α.
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Como los espacios Em son finito dimensionales podemos identificar el subespacio Em−1 con

un subconjunto del subespacio Em por lo tanto consideramos que S ∩E⊥m ⊂ S ∩E⊥m−1 luego

ı́nfu∈S∩E⊥m−1
I(h(u)) ≤ ı́nfu∈S∩E⊥m I(h(u)), esto es, cm ≤ cm+1.

Veamos que cm ≤ bm. Sea K ∈ Γm y h ∈ Γ∗ entonces si K ∩ h(S ∩ E⊥m−1) 6= ∅ tenemos

ı́nfu∈S∩E⊥m−1
I(h(u)) ≤ máxu∈K I(u) lo que implica que cm ≤ bm. Por lo tanto basta ver que

K ∩h(S ∩E⊥m−1) 6= ∅, en efecto, como K está en Γm entonces γ
(
K ∩h(S)

)
≥ m, recordemos

que h está en Γ∗ y h(S) es la frontera de una vecindad simétrica de 0 en E. Ahora bien, por

(3) del Lema 1.29 γ
(
h−1(K) ∩ S

)
= γ

(
K ∩ h(S)

)
entonces γ

(
h−1(K) ∩ S

)
≥ m y por (8)

del mismo lema tenemos que h−1(K) ∩ S ∩ E⊥m−1 6= ∅, es decir, K ∩ h(S ∩ E⊥m−1) 6= ∅.
Finalmente, para ver que cm es valor cŕıtico de I procedemos como es ya costumbre.

SiKcm = ∅, existe una deformación ηt(u) homeomorfismo impar de E en E tal que η1(Âcm−ε) ⊂
Âcm+ε para algún ε ∈ (0, α).

Por la propiedad de aproximación del supremo, para este ε ∈ (0, α) existe h ∈ Γ∗ tal que

ı́nfu∈S∩E⊥m−1
I(h(u)) > cm − ε, esto es, h(S ∩ E⊥m−1) ⊂ Âcm−ε.

Como η1 es impar continua entonces η1(0) = 0, además (5) de la Nota 2.7 implica η1(Â0) ⊂
Â0. Por lo tanto η1 ◦ h ∈ Γ∗.

En conclusión, η1 ◦ h ∈ Γ∗ con h(S ∩ E⊥m−1) ⊂ Âcm−ε y η1(Âcm−ε) ⊂ Âcm+ε entonces

ı́nf
u∈S∩E⊥m−1

I
(
(η1 ◦ h)(u)

)
≥ cm − ε (−→|←−)

Nota 3.11. Recordemos que

Γ∗ = {h ∈ C(E,E) | h es un homeomorfismo impar de E en E, h(0) = 0 y h(B) ⊂ Â0}
Γ̃m = {g ∈ C(B̄m, E) | g es impar, inyectiva y g(Sm−1) ⊂ A0∗}
donde Â0 = {u ∈ E | I(u) ≥ 0} y A0∗ = {u ∈ E | I(u) < 0}.
Afirmamos que si h ∈ Γ∗ y g ∈ Γ̃m entonces h(S)∩ g(Bm) 6= ∅. En efecto, la continuidad de

h y la condición que h(B) ⊂ Â0 nos garantiza que h(S) ⊂ Â0 y además h(S) es la frontera

de una vecindad simétrica de 0 en E por ser h impar.

Por otro lado g es continua impar, luego g(Bm) es una vecindad simétrica de 0 en E que

por (I.1) g(Bm) ∩ Â0 6= ∅ y además g(Sm−1) ⊂ A0∗.

Las observaciones anteriores referentes a h y a g implican que h(S) ∩ g(Bm) 6= ∅.

Corolario 3.12. cm ≤ b̃m m ≥ 1

Demostración. Para ver que cm ≤ b̃m basta ver que h(S ∩ E⊥m−1) ∩ g(Bm) 6= ∅ ya que para

w ∈ h(S ∩ E⊥m−1 ∩ g(Bm) se tiene que ı́nfu∈S∩E⊥m−1
I(h(u)) ≤ I(w) ≤ máxy∈Bm I(g(y)). En

efecto, note que h(S) es la frontera de una vecindad simétrica de 0 en E entonces g−1(h(S))

es la frontera de una vecindad simétrica de 0 en Rm y como h(S) ∩ g(Bm) 6= ∅ (ver Nota

3.11), entonces g−1(h(S))∩Bm también lo será, y aśı por (7) del Lema 1.29 obtenemos que
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γ
(
g−1(h(S))∩Bm

)
= m. Ahora observe que g ∈ C

(
g−1(h(S))∩Bm, h(S)∩ g(Bm)

)
entonces

por (2) del Lema 1.29 γ
(
h(S) ∩ g(Bm)

)
≥ γ

(
g−1(h(S)) ∩ Bm

)
= m lo que implica por (3)

del mismo lema que γ
(
S ∩ h−1(g(Bm))

)
≥ m, de este modo y finalmente podemos usar (8)

del Lema 1.29 para concluir que S ∩ h−1(g(Bm)) ∩ E⊥m−1 6= ∅.

Se pueden obtener resultados análogos si debilitamos la condición (I.1) por la siguiente.

(I.6): Existe un subespacio l-dimensional Ẽ de E con el subespacio Ẽ⊥ como su suple-

mentario topológico, tal que para algún ρ > 0:

I > 0 en
(
Bρ − {0}

)
∩ Ẽ⊥ y I ≥ α > 0 en Sρ ∩ Ẽ⊥

Claramente (I.1) implica (I.6).

De forma análoga a Γ∗ y Γm definimos los conjuntos:

Λ∗ := {h ∈ C(E,E) | h es un homeomorfismo impar de E en E con h(B) ⊂ Â0 ∪ B̄ρ}
Λm := {K ⊂ E | K es compacto, simétrico y para todo h ∈ Λ∗, γ(K ∩ h(S)) ≥ m}

Note que (I.6) implica h(u) = ρu está en Λ∗ por lo tanto Λ∗ 6= ∅, aśı Λm queda bien definido.

Lema 3.13. Si I satisface (I.5)-(I.6) entonces (m ≥ 1):

(1) Λm 6= ∅

(2) Λm+1 ⊂ Λm

(3) Si K ∈ Λm y Y ∈ Σ(E) con γ(Y ) ≤ r < m entonces K − Y ∈ Λm−r

(4) Si φ es un homeomorfismo impar de E en E con φ(u) = u en A0∗ y φ−1(Â0) ⊂ Â0

entonces φ(K) ∈ Λm si K ∈ Λm

Demostración. (1) Sea Ê un subespacio m-dimensional de E con m ≥ l y Ẽ ⊂ Ê. Sea KR =

B̄R∩Ê, KR es compacto y simétrico entonces por (I.5) podemos elegir R suficientemente

grande tal que Ẽ ∩ (Â0 ∪ B̄ρ) ⊂ KR de modo que para todo h ∈ Λ∗, Ê ∩ h(B) ⊂ KR.

Por ser Ê isomorfo a Rm entonces la frontera de Ê∩h(B) que es Ê∩h(S) es homeomorfa a

la frontera de una vecindad abierta y simétrica de 0 en Rm, por lo tanto γ
(
Ê∩h(S)

)
= m.

Ahora bien, como R es suficientemente grande Ê ∩ h(S) ⊂ KR ∩ h(S) luego γ
(
KR ∩

h(S)
)

= m. Por lo tanto Λm 6= ∅ si m ≥ l. El caso m < l lo concluimmos en (2).

(2) Es trivial. Si m < l entonces Λl ⊂ Λm, por lo tanto Λm 6= ∅.
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(3) K − Y es compacto y simétrico. Sea h ∈ Λ∗, K − Y ∩ h(S) = (K ∩ h(S))− Y entonces

por (5) del Lema 1.29 γ
(
(K ∩ h(S))− Y

)
≥ γ

(
K ∩ h(S)

)
− γ(Y ) ≥ m− r.

(4) Como en el Lema 3.5, tenemos que γ
(
φ(K)∩ h(S)

)
= γ

(
K ∩φ−1(h(S))

)
entonces basta

ver que φ−1 ◦ h ∈ Λ∗ si h ∈ Λ∗.

Si u ∈ B̄ρ y I(u) < 0, como φ−1 es la identidad en el conjunto donde I < 0, entonces

φ−1(u) = u, lo que implica, φ−1(B̄ρ) = B̄ρ.

Si ahora u ∈ B̄ρ y I(u) > 0, como φ−1(Â0) ⊂ Â0, entonces φ−1(B̄ρ) ⊂ Â0.

En cualquier caso φ−1(B̄ρ) ⊂ Â0 ∩ B̄ρ.

Ahora bien, si h ∈ Λ∗, claramente φ−1 ◦h es un homeomorfismo impar de E en E, como

h(B) ⊂ Â0 ∪ B̄ρ entonces (φ−1 ◦ h)(B) ⊂ φ−1(Â0 ∩ B̄ρ) = φ−1(Â0)∪ φ−1(B̄ρ) ⊂ Â0 ∩ B̄ρ.

Teorema 3.14. Suponga I satisface (I.3)-(I.6). Si

bm = ı́nf
K∈Λm

máx
u∈K

I(u) m > l (3.6)

entonces 0 < α ≤ bm ≤ bm+1 < +∞ y bm es un valor cŕıtico de I. Además,

i) si bm = · · · = bm+r−1 = b entonces γ(Kb) ≥ r

ii) bm →∞ cuando m→∞

Demostración. Procedemos como en el Teorema 3.6. Sean K ∈ Λm y h(u) = ρu ∈ Λ∗

entonces γ
(
K∩h(S)

)
≥ γ(K∩Sρ) ≥ m > l entonces por (8) del Lema 1.29 K∩Sρ∩Ẽ⊥ 6= ∅.

(I.6) implica α ≤ máxu∈K I(u) si K ∈ Λm. Aśı 0 < α ≤ bm < +∞.

(2) del lema anterior concluye bm ≤ bm+1.

Supongamos bm = · · · = bm+r−1 = b y γ(Kb) < r. Por (6) del Lema 1.29 existe una

vecindad tubular Nδ(Kb) tal que γ
(
Nδ(Kb)

)
< r y por el Lema de Deformación 2.6 existe

una deformación ηt(u) tal que η1

(
Ab+ε − intNδ(Kb)

)
⊂ Ab−ε.

Por ser b = bm+r−1 un ı́nfimo existe K ∈ Λm+r−1 tal que K ⊂ Ab+ε.

Si hacemos Q = K −Nδ(Kb) = K − intNδ(Kb), por (3) del Lema 3.13 Q = K −Nδ(Kb)

pertenece a Λm.

Por (2) del Lema de Deformación 2.6, η1(u) = u en A0 y (5) del mismo teorema concluye

que η−1
1 (Â0) ⊂ Â0.

(4) del Lema 3.13 implica η1(Q) ∈ Λm. Pero como Q = K − intNδ(Kb) ⊂ Ab+ε− intNδ(Kb)

entonces η1(Q) ⊂ Ab−ε y esto implica

bm ≤ máx
u∈η1(Q)

I(u) ≤ b− ε (−→|←−)
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entonces γ(Kb) ≥ r.

En cualquier caso r ≥ 1, entonces Kbm es no vaćıo y bm es un valor cŕıtico de I.

Ahora bien, si existe n ∈ N tal que bm = bn = b para todo m ≥ n, entonces γ(Kb) =∞ pero

por la condición de Palais-Smale (I.3) el conjunto Kb es compacto entonces γ(Kb) <∞.

Si en cambio ahora, existe b̄ < ∞ tal que bm → b̄ cuando m → ∞ entonces por (I.3) el

conjunto K∗ = {u ∈ E | bl ≤ I(u) ≤ b̄, I ′(u) = 0} es compacto.

Supongamos γ(K∗) = j entonces existe δ > 0 tal que γ(Nδ(K∗)) = j. Por el Lema

de Deformación existe un ε > 0 y un homeomorfismo impar ηt(u) de E en E tal que

η1

(
Ab̄+ε− intNδ(K∗)

)
⊂ Ab̄−ε. Sea m el menor entero tal que b̄− ε < bm, podemos asumir ε

suficientemente pequeño para que m > l. Existe K ∈ Γm+j tal que máxu∈K I(u) < b̄+ ε.

(3) y (4) del Lema 3.13 implican que Q = K −Nδ(K∗) = K−intNδ(K∗) ∈ Γm y η1(Q) ∈ Γm.

Aśı,Q ⊂ Ab̄+ε−intNδ(K∗) entonces η1(Q) ⊂ Ab̄−ε y en este caso máxu∈η1(Q) I(u) ≤ b̄−ε < bm
es una contradicción.

Por lo tanto la única opción es que bm →∞ cuando m→∞.

Teorema 3.15. Sea I que satisface (I.3)-(I.6). Si

cm = sup
h∈Λ∗

ı́nf
u∈S∩E⊥m−1

I(h(u)) m > l (3.7)

entonces 0 < α ≤ cm ≤ bm < +∞, cm ≤ cm+1 y cm es un valor cŕıtico de I.

Demostración. Procedemos como en el Teorema 3.10. Observe que si m − 1 ≥ l entonces

podemos identificar E⊥m−1 con un subconjunto de Ẽ⊥ entonces para h(u) = ρu ∈ Λ∗ tenemos

que ı́nfu∈S∩E⊥m−1
I(h(u)) = ı́nfu∈Sρ∩E⊥m−1

I(u) ≥ ı́nfu∈Sρ∩Ẽ⊥ I(u) ≥ α entonces cm ≥ α > 0.

Identificando S ∩ E⊥m como un subconjunto de S ∩ E⊥m−1 entonces cm ≤ cm+1.

Veamos que cm ≤ bm. Sea K ∈ Λm y h ∈ Λ∗ entonces bastará probar K ∩ h(S ∩E⊥m−1) 6= ∅.
En efecto, haciendo uso de (3) del Lema 1.29 obtenemos γ

(
h−1(K)∩S

)
= γ

(
K∩h(S)

)
≥ m

entonces por (8) del mismo lema tenemos que h−1(K) ∩ S ∩ E⊥m−1 6= ∅, es decir,

K ∩ h(S ∩ E⊥m−1) 6= ∅.
Finalmente, para ver que cm es valor cŕıtico de I suponemos que Kcm = ∅ luego existe una

deformación ηt(u) tal que η1(Âcm−ε) ⊂ Âcm+ε para algún ε ∈ (0, α).

Por ser cm un supremo, existe h ∈ Λ∗ tal que h(S ∩ E⊥m−1) ⊂ Âcm−ε.

Veamos que η1 ◦ h ∈ Λ∗. En efecto, (5) de la Nota 2.7 implica η1(Â0) ⊂ Â0. Por otro lado

B̄ρ ⊂ Â0 ∪A0 entonces con (2) del Lema de Deformacion 2.6, η1(B̄ρ) ⊂ Â0 ∪ B̄ρ. Por las dos

observaciones anteriores (η1 ◦ h)(B) ⊂ Â0 ∪ B̄ρ.

Aśı

ı́nf
u∈S∩E⊥m−1

I
(
(η1 ◦ h)(u)

)
≥ cm − ε (−→|←−)
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Si ahora debilitamos (I.5) nuevamente obtenemos generalizaciones de los teoremas 3.6 y

3.10.

(I.7): Existen Ẽ subespacio j-dimensional de E y un conjunto compacto F ⊂ Ẽ tal que

I < 0 en F y 0 pertenece a una componente acotada (en Ẽ) de Ẽ − F .

Nota 3.16. (I.5)⇒(I.7): Para todo Ẽ subespacio j-dimensional de E se tiene que el conjunto

Ẽ ∩ Â0 es acotado por lo que existe una bola abierta BR en Ẽ tal que Ẽ ∩ Â0 ⊂ BR. Para

esta bola abierta BR existe un compacto Q en Ẽ tal que BR ⊂ Ẽ. Si hacemos F = Q− BR

entonces F es compacto, F ⊂ A0∗ y 0 está en una componente acotada de Ẽ − F , a saber,

BR.

Teorema 3.17. Suponga I satisface (I.1), (I.3)-(I.4) y (I.7). Las conclusiones obtenidas en

los teoremas 3.6 y 3.10 para bm y cm definidas en las fórmulas 3.3 y 3.5 respectivamente,

son válidas siempre que 1 ≤ m ≤ j.

Demostración. Basta revisar las pruebas de dichos teoremas para observar que el único papel

que juega la condición (I.5) es el de garantizar que Γm 6= ∅. Luego probaremos que con (I.1)

y (I.7) que si 1 ≤ m ≤ j entonces Γm es no vaćıo.

Para 1 ≤ m ≤ j consideramos Ê un subespacio m-dimensional de Ẽ y el compacto KR =

Ê ∩ B̄R. Para un R suficientemente grande (I.7) implica que F ∩ Ê ⊂ KR, y la componente

Q de Â0 ∩ Ê que contiene a 0 está en KR.

Además si h ∈ Γ∗ (note que (I.1) garantiza que Γ∗ 6= ∅), entonces h(S) ∩ Ê ⊂ Q y por lo

tanto Q ∩ h(S) es homeomorfo a la frontera de una vecindad abierta, simétrica de 0 en Rm,

luego γ
(
KR ∩ h(S)

)
≥ γ

(
Q ∩ h(S)

)
= m y aśı KR ∈ Γm.

Teorema 3.18. Supongamos I es acotado por abajo y satisface (I.4), (I.7) y (P–S). Si

dm = ı́nf
X∈Σ(E)
γ(X)≥m

sup
u∈X

I(u) 1 ≤ m ≤ j (3.8)

entonces −∞ < dm ≤ dm+1 < 0 y dm es un valor cŕıtico de I.

Además si dm = · · · = dm+r−1 = d entonces γ(Kd) ≥ r.

Demostración. De (I.7) F es cerrado y como I es par entonces sin pérdida de generalidad

F puede ser asumido simétrico, por lo tanto F ∈ Σ(E).

Como F ⊂ Ẽ y Ẽ es j-dimensional entonces γ(F ) ≤ j. Por otro lado existe S ⊂ F tal que

S es la frontera de una vecindad abierta y simétrica de 0 en Ẽ, a saber, S puede ser una

componente de la frontera de F , entonces γ(F ) ≥ γ(S) = j.

Aśı γ(F ) = j y como I < 0 en el compacto F entonces dj ≤ supu∈F I(u) < 0.

Note que {X ∈ Σ(E) | γ(X) ≥ m + 1} ⊂ {X ∈ Σ(E) | γ(X) ≥ m} entonces dm ≤ dm+1 y
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al ser I acotado por abajo tenemos que −∞ < dm ≤ dm+1 < 0 si 1 ≤ m ≤ j.

Supongamos dm = · · · = dm+r−1 = d y γ(Kd) < r. Por (6) del Lema 1.29 existe una vecindad

tubular Nδ(Kd) tal que γ
(
Nδ(Kd)

)
< r. El Teorema 2.6 garantiza la existencia de ε ∈ (0, α)

y una deformación impar ηt(u) tal que η1

(
Ad+ε − intNδ(Kd)

)
⊂ Ad−ε.

Para d = dm+r−1 existe X ∈ Σ(E) con γ(X) ≥ m+ r − 1 tal que X ⊂ Ad+ε.

Sea Q = X −Nδ(Kd) que está Σ(E) y por (5) del Lema 1.29 γ(Q) ≥ m.

Note además que γ
(
η1(Q)

)
= γ(Q) ≥ m por ser η1 un homeomorfismo impar sobre Q y (3)

del Lema 1.29. Por otro lado como Q ⊂ Ad+ε − intNδ(Kd) entonces η1(Q) ⊂ Ad−ε, lo que

implica que

dm ≤ sup
u∈η1(Q)

I(u) ≤ d− ε (−→|←−)

entonces γ(Kd) ≥ r.

En cualquier caso r ≥ 1, entonces Kdm es no vaćıo y dm es un valor cŕıtico de I.

Nota 3.19. Como se probó el Corolario 3.7, bajo las hipótesis de los teoremas 3.17 y 3.18

podemos concluir que I tiene al menos m pares ant́ıpodas de puntos cŕıticos distintos en cada

uno de los conjuntos int Â0 e intA0.



CAṔITULO 4

APLICACIÓN A ECUACIONES ELÍPTICAS SEMI-LINEALES

En este caṕıtulo estudiaremos el problema eĺıptico con condición de Dirichlet homogénea{
Lu = p(x, u) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω
(4.1)

donde Ω es un dominio abierto y acotado de clase C∞ en Rn.

L es un operador diferencial parcial de segundo orden descrito por

Lu := −
n∑

i,j=1

(
aij(x)uxi

)
xj

+ c(x)u (4.2)

considerado además eĺıptico (uniformemente), esto es, existe un δ > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(x) ξiξj ≥ δ|ξ|2 (4.3)

para casi todo x ∈ Ω y todo ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) en Rn.

Nota 4.1. Si aij(x) = aji(x) en Ω entonces el caso eĺıptico se convierte en el hecho que

para cada x ∈ Ω la matriz simétrica
(
aij(x)

)
n×n es definida positiva y su menor autovalor

es mayor o igual que δ.

Los coeficientes aij serán de clase C1(Ω) con primeras derivadas parciales Hölder continuas

en Ω, aij(x) = aji(x) para todo x ∈ Ω, el coeficiente c será una función no negativa y Hölder

continua en Ω.

Note que aij, c ∈ L∞(Ω).
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Nota 4.2. Recordemos que una función f : Ω ⊂ Rn → R es Hölder continua con exponente

α ∈ (0, 1] si existe M > 0 tal que |f(x) − f(y)| ≤ M |x − y|α para todo x, y ∈ Ω. Si α = 1

entonces f es Lipschitz continua.

Con el fin de verificar las hipótesis del caṕıtulo anterior para un funcional adecuado daremos

condiciones sobre la parte no lineal de (4.1), p : Ω× R→ R : (x, z) 7→ p(x, z).

las constantes denotados por an serán todas positivas para n = 1, 2, . . .

(p.1): p es localmente Hölder continua en Ω× R y p(x, 0) = 0.

(p.2): Si n > 2, |p(x, z)| ≤ a1 + a2|z|s donde s+ 1 ∈ [1, 2∗)

y 2∗ := 2n
n−2

denota el exponente cŕıtico de Sobolev.

Si n = 2, |p(x, z)| ≤ a1 + a2|z|s donde s ∈ [1,+∞).

(p.3): p(x, z) = o(z) en z = 0 uniformemente en x ∈ Ω.

(p.4): p(x, z) z−1 −→ +∞ cuando z −→ +∞ o cuando z −→ −∞ y en el caso que ocurra

lo hará uniformemente en x ∈ Ω.

(p.5): Si P (x, z) =
∫ z

0
p(x, t) dt entonces existe a3 > 0 tal que para |z| > a3,

P (x, z) ≤ θz p(x, z) donde θ ∈ [0, 1
2
).

(p.6): p(x, ·) es impar.

Las desigualdades para el exponente en (p.2) permiten aplicar los teoremas de Inmersión de

Sobolev mencionados en los preliminares de este trabajo. El caso n = 1 podŕıa ser considerado

y los Teoremas de Sobolev para este caso nos llevan a suprimir la condición (p.2).

Note que si p(x, ·) es impar entonces P (x, ·) es par, además p(x, z) = |z|sz es un ejemplo de

función que satisface (p.1)-(p.6) siempre que s+ 1 ∈ [0, n+2
n−2

).

Considerando la notación empleada en el caṕıtulo precedente, E = H1
0 (Ω).

Con el fin de motivar el concepto de solución débil asumiremos sólo por el momento que

u ∈ C2(Ω) es una solución suficientemente suave de la ecuación diferencial parcial eĺıptica

(4.1). Multiplicando la ecuación Lu = p(x, u) por una función test ϕ ∈ C1
c (Ω) e integrando

por partes sobre Ω obtenemos∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi ϕxj + c(x)uϕ
)
dx =

∫
Ω

p(x, u(x))ϕ(x) dx

Por densidad de C1
c (Ω) en H1

0 (Ω) la igualdad anterior es válida para u ∈ H1
0 (Ω) si en lugar de
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ϕ ∈ C1
c (Ω) multiplicamos por v ∈ H1

0 (Ω). Notese que la elección del espació H1
0 (Ω) garantiza

la condición de Dirichlet homogénea impuesta en el problema (4.1).

Definición 4.3. Diremos que u ∈ H1
0 (Ω) es una solución débil del problema eĺıptico (4.1) si∫

Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi vxj + c(x)uv
)
dx−

∫
Ω

p(x, u) v dx = 0 (4.4)

para todo v ∈ H1
0 (Ω).

Lema 4.4. H1
0 (Ω) es un espacio de Banach, dotado de la norma

‖u‖2 =

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi uxj + c(x)u2
)
dx (4.5)

Demostración. Veamos que efectivamente (4.5) es una norma para el espacio H1
0 (Ω).

Por ser L un operador uniformemente eĺıptico entonces ‖u‖ ≥ 0. Es fácil notar que ‖u‖ = 0

si y solamente si u = 0 y que ‖λu‖ = |λ| ‖u‖.
Con el fin mostrar la desigualdad triangular hacemos:

0 ≤ ‖λu+ v‖2

=

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (λuxi + vxi)(λuxj + vxj) + c(x) (λu+ v)2
)
dx

= λ2
[∫

Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi uxj + c(x)u2
)
dx
]

+ λ
[∫

Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (uxi vxj + uxj vxi) + 2c(x)uv
)
dx
]

+
[∫

Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) vxi vxj + c(x) v2
)
dx
]

= λ2 ‖u‖2 + λ
[∫

Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (uxi vxj + uxj vxi) + 2c(x)uv
)
dx
]

+ ‖v‖2

es un polinomio de segundo grado en λ con discriminante no-positivo, lo que implica que∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (uxi vxj + uxj vxi) + 2c(x)uv
)
dx ≤ 2 ‖u‖ ‖v‖
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de este modo

‖u+ v‖2 =

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (uxi + vxi)(uxj + vxj) + c(x) (u+ v)2
)
dx

=

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi uxj + c(x)u2
)
dx

+

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (uxivxj + uxjvxi) + 2c(x)uv
)
dx

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) vxi vxj + c(x) v2
)
dx

≤ ‖u‖2 + 2 ‖u‖ ‖v‖+ ‖v‖2 =
(
‖u‖+ ‖v‖

)2

Y aśı ‖ · ‖ es un norma para H1
0 (Ω).

Veamos que H1
0 (Ω) con la norma (4.5) es un espacio vectorial normado completo. En efecto,

sea (un) una sucesión de Cauchy en H1
0 (Ω), entonces para cualquier ε > 0

‖un − um‖ =

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (un − um)xi(un − um)xj + c(x)uv
)
dx < ε

Por la condición de elipticidad de operador L, se tiene que:

δ

∫
Ω

|∇(un − um)|2 dx ≤
∫

Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (un − um)xi(un − um)xj

)
dx

entonces las sucesiones ‖(un − um)xi‖L2 → 0 para i = 1, . . . , n

Por la desigualdad de Poincaré ‖un − um‖L2 ≤ C‖∇(un − um)‖L2 , se obtiene que

‖un − um‖L2 → 0. De este modo podemos concluir ‖un − um‖H1
0
→ 0 y como H1

0 Ω con la

norma usual ‖ · ‖H1
0

es completo entonces existe u para el cual (un) es convergente. Es fácil

verificar que (un)→ u bajo la norma ‖ · ‖ definida en (4.5).

Proposición 4.5. En el espacio de Hilbert H1
0 (Ω) la norma ‖·‖H1

0
es equivalente a la norma

‖ · ‖ descrita por el lema anterior (4.5).

Demostración. H1
0 (Ω) es un espacio de Banach con las normas ‖ · ‖H1

0
y ‖ · ‖.

‖u‖2 ≤
n∑

i,j=1

‖aij‖L∞
∫

Ω

|∇u|2 dx + ‖c‖L∞
∫

Ω

u2 dx
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que por la desigualdad de Poincaré, tenemos

≤
n∑

i,j=1

‖aij‖L∞‖∇u‖2
L2 + ‖c‖L∞M‖∇u‖2

L2

≤ α‖∇u‖2
L2

y como la norma ‖∇u‖L2 es equivalente a la norma ‖u‖H1
0
, entonces

≤ β‖u‖H1
0

de este modo ‖ · ‖ es una norma equivalente a ‖ · ‖H1
0
, en consecuencia del Teorema de la

Aplicación Abierta (ver [Bre10]).

Consideramos el Lagrangiano, o Funcional de Enerǵıa asociado al problema (4.1)

I : H1
0 (Ω)→ R descrito por

I(u) = 1
2

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi uxj + c(x)u2
)
dx− f(u) (4.6)

donde

f(u) =

∫
Ω

P (x, u(x)) dx

Deseamos que el funcional I esté bien definido sobre H1
0 (Ω), para esto observe que

I(u) = 1
2
‖u‖2 − f(u), luego basta ver que |f(u)| < +∞ si u ∈ H1

0 (Ω).

En efecto, si n > 2:

|P (x, u(x))| ≤
∫ u

0

(
a1 + a2|t|s

)
dt, donde s+ 1 ∈ [1, 2n

n−2
)

= a1|u|+ a2
s+1
|u|s+1

ahora, el Teorema de Rellich-Kondrachov implica que u ∈ Lq(Ω) para 1 ≤ q < 2n
n−2

, entonces

|P (x, u)| está dominada por una función en L1(Ω) y de este modo |f(u)| ≤
∫

Ω
|P (x, u(x))|dx

hace sentido. El caso n = 2 es similar.

El siguiente resultado muestra que u ∈ H1
0 (Ω) es solución de (4.1) en el sentido débil si

solamente si es un punto cŕıtico de su funcional de enerǵıa I.

Teorema 4.6. I ∈ C1(H1
0 (Ω),R) y

I ′(u)v =

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi vxj + c(x)uv
)
dx−

∫
Ω

p(x, u) v dx (4.7)

para todo v ∈ H1
0 (Ω).
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Demostración. Observemos que I = I1− I2 donde I1(u) = 1
2
‖u‖2 y I2(u) =

∫
Ω
P (x, u(x)) dx.

El operador I1(u) = 1
2
‖u‖2 es de clase C1(H1

0 (Ω),R). En efecto,

I1(u+ v) = 1
2

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi uxj + c(x)u2
)
dx

+ 1
2

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (uxi vxj + uxj vxi) + 2c(x)uv
)
dx

+ 1
2

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) vxi vxj + c(x) v2
)
dx

= I1(u) + 1
2

∫
Ω

( n∑
i,j=1

(aij(x) + aji(x))uxi vxj + 2c(x)uv
)
dx+ 1

2
‖v‖2

= I1(u) +

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij uxi vxj + c(x)uv
)
dx+ 1

2
‖v‖2

entonces

I ′1(u)v =

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi vxj + c(x)uv
)
dx (4.8)

El operador I ′1 : H1
0 (Ω)→ L(H1

0 (Ω),R) es continuo, ya que si um → u en H1
0 (Ω) entonces

‖I ′1(um)− I ′1(u)‖ ≤ sup
‖v‖≤1

∫
Ω

∣∣∣ n∑
i,j=1

aij(x) (umxi − uxi) vxj + c(x) (um − u)v
∣∣∣ dx

≤ sup
‖v‖≤1

n∑
i,j=1

‖aij‖L∞
∫

Ω

|(umxi − uxi) vxj | dx+ ‖c‖L∞
∫

Ω

|(um − u)v| dx

como um − u, v ∈ H1
0 (Ω) entonces por la desigualdad de Hölder tenemos

≤ a4 sup
‖v‖≤1

n∑
i,j=1

‖umxi − uxi‖L2 ‖vxj‖L2 + ‖um − u‖L2 ‖v‖L2

≤ a5 ‖um − u‖H1
0

Veamos ahora que I2(u) =
∫

Ω
P (x, u(x)) dx es de clase C1(H1

0 (Ω),R),

donde P (x, u) =
∫ u

0
p(x, t) dt y I ′2(u)v =

∫
Ω
p(x, u)v dx.

I2 es Fréchet diferenciable, en efecto, probaremos que para u, v ∈ H1
0 (Ω) si ‖v‖ < δ entonces∣∣∣I2(u+ v)− I2(u)−

∫
Ω

p(x, u)v dx
∣∣∣ < ε‖v‖ (4.9)
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Consideremos la función ψ definida en Ω como

ψ(x) =
∣∣P (x, u(x) + v(x))− P (x, u(x))− p(x, u(x)) v(x)

∣∣
y los conjuntos

Ω1 = {x ∈ Ω | |u(x)| ≥ β}
Ω2 = {x ∈ Ω | |v(x)| ≥ γ}
Ω3 = {x ∈ Ω | |u(x)| ≤ β , |v(x)| ≤ γ}

donde β > 0 y γ > 0 son constantes libres por el momento. Entonces:∣∣∣I2(u+ v)− I2(u)−
∫

Ω

p(x, u)v dx
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

ψ(x) dx ≤
3∑
i=1

∫
Ωi

ψ(x) dx (4.10)

El Teorema del Valor Medio para Integrales asegura que para algún θ ∈ (0, 1)

P (x, u+ v)− P (x, u) = p(x, u+ θv) v

entonces∫
Ω1

∣∣P (x, u(x) + v(x))− P (x, u(x))
∣∣ dx =

∫
Ω1

∣∣p(x, u(x) + θv(x))
∣∣ |v(x)| dx

≤
∫

Ω1

[
a1 + a2

∣∣u(x) + θv(x)
∣∣s] |v(x)| dx

≤
∫

Ω1

[
a1 + a2

(
|u(x)|+ θ|v(x)|

)s] |v(x)| dx

≤
∫

Ω1

[
a1 + a2

(
|u(x)|+ |v(x)|

)s] |v(x)| dx

= a1

∫
Ω1

|v(x)| dx+ a2

∫
Ω1

(
|u(x)|+ |v(x)|

)s|v(x)| dx

≤ a1

∫
Ω1

|v(x)| dx+ a4

∫
Ω1

(
|u(x)|s + |v(x)|s

)
|v(x)| dx

Note que s < n+2
n−2

implica que s
s+1

+ n−2
2n

< 1 luego existe σ > 1 tal que 1
σ

+ s
s+1

+ n−2
2n

= 1,

consecuentemente la desigualdad de Hölder asegura que

≤ a1|Ω1|
n+2
2n ‖v‖

L
2n
n−2 (Ω)

+ a4|Ω1|
1
σ

(
‖u‖sLs+1(Ω) + ‖v‖sLs+1(Ω)

)
‖v‖

L
2n
n−2 (Ω)

como W 1,2(Ω) está continuamente inmerso en Lq(Ω) con q ∈ [1, 2n
n−2

], entonces

≤ a5‖v‖
[
|Ω1|

n+2
2n + |Ω1|

1
σ

(
‖u‖s + ‖v‖s

)]
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De igual manera obtenemos∫
Ω1

∣∣p(x, u(x)) v(x)
∣∣ dx ≤ a6‖v‖

(
|Ω1|

n+2
2n + |Ω1|

1
σ ‖u‖s

)
Los teoremas de Inmersión de Sobolev aplicados a u ∈ H1

0 (Ω) implican que

‖u‖ ≥ a7‖u‖L2(Ω) ≥ a7‖u‖L2(Ω1) ≥ a7β|Ω1|
1
2 . Consecuentemente:

|Ω1|
1
σ ≤

(
‖u‖
a7 β

) 2
σ

≡M1

|Ω1|
n+2
2n ≤

(
‖u‖
a7 β

)n+2
n

≡M2

Note que si β →∞ entonces M1,M2 → 0. En conclusión:∫
Ω1

ψ dx ≤
∫

Ω1

∣∣P (x, u(x) + v(x))− P (x, u(x))
∣∣ dx+

∫
Ω1

∣∣p(x, u(x)) v(x)
∣∣ dx

≤ a8‖v‖
[
M2 +M1

(
‖u‖s + ‖v‖s

)]
Si asumimos δ = 1 entonces podemos elegir β suficientemente grande tal que

a8

[
M2 +M1

(
‖u‖s + 1

)]
≤ ε

3
y de este modo∫

Ω1

ψ dx ≤ ε
3
‖v‖ (4.11)

Ahora, procediendo de forma similar y considerando el conjunto Ω2,tenemos∫
Ω2

ψ dx ≤
∫

Ω2

([
a1 + a2

(
|u(x)|+ |v(x)|

)s]|v(x)|+
[
a1 + a2|u(x)|s

]
|v(x)|

)
dx

≤ a4

∫
Ω2

[
1 +

(
|u(x)|+ |v(x)|

)s]|v(x)| dx

por la desigualdad de Hölder

≤ a4

(∫
Ω2

[
1 +

(
|u(x)|+ |v(x)|

)s] s+1
s

) s
s+1

‖v‖Ls+1(Ω2)

y por la inyección continua de W 1,2(Ω) en Lq(Ω) con q ∈ [1, 2n
n−2

], entonces

≤ a5

(
1 + ‖u‖s + ‖v‖s

)
‖v‖Ls+1(Ω2)

≤ a5

(
1 + ‖u‖s + ‖v‖s

)(∫
Ω2

|v|s+1
(v(x)

γ

)2∗−(s+1)

dx

) 1
s+1
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donde 2∗ = 2n
n−2

> s+ 1. Consecuentemente:∫
Ω2

ψ dx ≤ a6γ
1− 2∗

s+1

(
1 + ‖u‖s + ‖v‖s

)
‖v‖

2∗
s+1 (4.12)

Como P ∈ C1(Ω× R,R) entonces para cualquier ε̂, β̂ > 0 existe un γ̂ = γ̂(ε̂, β̂) tal que∣∣P (x, z + h)− P (x, z)− p(x, z)h
∣∣ ≤ ε̂|h|

siempre que x ∈ Ω, |z| ≤ β̂ y |h| ≤ γ̂. Si hacemos β̂ = β y γ ≤ γ̂ entonces por la inmersión

continua de W 1,2(Ω) en L1(Ω), tenemos∫
Ω3

ψ dx ≤ ε̂

∫
Ω

|v(x)| dx ≤ a7ε̂‖v‖ (4.13)

escogemos un ε̂ tal que a7ε̂ ≤ ε
3
, y con β̂ = β determinamos γ̂. Elegimos entonces γ = γ̂.

Combinando (4.11), (4.12) y (4.13) en (4.10) obtenemos∫
Ω

ψ dx ≤ 2ε
3
‖v‖+ a6γ

1− 2∗
s+1

(
1 + ‖u‖s + ‖v‖s

)
‖v‖

2∗
s+1 (4.14)

de este modo escogemos δ < 1 tal que

a6γ
1− 2∗

s+1

(
2 + ‖u‖s

)
δ

2∗
s+1
−1 ≤ ε

3

Y aśı obtenemos (4.9). Para probar que I ′2 es continua, sea un → u en H1
0 (Ω), entonces por

Teorema de Rellich-Kondrachov un → u en Ls+1(Ω) para s+ 1 ∈ [1, 2∗). Por la desigualdad

de Hölder y nuevamente los teoremas de Sobolev, tenemos:

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖ = sup
‖v‖≤1

∣∣∣∫
Ω

[
p(x, un(x))− p(x, u(x))

]
v(x) dx

∣∣∣
≤ a9‖p(·, un)− p(·, u)‖

L
s+1
s

(4.15)

Por (p.2), |p(x, z)| ≤ a1 + a2|z|
αs
α para α ≥ 1 y todo x ∈ Ω, z ∈ R. Como el operador de

Nemytscki asociado a p es tal que Np ∈ C(Lαs(Ω), Lα(Ω)) (ver el Teorema 1.16), entonces si

hacemos α = s+1
s

tenemos en (4.15),

‖p(·, un)− p(·, u)‖
L
s+1
s
→ 0 cuando n→∞ y aśı I ′2 es continua.

Definición 4.7. Decimos que un operador J sobre un espacio de Banach es débilmente

continuo si para un ⇀ u se tiene que J(un)→ J(u).

Proposición 4.8. El operador I2 : H1
0 (Ω) → R definido por I2(u) =

∫
Ω
P (x, u(x)) dx es

débilmente continuo y I ′2 : H1
0 (Ω)→ L(H1

0 (Ω),R) definido por I ′2(u)v =
∫

Ω
p(x, u)v dx es un

operador compacto.
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Demostración. Sea (un) sucesión débilmente convergente a u en H1
0 (Ω), entonces la sucesión

‖un‖ está acotada (ver [Bre10]) en H1
0 (Ω), y por la inmersión compacta del Teorema de

Rellich-Kondrachov podemos asumir sin pérdida de generalidad que un converge a u en

Ls+1(Ω) para s + 1 < 2n
n−2

. Concluimos de este modo, que como el operador de Nemytscki

asociado a P está en C(Ls+1(Ω), L1(Ω)) (ver el Teorema 1.16), entonces I2(un) converge a

I2(u).

I ′2 es compacto. En efecto, como en (4.15)

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖ ≤ a9‖p(·, un)− p(·, u)‖
L
s+1
s

y Np ∈ C(Ls+1(Ω), L
s+1
s (Ω)) (ver el Teorema 1.16). Ahora bien, sea (un) una sucesión acotada

en H1
0 (Ω) entonces por la inmersión compacta de H1

0 (Ω) en Ls+1(Ω) existe una subsucesión

(uni) y un u ∈ Ls+1 tal que uni → u en Ls+1(Ω) para s + 1 < 2n
n−2

. La continuidad ya

mencionada del operador de Nemytscki Np nos conduce a que I ′2(uni)→ I ′2(u).

Nota 4.9. Las condiciones impuestas sobre los coeficientes del operador eĺıptico L nos per-

miten fácilmente verificar que la forma bilineal

〈u, v〉 =

∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij(x)uxi vxj + c(x)uv
)
dx (4.16)

define un producto interno en H1
0 (Ω) el cual induce la norma ‖ · ‖. Consecuentemente, en-

contrar soluciones débiles al problema (4.1) es equivalente a mostrar que u− I ′2(u) ≡ 0 sobre

H1
0 (Ω), donde el operador u − I ′2(u) está definido por

(
u − I ′2(u), v

)
= 〈u, v〉 − I ′2(u)v para

todo v ∈ H1
0 (Ω).

Observemos que el funcional I no debe ser necesariamente acotado ni por arriba ni por abajo,

por ejemplo para Ω = [0, π] ⊂ R: {
−u′′ = u3 x ∈ Ω

u|∂Ω = 0

I(u) =

∫ π

0

(
1
2
|u′|2 − 1

4
u4
)
dx

donde u = 0 es un mı́nimo local para I. Para cualquier otro u ∈ H1
0 (Ω) no nulo y α ∈ R

tenemos:

I(αu) =

∫ π

0

(α2

2
|u′|2 − α4

4
u4
)
dx→ −∞, |α| → ∞
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y por otro lado

I(senkx) ≥ π

4
k2 − π

4
→∞, k →∞

entonces I no es acotado, luego no es evidente que I pueda tener otro punto cŕıtico distinto

del trivial, u = 0.

Buscaremos usar las condiciones impuestas sobre p para aplicar la teoŕıa del Caṕıtulo 3 al

funcional I, note que I(0) = 0.

Lema 4.10. Si p satisface (p.2)-(p.3), I satisface (I.1).

Demostración. Para I = 1
2
‖u‖2 − f(u) basta probar que f(u) = o

(
‖u‖2

)
ya que ∀ε > 0

∃δ > 0 tal que 0 < ‖u‖ < δ implica |f(u)| < ε‖u‖2 entonces −f(u) > −ε‖u‖2 y aśı I(u) =
1
2
‖u‖2 − f(u) > (1

2
− ε)‖u‖2. Si elegimos ε < 1

2
entonces I(u) > 0 en Bδ − {0} y I(u) ≥

(1
2
− ε)δ2 = α > 0.

Para n > 2 veamos que f(u) = o
(
‖u‖2

)
.

(p.3): Para todo ε > 0 existe δ(ε) > 0 tal que si 0 < |z| < δ entonces |p(x, z)| < ε|z|.
Si |z| < δ entonces |P (x, z)| ≤

∫ z
0
|p(x, t)| dt <

∫ z
0
ε|t| dt = ε

2
|z|2, ∀x ∈ Ω.

(p.2): |P (x, z)| ≤
∫ z

0
|p(x, t)| dt ≤

∫ z
0

(
a1 + a2|t|s

)
dt = a1|z|+ a2

s+1
|z|s+1.

Si |z| ≥ δ entonces 1
|z|s ≤

1
δs

y |P (x, z)| ≤ |z|s+1
(
a1
|z|s + a2

s+1

)
≤ a4|z|s+1, ∀x ∈ Ω.

Combinando estas dos estimaciones, para todo z ∈ R y todo x ∈ Ω tenemos

|P (x, z)| ≤ ε
2
|z|2 + a4|z|s+1

consecuentemente

|f(u)| ≤ ε
2

∫
Ω

|u|2dx+ a4

∫
Ω

|u|s+1dx

las cuales convergen por inmersion de Sobolev:

≤ ε
2
‖u‖2

L2 + a4‖u‖s+1
Ls+1

por la desigualdad de Poincaré y la inmersión continua de Sobolev, se tiene:

≤ ε
2
C1‖∇u‖2

L2 + a4C2‖u‖s+1
H1

0

y por la equivalencia de normas que se obtiene de la desigualdad de Poincaré:

≤ ε
2
C1‖u‖2 + a4C2‖u‖s+1

≤ a5

(
ε
2

+ a4‖u‖s−1
)
‖u‖2

Si hacemos δ =
(

ε
2a4

) 1
s−1 y ‖u‖ ≤ δ entonces |f(u)| ≤ a5ε‖u‖2 para ε > 0 arbitrario, entonces

f(u) = o
(
‖u‖2

)
. El caso n = 2 de forma análoga.
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Lema 4.11. Si se tiene (I.1) y p satisface (p.4) entonces se cumple para I, (I.2).

Demostración. Supongamos p(x, z)z−1 →∞ uniformemente cuando z → +∞, esto es, para

todo K > 0 existe M(K) > 0 tal que si z > M entonces p(x, z) > Kz, para todo x ∈ Ω.

Sea u ∈ H1
0 (Ω) tal que ‖u‖ = 1 y u > 0 en Ω, entonces I(Ru) = 1

2
R2 − f(Ru), donde

f(Ru) =

∫
Ω

P (x,Ru(x)) dx

=

∫
{x∈Ω|Ru(x)≥M}

P (x,Ru(x)) dx+

∫
{x∈Ω|Ru(x)≤M}

P (x,Ru(x)) dx

=

∫
{x∈Ω|Ru(x)≥M}

∫ Ru

0

p(x, t) dt dx+

∫
{x∈Ω|Ru(x)≤M}

P (x,Ru(x)) dx

=

∫
{x∈Ω|Ru(x)≥M}

{∫ M

0

p(x, t) dt+

∫ Ru

M

p(x, t) dt

}
dx+

∫
{x∈Ω|Ru(x)≤M}

P (x,Ru(x)) dx

=

∫
{x∈Ω|Ru(x)≥M}

∫ Ru

M

p(x, t) dt dx

+

(∫
{x∈Ω|Ru(x)≥M}

∫ M

0

p(x, t) dt dx+

∫
{x∈Ω|Ru(x)≤M}

P (x,Ru(x)) dx

)
≥
∫
{x∈Ω|Ru(x)≥M}

∫ Ru

M

p(x, t) dt dx− a4

≥
∫
{x∈Ω|Ru(x)≥M}

∫ Ru

M

Kt dt dx− a4

=

∫
{x∈Ω|Ru(x)≥M}

KR2

2
u2(x) dx−

∫
{x∈Ω|Ru(x)≥M}

K
2
M2 dx− a4

≥
∫
{x∈Ω|Ru(x)≥M}

KR2

2
u2(x) dx− a5, donde a5 depende de p y a4.

Si hacemos R > (2a5)
1
2 suficientemente grande para que∫

{x∈Ω|u(x)≥M
R
}

u2(x) dx ≥ 1
2

∫
Ω

u2(x) dx

entonces

f(Ru) ≥ K R2

4

∫
Ω

u2(x) dx− a5

y de este modo eligiendo K = 4‖u‖−2
L2 se tiene que f(Ru) ≥ R2 − a5. Por lo tanto

I(Ru) = 1
2
R2 − f(Ru) ≤ a5 − 1

2
R2 < 0
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entonces como g : [0,∞) → R definido por g(R) = I(Ru) satisface el Teorema del Valor

Intermedio, se tiene el resultado.

Si p(x, z)z−1 →∞ uniformemente cuando z → −∞, el procedimiento es análogo.

Corolario 4.12. Si se tiene (I.1) y p satisface (p.4) y (p.6) entonces se cumple para I,

(I.5).

Demostración. (p.6) implica que I es par. Sea Ẽ un subespacio m-dimensional de E con

base {e1, . . . , em}, ‖ei‖ = 1 y ei > 0 en Ω, de este modo argumentando como en el lema

anterior encontramos para cada ei un Ri > 0 tal que I(Riei) < 0, por lo tanto si hacemos

R = máxiRi tenemos que Ẽ ∩ Â0 ⊂ BR.

Lema 4.13. Si p satisface (p.2) y (p.5), entonces se tiene (I.3) para I.

Demostración. Sea (um) ⊂ H1
0 (Ω), basta asumir I(um) ≤ d y I ′(um)→ 0 entonces

d ≥ 1
2
‖um‖2 − f(um)

≥ 1
2
‖um‖2 −

∫
Ω

P (x, um(x)) dx

≥ 1
2
‖um‖2 −

∫
{x∈Ω||um(x)|≤a3}

P (x, um(x)) dx−
∫
{x∈Ω||um(x)|>a3}

P (x, um(x)) dx

≥ 1
2
‖um‖2 − a4 − θ

∫
{x∈Ω||um(x)|>a3}

um(x) p(x, um(x)) dx, por (p.5)

≥ 1
2
‖um‖2 − a5 − θ

∫
Ω

um(x) p(x, um(x)) dx (4.17)

Como I ′(um)→ 0 entonces para cualquier ε > 0 existe M = M(ε) tal que si m > M entonces

|I ′(um)v| =
∣∣∣∫

Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (um)xi vxj + c(x)umv − p(x, um) v
)
dx
∣∣∣ ≤ ε‖v‖

para todo v ∈ H1
0 (Ω). Si ahora hacemos ε = 1 y v = um entonces∣∣∫

Ω
p(x, um)um dx

∣∣ − ‖um‖2 ≤ ‖um‖ y aśı θ
∫

Ω
um(x)p(x, um(x)) dx ≤ θ

(
‖um‖ + ‖um‖2

)
.

Retomando (4.17)

d ≥
(

1
2
− θ
)
‖um‖2 − a5 − θ‖um‖

es una parábola cóncava hacia arriba en ‖um‖ acotada por d, entonces (um) es una sucesión

acotada en H1
0 (Ω).

Como I ′2(u) es un operador compacto por la Proposición 4.8, entonces I ′2(um) posee una

subsucesión convergente, y como I ′(um) ≡ um − I ′2(um)→ 0 (Nota 4.9) entonces (um) tiene

una subsucesión convergente.
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Teorema 4.14. Si p satisface (p.1)-(p.5) entonces b y c definidos por (3.1) y (3.2) respecti-

vamente, son valores cŕıticos para I con 0 < c ≤ b <∞. Los correspondientes puntos cŕıticos

son soluciones clásicas de (4.1).

Demostración. La existencia de soluciones débiles de (4.1) a través de b y c se obtiene

inmediatamente de los Lemas 4.10, 4.11, 4.13 y los Teoremas 3.1, 3.3. La segunda parte del

teorema se obtiene por resultados clásicos de regularidad de soluciones débiles en ecuaciones

eĺıpticas y nos remitimos a [ZS06, Theorem 1.47].

Corolario 4.15. Si (p.1)-(p.5) y p(x, z)z−1 → ∞ cuando z → ∞ (o cuando z → −∞)

entonces (4.1) posee una solución u > 0 (o u < 0) en Ω.

Demostración. Sea p(x, z) =

{
p(x, z), si z ≥ 0

0, si z < 0
entonces p satisface (p.1)-(p.5) luego por

el Teorema 4.14 el correspondiente funcional I tiene por lo menos un punto cŕıtico u 6= 0 en

Ω, que satisface en el sentido clásico el problema de Dirichlet:{
Lu = p(x, u), x ∈ Ω

u|∂Ω = 0
(4.18)

Consideremos el conjunto A = {x ∈ Ω | u < 0}, entonces notemos que Lu = 0 en A y u = 0

en ∂Ω.

Ahora bien, el valor máximo de u en Ā es alcanzado en ∂Ω pero por el otro lado el Principio

Débil del Máximo implica que u = 0 en A; ver [Eva97, Ch.6 §4. Theorem 2]. De aqúı A = ∅
y por lo tanto u ≥ 0 en Ω.

Si escribimos p(x, u) = p(x, u)+ + p(x, u)− donde p(x, u)+ = máxΩ{0, p(x, u(x))} y

p(x, u)− = mı́nΩ{0, p(x, u(x))} entonces podemos escribir (4.18) como{(
L− p(x,u)−

u

)
u = p(x,u)+

u
u, x ∈ Ω

u|∂Ω = 0
(4.19)

donde las funciones p(x,z)±

z
son continuas si las definimos con valor 0 en z = 0. Si en algún

punto interior de Ω, u(x) = 0 entonces u alcanza un mı́nimo no positivo en Ω y el Principio

Fuerte del Máximo ([Eva97, Ch.6 §4. Theorem 4]) para Lu ≥ 0 en Ω implica que u debe ser

constante a 0 en Ω, lo que contradice el resultado del Teorema 4.14 obtenido para u en Ω.

Aśı, u > 0 en Ω.

De forma análoga, si p(x, z)z−1 → ∞ cuando z → −∞ entonces (4.1) posee una solución

u < 0 en Ω.
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Como H1
0 (Ω), 〈· , ·〉 es un espacio de Hilbert separable entonces admite una base de Schauder

ortonormal numerable (Base Hilbertiana), (en)n≥1. Definimos Em = span{e1, . . . , em} y a

E⊥m su suplementario topológico.

Cuando consideramos el caso en el que p es impar se obtienen resultados adicionales ya que

esta condición nos lleva a que el operador I satisfaga (I.4).

Teorema 4.16. Si p satisface (p.1)-(p.6) entonces para cada m ≥ 1, bm y cm definidos por

(3.3) y (3.5) respectivamente, son valores cŕıticos de I con 0 < cm ≤ bm < ∞. Consecuen-

temente (4.1) posee por pares ant́ıpodas, infinitas soluciones distintas.

Demostración. Inmediato aplicando los Lemas 4.10, 4.13, Corolario 4.12 y Teoremas 3.6,

3.10. La regularidad de las soluciones débiles se obtiene de [ZS06, Theorem 1.47].

Observe que el Teorema 3.6 garantiza de forma no acotada infinitos valores cŕıticos bm para

el funcional I.

Ahora, buscamos aplicar los resultados obtenidos en el caṕıtulo 3 cuando la condición (I.1)

es debilitada por (I.6). Para esto, estudiaremos una variante de (4.1) en el que se adiciona

al lado derecho un término lineal en u.{
Lu = a(x)u+ p(x, u) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω
(4.20)

donde a es una función Hölder continua y positiva en Ω.

Para abordar (4.20), consideremos el problema eĺıptico de valor propio:{
Lv = λav x ∈ Ω

v = 0 x ∈ ∂Ω
(4.21)

De [Bre10, Ch.9 §8] se obtiene que los valores propios de (4.21) forman una sucesión (λn)n≥1

de números reales positivos puestos como 0 < λ1 < λ2 ≤ · · · donde cada valor propio aparece

tantas veces como su multiplicidad y λn → ∞. Además, las funciones propias asociadas

(en)n≥1 forman una base Hilbertiana para H1
0 (Ω).

Sea

J(u) = I(u)− 1
2

∫
Ω

au2 dx (4.22)

el Lagrangiano de (4.20) y note que I(u) ≥ J(u). Buscamos probar las hipótesis de los

Teoremas 3.14 y 3.15 para el funcional J .

Lema 4.17. Si λl ≤ 1 < λl+1 y p satisface (p.2)-(p.3) entonces J satisface (I.6) con Ẽ = El.
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Demostración. Sean El = span{e1, . . . , el} y u ∈ E⊥l . Entonces u =
∞∑

i=l+1

〈ei, u〉ei y por lo

tanto

Lu =
∞∑

i=l+1

〈ei, u〉λiaei

y si multiplicamos esta última ecuación por u e integramos por partes sobre Ω, obtenemos

en consecuencia del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesge:

‖u‖2 =
∞∑

i=l+1

〈ei, u〉λi
∫

Ω

aeiu dx

≥ λl+1

∞∑
i=l+1

〈ei, u〉
∫

Ω

aeiu dx

= λl+1

∫
Ω

au
∞∑

i=l+1

〈ei, u〉ei dx

= λl+1

∫
Ω

au2 dx

consecuentemente − 1
2λl+1
‖u‖2 ≤ −1

2

∫
Ω
au2 dx y por lo tanto J(u) ≥ 1

2

(
1− 1

λl+1

)
‖u‖2− f(u),

entonces al ser λl+1 > 1 y f(u) = o
(
‖u‖2

)
por el Lema 4.10, se satisface (I.6) para J .

Nota 4.18. (1) Si I satisface (I.1) y para p se cumple (p.4) entonces como I(u) ≥ J(u), el

Lema 4.11 implica que J satisface (I.2); y si además p cumple (p.6) el Corolario 4.12

implica (I.5) para J .

(2) Si 1 < λ1 en el lema anterior entonces J satisface (I.1), pues (I.6) es resulta ser una

versión débil de (I.1).

Lema 4.19. Si p satisface (p.2),(p.4)-(p.6) entonces J satisface (I.3).

Demostración. Supongamos (um) ⊂ H1
0 (Ω) sucesión tal que d ≥ J(um) y J ′(um) → 0

entonces procediendo como en el Lema 4.13

d ≥ 1
2
‖um‖2 − 1

2

∫
Ω

a(x)u2
m(x) dx− a5 − θ

∫
Ω

um(x)p(x, um(x)) dx (4.23)

Y como J ′(um) → 0 entonces para cualquier ε > 0 existe M = M(ε) tal que si m > M se

tiene

|J ′(um)v| =
∣∣∣∫

Ω

( n∑
i,j=1

aij(x) (um)xi vxj + c(x)umv − a(x)umv − p(x, um) v
)
dx
∣∣∣ ≤ ε‖v‖
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para todo v ∈ H1
0 (Ω), y de igual manera haciendo ε = 1 y v = um obtenemos∫

Ω
au2

m dx+
∫

Ω
p(x, um)um dx− ‖um‖2 ≤ ‖um‖ y por lo tanto∫
Ω

p(x, um)um dx ≤ ‖um‖+ ‖um‖2 −
∫

Ω

au2
m dx ≤ ‖um‖+ ‖um‖2 (4.24)

Por otro lado, las condiciones (p.4) y (p.6) implican que para todo K > 0 existe M(K) > 0

tal que |p(x, z)| ≥ K|z| siempre que |z| ≥M , para todo x ∈ Ω.

Para cualquier K > 0 podemos elegir M > máx{a3,M(K)} suficientemente grande tal que

(recordemos que P (x, z) =
∫ z

0
p(x, t) dt):

P (x, z) ≥ K
2
|z|2 si |z| ≥M

Como a ∈ L∞(Ω) entonces si a6 = ‖a‖L∞ , escribimos 1 ≥ a(x)
a6

∀x ∈ Ω, y aśı

a6
K
P (x, z) ≥ 1

2
a(x)|z|2 si |z| ≥M

Ahora bien, retomando la ecuación (4.23) tenemos

d ≥ 1
2
‖um‖2 − a7 − 1

2

∫
{x∈Ω|um(x)≥M}

a(x)u2
m(x) dx− θ

∫
Ω

um(x) p(x, um(x)) dx

≥ 1
2
‖um‖2 − a7 −

a6

K

∫
{x∈Ω|um(x)≥M}

P (x, um(x)) dx− θ
∫

Ω

um(x) p(x, um(x)) dx

≥ 1
2
‖um‖2 − a7 −

a6

K
θ

∫
{x∈Ω|um(x)≥M}

um(x) p(x, um(x)) dx− θ
∫

Ω

um(x) p(x, um(x)) dx

≥ 1
2
‖um‖2 − a8 −

a6

K
θ

∫
Ω

um(x) p(x, um(x)) dx− θ
∫

Ω

um(x) p(x, um(x)) dx

≥ 1
2
‖um‖2 − a8 − θ

(
1 +

a6

K

)∫
Ω

um(x) p(x, um(x)) dx

≥ 1
2
‖um‖2 − a8 − θ

(
1 +

a6

K

)(
‖um‖+ ‖um‖2

)
por (4.24)

=
(

1
2
− θ(1 + a6

K
)
)
‖um‖2 − θ(1 + a6

K
)‖um‖ − a8

De este modo si elegimos K > 0 tal que θ(1+ a6
K

) < 1
2
, entonces se concluye como en el Lema

4.13 que (um) es una sucesión acotada en H1
0 (Ω).

Considerando J2(u) = 1
2

∫
Ω
a(x)u2(x) dx+

∫
Ω
P (x, u(x)) dx y su derivada

J ′2(u)v =
∫

Ω
a(x)u(x)v(x) dx +

∫
Ω
v(x) p(x, u(x)) dx se demuestra como en la Proposición

4.8 que

‖J ′2(um)− J ′2(u)‖ ≤ a9‖p(·, um)− p(·, u)‖
L
s+1
s

+ a10‖um − u‖
L
s+1
s

y J ′2 es compacto. Entonces de forma análoga como el Lema 4.13 se concluye de

J ′(um) ≡ um − J ′2(um) que (um) tiene una subsucesión convergente.
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Ahora bien, aplicando los resultados obtenidos en los lemas anteriores para satisfacer las

hipótesis de los Teoremas 3.14 y 3.15 y adicionando como antes un resultado estándar de

regularidad, se tiene el

Teorema 4.20. Si p satisface (p.1)-(p.6) y λl ≤ 1 < λl+1 entonces para todo m > l, bm y

cm definidos por (3.6) y (3.7) respectivamente, son valores cŕıticos para J con 0 < cm ≤ bm
y bm → +∞, luego (4.20) tiene infinitos pares de puntos cŕıticos distintos de soluciones

clásicas.

Para la ecuación diferencial eĺıptica (4.20), se encuentran en la literatura resultados alternos

importantes respecto al tipo de soluciones, los cuales involucran suaves variantes sobre las

condiciones de la no linealidad p. Enunciamos por ejemplo el siguiente teorema cuya demos-

tración pude ser consultada en [Amb73, Theorem 3.4], o de forma más general en [Rab74a,

Theorem 3.4], o bien [Rab84, Theorem 2.41], en donde se resalta la importante relación del

problema no lineal con su problema de valor propio asociado.

Teorema 4.21. Supongamos p satisface (p.1)-(p.3),(p.5) y p(x, z) z−1 −→ −∞ cuando

z →∞ (o cuando z → −∞). Si λ1 < 1 entonces (4.20) posee una solución u > 0 (o u < 0)

en Ω.

Note que p(x, z) z−1 −→ −∞ cuando z →∞ es una sutil variante de la condición (p.4).

Si p como en el teorema y λ1 ≥ 1, entonces (4.20) no necesariamente posee una solución

positiva, por ejemplo si Ω ⊂ R3 y λ1 ≥ 1 se puede tener que la única solución es la trivial,

en efecto: {
−∆u = u− u3 x ∈ Ω

u|∂Ω = 0
(4.25)

Si suponemos (4.25) tiene una solución positiva u entonces, considerando el problema de

valor propio asociado

{
−∆v = λv x ∈ Ω

v|∂Ω = 0
(4.26)

podemos escribir u =
∞∑
n=1

〈en, u〉en luego −∆u =
∞∑
n=1

λn〈en, u〉en y multiplicando esta

última ecuación por u e integrando por partes se obtiene (haciendo uso del Teorema de la
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Convergencia Dominada de Lebesge):∫
Ω

|∇u|2 dx =
∞∑
n=1

λn

∫
Ω

〈en, u〉enu dx

≥
∞∑
n=1

∫
Ω

〈en, u〉enu dx

=

∫
Ω

( ∞∑
n=1

〈en, u〉en
)
u dx

=

∫
Ω

u2 dx

entonces
∫

Ω
|∇u|2 dx ≥

∫
Ω
|u|2 dx.

Por otro lado, de (4.25) se obtiene que∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

|u|2 dx+

∫
Ω

u4 dx = 0

lo cual contradice la positividad de la solución u, de este modo se puede concluir que la única

solución de (4.25) es la trivial.

Por último, buscaremos aplicar los Teoremas 3.17 y 3.18 obtenidos al debilitar (I.5) por

(I.7), en la siguiente EDP con parámetro{
Lu = λp(x, u) x ∈ Ω

u = 0 x ∈ ∂Ω
(4.27)

donde λ ∈ R+ y adicionamos para p las siguientes condiciones

(p.7): En z = 0 y algún a ∈ Ω existe una vecindad V(a,0) ⊂ Ω × R tal que p(x, z) > 0 para

z > 0 en V(a,0) − {(a, 0)}.

(p.8): Existe z̄ > 0 tal que p(x, z̄) < 0.

Note que p(x, z) = z2 − z3 es un ejemplo que satisface (p.1)-(p.8). Además, (p.1) implica

que (4.27) tiene una ĺınea de soluciones triviales {(λ, 0) | λ ∈ R+}.

El funcional de enerǵıa asociado a (4.27), estará dado por:

I(λ, u) = 1
2
‖u‖2 − λ f(u)

donde como es costumbre, f(u) =
∫

Ω
P (x, u(x)) dx y P (x, z) =

∫ z
0
p(x, t) dt.
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Teorema 4.22. Supongamos p satisface (p.1),(p.3),(p.7)-(p.8). Entonces existe λ0 > 0 tal

que ∀λ > λ0, (4.27) tiene al menos dos soluciones distintas uλ(x), uλ(x) > 0 para todo x ∈ Ω

con I(λ, uλ) > 0 > I(λ, uλ).

Demostración. Sea p(x, z) =


0, si z < 0

p(x, z), si 0 ≤ z ≤ z̄

p(x, z̄), si z > z̄

entonces p satisface (p.1)-(p.3).

Si u es solución de {
Lu = λp(x, u), x ∈ Ω

u|∂Ω = 0
(4.28)

el argumento utilizado en la prueba del Corolario 4.15 muestra que u > 0 en Ω, luego

el máximo de u ocurre en algún x̄ ∈ Ω entonces de (4.28), después de una rotación de

coordenadas si es necesario, se puede afirmar que:

0 ≤ Lu(x̄) = λp(x, u(x̄))

aśı por (p.8), 0 ≤ u(x̄) ≤ z̄. Por lo tanto, cualquier solución no trivial de (4.28) es positiva en

Ω y satisface (4.27). Por consiguiente probaremos que (4.28) tiene dos soluciones positivas

distintas.

Sea P (x, z) =
∫ z

0
p(x, t) dt y J(λ, u) = 1

2
‖u‖2 − λ

∫
Ω
P (x, u(x)) dx.

Note que I(λ, u) = J(λ, u) si 0 ≤ u(x) ≤ z̄ para todo x ∈ Ω. Como p satisface (p.2)-(p.3),

entonces el Lema 4.10 garantiza que J(λ, ·) satisface (I.1).

Si w ∈ H1
0 (Ω) es positivo en Ω y pequeño puntualmente, (p.7) implica que P (x,w) > 0 y

por lo tanto podemos encontrar λ = λ(w) > 0 tal que J(λ,w) = 0.

Sea λ0 = ı́nf{λ ∈ R+ | ∃w ∈ H1
0 (Ω), w 6≡ 0 en Ω con J(λ,w) = 0}, en [Rab73, Lemma 1.5] se

prueba que para todo λ ≥ 0 suficientemente pequeño u ≡ 0 es la única solución no negativa

de (4.28), por lo tanto λ0 > 0. Entonces J(λ, ·) satisface (I.2) para todo λ ≥ λ0.

Note que P (x, z)| ≤ a4|z| y que si J(λ, u) ≤ d entonces por la inmersión continua en los

Teoremas de Sobolev se tiene que ‖u‖ ≤ a5, donde a5 depende sólo de λ y d. De este modo,

se muestra como antes que J(λ, ·) satisface (I.3).

Por el Teorema 3.1 para todo λ > λ0 existe uλ ∈ H1
0 (Ω) punto cŕıtico de J(λ, ·) con J(λ, uλ) =

b > 0 y uλ es solución clásica de (4.28). Aśı, uλ > 0 en Ω y I(λ, uλ) = J(λ, uλ) > 0.

Minimizando el funcional J(λ, ·) sobre H1
0 (Ω) se obtiene uλ > 0 en Ω, como en [Rab73,

Theorem 1.13].

Nuevamente, un resultado más fuerte se obtiene si adicionamos a p el hecho de ser impar.



60 4. Aplicación a Ecuaciones Eĺıpticas Semi-Lineales

Teorema 4.23. Supongamos p satisface (p.1),(p.3),(p.6)-(p.8). Entonces para cada m ∈ N
existe λm > 0 tal que ∀λ > λm, (4.27) posee al menos 2m pares de soluciones distintas

±uj(λ),±uj(λ) para 1 ≤ j ≤ m con I(λ, uj(λ)) > 0 > I(λ, uj(λ)).

Demostración. Consideremos a p como en el teorema anterior y definimos p̂ = p si z ≥ 0 y

para z < 0, p̂ su exención impar. Como en el Teorema 4.22 es suficiente probar la afirmación

para {
Lu = λp̂(x, u), x ∈ Ω

u|∂Ω = 0
(4.29)

Sean P̂ (x, z) =
∫ z

0
p̂(x, t) dt y Î(λ, u) = 1

2
‖u‖2 − λ

∫
Ω
P̂ (x, u(x)) dx. Consideramos (en)n≥1

como en el Teorema 4.16, base ortonormal de H1
0 (Ω) y definimos Fr = Em ∩ Sr.

Para r > 0 suficientemente pequeño y u ∈ Fr, (p.7) implica que
∫

Ω
P̂ (x, u(x)) dx > 0.

Elegimos λm suficientemente grande tal que para cualquier λ > λm, Î(λ, ·) < 0 en Fr, de

este modo, si hacemos Ẽ = Em y F = Fr entonces Î(λ, ·) satisface (I.7).

La prueba del Teorema 4.22 muestra que Î(λ, ·) es acotada por abajo y que satisface

(I.1),(I.3). Note además que se tiene (I.4) para Î(λ, ·).
Ahora bien, el Teorema 3.17 asegura la existencia de ±uj(λ) y el Teorema 3.18 la de ±uj(λ),

si 1 ≤ j ≤ m.



CAṔITULO 5

CONCLUSIONES

En la teoŕıa de puntos cŕıticos desarrollada en el capitulo 3 se pueden combinar diferentes

situaciones respecto a las hipótesis impartidas sobre I para obtener resultados análogos de

existencia y multiplicidad de puntos cŕıticos. Cabe resaltar que en los resultados mostrados,

la condición de Palais-Smale aparece como hipótesis invariante obedeciendo a las condicio-

nes suficientes para aplicar el Teorema de Deformación como herramienta eficaz en detectar

niveles cŕıticos.

La existencia de una deformación no es la única herramienta de aproximación para la ob-

tención de puntos cŕıticos, pues en la literatura también podemos encontrar técnicas de

minimización guiadas por el Principio Variacional de Ekeland. Dos técnicas enmarcadas en

la teoŕıa de puntos cŕıticos cuando suponemos la condición de compacidad de Palais-Smale

sobre el funcional.

Otra teoŕıa de gran potencia en lo referente a puntos cŕıticos lo constituye la Teoŕıa de Morse

en la cual también se resalta la importancia de la topoloǵıa del dominio del funcional y el

tipo y numero de puntos cŕıticos que tenga.

Las aplicaciones mostradas en el caṕıtulo 4 motivan a un estudio profundo en Ecuaciones Di-

ferenciales Parciales, ya que podemos estudiar problemas eĺıpticos de orden superior, además

del estudio de métodos variacionales a problemas diferenciales parabólicos o hiperbólicos.

Otras áreas de gran importancia en el Calculo de Variaciones lo constituyen el Análisis Con-

vexo y los Multiplicadores de Lagrange en dimensión infinita, este último, cuando sobre el

funcional se imponen restricciones.
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