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Resumen

En este trabajo probamos que el problema de Cauchy

{ (up + uPug + HO?u + a’H@Su)m —Yuyy =0 peN )

w(0;z,y) = ¢(x,y)
es localmente bien planteado en los espacios de Sobolev H*(R?), X* y en es-

pacios con peso X,(w?), para s > 2. También se prueba existencia de ondas
solitarias y la suavidad de las mismas.

Palabras clave: (Problema de Cauchy, transformada de Hilbert, ecua-
cién de Benjamin-Ono, buena colocacién local).

Abstract

In thi work we prove that the Cauchy problem

{ (ug + vPug, + H@ﬁu + a?—[agu)x —Yuyy, =0 peN @)

w(0;z,y) = é(x,y)
is well-posedness in the Sobolev spaces H®(R?), and in spaces with weight

X, (w?), for s > 2. Also its prove the existence, analyticity and smoothness of
solitary waves.

Keywords: Cauchy problem,Hilbert transformation, Benjamin-Ono equa-
tion, local well-posedness.



EL PROBLEMA DE CAUCHY ASOCIADO A UNA GENERALIZACION
10 BIDIMENSIONAL DE LA ECUACION BENJAMIN-ONO

10



Indice general

Agradecimientos 7
Resumen 9
1. Preliminares 17
1.1. Propriedades basicas de X° . . . . . .. ... .. L. 17
1.2. Algunas propiedades del espacio X T 19
1.3. Teoriade Kato . . . . . ... ... . ... . ... . ...... 27
1.3.1. Casolineal . .. .. .. ... ... .. .. ......... 27
1.3.2. Caso Cuasilineal . . . .. ... .. ... ... ... ... 28
1.4. Otros resultados importantes . . . . .. ... .. .. ... .... 30
2. Teoria local 33
2.1. Buen planteamiento en H® (y=0) . . .. ... ... ... .... 33
2.2. Buen planteamiento en X°® . . .. .. ... o oL 37
3. Algunos resultados en espacios con peso 55
3.1. Teorfa local en X*(w?) cuandoy=0. . ... ... .. ...... 55
3.2. Conpesow=w(y)cuandoy#0 . . . . ... ... ... .. ... 57

4. Comportamiento asintético de soluciones con dato inicial pe-
queno 59
4.1. Solucién global para dato pequefio . . . . . ... .. ... .... 59
5. Existencia de ondas solitarias 63
5.1, Existencia . . . . . .. ... Lo 63
5.2. Suavidad y analiticidad de las ondas solitarias . . . . . . . .. .. 65

11



EL PROBLEMA DE CAUCHY ASOCIADO A UNA GENERALIZACION
12 BIDIMENSIONAL DE LA ECUACION BENJAMIN-ONO

12



Introduccion

El este trabajo nos proponemos examinar el buen plantamiento del problema
(ug + uPuy + HOZu + a?—[@;u)m — Yuyy =0, (3)

en el contexto de los espacios Sobolev. También mostramos la existencia de
ondas solitarias asociadas a esta ecuacion. Se puede probar que

uPt?

(p+1)(p+2)

1

B = [ 5 ((0h? + o 0,0* 490 0,0) - dz ()

2

y

1
Qw = [ i, (5)
2 Jg2
son conservadas por el flujo de (3).
Este problema es una extensién bidimensional de la ecuaciéon Benjamin-Ono

Opu + HO?u + udyu =0 (6)

la cual describe ciertos modelos fisicos de ondas internas en un fluido con una
delgada regién de estratificacion (vea [4] y [26]). Esta iltima ecuacién comparte
con la ecuacién KdV

muchas e interesantes propiedades. Por ejemplo: tienen infinitas leyes de conser-
vacion, tienen soluciones con forma de ondas solitarias, las cuales son estables
y se comportan como solitones, lo que se comprueba con la existencia de solu-
ciones de tipo multisolitén (vea [1] y [24]). También se ha estudiado su buen
planteamiento en espacios de Sobolev, inclusive de baja regularidad (vea [11],
27], [18], [21] y [20]).

Debemos senalar que la ecuacién (3) es el modelo del movimiento de ondas
largas dispersivas débilmente no lineales en un sistema de dos fluidos, donde
la interface es sujeta a capilaridad y el fluido de parte inferior es infinitamente
profundo (vease [1], [2] y [19]). Para esta ecuacién, con a = 0, se ha mostrado su
buen planteamiento en [6] en los espacios X*° (ver Seccién 1.1), para s > 3, y se
ha dado una demostracién, a nuestro juicio incompleta, de existencia de ondas

13
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solitarias en [9]. En este trabajo, probaremos que (3), para a y 7 no negativos
arbitrarios con a + v > 0, es localmente bien planteado en los espacios de
Sobolev H*(R?), X*, los espacios con peso X4(w?), para s > 2, y la existencia
y suavidad de ondas solitarias.

Para el buen planteamiento usaremos dos métodos que atenderan dos si-
tuaciones diferentes, debido a la naturaleza de los pardmetros. Cuando v = 0,
veremos el buen planteamiento local de (3) en H?®, para s > 2, usando la teoria
desarrollada por Kato en el contexto de las ecuaciones cuasilineales (vea [13],
[14], [15] v [16]). Para el caso general de pardmetros, senalados aqui, probamos
el buen plantemiento en X?® usando el método de regularizacién parabdlica. En
este sentido, usamos ideas desarrolladas en el contexto de las ecuaciones de tipo
KP (ver, por ejemplo [6] y [12]). Esto lo haremos en al Capitulo 2 del presente
trabajo. En el Capitulo 3 presentamos el buen planteamiento en espacios con
peso. Para ello usaremos un procedimiento estandar, en el que se hace uso del
buen planteamiento probado en Capitulo 2. El Capitulo 4 lo dedicamos a pro-
bar, para v = 0, la existencia global de (3) para dato pequeno y mostramos
que estas soluciones se comportan como las soluciones del problema lineal para
tiempos grandes en valor absoluto.

En el 1ltimo capitulo probamos la existencia de ondas solitarias. Para ésto
haremos uso de ideas relacionada con el lema del paso de montana, desarrolladas
en el libro de Willem [31]. Y probaremos la suavidad de dichas ondas.

Notaciéon
En este trabajo hacemos uso sisteméatico de las siguientes notaciones.

1. S(R™) es el espacio de Schwartz. Si n = 2, escribiremos simplemente S.

2. §’(R™) es el espacio de las distribuciones temperadas. Si n = 2, escribire-
mos simplemente S’.

3. Para f € S'(R"), fes la transformada de Fourier de f y f es la transfor-

mada inversa de Fourier de f. Recordamos que

fO=0n"% | fla)e9de,
R’n

para toda £ € R™, cuando f € S(R™).

4. H es la transformada de Hilbert. Si f € S(R),
2 <1
witw) =2 (v [ Zortan).

s e Y — X

5. Para s € R, H® = H*(R?) es el espacio de Sobolev de orden s.

6. El producto interno en H* es (f, g)s = [po(1+ &> + n2)sf§\d§dn.

14
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10.
11.
12.

13.

X ={feL?DifcL?9;'9,f € L D;*f, e L?}

. X*={f € H*(R?)| f = D,g, para alguna g € H*(R?)}.

. X*(p) es el espacio X*(p) = X° N L%(p(x,y)dzdy)

As = (1—A)*/2
Ly(R™) = {f € S"(R") | A*f € L,(R™)}.
Para f € L;(RQ)a |f|p,s = ||AsfHLp(]R2)'

[A, B] notard el conmutador de A y B.

15
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Capitulo 1

Preliminares

Presentamos a continuacién algunos resultados que seran utilizados a lo largo
de este trabajo.

1.1. Propriedades basicas de X*

En esta seccién exponemos algunos resultados acerca de los espacios X*, mu-
chos de ellos pueden ser encontrados en la literatura, especialmente aquella que
se ha dedicado al estudio de los problemas de Cauchy de ecuaciones relacionadas
con la ecuacién KP (Kadomtsev-Petviashvili).

Definicién 1.1. Sea s € R. Los espacios X?® son definidos por
1
e
Observacion 1.1. X® es un espacio de Hilbert cuando es dotado del producto
interno

X = {f e H|\J1+ =1+ +n?)*2f e LQ}.

1
e
Proposicién 1.2. Para todo s numero real y n entero positivo, 9y S es denso
en X°.

<f79>xs=/RQ(1+ YA+ +0*)fgdedy f, ge X,

Demostracion. Sean s numero real y n un entero positivo. Es evidente que 97'S
esta contenido en X°.

Supongamos que f € X°, y sea g, = ((i€) e~ HE N +1/E) £V Eg claro que
gs € H"™ y 9%g; — f en X*, cuando t — 0+. Ahora bien, para todo € > 0,
existe ¢, € S tal que ||[¢y — gi|| gs+» < €/2. En particular, ||02¢ — fllxs < €,
para t positivo suficientemente pequeno. Esto era lo que queriamos probar. [

Observacion 1.2. (a) Sea s un nimero real y f € S. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

17
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(i) f € X?®, para algun s.
(ii) f € 9,8
(i) [ f(x,y) do =0 para todo y € R.
(b) En este trabajo
—1g lAv

Un célculo directo nos permite mostrar que

;/zjf(z/,y)dx

para toda f € S. Esta expresién estd de acuerdo con la definicion dada en
Ablowitz y Villaroel en [3]. (Vea asimismo [12]).
(c) El produto interno de X* lo podemos escribir como

(f,9)x= = (f,9)s + (071 f, 07 9)s,

donde (, )5 es el producto interno en H*.

El siguiente resultado es un hecho bien curioso y bastante til.

Proposicién 1.3. Sean r y s nimeros reales tales que s > r. Supongamos que A
es un operador antisimétrico en H™ y que u y v € C([0,T], X*)NC((0,T], H").
Sunpongamos, ademds, que X° C D(A), que el operador 0, conmuta con A, y

que

d
d—?:Au—i—v.

Entonces, ||0; *ul|? es diferenciable en (0,T) y

—1 —1
thHa ||r - < U7az u>T‘

Demostracién. Paratodor > 0,0, (1—79;2)"2u € C([0,T], X*)NC((0,T), H™),
97 (1 — 70;2)"2u(t) € D(A) para todo t € (0,T) y

d

= (071 —ror)THu) = 4071 (1= 707 Thu 4 01 (1 - 70, hu

Claramente,

ord (GRS

Ya que (1—78;2)~2 converge fuertemente a I en H", del teorema fundamental
del céculo y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se sigue la
proposicién.

2 1 1
= <8;1(1 —70,%) 20,0, (1 — 7'8;2)_§u> )

T T

O

18
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1.2. Algunas propiedades del espacio X 2

Es facil ver que X 2 es un espacio de Hilbert con el producto interno definido
por

11 _1 _1
(fra)y = / fg+ D32 fD2g+aDy? fyDa* gy +70; " f,07 " gydudy.
R2
Proposicién 1.4. Para todo n entero positivo, 01S es contenido densamente
en X2,
Demostracion. Similar a la de la Proposicién 1.2. O

Lema 1.5. Sea s € (0,n/2). Entonces, H*(R™) estd continuamente encajado en
LP(R?), para p = 2n/(n — 2s) (o, en otras palabras, s = n(1/2—1/p). Ademds,
para toda f € H*(R™),

[fllzr < Cull D3 flle < Clf s,
donde l R

D'=(=A)=f = ((2n[¢)' ).
Demostracion. Vease [22] O
Lema 1.6. Supongamos que f € S'(R") es tal que D3'f € L? y D32 f € L.
Entonces, para s € [s1,s2], DSf € L? y

1D fIl < CsllD3 £ D32 £11H°, (1.1)

donde 0 = 22==,
S2—81

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Holder [

Como consecuencia de los dos lemas anteriores tenemos el siguiente lema de
encaje.

Lema 1.7. (a) Para o >0 y p < 2, existe C > 0 tal que, para toda f € X3,
2 — _ 3p
111322 ey < CUFIPPIDL 20, FI1P2(1 D3/ £ 2 (1.2)

(b) Para a =0,7v>0yp< %, existe C > 0 tal que, para toda f € X3,

9p+4

4—3p _ P
1G22 ey < CIAIT= 1D 2 A5 110518, £ (1.3)

En particular, para toda f € X%,

1l < CUANL3

donde
st >0,

sta=0yvy>0.

IAINA
ININA
Wik DN

19
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Demostracion. Gracias al lema anterior, es suficiente demostrar (1.2) para f =
O0y¢, ¢ € S. Primero, supongamos que a > 0. De los Lemas 1.5, 1.6 y la
desigualdad de Hélder obtenemos que

I£I1225 = /RQ) |f (2, y) [P dady < C/RQ | DE/ 2P+ £ (L y) [P dy
<c / IDY2 £, )71 w) 12 dy
(2—p)/2
< DY fP < [1scppere dy>
< CIDY2F ||| £I1377 sup | £ (. )7
yeR
Por otro lado, para toda y € R,
17 Cm)l? = / (2, y)de
Yy
- / / (@920, £ (1) dynda
RJ—0

Yy

o / / DY/2 f(2,50) D5 Y20y, f(z, y1)daxdyy
—o0 JR

< 2|DY2||D5 V20, 1]

Por lo tanto, se verifica (1.2).
Ahora, supongamos que « = 0. Procediendo como antes, obtenemos

/ |f|p+2 dxdy < c/ ||DP/[2 p+2)] £, )||p+2 dy
 [IDY2 ) DBD p[2 dy
R
(3p+2)/3 4 A (4-3p)/6
< dlID/fll” (/llDﬂ FelP 3p>dy)

(3p+2)/3 4—3p)/3 _
< ol [ DY 111G £l (sup||Dw1/4f<-,y>||fzz®)
yER
(1.4)

En este caso, para toda y € R,

2
10241l = [ (D24f) @) da
y
—o / | D)D) dyr da
Yy
- —2/ /Di/zfx(x,yl)Dngfy(%yOdmdyl
—o0 JIR

20
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< 2/R||D;1/2fz('ay)||L2(R)||az_1fy('7y)HL2(]R)dy

< 21Dz 110105 fyllo-
Asf obtenemos (1.3). O
Definicién 1.8. Sea X° = {f € L?|0,f, ;' fyy v 052 fyy € L*}. X0 es un

espacio de Hilbert con el producto interno

(£,9)0 = /R LS9+ 0uf0eg+ a0 fuy0; 9y + 707 fuy s gyyddy.

Aqui también vale una afirmacién totalmente analoga a las hechas en las
Proposiciones 1.2 y 1.4, a saber:

Proposicién 1.9. Para todo n entero positivo, 0y S es contenido densamente
en X0,

Es evidente que (X% L?) es un par compatible de interpolacién (vea [5]
y [30]). Veamos que X Z es un espacio de interpolacién entre X0 y L2. Més
precisamente, tenemos el siguente teorema.
Teorema 1.10. Xz = (X0, L?),

B

Demostracion. Sea ¢ € Xz y

o173\
f(z) = e70G—3) ({1+|§ <1—|—a | )} é)
& &
Es obvio que
f(z) e L? para todo 0 < Im(z) <1
f es analitica sobre 0 < Im(z) < 1
f(it) € X9, para todo t € R
f(1+it) e L?, para todo t € R (1.5)
f(z) =0, cuando [Im(z)| — oo, para
Re(z) =001
[ =o.

Entonces ¢ € (X%, L?)11) v [|9ll2) < cllll,1-
Ahora sean ¢ € (XY, 2) , O = = X|(e, n)|<n¢v donde X|(¢,n)|<n s la funcién
n(2

\%
caracterfstica de (€, n)] < n, n(2) = ((1+ I¢] + ale| ol +11€]2IP) =<6,

y f una funcién sobre 0 < Im(z) < 1 en Lo que satisface cada una de las con-
diciones en (1.5). Es claro que ®,, es analitica sobre C con valores en L2. Por
lo tanto (f(2), ®,(2))r2 es una funcién continua sobre 0 < Im(z) < 1 y analiti-
ca sobre 0 < Im(z) < 1. Ademds, |(f(it), . (it))r2]| < Hf(it)HXquﬁnHX% y

21
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[(f(1 4 dt), @ (1 +dt)) 2] < | f(1+ it)HNH‘anX%- Del lema de las tres lineas,
se sigue que

(£ (2), Pu(2)) 2| < max(sup || f(it)[| xo, sup [ F(1 +it)[| =) dnll , 3 -

Tomando z = 1, tenemos que HanHX% < méx(sup || f(it)]| xo, sup || f(1+it)| L2),

para todo n. Asi pues, el teorema de la convergencia monétona de Lebesgue nos
. . 1
permite concluir que ¢ € X'=. O

Definicién 1.11. Sea Q un conjunto abierto y conexo en R? y X o bien X° o

1
bien X'2. Denotaremos por X (2) el conjunto { f € L*(Q) | f = g para alguna g €
X}. X dotado con la norma

Ifllx@ = inf lgllx,
glo=f
geX
X (€) es un espacio de Banach.

Lema 1.12. Supongamos que Q = (a,b) X (¢,d) y ¢ es una funcién no negativa
C sobre R tal que supp ¢ C [a,b] y f ¢ = 1. Entonces, existe una constante C,

dependiendo tinicamente de 2 y ¢, tal que para toda f € L} . con (02 f, aif) €
1;2

loc?

pstaf s (ot3) [ 1o

< CI2fll 2o (1.7)

< Cl02fllr2(e), (1.6)
L2(9)

< CO2fll 2o
L2(Q)

I +0\ [
fyyfm/ fyyd:c<gga2 >/ Fyyat dz

Demostracion. Veamos, primero, la siguiente generalizacion de la desigualdad
de Poincaré

(1.8)

Lema 1.13. Sean a < b y ¢ una funcidn continua no negativa sobre [a,b] tal
que [ ¢ = 1. Entonces, para toda f € LP[a,b] con f' € LPla, b,

Hf/abfwx

donde C depende inicamente de [a,b] y p.

< (7|Lf/‘|LP[a,b]
Lr[a,b]

22
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Demostracion. Para z € [a,b],

b
- / F(€)o(¢) de| =

De esta desigualdad se sigue el lema. O

() dsp(&) d€| < |1.f'l| Lr(a,p-

Por la desigualdad de Poincaré y el lema anterior,

b b a
L f@wo—bia af«—(x— +b)/wﬂ¢dxdx

b 2
gc{/

dr <

de <

b
foleny) - / fobda

b
< [[1e () d.

Esta desigualdad demuestra (1.6).
(1.7) es inmediato del Lema 1.13. Ahora demostremos (1.8). De la desigual-
dad Cauchy-Schwarz, tenemos que
< P / |fyv‘2d37

1 b
b—a / Fu
< Hﬁjfllem)- (1.9)

b—a/ Sy dz

Ademads, observemos que
< N fyy Gyl 2 (0,5 102l L2(a 8-

b
/ Foy(@,9)(2) da
(1.10)

Luego, (1.9), (1.10) y la desigualdad triangular implica (1.8). O

Por lo tanto,

L2(Q)

b
/ Sy (@, 1) () dac

Lema 1.14. Sea Q = (a,b) x (¢,d). Ezxiste un operador de extensidn, E :
X)) — X0, en otras palabras, existe un operador lineal acotado E de X°(Q)
en X0 tal que, para toda u € X°(Q), Bu = u en Q, |Eullr> < Cllur2@) v
| Bullxo < Cllul|xo(q), donde C depende tinicamente de 2.

Demostracion. Sea u € Xo(Q2). Sin perdida de generalidad, podemos suponer
que u = 82f en €, para alguna f € S(R?) con [|02f||xo < 2||ul|xo (). Tomemos
= f fdr — (z — ) f; frodx. Es evidente que u = 92 fy en Q.
Ahora con51deremos f1 definida sobre [2a — b,2b — a] X [¢, d] por
folz,y) if x € [a, b]
filay) = Y0 aifo(Hb — foy)  ifw € [b,2b— )
Z?lazfo( La—1z,y) ifz€[2a—b,al,

23
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donde
a1+a2+a3+a4:1

as as a4__
al“r?‘f'?ﬁ-z— 1

a2 a3 [
a1+Z+§+T6—

a2 a3 Qg

B A T S |
gt T

Claramente f; es una funcién C? sobre [2a — b, 2b — a] x [c, d] y satisface

1

0™ fill L2 (2a—b,20—a) x[e,d)) < CNO™ follL2(0r), (1.11)

para toda m € N? con |m| < 3. De la misma manera, a partir de fi, podemos
definir una funcién fy € C? sobre Q = [2a — b,2b — a] x [2¢ — d,2d — ¢] tal que

10™ fall L2 (e < 9110™ foll L2, (1.12)

n=1en Qy0 fuera de Q. Para u, sea Fu = 92(nf2) en Q y 0 en R? — Q.
De (1.12) y el Lema 1.12 se sigue que Eu = u en Q, ||Eul|r2 < Cllullr2q) v
| Bullxo < Cllullxo(q), donde C' depende tinicamente de Q y ¢. O

para todo m € N? con |m| < 3. Ahora, sea n una funcién C*° en R? tal que

Corolario 1.15. Si Q = (a,b) x (¢, d) entonces X% (Q) = [L*(Q), X°(Q)]1;.

Demostracion. Es suficiente observar que el operador E definido en el Lema
1.14 es un coretracto del operador de restriccion de (X%, L?) en (X°(2), L2(€2)).
El corolario se sigue del Teorema 1.2.4 en [30]. O

Teorema 1.16. Supongamos que {Q;}ien es un cubrimiento de R?, donde cada
Q; es un cubo abierto cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados, tienen
longitud R y son tales que cada punto en R? estd contenido en a lo sumo tres
de estos cubos. Entonces,

Dol < Cllul? (1.13)
Xz @) X2

para toda u € X3,

Demostracion. Procediendo como en la demostracion del Lema 1.14, podemos
demostrar que

| Eiul%o < C’/ u? 4 Opu? + aa;13§u2 + v&;zﬁguz dzdy,

i

donde cada Ej; es el operador de extensién de X°(©;) en X, Es facil ver que C
depende unicamente de la longitud de lado de €2;. Entonces, C' es independiente
de ¢. Puesto que

l[ull o) < I Eiullxo,
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para todo ¢, obtenemos

uo y < u—l— u? + o ut uxy<3uo
* C Oy 81822 (‘32022dd Cllu||%
=0

Asimismo, evidentemente tenemos que

o0

> llullZe, < 3lullz..

=0

Entonces el operador u — (ugq,)ien (uq, es la restriccién de u en €);) es continuo
de L? en (2(L?(Q;)) y de XY en £2(X°(€2;)). Por el Teorema 1.18.1 en [30],
tenemos que el operador u — (ug, )ien €s continuo de X'z en £2(X'2(L;)). Por
lo tanto, obtenemos (1.13). O

Lema 1.17. FEl encaje X3 s [P (R?%) es compacto, para

loc

{O <p<4d sia>0
4 Py —
0<p<3z sia=0.
En otras palabras, si (u,) es una sucesion acotada en X2 y R > 0, entonces
existe una subsucesion de (uy) que converge fuertemente en LP(BR).

Demostracion. Probaremos el lema para o > 0. La demostracién para el caso
a = 0 difiere tan solo por pequenas modificaciones. Supongamos que (u,)> ;
es una sucesién acotada en X 2. Sea Qp el cubo con centro en el origen cuyos
lados son paralelos a los ejes de coordenados y tienen longitud R, y sea Epr el
operador extensién de L?(Qr) en L? como en la demostracién de el Lema 1.14.
Por interpolacién, EFg es un operador continuo de X %(Q) en X'Z. Asimismo,
es facil ver que Egr(u) es 0 fuera de Q3p, para toda u € X%, donde Q3p es el
cubo con centro en el érigen y cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados
y tienen longitud 3R. Ya que u = Egr(u) en (Q, sin perdida de generalidad,
podemos suponer que u, = Egr(u,), para todo n. Ahora, puesto que (u,) es
acotada en X %, también podemos suponer que u,, — u en X 3 y sustituyendo,
si es necesario, u,, por u, — u, podemos suponer, ademds, que u = 0.
Sean

Q1 ={(&n) eR*/|E| < p, 0| < p}
Q2 ={(&n) e R*/I¢] > p}
Qs = {(&n) e R*/I¢] < p, In| > p}

Entonces R? = Ule Qiy QiNQ; =0,1i+#j. Para p > 0, tenemos que

2 _ _
/QsR|un<x,y>| dudy = [ [in(en)lPdgan - Z/ (€ m)|Pdédn
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Es claro que

/ (86, ) [Pdédn = / |§||D”2un<s nPdedy < € ||D1/2un\|o,

[ Tante mPdsan - / ||§|2|D28u(€ n)|2dedn.

Por lo tanto, para cualquier €, existe p > 0 suficientemente grande tal que
[ 1alemPagan+ [ a6 nPdin < /2
2 Qs
Puesto que u,, — 0 en L?(R?) (en particular

PN _ 1 —i(z§+yn) -
I @, (€, ) = lim - un(z,y)e dzdy = 0)
v |u(&,n)| < |Junl1, €l teorema de la convergencia dominada de Lebesgue garan-
tiza que
[ faue.mPagan =o.
Q1

cuando n — oo. Por consiguiente u,, — 0 en L? (R?). Por el Lema 1.7, u,, — 0
en L (R?*)si2<p<4.

O
Lema 1.18. Si (uy,) es acotada en X2 y
lim  sup / |, |2dady = 0, (1.14)
n—00 (z,y)€ER? J B(z,y;R)

cuando n — oo, entonces u, — 0 en LP(R?) para

2<p<4 sta>0
2<p<4/3 sia=0.

Demostracion. Supongamos que « > 0 (a = 0 se obtiene de la misma forma).
Sea 2 < s < 4y sea g el cubo con centro en el érigen y cuyos lados son paralelos
a los ejes coordenados y tienen longitud R. Entonces, de la desigualdad de Holder
y el Lema 1.7, tenemos que

U s < ||u

lunllee e rom < lunlpz N 1%, eons

Slunllzz g lonlyy
W)+QR) (-2

donde ¥ = @ Escogiendo s tal que % =1, es decir, s = 3, obtenemos que

[ fulPdedy < Clunllaeronlual®y
(z,y)+Qr)

(=, 9)+Q2R)
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Ahora, cubriendo R? por cubos con lados paralelos a los ejes coordenados y de
longitud R, de tal forma que cada punto de R? este contenido en a lo sumo tres
de estos cubos, del teorema 1.16, obtenemos

[ lenfdady <€ supunllaeapran sl
RQ 2

(z,y)ER

Puesto que u, es acotada en X2 y satisface (1.14), u,, — 0 en L3(R2). Como
2 < 3 < 4, la desigualdad de Holder implica que u,, — 0 en LP(R?), para todo
2<p<4 [

1.3. Teoria de Kato

Haremos una breve presentacién de la Teorfa de Kato descrita en [13]. Con
ésta se demuestra el buen planteamiento de problemas de Cauchy de ecuaciones
lineales y cuasilineales de evolucién.

1.3.1. Caso lineal

Supongamos que X e Y son espacios de Banach reflexivos con Y C X de
forma densa y continua, y sea {A(t)};c[0,7) una familia de operadores tales que

1. A(t) € G(X,1,p). En otras palabras, —A(t) genera un Cj semigrupo tal
que
He—sA(t)H < 658,

para todo s € [0, c0).

2. Existe un isomorfismo S : Y — X tal que SA(t)S~! = A(t) + B(t), donde
B(t) € B(X), para 0 < t < T, t — B(t)r es fuertemente medible, para
cada z € X,y t — ||B(t)||x es integrable en [0, T].

3. Y C D(A(t)), para 0 < t < T,y t — A(t) es fuertemente continuo de
[0,T] a B(Y, X)

Teorema 1.19. Bajo las anteriores condiciones, existe una familia de opera-
dores {U(t, s) bo<s<i<T tales que:

1. U es fuertemente continuo de A — B(X), donde A = {(t,s) : 0 < s <
t<T}.

2. U(t,s)U(s,r) =Ul(t,r) para (t,s) y (s,r) € A, yU(s,s) =1I.

3. U(t,s)Y CY yU es fuertemente continuo de A — B(Y).
dUu (t dU (t

4- c(lt’ ) =—At)U(t, s), (t, ) =U(t,s)A(s), en el sentido fuerte den-
tro del espacio B(X,Y) y son fuertemente continuas de A — B(X,Y).
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La familia de operadores {U(t, s) to<s<t<T en el teorema anterior es deno-
minada familia de operadores de evolucion asociada a A(t). Una consecuencia
inmediata de este tltimo teorema es que, para y € Y, u(t) = U(t, s)y es solucién
del problema de Cauchy

d
d—?—}—A(t)u:O para s <t <T, con
u(s) =y.

Mas atn, si f € C([0,T]; X) N LY([0,T];Y), entonces

u(t) = U(t,0)¢+/0 U(t,s)f(s)ds

siysélosiue C([0,T);Y)NCH(0,T); X) y

du +At)u = f(t) para 0<t<T, con

dt
u(0) = ¢.

1.3.2. Caso Cuasilineal

Sean X e Y espacios de Banach reflexivos, Y C X, siendo la inclusién densa
y continua. Consideremos el siguiente problema

Ou+ A(t,u)u = f(t,u) € X, 0 <t,

w(0) = up € Y, (1.15)

donde, para cada t, A(t,u) es un operador lineal de Y en X y f(¢,u) es una
funcién de R x Y en X. Consideremos también las siguientes condiciones:

(X) Existe un isomorfismo isométrico S de Y en X.
Existen Ty > 0 y W bola abierta de centro wq tales que:

(A1) Para cada (t,y) € [0,Tp] x W, el operador lineal A(t,y) pertenece a
G(X,1,0), donde S es un ndmero real positivo. En otras palabras, —A(t, y)
genera un Cj semigrupo tal que

||€75A(t’y)||8(x) < eP*, para s € [0, 00).
Nétese que si X es un espacio de Hilbert, A € G(X, 1, 8) si, y s6lo si,
a) (Ay,y)x = =Byl para todo y € D(A),
b) (A4 A) es sobre para todo A > (.

(Ver [17] o [28])
(A3) Para cada (t,y) € [0,Tp] x W el operador B(t,y) = [S, A(t,y)]S~! €
B(X) y es uniformemente acotado, es decir, existe A; > 0 tal que

|B(t,y)llsx) < A1 para todo (t,y) € [0,Tp] x W,
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Ademsds, para algin p; > 0, se tiene que, para todoyy z € W,

1B(t,y) — B(t, 2)llsx) < pally = zlly-

(A3) Y C D(A(t,y)), para cada (t,y) € [0,Tp] x W, (la restriccién de A(t,y)
a Y pertenece a B(Y, X)) y, para cada y € W fijo, t — A(t,y) es fuertemente
continua. Ademds, para cada t € [0,Tp] fijo, se satisface la siguiente condicién
de Lipschitz,

A y) — At 2)lsv,x) < pelly — =[x,

donde po > 0 es una constante.

(Aq) A(t,y)wo € Y para todo (t,y) € [0,T] x W. Ademds, existe una cons-
tante Ao tal que

[A(t, y)wolly < A2, para toda (t,y) € [0,To] x W
(f1) f es una funcién acotada en [0,Tp] x W a Y, es decir, existe A3 tal que
£t y)lly < As, para todo (t,y) € [0,To] x W,

Ademas, la funcién ¢ € [0,Tp] — f(t,y) € Y es continua con respecto a la
topologia de X y para todo y y z € Y se tiene que

1f(ty) — ft.2)lx < wslly — 2 x,
donde ps > 0 es una constante.

Teorema 1.20 (Kato). Suponga que las condiciones (X), (A1) — (A4) y (f1)
son satisfechas. Dado ug € Y, existe 0 < T < Ty y una dnica u € C([0,T;Y)N
C1((0,T); X) solucién de (1.15). Ademds, la aplicacién ug — u es continua en
el siguiente sentido: considere la sucesion de problemas de Cauchy,

0, n+Anta n)Un = fn(t, un t>0
bt -+ Anl )t = fo(t, ) w16)
Un(0) = up, n € N.

Supongamos que las condiciones (X), (A1)—(A4) y (f1) son satisfechas para todo
n > 0 en (1.16), con los mismos X, Y y S, y las correspondientes B, A1—-\s,
ta—3 pueden ser escogidas independientes de n. También supongamos que

s-lim A, (t,w) = A(t,w) en B(X,Y)

n— oo

s—_lg'mBn(t,w) = B(t,w) en B(X)
lim f,(t,w) = f(t,w) en Y

n—00

lim u,, =up en Y,
n—oo

donde s-lim denota el limite fuerte. Entonces, T puede ser elegido de tal manera
que u, € C([0,T],Y)NCY(0,T),X) y

lim sup ||u, () — u(t)||y = 0.

n—oo [O,T]

Para una demostracién de este teorema puede ver [13] y [20].
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1.4. Otros resultados importantes

Los siguientes resultados sobre conmutadores de operadores hacen parte del
importante acervo de herramientas de las que se hacen uso en el anélisis.

El primero de ellos es dado por la siguiente proposicién debida a Kato (para
su demostracién vea [13]).

Proposicién 1.21 (Desigualdad de Kato). Sea f € H®, s > 2, A = (1 —
A2)~1/2~ y My el operador de multiplicion por f. Entonces, para 1t 15 <s—1,
Afs[AertJrl,Mf]Aft c B(L2(R2)) y

HA—g[A§+f+1,Mf]A—fH S elV (1.17)

B(L2(R2

Proposicién 1.22 (Desigualdad de Kato-Ponce). Sean s > 0, 1 < p < o0,
A=(1-A%H2y My el operador de multiplicion por f. Entonces,

A%, Mylgl, < e (IVFlo A glp + [AfIplgloc) (1.18)

para toda f yg €S
Corolario 1.23. Para f yg € S,

1f:9ls.p < c(floo|A°glp + [A° flplgloo) -

El siguiente teorema es debido a A. P. Calderén (vea [8])

Teorema 1.24 (Teorema del conmutador de Calderén). Sea A : R — R una
funcién de Lipschitz. Entonces, para cualquier f € S(R),

I[H, Alf'llo < ClA || fllo-

Lema 1.25. Sea g,h € S(R™) y s > 0. Entonces existe una constante C = C(s)
tal que

||9h||[s] <C [||9||A Hh”[s] + ||9H[s] HhHA}

donde || 8],y = [|(~A%)3

L vlol =)

L1

Corolario 1.26. Sean g y h como en el Lema 1.25 y 5 < sg. Entonces existe
una constante C = C(s) tal que

Proposicién 1.27. Sean r > 1 y s > & fijos y f,v € S(R™) entonces existe
una constante C = C(r,s) tal que

(0, £0,0), 1 < C (1001l W01 + 102 £,y 10l ],
En particular, |(v, fO,v)| < Cs |0z f|l 1 Hv||i para toda f,v € S(R).
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La siguiente proposicién es un hecho bastante conocido y muy 1til en la
prueba del buen planteamiento global de muchos problemas de Cauchy asociados
a ecuaciones diferenciales que aparecen en el contexto de la fisica.

Proposicién 1.28. Sea f : R2 = R una funcion continua acotada tal que O, f
existe, es continua y es acotada. Entonces, si A = f0O,,

(A(w),uo > 3100 flucllul? (119)

para cada u € D(A), y A+ X es sobre, para todo A > %\f|oo
En particular, A € G(L*(R?),1,3|f|e) (vea la seccién anterior).

Demostracion. La desigualdad (1.19) se obtiene inmediatamente después de ha-
cer integracién por partes. Veamos que A 4+ A es sobre, si A > %\f|oo Suponga-
mos que ¢ es tal que ((A + X)(u), )y = 0, para toda u € D(A). Por lo tanto,
1 € D(A*) C D(A). De (1.19), se sigue que

0 (A + W) )o> (A~ 21l 13

Luego, ¥ = 0 y, por lo tanto, A 4+ X es sobre. O

Fl siguiente lema da un principio de minimax y sera un insumo importante
en la demostracién de la existencia de ondas solitarias que haremos més adelante
en este trabajo. Este es una consecuencia inmediata del Teorema 2.8 en [31, pg.
41]

Lema 1.29 (Lema del paso de la montana). Supongamos que X es un espa-
cio Banach y que ® € CY(X,R) es una funcidn que satisface las siguientes
propiedades:

1. ®(0) =0, y existe p > 0 tal que ®|sp,0) > a > 0.
2. Eziste B € X \ B,(0) tal que ®(3) < 0.

Sea T el conjunto de todos los caminos que unen 0 con (3, es decir,

I'={gcC(0,1],X)]|g(0) = 0,9(1) = 8},

y sea

c= inf max ®(g(t)). 1.20

Inf méx (9(t)) (1.20)

Entonces, ¢ > a y @ tiene una sucesion de Palais-Smale en el nivel ¢, es decir,
existe una sucesion (uy,) tal que ®(uy) — ¢ y ' (up) — 0 cuando n — oo.

Para demostrar la suavidad de las soluciones tipo onda solitaria usaremos la
siguiente generalizacion del teorema de multiplicadores de Hérmander—Mikhlin
debida a Lizorkin [23]
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Teorema 1.30 (Lizorkin). Sea ® : R® — R wuna funcion C™ para |€;| > 0,
j=1,...,n. Supongamos que existe M > 0 tal que

kP

k1 e k"*
‘51 gn 85;431 . aé‘!’gn

©r<M

conk; =001, k=k+---+k,=0,1,---,n. Entonces, ® € My(R") para

1 < g < 0. En otras palabras, ® es un multiplicador de Fourier en LI(R™).
Para terminar incluimos el siguiente resultado elemental.

Teorema 1.31. Sea (2, X, 1) un espacio de medida. Para p > 0, la funcidn

u — uPTt es localmente continua Lipschitz de LPT2(Q2,u) en L%(Q,u). En
particular, uw — [, uP*?dp es un funcional C* sobre LPT2(Q, ).

Demostracion. Es claro que

1
(u+ h)PH =wP™ 4 (p+ 1)h/ (u+ th)P dt
0

para todo u y h. De las desigualdades de Holder y Minkowski, obtenemos

1 1
Hh/ (u-l—th)pdtH < ||h|lp+2 / (u+ th)P dt
0 ﬁfﬁ 0

< Cllhllpr2(lullp+a + [1hllp+2)?-

pt2
P

Esto termina la demostracién. O
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Capitulo 2

Teoria local

En este capitulo examinamos el buen platemiento del problema de Cauchy
asociado a la generalizacion bidimensional de la ecuacion Benjamin-Ono dada
por (3). El capitulo esta dividido en dos secciones, en la primera examinamos el
buen planteamiento de (3) en H® cuando v = 0. En la otra seccién examinamos
el buen planteaminto de (3) en X sin ninguna restriccién en los pardmetros o

y -

2.1. Buen planteamiento en H® (v =0)

Teorema 2.1. Sea s >2 yp € N. Para ¢ € H*(R?), existe T > 0, que depende
solamente de ||¢||s, y una tinica u € C([0,T), H*(R?)) N C([0,T], H5~2(R?))
solucion del problema de Cauchy

wy + HO2u + a?—[@iu +uPu=0
(2.1)

u(0) = ¢.
Ademds, la tranformacion ¢ — u de H® en C([0,T], H®) es continua.

Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos suponer que o« = 1. En este
caso, u es solucién de (2.1) si y sélo si v(t) = e!*Au(t) es solucién de

dv
T + A(t,v)v =0 (29)
v(0) = ¢,

donde
A(t,v) = etHA(e_tHAv)paze_mA.

Veamos que para este problema se satisfacen cada una de las condiciones del
teorema de Kato (Teorema 1.20). Por lo pronto, sean X = L%(R?) y YV =
H*(R?), para s > 2. Es claro que S = (1 — A)? es un isomorfismo entre X
e Y. En los siguientes lemas verificaremos que el problema (2.2) satisface las
condiciones (A1)—(A4) que aparecen en la Seccién 1.3.2.
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Lema 2.2. A(t,v) € G(X,1,8(v)), donde B(v) = %supt Hﬁm(etHAv)p”Lm(Ra)
(vea la condicion (A1) en la Seccion 1.3.2).

Demostracion. Ya que {e"t"2} es un grupo fuertemente continuo de operadores
unitarios, y gracias a la observaciéon que hicimos luego de establecer la condicion
(A1) en la Seccién 1.3.2, de la Proposicién 1.28 se sigue este lema. O

Lema 2.3. Si S = (1 — A)%/2, entonces
SA(t,v)S™! = A(t,v) + B(t,v),

donde B(t,v) es un operador acotado L?, para todot € R yv € H®, y satisface
las desigualdades

IB(t,v)ll5(x) < Alv) (2.3)
1B(t,v) = B(t,v)llpx) < p(o,0)|[v" = olls, (2.4)

para todo t € R, y todos v y v’ € H*, donde \(v) = sup, Cs||V(e "2 0)P||,_1 ¥
(v, 0") = Cp s ([[v][2~1 + [Jo'][271).

Demostracion. De la Proposicién 1.21 se sigue que [S, (e~ *4v)P]9,S~! € B(X)

y
IS, (e "20)P10: 5 I px) < CslV (e 20)P|[s-1.

Por lo tanto, B(t,v) € B(X) y satisface (2.3).
Al proceder como antes y teniendo en cuenta que

[ —wPlls < Cp (2™ + 02 llu — ]2,
para todo u y v € H®, se muestra (2.4). O

Lema 2.4. H*(R?) C D(A(t,v)) y A(t,v) es un operador acotado de Y =
H*(R?) en X = L*(R?) con

| At v)lBx,y) < A(v),

para todo v € Y, y donde A es como en el Lema 2.3. Ademds, la funcion t —
A(t,v) es fuertemente continua de R en B(Y,X), para cada v € H®. Por otro
lado, la funcidn v — A(t,v) satisface la siguiente condicion de Lipschitz

[A(t, v) = A(t, V)l Bv,x) < plv, o) [lv —v'||x,
donde p es como en el lema anterior.

Demostracion. Puesto que e tHA = (et"2)~1 es unitario en X = L?(R?), de la
definicién de A(t,v), se sigue H*(R?) C D(A(t,v)). De hecho,

1A, 0)fllo = lle™*0)P0,e™2 fllo < Csll (e 20)P 5[0 fllo < Aw)IIf s,

para toda f € Y.
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Ahora, para todos t,t' € R y todas f,v € Y, tenemos
At 0)f = AW o) flo < [ (72 = ) (e 20y, @2 )| +
4 H ((e—tHA,U)p _ (e_t/HAv)p) 6I(etHAf)HO

+ H(e—t’HAv)paw<et’HA . et/HA)fHO

Como el grupo {e "4}, cr es fuertemente continuo y la funcién v — v? de Y’
en si mismo es continua, ¢ — A(t,v) es fuertemente continua de R en B(Y, X).
Finalmente, para cualquier ¢ € R tenemos que

1A, 0").f = A(t,0) fllo < (e20")7 — (7 20)P o[ 0ze™2 £l
< Cp([I(e™ 0l oo + (™20 o)1 Fllsllv” = wllo
< (v, ) [0" = llol|f1]s-

Esto termina la demostracién del lema. O

Los lemas inmediatamente anteriores muestran que el problema (2.2) satisfa-
ce las condiciones del Teorema 1.20 y, por lo tanto, para cada ¢ € H®, s > 2, exis-
ten T > 0, que depende de ||¢||s, y una tnica v € C([0, 7], H*(R?*) N C([0,T],
H*~1(R?)) solucién del problema (2.2). Ademés, la aplicacién ¢ — v es conti-
nua de H*(R?) en C([0,T], H*(R?). Ahora bien, de las propiedades del grupo
Q(t) = e M2 se puede verificar que u(t) = Q(t)v(t) es solucién de (2.1) y
satisface las propiedades enunciadas en el Teorema 2.1. O

Teorema 2.5. El tiempo de existencia para (2.1) puede ser elegido independien-
te de s en el siguiente sentido: si u € C([0,T], H®) es la solucién de (2.1) con
u(0) = ¢ € H", para algin r > s, entonces, v € C([0,T], H"). En particular, si
¢ € H®, ueC(0,T], H®).

Demostracion. La demostracion de este resultado es esencialmente la misma de
la parte (c) del Teorema 1 en [14]. Esbozaremos brevemente esta. Sean r > s,
u € C([0,T], H®) solucién de (2.1) y v = e!"?4. Supongamos que r < s + 1. Si
aplicamos 92 en ambos lados de la ecuacién diferencial en (2.2), llegamos a la
siguiente ecuacién de evolucién lineal para w(t) = 92v(t),

dw

— T AW+ B(t)w = f(t) (2.5)
donde
A(t) = ”*A( (t))Pe”tHa (2.6)
B(t) = 2" [p(u(t))P ug (t)e” A

ft) = et”ALP(p = P2 ()] [us (1))

Puesto que v € C([0,T), H®) se tiene que w € C([0,T); H*~2). Ademas,
w(0) = ¢ € H ™2, ya que ¢ € H". Probemos que w € C([0,T], H"~2). Para
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ésto probaremos que el problema de Cauchy para la ecuacién lineal (2.5) es bien
planteado en 1 — s < k < s — 1. En esta direccién tenemos el siguiente lema
cuya demostracion es completamente similar a la del Lemas 3.1 en [14].

Lema 2.6. La familia {A(t)}o<i<T tiene una dnica familia de operadores de
evolucion U(t, T)o<i<r<T para los espacios X = H", Y = H* (vea Teorema
1.19), donde

—s<h<s—-2 1—-s<k<s—1 k+1<h (2.9)

En particular, U(t,7): H" — H" para —s <r < s—1.

Luego, de la discusion que sigue al Teorema 1.19, w satisface la ecuacion
t
w(t) = U(t,0)¢ze +/ U(t,7)[-B(r)w(r) + f(7)]dr. (2.10)
0

Ahora bien, como w(0) = ¢,, € H""2, f, dada (2.8), estd en C([0,T], H*~!) C
C([0,T], H"=2) (sir < s+ 1) y B(t), dada en (2.7), es una familia de operadores
en B(H"~2) que es fuertemente continuo para t en el intervalo [0, T (sir < s+1),
del Lema 2.6, la solucién de 2.10 estd en C ([0, T], H"=2) ((2.10) es una ecuacién
integral de tipo Volterra en H" 2, la cual puede ser resuelta por aproximaciones
sucesivas), en otras palabras, 92u € C([0,T], H"~?).

Si wi () = 0,0,v(t), tenemos que

% + A(t)wr + Bi(t)wr = fi(t) (2.11)
donde
Bi(t) = ¢ p(u(t)PJua ()™M = B(1) (2.12)

fi(t) = =" ((p(p — )P (1) [ua (D] + p(ul(t)’ ™ uaa (t))uy (1) (2:13)

Como antes, tenemos que
t
wi(t) =U(t,0)dzy +/O U(t, 7)[—Bi(m)wi(7) + fi(7)]dr. (2.14)

Ya que u,, € C([0,T),H"~2), f1 € C([0,T], H"~2). Dado que, ademas, Bi(t) €
B(H"2) es fuertemente continuo en el intervalo [0, T'], argumentando como an-
tes, tenemos que wy € C([0,T], H"?) o, equivalentemente, u,, € C([0,T], H"~?)
Analogamente, si ws(t) = d2v(t), tenemos que
d’wg

W + A(t)U)Q = fg(t) (215)
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Luego,
wa(t) = U(t,0)dyy +/0 U(t,7)fa(r)dr. (2.17)

Ya que u,, € C([0,T],H"2), fo € C([0,T], H~?). Repitiendo el argumento
anterior, podemos concluir que wy € C([0,T], H"=?) o, equivalentemente, 8§u €
C([0,T), H"2)

Luego, hemos probado que si s <r <s+1y ¢ € H",u e C([0,T],H").
Para ver el caso r > s+ 1, como ¢ € Hsl7 para s’ < r, usando una y otra vez lo
que hemos probado hasta ahora, se llega a que v € C([0,T], H"). O]

2.2. Buen planteamiento en X*

En esta seccién examinamos el buen planteamiento de (3) en X*. Observese
que en este espacio el problema (3) es equivalente a la ecuacién

(2.18)

up + uPug + HOPu + a?—l@iu — 707y, = 0,
u(0) = ¢.

Para ver ésto apelaremos al método de regularizaciéon parabdlica. Asi pués,
consideremos primero el problema

up + HO2u + aHO2u — 40, L 02u + uPu, = pAu
{ t y % Gy a (2.19)

u(0) = ¢,
en X, para p > 0.

Como es usual en éste método, se estudia el comportamiento de las soluciones
del problema lineal asociado al problema (2.19)

Opu + HO?u + aHOPu — v0, 02u = pAu,
{ ' % QU= (2.20)

u(0) = ¢,

en X,. Haciendo uso de la tranformada de Fourier llegamos a que la solucion de
(2.20) es

v
u(t) = E,(t)¢ = (e(i(sgn(ﬁ)(g-&-w/z)—v";)—u(€2+n2))t$> )

Luego, llegamos al siguiente lema.

Lema 2.7. Sea s € R. Entonces:

(a) Para i > 0, E,, define un Cy semigrupo de contracciones en X° y H572,
En =0, éste puede ser extendido a un grupo unitario fuertemente continuo.
Mids ain, siu(t) = E,(t)¢, u satisface (2.20) en la topologia fuerte de H®, si
6 € {p € H*| (i(sgn(€) (€2 +an®) —y5) — u(€2 +0%))P € L*}, y en la topologia
fuerte de H=2, si ¢ € X°.
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(b) Si A >0y pu>0 entonces, para todo t > 0, E,(t) € B(X*, X5t y

1B, () xts < Kx (1+ (2u)) "% 1]l x- (2.21)

para toda ¢ € X, donde Ky es una constante que depende unicamente de .

Demostracion. (a) es inmediato de la definicién de E,,. Bosquejamos la demos-
tracién de (b). Es claro que

B0l r = [ (1€ +7) 3l ey

—2u 2 2 ¢
< sup [(14&+p?) e 2| g2
(&m)ER?

1 N - 2 2
10z (Bu()O)2n = /R , @+ & ) o€, m) e dedy

2 2
< sup [(14&+ ) e 10912,
(§,m€ER?

De aqui se sigue (b), ya que
o e 1/2
e (i ()
O

Admitiendo como vélido el principio de Duhamel, tendriamos que la ecuacién
(2.19) es equivalente a la ecuacién integral

u(t) = E,(t)¢ — /O E,(t—t")(uPuy)(t)dt'. (2.22)

Veamos que ésto es efectivamente asi en X°.

Lema 2.8. Para s > 2 y p > 0, el problema (2.19) es equivalente a la ecua-
cion integral (2.22) en X°. Mds precisamente, para v € C([0,T],X®), u €
CH([0,T], H572) y es una solucién de (2.19), si, y sdlo si, u satisface (2.22).

Demostracion. Sea u € C([0,T], X*). Supongamos primero que u € C*([0,T],
H*72) y es una solucién de (2.19). Del Lema 2.7, se sigue que

O (Eu(t = t)u(t) = Bu(t =) (Auu(t’) +up (1))
= Bu(t — t)(uPua) (1),

para t > t', donde A, = —HO? — a’}-lag + 78;185 + pA. Luego, del teorema
fundamental del célculo, se sigue que u satisface la ecuacién integral (2.22).
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Ahora supongamos que u satisface la ecuacién integral (2.22). Veamos pri-
mero que la integral en (2.22) tiene derivada continua en H*~2. Para este efecto,
del Lema 2.7, tenemos

1 e I\(, P AP ! — N\ (uPu AV T
h[/ Eult+h — ) (uPu,)(#)dt /OEN ) () ()t | =

E —I [t
- %/ B (t —t') (uPug ) (t')dt' +
0
1 t+h

+ o E,(t+h—t")(uPuy)(t)dt', (2.23)

para h > 0. Como u € C([0,T], X?®) y satisface la ecuacién integral (2.22),

/t E,(t —t")(uPu,)(t")dt' € C([0,T], X?). (2.24)
0
Luego,

hl—f>%1+ % A Eu(t =) (uug ) (t')dt’ =

:A“/o E,(t —t)(uPu,)(t)dt', (2.25)

en H*2. Por otro lado, tenemos

1 t+h
) E, (t+h—t")(uPuy)(t)dt" — uPuy(t) <
s—2
1 t+h
< 7 / |Eu(t+h—t)(uPug)(t') — uPug (), o dt’.  (2.26)
t

Del Teorema 2.7, la funcién dentro de la integral de la parte derecha de (2.26)
es continua para t' € [t,t + h]. Por consiguiente, del teorema del valor medio
para integrales, se sigue que

t+h
7 - 4 p AN 2 !/ —
hlir& ) E, (t+h—t")(uPug)(t") — uPuy(t)dt 2 0. (2.27)
En particular, tenemos que
t+h
P IN(,P Nl D
hlg(r)l+ n ), Eu(t+h —t")(uPuy)(t")dt" = uPuy(t) (2.28)
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en Hy_5. Si h <0, como antes, tenemos que

h
% l/()t+ EIL(t +h— t/)(upux)(t/)dt’ _ /Ot EIL(t B t/)(upux)(t/)dt, _
E,(=h)—1 [t*"
- (—h)/ Ey(t+h — 1) (uPug) () dt'+
t
+ L Eu(t _ t/>(upux)(t/)dt/. (2.29)
—h Jesn
Como I
H<‘_h>‘¢ < [1gl1x+,
s—2

para toda ¢ € X, de (2.24),

. E(*h)*l h / p / r_
hlgg__ih/() Eu(t+ h— ) (uPug) (¢)d =

:hlgg%(__’;z_[/o Bt — ) (uPus)(F)d,  (2.30)

en H, 5. También tenemos que

1! ,
z. _ P ! ! y4
hh%l - ) hEM(t Y (uPuy)(t)dt = uPug(t) (2.31)

en H*~2. Por lo tanto, la integral en (2.22) tiene derivada con respecto a t en
Hs—2 y

d

@Al%@—ﬂw%dWMf:AﬂéEMP4WWWXWﬁWW%Aﬂ

De aqui se sigue que u es derivable en H*~? y satisface la ecuacién (2.19). O

Para u € C([0,T], X*), sca
Au)(t) = Vi () — /0 Bt — ) (0P (#)t (2.32)
Veamos que A(u) € C(0,T], X*), para s > 1. Basta ver que
/ Bt — 1) () (1)

es continua en t. Gracias al Teoremas 2.7 y a que H" es un algebra de Banach,
si r > 1, tenemos que

Nl

1B (t = t) (uPua) ()]

1
s < - 7y||p+1 .
2O (14 g ) O 23
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donde para ¢ > 0. Como (1 + (2ut)~1)= es localmente integrable, se tiene que

/t E,(t —t)(uPu,)(t)dt' € X.
0

Para h > 0 tenemos
t+h t
/ B (t+h — ) (Pup)(#)dt / B (t— ) (wPug) (') dt' =
= (Eu(h) = I)/ B, (t — ) (uPug ) (t')dt' +
0

t+h
+ / E,(t+ h—t")(uPuy)(t')dt’
t

Ya que, de la desigualdad (2.33),

t+h h 1 %
[ B n- | < it [ (150 )
t [0,T7] 0 2ut

Xs

tenemos la continuidad a derecha de

/0 Bt — ) (wPu ) (¢t

Si h <0,

t+h i
/ E,(t+h—t)(uPuy)(t")dt' — / E,(t+t") (uPuy)(t)dt’ =
0 0
t+h

- E, (t+h—t)(uPuy)(t")dt'+
t+h

. t+h ~
+ (Bu(=h+h) = E,(=h)) /0 E,(t+h—t)(uPug)(t')dt' —

t
- E,(t —t")(uPuy)(t")dt’
t+h

para —t < h < h. Escogiendo h tal que

1+> dr < €/3,
/0 ( 2pt /

y haciendo uso de la desigualdad (2.33), tenemos que la norma en X* del primer
y tercer términos del lado derecho de la dltima ecuacién son menores que €/3.
Por un momento fijando este h, podemos tomar h suficientemente pequeno tal
que la norma en X* del segundo término la podemos hacer menor que €/3. Por
lo tanto, para h < 0 suficientemente pequeno,

< €.
Xs

t+h t
/ Bt +h — ') (wPuy)(¢)dt — / Bt — ') (uPu) (') dt
0 0
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Esto demuestra la continuidad a izquierda de

/Olt E,(t—t")(uPuy)(t)dt'.

Asf pues, para u € C([0,T], X*), A(u) € C([0,T], X*®).
Veamos que A es una contraccién en algin subespacio cerrado de C([0, T], X *)
con la norma de la convergencia uniforme. La eleccién conveniente es el conjunto

Ts(T) = {u € C([0, 7], X*) | . [u(t) — Eu(t)llxs < M},

donde M > 0 es fijo. Veamos que podemos ecoger T' > 0 suficientemente pequeno
tal que A es una contraccién en Y4(T') con la métrica inducida

ds(u,v) = sup [u(t) —v(t)|x-.
t€[0,T]

Veamos primero que podemos elegir T' > 0 tal que A(T4(T)) C YT4(T). Sea
u € T*(T). Entonces, de (2.33)

1/2
1(Aw)(t) — B, ()g]|x- < C / (1+ ) ()| dr

) (2.34)

T+
Luego, para T suficientemente el lado derecho de (2.34) se puede hacer menor
que M, o en otras palabras, para este mismo T, A(Y(T")) C Y (T).
Finalmente, veamos que este T' también puede ser elegido de tal manera que
A es una contraccién sobre Y*(7T'). Del Lema 2.7, tenemos que

- )
< C(M + [|gllx-)"*!
(

I (Au)(#) — (Av) (1) - < C / (1 ; ﬁ

t—1)

' 1
1 2
< Cy sup |[uPtt — vp+1||s/ <1 + ) dr
te[0, 7] 0 2u(t —7)

< Cu(M 1 |6]x-)? <T+(f;)> sup [[u(t) — v(t) 1 x-.

1
2
) (WP — o) ()| o dr

t€[0,T]
gracias a que
[ = 03], < C(llul 2+ [[ol12) s = o]l (2:35)

para todo w y v € H®. Luego, asimismo, podemos elegir T' tal que Cs(M +
| )(T + (%)%) < 1. Para estos T, A es una contraccién sobre Y5(T).
Luego, en resumen, hemos demostrado parcialmente el siguiente teorema.
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Teorema 2.9. Sean >0, s > 2 y¢ € X°. Entonces, existe T =T(s, ||| xs , 1t)
> 0 y una tnica funcion u € C([0,T], X*) N C([0,T], H*~2) solucion de (2.19).
La transformacion ¢ — u de X* en C([0,T], X?®) es continua.

Demostracion. Falta probar la unicidad de la solucién y la dependencia continua
del dato inicial. Para ello necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.10. Supongamos que > 0,7 >0, f+v>1,a>0yb>0. Sea f una
funcién definida en [0,T], no negativa y tal que tY~1f(t) localmente integrable
alli. Si

t
f(t) <a+ b/ (t =t = f () at (2.36)
0
para casi todo (0,T), entonces

F(£) < aFj (b0(B)) 7 1), (2.37)

dondev=+v—-1>0y

Fan(y) = cmy™ (2.38)
m=0
con ¢o =1y ¢ definido por la relacion de recurrecia <2+ = F{nﬁij?ﬁ) , para
m entero no neqativo.
Ademas,
F(y) =0 (y1/2(5‘7)65“> : (2.39)
cuando s — co.
Demostracion. Ver el Lema 7.1.2 en [10] O

Ahora probaremos la siguiente proposicién, que da una forma més precisa
de lo que deseamos demostrar en el teorema.

Proposicién 2.11. Sean ¢ y v € X*, yu yv € C([0,T]; X*) las correspon-
dientes soluciones de la ecuacion en derivadas parciales en (2.19), con u(0) = ¢
yv(0) = 9. Sea M = sup,¢(o 7 ([[u(®)|5. + [v(t)[[x.). Entonces, parat € [0,T7,

[u(t) = v(®)llx: < Fry2 (00(1/2)8) [|6 =] x (2.40)
donde b= MCyp~2 ((uT)z + 1)

Demostracion. Sean vy v como en el enunciado de la proposicién y sea w(t) =
u(t) — v(t). Luego, de la ecuacién integral (2.22), se sigue que

w(t) = Eu(t)( — o) — /0 Bt — ) (Pua(t)) — Poa(E))dt.  (2.41)
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Tomando la norma en X*® y ya que E,,(t) es un semigrupo de contracciones, de
la desigualdad triangular, tenemos

1 t
lw®llx: <l —dlxe + 5/0 1Bt = ) (0Pus(t) — v"va(t)) | . dt” (2.42)

Ahora veamos como estd acotada la integral que aparece en esta ultima de-
sigualdad. Del Lema 2.7 y de (2.35), tenemos

/ 1B (t — ) (WP (1) — 0Pva ()] . dF

<c/ <1+ )> |02 (Pt — P () || ooy At

< C / ]‘ + 2”’@ —t ) ) Huerl(t ) ’Up+1(t/)||s '

(2.43)

<o [ (@um? 1) (- ) o).

De aqui y gracias al Lema 2.10 sigue la proposicion.
Esto completa la demostracién del Teorema 2.9

Teorema 2.12. Siu € C([0,T],X?®) es solucion de (2.19), u € ((0,T],X),

donde X = (| X® dotado con la topologia de Frechet.
seR

Demostracion. De (2.21) y (2.22), se sigue que

[[u®)]|xs+r <
1/2

<c <1+ (2Lt>>/ lolx-+C | t <1+ (wlﬂf) () |5

(2.44)

Luego, si A < 1, u(t) € X** para 0 < t < T. Un argumento anélogo a la
discusién precedente de Teorema 2.9 nos garantiza que u € C((0,T], X*+1), si
A < 1. Un sencillo argumento de inducciéon demuestra el teorema.

Lema 2.13. FEl tiempo de existencia T, en el Teorema 2.9, puede ser escogido
independiente de .

Demostracion. Supongamos que u es solucién de (2.19). Entonces, tenemos
Fillu()|[2 = 2(u, pAu)s — 2(u, uug),

2(u, pAu) s — 2{u, Ho?u + a?—l@ju - 78;18§u>5 — 2(u, Uty s

—2(u, uPug)s

Cullu(®)]I2*2,

IN A
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y, de la Proposicién 1.3,
2
Au|0; tu(t)[13 = 2(0; Mu, nAI;  (w))s — ——= (0, tu, uP T
p+1
< ——— o7 Y, uPT Y| < C|05 Fuls][u] P
_p+1|<x Vsl < ClOL ulls[ul§
< Cllu(®)5,
para 0 < t < T. En otras palabras,
2
Aullu(®) % < Copllu®)I5,

para 0 < t < T. Luego, del teorema fundamental del ciculo, se sigue que
lu@®lks g4
_ _ D x
ol =l =5 [ <t
llplI% = T2
para 0 <t <T. Por lo tanto, para todo > 0,

[llx < [[6llx
(1= Caplldlli-t)'/? = (1 = Csplloli.T)/7"

siT < (Cspll¢llx=)"". Esta tltima desigualdad y el Teorema 2.9 nos garantizan
que, para toda p > 0, la solucién u de (2.19) puede ser extendida al intervalo
(0,77, i T < (Cs plIdllx=) "1 O

[u®)x- <

A partir de ahora y hasta el final de este capitulo p es la funcién

lollx:
(1= Capllol% )77

Veamos el buen plateamiento de (2.18). Para eso exploraremos lo que ocurre
con la red de soluciones de (2.19), {u,}u>0, cuando p tiende a 0. Realmente,
mostraremos que ésta converge débilmente a una solucién de (2.18). Por el
momento, veamos el siguiente teorema.

plt) = (2.45)

Teorema 2.14. Sea s > 2. Entonces, para cada ¢ € X°, existen T = T(||¢| x)
y ug € Cy([0,T], X%) NCL([0,T], H*=2) tal que ug(0) = ¢ y ug es solucién de
la ecuacidn (2.18), en el sentido débil, es decir,

d
£<UO(1§), w>572 = —<’U,SUQ$ + ’H@iuo + aH8§u0 — vﬁgluoyy, ’(/J>S,2, (246)

para todo v € H* 2(R). Ademas, ||uollxs < p(t), para todo t € [0,T], donde
p(t) es como en (2.45).

Demostracion. Para cada p, notaremos por u,, la solucién de (2.19) en el inter-
valo [0,T], donde, gracias al Lema 2.13, T es tomado indendientemente de pu.
Ahora sean u = u, , v =u,, para uy v > 0. Es facil ver que

Oellu = vl§ < AM?|p — v| + CMP||u — v[g
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donde Cs depende tnicamente de s y M = sup;c(o 7] p(t). De la desigualdad de
Gronwall, obtenemos
[ —vllo < Clu— v,

para todo t € [0,T]. Ya que C([0,T]; L?(R?)) es completo con la norma de la
convergencia uniforme, existe uy € C([0, T]; L?(R?)) tal que

lim  sup |Ju,(t) —uo(t)||, =0
w=0+ 4e(0,17] g 0

Ahora veamos que uy € X,. Sea t € [0,T]. Puesto que lim, o4 u, = up en
L?(R?), existe una subsucesién {MSZ)} tal que

Hm aﬂ(J') (t7 57 77) = aO(tv 67 77) ga n-c.t.p.

J—00 n

Del Lema de Fatou, se sigue que
ol = [ (14 €+ 01+ €7 ol de
R

2
< h’minf/(l +E ) (1 +€7?) ‘ﬂum dg
. {

j—o0

< liminf ||u @ H%{e
j—o0 Hn

< p(t).

Por lo tanto, u, — ug en X°. En efecto, sea ¢ € X° y € > 0. Tomando
e € D2S(B2) tal que [l — g x+ < 757, tenemos

(up —uo, @) x| < [(up —uo, 0 — e) x|+ [(up — uo, ve) x,
< lup — uollxslle — @ellxs +
A+l — wolly [1(1 = A)*(1+ 9;%)p) llo
<

67
para todo t € [0,T] y p > 0 suficientemente pequernio. Luego,

lim  sup (u, —uo, ) x: =0,
r=0% ¢e[0,7)

para toda ¢ € X,;. Como la convergencia es uniforme para toda ¢ € X, ug €
Cw([0,T); X5).

Finalmente probemos que uo € CL([0,T]; H*~2 (R?)) y satisface la ecuacién
(2.22) para toda 1y € H*2 (R?). En efecto,

t
(s Yoz = () s_z — /O (Ap () + Wty Py adr  (247)

para todo ¢ € [0, 7] y toda ¢ € H*~2 (R?), donde A, = HO2+aHI; —~0, 102 —
pA. Dado que u, — up en L?(R?) y Uy, — ug en H® (Rz), tenemos que
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A(uy) — Ao(uo) en H* 2 (Rz) ,
ub e — ufuos en H* 1 (Rz) ,

uniformemente en [0, T] cuando p — 0+. Luego, si hacemos u — 0+ en (2.47)
obtenemos (2.46). Esto termina la prueba. O

Corolario 2.15. Sea ug como en el teorema anterior. ug € AC([0,T]; H*~2).

Demostracion. Puesto que t € [0,T] — HO2u + aHOsu — v0; ' Oju + uPu, es
débilmente continua en H*~?2 (Rz), del Teorema de Bochner Pettis, esta funcién
es fuertemente integrable en H*~2 (Rz). Luego, de la ecuacién (2.46),

t
uo(t) = ¢ — / [HOZu + aHOu — 0, " Oju + uPuy | dr. (2.48)
0

De aqui se sigue el corolario. O

Proposicién 2.16. SeanT > 0 fijo, ¢; € H® (R?), j = 1,2 yv; € C([0,T]; L*(R))
NCyw([0,T]; H* (R?)) N AC([0, T); H*=2 (R?)) soluciones de la ecuacién (2.18)
en el sentido débil y tales que v;(0) = ¢;. Entonces,

lor(£) = v2()]ly < 1 = ol o)

donde Lo es una funcion continua y creciente en los numeros reales positivos y

K = mix {supjo 7y o1 (1), supyo 1 s (1), } -

Demostracion. Sea w(t) = v1(t) — v2(t). Como s > 2, v y v2 son fuertemente
derivables con respecto a t en L?(R?) y

Oyv; = Hazvi + a’;‘—[@jvi — w;lajui + vPvg,.
Por lo tanto,

1d

2dt ||w(t)||§ = <U;famvl - Ugazv% w(t)>o

= <q(u,v)8wv2,w2(t)>0 + (VYO w(t), w(t)), -
donde g(u,v) = S>P—) w'vP~1~%. Por lo tanto,

o (e) = w202 < Lo(K) [or4) — 20

donde Lo(x) = CaP y K = méx {sup[O,T] [v1(®)l5 > suppo, 7y va(t)HS}. De la
desigualdad de Gronwall se sigue la proposicion. O

Teorema 2.17. Sea ug como en el Teorema 2.14. ug € C([0,T], X*)NC*([0, T,
H*=2 (R?)) y es la dnica solucidn de (2.18).
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Demostracion. De la proposicién inmediatamente anterior se sigue ug es la inica
solucién débil de (2.18). Primero veamos que ug es continua en 0. Tenemos que

(o), )s] < JJuo(®)]l, < [p(8)]?

para toda ¢ € X*, con ||¢| =1, y todo t € [0, T]. Luego,

1

(9, 0)s] = liminf [luo ()]l < limsup [uo(®)ll, < I [p(t)]* = |91,
para toda ¢ € X°®. Luego, el limite de [juo(t)| y., cuando ¢ — 0+, existe y
limy o+ |luo(t)]l, = [|@lls- Ya que u(t) — ¢ débilmente en X* cuando t — 0+,
se sigue que lim; o4 uo(t) = ¢ en la norma de X*.

Sea t* € [0,T) fijo, entonces existe T > 0 y una tnica v € Cy,([0,T]; H*) N
CL(]0,T); H*~2) que satisface (2.18) con u(t*) en lugar de ¢. La unicidad implica
que v(t) = u(t +t*), para t € [O,ﬂ. Como v es continua a derecha de t = 0, u
es continua a la derecha de ¢ = t*.

Ahora, observese que u(t* —t, —x, —y) es solucién del problema (2.18) con
u(t*) en lugar de ¢. Luego, u(t* —t, —x, —y) es continua a derecha en t = 0, y
por ende, u es continua izquierda en t*.

En resumen, se tiene que u € C([0,7T],X*(R)). En particular, Hd%u +
aMHO2u + 0, ' Opu + uPu, € C([0,T], H* *(R)). Asi, de la ecuacién (2.48) y
la proposicién anterior, se sigue que u € C1([0,T], H*~2(R)) y es la tinica solu-
cién fuerte de (2.18). O

Veamos ahora la dependencia continua del dato inicial. Para ésto seguiremos
las ideas usadas por Bona y Smith, en [7], para probar la dependencia continua
del dato inicial en el caso del problema de Cauchy asociado a la ecuacién KdV.
Asi pues, sea (¢n)nenufoc} Una sucesién de funciones en X* tales que ¢, —
P €n X° cuando n — oo. Del Teorema 2.9 y el Lema 2.13, para cada n =
1,2,3,...,00fijoy u > 0, existen T ,, = T5 ,(¢,,) > 0 independiente de p y una
unica uy, , € C([0,Ts ], X®) que satisface la ecuacién (2.19) con u, ,(0) = ¢,

Proposicién 2.18. Sea T € (0,Ts ) fijo. Entonces, existen N entero positivo
y una constante M > 0 tal que Ts , > T, para todon > N, y ||uyn(t)|| . < M,
para todo t € [0,T).

Demostracion. Este es tan solo un refinamiento de la demostracién del Lema
2.13. O

Lema 2.19. Sea ¢ € H®, s > 0. Defina

~

&7 = exp (—7(1 = A)5)6 = (3()exp (—7(1+ [3)%)) (2.49)

FEntonces
, o _
Jim (o7 = ¢l =0
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y existe una constante C' = C(s) tal que

~N
6 = (55 ) Tl (2:50)

Jo™ = 6°||, < Clr =6l |14l (2.51)

Ahora, para la sucesion (¢n)nenu{oc} antes introducida, sean ¢], las apro-
ximaciones definidas en (2.49) y ], ,, las soluciones de (2.19) correspondientes.
Puesto que ||¢7 || xs < ||¢nllx=, para todo 7 y todo n = 1,2, ..., 00, la Proposi-
cién 2.18 puede ser reformulada con los los mismos T', Ny > 0 y M mencionados
alli, en el sentido de que todas las soluciones uj, , estan definidas en [0, T}, pa-
ra todo n > Ny y toda p > 0, y son tales que ||u < M, para todo
t € 10,17

Antes de abordar el siguiente resultado, vale la pena mencionar que las
soluciones uf ,, estan en C([0,7], X>°). En efecto, si u > 0, de la Proposicién
1.27 con r = s+ 1 y la Proposiciéon 1.3, tenemos

1d
gz lmnlliey < g P00 ) e

C gl

O]l

IN

U'n’ M7an+17

1
s+1—p+1

<O (gl 105 12 + sl sl 105 )

En otras palabras,

||a Yar |l 0 " ul PP |

2 dt o2

1d

L s < C

p
ol sfn s

Luego, la desigualdad de Gronwall implica que

Hu;,onsH < CMP ||¢Z'—L||XS+1 ) (2.52)

para todo > 0 y todo ¢ € [0,T]. Una facil modificacién de los razonamientos
expuestos hasta aqui, muestran que, en X**1, uJ . se puede extender a todo
el intervalo [0,T] y satisface la desigualdad anterior. Un simple argumento de
induccién demuestra que esta misma afirmacién es valida con X°° en lugar

Xt
Proposicién 2.20. Sean ¢, € X®,s > 2,¢7, y uj,,, como antes. Supongamos
que 0 < 0 < 7, entonces existen No eN, C=0C(s,000,T) >0 yn=n(s) €
(0,1) tal que, para todo n > Ny,
T T 0112 2(1—
7 =l ally < € (165 = Sl +720)
para todo p > 0.
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Demostracion. Sean Ny tal que uj, ,,(t) este definido sobre [0,7], para todo
n > Ny. Entonces,

1d
2dt

T 2 T 2
Humn - uZmHs =K Hv(uu»” o uﬁ,”)H% o (2.53)

- <U7—7 - uz,nv (u;,n)pamu;,n - (uz,n)paﬂ?uﬁ,n>8

y

1d

5% |6a:_1(u;,n - uz,n)HZ =—p ||aa:_1v(u;,n - uﬂ,n)Hj -
1 —1

<aw (’u’;,n - uﬁ,n)7 (up,,n

a m i s
(2.54)
Veamos que
T [% T T % [4
|<uu,n — Uy (U;L,n)paivu,u,n - (u,u,n)paibu,u,n>5‘ <
1 s
<0 = a4 5720 259
para 1 < sg < s — 1. Es claro que
T T 0 0 _
(up,n)pamup,n - (uu,n)pafu,u,n -
= (uz,n)paﬂ?(u;,n - uz,n) + ((u;,n)p - (uz,n)p)axu;,n (256)

Ahora bien, por un lado

2
‘<u;,n - uz,n’ (uz,n)pa$(u;,n - uz,n)>8| < CS H(uz,n)pHg Hu;,n - U’Z,nHS

T (2 2
< G M? Huun o uu,an
(2.57)
Por otro lado, de la Desigualdad de Cauchy-Schwartz y el Corolario 1.26, obte-
nemos

|<u;,n - uz,n7 ((u;,n)p - (uz7n)p)aﬁu;7n> | <

S
< i = vl N ()P = ()N
(4 0
<Ol =l (070 = @) gl +

g = @2l el )

(2.58)

Estimemos algunos términos que aparecen en esta ultima desigualdad. Uno de
ellos satisface

67 )? = (i)l < CMP7H [y = - (2.59)
Del Lema 2.19 y la desigualdad (2.52), obtenemos

[ nll,yy < CMP[@71144y < Cllbnll, 7>
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El siguiente término que estimamos es

) = 7], < OMP i —
< OM? 7 fuf = w17 =y
< OMP™ 2 g =,
con A = 22, Por 1ltimo, estimamos Hu;n — umeO.
1d
5 3 ke =l ally == 0l = w5+
1
+ m<a€r(u;,n - uz,n)7 (u;,n)p+1 - (uﬁ,n)p+1>0
SOMP |[uf =
Gracias a la desigualdad de Gronwall y al Lema 2.19 se obtiene
e — s < CMP 67 — G5II2 < OMPlr— 0 6,2, (2.60)

De las desigualdades (2.57) a (2.60) obtenemos (2.55).
Ahora bien, de la Proposicién 1.27, tenemos

105 (W = )y () = ()Pl =
=0 (g = ) 4], s ) (U = U ))s (2.61)
<OM? 05 (7 = )

donde ¢(z,y) = Y0_, z'yP~".

De (2.53), (2.55), (2.54) y (2.61), se tiene que

1d

577 1hn — Ul <C <T2(1_%) + g = “ﬂn”i) :

La desigualdad de Gronwall implica que

g el < € (165 = 68 +720-5))
O

Corolario 2.21. Sean ¢n,¢;, y uj, , como en el resultado anterior. Entonces,

para n > Ny fijo, {u;’n}7>0 converge uniformemente en [ty t a Uy, cuando
7 — 04. En otras palabras,

TLI,)%IJF tG[O?;l]l?ﬂ>0 Hu;,n (t) - U’an(t) Hs =0

Demostracion. Tomando € = 0 en la Proposicién 2.20. O
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Teorema 2.22. En X%, la aplicacion ¢ — u, donde u es solucion de 2.18, es
continua. Mds precisamente, si (¢n)neNU{oo} €5 UNA sucesion tal que ¢n — Poo
en X° y siug,y, € C([0,Ts,,], X®) son las correspondientes soluciones de (2.18),
entonces dado cualquier T € (0,Ts ) existe un No = No(s, doo) tal que T >
T para todo n > Ny y

lim  sup ||ug,n(t) — uo,00(t)]|, =0
n— oo tE[O,T]

Demostracion. Sea ¢;, como en la Proposicién 2.20 y sean uy, ,,, 4 > 0 las co-
rrespondientes soluciones con tiempos de existencia T ,. Dado T € (0, T o),
uy, , € C([0,T], X*) para todo n suficientemente grande. Pues bien, de un lado
tenemos

<u07n — U0,00; L)0>XS = #l_i%l+<up,,n — Up,00) (p>XS
= lim [~ 0P+ (0 0t

+ (U 00 — Upryo0: ©) x7]

= lim [<uﬂ,n - u;,n’ (P>XS + <u;,m — Up,m; Q0>Xb] +
+ <u6n - ug,oo7 50>X5

De otro lado, el Corolario 2.21 implica que, dado € > 0

(i = W P X+ (U = Wy ) x| < €llpllxe

para todo p > 0. Luego,

[{o.n — 0,00, 0) x*| < €llipllye + [[4g 0 — uG ool o 1l - »

para todo ¢ € X?. Por lo tanto,
||U0’n - uO,OOHXS <e+ Hug,n - ug,ooHXs . (262)

Argumentos similares a los empleados en la Proposicién (2.20) nos permiten
mostrar que, para 7 suficientemente pequeno,

_1
||u;,n - u;,ooHXs < C ||¢; - ZOHX5 T °.
Ya que uy, ,, — uj, o, converge débilmente en X* a ug ,, — ug ., se sigue que
_1 _1
[4dn = g ool e < Clldn = Dlellxs 775 < llén = docllye 777,

para 7 suficientemente pequeno. Luego, fijando 7 suficientemente pequeno, po-
demos concluir de (2.62) que

||u0,n - UO,oo”Xs S 26,

para n suficientemente grande. O
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Aqui también tenemos un resultado similar al Teorema 2.5.

Teorema 2.23. FEl tiempo de existencia para (2.18) puede ser elegido inde-
pendiente de s en el siguiente sentido: si u € C([0,T], X*) es la solucion de
(2.18) con u(0) = ¢ € X", para algin r > s, entonces, u € C([0,T],X"). En
particular, si ¢ € X, v € C([0,T], X*°).

Demostracion. Nétese que u = u(t) es una solucién de (2.18) siy sélo si v(t) =
P(t)u(t) es una solucién de

v+ A(t,v)v =0
v(0) = ¢
donde P(t) = et y A(t,a) = P(t)(P(—t)v)Pd, P(—t). Mostrar que v € C([0, T7,

H7) sigue exactamente el mismo razonamiento que se hizo en el Teorema 2.5.
Ahora bien, 9, v satisface la ecuacién

—1 1 _ p+1 _
007 v + = P()(P(=H)u)"* = 0.

Ya que ¢ € X", de aqui se sigue que v € C([0,T], X"). O

Observacion 2.1. En el caso v = 0 se puede obtener el buen planteamiento en
X?, para s > 2, a partir del buen planteamiento en H?®, mostrado en la seccién
anterior (Seccién 2.1). En efecto, si ¢ € X® y u es solucién de (2.1), entonces

p+1

0\ = P(—1)(9-1¢) /Ot P(—t+7) (“

L) ar

donde P(t) = e, Ag = HO? + aHO2. De aqui es facil mostrar el buen plan-
teamiento en X°.

Finalicemos esta seccién mostrando que los funcionales F y @) dados por (4)
y (5) en la introduccién, son conservados por las soluciones de (3) en X*. Es
evidente que

dQ(u)
dt

= / uuy drdy = / w(HOou+ aHOou — 79, Ou + uPuy) dedy = 0.
R? R?

Para ver que F es conservado necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.24. Sea v # 0. Si u es solucion de (3) en X*® (en otras palabras, solu-
cion de (2.1) en X*®) y si 05 ' ¢ = 95 'u(0) € X* , entonces % € C([0,T], X*72).

Demostracion. Observese primero que (2.1) es equivalente a la ecuacién integral
¢

w= P(=t)u(0) / P(—t+ 1) (uPdyu(r)) dr, (2.63)
0
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donde P(t) es dado como en la demostracién del teorema anterior. Derivando
en ambos lados de la ecuacién, tenemos

% = AP(~t)u(0) - uPu, — /0 AP (=t +7) (uPpu(r)) dr,

donde A también es como en la demostraciéon anterior. Ahora bien, como

AP(—t 4+ 7) (uPdyu(T)) d (P(=t+ 1) (uPOu(r))) +

T dr
+ P(—t+7)0, (updu(T)> . (2.64)
dr
entonces
du B 1 Vas e
dt&P(ﬂ(A@'Mm+p+1®02m(p+l)

_[mmﬂ@@ﬁmﬂr@w

Claramente, el lado derecho de la anterior ecuacién estd en C([0,T], X*~2), que
era lo que queriamos demostrar. O

Supongamos que u es solucién de (2.1) en X® y que 9;'¢ € X*. El lema
uPtl

p+1
H*=2, en el caso en que v # 0, y en el otro caso es evidente. Luego, en este caso,
la ecuacién (2.1) puede ser escrita como

anterior nos garantiza que E'(u) = Hyu + oM, '97u — 79,20 u + €

du ,

en H* 2. De aqui, y gracias al buen planteamiento en X*, se sigue inmediata-
mente que F es conservada.
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Capitulo 3

Algunos resultados en
espacios con peso

En este capitulo examinamos el buen planteamiento de (2.1) en algunos
espacios de Sobolev con peso.

3.1. Teoria local en X*(w?) cuando v =0

Teorema 3.1. Supongamos w es un peso con todas sus primeras y sequndas
derivadas parciales acotadas y, para algin \*, existen Cy > 0 tales que

[w(a,y)] < Cre** ™+,
para todo (x,y) € R? y todo X € (0,\*). Sea
X5(w?) = {f € X*|wf € L*}.
Este es un espacio de Hilbert con el producto interno (-,-)ws = (-, )xs +
(*s*)L2(w2)- Entonces, para s > 2, el problema de Cauchy (2.1) es bien plan-
teado en X*(w?).
Demostracion. En esta demostraciéon haremos uso del siguiente lema.

Lema 3.2. Para w como en el teorema. Sea wy(z,y) = w(az,y)e’)‘(ﬁ“ﬁ).
entonces existen constantes c1, ca, c3 Yy ¢4 independientes de \ y tales que

[Vwaloo < 1| Vw|eo + 2

D) |00 < c3|VW|oo + | DYoo + 4,

para cualquier mult-indice o = (a1, a) con |a| = 2.
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En vista del buen planteamiento local en X*, solo basta con examinar al-
gunas estimativas en la norma de L?(w?). Pues bien, con este propésito sea
wy(z,y) = w(m,y)e_/\(”’2+y2). Es claro que |[wyu(t)|lo < oo v [Jwaue(t)|]o < oo,
para todo t € [0,7T] y todo A > 0. Asi pues, multiplicando en ambos lados de la
ecuacién 2.1 por wiu e integrando obtenemos que

1d

§£||w,\u\|8 = (wau, wr( — HD G2y — a?—l(”“')(?;u — uPug))o.

Los dos primeros términos de las suma en la parte derecha de la anterior ecuacion
satisfacen

(wAu,w,\H(r)aiwo = (wyu, [w,\,H(z)]éﬁwo + (w,\u,’]-[(z)[w,\,az]uh
<w>\u,w>\7{($)8§U>o = (wu, [wﬂ‘“]aizL)o + <U/AU7H(‘T) [wa, 3§]U>0

La desigualdad de Cauchy-Schwarz, el teorema del conmutador de Calderén y
el lema anterior implican que

(wru, [y, HONO2uo < [lwrulol[ws, H)02ully
<C1 (0w |oo | [waul|o |07 O2ulo

< Collwaulfoflul x-.
Por otro lado,

(wxu, K [wx, OFJu)o < [lwaullo]|[wa, 83]ullo
< Cillwaullo (105wl sollullo + 218y wx loo |9y ulo)

< Collwaulfo||ull x--
De manera totalmente similar obtenemos

(wru, [wx, HON0Zu)o < Cllwyullo]|ul

Xs

(wxu, K [wx, 0FJu)o < Cllwyulollulx.

Ademas,
[wauPugllo < [uP ™ g co|lwrullo < Cllwaullo.

Con ayuda de las estimativas anteriores podemos inferir que
d 2 2 2
S lwaulls < Aljullx. + Bllwxulis,

donde A y B son constantes que no dependen de A. De la desigualdad de Gron-
wall se concluye que

lwaullg < T (Jlwaell§ + T Allullk-).
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Gracias al teorema de la convergencia mondtona de Lebesgue, se sigue que
lwall§ < ePT(Jlwglls + TAllul%-)

Por lo tanto, u(t) € X(w?), para todo t € [0,7]. Procediendo de la misma
manera se deduce que

lw(u = v)§ < e ([lw(e = V) + TAllu - vl%.),

donde ¥ € X*(w?) y v es la solucién de (2.1), con 1 en lugar de ¢. Falta ver que
t + u(t) es continua de [0, 7] en X*(w?). Pero ésto es inmediato del teorema
de la convergencia dominada, de la continuidad de u en X?° y de la ecuacion

Jw(u(t) —u(t))llo < [[(w —wx)u(t)|lo + [[wx(u(t) —u(t))llo + [|(wr —w)u(t')]lo.
Esto termina la demostracion del teorema. O

Observacion 3.1. Los pesos wy(z,y) = (1+x2+y2)?/2 parad € [0, 1], satisfacen
las condiciones del precedente teorema.

3.2. Con peso w = w(y) cuando v # 0

Con v # 0 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Supongamos que w en el Teorema 3.1 solo depende de y. En-
tonces, en este caso el problema de Cauchy 2.18 es bien planteado en X*(w?).

Demostracion. Procedemos como en el Teorema 3.1. Aqui, el hecho de que w
no dependa de y facilita las cuentas. Es claro que

1
= —||wxul[§ = (wau, wx (- H® 20 — aH m)62u + 70, 182u — uPug))o.

En este caso las estimativas de los término lineales son

(wyu, wAH(””)(‘?Q Yo=10
(wau, wyH® > (wau, H® [w/\ﬁj]wo

(wyu, w0, 3 u)o = (wyu, [wy, y]a Yu)o

De aqui en adelante la demostracion sigue los mismos pasos de la demostracion
del Teorema 3.1. O

Observacion 3.2. Observe que w(y) = y es un caso particular de los pesos
considerados en el anterior teorema. En realidad, este teorema vale ain para el
problema de Cauchy

{ wy + uPuy + 605U + HO?u + a?—l@iu — vﬁgluyy =0, (3.1)

u(0) = ¢,

lo que representa una mejora del Teorema 2.4 en [6].
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Demostracion. Por comodidad haremos la prueba para el caso o = v = 1. Sea
Xn(y) definida por

() = y?,  si —n <y<n,
T n2, s [lyl| >n.

Multiplicando uy + HAu + 9, ' 0pu + uPu, = 0 por uy, e integrando sobre
R2. Obtenemos

1d

1O wyeldedy + / Xon () uHPudiedy + / Xon () uHOPudzzdy +
2dt R2 ]R2 ]RZ Y

/ Xn(y)uvydrdy + / Xn ()P g dady = 0
R2 R2

donde u, = vy
Nétese que

u Uu. dxd - () —_— (ixd =0
R X7l y €T y R x X” y 2 y

/ Xn(y)u?—l@iudmdy =0,
R2
Joe Xn(Y)uHOuddy = — [po X, (y)uHOyudrdy — [oo Xn(y)(Oyu)(HO,u)dzdy

= — /}R2 XnuH O udzdy

/ UvyXndrdy = —/ wvx,, dzdy,
R2 R2
teniendo encuenta que |\’ (y)|> < 4|xx(y)|, obtenemos

1d
f—/ Xnu2dxdy§2/ Xnu2dxdy+/ (Byu)zdxdy—i—/ vidxdy
2dt Jpe R2 R2 R2

y por la desigualdad de Gronwall

sup ||x&/2ull2rey < C(llyell2rey, T, ]x:]
te[0,7]

Puesto que
I 2ol 22y < llyell e ee)

Obtenemos el resultado haciendo n — oo
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Capitulo 4

Comportamiento asintético
de soluciones con dato
inicial pequeno

Para v = 0, en este capitulo mostraremos que la solucién es global si to-
mamos un dato lo suficientemente pequeno, en un sentido que precisaremos.
También mostraremos que la solucién, en un tiempo suficientemente grande, se
comporta como la solucién de la ecuacién lineal asociada. A éstas tltimas se les
suele llamar los estados de dispersion de la onda (scattering states en inglés).

4.1. Solucion global para dato pequeno

Para ¢ € H*(R?), en el Capitulo 2 nosotros notamos por P(—t)¢ la solucién
del problema lineal asociado a la ecuacién (2.1), es decir, si u(t) = P(—t)¢, u

satisface la ecuacion J
ditl + ’H@iu + a?—[@ju =0.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que o = 1.
Si ¢ € S entonces

P(-)0(a,y) = o [ RO NI MG(E y)dgdy = 5-T(6)  (a.0)

donde I(t) = (eisgn(ﬁ)(§2+n2)t)v.

Lema 4.1. Para cualesquiera x, y y t # 0 numeros reales,

c 7i(m2+ 2 o0 ig2 C L‘(IZJF 2 o _ig?
I(t)(x,y):ge i Y e*? ds + —e Y e 1% ds,

NG NG

~+

donde ¢ = (141)/2.
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Demostracion. Es claro que

2m1(1)(z,y) // (€240 +a&+yn) dédn + // —&—n’+at+yn) dédn

k@) ( / i(n+y/2)? dn> ( / Jilera/2)? d§>
R 0
2 ; 0
PPEIEeR) (/ o—i(n—u/2)? dn) (/ ifg—e/2)? dg)
R —0o0

Un simple cambio de variable demuestra el teorema para t = 1. Usando la
propiedad de homogeinidad de la transformada de Fourier se sigue el teorema
para cualquier ¢ # 0. O

El lema anterior implica la siguiente estimativa LP — L7 para el grupo P(t).

Proposicién 4.2. Para cualquier f € L' () L?, se tiene que
-0
[P(=t)f] 2, < clt]7]f] 2,
para 6 € [0, 1]

Demostracion. El resultado lo obtenemos aplicando la desigualdad de Young
para la convolucion, el lema anterior e interpolacién. O

Del lema de encaje de Sobolev se sigue la siguiente propocision.
Proposicién 4.3. Para s > 1y f € L*(\H®, tenemos que
-1
|P(=t) floo < c(L+ [t ([flx + I1fIls)
Ahora si, estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.4. Seanp > 3 y s > 3. Entonces, existe 6 >0 y R = R(0) > 0 tal
que si ¢ € LY\ H® satisface

<6,

la solucion u de (2.1) estd en Cp(R, H?) y satisface
sup(1 + [t])|u(t)]1,00 < R. (4.1)
teR

Demostracion. Para la prueba necesitamos el siguiente lema cuya demostracion
puede ser encontrada en [25] (Lema 3.0.52)

Lema 4.5. Parat > 0, sea

t 1
J(t) = (1+t)/0 (1—|—t—7')(1—|—7')1’—1d7—'

Entonces,

60



4.1. SOLUCION GLOBAL PARA DATO PEQUENO 61

1. J(t) = O(1) cuando t — oo, sip >3
2. J(t) = oo cuando t — oo, sip =1,2.

Veamos primero que

t
ool < ol exp (e [ luallulzcar). (12
0
Haciendo el producto interno en H?® por v en ambos lados de la ecuacién llegamos
a que
d 9 »
%Hulls = —2(u, uPuz)s.

En virtud de la desigualdad de Kato-Ponce y su corolario (Corolario 1.23),
obtenemos

d -
Zlulls < Clulssull.

La desigualdad (4.2) sigue de esta tltima y la desigualdad de Gronwall.
Ahora, en virtud de (4.2) es suficiente demostrar (4.1). En efecto, de las
hipétesis, tenemos que

t t t
/0 |ux|oo|u|ggld7' < /0 |u|f7md7 < Rp/o (1+|7))7Pdr < C.

Entonces probemos (4.1). Tomemos T" € (0,7}) y sea K(T') = sup,¢jo r{(1+
[t)|w(t)]1,00 - De la Proposicién 4.3, el Lema 4.5, (4.2) y la ecuacién integral
(2.63), se obtiene

¢
(L4 B)u®)1,00 < €6 +c(1 +t)/ (L4t = 1) u(r) [ u(r)l[3 dr
0
< 6+ cd?K(T)P~LecK®"

para t € [0,T].

Elegimos ¢ > 0, suficientemente pequeno, tal que la funcion =z +— ¢d +
c62xP~e” — gz, tiene un cero positivo. Sea R = R(6) el primer cero positivo
de esta funcién. Entonces, las estimativas anteriormente mostradas implican
que K(T) < R. Del hecho de que el conjunto de soluciones es invariante bajo
la transformacién (¢,z,y) — (—t, —z, —y) y haciendo uso de un argumento de
extension se obtiene el teorema. O

Como corolario se tiene el siguiente interesante teorema.
Teorema 4.6. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, exviste ¢+ € H® tal que
[u(t) = P(=t)¢£lr — 0,
cuando t — +oo, parar € [s —1,5).

Demostracion. Vea [25]. O
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Capitulo 5

Existencia de ondas
solitarias

En este capitulo vamos a probar la existencia de ondas solitarias no triviales
para la ecuacién

(up + uPuy + HO?u + a?—[@iu)gc — YUyy =0, (5.1)
donde H es la transformada de Hilbert con respecto a = y o y v son nimeros
reales no negativos y no simultaneamente cero.

5.1. Existencia
Si ¢(x — ct,y) es una onda solitaria que es solucién de (3), entonces
(—O0x® + ¢P0ugp + H(020 + a0} 0))e — 700 = 0. (5.2)

Ademsés, si ¢ € X%, podemos escribir (5.2) como

1
—ch+ MO+ aHO, o — 70, 2020 + m(b”“ =0. (5.3)

donde el término de el lado derecho estd en (X %) , el dual topolégico de X 3,

Entonces, ¢ es un punto critico del funcional ® sobre X’ 2 definido como

o) = [ [; (c6* + (DF0)? + (D2 *0,0)* +(0,0,0)° ) -
R e
- GG

Por lo tanto, para garantizar que existen ondas solitarias asociadas a la
., . . /- 1
ecuacion (3), es suficiente probar que ® tiene puntos criticos en X'z no nulos.
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En esta direccion, veamos primero que @ satisface las condiciones del Lema 1.29.
Es evidente que ® es un funcional C'! para 0 < p < 2, ®(0) = 0 y, puesto que

|g[P+2

min{c, 1}
®(¢) > T”WX% T T2

por el Lema 1.7, existe un p tal que

inf ®=7>0,
9B, (0)

lo cual muestra 1). Ahora, para 9 € Ry u € X%,

uPt2 o2 uPt2
®(Ju) = 92 (@(u) + /R2 CESCE)] dxdy) — PPt /}R2 CESEE)] dxdy.

Entonces, tomando u fijo y ¥ suficientemente grande, tenemos 2) con 8 = du.
Asi, hemos probado el siguiente lema.

Lema 5.1. Sean @, 7 y B definidos como antes y sean k y ¢ definidos como en el
Lema 1.29. Entonces, existe una sucesion (¢p,) tal que ®(¢,) — ¢ y ®'(dn) — 0.

Ahora, estamos en condiciones de probar el siguiente teorema .
. ) iy 1
Teorema 5.2. (5.2) tiene soluciones no triviales en X'=.

Demostracion. Veamos que P tiene puntos criticos diferentes de cero en X . El
Lema 5.1 garantiza la existencia de una sucesién de Palais-Smale (¢,,) al nivel
¢ de ®. Por lo tanto,

@’ n n 1 1 7
412 0(,) - TN 5 (o L Y ming, e}l

para n suficientemente grande. De lo cual la sucesién (¢,) resulta ser acotada
en X'%. Considerando que

1 p
= lim O(¢y) — = (¢)(¢n) = lim ——— | ¢ 2 dud
0<e= lim O(¢n) — 5P (dn)(dn) nggOQ(er2)(p+1)/RQ¢n dy,

el Lema 1.18 implica que

6 =limsup sup / d)i dxdy > 0.
(z,y)+

n—00 (z,y)E€R?

Entonces, tomando una subsucesién si es necesario, podemos suponer que existe
una sucesion (x,,y,) en R tal que

/( - o2 dxdy > /2, (5.4)
Tn,Yn)+E
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para n suficientemente grande. Sea ¢,, = &n(-+ (Tn, yn)). Entonces, nuevamente
tomando una subsucesién si es necesario, podemos suponer que, para algin
¢ € X%, én — ¢ en Xz. En vista de (5.4), para n suficientemente grande, del
Lema 1.17, se tiene que ¢ # 0. El Lema 1.17 y la continuidad de la funcién

u— uPtl de LPT2 a L%, en cualquier espacio de medida, implican que
¥(8)(w) = lim @'(5,)(w) =0,

para todo w € X 3. Esto demuestra el teorema. O

5.2. Suavidad y analiticidad de las ondas solita-
rias

En esta seccién probaremos que, en el caso en que p = 1, las ondas solitarias
asociadas a la ecuacién (3) son C*.

Teorema 5.3. Seap=1. Si ¢ € X2 es solucion de (5.2), ¢ € H® = No H™.
Ademds, ¢ es analitica.

Demostracion. Supongamos primero que v = 0. En este caso, sin perdida de ge-
neralidad, podemos suponer que o = 1. Por el Lema 1.7, ¢ € L*. En particular,
%gbz + c¢ € L. Ahora, a partir de (5.2), tenemos que

¢2
Ad = HO, (- — co). (5.5)

Entonces, el teorema de Plancherel implica que ¢ € H'. Asi, por el teorema de
inmersién de Sobolev, %qﬁz—l—cqb € LP, 2 < p < . Puesto que la transformada de

Hilbert es acotada de LP — LP y, del teorema de Lizorkin (Teorema 1.30), %

y 5257""2 son multiplicadores en L? , de (5.5), tenemos que ¢ y ¢, € LP. De
donde, nuevamente (5.5) implica que ¢ € H2. El teorema quedard demostrado
una vez que hayamos observado que que si ¢ € H™ entonces ¢ € H" !, para
n > 2. Esta dltima afirmacién se tiene a partir de (5.5), el hecho que H™ es un
algebra de Banach, para n > 2, y el teorema de Plancherel .

Supongamos ahora ay # 0. Sin perdida de generalidad podemos suponer
que a =y = 1. Asi, (5.2) se tranforma en la ecuacién

2

HO) + HO, 000 — 0)¢ = —ag(? — ). (5.6)

53
' ERTIEmE e Y
Mi% son multiplicadores en LP, 1 < p < co. De aqui en adelante es solo
seguir los pasos del anterior caso. El caso o = 0 es hecho en [9)].
Para ver la analiticidad de ¢ es suficiente probar que

181
)

Aqui, se observa primero que, gracias al teorema de Lizorkin
2

0%l < ClBI1 (%)
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para algtin R > 0y todo 8 € N2. Solo consideramos el caso o # 0 (el caso o = 0
es tratado de manera similar). Demostraremos que existe R > 0 tal que para
todo 8 € N2
Bl = 1)l Ry A1

PG|l > < 007(—) : 5.8

0%l < €51 (5 (53)
donde s > 1. Veamos ésto por induccién. Para |5] = 1 la desigualdad (5.8)
es evidente; es suficiente elegir C' suficientemente grande. Supongamos ahora
que (5.8) es valida para || = 1,--- ,n y R (que elegiremos convenientemnte
después). De la ecuacién (5.2), tenemos

¢2

D2+ ad,p —yHO, 0} = %agg(7 — ). (5.9)

Aplicando 9” en ambos lados de la ecuacién y haciendo el producto interno en
H? con 98¢ en la tltima ecuacién, podemos mostrar que

2

V9P| 2 < C H85<2 - c¢) H . (5.10)
2

Para terminar la demostracién necesitamos el siguiente lema.
Lema 5.4. (a) Si f y ¢ € C*°(R), entonces

18l

) !
65 _ f (QS) Laﬁl .. 35]' )
[Bil>1, ¥V 1<i<j
(b) para cada (n1,...,n;) € N tenemos que
BB 18,1
= —_—
. Bl+~~z+ﬁj—6 ful--- 54!

|Bi|=ni, V 1<i<j

(¢) Para s > 1 existe Cy tal que para todo j e k € N

> R
e e D Oy 1) 7 (k1)

Regresemos a la demostracion del teorema. Por la parte (a) del Lema 5.4,
la desigualdad (5.10) y el hecho que H? es una élgebra de Banach, se sigue

2
! .
Vool <Ci Y Y 0% el 10% 0l
J=1 Bi+-+8;=5 ’ 7
[Bi|>1, V 1<i<j
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De la hipétesis de induccién y la parte (b) de el mismo lema, tenemos que

i aldl—d L (B! (B!
V@Bgﬁ . <C CJ ABI=I p! 1 : J :
H I 1;::1 m+~~§j:|ﬁ| B1+~§3j—,8 Bul-e Bt (IBalH1)* - - (1B51+1)*
i1, Y 1<i<) [Bil=ni, ¥ i
° ELL
<C I AlBl=i : ’
- jgl 711+..-+an-|5 (n1+1)stt... (nj + 1)sH
|1, ¥ 1<i<;

donde A = % De esta desigualdad y la parte (¢) de el Lema 5.4, obtenemos
que

2
VP2 < C ﬂAW CCy) AT,
| Bl < B+ 2 jz:;( 2)

Ahora elijamos R. Tomamos A suficientemente grande tal que C 2521 (CCR)T AT <
C. Es claro que esta eleccién no depende de 3. Por lo tanto, con R = 2A,

5 B! /R\I8
IVl < Oz (5)

demostramos (5.8). Esto completa la demostracién
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