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RESUMEN

Este trabajo tiene como objetivo analizar, desarrollar, implementar y validar un modelo
constitutivo para modelar el concreto reforzado con fibras cortas por medio del método de
los elementos finitos, bajo una cinematica de deformaciones infinitesimales. El compuesto
esta conformado por dos materiales componentes, la matriz de concreto la cual se asume
como homogénea teniendo en cuenta que sus agregados son de tamafio pequeio, y por f
bras de acero de corta longitud y de alta resistencia que tienen como objetivo aumentar la
ductilidad a traccion y flexion. Como primer acercamiento, en una etapa inicial se analiza el
comportamiento del material en el rango elastico para posteriormente seguir con el analisis
en el rango inelastico.

El modelo se compara y valida analizando su comportamiento en ensayos experimentales
tales como probetas uniaxiales y vigas con y sin entalla que concentren la propagacion de
esfuerzos.

Palabras Clave: Concreto, Modelos de Dafio, Elementos Finitos, Materiales Compuestos,
Modelos Constitutivos, Fibras Cortas, Plasticidad.

ABSTRACT

The main objective of this work is analyze, develop, implement and validate a constitutive
model for modeling the fiber reinforced concrete using the Finite Element Method like a
numerical strategy under infinitesimal strain framework. The composite materiaiis co
posed by two materials, the concrete is considered as a homogeneous material taking into
account that the aggregate components are smaller than the scale of the total domain, the
other material component are the steel fibers, these fibers increments the resistance and the
ductility of the simple concrete. Initially, the first approach was an elastic analysis of the
composite material and later continues with the inelastic analysis.

The constitutive model was tested and validated analyzing its behavior with experimental
testing with uniaxial specimens and notched beams which concentrates the stresses and the
ewolution of internal variables.

Key Words: Concrete, Damage Models, Finite Elements, Composite Materials, Qenstit
tive Models, Short Fibers, Plasticity Models.
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Capitulo 1
Introduccidén

En este capituloesplantea la motivacion de la Tesis de maesséagaliza una introdg-

cién a la tipologia de los materiales compuestos, se da soporte a la investigacion justif
cando el uso de la simulaciébn numérica como herramienta para la modelacion de- materi
les, para posteriormente fijar objetivos tanto generales como especificos que conduciran a
una clara metodologia del proyecto. Si bien es un esquema inicial, la metodologia estara
sujeta a la evolucién del proyecto. Finalmente se describe brevemente el contenido de cada
uno de los capitulos del documento para dar un marco general de la investigacion.

Este capitulo tiene como finalidad principal, ofrecerle al lector un esquema general del
problema a afrontar en la investigacion, la forma como se justifica el mismo y laometod
logia que se uso.

1.1. Motivacion

Sin lugar a dudas el concreto en las ultimas décadas se ha convertido en una de las grandes
alternativas para la construccion de infraestructura civil. Este por si solo tiene gran-resiste

cia ante esfuerzos de compresion; sin embargo, muestra una resistencia sustancialmente
reducida al ser solicitado a traccion bien sea de forma directa o indirecta. Usualmente los
elementos dentro de una estructura se encuentran bajo la accibn combinada de fuerzas y
momentos que eventualmente pueden generar esfuerzos de traccion criticos. Para que el
concreto tenga un buen desempeio estructural es necesario, entonces, acompafnarlo de ur
refuerzo que soporte la traccion debida a las acciones internas que resultan de &s solicit
ciones generales de la estructura, dicho refuerzo ha evolucionado con el pasar de los afos.

La evolucién del refuerzo inicia contemplando los diferentes tipos de materiales que se
disponian, en primerastancia el bronce fue uno de los materiales que se buscé acoplar al
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concreto; sin embargo, su coeficiente de dilatacion térmica era notoriamente mayor al del
concreto, induciendo asi un fisuramiento temprano ante incrementos de temperatura. Luego
de varios afos de investigaciones se encontrd en el acero una de las mejores alternativas,
inicialmenteseimpulsé el uso de barras lisas de acero, reduciendo notoriamente el probl

ma de dilatacion, peral ser lisas, presentaban problemas de adherencia dificultando la
transferencia de esfuerzos entre los materiales cuando los elementos eran solicitados a
fendmenos de traccion y flexion. De ese momento en adelante la estrategia fue centrada en
buscar alternativas para garantizar la adherencia y asi tener una respuesta como material
compuesto reduciendo este tipo de efectos locales. Acto seguido, se recurrié a las barras
rectangulares entorchadas ganando adherencia, posteriormente éstas conduciriao-al desarr
llo de barras corrugadas usadas en la actualidad.

El concreto entonces dejo de ser un material simple para pasar a formar parte integra de un
material compuesto, el cual trabajard en conjunto con barras de acero formando asi un nu
vo material al cual se le conoce en la actualidad como concreto reforzado.

No obstante, con el avance en investigaciones de materiales no convencionales yade altern
tivas de reforzamiento, han aparecido nuevas propuestas de reforzamiento en las Ultimas
décadas garantizando un gran numero de ventajas tanto mecanicas como constructivas, una
de esas alternativas es el refuerzo con fibras cortas y de diametros considerablemente m
nores, las cuales son incluidas durante la mezcla del concreto como un componente mas.

La estrategia entonces pasaria a dividirse en dos partes, por un lado se daria continuidad a
los desarrollos que venian adelantandose, y por otra parte, hubo necesidad de trabajar en el
disefio de las alternativas de reforzamiento, debido al quiéizar componentes tales como

fibras cortas, modificarian sensiblemente las teorias convencionales de disefio de elementos
estructurales. En este punto es notorio el aumento de la anisotropia en el materiad-compue
to.

Por ejemplo, (Oller 2003) ha representado el material compuesto como un material anisé-
tropo modelado en un espacio isétropo ficticio de esfuerzos y de deformaciones, que le
permite definir una ley constitutiva basada en la isotropia de un material ficticio pero que
intrinsecamente contiene las condiciones de anisotropia reinantes en el solido real. Por otra
parte describié el concreto reforzado con fibras largas mediante un modelo constitutivo de
dafo-plasticidad basandose en la teoria de mezclas, para lo cual tuvo en cuenta la hipotesis
fundamental de alinear las fibras en un sentido especifico y de garantizar la compatibilidad
de deformaciones en la superficie matriz-fibra. En algunos casos, una vez alcanzado el
limite elastico de la matriz tal compatibilidad se pierde.

A pesar de lo anterior, los materiales compuestos como los materiales reforzados con fibras
se han visto fuertemente impuestos en el mercado porque presentan una muy fa+orable r
lacion resistencia vs peso y rigidez vs peso, ademas poseen caracteristicas particulares tales
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como resistencia a la corrosion y estabilidad térmica que mejoran su desempefioi- Especif
camente, el concreto reforzado con fibras cortas de acero esta ganando espaciosen la con
truccion de tuneles, pisos industriales y en el desarrollo de concretos de alto desempefio,
compensando la baja ductilidad que se presenta en el concreto simple asociada al incremen-
to de la resistencia. Por otra parte, elementos estructurales como losas macizas de entrepiso
0 pre-losas que se encuentren sometidas a bajas solicitaciones con espesores dependiend
de sus dimensiones, y elementos sometidos a compresion como arcos, cupulas o bovedas
también forman parte del gran conjunto de aplicaciones que tiene el concreto reforzado con
fibras.

1.2. Clasificacion de los materiales compuestos

1.2.1. Concreto reforzado como material compuesto

Desde un punto de vista mesoscopico, el concreto simple se considera como un material
compuesto, el cual se forma por un conjunto de agregados en una matriz de mortero que
conserva la adherencia entre los materiales.

Tomando al concreto simple como un material homogéneo, se puede definir al concreto
reforzado con fibras cortas como un material compuesto, que esta constituido por fibras
cortas de orientacion aleatoria embebidas en una matriz de concreto simple.

Con el fin de obtener un comportamiento mas eficiente del material compuesto, as neces
rio permitir la transferencia de acciones entre los dos materiales y garEntompatibil-
dad de deformaciones en la superficie de contacto entre la matriz y la fibra.

En general, el proposito fundamental del refuerzo del concreto con fibras es aumentar lo-
calmente su resistencia a la traccion. Pero de una forma mas particular, el objetivo de ad
cionar fibras cortas de bajos didmetros distribuidas en la matriz de concreto es mejorar, no
solo dicha resistencia a esfuerzos de tension sino, a su vez, incrementar la ductilidad, la
tenacidad y en consecuencia la resistencia (Oller 2003).

Como se menciono con anterioridad, esta claro que el concreto reforzado con fibras cortas
es entonces un material compuesto.
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1.2.2. Clasificaciones de los materiales compuestos

x Clasificacion topologica.

Esta clasificacion se basa en la caracterizacion y distribucién de sus componentes, es decir,
materiales de matriz compuesta tales como el concreto simple y los materiales ceramico-
metalicos, materiales de matriz compuesta con fibras cortas y/o largas tales comaeel concr
to fibro-reforzado y algunos materiales aeronauticos, materiales laminados que combinan
todos los casos posibles mencionados anteriormente.

x Clasificacion segun sus componentes.

Los materiales compuestos también pueden ser clasificados segun el tipo y forma en que
estan constituidos, tales como, materiales fibrosos, los cuales, como su nombre lo dice, son
materiales compuestos por fibras continuas largas o cortas, en una, dos o tres direcciones, 0
bien distribuidas en forma aleatoria aglutinadas por una matriz. A su vez esta matriz puede
estar formada por dos 0 mas materiales, los materiales particulados son los formados por
particulas que puntualmente trabajan aglutinadas por una matriz, los materiales laminares
son aquellos compuestos por capas o0 constituyentes laminares con caracteristicas de resi
tencia en magnitud y direccion diferentes, los materiales hojuelados como su nombre lo
indica se componen por hojuelas planas inmersas en una matriz y los compuestos que con-
tienen un esqueleto el cual esta formado por otro material (Oller 2003).

x Clasificacion estructural.

Desde el punto de vista mecéanico, los materiales pueden clasificarse segun su estructura
basica. Se considera en la clasificacion la estructura a nivel de moléculas singulares o m
llas cristalinas. Segun su estructura microscopica se puede analizar su influencia-en la di
tribucion de tensiones y la aparicion de fallas, discontinuidades o fisuras bajo condiciones
de cargas elementales, y segun su estructura macroscoépica en la que se considera al mat
rial compuesto como una combinacion de diferentes sustancias que contribuyen al estado
del equilibrio del conjunto.

1.3.  Justificacion

X La simulacién numérica del concreto reforzado con fibras permite comparas y ac
plar los diversos modelos constitutivos con los resultados experimentales a fin de
establecer el comportamiento real del material.
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X Los modelos numéricos no sustituyen la experimentacion de los modelos fisicos; sin
embargo, para realizar estos ultimos es util la modelacion numérica con el fin de
predimensionar los ensayos y predecir los resultados.

X La modelacion numérica es un instrumento Util en el analisis y evaluacion ae estru
turas existentes. Permite determinar causas de deformaciones, fisuras y/o colapso
entre otros y establece las medidas correctivas. En el caso de construccienes ant
guas cuyas formas y materiales dificultan un andlisis convencional, la utilidae de e
tos modelos se torna mas notoria.

X En la actualidad las pruebas de laboratorio sélo se pueden llevar a limites que repr
senten una estabilidad admisible para los equipos de medicién garantizando asi la
conservacion de los mismos, con la modelacién numérica se puede obtener dicho
comportamiento, simulando su colapso usando los parametros mecanicos medidos
experimentalmente.

x El concreto reforzado con fibras se ha simplificado como un material homogéneo e
isétropo. Con la modelacién numérica se puede representar el material teniendo en
cuenta su composicién real usando diferentes escalas de modelos constitutivos apl
cando la teoria deezdas o la teoria de la micromecénica.

X La modelacién numérica del concreto reforzado con fibras mediante la teoria de
mezclas puede ser aplicada con un buen grado de precision a elementosastructur
les que tengan una cuantia de refuerzo muy pequefia, usualmente es la ninima ex
gida por los cédigos de disefio vigentes.

x Los modelos constitutivos que describen el comportamiento del concreto simple son
el punto de partida para estudiar el comportamiento del concreto reforzado.

x Un modelo constitutivo de dafo-plasticidad para la modelacion del concreato refo
zado con fibras permite tomar las cualidades de ambos mecanismos de falla, por el
lado del mecanismo de plasticidad permite almacenar deformaciones inelasticas
(permanentes) asociadas a un proceso de carga o descarga del material, y por el lado
del mecanismo de dafio permite que se genere un deterioro de las constantes elast
cas con base en la ley de evolucion de la variable de dafio.

x Esta tesis define el comienzo de una nueva linea de investigacion en analkésis num
rico del comportamiento de materiales convencionales en la construccion civil en la
Facultad de Ingenieria, la cual debera ser complementada con investigaciages post
riores.

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 2010



26 Modelacion numérica con elementos finitos del concreto reforzado con fibras cortas medi
modelo constitutivo de dafisplasticidad

1.4. Objetivos de la Tesis

Los objetivos han sido divididos en dos partes, objetivos generales y especificodebs cua
se plantean a continuacion:

1.4.1. Objetivo General

Representar el comportamiento de estructuras de concreto reforzado con fibras mediante el
analisis no lineal con elementos finitos considerando que el material obedece a un modelo
constitutivo de dafo-plasticidad.

1.4.2.  Objetivos Especificos

x Seleccionar los modelos constitutivos de dafo-plasticidad que representesm adecu
damente el comportamiento mecanico de elementos estructurales de conareto refo

zado con fibras.

X Implementar uno de los modelos constitutivos seleccionados en un programa de
elementos finitos que realice analisis no lineal.

X Representar el comportamiento mecanico del concreto reforzado con fibrais en ra
gos de carga y deformaciones para los cuales no es posible hacer medietones m
diante ensayos.

1.5. Metodologia

Inicialmente se estudiaran los modelos constitutivos de dafo-plasticidad existentes con el
fin de analizar el que eventualmente sea el mas adecuado, para representar eh-comport
miento del concreto reforzado con fibras.

Los modelos de dafio-plasticidad propuestos en la actualidad son pocos, han side@€l produ
to de investigaciones realizadas en materiales friccionales, casos tales como el concreto
simple, algunas de las propuestas desarrolladas son las siguientes:

X Modelo de Dafio-Plasticidad de J.L. Lemaitre (Lemaitre & Chaboche 1990)
X Modelo propuesto por S. Oller para materiales friccionales (Oller 1991).
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X Modelo propuesto por J. Lubliner , J. Oliver, S. Oller y E. Onate para concreto
(Oliver y otros 1990).
X Modelo constitutivo de dafio-plasticidad para materiales (Oller y otros 1996).

Entre los programas disponibles de elementos finitos que permiten la implementacion y
realizan analisis no lineal como FEAP, ANSYS, PEFICA, IBERISA, FEUP, GiD, SAP,
AxisVM, LUSAS, NEi Nastran, Z88, Elmer, FELIPE, FEFLOW, Citcom, ABACUS fDif

pack, VisualFEA, Stand7 y FEAST se seleccionara el mas adecuado teniendo en cuenta su
facilidad de manejo y herramientas disponibles, sin embargo la alternativa que permitiria
analizar con mayor detalle el modelo constitutivo seria el uso de un programa a codigo
abierto que use lenguajes tales como FORTRAN 77 o posterior, Microsoft Visual Basic, C

o C++y MATLAB.

Posteriormente se requiere conocer a profundidad el programa seleccionado y su lenguaje
para generar una aplicacion la cual permita incorporar el andlisis del material teniendo en
cuenta el modelo constitutivo de Dafio-Plasticidad o Plasticidad seleccionado.

El procedimiento general consiste en someter un elemento estructural a incrementos de
carga o desplazamiento en el programa de elementos finitos, obteniendo en cada punto del
sélido incrementos en la deformacion total. Generalmente esto se conoce como respuesta
estructural, que es la relacion entre lo que se aplica a una estructura y lo que se mide. Lo
que se aplica pueden ser cargas y se miden desplazamientos.

La fuente de no linealidad del analisis por elementos finitos es proporcionada exclusiv
mente por el modelo constitutivo del material. Lo anterior, teniendo en cuenta que la c
nematica del analisis se mantiene en el marco de las deformaciones infinitesimales y que
las condiciones de contacto no se modifidaigyra 1.1).

%ENTES DENO UNEALIDA&E

¥
¥ ¥ ¥ '

N LINEALIDAD MATERIAE NG UNEALIDAD GEO ME‘I’RIC,:P} ["NO LNEALIDAD CONDIC\ON"., %NO LINEALIDAD CONDICION %
o

Modelo consfitutivo Cinematica del madio 'DE CONTORMNG - FUERZAS IE CONTORNG - DESPLAZAMIENT
Confoncto mecanico Contancto mecdanico

Figura 1.1. Fuentes de no-linealidamh problemas mecénicos.

Para representar el medio continuo como un medio disctetioienio del elementose

tructural debe ser dividido en elementos finitos que garanticen la continuidad de los valores
nodales de la funcién de aproximacidiiglira 1.2). En el caso de emplear elementas is
paramétricos, Rderivadas de la funcion de aproximacién tales como la deformacion vy el
esfuerzo en los puntos de Gauss, son extrapoladas a los nodos de la malla dependiendo del
grado del polinomio escogido como funcién de forma.
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Para definir la superficie admisible de estados de esfuerzo, se debera tomar una de las fun-
ciones de fluencia mostradas en los modelos disponibles. Luego de un proceso ae integr
cion en el cual por medio de las leyes de equilibrio y haciendo uso del principio @e los tr
bajos virtuales, se obtendra el esfuerzo actuante, el estado de deformaciones y las variables
internas al final de intervalo transcurrido un incremento en el tensor de deformacianes tot
les

VARIABLES DE ENTRADA

ALGORITM O DE RETORMNO
WARIABLES ACTUALIZADAS

y

p—

Estructura

NMAUONANANAMANANNNANY

Elemento
Finito
Figura 1.2. Niveles de analisis con elementos finitos.
Contacto mecdénico
Condiciones de contomo No Linearidad por
Dirichlet (desplazamientos) condiciones de contorno
¥ fBesazamienios] FUERZAS DE CAMPG
F
No Linearidad
Cinemdtica del problema Geométrico
T | Ecucxcipnes de No Linearidad por
Deformacién - Desplazamiento Ecigiieyio condiiciones de contorno
- MODELO
\—> CONSTITUTIVO
¥ ¥

IDEFORMA CIONES ! EsFUERIOS|=+—]
No Linearidad
Material Condiciones de contorno

Fueros aplciades
Contacto mecdénico

Figura 1.3. Algoritmo general de un analisis no lineal con elementos finitos.
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Una vez se realice la implementacion del modelo constitutivo en el algoritmo general de
analisis no lineal con elementos finitdsgura 1.3), se procedera a hacer la calibracion y
posterior comparacion con resultados experimentales obtenidos por otros autores.

1.6. Contenido del documento de Tesis

En el capitulo 2 se describe una primera aproximacion al andlisis numérico de materiales
compuestos en el rango elastico por medio de la teoria de mezclas clasica y su implement
cion en el método de los elementos finitos, con el fin de obtener propiedades mecéanicas
promedio usando parametros estadisticos.

A continuacion, en el capitulo 3 se analizaran diversas propuestas de modelos constitutivos
que permitan representar la plasticidad y el dafio del material compuesto bajo un estado
plano, este andlisis se centra al proceso de integracidon numérico del modelo constitutivo y
sus correspondientes algoritmos y estrategias nuraérica

En el capitulo 4 se presenta con detalle el modelo constitutivo implementado, las-alternat
vas que tiene al asumir sus parametros como funcion de los diferentes estados de esfuerzos
y sus correspondientes estrategias de implementacién numérica, tanto para la integracion en
el punto de Gauss como la integracion del tensor constitutivo elasto-plastico para el célculo
del operador constitutivo tangente de la matriz Hessiana, finalmente comparando para el
caso particular del propuesto por (De Souza y otros 2008).

En el capitulo 5 se presenta la implementacion numérica del modelo constitutivd-. Inicia
mente se describe el analisis no lineal por medio del método de los elementos finitos y sus
diferentes estrategias de solucién y convergencia, posteriormente se describen des progr
mas usados en la implementacién, tanto el programa de elementos finitos a cddigo abierto
como el pre y postprocesador de datos, para luego presentar los cédigos implementados.

En el capitulo 6 se muestra la respuesta obtenida de la simulacién numérica de algunos en-
sayos en probetas y elementos estructurales en concreto reforzado y acero de aita resiste
cia sometidas a traccion, flexion y cortante, y su comparacion con los respectivas result
dos experimentales obtenidos en diferentes trabajos.

Posteriormente, en el capitulo 7 se indican las conclusiones y aportes de la tesis, asi como
las futuras lineas de trabajo complementarias a las ya existentes y que serviran como base
para tesis tanto a nivel de maestria como a nivel doctoral.
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Finalmentese presentan cuatro anexos. En el primero se encuentra el desarrollo de la fo
mulacion del elemento finito triangular lineal de elasticidad, el cual fue utilizado tanto en la
modelacién elastica como en la inelastica. En el segundo anexo se muestra elacomport
miento de un material compuesto como funcion del angulo de orientacion de sus fibras. E

el tercer anexo se muestra el comportamiento de un material compuesto bajo un esquema
de grandes deformaciones por medio de un modelo constitutivo Neokookeano hiperelastico
con isotropia transversal con la finalidad de observar el comportamiento de las fibras en el
compuesto y darle soporte a las recomendaciones para futuras investigaciones yren el cua
to y ultimo anexo se encuentran los datos de entrada de cada uno de los ejemplos utilizados
para la verificacion y validacion del modelo constitutivo implementado.
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Capitulo 2
Analisis elastico del concreto
reforzado con fibras cortas

En este capitulo se plantea una formulacién basada en la Teoria de Mezclas Clasica para
un material compuesto cuyos componentes son materiales elasticasliseélusca como
objetivo principal la modelacion de un material compuesto ortotropo en donde sus dos
materiales componentes corresponden a la fibra y la matriz cemeentan

La ortotropia se define con base en los ejes materiales, el eje material principal se orienta
en sentido de las fibras y su médulo de elasticidad es producto de la ponderacion de las
propiedades mecanicas entre los modulos de los materiales componentes. En gentido pe
pendicular se encuentra el segundo eje material conformando una base en dos dimensio-
nes, cuyo médulo de elasticidad segun la Teoria de la Fibra Despreciable (Dvorak &
Bahei€l-Din 1982)esequivalente al médulo de la matriz de concreto.

Definiendo al angulo material como variable estocastica, se busca hacer un asalisis e
tadistico para la determinacion de las propiedades mecanicas resultantes del material
compuesto, lo anterior para analizar el comportamiento del concreto reforzado con fibras
en el rango elastico.

2.1. Modelo de fibra y matriz

Si se considera al concreto simple como un material aproximadamente homogéneo e is
tropo, podemos definir al concreto reforzado con fibras cortas como un material constituido
a su vez por dos materiales: una cantidad determinada de fibras embebidas en una matriz de
concreto simple, cada uno con sus propiedades mecanicas propias. Asi pues, el compuesto
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resultante tendrd unas propiedades que serdn de alguna forma una combinacién de las pro-
piedades de sus componentes.

Para determinar dichas propiedades se han hecho algunas suposiciones adicionales a las
mencionadas anteriormente. Cada particula del material compuesto guarda la naisma rel
cion k, entre el volumen que ocupa la fibva y el volumen total del material compuesto
Considerando una dimension comlnen la direccién paralela a la fibka (Figura 2.2),

la relacionk, ésta puede escribirse en funcion de lagsare

V, AL A
v AL A

En una particula de material compuesto solo existen fibras orientadas en una dirccién d
terminada, como se observa effrigura 2.1.

K, (2.1)

—<

PUNTO

ESTRUCTURA MATERIAL

NMOMNNANANNNNNNNANNN -

ELEMENTO
FINITO

Figura 2.1. Niveles de andlisis y distribucién del acero en la matriz de concreto.

Estableciendo como eje material mayor, el eje orientado en direccion paralela a las fibras
cortas y haciendo uso de la teoria de mezclas clasica, se pueden plantear las siguientes dos
ecuaciones, en primer lugar el equilibrio de fuerzas del material, y por otro lado la-comp
tibilidad de deformaciones longitudiles teniendo como hipétesis la completa adherencia
entre los materiales que forman el compuesto, tal como se muestiigurda2.2:
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CONCRETO

Figura 2.2. Compatibilidad de deformaciones y condicion de equilibrio de los component
concreto fibro-reforzado.

F F. F, (2.2)

H A H (2.3)
Lo que conduce a:

G @ @G (2.4)

DondeF, ¢ F., G, F, ¥y G son las fuerzas y los desplazamientos actuando sobre el
material compuesto, la matriz de concreto y las fibras de acero respectivamente (Oller
2003).

Adicionalmente, como el trabajo de los componentes se considerara en el rango elastico, la

ley de Hooke puede escribirse en términos de los esfuerzos y las deformaciones como s
gue:

c EVc (2.5)

A EAVA (2 ' 6)

Ahora reescribiendo la ecuacion (2.2) en términos de esfuerzos y las areas, se obtiene:

VA A PN (2.7)
Vo b (2.8)
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vV W, K, (2.9)

Luego, remplazando los esfuerzos actuantes tanto en el concreto como en el refuerzo dados
por las expresiones (2.5) y (2.6) en la expresion general de la teoria de mezclas dada por
(2.9), garantizando la compatibilidad de deformaciones de (2.3), se obtiene el valor del mo-
dulo de elasticidad del material compuesto en la direccion material regyor

E§< kcEc kAEA (2-10)

Donde k. y k, son los coeficientes de participacion volumétricos de los componestes d
finidos para hacer la simulacién numérica (Matthews & Rawlings 1994).

Para la definicion del médulo de elasticidad en la direccion perpendicular a la orientaciéon
de las fibrask;, se puede hacer un analisis similar, sobre un modelo compuesto por dos
materiales en serie como el mostrado dfigaira 2.3, en este caso partiendo de la coasid
racion:

G G , (2.12)
De esta forma obtendriamos una expresion en términos de las deformaciones:

(2.12)

Figura 2.3. Modelo en serie para la estimacion del médulo de elasticidad transversal delsc
to.

Ahora, remplazando las deformaciones dadas por las expresiones (2.5) y (2.6), se obtiene:
¥ ¥ K

EY kcE kAEA (2.13)
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Sin embargo una de las hipétesis de la teoria de mezclas clasica establece que los esfuerzos
en sentido perpendicular a la fibra son iguales tanto en la matriz como en el refuerzo, se
debe garantizar:

K ¥ (2.14)
Se puede calcular el médulo de rigidez transversal como:

1 Kk

ERL I (2.15)

E, E E

Cabe anotar que para contenidos de fibras relativamente bajos, el valor del moduge de ela
ticidad perpendicular a la fibra sera un valor bastante cercano al obtenido empleando la
teoria de la fibra despreciable (Dvorak & BabkDin 1982). Es decir que en esta die

cion perpendicular la fibra no ofrece ninguna clase de aporte a la rigidez del material deb
do a que su longitud en esta direccion puede asimilarse a la de un punto, y el médulo de
elasticidad del compuesto en dicho sentido podria asumirse igual al modulo de elasticidad
de la matriz, sin embargo para contenidos altos de fibras es mas acertado recurrir a la pr
mera suposicion.

En cuanto a la relacién de Poisson se puede llegar a una expresion similar a la obtenida
para el modulo de elasticidad en la direccion de las fibras (Matthews & Rawlings 1994).

Q ke QKaa (2.16)

2.2. Longitud efectiva de la fibra

Sin embargo, hasta este momento se han calculado las propiedades mecanicasate un mat
rial compuesto que se encuentra conformado por dos tipos de materiales, la matriz que ocu-
pa la mayoria de volumen y las fibras consideradas como el refuerzo, alineadas en la dire
cion paralela al plano de esfuerzos y las cuales tienen una distribucion uniforme de esfue
zos a lo largo de su longitud, no obstante ninguna de estas suposiciones es completamente
vélida.

Para comenzar a analizar cada uno de los anteriores postulados, en primer lugar, si se tiene
una fibra corta embebida en una matriz, solicitada a esfuerzos paralelos a su eje, como se
muestra en I&igura 2.4, tanto la matriz como la fibra experimentaran diferentes deform

ciones axiales asociadas a su rigidez propia, la deformacion en la fibra serd menor que en la
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matriz (Matthews & Rawlings 1994), esta deformacion relativa generan esfuerzos cortantes
en la interface fibra-matriz.

=<

FIERA ‘ MATRIZ EPOXI

X

Figura 2.4. Descripcion de las deformaciones en la vecindad de la fibra.

ESFUERZO DE CORTE  ESFUERZO DE TENSION
EN LA INTERFASE EN LA FIBRA

| /2 L

ESFUERZOS

L
FIBRA

o

|
L 1
Figura 2.5. Descripcion de las deformaciones en la vecindad de la fibra.
Tanto la tensién en la fibra como los esfuerzos de corte en la interface, varian a lo largo de
la fibra como se muestra enHfegura 2.5. Por compatibilidad de deformaciones se tiene
que el maximo esfuerzo a tensidg, que puede alcanzar la fibra, se presenta en la mitad
de la mismay equivale a:

w Vo B (2.17)

De donde 4 es la deformacion en la matriz de concretg,yes el modulo de elasticidad
de la fibra. Si se incrementa la deformacién en la matriz, el esfuerzo en la fibra miede cr
cer hasta alcanzar el esfuerzo de falla en la fia Sin embargo para que el esfuerzo en
la fibra alcance este valor, la misma debe tener una longitud minima denotqinkute)-
tud critica, la cual puede ser determinada igualando el valor de la fuerza de corte desarr
llada en la interface al valor de la fuerza de tension en la fibra cuando ésta alcanza el e
fuerzo de falla:

2

Tension_ falla QV ” (2.18)

Fuerza_corte W ~% (2.19)
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A D
I ' 2.20
. (2.20)
Donde I es el cortante actuante sobre la superficie de la fibra cuando ésta se encuentra
sometida a la tension de falla.

Dentro de esta longitud, los esfuerzos de tension y la deformacion en la fibra, varian desde
un valor de cero en el extremo de la fibra hasta el maximo a una distarici& daedida

desde el extremo de la fibra. Esto implica que ante una solicitacion determinada sobre la
matriz, la fibra corta aporta tanto a la resistencia como a la rigidez del compueste-una m
nor proporcion que si la fibra fuera continua.

Para considerar esta reduccién en la rigidez aportada por la fibra al compuesto, se puede
modificar la teoria de mezclas, afectando el médulo de elasticidad de la fibra por un factor
de eficienciak

E: kE A KE, (2.21)

Donde K puede ser calculado en funcion del modulo de rigidez a cortante de la@atriz
el modulo de elasticidad de la fibg,, el diametro de la fibra y la separacion entre fibras
paralelasR, como sigue:

§a
R
tanh L. 8 G T«
2~ 2 R§ «
E, D”7log —-
D eg
K 1 “ (2.22)
E . 8 Gc «
2 2~ 2 "R§ «
E, D°"log —— «
A Do «

«
-

En laFigura 2.6 se muestra la grafica del factor de eficiencia debido a la longitud de la
fibra en funcién de la relacion entre el diametro de la fibra y la longitud de la misma para
cuatro relaciones diferentes entre el diametro de la fibra y la separacion entre fibras cuando
el médulo de elasticidad de la fibra es cien veces mayor que el médulo de rigidez a cortante
de la mé#iz.
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Figura 2.6. Distribucion de esfuerzo de tension y esfuerzo cortante a lo largo de la fibra.

Por otra partela aleatoriedad de las fibras marca gran importancia cuando se analiza los
procesos constructivos usados, en la actualidad existe la posibilidad de orientaciones de
fibra fuera del plano de analisis.

En este caso, la primera parte del problema se abordé durante la implementaciéredel mod
lo al método de los elementos finitos, asignando a cada elemento un material ortétropo con
una direccion aleatoria. Para la segunda parte se plante6 un segundo factor de efigiencia
debido a la orientacion de la fibra fuera del plano XY.

Figura 2.7. Orientacién transversal al plano de esfuerzos.

El eje longitudinal de la fibra mostrada erFigura 2.7 tiene una orientacionl respecto al
plano materialXY de manera que la participacion de su modulo de elasticidad sobre el del
compuesto en el plano de esfuerzos esta dada por:

E, COsME, (2.23)
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Sin embargo el &ngulol tiene una distribucion aleatoria para las fibras dentro datl co
puesto, lo cual se traduce en que cualquier angulo posible tendra la misma probabilidad de
ocurrencia. Entonces podemos decir que la probabilidad de cada angulo es:

1

P = 2.24

= (2.24)
Donde D es el rango de valores que puede tomar la orientatidbe esta forma puede
definirse el factor de eficiencia debido a la orientacign

DE2
K, P' 3mcos & (2.25)
K 2sin % (2.26)
e

Ahora bien, si la longitud de la fibra L, es menor que el espesor del elemento, la fibra podra
tomar una orientacion entre9 2 y g 2 determinando asi un rango de angul@sgual a

E. En caso contrario, si el espesor del elemento es menor que la longitud de la fibra, la
orientacion de esta Ultima podréa tomar valores solo enttey £y D sera igual a2 £
cuando:

E Asin 13 (2.27)

Le

DondelL esla longitud de la fibra y es el espesor del elemento.

En laFigura 2.8 semuestra el factor de eficiencia debido a la orientacion de la fipen
funcion de la relacion entre la longitud de la fibra y el espesor del elethénto

1.2

1,

0.6

™

0.4 4

0.2

O T T T
0 0.5 1 15 2

L/t

Figura 2.8. Factor de eficiencia en funcion de la relacién espesor del elemento sobre longit
fibra.

Finalmente, la teoria de mezclas clasica para el modulo de elasticidad paralelo & la dire
cion de las fibras dentro del plano quedaria de la forma:
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E;, kE K, A&E (2.28)

2.3. Desarrollo del modelo elastico.

El algoritmo desarrollado intenta reproducir el caracter aleatorio de la orientacién de las
fibras dentro de la matriz, partiendo de la suposicion de que la distribuciéon es uniforme en
cuanto a la participacion volumétrica de las mismas, esto equivale a tener un material cuyo
comportamiento aproximado en el rango elastico puede considerase is6tropo en una escala
macroscopica.

En este modelo se considera que el material compuesto en cada elemento finito cuenta con
la misma participacion volumétrica de fibras y con una orientacion diferente, determinada
de forma aleatoria. Asimismo, cada elemento finito de concreto reforzado se representa
como un material ortétropo (Lamus y otros 2011).

De esta forma, cada vez que se resuelve el sistema de ecuaciones planteadas para la estru
tura por el método de los elementos finitos, se llega a una solucion distinta y por tanto a un
valor de energia de deformacion diferente. Si se considera un problema de carga axial, la
energia de deformacién alcanzara su valor minimo si todas las fibras se encuentaen aline
das en la direccién paralela a la carga y su valor maximo cuando todas la fibras se encen-
tren perpendiculares a ésta. Si se soluciona el problema un nimero n determinado de veces,
la energia elastica de deformacion estara variando alrededor de un valor medioyda dispe
sion de los resultados se reduce al aumentar el campo muestral.

El algoritmo general usado para esta modelacion se muestr&igoria 2.9:
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Figura 2.9. Algoritmo usado para el calculo de médulos de elasticidad del material compue:
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Este modelo fue implementado en el programa de elementos finitos a cédigo abiérto PEF
CA (Linero 2009).

2.4.  Analisis probabilistico del modelo.

Para realizar el analisis probabilistico del modelo se determiné el valor de la energia total
sobre un panel cuadrado de lado H y espesoe al cual se le aplicé una carga distrtbu
da por unidad de &rea, sobre uno de los lados como se ilustrieigaréa2.10.
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ESTRUCTURA

YoXoAvAele)
Q

X

Figura 2.10. Esquema general de una barra de concreto reforzado con fibras sometida aru
Z0 uniaxid

Siendo este un problema uniaxial, si el material del cual esta conformado el panel presenta
un comportamiento isétropo, la energia total de deformadiépuede describirse de la
forma (Lamus y otros 2011):

p -
u —— 2.29
5 (2.:29)
El desplazamientd en un problema de carga axial sobre un elemento prismatico es:
Pl
b (2.30)
EA

dondelL es la longitud del elemento en la direccién paralela a la aplicacion de la Earga,
es el modulo de elasticidad del material isotropogs el area transversal del elemento vy el
valor de la resultant® de la carga aplicada es:

P wA (2.31)
siendow es la carga distribuida por unidad de area.

Adicionalmente se estudio el comportamiento de los resultados para la solucion de un pr
blema con un tamafio de malla determinado y una relacidon constante entre los modulos de
elasticidad para el material ortétropo en funcién del tamafio de la muestra, es detir en fu
cion del nimero de veces que se resuelve el mismo. En relacién al tamafio de la malla se
establecié una nueva variable designada como el Tamafio Relativo de Elemento Finito
TREF, la cual esta definida como la proporcion entre el area del elemento finito y el area
de la estructura modelada.

Asi, E se obtiene para el material compuesto a partir del valor promedio de la energia total
de deformacion empleando la siguiente ecuacion:
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¥ AL
2U

En la siguiente figura se presentan los valores de la relacion entre el modulo de elasticidad
en sentido longitudinakE sobre el modulo de elasticidad del material ortétropo en le-dire
cion perpendicular a la fibr&, en funcion del nUmero de muestras, para diferentes-tam
fios relativos de los element®REF y para una participacion volumétrica fija de las fibras
tal que el modulo de elasticidad del compuesto se incrementa un 10% con respecto al
modulo de elasticidad de la matriz de concreto.

(2.32)
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Figura 2.11. Energia de deformacion promedio en funcion del nimero de ensayos para di
tamarios relativos de elemento TREF (Lamus y otros 2011).

Sin importar el tamafio de la malla, el valor de la dispersion tiende a estabilizarse a medida
gue aumenta el nimero de muestras, sin embargo con mallas finas tal estabilidad se alcanza
a un namero menor de muestras, para un valor inferior de desviacion estandar.

Cabe anotar que a medida que el contenido de fibras aumenta, la relacion entre el médulo
de elasticidad en la direccion paralela a las fibras y el modulo de elasticidad en la direccion
perpendicular también crece, indicando que el comportamiento del material en el interior de
cada elemento finito se aleja mas de ser el de un material isétropo.
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2.5. Ejemplo de aplicacion del modelo.

Se analiz6 una viga de concreto reforzado con fibras cortas con una entalla en la mitad de la
luz y sometida a una carga puntifalcomo se indica en kigura 2.12 El concreto simple

que conformaba la matriz tenia una resistencia a la comprégiorbOMPa, un modulo

de elasticidadg, 25000VIPa y un coeficiente de Poisso 0.30. Las fibras cortas de

acero tenian un esfuerzo de fluenci&% 420MPa, un modulo de elasticidad

E, 200000MPa y un coeficiente de Poisso) 0.25. Las fibras tienen una longitud

| 60.0nm y un diametroD 2.0mm. La cantidad de fibras embebidas en la matriz co-
rresponde a un 1% del volumen total.

La alturad de la viga es de 90cm, su espesorlOcm, el ancho de la entalla fue de
2.50mm y la carga aplicada de 5KN como lo muestra el siguiente esquema (Ferrara &
Gettu 2000).

Figura 2.12. Esquema del ejemplo.

La distribucion de los esfuerzos normales en direccion X y esfuerzos cortantes en el plano
XY obtenidos de la modelacién se ilustran eRigura 2.13y en laFigura 2.14, respedt
vamente.

R

Figura 2.13. Esfuerzos normales en direccion X global.
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Figura 2.14. Esfuerzos cortantes en sentido XY global.
Este problema se resolvio para tres coeficientes diferentes de participacion de acero. La

deflexién promedio en el centro de la luz y su desviacion estandar se indicdrigurda
2.15

-0.0214

0.0058 0.01 0.015 op2

-0.0218

2 p DML DESV. ESTANDAR
0.005 -0.021877 0.024%
o 0.010 -0.021745 0.048%
0.015 -0.021600 0.071%
(b)

-0.022
CUANTIA VOLUMETRICA DE FIBRAS

—+— DEFLEXION PROMEDIQ)  ---—----- RANGQ DENTRC) DE LA DESV. ESTANDAR

(@)

Figura 2.15. Deflexion promedio en el centro de la luz para diferentes concentraciones d
(a) Grafica, (b) Tabla.

En sintesis, el comportamiento de un material ortotropo (compuesto por matriz de concreto
y fibras de acero) se puede aproximar a partir de 5 propiedades mecénicas, a saber, el
modulo de elasticidad y relacion de Poisson del concreto, el modulo de elasticidad y rel
cion de Poisson del acero, y la cuantia de fibras del medio. No obstante se consideré que la
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distribucién proporcional de fibras es homogénea en el medio, obteniendo estocésticamente
las propiedades mecanicas equivalentes del compuesto considerando un medio elastico.

Mediante este modelo se puede simular el comportamiento elastico de elementos estructu-
rales con el fin de determinar tanto deflexiones como esfuerzos normales y cortantes
MAaximos con sus respectivas desviaciones estandar.
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Capitulo 3
Modelos constitutivos de plasticidad
para estados planos de esfuerzo

En este capitulo se describen los modelos constitutivos de plasticidad para estados planos
de esfuerzos y deformaciesianalizados. Para tal fin se comienzan definiendo losiprinc

pios basicos que rigen la modelacién constitutiva inelastica de los materiales, para post
riormente particularizar segun sea la superficie de fluencia del modelo constitutivo. De la
misma manera se presentan los esquemas de integracion de la ecuacion constitutiva en el
marco de la mecanica computacional de solidos, y asi poder analizar el comportamiento de
cada uno de los modelos constitutivos para poder escoger el que mejor tem@lesmm
portamiento del concreto reforzado con fibras cortas.

La plasticidades el estado mecanico de los materiales en el cual presentan daefmesa
permanentes o irreversibles que conducen a la disipacion de energia conforme sea su nivel
de carga. Este fendmeno obedece en la mayoria de los casos a materiales de naturalezea
ductil como los metales con bajo y medio contenido de carbono. En general, para niveles
bajos de carga, los materiales mantienen una relacion lineal entre sus estados de esfuerzo y
deformacion, relacion que depende de sus propiedades mecanicas, dicho rango se conoce
como el rango elastico del material, que, como caracteristica basica tiene la recuperacion de
su geometria original una vez la carga vuelve a cero, sin variar la magnitud de sis propi
dades mecanicas; sin embargo, experimentalmente se ha observado que existe un nivel de
esfuerzo conocido como limite elastico, tal que, al compararlo por medio de un criterio de
fluencia, y llegara a ser superado, el mataiader descargado albergara deformaciones
permanentes ocasionadas por el proceso de disipacién de energia. Tales criterios de falla
son funciones que permiten relacionar el limite elastico del material con el estaglo de e
fuerzos en un punto del medio continuo (Lubliner 1990).

Los modelos constitutivos de plasticidad se utilizan en mecanica de medios continuos para
representar el comportamiento inelastico de algunos materiales cuando se sahrepasa
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limite eldstico. A grandes rasgos, la plasticidad introduce dos grandes modificaciones sobre
la elasticidad lineal, en primera medida la pérdida de linealidad, es decir, las tensiones ya
no son proporcionales a las deformaciones del material, y en segunda, la aparicion del con-
cepto de deformacion plastica o permanente, es decir, no recuperable en procesos de de
carga (Oliver & Agelet 2002).

No obstante, materiales en los cuales el comportamiento pueda ser adecuadamente descrito
por medio de la teoria de la plasticidad son llamados plasticos. Los origenes de la teoria de
la plasticidad se ubica a mediados del siglo XIX, esta teoria es establecida hoy cén un sol
do fundamento matematico basandose en una modelacién fenomenologica por medio de
funciones de evolucion de variables internas que contienen la historia de carga del material.

El objetivo de la teoria matemética de la plasticidad es proveer modelos constitutaros bas
dos en la mecanica del medio continuo capaces de describir (cualitativa y cuantitativamen-
te) con suficiente precision el comportamiento fenomenoldgico de los materiales (De Souza
y otros 2008).

3.1. Fundamentos de los modelos constitutivos deiplast
cidad

Para que un modelo constitutivo tenga validez fisica es necesario que satisfaga en todo
momento las leyes de conservacion y balance, es por tal razén que su formulacion debe
partir de éstas. En primera medida se encuentra la ecuacion de balance de masa:

d d ) .

— Wv —3 ‘U dvv dv O (3.1)

dt dt: :
En la anterior expresion se puede ver que la variacion de la masa en el volumen de control
tanto en descripcion espacial como en descripcion material es equivalente a cero, con lo
cual se afirma que la masa es constante en el medio, o en dado caso de ser un flujo, el flujo
gue sale del volumen es equivalente al flujo que entra, en esta ecuaei$ita densidad
del medio en la configuracion espacidl,es la variacion de la densidad en el medi®gs
la velocidad del medio dada por las ecuaciones de movimienteyg el volumen de ref
rencia en coordenadas espaciales.

La anterior ecuacion se escribe de forma fuerte de la siguiente manera (Oliver & Agelet
2002, Holzapfel 2000):
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udiv W 0

3.2
Wy (3.2)

Ecuacién que se debe satisfacer para cada uno de los puntos del medio continuo, en donde
' es el operador gradiente en coordenadas espaciales.

En segunda medida el modelo debe conservar el balance de la cantidad de movimiento |
neal expresado de forma genérica de la siguiente manera:

d .
— 3 W4dv 3 gydv div 1 tdv 3.3
dt - ©oodt : (3:3)

En donde 1 es el tensor de segundo orden de esfuerzos de Caurcleggl vector de fue
zas de campo. Escrita de forma fuerte se obtiene la siguiente expresion:

dv .
— div u 3.4
pm (3.4)

Bajo condiciones estéticas o cuasi-estaticas, la derivada de la velocidad con respecto al
tiempo se anula y la expresion resultante recibe el nombre de ecuacion de Cauchy.

En tercera medida el modelo debe conservar el balance de la cantidad de movimiento angu-
lar expresado de forma genérica de la siguiente manera (Holzapfel 2000):

%Sr uddv B u%dv 13 ubdv W 3 v (3.5)

En donder es el vector distancia entre el punto de referencia y la linea de accion de la
fuerza, yt es el vector traccion asociado a las fuerzas por unidad de area actuantes sobre el
solido. La forma fuerte de la ecuacion anterior demuestra que el tensor de segundo orden de
esfuerzos de Cauchy es simétrico, es decir:

17 (3.6)

Como cuarta ecuacion que debe conservarse es el balance de energia dado por la primera
ley de la termodinamica la cual plantea que la energia presente en el cuerpo estd compuesta
por tres tipos de energia, cinética, potencial e intgrgage a su vez la energia interna es la
energia asociada a los enlaces intermoleculares que puede ser de tres tipos,alibracion
traslacioral o rotacioml de las moléculas en el medio. En gran numero de los problemas de
este tipo, la componente de energia potencial se desprecia por que los campos actuantes
como el gravitatorio, no generan gran influencia en el sistema. Dicha ley de conservacién
se expresa de la siguiente manera:
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3 edv 3l @ (Brdv . 3TdQ (3.7)
De dondee es la energia especifica interna o energia interna por unidad de masa la cual se
puede expresar tanto en descripcion espacial como en descripcibn matesatl tensor

de esfuerzos de segundo orden de Caudhgs el tensor de velocidad de deformacion de
segundo ordent es una funcion escalar que describe en forma espacial el calor generado
por las fuentes internas por unidad de masa y unidad de tiegmg® la descripciépspa-

cial del vector de flujo no convectivo de calor por unidad de superficieeg el vector
perpendicular al volumen de control. Dicho principio escrito de forma fuerte se plantea
como:

e L GUr -T (3.8)

La anterior ecuacion permite analizar las componentes de la energia, la variacion de energia
es equivalente a la potencia mecanica asociada a la deformacidén que esta sometido el sélido
y a la potencia calorifica (calor generado internamente mas calor entrante al sistema). Igual
gue en los casos anteriores, esta ecuacion de forma fuerte se debe cumplir para todos los
puntos del medio continuo.

En dltima instancia pero no menos importante, es necesario garantizar el cumplimiento de
la segunda ley de la termodinamica. Esta ley se basa en la existencia de una furssion de e
tado llamada entropia, la cual no decrece en el tiempo. La forma débil de este principio se
expresa como:

st davs Ina
at : w T

3 sdvt &Ll dv ng-nd: (3.9)

De dondeS es la entropia ¥ es la entropia especifica o entropia por unidad de masa,
es la temperatura absoluta en la cual se realiza el proceso. Ahora tomando la forma débil
del anterior principio y substituyendo el primer principio de la termodinamica, se obtiene:

S 1 e 1 1-§t (3.10)

T o

De la anterior ecuacion se tienen tres condiciones, si el término a la izquierda de la igualdad
€s mayor que cero, el proceso se considera como irreversible, si es igual a cero el proceso
se considera como reversible y si es menor que cero el proceso se considera como no fact
ble fisicamente. La anterior deduccion se obtuvo a partir del analisis ciclos cerrados de
maquinas térmicas en donde la variaciéon de las variables de estado es nula.
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Se define la funcién de energia libre de Helmoltz; de la forma:
u b (3.11)

Derivando la anterior expresion y remplazandola en la forma fuerte de la segunda ley de la
termodinamica, se obtiene la disipacion del medio como:

D U'lsT 1tG@ (3.12)

Inicialmente, en la formulacién del modelo de plasticidad deben plantearse tres tipos de
variables, las variables libres del problema que como su nombre lo dice, no dependen de
ninguna condicion y pueden variar sin ninguna restriccion, las variables internas del pro-
blema las cuales se encargan de la evolucion de los mecanismos que caracterizan el mod
lo, a cada variable interna le corresponde su ley de evolucion y las variables dependientes
(Holzapfel 2000).

x Variables libres del problema:

Para el modelo de plasticidad se puede plantear dos tipos de variables libres, el tensor de
segundo orden de deformaciones, si el problema es de deformacion controlada o el tensor
de segundo orden de esfuerzos si el problema es de carga controlada, para este caso particu
lar se va a usar la metodologia de deformacion controlada, por lo tanto el conjuato de v
riables libres es:

F "0 (3.13)
X Variables internas del problema
En ede caso las variables internas almacenan el endurecimietraps§ el tensor deed
formacion plastica, por tal razon deben definirse sus leyes de evolucion en términos de las
variables dependientes e independientes.
T "o, D (3.14)
x Variables dependientes del problema
La variable dependiente del problema seré el tensor de esfuerzos de segundo orden de Cau-

chy, y este a su vez depende de las leyes de evolucion, de las variables internas y libres
(Sim6 & Hughes 1998):
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D M (3.15)
X Funcién de la energia libre

La energia libre se divide en dos partes, una componente asociada a la parte elastica y otra a
la parte inelastica, por tal razén queda de la siguiente manera:

| QD 1° 0°0 D (3.16)

donde:
| © % °:C°:0° (3.17)

En la anterior ecuaciof® se define como el tensor constitutivo elastico de cuarto orden y
0 el tensor de deformacion elastico de segundo orden.

Aplicando el Teorema de Coleman que ofrece una forma mas restrictiva de la segunda ley
de la termodinamica se tiene:

f X,y X gx,y t0Oo X (3.18)

Planteando la ecuacion (3.12) segun el Teorema de Coleman y particularizande- para d
formaciones infinitesimales, se tiene:

D U'lsT 1t@
Derivando la energia libre de Helmoltz, se tiene:
wi ¢ ® N | P
0 —D —:°0 T P0— 1 3.19
wo w W ‘v D ( )
Teniendo en cuenta que el problema no hay variacion de la temperatura, la disipacion qu
da escrita de la siguiente manera

|

e

0

D Y L0 LIP0 OV\%LD.t‘% (3.20)

Para que la anterior ecuacién se satisfaga para €pde puede fraccionar la ecuacion en

dos partes de la siguiente manera:

e w e
- 0ol U,

(3.21)

e
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p 1° &pro (3.22)
WD

Por lo que se obtiene el tensor de esfuerzos elasticos y a su vez la ecuacion de disipacion de
energia que se debe garantizar en todo paso de carga y en todo punto del medio continuo.

3.2. Modelo constitutivo elastoplastico de von Mises (J2)

La formulacion genérica del modelo constitutivo de plasticidad de von Mises se describe en
los siguientes items:

x Descomposicion aditiva de la deformacion y de la tasa de deformacion:

0o 0 ° (3.23)

0 "0 °°P (3.24)

Donde los tensores de la tasa de deformacién Gthl tasa de deformacién elasti€ay
la tasa de deformacion plastid&, se pueden escribir matricialmente, en notacién de Voigt
de la siguiente manera (Simé & Hughes 1998):

. . . . . T
0 A/"( P H2 g,

-
/

0 M{ O SH2 S (3.25)
o M{ LM R
X Ley de elasticidad o relacién constitutiva secante:
ceac
1 C: 0 PO (3.26)

De donde el tensor de esfuerzos de segundo orden de Cauchy y el tensor constititivo elast
co de cuarto orden se pueden escribir matricialmente, en notacion de Voigt y para cond
cion plana de esfuerzos de la siguiente manera:
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1M S Y WV (3.27)
1 Q oa

c c= 1—E°54 01 o (3.28)
0 0 %

x Funcion de fluencia que rige el modelo:

) ET:IP’SL e (3.29)

Donde el tenso® es un vector de cuarto orden cuya propiedad fundamental es obtener la
parte desviadora del tensor de esfuergas partir del tensor de esfuerzos corrientes por

medio de la siguiente expresion:

s P:1 (3.30)

La anterior ecuacion se puede escribir en notacion de Voigt de la siguiente forma:

S, 2 L P 1 00y

«« »
Sy« 3 23) 2 0 z‘é (3.31)
Sy #,0 6 ik,

Por lo tanto el tensdP se puede escribir matricialmente como:

2 1 @
P oP{@1 2 g (3.32)
0 0 6
X Regla de flujo plastico:
¢ W) (3.33)
wil
X Ley de evolucion de la variable de endurecimiento:
N
H > P1 (3.34)

Siendo Hla variable escalar de evolucién del endurecimiento.

x Condiciones de carga/descarga de Kuhn-Tucker:
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Tt ) @ ) (3.35)

Para analizar el problema plano de esfuerzos se puede partir del problema espacial real
zando una proyeccion, dicha proyeccion conlleva al siguiente esquema de tres ecuaciones si
el problema ha pasado al rango inelastico, estas son:

e L Ostr]i-al ' & )

" Wi,
_npl an I \/% Han P1 ni (336)
T 1
ni :Pinl 5 f/vnpl A

Se puede observar que el numero de ecuacestesl igual que el nimero de incognitas,
sin embargo es posible reducir este sistema a una sola ecuacion no lineal, simplificando el
gasto computacional de calculo de la solucién y su convergencia.

De la primera ecuacion del anterior conjunto de ecuaciones se obtiene la siguieste expr
sion:

i M10Y (337)
Definiendo el tensor de cuarto ord®fh ' como:
1

M ce B, c° ' (3.38)

Con la expresion (3.38) sustituida en la ultima ecuacién del conjunto (3.36) se llega a la
siguiente expresion:

. 1, 2 §
' ' = cvhk = 3.39
De donde:
TP (3.40)

Por tal razén, una vez obtenido el multiplicador plastico algoritmico de la anterier expr
sion, se puede actualizar las variables dependientes del problema a partir del siguiente co
junto de ecuaciones (De Suoza y otros 2008):
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LML
e C°0
ni ni (3.41)
_ B
npl an - H
3

De ser necesario actualizar el tensor de deformaciones plasticas, se puede hacer por medio
de la siguiente expresion:

q. P W) 00 Pl (3.42)

Wi,
El estado plano de esfuerzos proyectado siempre es no lineal con respecto al multiplicador
plastico algoritmico, dependiendo de la funcidn de endurecimiento isotropica, en contraste

con la formulacion en tres dimensiones, en donde solo presenta no linealidad asociada a la
curva de endurecimiento isotropico.

Sin embargo, al observar la ecuacion (3.39) se puede concluir que la aplicacion del método
de Newton-Raphson para su solucion es compleja, por lo que se recurre a una wmansform
cion de base ortogonal con el fin de poder diagonalizar los tengbrgsC® , los tens-

res en notacion de Voigt quedan transformados de la siguiente manera:

10 @
3
Pc@Q > @> 0@> & (3.43)
0 0 %
£ 0 @
Tty® @, 0y @ 26 O (3.44)
0 0 Gk

Substituyendo las matrices (3.48)3.44) en la expresion (3.40) y luego de varias aper
ciones algebraicas se obtiene:

' 1 trial lizal 2 1 tg tr1i| 2 2 trlia
Er 27 226 "@ > G (3.45)
A A X »
31 O, Ya
En la anterior ecuacion se aplica el método de Newton-Raphson con el fin de calcular el
multiplicador plastico algoritmico. Una vez obtenido, se aplica el conjunto de ecuaciones
(3.41) para obtener el valor actualizado del tensor de esfuerzos y las variables internas.
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La relacion constitutiva tangente en modelos de plasticidad se puede expresar de la forma:
D* (3.46)

Donde 1y Cson las tasas de los tensores de esfuerzo y de deformacion, respectivamente.
El tensor que los relaciona se denomina tensor constitutivo tangente o tensor constitutivo
elastoplastico en modelos de plasticidBf. se puede expresar en términos del diferencial

de esfuerzosl 1, , y de deformacioned Q , en el paso de carga n+1, de la forma:

pe 9%,

dQ,

Para el calculo del tensor constituts@deriva la ecuacion (3.39) obteniendo el diferencial
del multiplicador plastico algoritmico:

g 3 2.8

4H [ 3 ©

(3.47)

G (3.48)

Por otra parte tomando la expresion (3.40) y derivandola se obtiene lo siguiente:

d 2¢% EcP:E:d ¥ 2 "0 dE:FE: 0 (3.49)
De donde:
1
Ec C¢ ' 'IP’Z (3.50)

Remplazando la ecuacion (3.49) en la expresion (3.48) se obtiene el diferencial del mult
plicador plastico algoritmico en funcion del tensor de deformaciones de prueba yi-el mult
plicador plastico algoritmico (De Souza y otros 2008).

Ahora al diferenciar la ecuacion 88)-a se obtiene la siguiente expresion:

di, Ecd®? d P 12 (3.51)

Remplazando (3.48) y (3.49) engB), se obtiene el tensor constitutivo tangente elaseopla
tico para el modelo constitutivo, a saber:

D* Ec.® P ., ..E PT_,2 (3.52)

De donde:
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1
.C
2 H T a 3.53
ST n1 CPIECPL ( )

Remplazando la ecuacién (3.49) en la expresiéon (3.48) se obtiene el diferencial del mult
plicador plastico algoritmico en funcion del tensor de deformaciones de prueba yi-el mult
plicador plastico algoritmico.

3.3. Modelo constitutivo elastoplastico de Drucker-
Prager

El criterio de falla propuesto por Drucker y Prager en 1952 es una aproximacion suavizada
del criterio de fluencia de Mohr-Coulomb. Esta aproximacion consiste en la maidifica

del criterio de fluencia de von Mises en la cual se incluye un término adicional asociado a
la parte volumétrica del tensor de esfuerzos. En general el modelo de Drucker-Paager est
blece que la fluencia plastica comienza cuando el invaridntdel tensor de esfuerzos
desviadoresS y la componente volumétrica de esfuerzmsalcanzan una combinacion
critica (De Souza y otros 2008). El inicio de la fluencia plastica ocurre cuando se satisface
la siguiente ecuacion:

J,s Kp T (3.54)

Ao,

VG:
-

%

Figura 3.1. Superficie de fluencia del modelo de Drucker-Prager graficado en el espace
fuerzos principales.

Donde Ky T son parametros del material, y ademas:

p %tr 1 (3.55)
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S d (3.56)
J, S %sz < (3.57)

La superficie de fluencia de este criterio se define a continuacion en términos da-las co
ponentes del tensor de esfuerzos, la cohesigrde los parametro&y [/ establecidos por
el criterio de Mohr-Coulomb.

) 1c JJZ V p 1IKc (3.58)

Las dos aproximaciones mas comunes se generan al hacer coincidentes la superficie de
Drucker-Prager con los vértices exteriores e interiores de la superficie de fluencia de Mohr-
Coulomb como se ilustra en Fagura 3.2. Para que coincida el criterio con respecto a los
extremos exteriores, se utilizan los siguientes parametros.

6sen/ 6cos/

K ———~= " bt
J§ 3 sen/ [ J§ 3 sen/ (3.59)

Siendo / el coeficiente de friccidon interno del material.

Por otra parte, para que coincidan los criterios con respecto a sus vértices interigres, se e
cogen los siguientes parametros (De Souza y otros 2008):

K 6sen/ / 6cos/
J§ 3 sen/ «/§ 3 sen/ (3.60)

Las superficies de fluencia de Drucker-Prager que coinciden con los vértices exteriores e
interiores de la superficie de Mohr-Coulomb, se conocen como el cono de compresién y el
cono de extension, respectivamente. El cono de compresion coincide con el criterio de
fluencia de Mohr-Coulomb en compresion uniaxi®l y traccion biaxial, en cambio el

cono de extension coincide con la superficie de Mohr-Coulomb en traccion unlgxial
compresion biaxial.
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VERTICES EXTERIORES DE

%, MCHR-COULOMB

0 . N

CONO DE COMPRESION <. [~
DRUCKER-PRAGER P

CONO DE EXTENSION | |
DRUCKER-PRAGER I

% RT!CES INTERIORES DE
MOHR COULOMB
Figura 3.2. Superficies de fluencia del modelo de Drucker Prager y Mohr-Coulomb en el pli
esfuerzos octaédrico.

A o,

Ol Ot

vy Q

a———

DRUCKER-PRAGER / MOHR-COULOMB /

Cono de
extension

DRUCKER-PRAGER
Cono de
/s

compresion

Figura 3.3. Conos de compresion y extension de la superficie de fluencia del criteriedeD
Prager.

Para este tipo de aproximaciones, el apice del cono dado por la superficie de fluencia de
Drucker-Prager coincide con el apice de la pirdmide del criterio de Mohr-Coulomb. Sin
embargo, estas aproximaciones pueden ser de baja precision para ciertos estadas de esfue
zo. De acuerdo con el estado de esfuerzos dominante, se pueden adoptar aproximaciones

mas apropiadas.

Por ejemplo, para estados planos de esfuerzo, en el andlisis de estructuras de concreto tales
como muros estructurales y vigas, se puede utilizar una aproximacion en la cual ambos
criterios coincidan en los estados de traccion uniaxial y compresion uritayiad 3.4.
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Para el criterio de Mohr-Coulomb cuya resistencia uniaxial a la tracgigria de compe-
sion I/, estan definidas, los parametrés/ ¢ corresponden a:

/ sen' o Vi3 C L'§K;1n/ (3.61)
¢ Vie cVio ¥
El correspondiente cono del criterio de fluencia de Drucker-Prager para obtener la misma
falla uniaxial se obtiene por medio de las siguientes expresiones:

3sen/ 2cos/

“F B

En este caso se obtienen buenos resultados a pesar de que el apice del cono no coincide cor
el apice de la piramide del criterio de fluencia de Mohr-Coulomb. Sin embargo ara rel
cionesn, AV, grandes como en concreto, y en condiciones de fallo por compresion
biaxial, la aproximacion puede sobreestimar la carga limite. Para estos casos la estimacion
dada por el cono de extensién puede ofrecer mejores resultados.

(3.62)

Otra posibilidad consiste en establecer la coincidencia de ambos criterios en los estados
biaxiales de traccion y compresion, de tal manera que los parametros de Drucker-Prager
corresponden a:

3sen/ 2cos/
K / (3.63)
2V3 3
o,
G,
: Gb!
o, ¥
Gg o
DRUCKER-PRAGER MOHR-COULDMB
(para resistencias biaxiales fijas)
Gbc /
O
DRUCKER-PRAGER
(para resistencias uniaxiales fijas)

Figura 3.4. Aproximacién por medio del criterio de Drucker-Prager, condiciones uniaxial y b
de falla para estado plano de esfuerzo.
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El modelo asociado de plasticidad usa como potencial de flujo plastico la funcion de fluen-
cia definida en la ecuaciéon (3.58), por lo tanto la derivada de la funcién de fluencia con
respecto al tensor de esfuerzos sera un vector perpendicular a la superficie de fluencia que
representa la tasa de la deformacién plastica, es decir:

)
wi

La funcion w es Unica en todos los puntos, excepto en el vértice del cono de la funcion
de fluencia. Por lo tanto es necesario tener en cuenta donde va a estar contenido el estado
de esfuerzos corriente de prueba.

0 (3.64)

En el algoritmo de retorno sobre la superficie de fluencia suave, se establece la condicién
de admisibilidad en plasticidad indicada a continuacién, mediante el método de Newton
Raphson (De Souza y otros 2008).

) kSt o k@Y K EH (3.65)

Siendo ~) ' la expresion del criterio de fluencia en funcion del multiplicador plastico
algoritmico, G es el médulo a cortante del material isotropico y K es el modulo de rigidez
volumeétrico, mas conocido como modulo Bulk.

Una vez calculado el multiplicador plastico algoritmico se actualizan las componentes del
estado de esfuerzos (esférica y desviadora) por medio de las siguientes expresiones:

s 5,

. 1 —— 41 (3.66)
NN

P, P KK (3.67)

Se puede observar en la ecuacion (3.66) que la actualizacion de la parte desviadora se ob-
tiere mediante el escalamiento del esfuerzo desviador de prueba, esta reduccioraes direct
mente proporcional con el multiplicador plastico algoritmico.

El algoritmo de retorno sobre el apice del cono es similar al procedimiento para el criterio
de Mohr-Coulomb, en este caso la condicién de consistencia queda reducida a la siguiente
expresion:

cH T 7[( P K HO (3.68)

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 201



Modelos constitutivos de plasticidad para estados planos de esfuerzo 63

Ahora, se conoce del modelo que la evolucion de la deformacion plastica esta expresada
por la siguiente ecuacion:

=p _[ /P
al (3.69)

Donde 'H es la variacion de la ley de evolucién del endurecimien gs la variacion de

la deformacién plastica volumétricAdemas, con la introduccion de la forma discretizada
anteriormente expuesta, se obtiene finalmente la ecuacion de admisibilidad ,pléstica
forma:

r'fH{cH 'QHPpE K O (3.70)
Donde:
! !
D{ p E{ = (3.71)

Luego de solucionar la ecuacion?@.para ' £, se actualizan las variables de estado y el
tensor de esfuerzos por medio de las siguientes ecuaciones:

HATH D (3.72)

o { P K AL (3.73)

IY%)

CONQ COMPLEMENTARIO

’Cﬂ?'
|
T -KAsyT |
trial
GnH: pnﬂl pn+]

Figura 3.5. Procedimiento de retorno al vértice del cono.

o Lo
AL

4+ CONG ASTUALIZADO DE
DRUCKER-PRAGER

LIS

4
: a
B2

Inicialmente se aplica el procedimiento de retorno para la parte suavizada del cono de
Drucker-Prager solucionando la ecuacion (3.65), luego de obtener el multiplicador plastico
algoritmico, se calcula:

J, s, J, g4 G (3.74)
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Si el resultado anterior es mayor o igual a cero, significa que el estado de esfuerzos esta
ubicado sobre la parte suave del cono y por ende las variables actualizadas son vélidas. De
lo contrario, el estado de esfuerzos después de aplicado el procedimiento de retorno esta
ubicado por fuera de la superficie de fluencia y por lo tanto no es admisible. En este caso,
se aplica el procedimiento de retorno al apice del cono.

trial
0.

; Gn‘fj e

2+ DOMINIO ELAST, ACTUALIZ," . 77>
DRUCKER-PRAGER 7.7 »& = 70

Y

S VI(s9)-GAy > 0

VI (sh)-GAy <0 L——______::J,{\\

Figura 3.6. Seleccién del procedimiento de retorno apropiadoterio de fluencia de Drucker-

Prager.

En laFigura 3.5y Figura 3.6 se observa de forma grafica el proceso de seleccion del est
do de esfuerzos corriente para el criterio de fluencia. El procedimiento de integracion del
modelo constitutivo de plasticidad con superficie de fluencia de Drucker-Prager se muestra

a continuacion:

*MO-

ESQUEMA IMPLICITO DE INTEGRACION
DELO CONSTITUTIVO DE DRUCKER-PRAGER

1. Estado de prediccion eléstico: dado un incremento del
sor de deformaciones y las variables internas al comi
del intervalo, se evalla el paso de prediccion.

trilal pl +

ptrial p
nil 0 n

s 26053
pT o KGY
2. Revision de la condicidén de admisibilidad plastica.

E~H O

”)’trial ‘]2 Stnriall K riall

SI triab O
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ENTONCES fijar -, YSALIR

nl

3. Algoritmo de retorno.

X Solucion de la ecuacion no lineal, inicialmente sd-re
za el retorno sobre la superficie de fluencia suave:

)RSt e KEY K M
X Revision de la validez de los resultados obtenidos:
Sl /I, sﬁial' G' t ENTONCES

VAYAA 4
SINO

X Soluciéon de la ecuacion no lineal, inicialmente se-r¢
za el retorno sobre el 4pice del cono.

r B {cH @ HpE K PO

El cambio de deformacién plastica volumétrica se cal
por medio del método de Newton-Raphson, una vez iel
do se puede proceder a actualizar las variables de es
el tensor de esfuerzos.

Hl {_n?_/ IQ
o {PT KA

4. Actualizaciéon del tensor de deformacion elastica.

5. SALIR

La superficie de fluencia se puede representar en el espacio de los esfuerzos principales
mediante un cono circular cuyo eje se encuentra ubicado sobre la linea de esfuerzos
hidrostaticos, es decir, sobre el eje octaédrico. En particulds,es nulo, se recupera el
criterio de fluencia de von Mises.
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3.4. Modelo constitutivo de Dafat Plasticidad de é-
maitre.

El modelo de Dafiotplasticidad de Lemaitre fue propuesto en el afio de 1985 por Jean
Lemaitre basandose en el concepto de esfuerzo efectivo y la hipétesis de equivalencia de
deformaciones. Este modelo incluye la evolucién de la variable interna de dafio al igual que
endurecimiento isétropo y cinemético no lineales para la descripcion del comportamiento
de metales ductiles. La descripcion general del modelo se hace a continuacion.

3.4.1. Variables de estado y potencial de energia.

El modelo tiene como hipétesis fundamental que la energia libre es funcion de
Ne RO ,D , es decir:

| °JRO,D (3.75)

De donde G es el tensor de segundo grado de deformaciones infinitesim&eg P son
variables internas escalares que se asocian respectivamente con el endurecimierto isotrép
co y el dafio is6tropo. El tensor de segundo orders la variable interna relacionada al
endurecimiento cinematico del modelo (De Souza y otros 2008, Lemaitre & Chaboche
1990).

La variable interna de dafid puede ser interpretada como una medida indirecta de la den-
sidad de micro-orificios y micro-fisuras, en este modelo dichos defectos microscépicos se
asumen uniformemente distribuidos, dichos defectos fenomenolégicamente se veran refl
jados en la degradacién del modulo de elasticidad del material. Parametros adicionales se
definen en el modelo, es el caso del paramBjrade la variable interna de evolucion del

dafio isétropo y consiste en un parametro determinado experimentalmente que representa el
comienzo del microfisuramiento.

Bajo la hipétesis de desacoplamiento entre el eladsto-dafio y el endurecimiento plastico, la
energia libre especifica se expresa de la siguiente manera.

[ 1* D | P RO (3.76)

Donde | * y | P son, respectivamente, la contribucién de elastafio y plastica a la
energia libre (Lemaitre & Chaboche 1990).
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x Componente del potencial asociada al elasto-dafio.

En este modelo, el potencial de energia asociado al comportamiento detel@Stoesta
dado por la siguiente expresion:

I 06,D %‘0 1 DCe: ¢ (3.77)

Donde C®es el tensor constitutivo elastico is6tropo de cuarto orden. Para este potencial, la
ley de la elasticidad esta dada por:

ed
'UW’W 1 DC°1°® (3.78)

Equivalentemente, (3.78) se puede escribir en términos de esfuerzos efectivos como:

L, ceae (3.79)

Donde 1, esel tensor de esfuerzos efectivo.

Y
' 1 Do (3.80)
La fuerza termodinamica conjugada para la variable interna de dafio esta dada por:
ed
v: M Llegege (3.81)
') 2

La anterior expresion puede ser expresada en término del tensor de esfuerzos, separando la
parte volumétrica y la parte desviadora, obteniendo la siguiente expresion:

q p
6G1 D> 2k 1D?’

2 2

(3.82)

Donce G y K es el médulo de elasticidad a corte y el médulo de elasticidad volumétrico,
respectivamenteq y p son el esfuerzo efectivo de von Mises y el esfuerzo hidrostatico o
volumeétrico, respectivamente.

C,: 1 DcC® (3.83)

La variable interna de dafio toma valores erfré , es decir, en ausencia de dafb, O,

el tensor constitutivo elastico es equivalente al médifiadel material virgen. Por el con-
trario, para un estado completamente daffadal, C, 0O, corresponde a la pérdida total
de rigidez y capacidad de carga del material.
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x Componente del potencial asociada al endurecimiento plastico isétropo y éinemat
co.

La contribucion plastical * R X a la energia libre total es asumida como la suma del
efecto is6tropo y cinematico, de la siguiente manera:

UIP RX “U'IR gx X (3.84)

Donde a es una constante del material, y la contribucion de endurecimiento isotropo
I' R, es una funcién arbitraria univoca con respecl. &a fuerza termodinamicamen-
te asociada con el endurecimiento isétropo se define como (De Souza y otros 2008):

P RX w ' R

N ~ U U RV (3.85)
R wR

De la misma manera, de (3.84) se puede determinar la fuerza termodinamicamente asociada
FRQ HO HQGXUHFLPLHQWR FLQHPIWLFR Fdd@PRérlaGsD FRPR SEDFI
guiente expresion:

w ? RX

"UT’ a (3.86)

3.4.2. Funcion de fluencia, potencial de flujo plastico y esquema
general.

Este modelo utiliza un esquema de plasticidad no asociada en el cual la funcién de fluencia
es diferente al potencial de flujo plastico, sin embargo, dicho potencial de flujo contiene la
funcién de fluencia que es de tipo von Mises, y se expresa de la siguiente manera:

y g Y2sS (3.87)

1D ¥

Donde el parametro del materidf es el esfuerzo de fluencia uniaxial para el material
virgen. Como se puede observar el endurecimiento adquirido por el desempefio inelastico
del material se descuenta de la funcion de fluencia aumentando el dominio elastiae del m
terial, fendmeno similar sucede con el endurecimiento cinematico.

El potencial de flujo plastico esta planteado por la siguiente expresion:

b r _Y_§51

2a° 1D s1 ro (3.88)

<)
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Donde a, b, r y s son constantes intrinsecas del material. Las variables de la evolucion
del dafior y s pueden ser identificadas por medio de integracion de la ley de evolucion de
la variable de dafio, para casos particulares o por medio de un ensayo triaxial (Lemaitre &
Chaboche 1990), por otra parte, las constaatesb pueden ser obtenidas por medio de
experimentos ciclicos de carga (Lemaitre & Chaboche 1990), éstas son asociadas con la ley
de endurecimiento cinematico de Armstrofigrederick expresada de la siguiente manera:

2HG b (3.89)
3

2., wW) §

“H— b~

3 - (3.90)

La convexidad del flujo plastico con respecto a las fuerzas termodinamicamente asociadas
para constantea, b, r y s positivas, asegura que la disipacion del modelo se satisfaga.

Los elementos de este modelo constitutivo son los siguientes:

x El tensor de deformaciones infinitesimal es expresado de forma separada por medio
de la siguiente expresion:

0O 0 ° (3.92)
x La ley constitutiva de elastdafio acoplado:
1 1 DC*: 0°"0 (3.92)

De donde el tensor de esfuerzos de segundo orden de Cauchy y el tensor constitiivo elast
co de cuarto orden se pueden escribir matricialmente, en notacion de Voigt por medio de
las expresiones (3.27) y (3.28).

x Funcidén de fluencia del modelo

s, (3.93)

1D Y

Donde , V', R dependiendo del tipo de endurecimiento isotropo.

x Funcion del flujo plastico del modelo y leyes de evolucion de las variables internas.

P (3.94)
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R - (3.95)
“al b (3.96)

p -+ Y8 (3.97)
1D ro©

DondeY esta dado por la expresion (3.82) y el vector de fNige expresa de la siguiente

manera:
2 S
\/;—1 DS | (3.98)

x Condiciones de carga/descarga de Kuhn-Tucker.
"t ) @ )t (3.99)

Por otra parte, la degradacion del médulo de elasticidad puede ser medido experimenta
mente, por tal razon, en este caso se asumira que el dafio comienza sélo cuandeese alcan
un valor de deformacion plastic& . Este valor critico es llamado umbral de dafio y puede
ser incluido en el modelo en la ley de evolucién del dafio is6tropo usando la funcién de
Heaviside, de la siguiente manera:

_I—p_P AL _Ygf-
1D r®

D (3.100)

Donde H representa la funcién de Heaviside definida de la siguiente manera:
. 1 si P A O

HO=" A e H, e (3.101)
Q si Ay, 0

3.4.3.  Algoritmo de integracion del modelo constitutivo.

Al igual que los modelos constitutivos analizados con anterioridad, el algoritmo de-integr
cion del modelo de Lemaitre es implicito, dicho algoritmo fue originalmente propuesto por
(Benallal y otros 1988) y es el siguiente:
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ESQUEMA IMPLICITO DE INTEGRACION  +
MODELO CONSTITUTIVO DE LEMAITRE

1. Estado de prediccion elastico: dado un incrementg

tensor de deformaciones, y las variables de esta|

comienzo del intervalo, se evalla el paso de pre

cion.

trial .

1 - p1+
trial e etrial
nl 1 Dn (C 1 ni

2. Revision de la condicién de admisibilidad plastica.

trial 3J2 St”riall n N
) 1 Dn R1 Yo
S| tria) O .
ENTONCES fijar - : "% ySALIR

3. Algoritmo de retorno. Solucion del sistema de&ec
ciones no-lineales.

\/3‘]2 Snl nl Rn ' Ny;
1 D,, %0 0
1 D (Ce rial v o (;
]hl nl 1 I:ll‘1® @
nil n I a:l‘nl bnl °
s ° 0
° Dnl Dn ' L Ynl,§ °
- 1 D,0r =t i

Donde el vector unitario normal a la superficie
fluencia o al potencial plastico (dependiendo si
plasticidad asociada o no asociadas) es:

3 Sn 1 ni

El Dnl\/s‘]Z Snl

ni
nl

4. Una vez calculada la solucion del anterior sistemi
ecuaciones no lineal, se actualizan las variables i
nas de endurecimiento isétropo y el tensor deres
maciones elastico de la siguiente manera:

R R
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Q.. B4

5. SALIR DEL PROCEDIMIENTO

3.5. Modelo de DafnozxPlasticidad de Lemaitre simphf
cado.

Removiendo el endurecimiento cinematico de la anterior formulacién se obtiene el modelo
de dafiozplasticidad de Lemaitre simplificado, lo anterior se justifica siempre y cuando el
endurecimiento cinematico sea poco relevante en el material, por ejemplo, algun proceso en
el cual la carga plastica opuesta no se genere o tenga muy poca influencia en la evolucién
total del dafio y el flujo plastico.

Un aspecto importante del modelo simplificado es que al igual que el modelo de von Mises
convencional analizado en el capitulo 3.2, el algoritmo de retorno del procedimiento de

integracion del modelo puede ser reducido a la solucién de una Unica ecuacion no lineal, lo
gue genera un algoritmo en extremo rapido en contraste con el modelo de Lemaitre inclu-
yendo el endurecimiento cinematico. El tener mayor nimero de variables independientes en
el algoritmo de retorno hace que la actualizacion de dichas variables requiera costo compu-
tacional extra.

El procedimiento general parte del mismo principio al utilizado en el modelo de Lemaitre
con endurecimiento cinematico. El estado de esfuerzos elastico de prueba convemienteme
te se separa en su parte volumétrica y su parte desviadora de la siguiente forma:

s? 1 D, G- (3.102)

Py 1 D, KRS (3.103)

El valor de la funcion de fluencia de prueBd® en este caso se calcula de la siguiente
forma:

)trial : q:iil ‘4 R. (3104)
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Donde se define el tensor de esfuerzos elastico efectivo de prueba equivalente de von Mises
como:

trial

trial S\J Strial
qtriil { qn 1 2 Tn1 \/§ Sn 1 (3105)
"t 1 D, 1 D, 21 D,

Como es normal, para™) 0 el paso de carga es elastico y por ende el estado elastico de
prueba coincide con el estado actualizadp g de otra forma, es necesario aplicar el pro-
cedimiento de retorno resolviendo la ecuacion no lineal a la que se ha resumido, ésta se
mostrara mas adelante.

Los elementos de este modelo constitutivo se describen a continuacion:

x El tensor de deformaciones infinitesimal es expresado de forma separada por medio
de la siguiente expresion:

0O 0 ° (3.106)
X La ley constitutiva de elastadafio acoplado, igual al caso anterior:
1 1 DC°: 0 "0 (3.107)
De donde el tensor de esfuerzos de segundo orden de Cauchy y el tensor constitiivo elast

co de cuarto orden se pueden escribir matricialmente, en notacion de Voigt por medio de
las expresiones (3.27) y (3.28).

X Funcién de fluencia del modelo

3J, s
) EELE 4 (3.108)

Donde , V', R dependiendo del tipo de endurecimiento isotropo.

x Funcion del flujo plastico del modelo y leyes de evolucion de las variables internas.

P (3.109)

R - (3.110)
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o -1 _Y8 (3.111)
1D ro

DondeY esta dado por la expresion (3.82) y el vector de fNige expresa de la siguiente
manera:

\EL (3.112)
31D

x Condiciones de carga/descarga de Kuhn-Tucker.

Tt )y d ) (3.113)

3.5.1. Algoritmo de integracion del modelo constitutivo.

En este caso, con el modelo mostrado anteriormente, el conjunto de ecuaciones generales
del algoritmo de retorno queda expresado de la siguiente forma (De Souza y otros 2008):

e Oetrial ' \/g# 3.114
ni ni 31 Dn 1 ”Sn 1” ( )
R, R (3.115)
. D Yia8 (3.116)
1D,, r ©
Q.1 VR, O (3.117)
1D, '

Como se comento anteriormente, el sistema de ecuaciones @(414)7) se puede redu-
cir en una Unica ecuacién no lineal que depende del multiplicador plastico algoritmico

Para comenzar, se considerara la descomposicion del tensor de deformaciones en su parte
volumétrica y desviadora, quedando (3.114) de la siguiente forma:

e etrial 1 2 Sn 1
/_g—
dn 1 odn 1 3 l Dn ] ||Sn l” (3118)
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o1 HoS (3.119)

Con la expresion (3.119), que junto con la ley de elasticidad, da la siguiente relacion de
actualizacion del esfuerzo volumétrico, puesto que el dafio es isotropo que afecta ésta parte
del tensor de esfuerzos:

P 1 Dy Poy (3.120)
Donde se definioé:
P, Koo KHGY (3.121)

Ahora, considerando la ecuacion (3.118) y la ley de la elasticidad, se obtiene lo siguiente:
2 S,
3]sl

Asi, la expresion para la actualizacion del tensor desviador de esfuerzos es:

S

., 1D,,2G%, 1D ,6 @ G (3.122)

~tria ' 2 S
Sn 1 1 Dn 1 lI ZG (3123)
3]s, 1||
De donde se hace la siguiente definicion:
~tr|a| { ZG qtrlal (3124)

Sin embargo es claro que el tensor de esfuerzos desviador de prueba es proporcional al ten-
sor de esfuerzos desviador actuante en el modelo, es decir, las normales a la superficie del
potencial plastico son paralelas (tanto la del tensor de prueba como la del tensor actuante
desviador).

~rial

Sn 1 1
||Sn 1” g (3.125)
Por tal razon se puede escribir (3.123) de la siguiente manera:
~tr|al
Sn 1 l Dn 1 ~”a£ ZG \/7 Stnal (3126)

Luego de una serie de operaciones matematicas, la anterior ecuacion de actualizacion se
puede escribir de la siguiente manera:
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1
SG "§~ rial
~trial 1

9 ©

De la anterior expresion y teniendo en cuenta la definicion del esfuerzo equivalente de von
Mises, se obtiene:

s,, 1D,, (3.127)

9, 1 D,, ¢ 3G (3.128)

Ahora, remplazando la expresion (3.115) y (3.128) en (3.117) se obtiene la funcién de
fluencia en términos de dos parametros, el multiplicador plastico algoritmicp la va-
riable interna de dafio actualizafg , :

'5 1 D qtrial 3G

- |/ !
1 1p. ¥ R, (3.129)

Teniendo en cuenta el valor del esfuerzo efectivo equivalente de von Mises actualizado y el
valor del esfuerzo volumétrico actualizado dados por las expresiones (3.120) vy, (3.128)
substituyéndolos en la velocidad de energia libre de dafio, (3.116) puede escribirse de la
siguiente forma:

0 (3.130)

De donde:

~trial 1 2 ~
1 Dnl qt ! 3G @ prfl

=

6G1 D,,° 2K

Y ' D,, { (3.131)

Obteniendo asi un sistema de dos ecuaciones (3.129) y (3.130) con dos incogniths, el mu
tiplicador plastico algoritmico' y la variable interna de dafio actualizddg, . Luego de
su solucién, la actualizacion de las componentes de los estados de esfuerzo es trivial.

Sin embargo se puede hacer una nueva reduccion, inicialmente, por conveniencia se define
la integridad material como:

Z1D (3.132)

Con la anterior definicidn, se puede escribir:

42.{1 D, w' | T (3.133)

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 201



Modelos constitutivos de plasticidad para estados planos de esfuerzo 77

Combinando las expresiones (3.129) y (3.131), la velocidad de energia disipada de dafio
Y queda expresada unicamente en funcion del multiplicador plastico algoritmico

2
1 a ~2
Yoo A (3.134)
6G 2K
Asi, finalmente remplazando (3.133) y (3.134) en la ley de evolucion del dafio dada por la
expresion (3.130), se obtiene:
1 Y7 § 1

F" { ' Z, Z
Z " r o©

(3.135)

Enla cual la Unica variable es el multiplicador plastico algoritmico que al ser obtenida
solucionando la ecuacion no lineal, se pueden actualizar las variables internas de dafio y
plasticidad del modelo y luego las componentes del tensor de esfuerzo (volumétsea y de
viadora).

Resumiendo, el algoritmo de retorno implicito del modelo de Lemaitre simplificado es el
siguiente

ESQUEMA IMPLICITO DE INTEGRACION  *
MODELO CONSTITUTIVO DE LEMAITRE  SIM-
PLIFICADO
1. Estado de prediccion elastico: dado un incrementg
tensor de deformaciones y las variables de estaf
comienzo del intervalo, se evalla el paso de pse
cion.

P
triil: R1
D™ D,
Boa: KA
9 260

qtrial \/g §:ii|
"t N2 1 D,

2. Revision de la condicion de admisibilidad plastica.
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) trial q;rieil ‘4 riall
SI tria) 0 -
ENTONCES fijar - _: - "™ ySALIR

ni nl

3. Algoritmo de retorno. Solucién del sistema deaec
ciones no-lineales.

S

] 17 "§'
oz r o

F' { ' Z

Para calcular el multiplicador plastico algoritmi¢o
se usa el método de NewtaRaphson, dondeZ *

y Y estan definidos en las expresiones (3.33
(3.134) respectivamente, tomando la siguiente prir
estimacion para el método numeérico:

~trial
. 4% , R,

3G
Se actualizan las variables internas y de estado ded-n
lo:
R R
Prit £ Pai
qn 1: Z y 'R'l 1
D, 1 —h1
¥ R,
. qn rial
Sn 1 ~triall 1I
n 1
]n 1: pn 1 n\é
1 1 cpia
= V = efria
q 1 2G n'1 3 /7:1 1

4. SALIR DEL PROCEDIMIENTO

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 201



Modelos constitutivos de plasticidad para estados planos de esfuerzo 79

3.5.2.  Tensor constitutivo de dafipplasticidad tangente del modelo

Ahora se realizara la deduccion del tensor constitutivo de daftasticidad del modelo
constitutivo para poder realizar la implementacion en el método de los elementos finitos, el
operador constitutivo en este caso es una version simplificada del método original que con-
sidera endurecimiento cinematico, por ende, este puede ser obtenido fijandoy

a b 0. El calculo del tensor constitutivo se realiza por medio de la linealizacién de la
ecuacion no lineal del algoritmo de retorno obteniendo la siguiente expresion:

D* al, I5,.5, &G, .l d 5., & I (3.136)

Dondes, ; es el tensor de esfuerzos desviadores normalizado:

= S
S1 5. (3.137)
Y los escalares, b, ¢, d y eestan dados por:
2G
”ii. i (3.138)
On 1
N 8§
b 2G gH,, &, R, TRLLE (3.139)
S ©
c K\E aH ., &, R.3 (3.140)
3.
d ZG\Ep1 X (3.141)
e KX, apn, (3.142)

En las anteriores ecuacionkls se define como la pendiente actualizada de la curva de en-
durecimiento para, ,:

o
SN
£V ©

R (3.143)

Y a, a, 8 Y a, son:
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1 1 VY .§°
& — 41 — 018 « (3.144)
Fca, ‘4 R. 3G I O
S~ ~trial V a s1
Ba &2 B Baa %8 (3.145)
3GrKFcC r ©
3, @l (3.146)
41
a, aZC—— 3.147
: @7 YR, (3.147)

El escalarF ( es la derivada (para la solucion de) de la funcion residual no lineal del
algoritmo de retorno definida por la expresion (3.135).

~trial s1

S a
Z:i§Ycl ' SH y R11 1 Vy Rl_l §(n1 (3148)

AGor -1 oG r o

Y Zirepresenta la derivada (también para la solucion dede la funcion definida como
la integridad material en la expresion (3.133).
G Z.H

& ¥ R

F

ZC

(3.149)
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Capitulo 4
Modelo constitutivo de von Mises con
umbral diferenciado

En este capitulo se describe el modelo constitutivo de von Mises con umbral diferenciado
que ha sido formulado e implementado en esta tesis como consecuencia de que los modelos
constitutivos analizados en el Capitulo 3 no hacen una buena representacion del concreto
reforzado con fibras cortas. El principal objetivo de este modelo constitutivo es representar
el comportamiento inelastico de materiales cuya resistencia a la traccion es sustancialmen-
te menor que su resistencia a la compresion. Este modelo es una modificacion del modelo
de von Mises convencional, en donde el dominio elastico a compresion se amplifica por
medio de un factor que relaciona las resistencias a compresion y a traccion del material.

Inicialmente se describe el factor de amplificaciéon del dominio elastico a compredion, d

nido dicho factor, se distinguen tres posibilidades de implementacion del modelaieonstit
tivo dependiendo el tipo de componentes del tensor de tensiones con el que se evalue el
factor de amplificacion.

4.1. Definicion del factor de amplificacion del dominio
elastico a compresion

En la busqueda de modelos constitutivos que diferencien el umbral de fallo a compresion
con respecto al umbral de fallo a traccion, se han utilizado diferentes factores deapenaliz
cion que modifican la funcidén de fluencia o de dafio de forma practica y compukaciona
mente estable. Una metodologia simple consiste en la aplicacién de un factor qite modif
gue el dominio elastico de acuerdo con los signos de los esfuerzos principales. Por ejemplo
para un estado plano de esfuerzos, si ambos esfuerzos principales son positivos, la funcién
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de fluencia no se modifica y por tal razén no variaria el umbral a tracciéon del material. En
cambio si ambos esfuerzos principales son negativos, la funcién de fluencia se aumenta de
acuerdo con el umbral a compresion del material, como lo indica el tercer cuadrante de la
Figura 4.1 Para estados de esfuerzo doniley 14 tienen signos contrarios, como el caso

de cortante puro, la funcion de fluencia describe la transicion entre los estados de traccién y
compresién pura

En laFigura 4.1 se observa la superficie de fluencia del modelo constitutivo de plasticidad
con umbral diferenciado, en donde se evidencia la ampliacién del umbral del material ant
estados de esfuerzo que involucren compresion.

io,
CUADRANTE CUADRANTE
I c I

T

\ o
G, Gz o
CUADRANTE
v
CUADRANTE
1

Se

Figura 4.1. Funcion de fluencia proyectada al plano para el modelonl®lises con umbral
diferenciado

(Oliver y otros 1990) proponen una modificacion a la funcion de fluencia de un modelo
constitutivo de dafio continuo isétropo escalar, permitiendo la degradacién de un material

con resistencias a traccion y compresion diferentes, en donde la resistencia a la compresion
I{ esn veces la resistencia a la traccidy, es decir:

n, — (4.1)

En este modelo se define una norma de deformacidfigsla funcion de dafio) de la
forma:

. Wcro (4.2)

) W 4.3)

Donde (es el factor de amplificacion del dominio elastico a compresion expresado como:
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o1
11

Siendo ¥ la componente i-ésima de tensor de esfuerzos principales efectivos. El paréntesis
de McAulay aplicado ales igual

LY 151 4.4
"o n (4.4)

1_,._
<T|/) P iV| i|V (4.5)
2
Asimismo, 1 es el tensor de esfuerzos efectivB$, es el tensor constitutivo elasticory
es la variable interna de evolucion de la deformacion.

Para un estado de esfuerzos bidimensional en el'gdal B, el dominio elastico es,
veces mas grande que el definido en el Cago, ! B. En el caso de tener signos diferentes
en las componentes principales, se produce la transicion expresadagpola ecuacion
(4.4).

Sin embargo para la aplicacion de dicho factor a un modelo de plasticidad es neeesario t
ner en cuenta que los esfuerzos efectivos obedecen a una concepcion basica en el modelo
de dafio continuo. Por tal razon es necesario tomar como hipaotesis inicial que eldfactor
sera calculado con respecto a los esfuerzos de Cauchy, de la siguiente manera:

3

oo

[y

O-—-—1

|V

Siendo I/ la componente i-ésima del tensor de esfuerzos principales de Cauchy.

§ 1
= 4.6
- (4.6)

—— 0

il

Dicho factor, en problemas bidimensionales, puede ser reescrito en términos de las compo-
nentes cartesianas del tensor de esfuerzos de Cauchy haciendo uso de las expresiones de
transformaciéon de esfuerzos, recordando que en condicion plana de esfuerzos la direccion
perpendicular al plano es una direccidn principal, obteniendo:

V
, = led (4.7)
2 ©
L V8
7 (4.9)
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V. § Vv
P RAT RV (4.9)
2 © Y

Remplazando las ecuaciones (474.9) en la ecuacion (4.8¢tiene que:

181 , Vy8 1l
o 1 =—°. = w2 = (4.10)
ne2 4Y’pg 1

Sin embargo, para obtener el tensor constitutivo elasto-plastico de cuarto orden es necesario
calcular la derivada deC con respecto al tensor de esfuerzos de Cauchy, resultando asi un
tensor de segundo orden expresado de la siguienteafamero 2006):

V\O a
) «
WO XX XY«
TZI_ WO « (4.11)
— «
Xy Ww—|
Donde sus Componentes son.
wo 18 1 8l : 12
W, T nodV o2V u@, VS
e, 18 1 s, Y -8V W
— — . — e « (4.13)
VMy noe4 V ©2r|/ 1©2rV—|
wo 18 Y
W no4 VY £ NG

Las anteriores expresiones escritas de forma condensada y en términos de las componentes
principales de esfuerzo corresponden a:

) 18
wo n© as 3 ;\é,|> 3 3 ‘/W|
O —= LA i S VA A —— 4.15
. wi 3| §2 i ‘/lil vk 1< }i 1 \ﬁ. ( )
ill|||/1© ’1

Una vez obtenida la expresion dey de su derivada con respecto al tensor de esfueseos,
puede concluir que para un estado plano de esfuerzos, los valores que adquieren segun el
cuadrante en |eigura 4.1 en el cual se encuentre el estado de esfuerzos, son los siguientes:
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x Si , 10d, 10 (Primer cuadrantep  1.0SwO O
x Si ;, 0&, O (Tercercuadrantep I/n,SwO O
xSi yrosy o> vos ,uwo

(Segundo o cuarto cuadrante) ec 3.1053wO D

En la formulaciéon del modelo constitutivo de plasticidad de von Mises, es necesario tener
en cuenta que su funcion de fluencia depende del segundo invariante de los esfaerzos de
viadores, siendo asi independiente de la parte volumétrica. Lo anterior se traduce en que el
material tiene el mismo comportamiento ante cualquier nivel de confinamiento triaxial un
forme, por tal razén la superficie de fluencia se representa en el espacio de los esfuerzos
principales ¥, )/ , como un tubo con diametro constante cuyo eje longitudinal es el eje
octaédrico y contiene la componente volumétrica del tensor de esfuerzos.

Lo anterior se diferencia notoriamente con respecto al comportamiento del concreto puesto
gue este material aumenta su resistencia con el incremento del confinamiento (Applied
Technology Council 1996) siendo esto una de las posibles aplicaciones del modelo.

En laformulacién del modelo con umbral diferenciado, se modifica directamente la funcién
de fluencia dada por la Expresion (3.29), en la cual se propone que el factor de ampliaciéon
del dominio elastico a compresion expresado en la Ecuacion (4.6), multipliqgue al segundo
invariante del tensor de esfuerzos desviadores, es decir:

) CdgT:]P’:L VP (4.16)

La anterior expresion se tomara como funcion de fluencia del modelo de von Mises con
umbral diferenciado. Para permitir un mejor manejo algebsseteva al cuadrado la fun-
cion de fluencia, asi:

) © Tp1 12y (4.17)

2 3”7

En términos computacionales, el valor dese puede calcular de tres diferentes maneras
En la primera el factor( depende de las componentes del tensor de esfuerzos al final del
paso de cargdl, ,, en las segunda( depende de las componentes del tensor de esfuerzos
elastico de pruebd!™' y en la tercera,( depende del estado de esfuerzos convergido del
paso anteriorl , a continuacion se deduce el respectivo algoritmo de integracion numerico.
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4.2. Algoritmo de integracion considerando @afuncion
de 1,

Como primera aproximacion al problema, se considera que el factor de amplificacion del
dominio eléstico en compresiont depende de sacomponentes del tensor de esfuerzos
corrientes del paso de carga n+1. Lo anterior indica que tanto el factomo la funcién
de fluencia de pruebd"™ son desconocidas al comienzo del paso de carga como se mue
tra en la siguiente ecuacion:
. . T . .

)" % 1 (PLUY ?1,) Vi (4.18)
En este caso, el algoritmo de integracion implicito es diferente al cominmente desarrollado
en el modelo de von Mises ya que se requiere resolver el sistema de ecuacionea-para est
dos de esfuerzos en el rango elastico o en el rango inelastico, lo cual hace que el modelo
sea computacionalmente mas costoso. Sin embargo como se observard mas adelante, existe
la posibilidad de hacer una variacion que permita evitar en gran parte el costo computacio-
nal del modelo. Para el célculo del factor de amplificacion del dominio elastico se tiene la
siguiente expresion:

@, 1i§} “ ni1’ anl"g _1
ne2 4W, o0

(4.19)

Factor que se calcula a partir de las componentes del tensor de esfuerzos al final del inte
valo de carga, dondel/ . tiene el siguiente valor:

74 § Vaz

> n 1 Won1-
s > oV, 2

(4.20)

4.2.1. Deduccion del algoritmo de retorno

El procedimiento consiste en resolver el siguiente conjunto de ecuaciones:

e 0 etrial 1 & )
ni ni
1

(4.21)
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T 1
% ni Pl ni é f/ vnpl A
Desarrollando la ecuacién (4.21)-a:
w) wo @, T a 1 :
Pl n " l7np «
ni wi nil 2 r\ﬁl - 3 g ' =

(4.22)

w) WO, T a 2
n ln 1 :P: JT n JP): rll
nil 1\,\1 nl j—lw

Por tal razdn la ley de evolucion de la deformacion plastica se expresa de la siguiente fo
ma:

) .ow) o W) T a 2 &
(] L 1, P 17 O n e (4.23)
ni I\M‘ nil ' 1L| g _(|
Remplazando la expresién (4.23) en (4.2%g obtiene:
g, nlm\'\fl AP 1T ONP L, (4.24)
1

Por lo que el conjunto de ecuaciones modificado queda definido por las ecuaciones (4.21)-
b, (4.21)ey (4.24), resolviéndolas par§ ,, T, y ' , donde 1 , es funcion de@ , de-

finida por medio de la ley de la elasticidad isétropa o relacion constitutiva secant@expres
da por la ecuacion (3.26).

Ahora remplazando (21)-b y (4.21)€ se obtiene:

@,

2

T N S (4.29
©

wlpkF

Ahora, remplazando en (4.24) y teniendo en cuenta la relacién inversa de la ley de la elast
cidad:

e 1. e 1. sial T '
R T N T M = PFRRCED
1
1 a
§ S
L, cC o nl%é---ﬂb 1. ,1'051« C lz o @.27)
1 -

-

La anterior ecuacion se puede expresar de forma condensada de la forma:
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L, M bW (4.28)

Donde el tensor de cuarto ord®h es igual a:

1 a
1 \/\‘)§ . a 1

M c*® o, L PL 5'0§1« C® «  (4.29)
anl@ 1 | «

-

De la misma manera se puede definir la siguiente funcion escalar:

L, b P L MM 1PMT L (430)
Remplazando la ecuacion (4.30) en la ecuacion (£:21)-
Y @1 1 2 2 §
' - PR S~ O N 4.31
I T R R TG FRR (4.31)

Como se observa esta ecuacion contiene mas de una variable desconocida aparie del mult
plicador plastico algoritmico, por lo tanto es necesario complementar su solucion tomando
el conjunto de ecuaciones (4.21)-a, (4.21)-b y (4.31).

Por tal razon, para llevar a cabo el procedimiento de célculo de los tensores y las variables
internas actualizadas, se procede de la siguiente manera:

Inicialmente, tomando un incremento del tensor de deformaciones, se calcula un estado de
esfuerzos elastico de pruelfg', luego, se procede a aplicar algin método numérico con-
vencional para la solucion de sistemas de ecuaciones no lineales en cuya primera iteracion
se asumira como valor de partida el siguiente:

hy 179 (4.32)

Utilizando el método Cuasi-Newtoniano en donde se propone el siguiente esqueina iterat
VO:
1

X,, X, Jf X, X, (4.33)
DondeX, , es el vector de soluciones que para el caso estara conformado por las compo-
nentes del tensor de esfuerzos corriente del paso, junto con el multiplicador plastico a
goritmico y la evolucion de la deformacion plasticdy X, es el jacobiano del sistema
de ecuaciones no lineales, a saber, las asociadas con el tensor de esfuerzos, la evolucion de

la deformacion plastica (is6tropa) y el multiplicador plastico algoritmico. La matriz jaco-
biana en este caso queda conformada de la siguiente manera:
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W
IfX, - (4.34)

J
W fw fw f,owf ay
<
LW W
W, fw fw f,wf, «y
«
WEoov W T
«

3 LA fw  f,w fgwfal(\ (4.35)
wy, o owy W W '
W, fw fw f,w o0
wy, vy W W @

W fw faw fow foq
WL oW W W

En la expresion anterior, las primeras tres columnas de la matriz jacobiana corresponden a
derivadas con respecto a las componentes del tensor de esfuerzos de Cauchy, la cuarta y la
quinta columna contiene derivadas de la funcion con respecto a la deformacion plastica y al
multiplicador plastico algoritmico, respectivamente.

Aplicando el método iterativo Cuasi-Newtoniano se obtienen los valores para lasaondici
nes actualizadas del tensor de esfuerzos de Cauchy, la variable de evolucion de & deform
cion plastica y el multiplicador plastico algoritmico para el intervalo o paso de carga anal
zado.

Sin embargo este procedimiento es computacionalmente costoso ya que debe realizarse en
cada iteracion, indiferente del estado de equilibrio después de la convergencia (en el rango
elastico o en el rango plastico) (Belytshko y otros 2000).

En busqueda de reducir el gasto computacional generado por el procedimiento anterior, se
puede tomar una alternativa que permite determinar previamente escoger si la funcion de
fluencia de prueba, indicada en la expresion (4.18), es mayor o igual que cero para casos
inelasticos 0 menor que cero para casos elasticos. El procedimiento es el siguiente:

El valor de ( se encuentra ubicado en el rar@o @ 1, por ende la situacion critica que
acecaria la funcion de fluencia de prueba a un valor mayor o igual a cero seria con un valor
de O 1.0y un estado de esfuerzos elastico de prueba. Si bajo esa condicion, la funcién de
fluencia de pruebd™' es menor que cero, se garantiza que el paso esta en el rarigo elast
co, de lo contrario se procederia a calcular el valodm la funcién de fluencia de gru
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ba con el estado de esfuerzos elastico de prueba y de obtenerse un valor mayor o igual que
cero, el paso de cargad#&sen el rango inelastico.

A partir de la ecuacion (4.23), el tensor de deformacion plastica en el paso n+1 se puede
calcular por medio de la siguiente expresion.

g, pr L 4T foip 4 @3

Resumiendo, el esquema de actualizacion de variables para un intervalo de pseudo-tiempo
0 paso de carga se tiene:

ESQUEMA IMPLICITO DE INTEGRACION +MODELO
CONSTITUTIVO DE VON MISES CON UMBRALES DIF E-
RENCIADOS
ALGORITMO GENERAL CONSIDERANDO A (FUNCION
DE 1.,

1. Estado de prediccion elastico: dado un incremento del tens
deformaciones y las variables internas al comienzo del interva
evalla el paso de prediccion.

trial

1 p1+
trial e etrial
nil (C :L nil

ptrial p
nil O n

ria rial 2
trial >t<x I V;y I§ Vt‘él 2
r 2 © Xy

trial V g;i/al § _l

XX

18 1
n o 2 4 ‘Z 1 © n
2. Revision de la condicion de admisibilidad plastica.

) T )
trial trial . A trial
ni P11 ni

SI tria) O
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. trial
ENTONCESfijar - - % YSALIR
3. Algoritmo de retorno. Solucion del sistema de ecuaciones
lineales.

) ne 1

Las componentes del tensor de deformaciones, la variable de
cion de la deformacion plastica y el multiplicador plastico atg
mico se recomienda calcularlo por medio del método de G
Seidel ya que implica menos costo computacional con resulta
convergencia mas rapida que el método de Jacobi, de ser ne
se puede actualizar el tensor de deformaciones plasticas por
de la siguiente ecuacion.

. W) : T 2,
(Rl p'- r?o nl\M_V\Ql nll P nléi:!' Oil]P) n X<
nl nl -

Donde C° yM " 1, sedefinieron anteriormente.

4. SALIR DEL PROCEDIMIENTO

4.2.2. Deduccion del Operador Constitutivo Tangente

La relacion constitutiva tangente en modelos de plasticidad se puede expresar de la forma:
D* T (4.37)

Donde 1y Cson las tasas de los tensores de esfuerzo y de deformacion, respectivamente.
El tensor que los relaciona se denomina tensor constitutivo tangente o tensor constitutivo
elastoplastico en modelos de plasticidBf. se puede expresar en términos del diferencial

de esfuerzosl 1, ; y de deformacioned () , en el paso de carga n+1, de la forma:

]D)ep d]nl
dq,

Diferenciando la ecuacion (4.31) se obtiene:

(4.38)

) ' 8
d) ' 1. @ GQ % G?Zg yHy\/%é' ¢_ ? "1 G (4.39)
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Pero teniendo en cuenta que para el caso de un paso plastico se mantiene la sigdiente rel
cion:

Vo2 (4.40)

Substituyendo la ecuacion (4.40) en la expresion (4.39) y despejando el diferencidt del mu
tiplicador plastico algoritmico, se obtiene:

3

1 1 g 2
d' G Z 202 HO P G 4.41
2 01 ¢ GQ 2n93n1 ©§ (4.41)
2 3H d l nil Onl
d % 1 5 (4.42)
A nZl O0,,H ~
2 3 ©

Por otra parte, al sustituir a la deformacién elastica de la ecuacion constitutiva secante i
versa en la ecuacion ), se obtiene:

l \ 1 T 1 v
c iy, B 4T f O ORP L (443
wi,
Derivando a ambos lados de la anterior ecuacion se tiene;
a .
(Ce ' 2I nlv\v‘fl“‘]}b ]nl 'Or?lp« cﬁl er| I
1 =
a i §0
« s G%-g L, P4 OGP i7»
© 1
Wl g (4.44)
' T 2 P«
d an\ZIn;L_ :Ihl ]P J‘rl Onl]P> rll@z
' @1 V\Ql nl ! P 1 nl 1 z
V\nh 1 «]_/4

Tomando la parte izquierda de la igualdad, y despejando el diferencial del tensor de esfue
Z0 se obtiene:
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a
d nl (Ce ' 2' nlﬁl' IP):l'nl 'OﬁlIP’«
1 =
a o]
§ . v, §°
. G%é P 0@ i
1
o (4.45)
d qtrial du V\Ql ;I' T IP) nll OZ P ]1 § z:%)
1 an\nnl 1 ni n ©:2
' T
q)l V\Vfl nil Pl ni 1 :2
! &
Definiendo como:
e 1 1 V\Ql [ 2 a '
Ec C 2 P o1 O? P, (4.46)
an\nn 1 n T
1 =

El diferencial de esfuerzo es igual a:

. &-

LG 4 TR oG iie

W, © 1 @’

«

. § o
d1,, B dPy o o ATP 1 0LP P (447

wl, ©(%

I (plmql an]Plnl 1 :2

V\nnl q—

Por otra parte, se conoce de la expresion (4.30) que:

.0 WP L (4.48)

Teniendo en cuenta la expresiom@}.y sustituyendo en la ecuacion48). se tiene:
1, % E P Ec " (4.49)
Diferenciando de la anterior ecuacion, se obtiene:

d 2 ¢? EcP:E:d ® 2 %9 :dE:KE: €0 (4.50)

n

Derivando la expresion (4.46), se obtiene la siguiente expresion:
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d 2 " T.g:p:Ecd0"™ ¢ 0
: g
d’ 01 £§P 1, OElIP’f:«
W, © "1 @
«
ial T 2dQll E§P 1, . ) ial (4.51)

2 09 Ec W o *1 <« E:P:Ec (9
«
« . 3] a, »
((24?1' AG% P :I'nl«, »
« 1© -1 »
“2 n1 G P O —|»

Se define el factor como:

1 1

P r121 _On H §

2 3 €
Teniendo en cuenta la expresiom@.e igualandola con la anterior expresion se obtiene el
valor del diferencial del multiplicador plastico algoritmido :

(4.52)

d . ., PEc g® c 0
§ @
2d Q, - ﬂ P 1 «
' W, © ' 1
a«
cq' " Ec 0 c W3 p 1, E (4.53)
V\Zln1© —i:l
2., G P (@) «
«
.C,y Gy o
Donde:
1
.C § a
2 an ]nl ' ni &§ P Jrl Oﬁ 1IP>' EcCP J—f‘ (4.54)
3 W, © 1 © «

Conocido el diferencial del multiplicador plastico algoritmico se pueden remplazar las
ecuaciones (4.53) y @4) en (4.47) con el fin de obtener el tensor constitutivo tangente
elasto-plastico de cuarto orden, teniendo en cuenta la ecuacion (4.38).
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Con fines de determinar el tensor constitutivo, en este caso la derivada ¢@tads equ
valente a:

WO e ria
d@, —td V\l—nl:ﬂpp:dl;; (4.55)

nl nil

De la misma manera se va a asumir que la siguiente derivada es nula:

§
d 23 g (4.56)
Wi, ©
Teniendo en cuenta las expresiones (4.55)56)4. realizando las siguientes definiciones:
A . ., PE 5@ (4.57)
8§ :
A,: X3 pr1, op (4.58)
W, © 1
Se remplazan las expresiones (4.57) y (4.58) en la expresion (4.53), se obtiene:
d° 8 ' ¢ Ea,ER,, @B Q&
_ a (4.59)
20 c @ B c P pg1.E R 1
1© :

Ahora, desarrollando el producto diadico que contiene un diferencial exacto del tensor de
esfuerzo de Cauchy, se tiene:

A, 3 01 LPd P PiD®d1 (4.60)
© n1 1 Wie,, 1
Y remplazando en (4.59), se tiene:
ria T
- $ c @ Ea&a,EK),, @ @Q,

| (4.61)
20, .¢c " TE:a, E KO,

Con fines de simplificar un poco mas la expresion se hace la siguiente definicion escalar:
A,: 2 ¢c "' Ea E KO, Qc (4.62)

Y remplazandola en (4.61), se obtiene:

d° %, $,G, O, ¢ " Ea, E K0, (4.63)
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Ya condensado el multiplicador plastico algoritmico en la expresion (4.63), tomando la
expresion (4.47) y haciendo la siguiente definicion de un tensor de segundo orden, se tiene:

8§
Ay an\Ql ]an:]P): (o Ogl]P): N (4.64)
Wi, ©
Remplazando (4.64) en (4.47):
§ - §-
R G%-- LF L O e
d., Ec de 1§ @;‘%@ (4.65)
AGd' l qpr\Ql an]Plnl %
W, &

Ahora, factorizandad @, en la expresion (4.65) y definiendo el tengor de segundo
orden:

: § : . >

. Ql G@\V\fl 1]n L T P ’ :,lrl % G «o
d. , Ec do™ ‘o ®  (4.66)

V\(?1 T 8 °

— 1, P 1, L OGS

Wi, , © Ky
A, % 1, Bl 2QP: 1, (4.67)

Remplazando la expresién (4.56) y (4.67)4.66), se tiene:

d1,, Echips g$d s, (4.68)

Tomando la expresion (4.63) del multiplicador plastico algoritmico y remplazandola en
(4.68):

; 4 A +A d Q, § s o

Ec 2 _ . 4.69

5. 1 @2% _Ctﬁ,TEASEm“@ s 9@ (4.69)
TOSAL AL 800, ;

d1, Bc 2%, Q' .cPl E o, B Pc lp (4.70)
IA5 Ql G e
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triil.al % A 1 A 4 % ' % Ql

dl, Ec e
2A. @, .¢c "™ E'wd, E PO

(4.71)

'—‘|o@ ol

n

Remplazando las expresiones (4.55), (4.57)§0j4n la expresion (4.71), se tiene:

dg® . 1, PEc GO c .
[ (<] thh § Z
di,, Ec A, $ ' & %Dp Gp;'é ® (4.72)
A, 00 e B ppe @ oE R L
1© "1 e -

Para obtener el tensor constitutivo elastoplastico de cuarto orden para este modelo:

I A, 1,, .P Ec c o
' e§ ! ° ial
dl,, Ec A, $ $ ...ﬂmp-- ) ®@ 47 (4.73)
Wi, © 1 °
o ., ao
20 cA, .. "W g c M3 pprgE RO, o
W, ;@ M &
ep . T a ' weo, ep..§a
D®* EcE:cA, ... ¢, PE° @ ¢ $ § LD
- Wi, ©n
(4.74)
° i T °V\Q§ - o a o
2Q," .CE @A, .. " E "t .PD® B, PO, « %
W, ;@ M &

Como se puede observar en la expresion (4.74), el tensor constitutivo elastoplastico queda
implicito, sin embargo se puede llegar a su forma explicita despejandolo luego de varias
operaciones tensoriales.

El procedimiento presentado es el de mayor desarrollo matematico y costo computacional.
Sin embargo las alternativas expuestas posteriormente ofrecen buertedagsain est-
tegias similares y que reducen el costo computacional en varios 6rdenes de magnitud.
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CALCULO DEL TENSOR ELASTOPLASTICO DEL
MODELO CONSTITUTIVO
ALGORITMO GENERAL CONSIDERANDO A (¢
FUNCION DE 1 ,

1. Dado un estado de esfuerzds,, la variable de evo
lucién de la deformacién plastica/,, el multiplicador
plastico algoritmico' vy el factor ¢, se calcula:

' trial T . . trial
E :P:Ec 0"

nl
dy o
dH 1
e 1 [ V\Ql 1 2 al
Ec c ' 20 M p g 02 P,
nl\/\ﬂn 1 nl
1 |
} r121 E-Oan' §
2 3 @
1
.C 5 3
2 .H T @_ .8 .
n 1. n1 LT Oglp- EcP [l
3 W 1 © 1 © f‘q
A . ., PEc 5§B®
§ .
A,: 03 pr1, op
Wi, © 1
§ ’ V@ ' (= ria
Tl P:d il P:D*:d1Y

A . m
- o B =nl
© n1 1 We,, 1

A,: 20 c "™ ' Ea, ERO,, Qc

4 * nl

Ay X4 Tp g, 2P 4,

',
Aot 28 4 Tipig, 02, P 7
wl, ©

2. Se realiza en ensamblaje del tensor constitutive-
toplastico dado por la ecuacion (4.74)
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4.3.  Algoritmo de integracion del modelo considerardo
¢ funcién de 1«

Este algoritmo considera que el factor de ampliacion del dominio elastico a comptesion
depende del esfuerzo elastico de prueba en el paso n+1. La ventaja de este procedimiento es
que a diferencia del caso anterior, se conoce el valor del factgsde el comienzo del
paso, sin embargo es necesario tener en cuenta que el estado de esfuerzos elastico de prueb
como su nombre lo dice es elastico y puede incurrir en algunas imprecisiones en el célculo
del estado convergidtnicialmente se comienza con el calculo del paso de predicci®n ela

trial

tico del modelo en donde se obtiendff', Q"7 y 1, por medio de las siguientes espr
siones:

trial
1 ;101+
trial e etrial
. CTA Y (4.75)
ptrial p
nl on

De donde' ( se define como el incremento del tensor de deformaciéon asociado al intervalo
de pseudo-tiempce ,t_, :

'0 P, ° (4.76)

Ahora, se revisa la condicién admisible de plasticidad para el estado de prediccion elastico
de la siguiente manera:

Se evalla la funcion de fluencia de prueba de la forma:

1

ria jal ria T . ria ria
) G v Pa 3 s (4.77)

2 nil

Recordando que para un estado plano, el factor de amplificaglores de la siguiente
forma:

l § 1 trial V_trial § 1
1 =5 - X v - 4.78
Qal n © 2 4 ‘%mall © r‘]/ ( )

De donde:

' trial V trial 2
:nal XX vy § V ;tél 2 (479)
2 ©

El factor n,, se considera constante durante todo el proceso de carga y descarga:
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Si el paso de prediccién elastico es admisible, es déecir, s
") 0 (4.80)

Entonces, el paso es elastico en el inten)at, , Y los tensores tanto de esfuerzo como
de deformacidn, junto con las variables de estado del modelo se actualizan directamente de
la forma:
trial
P (4.81)
En caso de que la funcién de fluencia de prediccidon sea mayor que cero, es necesario apl
car el procedimiento de integracion, de la siguiente manera:

4.3.1. Deduccion del algoritmo de retorno

De manera similar al procedimiento anterior, el algoritmo implicito de retorno consiste en
resolver el siguiente conjunto de ecuaciones, que definen el tensor de deformacion elastico,
la variable de evolucién del endurecimiento y el criterio de fluencia en el paso n+1.

e O etrial ' & )
nil ni

1

_ . ]2 T
o \/_ BT P (4.82)

fa T .- 1
% ni 'Plnl _Sivnpl A

trial

Pero teniendo en cuenta queen funcion del’™ , al derivar el factor ¢ con respecto a los
esfuerzos corriented, ,, su resultado es nulo, por tal razon la derivada de la funcion de
fluencia con respecto al tensor de esfuerzos corriefjtegs:

w) W | T a 1, 2
o P12 2 V)
oow ., 2 W gy onte
w) W, T.p. 128 A2 m.
: 2 P O P
o mal\/\l N ]nl ;]r:l_| Wtrlal n]'l
w
) g1, (4.83)

1
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Y en consecuencia, la ley de evolucion de la deformacion plastica dada en la ecuacion
(3.33) esigual a:

w)

P . V\Zln ) . Q?al]P> O nl (484)
Remplazando la expresién (4.83) en (4.82 obtiene lo siguiente:
q 1 ::.al I @alﬂm n]]. (485)

Por lo que el conjunto de ecuaciones modificado queda definido por las ecuaciones (4.85)
(4.82)b y (4.82)(c), resolviéndolas par§ ,, H, y ' , donde 1 , es funcién de(Q ,
definida por medio de la ley de la elasticidad.

Al igual que el problema tridimensional, se puede reducir el nUmero de variables descono-
cidas. El sistema de ecuaciones de 5 variables desconocidas puede ser reducidoaa una ecu
cion escalar no-lineal, tomando al multiplicador plastico algoritmico como la Unica variable
desconocida.

Para tal fin se puede remplazar la ecuacion (4.82)-b en la expresionc(geB@htiene:

@

2

1 .2 §
]n 1 T P Jrl ?3 ?, |7np /d?g r;l'l T P n]I:: (486)
©

Por otra parte, remplazando la relacién constitutiva secante inversa al lado izquierdo de la
igualdad en la ecuacioén (4.85) se obtiene el tensor de esfuerzos en el paso n+1 en funcion
del tensor de esfuerzos elastico de prueba asi:

1

e 1. e ria 1
C - ]n 1 C 1I @mp r;l'l

1

e ' a ! e E trial
nil C @aI]P)q (C ® 1 nl (487)

La ecuacion anterior se puede plantear de forma condensada de la siguiente forma:

1 M 1 (4.88)
Definiendo el tensor de cuarto ord®h ' como:
1

M c ' ogp, co (4.89)
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El resultado de la ecuacion (4.89) es el mismo que al tomar la expresion (4.29) se hace nula
la componente asociada a la derivada del factor de amplificaCiéon respecto al tensor
de esfuerzos de Cauchy , .

Se puede dadewvar que el tensoM depende del multiplicador plastico algoritmico y del
factor de amplificacion ¢.

Como en el caso anterior, es conveniente definir la siguiente funcién escalar:

4, P L, m M PMT M (4.90)
Remplazando la ecuacion (4.90) en la expresién (4.82)-c, se obtiene:
5 Q. 1, 2 8
' 0 ! - ovhrH- 491
) A RGN R (4.91)

Como se puede observar, la ecuacion anterior sélo posee el multiplicador plasti¢o algori
mico como variable desconocida.

Para llevar a cabo el procedimiento de célculo de los tensores y las variables inteaaas actu
lizadas, se procede de la siguiente manera:

Primero, se resuelve la condicion de consistencia dada por la ecuacion (4.91) usando el
método de Newton-Raphson. Posteriormente como solucién de la misma se obtidne el mu
tiplicador plastico algoritmico' para el intervalo de pseudo-tiempo determinado y asi
poder actualizar las variables que rigen y controlan el modelo constitutivo. Dicha aetualiz
cion se realiza por medio de las siguientes expresiones:

LML
e Ce 1.0
"1 Faa (4.92)
_ .2
npl an - H
3

De ser necesario, el tensor de deformacion plastica se puede calcular por medie de la s
guiente expresion:

1 W) PN
q. B w QP 1 (4.93)
1
Como se puede observar en las ecuaciones anteriores, el procedimiento se reduce a la solu-
cion de una ecuacion no-lineal con respecto al multiplicador plastico algoritmico, a saber,
la ecuacion (4.91).
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Resumiendo, el esquema de actualizacion de variables para un intervalo de pseudo-tiempo
0 paso de carga se tiene:

ESQUEMA IMPLICITO DE INTEGRACION  +
MODELO CONSTITUTIVO DE VON MISES CON
UMBRALES DIFERENCIADOS
ALGORITMO GENERAL CONSIDERAN DO A ¢
FUNCION DE 1™

1. Estado de prediccion elastico: dado un incrementc
tensor de deformaciones y las variables interns
comienzo del intervalo, se evalla el paso de pté
cion.

trial
1 p1+

trial e q etrial
ni C 1 ni

ptrial p
nil O n

trial \/ >t<2<iaI V;r;al .§2 Vt%\l 2
—2 : W
©

L 181 Vs

Q&ﬂ n © 2 4 ‘?Vi@l © r‘l/

2. Revision de la condicién de admisibilidad plastica.

. T .
trial trial . q trial
ni - ]P) ‘1 nl

) trial @m trial 1— 2 V-ptrial
2 3 y nil
SI tria) 0 .
- tria
ENTONCESfijar -~ - ° YSALIR
3. Algoritmo de retorno. Solucion del sistema de&e(

ciones no-lineales.

) ]
El multiplicador plastico algoritmico se calcula {
medio del método de Newton-Raphson, una vee-(
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oMo
e e 1.
nil C 0 nl
_ . f2
npl an - H
3
Q1 rD I Qal P njl

Donde C°® ' y M
con las ecuaciones (3.28) y (4.89)

4. SALIR DEL PROCEDIMIENTO

nido se procede a actualizar las variables de estad

se definieron anteriorment

4.3.2.

Aplicacién del método de Newton-Raphson para el célculo

del multiplicador plastico algoritmico

Observando en detalle la ecuacion de consistencia (4.91), se puede decir que presenta un

alto nivel de complejidad para su solucion debido a qué

€S una componente que

depende de tensores de cuarto orden, entre los cuales se encuentralél tensgr d

cual involucra la suma, inversion y multiplicacion de otros tensores. Sin embayg6°,

tensores que escritos de forma matricial pueden ser transformados a matrices diagonales en
la misma base. Por tal razon, aplicando la siguiente transformacion ortogonal se pueden

diagonalizar. Sea:
02

«
«
<«

T
P y C° se diagonalizan de la siguiente forma:

10 @

Pc@Q P @> (_3)@1> d¢

0 0 X

QO
o ﬁ'ﬂl"‘ %ﬂl"
o Sk S

(4.94)

(4.95)
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£ 0 o
Tety® @,y @ 26 ojj (4.96)
0 0 G«

Asi, la inversion de matrices diagonales es mas sencilla, obteniendo la represerdacion m
tricial del tensorM ' como:

M c ' o@r c
e o an @e %
Mc@ T, @ P 0@ e (4.97)
31 a
02 . 0 0 «
3 1 EO’[rial O «
M @ 1 «
c@' _ .« (4.98)
1 ZG Qal «
1 «
0 0 e
1 2G Qal 4
La transformacion del tensor de esfuerzos es la siguiente:
Mial C g 4G (4.99)
i trial 1 trial a
11 22 «
\/15 «
e © Z ¥ ¥ « (4.100)

) «
trial
2 «

«
3

Ahora, tomando la expresion 90) y operando con los términos transformados anita
ma base, se obtiene:

' trial | MY P M 1 tr:iall

nil

' trial | M'& 1 P ol 'c 1t[:iei C (4101)

nil

Que escrita de forma matricial queda planteada de la siguiente manera:
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' A tnriall Al MT ‘12 ®C @iall C (4102)
a
: . a2 0 o 0 «
1 E Qal «
73 1 Q« » «
- Ya «
2, 1 «
Mc @ g Y, 2 « (4.103)
1 ZG @al i| I «
«
0 0 1 2((
1 2G @al i «

«
-

Ahora, realizando las operaciones matriciales, el resultado es el siguiente:

% a
_ 0 0
2 «
E 1 a o
1 7@6” « » «
31 Q. 7 «
«
M @2 P @ 4, «
1 ZG @al i I «
«
0 0 —2 2«
a‘«
1 ZG @al o«
' 1 trial 1i2a| 2 1 t;zal trlil 2 2 trlia 2
.32 . 2 . 2
3-1 E @al « lia 2G tfial 1?4 )j—| (Dtrzial (4104)
31 0, Ya

Sin embargo, como se va a aplicar el método de Newton-Raphson para el célculoi-del mult
plicador plastico algoritmico, es necesario derivar la funcién de fluencia con respecto a
dicho multiplicador, obteniendo:

| 2

) 2 . ) )
trial ial trqal tri tria
1 12 E @al ; 1 4 1

2

1
c’ a G @a
9 E:IL E @al ' «% 1 Q ! la» G @al _|30 (4.105)
31 O, Ya

La derivada correspondiente a la segunda parte de la funcion de fluencia es la siguiente:
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_ 2 § [2 ¢ 8
H 2 VP '/—(}— ©TH /— ! _
' 7 3 Hy3 J T (4.106)

METODO DE NEWTON-RAPHSON PARA EL
CALCULO DEL MULTIPLICADOR PLASTICO
ALGORITMICO DEL PROCESO DE INTEGR A-

CION NUMERICO

1. Asumir un valor inicial para’

Y calcular la correspondiente parte residual de
ecuacion de admisibilidad plastica.

' % trial ;izal 2 % t;EI trlil 2 trlia 2
j 1 @a| 1 1‘ 2 ‘7p 1 _2 1 §
y n
2 3 3 ©

@, ya fue calculado en el procedimiento externo.

2. Calculo de la iteracion del método de Newti

Raphson.
dio
H d7§ »
1 v '
CRRE
trial ial 2 tal  trigl 2 4 e 2
c } I 12 %E@al G@m ; 1 3121
SiEq P10 TN
31 Q¢ v,
H 2 P '/—\,73'-§H\P\/'_ ¢ ?
y@" 3 1 3 2 ' @
jcl c' —1H_
2 3
o)
) ¢

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 2010



108 Modelacion numérica con elementos finitos del concreto reforzado con fibras cortas med
modelo constitutivo de dafisplasticidad

3. Revisidn de la convergencia.

1 ];rial ;izal 2 1 t? trlil 2 2 trlia 2
é_»ll E @m' «% lia %G tfiall 2174 ;—| mtﬁall i
31 0, Ya
) Qu Lo 2.3
y “n
2 3 3 o

SI || /K ENTONCES RETORNAR AL PROE-
DIMIENTO PRINCIPAL

4. VOLVER A 2.

4.3.3. Operador Constitutivo Tangente
La relacion constitutiva tangente en modelos de plasticidad se puede expresar de la forma:
DI (4.107)

Donde 1y Cson las tasas de los tensores de esfuerzo y de deformacion, respectivamente.
El tensor que los relaciona se denomina tensor constitutivo tangente o tensor constitutivo
elastoplastico en modelos de plasticidAff. se puede expresar en términos del diferencial

de esfuerzosl 1, , y de deformacioned Q) , en el paso de carga n+1, de la forma:

]D)ep d]hl
dq,

Para calcular el tensor constitutivo tangefté se parte de la expresion (4.91), la cual d
ferenciandola se obtiene lo siguiente:

(4.108)

5 1 2 2 ' §
d) = 20G= H\& ' — 1 G 4.109
) Qal QrQ 2 tnap 3 y 3 q_ 2\/_ © ( )
Teniendo en cuenta que para el caso de un paso plastico se mantiene la siguiente relacion:
Vo2 (4.110)

Substituyendo la expresion (4.110) en la expresion (4.109) y despejando el multiplicador
plastico algoritmico, se obtiene:
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. 3 1,1 § 2
- 2 N ¥ 1 N
2 Qa|H Qal Qrg trial trial © g (4111)

Zle_|d ' trial Qrial

1 1
2 tfial ftrial H 3
©

d

(4.112)

Remplazando la ecuacion constitutiva elastica inversa en la ecuacion (4.85) y derivando
con respecto al tensor de esfuerzos corrieltese tiene:

ct iy, PR QP (4.113)

e 1 1 ! ria 1 1
d ]n 1 (c QaI]PJZ 1 | G tfg]P) n:ll tri?g1 (]BD n 1‘1 (4114)
Definiendo al tensor de cuarto ord&n como:
1 a 1
Ec C¢ : @“IP« (4.115)
La ecuacion (4.114) sera igual a:

d ]n 1 E c d Kyilal dl @al]P> nll trg G[riaO ]P nli (4116)

De acuerdo conaldefinicién del tensor constitutivo tangente presentado en la ecuacién
(4.108), el diferencial de esfuerzo en el paso n+1 es igual a:

di, D®:d0, D*:d '@ (4.117)
Teniendo en cuenta la expresiorO@).y la expresion (4.116), se tiene:
1 trial T E . ]P) . EC Otrial (4 118)
nil - - - nil .
Realizando la diferenciacion de la anterior expresion, se obtiene:
d 269 EcP:E:d ' 2 "® dE:FE : €D (4.119)

Recordando la definicion d& « dada en la ecuacion (4.115) y remplazandola en la anterior
expresion:
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d 2 ™ 'E P:ECc.d"™ c (

trial T ' rial (4120)
2 nl :ECd @aI]P) 2trg GtriaﬂpiE @)E:anl

Ahora, igualando (4.112) y (4.120) se obtiene el valor del diferencial de multiplicador
plastico algoritmico

3
d
; t?lal %OtriaIH é
d c1, PE c( e 06 " Eor® P c
]nl m {P:Ia| mg; nq n;l (4121)
. Ctrial (;trial O
De donde:
c 1
" 20,H - a 4.122
(??’I @al ni P EcP1 n l(_(| ( )
1 1 , 8§
E tfial éotriaIH © (4.123)

El resultado de las ecuaciones (4.121) y (4.122) es el mismo si se tomara las expresiones
(4.53) y (454) y se hiciera nula la componente asociada a la derivada del facton res-
pecto al estado de esfuerzos coteel) , :

Una vez obtenida la expresion (4.116) y el diferencial del multiplicador plastico algoritm
co indicado en la ecuacién (4.121), se calcula el operador constitutivo elasto-plastico de la
siguiente forma:

Remplazando (4.128n(4.116):
d ]n 1 E Y d ﬁ;al d' q?aIP nll IIQ QriaO P n '11

Sea el diferencial del factor de amplificacion del umbéagual a:

d @, %id%l 0 (4.124)

Por lo que el diferencial del multiplicador plastico algoritmico se anula, con lo que se ob-
tiene:
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Luego de algunas operaciones, se obtiene el siguiente resultado:
d1,, Ec @, . Bk}, ..E Pcl? °@ (4.125)

Igualando la ecuacion anterior con la expresion (4.108) se concluye que el tensar-constit
tivo tangente es igual a:

D* Ec @, .B R , ..EPL ,2 (4.126)

nl=—

A continuacion se anexa el algoritmo resumido para el calculo del tensor constitigivo ela
toplastico:

CALCULO DEL TENSOR ELASTOPLASTICO
DEL MODELO CONSTITUTIVO
ALGORITMO GENERAL CONSIDERAN DO A (
FUNCION DE 1™

1. Dado un estado de esfuerzds,, la variable de ew
lucién de la deformacion plasticd?,, el multiplica-
dor plastico algoritmico’ vy el factor @), se calo-
la:

1 trial T . . trial
mal g :P:Ec 0"

H dy°
dA i;/#
e 1 1 a !
Ec C P
1 1
A tzial _OtriaIH' §
2 3 ©
1

a
ZQI:E;H @al anPECPlnl«

2. Se realiza en ensamblaje del tensor constitutive-
toplastico dado por la ecuacion (4.126).
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4.4.  Algoritmo de integracion del modelo considerando a
¢ funciéon dez

En esta aproximacion el factor de amplificacion del dominio elastico a compresion depende
del tensor de esfuerzos del paso de carga antdfioEste procedimiento tiene un costo
similar al presentado en el Capitulo 4.3, puesto que la derivada del factor de ampliacion con
respecto al tensor de esfuerzos corrietife y su diferencial con respecto al tiempa
también son nulos. Por esta razén se ha implementado en esta tesis el algoritmoade integr
cion que considera al facto€ en funcion del esfuerzd,.

Inicialmente se calculan las variables del paso de prediccion eld$ticoQ"* y 1™ por

medio de las siguientes expresiones:

trilal pl +
al e 4 eval (4.127)
Etrlial O rr:

De donde' ( se define como el incremento del tensor de deformacidn asociado al intervalo
de pseudo-tiempce,,t, , :

O O N (4.128)
Ahora, se revisa la condicién admisible de plasticidad para el estado de prediccién eléstico:

Evaluando la funcion de fluencia de prueba, de la forma:

ria ria T. ria 1 ria
) g nePa e 3 v (4.129)

nl

Donde el factor de amplificacion del dominio elastico en compresion del paso anferior
esta definido en condicion plana de esfuerzos de la forma:

P A5 L wa V)P

. 1
Q o 2 v © 5 (4.130)
Siendo:
2
V. 8
L L2 i (4.131)
2 ©
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El cociente entre los umbrales a compresién y traccion del material es un parametro del
material invariante en el proceso de carga y descarga, como se mencioné anteriormente:

Si el paso de prediccién elastico es admisible, es decir, si:
R 0] (4.132)

Entonces, el comportamiento es elastico en el interwgld, , Yy los tensores tanto de
esfuerzo como de deformacion, junto con las variables de estado del modelo se actualizan
directamente de la forma:

L (4.133)

nil n

En caso de que la funcién de fluencia de prediccién sea mayor que cero, es necesario apl
car el procedimiento de integracion, presentado a continuacion:

4.4.1. Deduccion del algoritmo de retorno

De manera similar al procedimiento anterior, el algoritmo implicito de retorno resuelve el
siguiente grupo de ecuaciones, las cuales definen al tensor de deformacion elastico, la v
riable de evolucién del endurecimiento y el criterio de fluencia en el paso n+1.

e L Ostrial ' & )

n
1

— R 4 T
rHP \/5 H ., P1_, (4.134)

@ Tpa,, Lovp

A ni ni
3 y

2 nil

Donde la derivada de la funcion de fluengiaindicada en la ecuacion £3), con respecto
al tensor de esfuerzos corrientg, es igual a:

A

w) we T a 2
P OP:
LT 1., JW L0

Teniendo en cuenta qué en funcion del , al derivar el factor € con respecto a lose
fuerzos en el paso de carga n+l , , su resultado es nulo, por tal razoén:

\A\Z)l P, (4.135)
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Y en consecuencia, la ley de evolucion de la deformacion plastica dada en la ecuacion
(3.33) es igual a:

o - W .
’ Wlh) @O0, (4.136)
1
Remplazando (4.136) en (4.13#3e obtiene lo siguiente:
Q. o @ .l (4.137)

Por lo que el conjunto de ecuaciones modificado queda definido por las ecuaciones (4.137)
(4.134)(b) y (4.134)(c), resolviéndolas pafls,, H,y ' , donde 1, , es funcion deQ ,
definida por medio de la ley de la elasticidad.

El sistema de ecuaciones de 5 variables desconocidas puede ser reducido a una ecuacién
escalar no-lineal, tomando al multiplicador plastico algoritmico como la Unica varigble de
conocida.

Para tal fin se puede remplazar la ecuacién (4.134)-b en la expresion (sé3btiene:

Q

2

1 o2 8
1, P, 3 2P ’Y/?g 1P A (4.138)
©

Remplazando la relacién constitutiva secante inversa al lado izquierdo de la igualdad en la
ecuacion (4.137) se obtiene el tensor de esfuelizosasi:
1

e 1. e rial '
(C . Jn 1 C 1I @P} rll

1 1

- R o F s (4.139)

La ecuacién anterior se puede plantear de forma condensada de la siguiente forma:

. M 1 e (4.140)
DondeM ' es un tensor de cuarto orden de la forma:
1
M ce o o, C° ' (4.141)

El resultado de la ecuacion (4.141) es el mismo que al tomar la expresion (4.29) se hace
nula la componente asociada a la derivada del factor de amplificacidon respecto al
tensor de esfuerzos corrientds, .
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Se puede observar que el tenddr depende del multiplicador plastico algoritmico y del
factor de amplificacion ¢.

Remplazando la funcién escalar:

o1, P g, ® M PMT Y (4.142)

n

De la ecuacion (4.134)-c, al remplazar la ley de evolucién de la deformacién plastica se
obtiene:

1,
SV 2 ~ 4.143

2 3 y ( )

La ecuacion anterior tiene como variable desconocida el multiplicador plastico algoritmico.

Para llevar a cabo el procedimiento de calculo de los tensores y las variables inteaaas actu
lizadas, se procede de la siguiente manera:

Primero, se resuelve la condicion de consistencia dada por la ecuacion (4.143) usando el
método de Newton-Raphson. Posteriormente como solucién de la misma se obtidne el mu
tiplicador plastico algoritmico’ para el intervalo de pseudo-tiempo determinado y asi
poder actualizar las variables que controlan el modelo constitutivo. Dicha actualizaciéon se
realiza por medio de las siguientes expresiones:

trial
ni M 1 ni

1

o © 0w (4.144)
_ 2
npl an - H
3

De ser necesario, el tensor de deformacion plastica se puede calcular por medie de la s
guiente expresion:

W)
W, ,

Como se puede observar, el procedimiento se reduces@utadn de una ecuacion no-
lineal con respecto al multiplicador plastico algoritmico, a saber, la ecuacion (4.143).

a, o 0 QP 1 (4.145)

Resumiendo, el esquema de actualizacion de variables para un intervalo de pseudo-tiempo
0 paso de carga se tiene:
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ESQUEMA IMPLICITO DE INTEGRACION  +
MODELO CONSTITUTIVO DE VON MISES CON
UMBRALES DIFERENCIADOS
ALGORITMO GENERAL CONSIDERAN DO A ¢
EN FUNCION DE 1

1. Edado de prediccion eléstico: dado un incremento
tensor de deformaciones y las variables interng
comienzo del intervalo, se evalla el paso de pr¢

cion.
trilal pl_'_
tnriall Ceistrial
o
2
X n VW n"§ ZV
. S Vi,
©
. V. 8
0 1 i§} n W on

1
ne2 AU, o0

2. Revision de la condicion de admisibilidad plastica.

. T .
trial trial . A trial
nl - IP l nil

)trial 7@ trial %3 5|7-nptlrial ‘
SI tria) O

ENTONCESfijar - . - ySALIR

1 nil

3. Algoritmo de retorno. Solucion del sistema de&ec
ciones no-lineales.

’)‘ '
El multiplicador plastico algoritmico se calcula

medio del método de Newton-Raphson, una vee-g
nido se procede a actualizar las variables de estad
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trial
ni M 1 ni

con las ecuaciones (3.28) y (4.141).

4. SALIR DEL PROCEDIMIENTO

e e l.
nl (C 0 ni
_ .2
npl an - H
3
q. ' QP 1
Donde C° y M ' se definieron anteriormen

4.4.2. Aplicacion del método de Newton-Raphson para el calculo

del multiplicador plastico algoritmico

Observando en detalle la ecuacién de consistencia (4.143), se puede decir que presenta un

alto nivel de complejidad para su soluciéon debido a que

€S una componente que

depende de tensores de cuarto orden, entre los cuales se encuentra @lltensoy el

cual involucra la suma, inversion y multiplicacion de otros tensores. Sin embargo ¢es tens
res P yC® escritos de forma matricial pueden ser transformados a matrices diagonales en
la misma base, obteniendo los mismos resultados que el modelo anterior. Sea:

1

1
M c QP Cf

31 Q 0 a

31 EQY e «

1 «

Mc @ ' «
1 2G @ «

«

0 0 N

(4.146)

(4.147)
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La transformacién de esfuerzos es la misma del caso anterior ya que la base que se usé es la
misma, una base de transformacion es una propiedad geométrica, por tal razén no depende
de las condiciones mecanicas del problema.

Para este caso, la ecuacioén (4.102) queda escrita de forma matricial de la siguiente forma:

1 A tial T

2 .
M7 2 ey ¢

1 a
1 a 2 0 (o] O «
E @ K« » «
51 ¢ hoo
1
Mc@ 27 9. ~ © (4.148)
1 ZG @ i ' «
«
0 0 1«

A

Ahora, realizando las operaciones matriciales, el resultado es el siguiente:

% a
_ 0 0
2 «
1 E @' a © «
31 Q« i) «
- Ya «
2 1 «
M @3 rc@ %Y, S «
1 2G @ E. ' «
«
. N T

LA

-

i ial 2 ' ial 2 i
, % trlal izal % tgl trl | 2 trl a
a . b 12 oG 2 20 a @2 2 (4.149)
1 7E @ « B " a » - "
31 @, Ya
Sin embargo, como se va a aplicar el método de Newton-Raphson para el calculoi-del mult
plicador plastico algoritmico, es necesario derivar la funcién de fluencia con respecto a
dicho multiplicador, obteniendo:
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ria ia 2 A ri 2 ria 2
} tll ;zl E @ G @ tgl 11 | 4 t:l
9a £ o 31 Q P 2GO _° (4.150)
1 i | S |
31 Q5 Vi
La derivada del segundo término de la funcion de fluencia expresada en la ecuacién (4.143)

es la misma que en el caso anterior en dodaés funcion dell® , a saber:

— 2 § [2 ¢ 8
H 2 VP '/{1— ! ::H\/: N 4.151
y© 3 1 3 2[ | © ( )

Donde H es la pendiente de la curva de endurecimiento del material en el puntor-de defo
macion plastica estimada para el intervalo de carga.

METODO DE NEWTON-RAPHSON PARA EL
CALCULO DEL MULTIPLICADOR PLASTICO
ALGORITMICO DEL PROCESO DE INTEGR A-

CION NUMERICO

1. Asumir un valor inicial para

Y calcular la correspondiente parte residual de
ecuacion de admisibilidad plastica.

l ria ial 2 l
E tll 12I _2

| 2 trias 2

tgl t;.i !

1‘ 2 Vp 1 =
y n 5
2 3 3 &
© ya fue calculado en el procedimiento externo.

2. Calculo de la iteracion del método de Newt
Raphson.

dy o
d_»‘ :
Hy
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o l ]llrial lizal 2 E@ xr‘;l trlil 2 4 trliz;iz
9 a .91 a e
1 EQ « © ];) 26@ -
31 @ v,
szp'/{/E'-gH\F\/'_ ¢’
y@n 3 1 V3 2 ©
yc e 1
2 3
Co )
) «
3. Revision de la convergencia.
1 ];r:iLaI 1? 2 1 tg’;l trlil 2 2 trlia 2
' 20 a g 2
LEe S RmI Y e
31 O, Ya
o0 Loy, 208
2 37" 3 3
SI || /4 ENTONCES RETORNAR AL PROE-
DIMIENTO PRINCIPAL
4. VOLVER A 2.
4.4.3.

Operador Constitutivo Tangente

Para calcular el tensor constitutivo tangeiif@ se parte de la expresion (4.143) que se

presenta a continuacion:

<, @
)5

Wl
< N
B

Diferenciando la anterior ecuacion, se adie

< 1 2 2 ' 8
d) GO= 20G= H\(f: ' — T G
) Q n 2 n 3 y 3 C?[_ 2\/_ ©

(4.152)
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Teniendo en cuenta que para el caso de un paso plastico se mantiene la siguiente relacion:
V. .= (4.153)

Substituyendo la expresion (4.152) en la expresion (4.153) y despejando el multiplicador
plastico algoritmico, se obtiene:

a
A Q GO E 303 nH'O--§ - (4.154)
2 (H © -
XMy
d 4.155
S i oM P i
2" 3 ©

Remplazando la ecuacion constitutiva elastica inversa en la ecuacion (4.137) y derivando
con respecto al tensor de esfuerzos corrieltese tiene:

S N

l .
di,, € ' @ P el L 0.® 1% (4156)

En la expresion anterior, el diferencial del factbesté definido como:

do V\\f dl, (4.157)

1

Dado que el valor del factor depende de las componentes del tensor de esfuerzos del
paso de tiempo anteriof, , y se esta derivando con respecto al estado de esfuerzo en el
paso n+1, el diferencial C es igual a cero.

Por lo tanto la ecuacion (4.156) se reduce a:
di,, Ecd@y d @ 12 (4.158)
Definiendo al tensor de cuarto ord&n como:
1

1
Ec C® ' @Pf; (4.159)

Teniendo en cuenta la expresion (4.142) y la expresion (4.158), se tiene:
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" 13,,'P }, W EPEC"™ (4.160)

Realizando la diferenciacion de la anterior ecuacion, se obtiene la misma expresion del caso
anterior, a saber:

d 2 G0 EcP:E:d ' 2 O dE:FKE: {0 (4.161)
Recordando la definicion dé «dada en la ecuacion (4.159) y remplazandola en la anterior
expresion:

d 2 ™ "B P:EC.d"™ c
T , (4.162)
2 0 Ecd P EP®E @G

Ahora, igualando (4.155) y (4.162) se obtiene el valor del diferencial de multiplicador
plastico algoritmico

2¢H G
d 3 n n
1o 15y 8
2" 3" ©
d' . ., PEcits (4.163)
De donde:
c 1
! a
224 @ an P ECP1, . (4.164)
l 2 1 1 §
= OH' -~ )
> n 3 g (4.165)

El resultado de las ecuaciones (4.164) y (4.165) es el mismo si se tomara las expresiones
(4.53) y (454) y se hiciera nula la componente asociada a la derivada del facion res-
pecto al estado de esfuerzos coteel , .

Una vez obtenida la expresion (4.158) y el diferencial del multiplicador plastico algoritm
co indicado en la ecuacion (4.163), se calcula el operador constitutivo elasto-plastico de la
siguiente forma:

Remplazando (4.163n(4.158):
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di, EcdPy d o 1 @ 12

Luego de algunas operaciones, se obtiene el siguiente resultado:

di, Ec®.E K |, ..E Pcl? °@ (4.166)

Recordando la definicién del tensor constitutivo tangente presentada en la ecuacion (4.108),
el diferencial de esfuerzo y de deformacion en el paso n+1 se relacionan de la forma:

d. , D¥:d_, (4.167)

Igualando la ecuacion (4.166) con la expresion (4.167) se concluye que el tensorieonstitut
vo tangente es igual a:

D* Ec.EB R ,, ..E PT, 2 (4.168)

nl=

CALCULO DEL TENSOR ELASTOPLASTICO
DEL MODELO CONSTITUTIVO
ALGORITMO GENERAL CONSIDERAN DO A (
EN FUNCION DE 1

1. Dado un estado de esfuerzds,, la variable de evo
lucién de la deformacion plastica/,, el multiplica-
dor pléastico algoritmico’ y el factor ¢, se calcula:

va T g p:Ec 0"

nil

dio

H —2
dH 3
Ec c ' @t
P
S o’
2" 3" @
1
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2. Se realiza en ensamblaje del tensor constitutive
toplastico dado por la ecuacién (4.168).

D* Ec®.EB P ., ..E Pt ,?

nl=

4.5. Comparacion del modelo de von Mises con umbral
diferenciado con el modelo convencional

Para comparar los dos modelos se analiza el modelo con umbral diferenciado en un caso
particular en el cual los umbrales de compresion y traccién son iguales.

Recordando el operador constitutivo tangente del modelo con umbral diferenciado:

D* Ec ®. B k& ., ...E PL_,

donde:
1
.C X -
N
3 o .. IP’ECIP’lnl(_(I
S o’
2 3 ©

Si se toma iguales los umbrales del esfuerzo a traccion y a compresion, es,ddcD.
Se obtiene:

D* Ec .B Fk ., ...E PC_, (4.169)

Asimismo el producto . (es igual a:

a
22 .. P ECP1,, 5 L, P:EcPA,,

DondeH esta definido como:
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H d ¥ 4.170
aH (4.170)
Luego de algunas operaciones aritméticas, se obtiene lo siguiente:
1
T 4.171
_“an TpiEcePa,, (4.171)
3 2H '

Comparando el tensor constitutivo tangeiif@ y el factor .« expresado en la ecuacion
(9.79) de la pagina 383 (De Souza y otros 2008) con las expresiones (4.169) y (4.171), se
concluye que el modelo constitutivo con umbral diferenciado coincide con el modelo con-
vencional cuando el factor) 1.0.
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Capitulo 5
Implementacion del modelo en el
método de los elementos finitos

Una vez formulado el modelo constitutivo en el Capitulo 4, se procede a la implementacion
del mismo en el método de los elementos finitos. En este capitulo inicialmente se hace una
descripcion del método de los elementos finitos para problemas no lineales definiendo la
funcion objetivo del residuo, de manera simildiCapitulo 1. Posteriormente se hace la
descripcion matematica de las posibles fuentes de no linealidad en el marco de la mecanica
de medios continuos, de la misma manera se describen algunos métodos numéricos para
solucion de ecuaciones no lineales. Debido al comportamiento inelastico del material r
presentado, es necesario utilizar una estrategia numérica de analisis no lineal donde se
apliquen incrementos de fuerzas o desplazamientos a la estructura.

Una vez definida la estrategia de solucién del problema no lineal, se describe el programa
de pre y postproceso GiD, seguido de la descripcion del programa de elementos finitos no
lineal HYPLAS en el cual se implementara el modelo constitutivo desarrollado eniel Cap
tulo 4. Finalmente se muestran las subrutinas implementadas en HYPLAS para la estructu-
racion del nuevo modelo constitutivo, y se muestra su forma de describirlo en el fichero de
entrada de datos.

5.1. Analisis no lineal con el método de los elementos f
nitos

Con el fin de modelar los diferentes tipos de problemas, es necesario utilizar una alternativa
numerica que permita representar al medio continuo donde se define el modelo ieonstitut
vo, a través de un medio discreto el cual permite solucionar de manera aproximada el pr
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blema mecanico. Por tal razon, la precision sera funcion directa del tipo de discretizacion
usada, es decir, que tan fina sea la malla de elementos finitos, tanto globalmente como en
los lugares en donde se presenten grandes tasas de variacion de las variables de estado.

En elasticidad lineal, todos los problemas estan regidos por ecuaciones diferenceles line
les y autoadjuntas, con su consecuente funcional cuadratico clasico debido a gae las rel
ciones deformaciértdesplazamiento y esfuerzadeformacién son de orden lineal.

En problemas de campo como la infiltracion del agua en sualosdlidad se present

la permeabilidad k es independiene la variacion del potencial. Existen muchos probl

mas de importancia en los cuales no se preserva tal linealidad y es de interés ampliar los
procedimientos numéricos a manera que abarquen también dichos problemas. Tal es el caso
de los problemas en el &mbito de la mecénica de solidos en los que fendbmenos tales como
plasticidad, dafio u otras relaciones constitutivas complejas substituyen a las sencillas hipo-

tesis de elasticidad lineal (Zienkiewicz & Taylor 1995).

A menudo este tipo de problemas se puede tratar simplemente sin necesidad de reformular

el proceso de discretizacion, es decir, sin necesidad de volver a reescribir los postulados
variacioQDOHV IXQGDPHQWDOHY 'H KHFKR VH SXHG® OOHJDU D X
DO \ VHIXLU XQ SURFHVR GH 3SUXHED \ HUDRBU&REHLHR&WPD TXH
des de los materiales para satisfacer las nuevas leyes constitutivas, entonces se &a encontr

do la solucién (Zienkiewicz & Taylor 1995).

Es preciso mencionar un punto importante. Mientras que en los problemas lineales la sol
cion siempre es unica, ya no ocurre lo mismo en muchas situaciones no lineales. Asi, si se
obtiene una solucién puede ser que esta no sea necesariamente la solucion buscada. Una
correcta interpretacion fisica de la naturaleza del problema y, normalmente, la utilizacion
de procedimientos incrementales en pasos pequefios son esenciales para obtenler los resu
tados que tengan sentido fisico. De hecho, tales incrementos son siempre necesarios si las
leyes constitutivas son dependientes de la historia de carga (Zienkiewicz & Taylor 1995).

En general se parte de la condicion de equilibrio basada en el principio de los trabajos vi
tuales. Para hacer su representacion general, se emplea como estrategia de anatisis el mét
do de los elementos finitos con el fin de establecer una funcion objetivo, la cual aorrespo

de a la funcion de aproximaciéon de los desplazamientos nodales. Cabe anotar que existen
otras estrategias tales como el método de las diferencias finitas, los métodos de discontinu
dad de Galerkin entre otros.
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Como se puede observar erFigura 5.1, el medio continuo es discretizado en elementos
finitos, sin embargo el usarlos incurre en no tener en cuenta algunos espacios en el contorno
del medio, estas areas vacias iran disminuyendo a medida que se mejora la discretizacion,
es decir, a medida que se hace mas fino el mallado.

Elemento :

Finito

Discretizado
Figura 5.2. Estructura general del mallado.

Este método numérico garantiza continuidad en los nudos de la malla al ser de continuidad
C° e ird incrementado la continuidad en sus derivadas a medida que aumentan los grados
de libertad por nodo del mallado.

Una vez conocido que la no linealidad presente es la no linealidad material, se procede a
formular la condicién de equilibrio del sélido teniendo claro el principio que establece que,

si existe equilibrio en el sdlido, hay equilibrio sobre una parte de él (Felippa 2001). Por
ende hay equilibrio en el elemento finito y en un punto del medio continuo, es decir, el
equilibrio es independiente de la escala del problema, siempre debe ser garantizado en cada
paso de carga.
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5.1.1.  Funcion objetivo del residuo.

El principio de los trabajos virtuales se plantea de forma analoga a la expuesta en el Anexo
A en notacion de Voigt, es decir:

g,’\G/f/’\ dx stuTGb’\d\‘/ ) 3W G dA'0

TVInt TVEXt f .cuerpo TVExt f.sup

(5.1)

Donde las componentes de las matrices columna de deformacion virtual, el desplazamiento
virtual, la fuerza de cuerpo y la fuerza de superficie para un estado plano son:

\GH S "G ,GH, GH (5.2)
"G >6G Ve (5.3)
b b B (5.4)
Aot t2) (5.5)

La funcion objetivo de desplazamientos es obtenida en el interior del elemento finito por
medio de funciones de aproximacion conocidas como la sumatoria de funciones de forma
que multiplicadas por los valores nodaféss© | as:

MUON @y, C (5.6)

donde N ( es la matriz de funciones de forma del elemento (e). Por lo tanto el desplaz
miento y la deformacién virtual son iguales a:

I TR (5.7)
A Th * N ei_é;une ', A Th * ef;uﬂe T_ N ez:T (5.8)
o' MuB B2 (5.9)

Por ende, la expresion del trabajo virtualetrelemento finito se plantea de la siguiente
manera:
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T N X \ 1 \
3 hew r w 3Mucbeav FucchtdAa we o

(5.10)
TVInt TVExt f .cuerpo TVEth .sup
Substituyendo (5.8) y (5.9) en (5.10) se obtiene:
A e b e B Ny A ¥ e To e |
chas B Gp v 3 Mug RS My av
(5.11)
3 Mge " N2 Ae R, 0
A® n - Ya
Puesto que el equilibrio se debe garantendo el volumen:
V # : A (5.12)
el
W TW# 0 (5.13)
el

Remplazando en (5.13) la expresion (5.11):

I Age ".age by, Nys ' mie Ty
w o b Age B SN waw 3 Mug RS s dv

et (5.14)
T T \
sh@s - N2 e dR, o

A

T Age . e ba gy Mue ' e Toly e
I hge - B 5r v My 3 RZ s v

et ] ] (5.15)

/\ e . 3 ea i e N

@ -3 N°2.hcdf o

Como se puede observar en la ecuacion (5.15), la sumatoria se encuentra expresada para
todos los elementos finitos del sistema, sin embargo, los grados de libertad son diferentes
entre éstos, por tal razon, es necesario utilizar matrices extendidas en las cuales su tamafo
depende del numero de grados de libertad de la discretizacion. Este método es costoso
computacionalmente, posteriormente se propondra una funcion de ensamblaje la-cual si
plifica notoriamente dicho costo.

Sin embargo,/\(Hne es comun para todos los elementos una vez ensamblado tode-el sist
ma, por tal razon, la sumatoria pasa a ser un vector y no un escalar, quedando deda siguie
te manera:
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ne ne

e B_/\ P | e T(_) e
LB YAy 13 Re b dv
el et el ext

ne

(5.16)
3 N°2 . A° WA, o0

el A h /gxt

Al realizar el proceso de extension a todo el sistema, las matrices se pueden sumar aritmét

camente. Teniendo en cuenta que el sistema (dependiendo del tamafio del mallado) tiene un

gran numero de elementos finitos, las casillas nulas de las matrices extendidas van a ocupar

mas del 90% de su totalidad, por ende se propone una estrategia de ensamblaje para evitar

almacenar estos valores nulos. En consecuencia la ecuacion anterior se transforma a:

ne ne

A 3z Svav A oz

el V

Topye ac ' Aoe
by, av BN TR 0 gy

finl f ext

Por tal razén la ecuacion de equilibrio queda planteada de la siguiente manera:

A o7 oa N RSN
A s B on vy oy Al T (5.18)

Ve n
El procedimiento numérico no lineal con elementos finitos establece que la diferencia entre
fuerzas internas y externas, mostradas a la izquierda de la igualdad (5.18), es igual a una
fuerza de desbalance o residual que debe minimizarse, por lo tanto:

<\ N ~w T ~ <\ N <\ |
Mo, T A3 BT AL Mo, ey Ao a2 (5.19)
donde "% (T “esla funcion residual a minimizar, y el proposito en este tipo deeprobl
mas es buscar qu& 4, 0 % .

5.1.2. Fuentes de no linealidad mecanica.

Para analisis estructural hay cuatro fuentes de comportamiento no lineal. Los efectos co-
rrespondientes de no linealidad son identificados de acuerdo al comportamientoedel mat
rial, la magnitud de los desplazamientos, las deformaciones, y las condiciones de contorno
de las fuerzas y de los desplazamienfeguia 1.1y Figura 1.3).

X No linealidad Cinematica
La no linealidad cinematica se presenta cuando la relacidn entre la deformacion yael despl

zamiento no es de orden lineal o cuando la configuracion de la estructura se actualiza en
cada paso de carga. Esta es tenida en cuenta en el desarrollo de las relaciones deformacion
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tdesplazamiento y en las ecuaciones de equilibrio. Sus aplicaciones principales sen estru
turas esbeltas en aplicaciones de ingenieria aeroespacial, civil y mecanica, formado plastico
y metallrgico y en analisis de estabilidad en varios de sus campos de accion.

Como se comento, la relacion deformaciéaesplazamiento, es la siguiente.
0 % (5.20)

En donde el operadd® es no lineal cuando las grandes deformaciones son expresadas en
términos de los desplazamientos.

La ecuacion de equilibrio interno es la siguiente:
b B-1 (5.21)

En la teoria clasica de la elasticidad lindgl, B' es la transpuesta d&, pero esto no es
necesariamente verdadero cuando son consideradas no linealidades geomeétricas. En genera
el término de no linealidad geométrica abarca varios problemas fisicos como las grandes
deformaciones, pequefias deformaciones pero grandes desplazamientos o rotaciones y pan-
deo de estructuras.

X No Linealidad material

La no linealidad material se presenta cuando la relacion constitutiva del materialeen el
mento finito no es lineal. El comportamiento del material depende del estado deadeform
ciones, y posiblemente de la historia de evolucion de las mismas. Otras variablesieonstitut
vas (preesfuerzos, temperatura, tiempo, humedad, campos electromagnéticos, etc.), pueden
ser influyentes. Las aplicaciones se basan principalmente en estructuras sometidias a elast
cidad no lineal, plasticidad, viscoelasticidad, creep o efectos inelasticos dependientes del
tiempo.

La ecuacion constitutiva que relaciona los esfuerzos con las deformaciones para un material
elastico es:

ceq° (5.22)

Las no linealidades materiales pueden ser mas complicadas con fenémenos tales como la
dependencia de trayectoria, histéresis, localizacion de deformaciones, fatiga y fadla progr
siva.
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x No Linealidad por fuerzas como condiciones de frontera

Esta no linealidad esta asociada con las cargas aplicadas, y se presenta cuando éstas depen-
den de la configuracién actual de la estructura, es decir del desplazamiento. Las principales
aplicaciones de este tipo de no linealidad son las cargas de presion en fluidos, esto incluye
las cargas hidrostaticas en sumergibles o estructuras de contencién (contenedores); cargas
aerodinamicas y hidrodinamicas causadas por el movimiento de gases vy fluidos, el mayor
interés matematico se centra en las fuerzas no conservativas para una cierta cantidad de
problemas, principalmente en la ingenieria aeroespacial.

Se representan por medio de la siguiente expresion:
t Ou b=b u (5.23)
X No Linealidad por desplazamientos como condiciones de frontera

En este caso las condiciones de contorno de desplazamientos dependen de la configuracion
adual de la estructura, la principal aplicacion de este tipo de no linealidad es el contacto
mecanico, en este caso las condiciones de no interpenetracion son forzadas sobre cuerpos
flexibles mientras que la extension del area de contacto es desconocida, los ejemplos mas
comunes en este caso son: la fusién del hielo, el cambio de fase y el flujo en medios poro-
sos. La determinacion de las condiciones de contesiparte clave en el proceso de solu-

cion.

Para el problema de contacto mecanico, los desplazamientos prescritos dependen de los
desplazamientos de la estructura (Felippa 2001).

d &u (5.24)

5.1.3. No linealidad del modelo a implementar.

Para determinar las no linealidades del moaegloplementar, es necesario revisar cuales

son las hipotesis que se plantearon desde un comienzo para el modelo constitutivo y el tipo
de cinematica en el cual va a desarrollarse. Al ser un modelo de plasticidad asociada en un
estado de esfuerzo plano bajo las hipétesis de deformaciones infinitesimales, la fuente de
no linealidad fundamental del modelo es la material, por tal razon, retomando la expresion
(5.19), se tiene:
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8

<\ ne “w T - N " N\ .
Nop Al 3 0B° A, % Moy tdv M Tz (5.25)
NLMATERIAL ©

La no linealidad material se produce porque en el rango inelastico los tensores da-deform
ciones y esfuerzo pierden su proporcionalidad, ahora son producto del proceso de integr
cion del modelo constitutivo de von Mises con umbral diferenciado. Para este caso
B® u yf°®H, “son funciones lineales por que se han considerado deformacianes inf

n

nitesimales, igualmente se estan considerando que las fuerzas son conservativas.

5.2. Métodos numéricos para modelos no lineales

Ya definidas las no linealidades presentes en el modelo constitutivo, la funcion residuo d
da por la expresion (&b) esta definida para un sistema de ecuaciones no lineal el cual es
necesario solucionar por alguna estrategia iterativa que genere bajo costo computacional
con un grado de precision alto y que se mantenga las condiciones de consistenaia, conve
gencia y estabilidad del método numérico.

La representacion unidimensional de la funcion residuo se muestr&ignna 5.3. Como

se observa, el objetivo es buscar un conjunto de valbreslos cuales igualan a cero la
funcién residuo. Para lograr tal proposito se usan criterios de convergencia que dependen
del tipo de solicitaciones que tiene el problema mecanico.

Punto Objetivo
Solucion del sistema
MV}

Funcion
Tyl={0}+8

Residuo

Matriz de rigidez
tangente [K]*

)

Desplazamientos

/ de la estructura
/,——b "
Proceso iterativol
de busqueda

Residuo para el
caso {u}={0}

-{f}«

Figura 5.3 Evolucién de la funcién residuo (funcién objetivo) del sistema.

/
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Evolucién de la relacion
| { G} esfuerzo - deformacién

D"
te}

Figura 5.4 Relacion Esfuerzatdeformacion no lineal.

5.2.1. Método de NewtorntRaphson.

El método de NewtortRaphson es probablemente el método de mas rapida convergencia

para la solucion de problemas no lineales (siempre que, naturalmente, la solucion inicial

HVWp GHQWUR GH OD ®]RQD GH DWUDFFLWQHO QRE&F-RXBURFGLYH
so en el que la convergencia es cuadratica. A veces se le llama sencillamente el método de

Newton pero parece que fue deducido simultdneamente por Raphson (Zienkiewicz &

Taylor 1995).

Noétese que para una iteracion, se puede hacer una linealizacion del sistema de ecuaciones
aproximandolo hasta el primer orden por medio de las series de Taylor, de la forma:

% x ' x# o xB. (5.26)
W,©
Siendo:
. Vo8
Keny o % (5.27)
W,©

Con lo que despejando de la expresion (5.26) el incremento de desplazahoiesgoob-
tiene lo siguiente:

, we '
u —_

W, ©
Este procedimiento es iterativo y requiere del célculo del jacobiano y su inversa en cada
una de las iteraciones, por esta razon es uno de los métodos mas costosos de implementar
pero a su vez como se menciond anteriormente, con convergencia de caracter cuadratico. El
procedimiento iterativo es el siguiente:

% (5.28)

n
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ult K™ u, % - 9%, (5.29)
ut ouS tul (5.30)
X Paso N°01 k=0:
u“ u’ 0

Ut otuy K™ Ut %) (5.31)
ut ul oul 'ug (5.32)
X Paso N°02 k=1:
1
ultotuy K™ ug % (5.33)
ut u? ul tuf? (5.34)

1
'u™ tul K®u 0 "X (5.35)
u™ um™t um (5.36)

En general, el valor del vector de desplazamientos que garantice el valor nulo de la funcién
residuo es:

RETA u, (5.37)

La representacion grafica del método es la siguiente:
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Punto Objetivo
Solucion del sistema

F{Jr}'c)ic}n‘
Residuo

- -
{w(u) {un}

- el Desplazamientos
{wu,); de la estructura
{wu,) ¥
fw(uy) ¥

-3

Figura 5.5 Representacion grafica del método de Newt®aphson para sistemas no lineales
ecuaciones.

Como se puede observar erFigura 5.5, en el método es necesario re calcular la matriz

de rigidez tangente lo cual lo hace muy costoso en términos computacionales, por esta
razon se propone el método de NewtbRaphson modificado el cual no requiere de ese
célculo a lo largo de las iteraciones.

5.2.2. Meétodo de NewtontRaphson modificado.

Este método es una variacion del método convencional de NesiRaphson en el cual no

es necesario realizar el célculo de la matriz de rigidez tang&tit& sino Gnicamente en

la primera iteracion, en las posteriores iteraciones se hace uso de la misma matriz de rigidez
tangente de la estructura, lo anterior implica que el método requiera de mayor niumero de
iteraciones para converger y se pierda la convergencia cuadrética original, el esquema de
iteracion es el siguiente:

X Paso N°01 k=0:
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utotuy KPP upPt 9600 (5.38)
ut ul oul 'u/ (5.39)
X Paso N°02 k=1
1
utotut K™t % 0 (5.40)
ut u? ul tu? (5.41)
X Paso N°m k=m-1:
1
'u™ tul K®up?® . 9% "X (5.42)
u™ ut o) (5.43)

En general, el valor del vector de desplazamientos que garantice el valor nulo de la funcién
residuo es el mismo que el caso anterior, a saber:

u’ ouy u, (5.44)

La representacion grafica del método es la siguiente:

Punto Objetivo
Solucion del sistema

Funcion
Residuo R

{\V} A o, ¢{un}ﬂz u,f”

{y(u,))” { }
uIl
Desplazamientos
de la estructura

{wa,))”
W)}
{w(u,)}’

fwiug)
—{f}—

Figura 5.6 Representacion gréafica del método de Newt&aphson modificado para sistemas
lineales de ecuaciones.
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5.2.3.  Método de NewtorntRaphson con carga incremdnta

El método de Newtont Raphson para cargas (fuerzas externas) incrementales es usado
como base para la aplicacion de cargas de gran tamafio y cuando se tiene conocimiento que
el material superara el dominio elastico, por tal razén se ddfp@rametro @ el cual te-

ne valores entre cero y uno, con el fin de premultiplicar el vector de fuerzas extemas a m
dida que el modelo converge al conjunto de valores que anulan la funcion residuo. Esta
funcién queda planteada de la siguiente manera (Crisfield 1991):

N \ N «w T ~ <\ N\ .
Mo, @ T A 3 BT 0 MAYL T AV B A 2N (549)

El procedimiento es el mismo que el expuesto en el apartado 5.2.1, con la diferencia que se
parte de una estimacion inicial de desplazamientos que usualmente es la configgracion e
pacial estable del paso inmediatamente anterior, el procedimiento iterativo se plaintea gréaf
camente de la siguiente manera:

Punto Objetivo
Solucion del sistema

U, U v,

ér}lélc;}n‘ ‘
R (TS O TR e ) _
e (1)

7 1
twu ) — I
ek — Desplczamientos
(wi)h de la estructura
o PRIMER INCREMENTO
fwuy) L — DE CARGA

Punto Objetivo
Solucion del sistema

fwlu)i {w) U U i
i ik

(AU,2, (AL {Au,)0 _
I — T (O B

) Un}
Desplazamientos

{wug)i de la estructura

{Un},

(W)},

(W,

Figura 5.7 Representacion gréafica del método de Newt®&aphson incremental para sistemas
lineales de ecuaciones.
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5.2.4. Métodos de continuidad o de longitud de arco.

Los métodos de continuidad o de longitud de arco permiten hacer un seguimientc-a traye
torias de equilibrio arbitrarias, incluyendo trayectorias inestables.

Este método propone incrementar la longitud de arco en la curva de respuestadeaerza
plazamiento, considerando asi como parametro de control el féttpre premultiplica las
fuerzas externas, como se muestra en la ecuacion (5.45).

Para encontrar el siguiente paso, se toma al premultiplicador de las cargas como una nueva
variable desconocida en el sistema de ecuaciones a resolver, es decir, se aumenta una nuevs
ecuacion al sistema asociada al método de la longitud de arco.

Por tal razén la funcion residuo queda modificada de la siguiente manera:

ne

R N T - L YOt S Y VA V|V I VR S
N N e1 V° no n Pl n
M, ® % (5.46)
AY \2 o
Ld b, e o floe, | s

De dondelL es la longitud vectorial que hay entre la configuracibn geométrica a estimar y
la inmediatamente anteriot, es una constante que depende del método de longitud de arco
a utilizar.

Con la nueva funcién de residuo y aplicando el método de NewRaphson para su ssl
cion, se calcula el jacobiano obteniendo la siguiente expresion:

ne a

i A 3 B n, 2 Ay av % My«
VU e Y <« (547)
/I N VR 2¢ , 0,, |Mou,

Ya determinados la nueva funcién residuo y el jacobiano, se aplica el método de Mewton
Raphson para obtener la solucion estable del sistema.

k

K®u, 2" J %0, (5.48)
1
Cu, Q! Keu | rOk:: C %, %0 (5.49)
k1 kK, 1
u, @ u, O u, .0 (5.50)
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X Paso N°01 k=0:

Uy p un’OP 0
Ku, @ % u, 0 % % ,0 °
1
'Un’le o, IOl Key P&‘: '%n,X:OC (5.51)
u,, “ u, Fol u, PCS "u, Plc (5.52)
x Paso N°02 k=1:
1
U, @t u, O K™u, 8% % (5.53)
un'le un’ ILD2 l'In’ Pb I urf PZC (554)
x Paso N°m k=m-1:
1
‘U, @t u, O KTu, 0%, % T (5.55)
u,@" u, O wu, 0" "u, T (5.56)

En este punto se obtiene el valor del multiplicador de cafgylos desplazamientos ast
bilizados para la longitud de arco asumido, sobre estos dos valores se establecen las normas
de control de los resultados.

5.2.5. Estimacion numérica del vector de fuerzas internas del soélido.

Para calcular el vector de fuerzas internas de cada elemento, se usa el métodoade integr
cion de la cuadratura de Gauss, esta técnica es empleada principalmente para elementos
isoparameétricos, es decir, que sus lados son definidos también por medio de las mismas
funciones de forma, el procedimiento de integracion es el siguiente:

Para cada elemento (e):

De N, | extraer f , es decir, los valores del elemento.
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Para cada punto de Gauss:

Mo BTl A (5.57)

n .
|

PG e |

A
V. |

NHES, P (5.58)

Las fuerzas internas quedan expresadas de la siguiente manera:

N3 e BA gy Tw, B° "6y Polyely e 9

i Ve 5 v, A P /) { « (5.59)
DondeW, es el peso de cada punto de integracion definido por el mélods, el jao-
biano que se define para realizar una transformacion geométrica.

Para obtener el vector de fuerzas internas del sistema, se usa la funcion de ensaimblaje def
nida anteriormente, obteniendo:

N AT (5.60)

5.2.6. Estimacion numérica de la matriz de rigidez del sdlido.

Para determinar el tensor constitutivo tangente elastoplastico se integra de forma similar
como se hizo para obtener el vector de fuerzas internas, aplicando el método de la cuadratu-
ra de Gauss, es necesario tener en cuenta que el niumero de puntos de integracion depende
del grado del polinomio de las funciones a integrar, para este caso se sigue el siguiente pro-
cedimiento:
PG e
ceRlTt N AT (5.61)

g b c . @ge fy NPGW B® Teeg can PG V. &
B Y0 B, o B s Vi (5.62)

tan B . 1
X Ya \? Yy Y P(! L Yoy -

PG
°BY, |9°

=

e

La matriz de rigidez del sélido queda planteada de la siguiente manera:

ne

1<tan i{g/ A Rt:n '_3% e; (5.63)

i74 o1 i

Los calculos del vector de fuerzas internas y de la matriz de rigidez del estdae-
niente realizarlos por separado con fines de tener un orden procedimental en el codigo.
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J
Figura 5.8 Punto de integracion para el elemento finito triangular lineal.

5.3.  Programa GIiD.

GiD es un programa de pre y postproceso desarrollado por la Universidad Politécnica de
Catalunya y por el Centro Internacional de Métodos Numeéricos en Ingenieria (CIBENE),
una interfaz gréfica de usuario interactiva que se utiliza para la definicion, preparacion y
visualizacion de todos los datos relacionados con la simulacion numérica. Estos datos in-
cluyen la definicién de la geometria, los materiales, las condiciones, la solucion de la mo-
delacién y otros parametros. El programa también puede generar automaticamerge una m
lla de elementos finitos, volumenes finitos o el analisis de diferencias finitas y escribir la
informacion para un programa de simulacion numérica en su formato correcto. También es
posible ejecutar la simulacion numérica dentro de GiD vy visualizar los resultados del anal
sis (CIMNE 2008).

GiD se puede personalizar y configurar para que los datos necesarios de un programa de
modelacion numérica puedan ser escritos en un formato particular, siendo mas conocido

FRPR SSUREOHP W\SHV" R WLSRV GH SUREOHPD RXH SXHGHQ
usuario del software.

El programa trabaja, al definir la geometria, similar a un sistema CAD (Computer Aided
Design) con algunas diferencias. La mas importante es que la geometria se construye en un
modo jerarquico, esto significa que una entidad de nivel superior (dimension) se construye
sobre las entidades de menor nivel, por ejemplo, dos entidades adyacentes compartiran la
misma entidad de nivel inferior.

Todos los materiales, las condiciones y los parametros de solucion se pueden definir sin
que el usuario tenga conocimiento de la malla, la malla se realiza una vez el problema sea
definido completamente. Las ventajas de hacer esto es que, utilizando las estructuras de
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datos asociativas, se pueden hacer modificaciones a la geometria y cualquier otea inform
cion se actualizara automaticamente y quedara lista para ejecutar el analisis.

La visualizacidn grafica de la geometria, malla y condiciones esta disponible para el control
integral del modelo de analisis antes de que sea ejecutado el programa de analisis. En la
etapa de postproceso se presentan mas funciones permitiendo personalizar el entorno segun
el usuario lo requiera.

Las ventanas de consulta aparecen al confirmar o seleccionar entidades. Esta funcion es
usada hasta el final de la sesion en el momento en que GiD le pide al usuario que guarde los
cambios.

GiD también proporciona la opcién de definir los atributos y condiciones directamente en

la malla una vez se ha generado. Sin embargo, si la malla se regenerara, no es posible man-
tener estas definiciones y por lo tanto todos los atributos y condiciones debe ser redefinidas
a continuacion (CIMNE 2008).

En general el proceso de ejecucion completa se puede definir como:

a) Definir la geometria (puntos, lineas, superficies, volumenes, y demas).

X Se puede hacer uso de otras aplicaciones.
X Se puede importar la geometria desde un programa CAD.

b) Definir los atributos y las condiciones.

c) Generar la malla de elementos (Discretizacion del problema).

d) Ejecutar el programa de simulacién numérica.

e) Ver los resultados (Postproceso).
Dependiendo de los resultados en el pgspuede ser necesario volver a uno de los pasos
a), b) o c) para hacer algunas modificaciones y volver a ejecutar el programa de simulacién
numerica.
En general, la construccion de un dominio geomeétrico en GiD se basa en los sigugntes cu
tro niveles de entidades geométricas: puntos, lineas, superficies y volumenes. Las entidades

de mas alto nivel se construyen sobre las entidades de menor nivel; dos entidades adyacen-
tes pueden transmitir acciones con entidades de un mismo nivel.
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GiD tiene la opcion de importar geometrias 0 mallas que han sido creados por un programa
de CAD fuera de GID. En la actualidad, esto se puede hacer a través de formatos DXF,
IGES, VDA, STL o NASTRAN disponibles dentro del programa.

Los atributos y condiciones se aplican a las entidades geométricas (puntos, lineas, superf
cies y volumenes) mediante los menuds de entrada de datos. Estos menus son especificos del
programa de solucion particular que sera utilizado para la simulacién y, por lo tanto, el en-
cargado de resolver los parametros propios de la modelacién. Una vez que la geometria y
los atributos se han definido, la malla puede ser generada mediante las herramiestas de g
neracion de la malla que tiene el software. Las mallas pueden ser Estructuradas-y No E
tructuradas con elementos triangulares y cuadrilateros para superficies o tetyaedros
hexaedros para malla de volumenes. La generacion automatica de mallas utiliza el concepto
de malla de fondo para que los usuarios estén obligados a facilitar un nimero minimo de
parametros.

La etapa final de visualizacion grafica es flexible para permitir a los usuarios evaludar crit
camente los resultados de forma rapida y sencilla. Los elementos de menu se determinan
generalmente por los resultados enviados por el programa de simulacion numérica. Esto no
solo reduce la cantidad de informacion almacenada sino que también permite unaierto gr
do de personalizacion por parte del usuario.

Uno de los puntos fuertes de GiD es la capacidad de los usuarios para definir y configurar
su propia interfaz grafica dentro de GiD, inicialmente definiendo el formato de las ventanas
de definicién de datos para el psprocesamiento.

El programa de simulacion numérico empleado por el usuario puede ser incluido dentro de
GiD para que pueda ser ejecutado utilizaR OD RSFLyQ GHO PHQ~ 3SFDOFXODU’

Un paso adicional consiste en escribir un programa de interfaz que proporcione la-inform
cion de resultados en el formato requerido por el visualizador gréafico GiD, configurando asi
los menus del postprocesado. Esta interfaz de analisis de pgsbceso puede incluirse

en GiD para que se ejecute automaticamente una vez que la simulacion haya terminado.

5.3.1. Interfaz del usuario.

La interfaz permite al usuario interactuar entre sus opciones. Esta se compone de botones,
ventanas, iconos, menus, entradas de texto y la produccién gréfica de determinados datos.
La interfaz se puede configurar por el usuario que puede utilizar los menus y ventanas que
le sean necesarias para su aplicacion (CIMNE 2008).
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La disposicion inicial de GiD se compone de un area geografica grande, menusadespleg
bles en la parte superior y opciones al hacer click derecho, una linea de comandos en la
parte inferior izquierda y una ventana de mensaje por encima de ella. El proyecto que se
esté ejecutando esta escrito en la cabecera de la ventana. Los menus desplegalules y los ¢
mandos rapidos muchas veces ofrecen un acceso mas sencillo.

Todos los comandos pueden escribirse a través de lineas de comandos con esaribir el no
bre completo o so6lo una parte de éste (lo suficiente para evitar confusiones con otros co-
mandos). Cualquier comando en el menu de iconos se puede introducir por medio de texto.
Comandos especiales también se encuentran disponibles para su visualizacion (@aeom, rot
cién, etc.) que se pueden escribir en la barra de comandos en cualquier momento.

El programa ofrece varios tipos de sistemas coordenados con fines de facilitar el trabajo y
la generacion de estructuras, de la misma forma para lectura de variables exportadas. Los
sistemas coordenados son, cartesiano, cilindrico y esférico.

Para usar el programa de GiD fue generado con anterioridad una interface que permitiera
generar un archivo de entrada con el formato de lectura de HYPLAS, configurando las ven-
tanas y opciones del pre y postproceso. A su vez en el codigo HYPLAS fueron implemen-
tadas rutinas que permitieran exportar los datos para ser postprocesados posteriormente por
GIiD.

5.4. Programa HYPLAS.

HYPLAS es un programa de analisis no lineal con elementos finitos a codigo abierto que
permite la modelacién numeérica considerando pequefias y grandes deformaciones para
sélidos inelasticos en estado plano de esfuerzo, plano de deformaciones o en caxdicion
simétrica (De Souza y otros 2008).

5.4.1. Objetivos.
El mayor propésito de HYPLAS es ilustrar la implementacion computacional de l@s proc
dimientos numéricos de varios modelos constitutivos analizados por el método ae los el
mentos finitos y permitir la implementacion de nuevas aproximaciones. Este comprende:

x Un esquema general de deformacién controlada incremental.
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X Esquemas iterativos como el método de NewtoRaphson para la solucién de
ecuaciones no lineales incrementales en elementos finitos

X Una estrategia de la longitud de arco para problemas que involucran inestabilidades
estructurales.

Bajo el anterior esquema, el programa tiene incorporados varios modelos constitutivos. Con
el fin de tratar una gama mas amplia de modelos de materiales y tipos de elementos finitos,
la estructura de HYPLAS ha sido disefiada a fin de tener elementos de vasgantigie-

riales en mdédulos mas o menos autbnomos que mantienen almacenada la informacion del
modelo.

Gracias a la estructura del programa, los procedimientos tales como los algoritmes de int
gracion para un modelo constitutivo particular, pueden ser facilmente identificados con la
descripcion tedrica del mismo. Esta caracteristica es particularmente relevante para invest
gadores que quieran usar HYPLAS el desarrollo, implementacion y prueba de nuevos
modelos constitutivos y algoritmos al igual que nuevos elementos finitos.

5.4.2. Rutina principal del Cdédigo.

La rutina de HYPLAS puede ser dividida en tres partes basicas:

x Definicion de datos de entrada e inicializacion: la fase de definicion de los datos de
entrada e inicializacion es llevada a cabo al comienzo de la ejecucién del programa.
En este punto, todos los datos que definen el problema a analizar son leidos de los
archivos de entrada, posteriormente todos los arreglos que sean necesario inicializar,
son inicializados.

x Procedimiento incremental en elementos finitos: este es el procedimiento principal
del programa, donde los procedimientos numéricos utilizados en el mismo estan
implementados. Esencialmente, esta fase consiste en un ciclo principal sobre los in-
crementos de carga revisando la convergencia del mismo como parametre de co
trol.

x Salida de datos una vez convergidos: esta parte comprende todas las operaciones
necesarias para la impresion de las soluciones obtenidas (una vez converja el méto-
do de los elementos finitos) en un archivo de formato .res o en un archivoide rein
cio para continuar de un paso de iteracion determinado. Las rutinas de sabkda de d
tos son llamadas desde el ciclo principal para cada uno de los incrementos de carga
(De Souza y otros 2008).
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El tipo de informacion manejada en HYPLAS es de dos tipos, datos definidos fijosdos cu

les como su nombre lo dice, no varian durante las iteraciones ni durante los incrementos de
carga tales como las coordenadas iniciales de los nodos, la topologia del mallsslo de el
mentos finitos (conectividades), las propiedades del material y los elementos, entre otras, y
los datos de solucién o variables que son aquellos que varian en cada iteracion o incremen-
to de carga, datos tales como los desplazamientos nodales, coordenadas nodales corrientes
(cambios Uunicamente en analisis por grades deformaciones), esfuerzos y variables de estado
en general en cada punto de Gauss, entre otros.

En general la rutina INDATA lee desde un archivo con extension .dat la geometria del pro-
blema, la topologia del mallado, las restricciones cineméticas, las propiedades materiales,
las propiedades de los elementos al igual que los demas parametros de control, indicador
del tipo de analisis (plano de esfuerzo, plano de deformaciones y axisimétrico), indicador
del algoritmo solucionador de sistemas de ecuaciones no lineales, entre otros. Esta rutina
igualmente revisa que los datos se encuentren escritos en el archivo .dat de forma correcta y
avisa igualmente si hace falta algun parametro para la ejecuciéodidgl.

El algoritmo de entrada de datos se muestra en el siguiente esquema:

Abrlr archivios de enfrada

FOPEN

'

Renision Indicador de reinicio

RSTCHK

Modo de
reinicio?
Lectura de datos adiclonales

¥ RSTART

Lectura de cargas externas v
ensamblaje de wvector de cargas

INLOAD

Lectura de datos del
archivo [.dat)

INDATA

Inicializacién de arreglos globales
vy pardmetros de control

INITIA

Lectura delincremento de cargas
» delarchivo de datos de entrada

ININCR

h §

Continuar con el ciclo
de incremento de carga

Figura 5.9 Diagrama de flujo de entrada de datos del programa HYPLAS (De Souzay o
2008).
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La informacién global del programa es definida en el archivo GLDBASE.INC que forma
parte de los archivos auxiliares del programa, particularmente define los arreglog-de alm
cenamiento de las variables de estado, las variables internas de evolucion y demas arreglos
para el célculo y exportaciéon de datos. El archivo auxiliar MAXDIM.INC se encuentran
definidos los limites maximos de las variables del programa, por ejemplo, el niumero
maximo de nodos de la malla de elementos finitos, el nimero maximo de incrementos de
carga, el nimero maximo de grupos de elementos, entre otros. En el archivo adxiliar M
TERIAL.INC se encuentran definidos los diversos materiales implementados en al progr
ma discretizados segln su cinematica, igualmente se le asigna un codigo a cada modelo,
cbdigo que le serd util al programa para identificar el modelo constitutivo utilizado. En el
archivo auxiliar ELEMENTS.INC como su nombre lo dice, se encuentran definidogios el
mentos finitos implementados en el programa, su nimero de grados de libertad y demas
propiedades.

5.4.3. Ciclo de incrememts de carga.

El ciclo de incremento de carga lleva a cabo el programa de carga proporcional, ya sea con
incrementos de carga preestablecidos (en los cuales los factores de incremento de carga se
encuentran establecidos en el archivo de entrada de datos) o por el método de la longitud de
arco en el cual el factor de carga es variable.

Usando el método de la longitud de arco, el flujo general del programa presenta @a pequ
Aa variacion al usado con cargas fijas, en la implementacion del método de longitud de a
co, la longitud de arco es variada al final de cada incremento (después de lograrra conve
gencia) de acuerdo con el numero de iteraciones requeridas para alcanzar la convergencia
segun las tolerancias prescritas. La idea es permitir incrementar la longitud de arco cuando
la convergencia es facil de lograr y reducirla cuando la convergencia es dificil de lograr,
intentando obtener la convergencia en un cierto nimero de iteraciones prescrito @n el arch
vo de datos de entrada.

Los algoritmos de iteracion segun el tipo de incremento son los siguientes:
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CICLO SOBRE LOS INCRERMEMNTOS DE CARGA

Figura 5.10.Diagrama de flujo del ciclo de incremento de carga, incrementos fijos (De Sot

Lectura de datos del
archivo de entrada

"y

Reiniciar voriables de convergencic

SWITCH

Incremento de vector de carga ext

Divisidn del ta

mafio de poso

en dosy reiniciar &l proceso

Falla en el sistema

INCREM
|

Ensombloje y solucion del
sisterna lineal de ecuaciones

FRONT
[

de ecs. de solucidn

Falla en lo actualizacidn

Actualizar desplozamientos
y coordenadas del modelo

UPCONF

Reiniciar algunas vanables con
volores de ulfima convergencia

SWITCH

Calcular vector de fuerza
interna de coda elemento

INTFOR
[

de dotos del problema ¥

Heracién

Calcular el condicional de
convergencia (£ residual)

CONVER
[

diverges

Mdximo nimero de

NO

lteracién

CICLO SOBRE LAS ITERACIONES DE EQUILBRIO

convergidai,

“reraciones excedido L]

Impresién de dotos convergidos

OQUTPUT, RSTART

otros 2008).
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Reiniciar variablss de comvergencia
SWITCH

Civisidn del famafic de pasol [

en dos y reiniciar o proceso ¥
Ensambiaje y solucidn del

sistema ined de ecuacionss

FRONT

3
Solucionar el metode delalong. de
arco y actualz. focior de carga
ARCLEN

Solucidénno apia para |
a ecuacion del método *

Actudizar despiozamisnios
y coordenadas del modelo

UPCONF

Reiniciar algunas variables con
wvalores de utima convergencia

CICLO S OBRE LOS INCREMENTOS DE CARGH

CICLO S OBRE LAS MERACIONES DE EQUILIERIC

SWITCH
Calcular vector de fusrza
interna de cada slemenio
INTFOR
Falla en ko ociualizocio |
-C:S datos del problema '
Calcular &l condiciond de
convergencia (f. residud)
CONVER
lteracién
diverge
| JMGxm o nimero de
iteraciones excedido

Cdcua nuevalong. de aco

Impresion de datos comergidos para & siguiente ncremento

OUTPUT, RSTART ENGTH

Figura 5.11.Diagrama de flujo del ciclo de incremento de carga, control de longitud de arct
Souzay otros 2008).

El solucionador de ecuaciones como se comentd anteriormente es el método Jaauss -
dan, las estrategias de solucion del sistema de ecuaciones no lineales en el pragrama ad
cionalmente son el método NewtahRaphson tangente (actualizacion del jacobiano en
cada iteracion), el método de Newton Raphson Modificado.

5.4.4. Modularidad material y elemental.

HYPLAS presenta una estrategia de modularizacion de materiales y elementos finitos que
basicamente consiste en confinar operaciones especificas del material y operacioires espec
ficas del elemento finito en lugares localizados del programa permitiendo interferencia con

los procedimientos generales que los requieran, un ejemplo de la modularizacion del pro-
grama se muestra a continuacion:
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Reinici bles d - Caleular vector de fuerza Caleular el condicional de
Sriclar vanan'es de convergencia interna de cada elemento convergencia (f. residual)
SWITCH INTFOR CONVER
z
= Interface elemental para
% cdlculo de fuerza interna
P ELEIIF
z
- é
£ 2
Z = Calculo de la fuerzainter, Calculo de la fuerzainter,
g ; elem. de clase standard elem. de clase F - Bar
4z IFSTD2 IFFBAR
oz
= %
Z3Z
% Interface material para
3 actualizar var. de estado
MATISU
i
<2
é % Actualzacién del estado
<i| OROSMODELOS |, ., |modelovonMseshodt | yue wee QTROS MODELOS
=¢| consmunvos SUVMTC CONSTITUTIVOS
3

Figura 5.12.Modulacién material y elemental en el célculo de la fuerza interna (De Souza y
2008).

En HYPLAS el nivel comienza en la subrutina ELEIIF. Esta rutina identifica la clase de
elemento y llama la rutina de célculo de la fuerza interna apropiada de dicho elemento. La
rutina del tipo especifico de elemento (IFSTD2 o IFFBAR) llama la interface del material
para actualizar las variables de estado e internas (MATISU), el nivel material comienza en
ese momento. La subrutina MATISU identifica el algoritmo del material requerido y llama

la correspondiente rutina de actualizacién de las variables de estado, por ejemplo, en este
caso sera la subrutina SUVMTC la rutina implementada.

5.4.5. Elementos finitostimplementacion y manejo.

Los elementos finitos en HYPLAS son agrupados en clases de elementos. Una clase puede
almacenar varios tipos de elementos. Dentro del programa, cada clase y tipo de elemento es
identificada por un Unico paradmetro de identificacion fijado en el archivo auxiligr EL
MENTS.INC, como se menciond anteriormente, este archivo auxiliar define la base de d

tos de los elementos finitos del programa.

En general, los elementos bidimensionales isoparamétricos en HYPLAS forman una clase.
El célculo de la fuerza interna para esta clase continua en la rutina IFSTD2 y la matriz de
rigidez se calcula en la subrutina STSTD2.

Las propiedades tipicas de cada elemento son las siguientes:
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x Propiedades elementales enteras: niumero de nodos, numero de grados de libertad,
namero de puntos de Gauss, numero de condiciones de frontera, orden de los nodos
de las condiciones de frontera, entre otros.

X Propiedades elementales reales: Pesos de la cuadratura de Gauss y las posiciones
para el dominio y las fronteras de integracion, matrices de extrapolacion para extr
polar los valores de los puntos de Gauss a los nodos de la malla (para efectos del
postproceso).

Para implementar un nuevo elemento finito es necesario seguir la secuencia de operacion
del programa y agregar las subrutinas que lo definan. Para agregar un elemento finito de
una clase existente requiere codificar los siguientes nuevos procedimientos:

X La rutina de entrada de datos (RSXXXX).

X La rutina para la evaluacion de las funciones de forma y sus derivadas (SFXXXX).
La rutina recibe el nombre SHPFUN e identifica el tipo de elemento y llama el co-
rrespondiente subrutina de las funciones de forma y sus derivadas para el elemento
especifico.

Sin embargo aparte de la implementacion de las propiedades del elemento finito, adicio-
nalmente es necesario agregar nuevas rutinas para el calculo de la matriz de rigidez y el
vector de fuerzas internas del elemento, esta es la parte que demanda mayor trabajo.

El diagrama de flujo del célculo de la matriz constitutiva tangente del modelo es el siguien-
te:

Calcular vector de fuerza Calcular el condicional de
interna de cada elemento conwvergencia (f. residual)

I : N 1
|Reiniciar variables de convergencia|
|
L

SWICH l INTFOR CONVER

z

g Interface elemental para

z cdlculo de fuerza interna

ELEIF
2z
Zz Calculo de la fuerza inter. Calculo de la fuerza inter.
g g elem. de clase standard elem. de clase F- Bar
4z IFSTD? IFFB AR
==
e

% Interface material para

; calculo de la mat. const.

g MATICT
2 s
Ti| OTROSMODELOS ., ... [Tedeovenmicimsdi| ses ess OTROS MODELOS
2:| construnvos CTVMTC CONSTITUTIVOS
z 3

Figura 5.13.Calculo de la matriz constitutiva tangente (De Souza y otros 2008).
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5.4.6. Implementacion y manejo de los modelos constitutivos

Los modelos constitutivos son igualmente clasificados en clases, los modelos constitutivos
son identificados por medio de los parametros definidos en el archivo auxiliaEMAT
RIAL.INC el cual es la base de datos de materiales de HYPLAS.

Las propiedades tipicas de cada modelo constitutivo son las siguientes:

X Propiedades elementales enteras: numero de puntos que definen la curva de end
recimiento para materiales elastoplasticos, numero de términos en las series defin
das para el modelo de la energia de deformacién hiperelastica del modelo de Ogden.

X Propiedades elementales reales: propiedades usuales tales como el médulo de
Young, la relacion de Poisson y los parametros que definen el endurecimiento tanto
cinematico como isétropo para materiales elastoplastico.

La modulacién en este caso es similar a la de los elementos finitos. En el programa, los
datos especificos del material son leidos del archivo de entrada de datos, cada tipe de mat
rial tiene contenidas subrutinas que leen las propiedades relacionadas con su algeritmo pa
ticular y las almacenan en los arreglos IPROPS y RPROPS, la rutina que ejecutaiestas act
vidades es llamada con la siguiente convencion: RDXXXX, para el caso particular del mo-

delo constitutivo de von Mises con umbral diferenciado, recibira el nombre de RDVMTC.

En el programa, cada modelo constitutivo tiene una rutina que actualiza las variables de
estado tanto tensoriales como escalares, dichas subrutinas se llaman segun la siguiente co-
dificacion: SUXXXX. La codificaciébn obedece a las siglas en ingidate +updating,

siendo para este caso particular SUVMTC.

Para implementar un nuevo modelo constitutivo, se requiere seguir los siguientes pasos:

x Adicionar la nueva entrada a la base de datos de materiales. Adicionar un nuevo
identificador de tipo de material en el archivo auxiliar MATERIAL.INC. Es reeces
rio agregar una nueva clase de material si éste tiene un comportamiento diferente a
los preestablecidos en el codigo, si se requiere un mayor tamafo en los arreglos de
almacenamiento de datos, es necesario incrementarlo en el correspondiente archivo
auxiliar.

x Escribir las nuevas rutinas para el modelo constitutivo: el desarrollador dee gen
rar cinco nuevas rutinas, las rutinas son las siguientes:
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1. Subrutina de actualizacién de las variables de estado, SUXXXX. Para materiales
gue dependen de la trayectoria esta subrutina es un algoritmo numérico de integr
cion de las ecuaciones constitutivas.

2. Subrutina de célculo del operador constitutivo tangente CTXXXX, en gramrdes d
formaciones se llama CSTXXX.

3. Subrutina que escoja e inicialice las variables relacionadas con el modelo ¢onstitut
vo, SWXXXX.

Las anteriores subrutinas son las que el programa requiere para el funcionamiento de sus
ciclos iterativos de carga, las siguientes rutinas son auxiliares y permiten el almacenar y
exportar informacion.

4. Subrutina para la lectura de datos de entrada RDXXXX.

5. Subrutina para la salida de datos del modelo una vez se haya logrado la eenverge
cia del paso de carga ORXXXX.

x Adicionar nuevas llamadas a las rutinas de interfaces materiales: finalmemte, es n
cesario agregar las anteriores subrutinas a las correspondientes interfac@s materi
les: MATISU, MATICT, MATISW, MATIRD y MATIOR.

5.5. Implementaciéon en HYPLAS.

Una vez analizado el funcionamiento del programa HYPLAS, y aplicando el procedimiento
de integracion del modelo constitutivo de von Mises con umbral diferenciado expuesta en
el Capitulo 4, se obtiene el siguiente cédigo realizado en FORTRAN 77.

5.5.1. Subrutina de actualizacion de las variables de estado.

Esta rutina se encuentra registrada como el archivo f6&&nWMTC.f, donde su nombre es
asociado con las inicialeSTATE UPDATE VON MISES MODEL WITH TRAC-
TION/COMPRESION DIFFERENCED THRESHOLD.

NAME: SUVMTC.f
1 SUBROUTINE SUVMTC
2 1( DGAMA PROPS LALGVA ,NTYPE ,RPROPS
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© 00 N o 0o b~ W

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44

2 RSTAVA ,STRAT ,STRES ,PHIDAT )

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,C&)

PARAMETER( IPHARD=5 MSTRE=4 NNSTRE=3)

LOGICAL IFPLAS, LALGVA(2), SUFAIL

DIMENSION

1 IPROPS(*) ,RPROPS(¥) RSTAVA(MSTRE+1)
2 STRAT(MSTRE) ,STRES(MSTRE)

DIMENSION

1 EET(MSTRE) STREST(NSTRE)  ,PSTRS(3) ,
2 STPRIN(2)

DATA

1 RO ,RP5 Rl ,R2 R3 ,R4 ,R6 ,TOL /

2 0.0D0,0.5D0,1.0D0,2.0D0,3.0D0,4.0D0,6.0D0,1.D-08/
DATA MXITER /50 /

C
C STATE UPDATE PROCEDURE FOR THE VON MISES ELASTO-PLASTIC MODEL WITH
C NON-LINEAR (PIECEWISE LINEAR) HARDENING WITH DIFFERENT THRESHOLD IN
C PLANE STRESS:

C IMPLICIT PLANE STRESS-PROJECTED ELASTIC PREDICTOR/RETURN MAPPING

C ALGORITHM (BOXES 9.4-5).

C

C ALTERNATIVE REFERENCE: Section 9.4.3

C Boxes 9.4-5

C REFERENCE: CAICEDO M2010)

C

C * *kkk *kkk *kkk *kkk *

C Stop program if not plane stress
IF(NTYPE.NE.1)CALL ERRPRT('EIO031")

C Initialise some algorithmic and internal variables
DGAMA=R0
IFPLAS=.FALSE.

SUFAIL=.FALSE.

C...set previously (equilibrium) converged accumulated plastic strain
EPBARN=RSTAVA(MSTRE+1)

C Set some material properties
YOUNG=RPROPS(2)

POISS=RPROPS(3)
NHARD=IPROPS(3)

C Shear and bulk moduli and other necessary constants
GMODU=YOUNG/(R2*(R1+POQISS))
BULK=YOUNG/(R3*(R1-R2*POISS))
R2G=R2*GMODU
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45 R4G=R4*GMODU

46 R1D3=R1/R3

47 R1D6=R1/R6

48 R2D3=R2*R1D3

49 SQR2D3=SQRT(R2D3)

50 R4GD3=R4G*R1D3

51 C Elastic predictor: Compute elastic trial state

52 C

53 C Volumetric strain

54 FACTOR=R2G/(BULK+R4GD3)

55 EEV=(STRAT(1)+STRAT(2))*FACTOR

56 C Elastic trial deviatoric strain

57 EEVD3=EEV/R3

58 EET(1)=STRAT(1)-EEVD3

59 EET(2)=STRAT(2)-EEVD3

60 C Convert engineering shear component into physical component
61 EET(3)=STRAT(3)*RP5

62 C Elastic trial stress components

63 PT=BULK*EEV

64 STREST(1)=R2G*EET(1)+PT

65 STREST(2)=R2G*EET(2)+PT

66 STREST(3)=R2G*EET(3)

67 C Compute yield function value at trial state

68 A1=(STREST(1)+STREST(2))*(STREST(1)+STREST(2))
69 A2=(STREST(2)-STREST(1))*(STREST(2)-STREST(1))
70 A3=STREST(3)*STREST(3)

71 X1=R1D6*A1+RP5*A2+R2*A3

72 SIGMAY=PLFUN(EPBARN,NHARD,RPROPS(IPHARD))

73 C...yield function - selector

74 C Using the Scheme of damage model of Oliver X. & Cervera M.

75 C Compute the principal streses for cheking the hardening threshold
76 PFACTT=PHIDAT

77 PHI=PFACTT*PFACTT*RP5*X|-R1D3*SIGMAY*SIGMAY

78 C PHI=RP5*XI-R1D3*SIGMAY*SIGMAY

79 C Check for plastic admissibility

80 C

81 IF(PHI/SIGMAY.GT.TOL)THEN

82 C Plastic step: Apply return mapping - use Newton-Raphson algorithm
83 C to solve the plane stress-projected return mapping

84 C equation for the plastic multiplier (Box 9.5)

85 C

86 IFPLAS=.TRUE.
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87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128

EPBAR=EPBARN

SQRTXI=SQRT(XI)

B1=R1

B2=R1

FMODU=YOUNG/(R3*(R1-POISS))

DO 10 NRITER=1,MXITER

C Compute residual derivative

HSLOPE=DPLFUN(EPBAR,NHARD,RPROPS(IPHARD))
DXI=-A1*FMODU*PFACTT*PFACTT/(R3*B1*B1*B1)-

1 R2G*PFACTT*PFACTT*(A2+R4*A3)/(B2*B2*B2)
HBAR=R2*SIGMAY*HSLOPE*SQR2D3*(SQRTXI+DGAMA*DXI/(R2*SQRTXI))
DPHI=RP5*PFACTT*PFACTT*DXI-R1D3*HBAR

C Compute Newton-Raphson increment and update equation variabIIRGA
DGAMA=DGAMA-PHI/DPHI
C Compute new residual (yield function value)
B1=R1+FMODU*PFACTT*PFACTT*DGAMA
B2=R1+R2G*PFACTT*PFACTT*DGAMA
XI=R1D6*A1/(B1*B1)+(RP5*A2+R2*A3)/(B2*B2)
SQRTXI=SQRT(XI)
EPBAR=EPBARN+DGAMA*SQR2D3*SQRTXI
SIGMAY=PLFUN(EPBAR,NHARD,RPROPS(IPHARD))
PHI=RP5*PFACTT*PFACTT*XI-R1D3*SIGMAY*SIGMAY
C PHI=RP5*XI-R1D3*SIGMAY*SIGMAY
C Check for convergence
RESNOR=ABS(PHI/SIGMAY)
IF(RESNOR.LE.TOL)THEN
C update accumulated plastic strain
RSTAVA(MSTRE+1)=EPBAR
C update stress components: sigma := A sigma“trial
ASTAR1=R3*(R1-POISS)/(R3*(R1-POISS)+
1 YOUNG*PFACTT*PFACTT*DGAMA)
ASTAR2=R1/(R1+R2G*PFACTT*PFACTT*DGAMA)
Al1=RP5*(ASTAR1+ASTAR2)
A22=A11
A12=RP5*(ASTAR1-ASTAR?2)
A21=A12
A33=ASTAR2
STRES(1)=A11*STREST(1)+A12*STREST(2)
STRES(2)=A21*STREST(1)+A22*STREST(2)
STRES(3)=A33*STREST(3)
C compute corresponding elastic (engineering) strain components
FACTG=R1/R2G
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129 P=R1D3*(STRES(1)+STRES(2))

130 EEV=P/BULK

131 EEVD3=R1D3*EEV

132 RSTAVA(1)=FACTG*(R2D3*STRES(1)-R1D3*STRES(2))+EEVD3

133 RSTAVA(2)=FACTG*(R2D3*STRES(2)-R1D3*STRES(1))+EEVD3

134 RSTAVA(3)=FACTG*STRES(3)*R2

135 RSTAVA(4)=-POISS/(R1-POISS)*(RSTAVA(1)+RSTAVA(2))

136 GOTO 999

137 ENDIF

138 10 CONTINUE

139 C reset failure flag and print warning message if N-R algorithm fails

140 SUFAIL=.TRUE.

141 CALL ERRPRT('"WE0013")

142 ELSE

143 C Elastic step: Update stress using linear elastic law

144 C

145 STRES(1)=STREST(1)

146 STRES(2)=STREST(2)

147 STRES(3)=STREST(3)

148 C elastic engineering strain

149 RSTAVA(1)=STRAT(1)

150 RSTAVA(2)=STRAT(2)

151 RSTAVA(3)=STRAT(3)

152 RSTAVA(4)=-POISS/(R1-POISS)*(STRAT(1)+STRAT(2))

153 ENDIF

154 999 CONTINUE

155 C Update some algorithmic variables before exit

156 LALGVA(1)=IFPLAS

157 LALGVA(2)=SUFAIL

158 RETURN

159 END

160

5.5.2.  Operador constitutivo tangente.

Esta rutina se encuentra registrada como el archivo f@&n#MTC.f, donde su nombre
es asociado con las inicial@ONSTITUTIVE TENSORVON MISES MODEL WITH
TRACTION/COMPRESION DIFFERENCED THRESHOLD.
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NAME: CTVMTC.f

1 SUBROUTINE CTVMTC

2 1( DGAMA ,DMATX ,EPFLAG ,|(IPROPS | NTYPE
3 2 RPROPS ,RSTAVA ,STRES ,PHIDAT )

4 IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,Q2)

5 PARAMETER(IPHARD=5 ,MSTRE=4)

6 LOGICAL EPFLAG

7 C Array arguments

8 DIMENSION

9 1 DMATX(MSTRE,MSTRE),IPROPS(*) ,RPROPS(*) ,
10 2 RSTAVA(MSTRE+1) ,STRES(MSTRE)

11 C Local arrays

12 DIMENSION

13 1 FOID(MSTRE,MSTRE) ,SOID(MSTRE) ,VECN(3) ,
14 2 PSMAT(3) LAMAT(3) LEMATX(3,3)

15 DATA

16 1 FOID(1,1),FOID(1,2),FOID(1,3),FOID(1,4)/

17 2 1.0D0 ,0.0DO ,0.0DO ,0.0DO /

18 3 FOID(2,1),FOID(2,2),FOID(2,3),FOID(2,4)/

19 4 0.0DO ,1.0DO ,0.0DO ,0.0DO /

20 5 FOID(3,1),FOID(3,2),FOID(3,3),FOID(3,4)/

21 6 0.0b0 ,0.0DO ,0.5D0 ,0.0DO /

22 7 FOID(4,1),FOID(4,2),FOID(4,3),FOID(4,4)/

23 8 0.0D0 ,0.0D0 ,0.0DO ,1.0DO /

24 DATA

25 1 SOID(1) ,SOID(2) ,SOID(3) ,SOID(4) /

26 2 1.0D0 ,1.0D0O ,0.0DO0 ,1.0DO /

27 DATA

28 1 RO ,RP5 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R6 /

29 2 0.0D0,0.5D0,1.0D0,2.0D0,3.0D0,4.0D0,6.0D0/

30 Crbbhk kR ARk kR Rk

31 C COMPUTATION OF THE CONSISTENT TANGENT MODULUS FOR VON MISES TYPE
32 C ELASTO-PLASTIC MATERIAL WITH PIECE-WISE LINEAR ISOTROPIC HARDENING WITH
33 C DIFFERENCED THRESHOLD (T/C).

34 C PLANE STRESS IMPLEMENTATION ONLY.

35 C

36 C REFERENCE: CAICEDO M2010)

37 CH*
38 C Stops program if neither not plane stress

39 IF(NTYPE.NE.1)CALL ERRPRT('EI0032")

40 C Current accumulated plastic $tra

41 EPBAR=RSTAVA(MSTRE+1)

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 2010



162 Modelacion numérica con elementos finitos del concreto reforzado con fibras cortas med
modelo constitutivo de dafisplasticidad

42 C Set material properties

43 YOUNG=RPROPS(2)

44 POISS=RPROPS(3)

45 FACTCT=RPROPS(4)

46 NHARD=IPROPS(3)

47 C Shear and bulk moduli

48 GMODU=YOUNG/(R2*(R1+POISS))

49 BULK=YOUNG/(R3*(R1-R2*POISS))

50 R2G=R2*GMODU

51 R1D3=R1/R3

52 R2D3=R2*R1D3

53 C Using the Scheme of damage model of Oliver X. & Cervera M.
54 C Compute the principal streses for cheking the hardening threshold
55 PFACTT=PHIDAT

56 IF(EPFLAG)THEN

57 C Compute elastoplastic consistent tangent (Box 9.6)

58 C

59 C Item (i):

60 C--mmme-

61 C Compute XI

62 XI=R2D3*(STRES(1)*STRES(1)+STRES(2)*STRES(2)-STRES(1)*STRES(2))+
63 1 R2*STRES(3)*STRES(3)

64 C Hardening slope

65 HSLOPE=DPLFUN(EPBAR,NHARD,RPROPS(IPHARD
66 C Matrix E' components (note: there's not the elastical

67 C constitutive fourth order tensor)

68 C Matrix E' components

69 ESTAR1=R3*YOUNG/(R3*(R1-POISS)+YOUNG*PFACTT*PFACTT*DGAMA)
70 ESTAR2=R2G/(R1+R2G*PFACTT*PFACTT*DGAMA)

71 ESTAR3=GMODU/(R1+R2G*PFACTT*PFACTT*DGAMA)
72 E11=RP5*(ESTAR1+ESTAR2)

73 E22=E11

74 E12=RP5*(ESTAR1-ESTAR2)

75 E33=ESTAR3

76 C Components of the matrix product EP

77 EPSTA1=R1D3*ESTAR1

78 EPSTA2=ESTAR2

79 EPSTA3=EPSTA2

80 EP11=RP5*(EPSTA1+EPSTA2)

81 EP22=EP11

82 EP12=RP5*(EPSTA1-EPSTA2)

83 EP21=EP12
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84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
08
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125

EP33=EPSTA3
C Vector n = E*P*sigma(n+1)
VECN(1)=EP11*STRES(1)+EP12*STRES(2)
VECN(2)=EP21*STRES(1)+EP22*STRES(2)
VECN(3)=EP33*STRES(3)
C Scalar beta
BETA=(RP5*PFACTT*PFACTT-R1D3*HSLOPE*PFACTT*DGAMA)
C Scalar alpha'
DENOM1=BETA*PFACTT*PFACTT*(STRES(1)*(R2D3*VECN(1)-R1D3*VECN(2))+
1 STRES(2)*(R2D3*VECN(2)-R1D3*VECN(1))+
2 STRES(3)*R2*VECN(3))
DENOM2=R2*XI*PFACTT*HSLOPE*R1D3
ALPHA=R1/(DENOM1+DENOM?2)
C
C Item (ii): Assemble elasto-plastic tangent
C

FACTAF=R2*PFACTT*PFACTT*PFACTT*ALPHA*DGAMA*BETA
FACTAM=R1D3*(STRES(1)*(R2*VECN(1)-VECN(2))+
1 STRES(2)*(-VECN(1)+R2*VECN(2))+
2 STRES(3)*(R6*VECN(3)))
FACTA=FACTAF*FACTAM-PFACTT*PFACTT*PFACTT*ALPHA*XI-
1 R2*PFACTT*DGAMA
DMATX(1,1)=E11-PFACTT*PFACTT*ALPHA*BETA*VECN(1)*VECN(1)
DMATX(1,2)=E12-PFACTT*PFACTT*ALPHA*BETA*VECN(1)*VECN(2)
DMATX(1,3)=-PFACTT*PFACTT*ALPHA*BETA*VECN(1)*VECN(3)
DMATX(2,1)=E12-PFACTT*PFACTT*ALPHA*BETA*VECN(1)*VECN(2)
DMATX(2,2)=E22-PFACTT*PFACTT*ALPHA*BETA*VECN(2)*VECN(2)
DMATX(2,3)=PFACTT*PFACTT*ALPHA*BETA*VECN(2)*VECN(3)
DMATX(3,1)=-PFACTT*PFACTT*ALPHA*BETA*VECN(1)*VECN(3)
DMATX(3,2)=-PFACTT*PFACTT*ALPHA*BETA*VECN(2)*VECN(3)
DMATX(3,3)=E33-PFACTT*PFACTT*ALPHA*BETA*VECN(3)*VECN(3)
ELSE
C Compute plane stress elasticity matrix
C

NSTRE=3

RAGD3=R4*GMODU/R3

FACTOR=(BULK-R2G/R3)*(R2G/(BULK+R4GD3))

DO 20 1=1,NSTRE

DO 10 J=I,NSTRE
DMATX(1,J)=R2G*FOID(I,J)+FACTOR*SOID(I)*SOID(J)

10 CONTINUE
20 CONTINUE
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126 C lower triangle

127 DO 40 J=1,NSTRE-1
128 DO 30 I=J+1,NSTRE

129 DMATX(1,J)=DMATX(J,1)
130 30 CONTINUE

131 40 CONTINUE

132 ENDIF

133 RETURN

134 END

135

136

Otro aspecto que cabe resaltar fue la entrada de datos al programa, esta debid ser ajustada
puesto que el modelo con umbral diferenciado requeria la entrada de otros valores para d
terminar el factor ¢ implementado, aparte de lo anterior fue necesario también darle ide

tidad al nuevo modelo constitutivo y por ende generar archivos fuente que permitieran ser
identificado dentro del programa desde cuando es llamado en el archivo de datos-de entr
da.

5.5.3.  Subrutinas auxiliares.
El codigo implementado para la entrada de datos del modelo constitutivo recibigrpor no
bre RDVMTC.f lo que obedece a las inicialesRIieAD DATA VARIABLES FOR VON
MISESTRACTION/COMPRESION DIFFERENCED THRESHOLD MODEL.

NAME: RDVMTC.f

1 SUBROUTINE RDVMTC

2 1( IPROPS \MIPROP MLALGV ,MRPROP ,MRSTAV

3 2 RPROPS ,UNSYM )

4 IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,C®)

5 LOGICAL UNSYM

6 PARAMETER( IPHARD=5 ,NLALGV=2 ,NRSTAV=5)

7 DIMENSION

8 1 IPROPS(*) ,RPROPS(*)

9 DATA RO /0.0D0/

10 Gk ek sk

11 C READ AND ECHO MATERIAL PROPERTIES FOR VON MISES TYPE ELASTO-PLASTIC
12 C MATERIAL WITH NON-LINEAR DIFFERENCED THRESHOLD (PIECEWISE LINEAR)
13 C ISOTROPIC HARDENING (TRACTION-COMPRESION)

14 C
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15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
a7
48
49
50
51
52
53
54
55
56

C REFERENCE: CAICEDO M2010)
1000 FORMAT (‘Elasto-plastic with VON MISES (T-C) yield criterion'/)
1100 FORMAT(

1' Mass density ........ccceeeeeeiiivieneenn

2' Young'"s modulus
3' P0issoNn"S ratio ............coeevvvviiiiieeeeeennns

4' Threshold difference factor (C/T)......cccccccveeen. =',G15.6)
1200 FORMAT(/
1' Number of points on hardening curve ............... ="13//
2' Epstn uniaxial yield stress '/)
1300 FORMAT(2(5X,G15.6))

C

C Set unsymmetric tangent stiffness flag
UNSYM=.FALSE.

C

C Read and echo some of the real properties
WRITE(16,1000)

READ(15,*)DENSE
READ(15,*)YOUNG,POISS
READ(15,*)FACTCT
WRITE(16,1100)DENSE,YOUNG,POISS,FACTCT
IF(YOUNG.LE.RO)CALL ERRPRT('ED0100"
IF(FACTCT.LE.RO)CALL ERRPRT('ED0101") ICAMBIAR TIPO DE ERROR

C number of points on hardening curve
READ(15,*)NHARD
WRITE(16,1200)NHARD
IF(NHARD.LT.2) CALL ERRPRT('ED0101")

C check dimensions of IPROPS
IF(MIPROP.LT.3)CALL ERRPRT('ED0102")
IPROPS(3)=NHARD

C check dimensions of RPROPS
NRPROP=IPHARD+NHARD*2-1
IF(NRPROP.GT.MRPROP)CALL ERRPRT('ED0103")

RPROPS(1)=DENSE
RPROPS(2)=YOUNG
RPROPS(3)=POISS
RPROPS(4)=FACTCT
C Read and set hardening curve
DO 10 IHARD=1,NHARD
READ(15,*) RPROPS(IPHARD+IHARD*2-2),
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57 1 RPROPS(IPHARD+IHARD*2-1)

58 WRITE(16,1300)RPROPS(IPHARD+IHARD*2-2),
59 1 RPROPS(IPHARD+IHARD*2-1)

60 10 CONTINUE

61 C Check dimension of RSTAVA and LALGVA

62 IF(NRSTAV.GT.MRSTAV)CALL ERRPRT('ED0104")
63 IF(NLALGV.GT.MLALGV)CALL ERRPRT('ED0105")
64 C

65 RETURN

66 END

67

En el anterior codigo se observa la entrada del valor correspondiente a la ecuacion (4.1), no
obstante, para hacer uso del modelo constitutivo, los datos deben ser ingresadosade una m

nera secuencial que obedece principalmente al comun funcionamiento de HYPLAS, ésta es
la siguiente:

! Von_Mises_modificado.dat - Llibreta =1 =] B

Fitker Edita Formatacid Visualitzacd Ajuda

Lix

MATERIALS 1
1 VON_MISES_TRACTION_COMPRESION
0.000
70,000 0.200
3.500
2

0.000 0.243
4,000 0.243

-

K o
Figura 5.14. Formato de entrada de datos del modelo constitutivo.

Como se observa en Fgura 5.14, el dato adicional del factor expresado en la ecuacion
(4.1) es el ingresado en el cuarto renglon, que para efectos practicos en este caso toma el
valor de 3.5, este valor esta definido como un real, por ende como era de esperarse, su valor
puede tener varias cifras decimales.
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Capitulo 6
Ejemplos de aplicacion y validacion
del modelo constitutivo

Este capitulo describe algunos ejemplos de simulacion numérica de estructuras con el
método de los elementos finitos utilizando los modelos constitutivos estudiados e implemen-
tados. Tales ejemplos se diertde 6.1 a 6.7 en ejemplos de validacion del modelo ieonst
tutivo implementado, y en 6.8 en aplicaciones directas al concreto reforzado con fibras
cortas tomadas de articulos de publicaciones cientificas. Los ejemplos sei@nisajo

un estado plano de esfuerzos o un estado axisimétrico, una cinematica de deformaciones
infinitesimales y cargas estaticas. Los resultados mostrados a continuacion son visualiza-
dos por medio de GID y obtenidos del programa de andlisis no lineal de elementos finitos
HYPLAS, usando el modelo constitutivo que se cita en cada caso.

6.1. Lamina con un orificio central sometida a traccion

Este ejemplo consiste en una lamina rectangular con un orificio en la mitad que es sometida
a traccién como lo muestra Fagura 6.1(a). El material de la ldmina tiene un moédulo de
Young de 70 GPa y una relacion de Poisson de 0.20, un esfuerzo limite de fluerwia a tra
cion y a compresion de, V. 24WIPa y muestra un comportamiento elasto-plastico

con endurecimiento lineal de pendiente 0.2GPa como lo indieiguaa 6.1(b). La lamina

se estira hasta un desplazamiento vertical de 0.14mm en la cara Juigeriar6.1(a) (De

Souza y otros 2008).

Aprovechando la doble simetria del problema, se puede modelar s6lo un cuarto de lamina
con la malla de elementos finitos mostrada elRidgaira 6.1(c). El problema se analiza en
un estado plano de esfuerzos con desplazamiento controlado.
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Este ejemplo se simulé con un modelo constitutivo de von Mises convencional, es decir,
con umbrales iguales a traccién y compresion, y con el modelo formulado en el Capitulo 4
considerando al parametrg, 1.0.

TY Ao
—j—ﬁ 5, B o
%_ 70 E
GI
d/2
Gl )
v, (1)
' - 0. 14mm -
¥ X !
7
Y 3 | L
(a) (d)

Figura 6.1. Ejercicio de una lamina a traccion: (a) solicitaciones impuestas al modelo, (b) r
esfuerzo-deformacién del material, (c) malla de elementos finitos triangulares lineales us
tasa de aplicacion del desplazamiento vertical en el modelo.

En cuanto a su geometria, la lamina tiene una altura totdl @&6.0nmcon un ancho
w  20.0mmy un espesor de 1.0mm. El orificio esta ubicado en el centro y tiene ug diam
tro d 10.0mmr. Los resultados obtenidos para este ejemplo se describen a continuacion:

2.5 - x E-=K L i i e o

~

FUERZA EQUIVALENTE [KN]
e
n

-

0.5 ——;

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

DESPLAZAMIENTO [mm]

= Von Mises con umbral diferenciado (n=1.0) +—Von Mises convencional
Figura 6.2. Lamina con orificio sometida a traccion. Relacién Fuerza equivalente - desplaze
en la cara superior de la lamina.
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La Figura 6.2 muestra el desplazamiento vertical en la cara superior con respetera

za equivalente aplicada en el mismo lugar, es decir, la presiébn multiplicada por el area de la
cara superior. LabBigura 6.3 a Figura 6.5 muestran la distribucion del esfuerzo principal
mayor, de la variable interna de deformacién plastica acumulada y el desplazamiénto vert
cal respectivamente. Los resultados de los modelos son idénticos, lo que confirma que el

modelo de von Mises con umbral diferenciado coincide con el modelo convenciamal cua
don, 1.0.

S-MAX SMAX
027018 0.27022
023795 023797
0.20572 0.20572

- 017348

0.17347
- 0.14125 - 0.14122
0.10802

0.10897

0.076787 - 0.076722

I 0.044555 0.044472

0.012323 0.012222

-0.019909 -0.020028

(a) (b)

Figura 6.3. Lamina con orificio sometida a traccion. Esfuerzo principal maypren el ultimo
paso de cargal,

diferenciado.

0.14mm con los modelos deon Mises: (a) Convencional, (b) con umb

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 2010



170 Modelacion numérica con elementos finitos del concreto reforzado con fibras cortas med
modelo constitutivo de dafisplasticidad

EPS
0.10891
l 0.096805
0.084704
- 0.072604
- 0.060503
- 0.048402
- 0.036302
0.024201
0.012101

o

EPS

0.10847
l 0.096417
0.084365
-0.072313
- 0.060261
- 0.048209
- 0.036156
0.024104
0.012052

i}

Figura 6.4. Lamina con orificio sometida a traccién. Variable interna de deformacion pl
acumulada7j en el Ultimo paso de carga, 0.14mm con los modelos deon Mises: (a)

Convencional, (b) con umbral diferenciado.

Y-DISPLACEMENT
1 0.14
l 0.12444
0.10889
- 0.093333
- 0.077778
- 0.062222
- 0.046667

0.031111
0.015556
0

Y-DISPLACEMENT

014
lD 12444
0.10888

0.093333
- 0.077778
© 0.062222

0.046667

0.031111
0.015556
0

(b)

Figura 6.5. Ldmina con orificio sometida a traccién. Desplazamiento vertical en el Ultimo p:
cargau, 0.14mm con los modelos deon Mises: (a) Convencional, (b) Con umbral difer

ciado.

A continuacion se presentan los resultados de la misma lamina del ejemplo anterior
(Figura 6.1) sometida a desplazamiento prescrito en las caras superior e inferior a un ciclo
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de extensidntcontraccion (cargatdescarga) como lo muestraRagura 6.6. Para este
ejemplo se consideran varios materiales elastoplasticos sin endurecimiento con relacion en
resistencia a compresion y traccion diferentes, como lo indiciguaa 6.6(a).

AC ‘ uy (U
6]'777'*
___,JW € 0.213mm [———
Hg=10 L5 g L
I?,c,,,:}-’,’;"i 15, -0.124mm |- — —
moso/ ] 5, (b)
()

Figura 6.6. Lamina con orificio sometida a traccion con resistencias diferenciadas. Caracte
de la carga aplicada.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

&

FUERZA EQUIVALENTE [KN]

168

DESPLAZAMIENTO [mm]

—s—Factorns =1.0 Factorns =15 Factorns =2.0 Factorns =3.5

—s—Factorns =3.0 ——Factorns =35 Factorns =45

Figura 6.7. Lamina con orificio sometida a traccién con resistencias diferenciadas. Relacié
za equivalente desplazamiento en la cara superior de la lamina.

La Figura 6.7 muestra la relacion entre la fuerza equivalente y el desplazamiento vertical
en la cara superior de la lamina para materiales con diferentes relaciones de resistencia
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En el caso particular de la curva parg 3.5y n, 4.5, la variacion brusca de la curva
de endurecimiento a compresién se debe al estrangulamiento de la pieza, lo cual genera una
inestabilidad global y una pérdida de resistencia subita, que se estabiliza durante4a desca

ga.

Se observa el aumento de la carga limite negativa con el incremento de la resistencia en
compresion del material.

6.2. Lamina sometida a carga y descarga axial.

Para validar el modelo de von Mises con umbral diferenciado en casos de carga y descarga
axial puros, se simulé la cuarta parte de una lamina rectangular con desplazamiento vertical
impuesto en su cara superior, como lo indicBitpira 6.8, el material tiene un médulo de
elasticidad axial de 70 GPa y una relacion de Poisson de 0.2, un esfuerzo de flueacia a tra
cion de 20MPay la pendiente de endurecimiento es riigyré 6.%a)). Se realizaranavy

rios ejemplos modificando el esfuerzo de fluencia a compresion, es decir, fijands-a resi
tencia a traccionl/ y aumentando el factan,,. El desplazamiento impuesto cambia en el
tiempo para representar el proceso de carga y descarga como se indiguna [6.9(b):

Y Y
b N
_ I T ¥ 11 ]
YW EEERY! J‘ L i ;
8 A = Eara - — " 8

N |—

N |—

I
YYYVYVYVYYY

w/2 W/ 2
(a)

Figura 6.8. LAmina sometida a carga y descarga axial pura: (a) esquema del problema, (
de elementos finitos con condiciones de borde.

¥
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En cuanto a su geometria, la lamina tiene una altura tothl @&6.0nmcon un ancho
w  20.0nmy un espesor de 1.0mm (De Souza y otros 2008).

A0 Auy( l‘)
O =20MPa+——————
/|E=70GPa e 0.20mm |—
4
-0.14mmp— — — — — —
—_ T —_6(-:”0 6!
(@) (b)

Figura 6.9. Lamina sometida a carga y descarga axial pura. Caracteristicas de la carga apli

La fuerza y el desplazamiento fueron medidos en el punkagiira 6.8(b)), cuya relacion

se muestra en kigura 6.10 para un material con factor, 1.0. Igualmente se observa el
mismo resultado para el modelo de von Mises convencional y el modelo con undsral dif
renciado. En l&igura 6.11 se ilustran las relaciones fuerzalesplazamiento para otros
factores de relacion de resistencia del material. Eiglara 6.12 se muestra el compart
miento del modelo de von Mises con umbral diferenciado pgral.5

FUERZA [KN]
=

s
o
&

15 -0t -0j05 0.p5 o1 0.5 042 0.5

D
DESPLAZAMIENTO [mm]

- VON MISES CONVENCIONAL &— VON MISES MODIFICADO
Figura 6.10. Lamina sometida a carga y descarga axial pura. Relacién entre fuerza yade

miento vertical aplicado en el punto A y considerando un factor de relacion de resistencia:
1.0.
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&
~N
=
=3
&
=l
(=
el
&
=}
&

FUERZA [KN]

= - al

.4 -

Bl
o—o——.—_q// c

1
DESPLAZAMIENTO [mm]

—+—Factor ns= 1.0 Factor ns = 2.0 ——Factor ns = 3.0

—=+—Factor ns = 4.0 ——Factor ns = 3.5 Factor ns = 2.5

Figura 6.11. Lamina sometida a carga y descarga axial pura. Relacién entre fuerza yade
miento vertical aplicado en el punto A, considerando un factor de relacion de resistencias v

a1 . . — — 2

HESvas Z
2

-0.s 0.ps / g1 afs
585 /

02
[
[=]

FUERZA[KN]

| | w—

DESPLAZAMIENTO [mm]

4— CARGA —a— CARGA-DESCARGA-CARGA
Figura 6.12. Lamina sometida a carga y descarga axial pura. Mageldises con umbral dé-
renciado para una trayectoria de carga y carga-descarga-carga con un factor de relacir

tencia de 1.50.

En virtud de las caracteristicas del problema, se obtiene una distribucién uniforrse del e
fuerzo normal en direccién Y. La variable interna de evolucion de la deformacion plastica
acumulada se observa erHgura 6.13 asimismo, que los desplazamientos verticales cu-
ya variacion es lineal, se muestran eRitpura 6.14.
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EPS
0.018402

ID,DIBGDZ
0.018402
0.018402
- 0.018402
0.018402

SYY
-0.289
I -0.289
$-0.289
--0.289
--0.289

+-0.289
--0.289

(a) | (b)
Figura 6.13. Lamina sometida a carga y descarga axial pura. (a) Esfuerzo normal en Y, (b
macién plastica acumulada.

0.018402
0.018402
0.018402

0.018402

AVAYAYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY
\VAVAVAVAVAVAY \VAYAV,
AVV%;VAV%AWAVAV%}VAVI

Y-DISPLACEMENT

0
l-n,mssss

+-0.031111
--0.046667
- -0.062222
--0.077778
- -0.093333

IVD,WDBBQ

-0.12444

-0.14

Figura 6.14. LAmina sometida a carga y descarga axial pura. Desplazamiento vertical de la
en el dltimo paso de carga.

Ay
N

/

Para poder comparar los modelos fue necesario fijar en el modelo de von Mises con umbral
diferenciado, el factor da, 1.0 con lo cual se obtuvo una correspondencia muy buena
entre el modelo convencional y el modelo con umbral diferenciado.

A continuacion se simula la misma lamina con dos materiales elastoplasticos ca endur
cimiento lineal cuya pendiente es de 2.50GPa en lamgonl.0 Figura 6.15y con
n, 1.5Figura6.16
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&
9
)

15 -0f1 0405 0.p5 o1 0.15 0j2 0.p5

FUERZA [KN]
d
=
2

25
DESPLAZAMIENTO [mm]

#—-VON MISES MODIFICADO +=VON MISES CONVENCIONAL

Figura 6.15. Lamina sometida a carga y descarga axial pura. Relacion de fuerza y desplaz
con endurecimiento isétropo lineal con factor de relacion de resistencias igual a 1.0.

Tanto el material elastoplastico perfecto como los dos materiales con endurecindiento is
tropo analizados dan resultados coincidentes entre ambos moBgos 6.10y Figura
6.19. Ahora, cambiando la relacion entre resistencias, al.5, la curva fuerzatdesph-
zamiento para un material con endurecimiento isétropo lineal se muestigiguriat.16.

—

PR

FUERZA [KN]

b

L]

85
DESPLZAMIENTOS (mm)

—s—Factorns =150

Figura 6.16. Lamina sometida a carga y descarga axial pura. Relacion de fuerza y desplaz
con endurecimiento isétropo lineal con factor de relacion de resistencias de 1.50.

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 201



Ejemplos de aplicacion y validacion del modelo constitutivo 177

Tomando la misma probeta se realiz6 una simulacion considerando un material cen endur
cimiento exponencial y se comparan los resultados con el modelo de von Mises convencio-
nal obteniendo la curva fuerzadesplazamiento ilustrada enAura 6.17.

| e
A

B

FUERZA [KN]

Nrasal

0 05 1 15 2 25 3 35

DESPLAZAMIENTO (mm)

—8—MODELO VON MISES CON UMBRAL DIFERENCIADO —+— MODELO VON MISES CONVENCIONAL

Figura 6.17. LAmina sometida a carga y descarga axial pura. Relacion de fuerza y desplaz
con endurecimiento isétropo exponencial.

Los parametros de endurecimiento isétropo se fijan por medio de una expresiomexpone

cial que relaciona el esfuerzo en [GPa] y la deformacién plastica, la expresion usada fue
, 0.234exp 19" . Finalmente, se simulé la misma probeta con un material con-abla

damiento exponencial usando la misma expresion del caso affijenmaio una pendiente

de ablandamiento inicialdel 1.0GPay H 2.5GPa:

s

FUERZA [KN]

0 0s 1 15 2 25 3 35

DESPLAZAMIENTO (mm)

ABLANDAMIENTO H=-1.0GPa —e— ABLANDAMIENTO H=-2.50GPa

Figura 6.18. Lamina sometida a carga y descarga axial pura. Relacién de fuerza y desplaz
con endurecimiento y ablandamiento is6tropo exponencial.
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6.3. Viga sometida a carga distribuida uniforme.

6.3.1. Simulacion mediante un modelo constitutivo con superficie
de fluencia devon Mises con umbral diferenciado.

Una viga de 1.20m de longitud con una altura de 0.40m y un espesor de 0.30 en concreto
simple fFigura 6.19) cuyo modulo de Young es de 27500MPa, la relacién de Poisson de
0.20, la resistencia a la tracciésde 2.78MPa y relacion entre resistenciasnde 5.5,

esta sometida a una carga distribuidapdelMN /P como lo indica l&Figura 6.20(@). El
comportamiento del material se representa con un modelo de von Mises con urabral dif
renciado con plasticidad perfecta como lo indicgi¢ara 6.20(a).

7
pP=1MN/m2

LTI T T

AT (b)
€Y
Figura 6.19. Viga sometida a carga distribuida uniforme. (a) Esquema del ejemplo, (b) M
elementos finitos triangulares lineales.

\G
5, =2.75MPa |
/\E=27.5GPa g ‘py (U
/ TOMN|— —
//
y ¢
/ —
o mess/ -5.58, =30.50MPa (b)
(@

Figura 6.20. Viga sometida a carga distribuida uniforme. (a) Relacion esfuerzo - deformaci
Evolucién de la carga aplicada.

En el punto A Figura 6.19a)) se tomo el valor del desplazamiento vertical para sBf co
parado con la carga distribuida sobre la viga. La curva de catgsplazamiento obtenida
para este punto de la viga se muestra énigara 6.21 Alli se observa la respuesta estru
tural de la viga a flexion indicando el nimero de algunos pasos de carga.
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La Figura 6.22 muestra la geometria de la deformada de la viga y la distribuciondel de
plazamiento vertical en el Gltimo paso de carga.

Las Figura 6.23y Figura 6.24 describen la evolucion de la distribucion del esfuerae no
mal en direccion X global, en los casos de carga indicadaFéguia 6.21.

600

500 )

cHE e
17
il

<

1
0

)

CARGA DISTRIBUIDA (KN/m)

N ()

h

a 5 1 15 z 25 3

DESPLAZAMIENTO (mm)
Figura 6.21. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Relacion carga distribuida - des
miento en el punto A.

A continuacion se observa el desplazamiento en el ultimo paso de carga al igual que los
diagramas de esfuerzo principal y esfuerzo en direccion X global. Una vez alcanzado el
rango inelastico se puede observar la variacion en la posicion del eje neutro de & viga, r
duciendo la zona a compresion notoriamente en los Gltimos pasos de carga.

Y-DISPLACEMENT
l 0.00024363

-7.4621e-05
-0.00039288
--0.00071113
- -0.0010284
| -0.0013476
- -0.00168659
-0.0019842
-0.0023024

-0.0026207

paso 20
Figura 6.22. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Desplazamiento vertical en el
paso de carga.
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5-XX

0.49702
0.38935
0.28168
-0.17401
- 0.066347
-0.04132
-0.14899
-0.25666
-0.36432
-0.47199

8§-XX
1.9889
1.558
1.1272
- 0.6963
0.26544
-0.16542
-0.59628
-1.0271
-1.458
-1.8888

8-XX

2.8073
21785
1.5516

- 0.92383
0.296
-0.33182
-0.95964
-1.5875
-2.2153
-2.84H1

| sxx

A 2.8635
2.1036
?ﬁvv I 1.3438
AVAVAVAN YAVMEA‘N“L -0.17601
m&"‘ﬂm" -0.93589
, L -1.6958

WAVAV -2.4557

-3.2155
-3.9754

(d)
Figura 6.23. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Esfuerzo normal en X durante el ¢
carga: (a) 1, (b) 4, (c) 6y (d) 8.
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A AVATVAVAVAVAY VA VA A VAVAVAVATAVAN
wAWAWAVAYA.- i A AVAVAVAVAVAYAW
.,,rvv WAVAVA WAYAY,
S-XX
2.9299
II,TEBS
0.52702
--0.67441
--1.8758
B 303

- -4.2787

-5.4801
-6.6816
-7.883

§-XX
2.9996
IO,S4252
-1.7146
--4.0717
- -6.4288

| -8.7850
-11.143

135
15.857
18214

S-XX
3.0923
l-o.7eoe4
48736
- -8.5566
12,44

B .16.323
- -20.205

-24.088
-27.971
-31.854

(©)
Figura 6.24. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Esfuerzo normal en X durante el
carga: (a) 12, (b) 16 y (c) ultimo (20).

Lo anterior es valido en un proceso de carga monotonico tal como lo muestgarka
6.200b).

Por otra parte, el comportamiento de la variable interna de evolucion de la deformacion
plastica obtenido se muestra erfFlgura 6.26 en donde se evidencia que la influencia del
apoyo del modelo puede llegar a ser importante para el comportamiento del elesnento e
tructural:
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EPS
9.5463e-06

I 8.4856e-06
: 7.4249¢-06
- 6.3642e-06
- 5.3035e-06
- 4.2428e-06
- 3.1821e-06
2.1214e-06

I 1.0607e-06

0

EPS
7.7723e-05

I 6.9087e-05
6.0451e-05
- 5.1815e-05
- 4.3179e-05
- 3.4543e-05
- 2.5908e-05
1.7272e-05

I 8.6358e-06

]

(b)

EPS

0.00042169
l 0.00037483
- 0.00032798

- 0.00028112

- 0.00023427

ﬁi&l‘& Vi ! 0.00018742
AVEVAVAVAVAVAYE VAV :
ARV AV WAVAVA .

- 0.00014056
9.3708e-05
4.6854e-05

0

EPS
0.024457
l 0.02174
0.019022
- 0.016305
- 0.013587
- 0.01087
- 0.0081525
0.005435
I 0.0027175

0

(d)
Figura 6.25. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelosde Mises con umbral di-
renciado. Variable interna de evolucién de la deformacién plastica en el paso de carga (a)
(c) 12y (d) 16.
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EPS
0.23273
I0,20687
0.18101
-0.15515

- 0.12929
" 0.10343

0

Figura 6.26. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelosole Mises con umbral d&-
renciado. Variable interna de evolucion de la deformacién plastica en el paso de carga Ultir

- 0.077576
0.051717
0.025858

En cuanto al esfuerzo principal menor, los resultados se muestrafrignria 6.27 'y Fi-

gura 6.28

S-MIN

-0.2549
--0.38671
--0.51852

e

--0.65033
:-0.78215

-0.91396
-1.0458
11778

S-MIN

0.034934
l70.49245
-1.0199
L-1.5473
| -2.0747
2802

. -3.1204
-3.6568
-4.1842

-4.7116

(b)

S-MIN
0.077449
I -0.71718
15118
- -2.3065
31011
| -3.8057
- -4.6904
-5.485
-6.2797
-7.0743

(©
Figura 6.27. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelosde Mises con umbral dif-
renciado. Esfuerzo principal menor en el paso de carga (a) 1, (b) 4y (c) 6.

0.0087298
I -0.12308
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S-MIN
0.10502
I—O,Q?SQB
-2.083
--3.132
=421
-5.29
- -6.369
-7.448
-8.527
-9.606

S-MIN

0.15873
I -1.6707
™ _3.5001
--5.3295
. -7.1589
! -8.9883

--10.818

-12.647
-14.477
-16.306

S-MIN
0.30386
-2.3601

" 5.0242
\-7.6882

--10.352
-13.016

- -15.68
-18.344
-21.008

-23.672

LV AVAVAVEVA
AVAVAVAVAY,

S-MIN

0.54153
'—3.058

-6.6576
--10.257
--13.857

| -17.4s6

--21.056

-24.655
-28.255
-31.854

(d)
Figura 6.28. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelosole Mises con umbral dé-
renciado Esfuerzo principal menor en el paso de carga (a) 8, (b) 12, (c) 16 y (d) ultimo (20).
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6.3.2. Simulacion mediante un modelo constitutivo con superficie
de fluencia de Drucker - Prager.

A continuacion se modela el problema anterior pero usando un modelo con la superficie de
fluencia de DruckertPrager analizada en el apartado 3.3. A diferencia del procedimiento
anterior, en este caso como estrategia numérica de solucion se usé el método de la longitud
de arco.

De las modalidades dentro del modelo de Druckierager se utilizara aquel que hace co-
incidir la superficie de fluencia con los parametros de resistencia uniaxial a traccidn y co
presion del material, ya que se dispone Unicamente de los limites dados por este tipo de

ensayos.

A continuacion se muestra el campo de desplazamientos verticales obtenido para el dltimo
paso de carga convergido (paso 13), de éste en adelante se requeria una longitud de arco
mucho mayor lo cual demostraba la presencia de un mecanismo de falla:

VATAVAVEY
AVAVAVAY
Y

Y-DISPLACEMENT
0.0022482
l -0.00060723
" _0.0034627
. -0.0063181
- -0.0091736
" -0.012029
. -0.014885
-0.01774
-0.020595
-0.023451

paso 13
Areas coloreadas de DISPLACEMENT, Y-DISPLACEMENT.

Figura 6.29. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Druainager (aproxima-
cion uniaxial). Desplazamiento vertical en el Gltimo paso de carga.

S-XX
0.55288
0.4329

™ 0.31203
L 0.19296

- 0.072983
-0.04699

- -0.16696
I -0.28694

paso 1
Relleno coloreado suave ( Medio) de STRESS, S-XX.

Figura 6.30. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Druainager (aproxima-
cién uniaxial). Esfuerzo normal en direccion X global en el paso de carga 1.
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(@)

(b)

ATAVAVAVAT T VAR A VAV AVAVEVA
A AVAVAVAY AVATAY . SN
AV AVAVAY ; AVAVAVAV:

S-XX
2.7646
IO.QSUSQ
-D.86324
- -2.6772
- -4.4911
-6.3051
- -8.119
-9.9329
-11.747
-13.561

paso 4
Relleno coloreado suave ( Medio) de STRESS, S-XX.

(©)

S-XX

2.7884
l -1.4554
" -5.6002
©-9.943
. -14.187
18431

: -22.674

-26.918
-31.162
-35.406

paso 8
Relleno coloreado suave ( Medio) de STRESS, S5-XX:

(d)
Figura 6.31. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Druairager (aproxim-
cion uniaxial). Esfuerzo normal en direccién X global en el paso de carga (a) 2, (b) 3, (c) 4
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Figura 6.32. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drudlnager (aproxim-
cién uniaxial). Esfuerzo normal en direccion X global en el dltimo paso de carga (13).

Por otra parte, el comportamiento de la variable interna de evolucion de la deformacién
plastica que se obtuvo se muestra a continuacion:

@)

(b)
Figura 6.33. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drueienager (aproxima-
cion uniaxial). Variable interna de evolucion de la deformacion plastica en el paso de carg:
(b) 2.
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(@)

(b)

(©)

(d)
Figura 6.34. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Druainager (aproxim-
cion uniaxial). Variable interna de evolucién de la deformacién plastica en el paso de carg
(b) 4, (c) 8y (d) Gltimo.
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En cuanto al esfuerzo principal menor, los resultados fueron los siguientes:

@

(b)

(©

(d)
Figura 6.35. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Druainager (aproxima-
cion uniaxial). Esfuerzo principal menor en el paso de carga (a) 1, (b) 2, (c) 3y (d) 4.
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(@)

(b)
Figura 6.36. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Druak@mager (aproxifma-
cién uniaxial). Esfuerzo principal menor en el paso de carga (a) 8 y (b) dltimo.

Figura 6.37. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Druairager (aproxim-
cién uniaxial). Curva Carga distribuida vs. Desplazamiento en el centro de aplicacién de la
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Figura 6.38. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Comparacion de los modelos cer
vos de DruckertPrager (aproximacion uniaxial) y von Mises con umbral diferenciado.

En este caso se aprecia que los resultados entre los dos modelos son similares, para vigas de
baja esbeltez el efecto biaxial no se presenta como en muros pantalla, en los cugles la di
tribucion de esfuerzos depende de las propiedades geométricas. Se obselvigea la

6.38 el modelo de von Mises con umbral diferenciado alcanza la carga maxima de
500KN/m con menos desplazamiento que el requerido por el modelo de Dttietaager,

lo anterior debido a que este modelo sobreestima la resistencia a la compresiore-del mat
rial. Ambos resultados son asintoticos al mismo valor de carga ultima, una vez alcanzado
este valor, se presenta el mecanismo de falla por flexion de la viga.

6.4. Viga sometida a carga distribuida uniforme (2).

6.4.1. Simulacion mediante un modelo constitutivo con superficie
de fluencia devon Mises con umbral diferenciado.

En este ejemplo se utilizé la misma geometria del ejemplo 6.3, sin embargo las propiedades
mecanicas de los materiales fueron variadas, en este caso se usaran las propiedades mecan
caspromedio del acero de alta resistencia con una resistencia a la traccl@o\ea y

un factor de resistencian,, 5.50 obteniendo asi una resistencia a la compresion de
2310MPa, el médulo de elasticidad es constante para el acero a una temperatura ambiente
promedioE 210GPeg, las cuales se encuentran expuestas en la siguiente grafica:
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(b)
@)

Figura 6.39. Viga sometida a carga distribuida uniforme. (a) Relacion esfuerzo - deformaci
Evolucién de la carga aplicada.

La carga aplicada es monotdnica con pasos de carga de tamafo variable. La respuesta e
tructural se representa con la curva fuerza distribtidesplazamiento vertical en la mitad
de la luz mostrada en lagura 6.40.

Figura 6.40. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelosole Mises con umbral di-
renciado. Curva de capacidad de la estructura (fuedeaplazamiento).

Y las condiciones de esfuerzo émitimo paso de carga son las siguientes:

Figura 6.41 Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelosde Mises con umbral dif-
renciado. Esfuerzo Principal mayor en el Ultimo paso de carga.

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 201



Ejemplos de aplicacion y validacion del modelo constitutivo 193

Figura 6.42. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelosole Mises con umbral d&-
renciado. Esfuerzo Principal en direccion X global en el dltimo paso de carga.

Figura 6.43. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelosde Mises con umbral dif-
renciado. Esfuerzo Principal menor en el dltimo paso de carga.

Como se puede observar errFlgura 6.41, Figura 6.42y Figura 6.43 la plastificacion de

la viga se presenta tanto a traccion como a compresion en el centro de la luz, al tratarse de
plasticidad perfecta el momento flexionante no puede tomar valores mayores presentandose
un mecanismo de falla, en otras palabras, se generé una rotula plastica en el centro de la luz
de la viga que conduce a la inestabilidad del elemento estructural.

6.4.2. Simulaciébn mediante un modelo constitutivo con superficie
de fluencia de Drucker - Prager.

En este caso el material igualmente ha sido considerado elastoplastico perfecto usando una
aproximacion de la superficie de Mohr-Coulomb uniaxial al disponer Unicamente de los
limites dados por este tipo de ensayos.

El calculo de los parametros para el modelo de DruglRager se calculan con base en el
tipo de aproximacién que se quiera hacer, en este caso es una aproximacion uniaxial cuyos
parametros se definen de la siguiente manera:

/ sint < V.3 L"gtan/ (6.1)

¢ V.o Vo V

Teniendo en cuenta que las propiedades del material $6n2310.0MPa vy
¥ 420.0MPa, se obtienen los siguientes valores:

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 2010



194 Modelacion numérica con elementos finitos del concreto reforzado con fibras cortas med
modelo constitutivo de dafisplasticidad

/ 43.813¢ c 492.49/ (6.2)

Datos que se usan para el andlisis y definen la céfves. c, se obtienen los siguientes
resultados:

Figura 6.44. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drucker - Prager. Cu
capacidad de la estructura (fuerzalesplazamiento).

Y las condiciones de esfuerzo en el Ultimo paso de carga son las siguientes:

Figura 6.45. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drucker - Prager. Es
Principal mayor en el dltimo paso de carga.

Figura 6.46. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drucker - Prager. Es
Principal en direccion X global en el Gltimo paso de carga.
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Figura 6.47. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drucker - Prager. Es
Principal menor en el dltimo paso de carga.

Comparando el comportamiento de los dos modelos mediante la curva de capacidad se ob-
tiene la siguiente grafica:

Figura 6.48. Viga sometida a carga distribuida uniforme. Comparacion de los modelos cer
vos de DruckertPrager (aproximacion uniaxial) y von Mises con umbral diferenciado.

En laFigura 6.44 se puede observar el comportamiento de los dos modelos constitutivos,
el modelo de von Mises con umbral diferenciado alcanza el mismo valor de carga pico mu-
cho mas rapido que el modelo de Druckd?®rager, la rigidez inicial del modelo comu

bral diferenciado es mayor, por tal razon se requiere de menor desplazamiento para alcan-
zar la falla de la viga.
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6.5. Muro de concreto simple sometido a carga uniforme.

Un muro de concreto apoyado en sus extremos como lo indiguiea 6.49a), se somete

a carga uniforme en su cara superior (De Souza y otros 2008), dicha carga aumesta progr
sivamente Figura 6.49b)). El material tiene un modulo de Young de 27500MPa, ugna rel

cion de Poisson de 0.20, un esfuerzo a traccién y a compresién de 2.75MPa y 30.5MPa
respectivamente, considerando un comportamiento elastoplastico perfecto como se indica
en laFigura 6.49(c). En virtud de la simetria del problema, se modela la mitad del muro
con elementos cuadrilaterales isoparamétricos de 8 nkdpsd 6.49a)). El material se
representa mediante dos aproximaciones basadas en el modelo de plasticidad con superficie
de fluencia de Drucker-Prager, asismo se modela el mismo problema con el modelo
constitutivo de von Mises con umbral diferenciado.

(b)

@)
(©)

Figura 6.49. Muro de concreto sometido a carga distribuida uniforme. (a) Esquema gene
Evolucion de la carga distribuida uniforme y (¢) Relacion EsfuerBeformacion uniaxial de
material.

La respuesta estructural se mide mediante la relacion entre el desplazamiento en el punto A
(Figura 6.49a)) y la carga distribuida uniforme. Utilizando las aproximaciones dg- resi
tencias uniaxiales fijas y de resistencias biaxiales fijas, estudiadas en el apartado 3.3, se
obtuvieron las curvas mostradas erfrigura 6.50(a) y Figura 6.50(b). Los resultados in-

dican que la aproximacion uniaxial sobreestima fuertemente la carga maxima poc-el cara
ter dominante de un estado de esfuerzos de compresion biaxial en el modelo, lo anterior
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basado en el uso de las aproximaciones del cono de compresiéon y del cono de extension
presentadas en el apartado 3.3.

@)

(b)
Figura 6.50. Muro de concreto sometido a carga distribuida uniforme. Relacion carga distrit
desplazamiento en el punto A: (a) Aproximacion con resistencias uniaxiales fijas, (b) Aspr
cién con resistencias biaxiales fijas.

Las propiedades mecéanicas deben ser determinadas por ensayos donde lasspfabetas
llan de forma uniaxial. De ser empleado el esquema de modelacién biaxial no es sencillo
obtener los limites de falla por medio de un ensayo uniaxial convencional. Por lo tanto, un
tratamiento de mayor complejidad como reunir los puntos que representan la superficie de
falla bajo diversos estados (Kupfer y otros 1969), podria estaldtess factores biaxiales

para el modelo.

Asimismo se simul6 el problema con el modelo de von Mises con umbral diferenciado, del
cual se obtuvo la relacion fuerzalesplazamiento, mostrada errlgura 6.51:
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Figura 6.51. Muro de concreto sometido a carga distribuida uniforme. Relacion carga distrit
desplazamiento en el punto A para el modeleateMises con umbral diferenciado.

La respuesta estructural de las simulaciones realizadas con los tres modelos, mostradas en
la Figura 6.52, indican lo siguiente:

Figura 6.52. Muro de concreto sometido a carga distribuida uniforme. Comparaciénealaciam
carga distribuidatdesplazamiento en el punto A para los dos modelos (DrucReager yon
Mises con umbral diferenciado).

El comportamiento del modelo de von Mises con umbral diferenciado se encuentta ubica
entre los dos limites impuestos por las dos modalidades del modelo de Dtirrigyer.

Como se comentd anteriormente, el ensayo uniaxial presenta una sobreestimacion de la
resistencia a compresion del material, por ende su curva de respuesta estructural serd mu-
cho mayor, entre tanto, el modelo de von Mises con umbral diferenciado garantiza que los
esfuerzos de fallo sean proporcionales al fantgrcon lo que se obtendria con mayae-pr

cision el comportamiento real de la estructura en funcién directa de los parametros limite
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uniaxiales. Por otro lado se observa una rigidez similar al comienzo del proceso de carga
para ambos modelos.

(@) (b)
Figura 6.53. Muro de concreto sometido a carga distribuida uniforme. Modelmdlises con
umbral diferenciado. (a) Esfuerzo principal mayor, (b) deformacién plastica acumulada.

(a) (b)
Figura 6.54. Muro de concreto sometido a carga distribuida uniforme. Modelmddlises con
umbral diferenciado. (a) Esfuerzo en direccion X global, (b) Desplazamiento vertical.

En laFigura 6.54(a) se puede observar que la parte a traccion del muro ya ha superado e
limite de fluencia y ha plastificado en una gran zona, sin embargo cuando la plastificacion
progresa, ésta llega a los apoyos en donde se observa una gran acumulacion esfuerzo co
tante que aumenta la variable interna de deformacién plaBtgad 6.53(b)), claramente

se puede observar que la falla se propaga por el apoyo del muro.
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6.6. Viga sometida a carga vertical uniforme con una en-
talla.

6.6.1. Simulacion mediante un modelo constitutivo con superficie
de fluencia de Drucker - Prager.

En este ejemplo se modela una viga de 1.20m de longitud, con una altura de 0.40m y un
ancho de 0.30m, la cual presenta una entalla de espesor de Bidora 6.55a)). El ma-

terial posee las mismas propiedades del ejemplo 6.3. La viga esta sometida a una-carga un
formemente distribuida, aplicada progresivamente, el problema se modela con una malla de
elementos finitos triangulares lineales de menor tamafo en la zona de la entalla como lo
muestra la figuraKigura 6.55b)), se utilizan modelos constitutivos de DruckepPrager

con parametros uniaxiales fijos y von Mises con umbral diferenciado.

La geometria se muestra a continuacion:

(@)

(b)
Figura 6.55. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. (a) Esquema del prob
(b) Malla de elementos finitos.
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Los resultados obtenidos con el modelo de Druaienager son los siguientes:

Figura 6.56. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. Desplazamiento vertici
ultimo paso de carga

@)

(b)

(©)
Figura 6.57. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drugk&ger.
Esfuerzo principal mayor en el paso de carga: (a) 1, (b) 2y (c) 3.

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 2010



202 Modelacion numérica con elementos finitos del concreto reforzado con fibras cortas med
modelo constitutivo de dafisplasticidad

Figura 6.58. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drugk@iger.
Esfuerzo principal mayor en el paso de carga

(@)

(b)

(c)
Figura 6.59. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drugkeger.
Esfuerzo principal mayor en el paso de carga: (a) 8, (b) 12 y (c) ultimo.
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@)

(b)

(©)
Figura 6.60. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drugkemger.
Esfuerzo en direccion X global en el paso de carga: (a) 8, (b) 12 y (c) ultimo.
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(@) (b)
() (d)
(€) ()

Figura 6.61. Viga con entalla sometida a carga-d
tribuida uniforme. Modelo de DrucketPrager. \a-
riable interna de evolucién de la deformacién plas
para el paso de carga: (a) 1, (b) 2, (c) 3 (d) 4, (e) ¢
12 y (g) 15.

(¢)]
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@)

(b)

(©

(d)
Figura 6.62. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drugk=ger.
Esfuerzo principal menor para el paso de carga: (a) 1, (b) 2, (c) 3y (d) 4.
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(@)

(b)

(€)
Figura 6.63. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drugkager.
Esfuerzo principal menor para el paso de carga: (a) 8, (b) 12 y (c) ultimo.

Graficando la curva de capacidad (fuerzdesplazamiento en el punto A), se obtiene el
siguiente resultado:
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Figura 6.64. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. Modelo de Drugkager.
Relacion carga distribuidadesplazamiento en el punto A.

La Figura 6.64 describe la relacion carga distribuidadesplazamiento en el punto A. y
figuras anteriores muestran la evolucion de las variables de estado del modelo constitutivo
sedin el paso de carga. El esfuerzo principal mayor adquiere un valor maximo cerca de la
entalla en la etapa elastica del material. Por la diferencia en las resistencias de la plasticidad
perfecta del material, el esfuerzo principal normal en sentido X global aumenta &-compr
sibn y se mantiene casi constante a traccion. Con el aumento de la carga aplicada, la zona
de traccién conforma un bulbo alrededor de la entalla casa vez de mayor tamafio, reducien-
do progresivamente a la zona en compresion. En cambio la deformacion plastica aumenta
en magnitud durante la evolucién de la carga, concentrandose en el extremo de la entalla.

Otro aspecto que debe rescatarse es la concentracion de esfuerzos de corte en los bordes d
los apoyos, dependiendo del mallado y del tipo de apoyos, la plasticidad puede acencentra
se en estos lugares condicionando la falla de la estructura.

Una vez analizado el ejemplo con el modelo de plasticidad con superficie de fluencia de
Drucker tPrager, se analizara ahora usando la superficie de fluencia de von Mises con u
bral diferenciado.

6.6.2. Simulaciéon mediante un modelo constitutivo con superficie
de fluencia devon Mises con umbral diferenciado.

En este modelo se tuvieron en cuenta las propiedades usadas en el modelo anterior, calcu-
lando el factor de resistencias uniaxial, en este modelo se usara de la misma manera plast
cidad perfecta, como estrategia de solucion se utilizara el método de la longitud de arco
combinado con el método de NewtaRaphson convencional.
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Los resultados obtenidos del analisis fueron los siguientes:

Figura 6.65. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. Desplazamiento vertic:
ultimo paso de carga (factor de aplicacion de carga total = 0.80)

Como se puede observar erFigura 6.65, la viga presenta menor desplazamiento que en

el caso del modelo de DruckerPrager, debido a que la resistencia a la compresion pura
con la superficie de fluencia de Druck#&lPrager es mayor.

En cuanto a las variables de estado, dadara 6.66 a laFigura 6.69 muestran las distr
buciones de los esfuerzos maximo y minimo sobre la viga.

(@)

(b)

Figura 6.66. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. ModeleodeMises con
umbral diferenciado. Esfuerzo principal mayor en el paso de carga: (a) 3y (b) 8.
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@)

(b)

(©
Figura 6.67. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. ModeleodeéMises con
umbral diferenciado. Esfuerzo principal mayor en el paso de carga: (a) 12, (b) 20y (c) 40.

Figura 6.68. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. ModebleodeMises con
umbral diferenciado. Esfuerzo principal menor para el paso de®arga
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(@)

(b)

(©

(d)
Figura 6.69. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. ModeleodeMises con
umbral diferenciado. Esfuerzo principal menor para el paso de carga: (a) 8, (b) 12, (c) 20y
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@)

(b)

(©

(d)
Figura 6.70. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. ModeleodeMises con
umbral diferenciado. Esfuerzo normal en direccién X global en el paso de carga: (a) 3, (b) !
y (d) 20.
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Figura 6.71. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. ModeleodeMises con
umbral diferenciado. Esfuerzo normal en direccién X global en el paso de carga 40.

(@) (b)

(c) (d)

Figura 6.72. Viga con entalla sometida a carga-d
tribuida uniforme. Modelo de von Mises con umb
diferenciado. Variable interna de evolucion de
deformacion plastica para el paso de carga: (a) 3
8, (c) 12, (d) 20y (e) 40.

(e)
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En laFigura 6.69d), Figura 6.75y Figura 6.76(e) se observa que la viga alcanza um-co
portamiento inelastico tanto a traccion como a compresion, los valores absolutosde esfue
z0 maximo estan ubicados entre los 30.5MPa a compresiéon y 2.78MPa a traccién aprox
madamente, tal como fueron especificadas sus resistencias uniaxiales.

La relacion entre la fuerza y el desplazamiento vertical en la mitad de la luz de la viga se
ilustra en laFigura 6.73 alli se observa que el desplazamiento impuesto no supera
2.25mm, debido a la formacion de un mecanismo de fallo de la viga en ese instante que
genera divergencia en la estrategia de solucién numérica:

Figura 6.73. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. ModeleodeéMises con
umbral diferenciado. Relacién carga distribuitdesplazamiento en el punto A.

Ahora comparando los dos modelos (Druck#trager y von Mises con umbral diferemci

do) por medio de sus curvas de fuetzdesplazamiento se tiene el resultado mostrado en la
Figura 6.74. EI comportamiento de los dos modelos constitutivos es asintético a un mismo
valor, sin embargo, la rigidez del modelo de von Mises con umbral diferenciado es mayor
desde el sexto paso hasta la falla, con respecto al modelo de DtiRilegrer. Nuevamen-

te, se puede concluir que este problema esta fuertemente influenciado por una condicién
uniaxial de resistencias, el efecto biaxial influye mas en el caso de muros pantalla, es decir,
en vigas de mayor esbeltez:
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Figura 6.74. Viga con entalla sometida a carga distribuida uniforme. Comparacion de los m
constitutivos de plasticidad. Relacion carga distribuidasplazamiento en el punto A.

Una vez el modelo de von Mises con umbral diferenciado alcanza un valor cercano a
250MPa, se presentan inestabilidades numéricas que el método de la longitud denarco inte
ta localizar una solucion estable.

0.7. Lamina metalica con entallada lateral.

Este ejemplo se simulé con un modelo constitutivo Dafasticidad de Lemaitre amal

zado en el apartado 3.5. En cuanto a su geometria, la lamina tiene una altura total de
L 40.0nmcon un anchow 18.0mm vy la entalla lateral tiene un radio d@ 4.0mnr

(Figura 6.75(a)).

En la simulacion del problema se imponen desplazamientos verticales en la cara superior
gue evolucionan como lo indica fagura 6.75d). Por otro lado se establece un endurec
miento exponencial del material que parte de 62MPa hasta 170MPa al alcanzar ina defo
macion permanente grande.

La malla esta conformada por elementos finitos cuadrilaterales lineales isoparamétricos
como lo muestra |&igura 6.75c).
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(b)

@ (c) (d)

Figura 6.75. Ejercicio de una lamina con entalla a traccién: (a) solicitaciones impuestas al n
(b) relaciéon esfuerzo-deformacion del material, (c) malla de elementos finitos triangulares
usada, (d) tasa de aplicacién del desplazamiento vertical en el modelo.

Los resultados obtenidos para este ejemplo fueron los siguientes:

Figura 6.76. Ejercicio de una lamina con entalla a traccion: Relacién Fuerza equivalentea-
zamiento en la cara superior de la ldmina.

La Figura 6.76 muestra la relacién entre la fuerza equivalente y el desplazamiento vertical
en la cara superior de la lamina.
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@) (b)
Figura 6.77. LAmina con entalla sometida a traccion. Desplazamientos en el Gltimo paso d
(a) desplazamiento vertical y (b) desplazamiento horizontal.

(a) (b)
Figura 6.78. Lamina con entalla sometida a traccién. Variables internas en el dltimo pase
ga: (a) multiplicador plastico algoritmico, y (b) Variable R del endurecimiento isétropo.

Como se puede observar erFlgura 6.78 la plasticidad comienza en la entalla, y aumenta
orientandose hacia el eje de la probeta. Por otra parte, como se indi¢dagemdas.76, el

dafo no es relevante en el modelo, la pendiente con que se realiza en la descarga es similar
a la obtenida en la carga.
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6.8. Simulacidon numérica de vigas de concreto reforzado
con fibras cortas.

A continuacion se describe la simulacion numérica de tres vigas de concreto reforzado con
fibras cortas utilizando el modelo de von Mises con umbral diferenciado desarrollado en

esta Tesis. La viga identificada como V1 ha sido ensayada por (Barros & Cruz 2001), la
viga V2 por (Bencardino y otros 2009) y la viga V3 por (Ribeiro y otros 2009)

6.8.1.  Simulacion numérica de la viga V1

Este modelo consiste en una viga simplemente apoyada de concreto reforzado con fibras
cortas, esta sometida a una carga puntual en la mitad de la luz. La geometria de la viga se
indica en laFigura 6.79a), donde se observa una entalla de 5mm de ancho. El concreto
reforzado con fibras tiene un modulo de elasticiEad27200MPa y una relacion de Poi

son de 0.20 y resistencias a traccion y compresion de 2.75MPa y 30.53Mpa respectivame
te (Figura 6.80(a)) (Barros & Cruz 2001). La proporcion de fibras en el compuesto es de

k, 90kg/cnt.

Se construye una malla de elementos finitos triangulares densificada en la vecindad de la
entalla como se muestra endigura 6.79b). La carga puntual externa se aplica pragres
vamente como lo indica kigura 6.80(b).

El punto de atencion en este caso se centrara en representar el material por medie-del mod
lo de von Mises con umbral diferenciado, cuya relacién entre las resistencias a traccion y
compresionn,, 11.1C:

(b)

(a)
Figura 6.79. Viga sometida a carga puntual. (a) Esquema del ejemplo, (b) Malla de elemant
tos triangulares lineales.
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(b)
(a) , _
Figura 6.80. Viga sometida a carga puntual. (a) Relacion esfuerzo - deformacion, (b) Evoler
la carga aplicada.

A continuacion se ilustran los resultados obtenidos de la simulacion numériemuka
6.81 muestra la relacion entre la fuerza puntual y el desplazamiento vertical en la mitad de
la luz sobre la cara superior de la viga.

Figura 6.81. Viga sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbral diferenciade
cion fuerza distribuidatdesplazamiento en el centro de la luz.

Se observa que el modelo de von Mises con umbral diferenciado representa aproximad
mente la respuesta estructural promedio obtenida experimentalmente para una densidad de
fibra de 90Kg/m’®. La modelacion numérica tiene oscilaciones debidas a las inestabilid

des numéricas en el proceso de convergencia, inestabilidades que son comunes en la viga
una vez alcanzado el mecanismo, sin embargo su carga maxima mantiene carcaior

a 4000N similar a la curva promedio experimental.
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Figura 6.82. Viga con entalla sometida a carga puntual. Desplazamiento vertical en el dltirr
de carga.

En cuanto a las variables de estad®idmra 6.82 muestra la configuracién deformada 'y el
desplazamiento vertical de la vigaH@ura 6.83a Figura 6.90indican la distribucion del
esfuerzo principal mayor, principal menor, esfuerzo normal en direccién X global y evolu-
cion de la variable interna de deformacion plastica, respectivamente:

@)

(b)

(©

(d)
Figura 6.83. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-
ciado. Esfuerzo principal mayor en el paso de cargd0(dp) 20, (c) 40y (d) @
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(e)
Figura 6.84. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-c
ciado. Esfuerzo principal mayor en el paso de carga: (e) 200.

(@)

(b)

(©

(d)
Figura 6.85. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-c
ciado. Esfuerzo principal menor para el paso de carga: (a) 10, (b) 20, (c) 40 y (d) 80.
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(e)
Figura 6.86. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-c
ciado. Esfuerzo principal menor para el paso de carga: (e) 200.

@)

(b)

(©

(d)

Figura 6.87. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-c
ciado. Esfuerzo normal en direccién X global en el paso de carga: (a) 10, (b) 20, (c) 40y (d
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(e)

Figura 6.88. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-c
ciado. Esfuerzo normal en direccion X global en el paso de carga: (e) 200.

La evolucién de la variable interna de deformacion plastica tiene el siguiente @mport
miento:

(@) (b)

(©) (d)

Figura 6.89. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-c
ciado. Evolucion de la variable de deformacién plastica en el paso de carga: (a) 4, (b) 10,
(d) 40.
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(e)

Figura 6.90. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-
ciado. Evolucién de la variable de deformacion plastica en el paso de cpf. (e

Como se puede observar enFigura 6.83d) aFigura 6.85d) que el bulbo de esfuerzo
plastico a traccion se propaga desde la entalla y en compresion desde la parte superior. De
la misma manera se observa que el valor del esfuerzo se mantiene en el limite calculado
experimentalmente. De Fgura 6.87(a) a laFigura 6.87d) y en laFigura 6.88 se obse

va como el eje neutro de la seccién se reubica con el paso de los incrementos de carga, con
lo que se concluye que la altura efectiva en la mitad de la luz se reduce al superar el umbral
elastico.

El anterior comportamiento se ve reflejado en la evolucion de la variable interna de defo
macion plastica, a medida que la viga entallada plastifica, la variable interna aumenta y
propaga su efecto en toda su altura como se puede observadigur#a6.89c) en la que

el incremento de carga ya ha plastificado gran parte de la seccion, por otra paRgen la

ra 6.89(d) se presenta un fenémeno que es mas comun en vigas de baja altura y &s la plast
ficacién a compresion, las razones mas comunes de su causa son las cargas con muy baja
area de aplicacion ya que generan altos gradientes de esfuerzo en una zona puntual.

6.8.2.  Simulacion numérica de la viga V2.

Este modelo consiste en una viga simplemente apoyada de concreto reforzado con fibras
cortas, al igual que el caso anterior, la viga estd sometida a una carga puntual en la mitad de
la luz, la geometria de la viga se indica efrigura 6.91(a), la cual tiene una entalla de

5mm de ancho por 25mm de altura. El concreto reforzado con fibras tiene un médulo de
elasticidadE 33000MPa y una relacion de Poisson de 0.20 y resistencias a traccion y
compresion de 8.05MPa y 80.5Mpa respectivaméritpi(a 6.92a)) (Bencardino y otros

2009).
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Se construye una malla de elementos finitos triangulares como se muestraigurda
6.91(b). La carga puntual externa se aplica progresivamente como lo indiigula
6.92Db).

El punto de atencién en este caso se centrard en representar el material por medie-del mod
lo de von Mises con umbral diferenciado, cuya relacion entre las resistencias a traccion y
compresionn,, 10.0:

(b)
@)

Figura 6.91. Viga sometida a carga puntual. (&) Esquema del ejemplo, (b) Malla de ele
finitos triangulares lineales.

b
(@) (b)

Figura 6.92. Viga sometida a carga puntual. (a) Relacion esfuerzo - deformacién, (b) Evolu
la carga aplicada.

Sin embargo luego de utilizadas tales propiedades en la modelacion numérica se encontré
gue los resultados numéricos comparados con los experimentales eran notoriamente mayo-
res, debido a que la resistencia a traccién, considerandola del orden del 10% de la resisten-
cia a compresion es un valor que sigue siendo bastante alto en comparacién condes result
dos de la viga analizada en el anterior caso (V1), si bien la resistencia a la compresién del
concreto reforzado con fibras no aumenta tan drasticamente como se muestra, su influencia
real esta orientada a la resistencia a traccion. Por tal razon, en un comienzo se usaron las
propiedades mecanicas tomadas del anterior ensayo (Viga V1) y se buscé el factor que op-
timizaba el comportamiento experimental.

Como generalidades de los resultados experimentales y el modelo se puede decir que |
reduccion de la pendiente de la curva experimental presentada en el articulo seidebe pos
blemente a la formacion de una fisura por traccion conservando el comportamiento elastico
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de las fibras de acero que cruzan la fisura; mientras que la Ultima pendiente, esta asociada
con la plasticidad de las fibras.

De acuerdo a lo anterior, la formulacién implementada al igual que los modelos clasicos de
plasticidad o dafio describen de forma global el comportamiento estructural sin incluir el
proceso de fractura, es decir, sin considerar un enriquecimiento en la cinematica asociado a
la localizacion de la deformacion.

La resistencia a la compresion utilizada en la simulacion corresponde al 85% de laresiste
cia dada por los ensayos de cubos. Dado que la resistencia a la traccién del concreto no
estaba indicada en la referencia, se asumié que el factor de relacién entre las resistencias
del concreto reforzado con bajas cantidades de fibras de acero varia entre 8y 11.

A continuacion se ilustran los resultados obtenidos de la simulacion numériemua
6.93 muestra la relacion entre la fuerza puntual y el desplazamiento vertical en la mitad de
la luz sobre la cara superior de la viga.

Figura 6.93. Viga sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbral diferenciade
cion fuerza distribuidatdesplazamiento en el centro de la luz.

En la figura 2(c) y figura 3 del articulo experimental se puede observar que el modelo
numérico genera una respuesta muy similar al experimental (DS1%), la carga maxima de
falla se ubica sobre los 40 KN con un desplazamiento de 1mm en el centro de la luz, sin
embargo se observa en la simulacion que la resistencia del elemento disminuye en gran
proporcion a medida que se aumenta el desplazamiento. Se mostraran los resultados del
postproceso del modelo numérico con las propiedades optimizadas, el cual alcanza la resi
tencia pico del modelo experimental y se muestra en detalle a continuacion.
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Figura 6.94. Viga sometida a carga puntual. Modelo de Mises con umbral diferenciado. Re
cion fuerza distribuidatdesplazamiento en el centro de la luz, puntos de postproceso de-li
macion.

Para este modelo las propiedades mecanicas usadas son las siguientes:

b
(@) (b)

Figura 6.95. Viga sometida a carga puntual. (a) Relacion esfuerzo - deformacion, (b) Evolu
la carga aplicada.

Como era de esperarse, el factor de relacion de resistencias es mucho menor que en el caso
del concreto simple, puesto que el aporte principal del refuerzo con fibras como se ha men-
cionado anteriormente es el aumento de resistencia a la tension del material compuesto.

La Figura 6.96 muestra la configuracion deformada y el desplazamiento vertical de la viga.
En cuanto a las variables de estaddsitaura 6.97 a Figura 6.106indican la distribucion

del esfuerzo principal mayor, principal menor, normal en direccion X globaFiglaa
6.103y Figura 6.108indica la variable interna de evolucion de la deformacion pléstica,
respectivamente:
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Figura 6.96. Viga con entalla sometida a carga puntual. Desplazamiento vertical en el ultinr
de carga.

@)

(b)

(©

(d)
Figura 6.97. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-c
ciado. Esfuerzo principal mayor en el paso de carga: (a) 10, (b) 40, (c) 8D50(d)
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Figura 6.98. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-c
ciado. Esfuerzo principal mayor en el paso de carga 300.

(@)

(b)

(©)

(d)
Figura 6.99. Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbrai-c
ciado. Esfuerzo principal menor para el paso de carga: (a) 10, (b) 40, (c) 80 y (d) 150.
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Figura 6.100.Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbs:
renciado. Esfuerzo principal menor para el paso de carga 300.

@)

(b)

(©)

(d)
Figura 6.101.Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbs:
renciado Esfuerzo normal en direccién X global, paso de carga: (a) 10, (b) 40, (c) 80y (d) 1
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(e)
Figura 6.102.Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbs:
renciado. Esfuerzo normal en direccion X global, paso de carga: (e) 300.

La evolucién de la variable interna de deformacion plastica tiene el siguiente @mport
miento:

(@) (b)

(©) (d)

Figura 6.103.Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbs:
renciado. Variable interna de evolucion de la deformacién plastica para el paso de carga: (i
40, (c) 80y (d) 150.
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(e)
Figura 6.104. Viga con entalla sometida a carga puntual. ModelooteMises con umbral diferenciad
Evolucidn de la variable de deformacion plastica en el paso de carga: (e) 300.

En laFigura 6.99 Figura 6.101y Figura 6.103se observa que el bulbo de esfuerzo plast

co a traccion se propaga desde la entalla, el umbral de fallo est4 ubicado entre los 4.00MPa
a traccion aproximadamente (teniendo en cuenta que el postproceso se ha realizado por
medio de un suavizado), en cuanto a los apoyos, para evitar concentraciones de esfuerzo
cortante que magnifiquen la plastificacion en éstos, se ha apoyado la estructura en soportes
elasticos lo suficientemente rigidos para que no las produzcan. De la misma manera para

aplicar la carga se ha ubicado un segmento elastico de las mismas propiedades de los apo-
yos, sin embargo se puede observar dnidara 6.103d) y Figura 6.104que la concend

cion de esfuerzos y por ende la plastificacion en la parte superior de la viga se presenta en

los extremos del elemento de transferencia de la carga ya que hay un cambio de rigidez

importante y el soporte intenta introducirse en la viga.

Por otra parte, en Rigura 6.103se puede observar un fenébmeno similar al que se presento
en la viga analizada en el apartado 6.8.1, donde la plastificacion de la viga se propaga desde

la entalla hacia la parte superior de la viga segun sea la magnitud de la carga vettical apl
cada.

En general, observando Figura 6.93 y comparando el comportamiento del modelo
numérico usando las propiedades mecanicas del ejemplo del apartado 6.8.1 y el modelo
usando con el factor de resistencia calculado, como era de esperarse la resistengia a la co
presién varia poco, en cambio la resistencia a la traccion aumenta notoriamente, reduciendo
asi el factor de relacion de resistenciaque paso a ser, 7.64z con una resistencia a la
traccion ¥ 4.00MPa.

6.8.3.  Simulacion numérica de la viga V3.

Este articulo tiene como principal objetivo proponer un modelo numérico para el analisis de
estructuras de hormigon con fibras de acero, ademas usan herramientas comerciales como
ANSYS para la comparacién de los resultados. El modelo propuesto se aplica a diversos
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tipos de piezas bajo diversos tipos de solicitaciones con fines de ajustar el models-propue
to en el articulo (Ribeiro y otros 2009).

El modelo consiste en una viga simplemente apoyada de concreto reforzado conrfibras co
tas, al igual que el caso anterior, la viga estd sometida a una carga puntual en la mitad de la
luz, su geometria se indica erFigura 6.105a), la cual tiene una entalla de 5mm de ancho

por 25mm de altura. El concreto reforzado con fibras tiene un médulo de elasticidad

E 33000MPa y una relacion de Poisson de 0.20 y resistencias a traccion y compresion de
4.68MPay 43.71Mpa respectivamerfgg(ra 6.106a)) (Ribeiro y otros 2009).

Se construye una malla de elementos finitos triangulares como se muestraigurda
6.109b). La carga puntual externa se aplica progresivamente como lo inditgula
6.104b).

El punto de atencidn en este caso se centrard en representar el material por medie-del mod
lo de von Mises con umbral diferenciado, cuya relacién entre las resistencias a traccion y
compresionn,, 9.50:

@ (b)

Figura 6.105 Viga sometida a carga puntual. (a) Esquema del ejemplo, (b) Malla de ele
finitos triangulares lineales.

(b)
@)

Figura 6.106.Viga sometida a carga puntual. (a) Relacién esfuerzo - deformacion, (b) Evc
de la carga aplicada.

Sin embargo al igual que en el caso anterior, luego de utilizadas tales propiedades en la
modelacién numérica se encontrd que los resultados numéricos comparados coa-los exp

rimentales eran notoriamente mayores, la resistencia a traccion sigue siendo notoriamente
superior a la del promedio de un concreto reforzado con fibras promedio, considerandola
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del orden del 10% de la resistencia a compresion, es un valor que sigue siendo bastante alto
en comparacion con los resultados de las vigas analizadas anteriormente. Por tal razon, en
un comienzo se usaron las propiedades mecénicas tomadas del ensayo y se buscé el factor
gue optimizaba el comportamiento experimental.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos de la simulacion numémaguraa
6.107muestra la relacion entre la fuerza puntual y el desplazamiento vertical en la mitad de
la luz sobre la cara superior de la viga:

Figura 6.107. Viga sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbral diferen
Relacion fuerza distribuidadesplazamiento en el centro de la luz.

En la figura 9 del articulo se puede observar que el modelo numérico genera una resistencia
menor que la obtenida con las propiedades estimadas en los ensayos, la carga maxima de
falla se ubica cercana a los 25 KN con un desplazamiento de 0.90mm en el centro de la luz,
sin embargo se observa en el ensayo que la resistencia del elemento disminuye en gran pro-
porcién a medida que se aumenta el desplazamiento, es decir, se genera un ablandamiento
gue reduce drasticamente la capacidad del elemento estructural.

De la misma manera se observa que el modelo numérico no pierde la rigidez inicial como
lo hace el ensayo experimental, sino que éste llega con menor desplazamiento a la carga de
falla y empieza a ablandar a una menor tasa que el modelo experimental. Se mostraran los
resultados del postproceso del modelo numérico con las propiedades optimizadas, el cual
alcanza la resistencia pico del modelo experimental y se muestra en detalle a continuacion.
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Figura 6.108 Viga sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbral diferen
Relacion fuerza distribuidadesplazamiento en el centro de la luz, puntos de postprocesc
informacion.

Para este modelo las propiedades mecéanicas usadas son las siguientes:

(b)
(@)

Figura 6.109.Viga sometida a carga puntual. (a) Relacion esfuerzo - deformacién, (b) Evc
de la carga aplicada.

Como era de esperarse, el factor de relacion de resistencias es menor que en el caso del
concreto simple, puesto que el aporte principal del refuerzo con fibras como se & menci
nado anteriormente es el aumento de resistencia a la tension del material compuesto.
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Figura 6.110.Viga con entalla sometida a carga puntual. Desplazamiento vertical en el
paso de carga.

La Figura 6.110 muestra la configuracion deformada y el desplazamiento vertical de la
viga. En cuanto a las variables de estado, #glara 6.112aFigura 6.116indican la ds-
tribucion del esfuerzo principal mayor, principal menor, normal en direccién X global y la
Figura 6.117 muestra variable interna de evolucion de la deformacién plastica, reapectiv
mente:

@)

(b)

(©)
Figura 6.111.Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umébs:
renciado. Esfuerzo principal mayor en el paso de carga: (a) 10, (b) 30 y (c) 60.
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@)

(b)

(©)

Figura 6.112.Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbs:
renciado. Esfuerzo principal mayor en el paso de carga: (a) 100, (b) 150 y (c) 300.

Figura 6.113.Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umés:
renciado. Esfuerzo principal menor para el paso de carga 10.
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@)

(b)

(©)

(d)

(e)
Figura 6.114.Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbs:
renciado Esfuerzo principal menor para el paso de carga: (a) 30, (b) 6m0cid) 150 y (eB0OQ.
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(@)

(b)

(©

(d)

(e)
Figura 6.115.Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umbs:
renciado. Esfuerzo normal en direccién X global en el paso de carga: (a) 10, (b) 30, (c) 60
y (e) 150.
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Figura 6.116.Viga con entalla sometida a carga puntual. ModelgaiteMises con umbra
diferenciado Esfuerzo normal en direccion X global en el paso de carga 300.

(@) (b)
(©) (d)
(e) (f)

Figura 6.117.Viga con entalla sometida a carga puntual. Modelo de von Mises con umés:
renciado. Variable interna de evolucién de la deformacién plastica para el paso de carga: (i
30, (c) 60, (d) 100, (e) 150y (f) 300.
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Como se puede observar erFigura 6.112 Figura 6.114y Figura 6.116 la viga falla a
traccion y compresion, el umbral de falla estd ubicado entre los 2.55MPa a traccion
22.95MPa a compresion aproximadamente tal como fueron especificadas sus resistencias
uniaxiales, la viga ha reducido notoriamente su altura efectiva. lgualmente se puede obse
var que la carga puntual general una plastificacion pronunciada en su vecindad.

En cuanto a los apoyos, para evitar concentraciones de esfuerzo cortante que magnifiquen
la plastificacion en éstos, al igual que el caso anterior se ha apoyado la estructura-en sopo
tes elasticos y lo suficientemente rigidos para evitar este fenémeno, caso similar se us6 para
aplicar la carga, y hacer una reparticion homogénea en una zona limitada en el centro de la
luz de la viga.

En general como se ha visto en todos estos ejemplos de aplicacion, la formulaan impl
mentada se basa en un modelo constitutivo de plasticidad que describe de forma global la
respuesta estructural, por tal razén pueden esperarse diferencias con respecto alos result
dos experimentales debido a efectos locales como la formacién de una o varias microfisuras
gue seran puntos de partida para la propagacion de fracturas que regiran el proceso de
ablandamiento del material y su desempefio, la cinematica limita la respuesta del modelo al
compararlo con los resultados experimentales, al estar bajo un esquema de deformaciones
infinitesimales, las deformaciones una vez fracturado el material sufren saltos notorios.

La formulacién implementada se basa en un modelo canstitoontinuo deplasticidad

que describe de forma global la respuesta estructural. Sin embargo, pueden esperarse dif
rencias con respecto a los resultados experimentales en problemas donde se presenta la
formacion de una o algunas macro fisuras, debido a que el ablandamiento del neaterial d
pende del proceso de fractura.
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Capitulo 7
Conclusiones y Recomendaciones

7.1. Conclusiones

Las principales conclusiones de esta Tesis son las siguientes:

x En la simulacion del comportamiento elastico del concreto reforzado con filbras co
tas,sedemostré que el material reforzado con fibras de orientacién aleatoria+ecup
ra el caracter isétropo de sus propiedades mecanicas. Este modelo bidimensional
esta limitado a matriz de concreto y a fibras de acero con comportamiento elastico
lineal isétropo, que conservan adherencia perfecta entre ellos.

x Las propiedades mecénicas del concreto reforzado dependen de la cantidad de fibras
de acero. El médulo de elasticidad aumenta a medida que crece el contemido de f
bras, la resistencia a traccion aumenta notoriamente ya que las fibras le dan ductil
dad al compuesto. Una vez fisurado el concreto a traccion, las fibras aporten una r
sistencia adicional, hasta que se presente el deslizamiento entre la fibra y el concreto
o la fluencia de la misma.

x El modelo de Lemaitre (Lemaitre & Chaboche 1990) no permite el desacople de los
fendmenos de dafio y plasticidad puesto que la integridad material definida en el
capitulo 3.5.1 las relaciona univocamente, por tal razén no se puede analizar los
comportamientos de los materiales componentes por aparte. Igualmente, al realizar
algunas pruebas variando las propiedades del modelo constitutivo, el daf@ no pr
senta mayor influencia. Por ende se buscaron otras alternativas logrando saejor re
puesta por parte de modelos constitutivos de plasticidad.

x El comportamiento mecanico de vigas de concreto reforzado con fibras cortas de
acero se puede representar mediante un modelo constitutivo basado en el criterio de
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1.2.

fluencia de vorMises y en un factor de amplificacion del dominio elasticona co
presion tomado de los modelos de dafio (Oliver y otros 1990). Dicha aproximacion
fue formulada en el marco de la mecanica del medio continuo, implementada en el
método de los elementos finitos y validada con algunos ensayos documentados
(Barros & Cruz 2001, Bencardino y otros 2009, Ribeiro y otros 2009).

Se obtuvo una nueva superficie de fluencia para materiales producto de tomar el
modelo de von Mises convencional e implementar un factor de correccién-de u
brales fundamentado originalmente para un modelo de dafio is6tropo, desarrollando
todas las propiedades del mismo para diferentes casos. Creando asi, una alternativa
a la técnica comun de la definicion de condicionales de la funcion de fluencia que
afectaban notoriamente la convergencia cuadratica del modelo.

El modelo de von Mises con umbral diferenciado ajusta mejor la respuesta exper
mental que el modelo de Drucke&rPrager con aproximacion uniaxial, si bien, el
modelo de von Mises tiene definida su superficie de fluencia en los cuadrantes | y
lll por medio de segmentos de circulo que mantienen constante el umbral de fallo,
la superficie de fluencia de DrucketsPrager usa aproximaciones elipticas que so-
breestiman el comportamiento del material ante estados de compresion pura.

Se observa que la respuesta numérica comparada con la experimental difiere en a
gunos casos, una de las razones es el microfisuramiento y posterior propagacion de
fracturas en zonas cercanas a la entalla, la formulacion establecida en este documen-
to requeriria enriquecer la cinematica para captar este tipo de fenémenos.

Recomendaciones para futuros trabajos

La determinacién de las propiedades mecéanicas de un material compuesto depende
de sus materiales componentes como se observo en el Cap#imetbargo, los
valores obtenidos para el material compuesto no necesariamente deben cumplir los
rangos limite establecidos por la mecéanica del medio continuo, si bien, un material
compuesto mas que un material es un sistema y el valor de sus propiedadés mecan
cas es la mezcla de las propiedades de los componentes mas su orientacion, en el
Anexo B usando la teoria de mezclas clasica.

El uso de fibras cortas evidencia concentraciones de esfuerzo en sus extremos, dicho
fendmeno puede generar un deslizamiento fibraatriz progresivo que acabaria
conduciendo a una pérdida de resistencia y ductilidad del conjunto, es conveniente
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analizarel factor de pérdida de resistencia asociada a éste fendbmeno. Sin embargo la
teoria de mezclas (clasica, generalizada o sgperalelo) no contemplan la posib

lidad de modelar dicho fendmeno puesto que en direccion paralela a la fibra los ten-
sores de deformacion son iguales para los materiales componentes, y se requiere
gue haya una diferencia de deformacién entre los materiales para asi poder calcular
el cortante asociado (Car 2000, Rastellini 2006).

X La resistencia a compresion de los materiales compuestos depende de la resistencia
de cada uno de sus componentes, y el pandeo de las fibras es un fendmeno comun a
medida que evoluciona el dafio de la matriz. En el caso critico de que la tatriz a
cance un dafio cercano al 100%, el pandeo se regiria por la carga critica de las fibras
(Martinez 2008) .

X Bajo un esquema de grandes deformaciones descrito en el Anexo C (Arroyo 2010,
Belytschko y otros 2000, Bonet & Wood 1997) se puede observar que las fibras
tienden aeorientarse en direccion a la carga, en cuyo caso se puede utilizar un mo-
delo constitutivo hiperelastico Neohookeano que permita ver dicho fenomeno. L
geometria del modelo puede cambiar conforme sea la orientacion de la fibra, mas
aun, si el medio posee fibras distribuidas aleatoriamente, esta orientacién requiere
de un andlisis mas complejo debido a la fuerte anisotropia del material.

x Puesto que el fendmeno de localizacion y el fisuramiento no se capta de farma co
veniente con este modelo, se recomienda que en futuros trabajos se incluya en el
modelo una cinematica enriquecida especial que describa la evolucion deida local
zacion de la deformacioén y se asocie la ley de ablandamiento a la relacién entre la
traccion y la apertura de la discontinuidad.
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Elemento finito triangular lineal
elastico ortotropo

En este anexo se presenta la formulacién del elemento finito triangular lineal elastico que
se requiere para la primera parte del desarrollo de la Tesis, para tal fin se parite del
cipio de los trabajos virtuales teniendo en cuenta la representacion de la ecuacién const
tutiva en un estado plano, para obtener finalmente la matriz de rigidez elemental.

A.1. Determinacién del operador constitutivo tangente
elastico del material

En este anexo se presenta la formulacion en elementos finitos para elementos triangulares
lineales de elasticidad ortétropa, para este caso las propiedades mecanicas de la ecuacion
constitutiva se incrementan con respecto al caso isotrépico, para tener un completo espectro
de definicion, se partira de la condicion anisotropa en tres dimensiones.

La relacién constitutiva inversa de un material elastico se puede escribir en notaciéon de
Voigt, de la forma:

N s @ (A.1)

Donde "+ y V' son las matrices columna que contienen las componentes de laadeform
cion y del esfuerzo respectivamente.
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En general, la matriz constitutiva elastica inveiSa]( para un material anisotropo, bajo un
estado espacial de esfuerzos y deformaciones, se puede expresar por medio de la siguiente
matriz:

1 g w9 & Fw OOQO Oa

EE' 5E 5E «
Q@ #2591 P 025959 4 5
EE EE’ EE «
EQ Q@ £:020:00 55 00 (& (A-2)
E&’ =13 EE «
0 0 0 L, 0 0«
0 0 0 0o B, 0
0 0 0 0 0 B

Donde las constantes corresponden a los modulos elasticos paralelos a cada eje coordenado
E.. E; Yy E, los modulos elasticos a cortante en los tres pl&psG,, y G, v las rea-

ciones de Poissonen cadapla@gh, @, @, @, QY Q.

Para la modelacion de un material ortotropo es necesario tener en cuenta que sa-comport
miento es marcadamente direccionado, es decir, sus propiedades mecéanicas vargan con re
pecto a su orientacion, teniendo asi tres direcciones principales ortogonales entre si.

Considerando un estado plano de esfuerzos en el plano XY, se pueden estabéeser
siguientes hipotesis:

VvV ¥ ¥ 0 (A.3)
En consecuencia, la relacion constitutiva elastica inversa se reduce a (Ofiate 1995):
1 a
E & O «
< » @ 1 « K
L @ KWy » E E 0 z H?& (A.4)
So % « 5
0 0 —«
Gy

No obstante, para obtener el tensor constitutivo elastico para el estado plano de esfuerzos es
necesario calcular la inversa de la matgz ]6 obteniéndose la siguiente expresion:

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 201



Elemento finito triangular lineal elastico ortétropo 247

a

«

& QE 0 «

1 Q «
*Gee L& ; ¢ 09

0 0 1 0. % ? E.

“TQg 901 ,0,0¢

Dicha matriz tiene la particularidad de estar expresada Unicamente en funcién del médulo
de elasticidacE, y las relaciones de Poissa@ y @ a partir de las siguientes relaciones
(Ofiate 1995):

5 4

Ex @ (A.6)
L1 ony 1% (A.7)
Gy & K '

Cabe anotar que la matri€ corresponde a un material cuyos ejes principales se encuen-
tran alineados con el sistema de referencia.

Figura A.1. Orientacion de las direcciones materiales.

Considerando ahora un material cuyas caracteristicas mecéanicas estan dadas ex+ una dire
cion diferente a la orientacion de los ejes coordenados globales, es decir que sus direccio-
nes materiales se encuentran alineadas con un sistema cooragnggura A.1) el cual

a su vez esta rotado un angulaon respecto al sistema global X, Y, si se conoce la matriz
constitutiva elastica' expresada en términos de los ejes materigjesse puede rase

cribir dicha relacion en términos del sistema global xy como:
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Ec@r >C@ (A.8)

Donde la matriz de transformaciél estad dada por la siguiente expresion (Weaver &
Johnston 1984).
cos T serf 7 sen@s T
¥ @ sefr cos T sen @os (A.9)
2sen7cos T 2sen €os T7cds — Tsen«

Ahora, desarrollando el triple producto para la transformacion de la matriz constitutiva
elastica, se obtienen los siguientes coeficientes, término a término:

§ E,cos T 2QF sefd @03 4% Exse‘hz
Ce _ 1 o5 S « (A.10)

1 O :
“QW©Q4GWseﬁ 7o T1 0, Q «

—

5 E seri Itos T o cos T, Pseh T 2

1 «
C S « .
£ PR %Eyseﬁ Tos1T 4G, seh @38 I . Q. (A11)
E,senfcos’ 7 (E sencd 7T ‘1
1 8 Q@ «
ce —— - serl dos - seh c@s T« A.12
£ 7 Q o QE e QE « (A.12)
2G, senTcos 7coé Tseh T QZ4
1 8 E;sed 7 2 QF seh cbs 7& Eco$ i
C¢ 1 o R @ « (A.13)
YQW@QZGWseﬁ Tcod 71 0 @ «

1 §serffos TR 2k K |;§ «
Ce —— © & " o« (A.14)
1 &W@O 2 °1 «
cos T sef 7 1 0,0G «

Como particularidad de esta matriz constitutiva elastica, al considerarse iguales ks propi
dades mecénicas en las direcciones materiales, se obtendria una matriz constitutiva elastica
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isétropa, es decir que las propiedades mecanicas del sélido son independientes del angulo
en que se encuentren referenciados los ejes materiales, lo anterior se puede comprobar
asumiendo las siguientes condiciones (Weaver & Johnston 1984).

S (A.15)

v O (A.16)
Para la primera componente del tensor constitutivo elastico se llega a la siguieete expr
sion:
1 § Ecos' T 2&sed b8 TEseh?

C = « A.17
Y1 Go 4Gserd Teod T1 20 « ( )

Que al reducirla se obtiene:

1
Cree 1 o @éf (A.18)

Obteniendo la primera componente del tensor constitutivo elastico para un estado plano de
eduerzos, el cual se muestra a continuacién

1 - ¢
Te T

a

«

« (A.19)

0
0
1 0 G

A.2. Implementacion en el método de los elementas fin
tos

Como se comentd anteriormente, se model6 con elementos triangulares lineales para la
implementacion del modelo al método de los elementos finitos; para esto se defini6 una

matriz constitutiva elastica para un material ortétropo cuyos ejes principales se encuentran

rotados un determinado angulo respecto al sistema coordenado de referencia XY, y se
asignd una rotacion aleatoria a cada uno de los elementos que conforman la malla, como se
muestra en l&igura A.2:
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Figura A.2. Determinacion de los ejes materiales al interior de los elementos finitos.

Sin embargo, para aplicar el método de los elementos finitos y obtener la matriz de rigidez
del elemento se pueden usar diversos argumentos, uno de los principios mas utilizados es el
de los trabajos virtuales, a partir de éste se puede obtener la expresion integral de equilibrio
en problemas de elasticidad bidimensional; dicha ecuacion se puede expresar de la siguien-
te manera:

3/\674’\ ¥ dA AsfuTGbAédA 38 a &d- b uM @ (A20)

il

. GH YV ,GH Y , CéIjAWBA ull v@g ed/

A.21
3@t Gt €d” *} UuGX™ v %~ ( )

Dicho principio iguala el trabajo realizado por las acciones internas del material al trabajo

realizado por las cargas externas impuestas al mismo (acciones puntuales, distribuidas y de

campo), tal expresion se puede ver representada de una forma condensada:

T ~ & T
3@ B dA 36K EJA 3G W .'* i G (A.22)

De donde:
@ >G Ve (A.23)
@ GH, Ga (A.24)
@ >G5 vG (A.25)

T

t t.t2 (A.26)
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T

b b,h? (A.27)

T

aq XY (A.28)

En las integrales de PTV sélo intervienen primeras derivadas de los desplazamientos, lo
que exige continuidad de cla€@ a la aproximacion de elementos finitos. Este requisito se
mantiene para todos los problemas en los que se hace uso directo de la teoria deé-la elastic
dad (Oiate 1995).

Un elemento triangular lineal definido por los nudos de coordenadag , X,.Y, Y

X5, Y, tiene dos funciones de aproximacion asociadas a las componentes deadesplaz
mientou X,y y v X,y como lo muestra I&igura A.3. Tales componentes dadas para
todo punto x,y en el interior del elemento se pueden expresar en funcion de loa-despl
zamientos nodales como:

Figura A.3. Geometria del elemento finito.

Considerando un elemento aislado, como el déidara A.3, los desplazamientos cart
sianos de cualquier punto se pueden expresar en funcion de sus desplazamientos nodales
como:

uxy N xy U N, xy 0, N, xy U (A.29)

vxy N xy Vi N, xy V, Nyxy Vv, (A.30)

En donde u,v y N, son los desplazamientos horizontal y vertical y la funcion de forma

i1
del nodo i del elemento, respectivamente. Las anteriores expresiones se pueden escribir
matricialmente de la siguiente manera:
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Ul-
Ve

iog e 0N 0N 0% (A31)
\'a ¢O Nl 0 N2 0 N3_| Vf
Us,
V3°_

Suponiendo que los tres nodos del elemento definen una variacion lineal del campo de de
plazamientos que puede escribirse de la siguiente manera:

u L X W (A.32)

v R ¥ (A.33)

Y que al hacer coincidir las funciones de interpolacién de los desplazamientos con los valo-
res nodales, se puede llegar a la siguiente expresion (Ofiate 1995).

u

oae & hx gy"u & Bx ¢gy’™y a bx ¢y § (A.34)

Se obtiene para todoj k 1,2,
a XY XYy b Y fo««c« G X X (A.35)

Posterior a la definicion de las funciones de forma, es necesario realizar la discretizacion
tanto del campo de deformaciones, como del campo de esfuerzos. Para el tratamiento de las
deformaciones es necesario usar las relaciones deformacién-desplazamiento que son 3 para
un estado plano de esfuerzos, al igual que las funciones de aproximacion de desplazamiento
en cualquier punto del elemento finito:

w N, wN, W,

— u u A.36

H WO XWX l\k ( )
N WN, W,

v % (A.37)

<

Us Vs (A.38)

Organizandolas de forma matricial se obtiene la siguiente expresion:
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25:
- a . U-
W N BN R
W o W °o XV X W « i
N w ° N, |° wN W« _uB
"M ®@— % 0 —| 0 210 —2® (A.39)
o W o w yw Yy NV, «
SwWoowe W, N N Nw Nw Now U
y WX W OW([; YW X Wy WX<-(.W3°'
La cual se puede reescribir en forma abreviada de la siguiente manera:
"NAoB @ (A.40)
Remplazando las funciones de forma se llega a la siguiente expresion:
b 0|k O|b @
B @2— 0 q 0 ¢ |0 o (A.41)
¢ blg by

En cuanto a la discretizacion del campo de esfuerzos, se parte de la ecuacion de equilibrio
deducida a partir del método del trabajo virtual aplicada a un elemento aislado. Basicamen-
te las fuerzas que pueden actuar en el elemento finito son las siguientes:

Figura A.4. Cargas aplicadas al elemento finito.

Ahora, suponiendo que el equilibrio de elemento se establece Unicamente en los nodos, se
pueden definir unas fuerzas puntuales que actien sobre los nodos (fuerzas nodales de equ
librio) que equilibren las fuerzas debidas a la deformacion del elemento y al resto de las

fuerzas actuantes sobre el mismo, para calcular dichas fuerzas se usa el principio de los
trabajos virtuales, obteniendo:
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3 3
3@ B AA 3 X EJA 3G W * y&XlT v M (A42

il i1

Reorganizando la ecuacion de equilibrio, convirtiendo el trabajo virtual realizado por las
fuerzas de equilibrio nodales en un producto matricial y teniendo en cuenta que las despl
zamientos virtuales son arbitrarios, se deduce que (Ofiate 1995).

§BT 1e dA A31T Ee'dA 31 wd "~ * (A.43)
Recordando que la ecuacion constitutiva esta dada por la siguiente ecuacion:
1 & 0°0 ° (A.44)

Remplazando la ecuacién (A.44) en la ecuacion de equilibrio (A.43) se llega matricialmen-
te a:

B @B@X Q" 3,8 @M @iN |

T A 9 T s~ T e (A.45)
3B @ taA 3N @ tdA 3N @td "N
Abreviando la expresion se obtiene.
X @M 5 4§ ° (A.46)
En donde:
k ) b, f . f v (A.47)
e T
F5 3B'@ K@ aA (A.48)
e T 0~
¥, 3B @ edA (A.49)
e T '
f, 3N @ ean (A.50)
e T A
F° 3N @ed (A.51)

En conclusion, se puede calcular la matriz de rigidez del elemento triangular de 3 nodos
bajo un modelo constitutivo elastico ortétropo en un estado plano de esfuerzos obteniendo:
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X @ 3,8'@ >B @i (A.52)

Este elemento finito tiene la particularidad de que las componentes de su matriz de rigidez
son constantes y por ende se puede extraer el producto triple matricial de la integral doble,
es decir:

e T T
K @B @ >B @3>dA@B Cc Bt@ (A.53)
Las matrices del producto triple matricial son las siguientes:
b O|b O|b
B @—o G| 0 6|0 ¢ (A.54)
¢ bic Blg I
b 0 ¢
0 ¢ b
1 b2 0 cx
B’ A.
@2Ae 0 ¢ bzz (A.55)
b3 0 Cs«
0 ¢ by

Ce C,cCg
«

Xc @C21C Cr Lo (A.56)
Cf CyC G

Por ende la matriz de rigidez del elemento triangular lineal para este caso es:

I »
e TE GG TR0 (b, 0[ b 0 ¢
@ w3 0, E;; €6 Ca€ Cy §056| 0 | 0 ¢ dl  (AS57)
» @39 Cy,C Cy 9cghlc bl g b o
b, 0 ¢ R
0 ¢ b Y

Realizando el triple producto e integrando, se llega a la siguiente expresion matricial:
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¢ GgcCh & (A.58)

b’C, 2chG |b Cg Coc | b G Gyge | b G ceGh ¢ b Gh G | ch Gg Gy

GCg 6 Co Gl | 6 Gy Guoc| G GocCh|c ¢ Gb €6 ¢ G Gelk

G CH CE | ¢C, 268G, |G GB G | ¢ Gge Gh el ¢ G C5 [c¢ Gg Ghg

b Gy Gy b'Csg h GlE Gec| bGecghblc bGh Geg| cb Gg Golf

b, Cih g |b CE Cli | BC, 260G | b G Ghe | h GhcGs ¢ b G Gh«

t§° & Gb %6 | o CEm Ch dgcg ¢ GE Gbe ¢ GheGelc £ Ge Gk
400 G G Cu8 |G C,& Cihe |c G, Cu6 | G, 260G, |G G lE Gige

b, Ciy O | B Cg Cb | b Cue Cuoc BCg bGbegelch e 6P

b G CuG | b G G| b G G | B GG G | BG, 26h% | b GecGle

G G GG | & G Cihe| ¢ G, Gl | G G, Cghe ciCg £ G &g db

G CH Gt | G Co® GuhC | G GbCGG §¢ Co, Cub | G Gule GuoC | GG, 20bG, o

b, Cfh Cu& | b C,& Cihc| b CbCue [ch Coo, Cub | b Culg Cuoc Bcg ¢
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Variacion de las propiedades
mecanicas de un material compuesto
segun la orientacion de fibras

En este anexo se presenta las tendencias de las propiedades mecanicas de un materia
compuesto en un esquema plano de esfuerzos partiendo de una formulacion enrres dime
siones, segun la orientacién de las fibras, haciendo uso de la teoria de mezclas clasica. El
procedimiento se presenta por medio de un ejemplo, partiendo de un valor de propiedades
mecanicas asumidas.

B.1. Determinaciéon del tensor constitutivo elastico segun
la teoria de mezclas

En este ejercicio supone un material compuesto por matriz y fibra orientadas simétricamen-
te en r Z, lo que se busca es estimar la variacion de las propiedades mecanicas usando la
teoria tridimensional de la elasticidadon la variacion del angulo de las fibras se obtiene

un nuevo compuesto el cual tiene diferentes propiedades al anterior, en este momento cabe
resaltar como se hizo anteriormente, que las variables que se manejan en el compuesto son
varias, las cuales usualmente son tratadas por medio de un andlisis estadistico.

El esquema que se maneja en este caso es el siguiente:
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Figura B.1. Geometria del material compuesto a analizar.

Para la implementacion del compuesto se propuso un modelo el cual se varia el &ngulo de
las fibras en unintervalod2d D d .

B.1.1. Tensor constitutivo de la matriz de concreto

La resina epoxica en este caso es considerada un material isétropo por tal razén su tensor
constitutivo no estara afectado por el sistema coordenado de referencia. Las propiedades
mecanicas de la matriz de concreto son las siguientes:

- 1
E 2 10WPa @ 0.35Z G ——— 1.478ullBPa (B.1)
21 Q
Se obtiene la matriz de compresibilidad elastica como:
1 Q Q °
= E |_E 0 0 0« »
1 Q « O »
EE E° O Q% 250  0.0882 0.0882 0 0o o
0 1 @ « 00882 250 00882 0 0 >0
— LA — 0 0O« »
. E E E « L, 0.0882 00882 250 0 0 5
C. « 1uo < (B.2)
1, o « 0 0 0 6765 0 20,
G « « 0 0 0 0 6765 »0 >
« P
Ssim R 0 0 0 0 0 665
G « »
1« »
GY 2

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 201



Variacion de las propiedades mecanicas de un material compuesto segln la orientacion de fibras 25¢

Ahora calculando la inversa de la anterior matriz se obtiene el tensor constitutivo elastico
de la matriz:

6.5061 3.5497 35497 0 0 *
3.5497 6.5061 3.5497 0 0 0)
3.5497 3.5497 6.5061 0 0 O«
C, 1 1@ « (B.3)
0 0 0 14782 0 0 «
0 0 0 0 14782 0«
0 0 0 0 0 14782

B.1.2. Tensor constitutivo del refuerzo

La fibra de carbono se considerard como un material ortétropo puesto que mantiene una
gran diferencia en sus propiedades mecéanicas tanto en direccion longitudinal camo en d
reccion transversal. Para este caso particular se considerara que la fibra tiene lamisma r
sistencia de la matriz en direccion transversal.

Una vez obtenida la matriz en el sistema de referencia local, se procede a rotarl@-a coord
nadas globales. Las propiedades mecanicas de la fibra en coordenadas locales-son las s
guientes:

'‘E, 242 10Pa

‘@ 0200" Q t—EL 0 0.2(

‘'@ 0200' Q LL—E?L 20 0.0033 (B.4)

L

L
'Q 0200' Q —E“ 1,00.0033

‘E, 'E, {4.0ul0Pa

Para obtener los modulos a corte del material compuesto, se parte de una formulacion
aproximada:
1 §- ) 2 ]§ l021
LGlz © LEz "1 (05E1
11 °,8 10,8
G, 'Be 'Bo

3.041u10Y
>
(B.5)

3.041u10%
°1
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101 ",8 1 048
I_G‘zs LES © ) E ©
Teniendo en cuenta que en ejes locales, la matriz de compresibilidad eléstica esta dada por:

L L a
1 @ 4 0 0 0

«

6.0u10%°
*1

E E E »
'-7@ l } Q2 0 0 0 «
E E E « 0.04132 0.00826 0.00826 O 0 )
« <
L. o, 1 £ o o 0.00826  2.50 050 0 O d
E E E « 0.00826  0.50 2.50 0 o0 O
o 1 ¢ tud 0 0 0 600 O 05 (B.6)
0 0 0 - 0 0« «
Gz « 0 0 0 0 3041 O«
<«
0 0 o o0 -+ o« 0 0 0 o o 304
L("-“31 «
«
0 0 0 0 !«

L «
27

Que al invertirla se obtiene la matriz constitutiva elastica de la fibra en coordenadas locales:

242.40 1.001 1.001 O 0 G
1.001 4.17 0837 O 0 0«

«

1.001 0.837 4.17 0 0 O«

'c. 1 1@
] 0 0 0 1667 O 0 (B.7)
0 0O 0 0 3287 0«
«
0 o 0 0 0 328

Como las fibras tienen las mismas propiedades mecanicas, poseen la misma matriz const
tutiva en ejes locales, lo que la diferencia entre si es el angulo que forman con eli-€je long
tudinal, es decir la orientacién de cada conjunto de fibras.

La transformacion del tensor constitutivo elastico se deduce teniendo en cuenta los cosenos
directores entre los sistemas coordenados cartesianos (local y global) obteniemdo las s
guientes expresiones (Barbero 2008):

L
C. 3. C. -3
L
o3 Ve (B.8)
T L
R g Hy

Usando las anteriores relaciones junto con sus inversas se puede determinar el estado ten-
sional de las fibras segun su orientacion.
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En cuanto a la matriz de transformacion, se calcula teniendo en cuenta la notacion de Voigt
de los tensores a transformar.

Y2 2

« «

‘42« /54 «

/.« /—é «
¥ P« H T« B.9
SRR (8.9)

.« 2 H«

3k /i«

Yo, 2 Hie,

Para este caso particular se tiene la siguiente orientacion de fibras en el plano de carga:

Figura B.2. Ejes locales en el subdominio del material compuesto.

Por tal razon, para este caso la matriz de transformacion queda planteada de la siguiente
manera:

cos D seRD 0 O 0 2cosD-serfC
serf D cos D 0 O 0 2cos Dsefyl
3 0 0 1 0 0 0« (B.10)
' 0 0 0 cos séh 0 D« '
0 0 0 sen cd3 0D z
senD-cosD senDcosD 0 0 0 éos D $eq

Aplicando la anterior matriz para cualquier orientacion de dibsa obtiene (Barbero
2008):

C. 3. G -3L (B.11)

A partir del uso de la teoria de mezclas clasica, se obtienen las propiedades mecénicas que
son el objeto de estudio. La teoria de mezclas tiene la siguiente forma para varios compo-
nentes:
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c kG kG kG . kG (B.12)
Para este caso particular queda de la siguiente manera (3 componentes)
c° kG kG kGok k k 10 (B.13)

Los resultados obtenidos del cédigo implementado fueron los siguientes:

Figura B.3. Variaciéon de los moédulos de Poisson para materiales compuestos con una pre
de componentes fija.

Como se puede observar, hay modulos que toman valor negativo, interpretando este feno6-
meno de manera fisica, el material sufre un ensanchamiento en dicha direccién al momento

de ser traccionado.

Los resultados obtenidos para cada una de las propiedades mecanicas del compuesto son

los siguientes (Caicedo & Oller 2010):
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Figura B.4. Variacién del mddulo de elasticidad en direccion X global del compuesto.

Figura B.5. Variacion del médulo de elasticidad en direccion Y global del compuesto.
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Figura B.6. Variacion del médulo de elasticidad en direccion Z global del compuesto.

Figura B.7. Variacion del modulo de elasticidad a corte YZ del compuesto.
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Figura B.8. Variacion del modulo de elasticidad a corte ZX del compuesto.

Figura B.9. Variacion del médulo de elasticidad a corte XY del compuesto.
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Figura B.10. Variacion del médulo de Poisson XY del compuesto.

Figura B.11 Variacion del médulo de Poisson XZ del compuesto.
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Figura B.12. Variacion del modulo de Poisson YX del compuesto.

Figura B.13. Variacion del médulo de Poisson YZ del compuesto.
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Figura B.14. Variacion del médulo de Poisson ZX del compuesto.

Figura B.15. Variacion del modulo de Poisson ZY del compuesto.

El coeficiente de Poisson, como se pudo observar en las gréficas anteriores es ana propi
dad mecanica que a nivel del compuesto puede adquirir diferentes valores reales, en el caso
del modulo de Poissorf) que es el mas influyente en este caso, se pueden observar valo-
res mayores de 0.5 alcanzando valores 3.0 para proporciones altas de fibra.
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En general la tendencia de aumento del modulo de Poisson en el plano se ve fuertemente
influenciada por la cantidad de fibra existente en el compuesto, otro aspecto importante que
se observa es que los médulos de Poisgpy @ son simetricos en cuanto a sus valores,
sucediendo lo mismo para las otras dos parejas de médulos.

Otro aspecto importante a resaltar es el valor negativo que pueden tomar los médulos, para
el caso de la deformacion fuera del plano, los médulos de Poisson presentan estas tenden-
cias, siendo mas marcadas en los modypy Q). Lo anterior lleva a concluir que para
obtener valores coherentes de los médulos mecénicos es necesario analizarlos por compo-
nentes aislados, de esta manera conservaran sus médulos originales.

En cuanto a los modulos de elasticidad se puede observar una fuerte tendencia de aumento
con respecto a la proporcidon de fibra que contiene el compuesto, como era de esperarse
para un angulo de orientacion equivalente a cero, si el compuesto tiene mas fbra, ést
tendra mayor rigidez por que el aporte del acero sera mucho mayor, caso similar sucede con
el médulo Ey, solo que su mayor valor se consigue orientando las fibras perpendicularmen-
te.

Para el médulo Ez sucede un fendbmeno diferente, su mayor valor es alcanzado para orien-
taciones de fibra de 45° y proporciones de fibra muy altas en el compuesto.

En cuanto al modulo de cortante se encuentran sus mayores valores cuando la fibra se
orienta en 45°, es necesario recordar que el cortante maximo para un estado plano se en-
cuentra a 45° con respecto a ésfuerzos principales, al estar orientadas las fibras en esta
direccién, el modulo de cortante adquiere su mayor valor puesto que la fibra esta resistien-
do d esfuerzo cortante integramente.

En general en todas las graficas se puede observar una tendencia particular, cuarelo el mat
rial no tiene fibra, el compuesto debe comportarse como un material isétropo con el médulo
de Poisson y el médulo de elasticidad del epéxico, lo anterior era de esperarse puesto que la
Unica participacion en estos casos es el concreto.
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Comportamiento dan material
compuesto en grandes deformaciones

En este anexo se analiza el comportamiento de un material hiperelastico Neohookeano de
isotropia transversal, este modelo constitutivo es apto para modelar materiales fibrados
gue puedan soportar grandes deformaciones como cauchos y polimeros que puedan regr

sar a su estado original sin almacenar deformaciones remanentes, varios materiales bio-
l6gicos son modelados bajo este esquema.

El trabajar con una fuente de no linealidad geométrica a diferencia de los casas anteri
res hace necesario tratar con mayor cuidado las posibles inestabilidades estructurales.

C.1. Definicion del modelo constitutivo.

El andlisis en grandes deformaciones obliga a que se manejen dos sistemas coordenados, el
sistema coordenado material o de referencia el cual conserva la configuracién original del
sélido y el sistema coordenado espacial en el cual se referencia cada punto del sélido lueg
del incremento de carga. Entre ambos sistemas coordenados debe existir una &ransform
cibn que permita viajar de uno al otro en ambos sentidos, por tal razon se exige que dicho
tensor tenga determinante positivo y diferente de cero, es decir que tenga inversa, dicho
tensor se conoce con el nombre de tensor gradiente de deformaciones y se denéta como

en éste se fundamenta gran parte de la teoria de grandes deformaciones.
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Al trabajar en dos espacios, es necesario tener variables de estado y variables internas en
ambas configuraciones, es por tal razon que de la existencia del tensor de esfuerzos de Cau-
chy en deformaciones infinitesimales se pasa a tres tipos diferentes de tensores de esfuerzo,
a saber, el primer tensor de esfuerzos de Pitlachhoff, el segundo tensor de esfuerzos

de Piola £Kirchhoff y el tensor de esfuerzos de Cauchy, los dos primeros definidos en co-
ordenadas de referencia material y el ultimo en referencia espacial.

C.1.1. Potencial de energia hiperelastico.

La funcion potencial de energia elastico debe cumplir una serie de requisitos tales como la
objetividad, es decir, el tensor gradiente de deformacion al ser descompuesto en su parte
traslacional y rotacional, s6lo depende de la parte traslacional.

El tensor derecho de deformacion de Cautl®reen esta definido como:

C FF (C.1)

De donde el determinante del tensor gradiente de deformadtosesconoce como e
cobiano:

J detF (C.2)

Dicho potencial debe ser funcion de los invariantes principal€s:de

wWC Wi Cc,,cl,CcJ,C (C.3)
l, C traceC (C.4)

I, C % traceC ° traceC 2‘: (C.5)
I, C detC (C.6)

I, C N™.CN™ (C.7)
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La expresion (C.7) proporciona la informacion de las fibras, su orientacion es definida por
el vectorN™ en el sistema de coordenadas materiales (de referencia).

Especificamente, el potencial hiperelastico del material se define de la siguiente manera:
W C %@tracec > P @y g &t F (C.8)
©

De donde 2, A ¢, y ¢, son parametros materialesQy J provee la respuesta volém
trica del material, en este caso se asume la siguiente expresion:

cJ % F12n3 (C.9)

El dltimo término de la energia de deformacién almacena la contribucién de las fibras, co-
mo en materiales biolégicos, en este modelo tales fibras se vuelven mas rigidas a medida
gue aumenta su deformacion.

C.1.2. Segundo tensor de PioleKirchhoff.

Para poder implementar el modelo constitutivo, es necesario determinar el segundo tensor
de tensiones de PiolaKirchhoff y luego el tensor constitutivo hiperelastico, lo anterior
teniendo en cuenta las siguientes expresiones:
W C
W

Tomando la expresion (C.8) y (C.9) y remplazandola en la expresion (C.10), se obtiene lo
siguiente:

s 2 (C.10)

S 2 %/g’tracec > P @I ¢ &°! 7 (C.11)
©

W

\C
w w Jizc 1!

s 2 Vyacc 2 22w p—%¥ __ ¥ 8 (c12

°\g v Cv\\;& % Cw C ( )

Luego de una serie de operaciones tensoriales y algebraicas, se obtiene la sigugente expr
sion:

N,

1 P12 1¢Cc!t

S S o PLY 5

(C.13)

.§cl Lc 1

, .
4, f1, C 1 ! e N™ NP
Ji. C ©

51
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Obteniendo asi la expresion del segundo tensor de PKilehhoff el cual es simétrico y
se puede usar la Notacion de Voigt en el algoritmo de calculo.

C.1.3. Tensor constitutivo hiperelastico de cuarto orden.

Teniendo en cuenta que el tensor constitutivo se obtiene derivando dos veces el potencial
hiperelastico, se tiene:

- 2% 4"2‘;" Cc (C.14)
Remplazando la expresion (C.13) en (C.14) se obtiene:
1 a
. 50 POC —PJ2 1C* «
hyp 2_ 2_ § « (C 15)
4 R (¢ -
C wC dc,c, \/‘YV_ 1 & N LN
\/ © 1 K
w oo Wy Worn 5 W8 o
w @ 1 Qv Cw 20 :
, § X . § (C.16)
o W ogeo Jl,C 1 Ty gy
\E |4 C © 51 @

Luego de una serie de operaciones tensoriales y algebraicas, se obtiene el siguiente tensor
constitutivo hiperelastico:

hyp ﬁ c’ —NJZC 1 o132 1WC 11
2 Cc 2 wC &
2 -
EN PRSP
2 J.Co v 1
se L TC 101 c telie i m \m o oN® NP |
GG J1 A e . ® .
2 o
8 1Vl © TN
2c, I, 1 N N™,
‘\’ © 21 e
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C.2. Resultados obtenido del modelo constitutivo.

C.2.1. Sodlido rectangular bajo un estado plano de deformaciones.

Para analizar el comportamiento del modelo constitutivo implementado, se tom6 como
ejemplo un muro rectangular al cual se le aplica una carga normal a una de sus caras, el
otro extremo se encuentra restringido cinematicamente (empotramiento), la geometria del
ejemplo es la siguiente:

(a) (b)
Figura C.1.Esquema del modelo del ejemplo: (a) geometria y carga aplicada al modelogr (I
tor de orientacion de las fibras.

De donde # 1.0, N 100.C, ¢, 80.0y ¢, 5.0 son los parametros materiales asum
dos en este caso, variando el angulo de orientacion de las fibras se obtuvo los siguientes
resultados:

x Fibras orientadas a 0° (direccion x global)

Figura C.2 Estructura deformada en el Gltimo paso de carga (Arroyo 2010).
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x Fibras orientadasa 7/6.

Figura C.3.Estructura deformada en el dltimo paso de carga (Arroyo 2010).

x Fibras orientadasa 7 /4.

Figura C.4 Estructura deformada en el Gltimo paso de carga (Arroyo 2010).
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x Fibras orientadasa 7/2.

Figura C.5.Estructura deformada en el Gltimo paso de carga (Arroyo 2010).

Viendo los resultados obtenidos erFigura C.2, Figura C.3, Figura C.4 y Figura C.5,

las fibras tienden a reorientarse en el sentido de aplicacion de la carga. Al tener las fibras
orientadas en sentido paralelo a la carga, la deformacién del solido es menor puesto que la
rigidez reune el efecto de la matriz y la fibra.

A medida que se gira la orientacion de la fibra, el aporte de éstas a la rigidez del material
compuesto es mucho menor, alcanzando su valor minimo cuando el angulo de la fibra es de
90°. En deformaciones infinitesimales es comuan asumir que el aporte del materialszompue
to en sentido perpendicular a la fibra es Gnicamente el de la matriz, sin embargcsen un e
guema de grandes deformaciones es evidente que el cambio de configuracion del sélido
reorienta las fibras en sentido de la carga.
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Datos de entrada de los modelos
Implementados

En este anexo se presentan los datos de entrada de los ejemplos modelados y validados, sir
embargo se omiten detalles como la generacion de malla y las condiciones de frontera
aplicadas puesto que estas fueron especificadas en los resultados, con los modelos se ob-
tiene una respuesta similar para diferentes tipos de malla, entre mayor sea el nimero de
elementos finitos utilizado, mejor ser& la aproximacion.

D.1. Lamina con un orificio central sometida a tracciéon

D.1.1. Modelo devon Mises convencional

NAME: 09 5 3 TC.dat
TITLE
Example 9.5.3 - Stretching of a perforated rectangular plate

ANALYSIS_TYPE 1 (Plane stress)

LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF

o N O O~ WN PP

ELEMENT_GROUPS 1
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9 111

10

11 ELEMENT_TYPES 1

12 1 TR 3

13

14 ELEMENTS 576

15

16 NODE_COORDINATES 325 CARTESIAN

17

18 THICKNESS UNIFORM

19 1.000

20

21 MATERIALS 1

22 1 VON_MISES TRACTION_COMPRESION

23 0.000

24 70.000 0.200

25 1.000

26 2

27 0.000 0.243

28 4.000 1.043

29

30 LOADINGS 0

31

32 SOLUTION_ALGORITHM 2

33

34 INCREMENTS 140

35 .0010 1.0E-06 10 11110

36

37 CURVES 1

38 1342134400

D.1.2. Modelo devon Mises con umbral diferenciado

o 0o WN P

NAME: 09 5 3 TCp.dat
TITLE
Example 9.5.3 - Stretching of a perforated rectangular plate

ANALYSIS_TYPE 1 (Plane stress)

LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF
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7

8 ELEMENT_GROUPS 1

9 111

10

11 ELEMENT_TYPES 1

12 1 TRI_3

13

14 ELEMENTS 576

15

16 NODE_COORDINATES 325 CARTESIAN

17

18 THICKNESS UNIFORM

19 1.000

20

21 MATERIALS 1

22 1 VON_MISES_TRACTION_COMPRESION

23 0.000

24 70.000 0.200

25 1.000

26 2

27 0.000 0.243

28 4.000 0.043

29

30 LOADINGS 0

31

32 SOLUTION_ALGORITHM 2

33

34 INCREMENTS 750

35 (213 incrementos)

36 0.001  1.00E-06 10 1 1 1 1

37 (337 incrementos)
-0.001 1.00E-06 10 1 1 1 1
(200 incrementos)
0.001  1.00E-06 10 1 1 1 1
CURVES 1

2342234400
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D.2.

© 00 N O 0o B~ WDN PP

e el T e o T o T o
© 0O N O U~ WN PP O

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

TITLE

Lamina sometida a carga y descarga axial.

NAME: von_Mises_Modificado.dat

Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD

ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)

LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)

SOLUTION_ALGORITHM 2 (NEWTON_TANG_STIF)

ELEMENT_GROUPS 1

111

ELEMENT_TYPES 1

1TRI_3
1GP

MATERIALS 1
1 VON_MISES_TRACTION_COMPRESION

0.000

70.000 0.200

3.500
2

0.000 0.243
4.000 0.243

THICKNESS UNIFORM

1.0

INCREMENTS 27

.020
.020
.020
.020
.020
.020
.020
.020

1.0E-06
1.0E-06
1.0E-06
1.0E-06
1.0E-06
1.0E-06
1.0E-06
1.0E-06

10
10
10
10
10
10
10
10

11110
11110
11110
11110
11110
11110
11110
11110
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38 .020 10E-06 10 11110
39 .020 10E-06 10 11110
40 -020 10E-06 10 11110
41 -020 10E-06 10 11110
42 -020 10E-06 10 11110
43 -020 10E-06 10 11110
44 -020 10E-06 10 11110
45 -020 10E-06 10 11110
46 -020 10E06 10 11110
47 -020 10E-06 10 11110
48 -020 10E-06 10 11110
49 -020 10E-06 10 11110
50 -020 10E-06 10 11110
51 -020 10E-06 10 11110
52 -020 10E-06 10 11110
53 -020 10E-06 10 11110
54 -020 10E-06 10 11110
55 -020 10E-06 10 11110
56 -020 10E-06 10 11110
57

58 CURVES 1

59

60 3842384400

61

D.3. Viga sometida a carga distribuida uniforme.

Este ejemplo se realiza por medio de los dos modelos constitutivos, en cada unasde los ¢
S0s se anexan las variables de entrada exceptuando las propiedades de la malla de elemen
tos finitos.

D.3.1. Simulacién mediante un modelo constitutivo con superficie de
fluencia devon Mises con umbral diferenciado

NAME: Viga_VMTC2c.dat

1 TITLE
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2 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD

3

4 ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)

5

6 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)

-

8 SOLUTION_ALGORITHM 2 (NEWTON_TANG_STIF)

9

10 ELEMENT_GROUPS 1

11 111

12

13 ELEMENT_TYPES 1

14 1TRI_3

15 1GP

16

17 MATERIALS 1

18 1 VON_MISES_TRACTION_COMPRESION

19 0.000

20 2.75E+04 0.200

21 11.1

22 2

23 0.000 2.78

24 4.000 2.78

25

26 THICKNESS UNIFORM

27 0.30

28

29 INCREMENTS 40

30 0.1 10E-06 10 11110

31 0.1 10E-06 10 11110

32 0.1 10E-06 10 11110

33 0.1 10E-06 10 11110

34 0.1 10E-06 10 11110

35 0.1 10E-06 10 11110

36 0.1 10E-06 10 11110

37 01 10E-06 10 11110

38 0.1 10E-06 10 11110

39 0.1 10E-06 10 11110

40 0.1 10E-06 10 11110

41 0.1 10E-06 10 11110

42 0.1 10E-06 10 11110

43 0.1 10E-06 10 11110
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44 0.1 10E-06 10 11110
45 0.1 10E-06 10 11110
46 0.1 10E-06 10 11110
a7 0.1 10E-06 10 11110
48 0.1 10E-06 10 11110
49 0.1 10E-06 10 11110
50 0.1 10E-06 10 11110
51 0.1 10E-06 10 11110
52 0.1 10E-06 10 11110
53 0.1 10E-06 10 11110
54 0.1 10E-06 10 11110
55 0.1 10E-06 10 11110
56 0.1 10E-06 10 11110
57 0.1 10E-06 10 11110
58 0.1 10E-06 10 11110
59 0.1 10E-06 10 11110
60 0.1 10E-06 10 11110
61 0.1 10E-06 10 11110
62 0.1 10E-06 10 11110
63 0.1 10E-06 10 11110
64 0.1 10E-06 10 11110
65 0.1 10E-06 10 11110
66 0.1 10E-06 10 11110
67 0.1 10E-06 10 11110
68 0.1 10E-06 10 11110
69 01 10E-06 10 11110
70

71 CURVES 1

72

73 3642293400

74

D.3.2. Simulacion mediante un modelo constitutivo con superficie de
fluencia de DruckertPrager.

NAME: Viga_Drucker_Prager_1.dat
1 TITLE
2 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD
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3

4 ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)

5

6 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)
7

8 ELEMENT_GROUPS 1

9 111

10

11 ELEMENT_TYPES 1
12 1TRI_3

13 1GP

14

15 MATERIALS 1

16 1 DRUCKER_PRAGER

17 0.0

18 2.75e+04 0.2 56.57 56.57 3
19 2

20 0.000 4.5787

21 1.000 4.5787

22

23 THICKNESS UNIFORM

24 0.30

25

26 NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS 6
27 101 0.000000 0.000000 0.0
28 201 0.000000 0.000000 0.0
29 501 0.000000 0.000000 0.0
30 594 11 0.000000 0.000000 0.0
31 611 11 0.000000 0.000000 0.0
32 623 11 0.000000 0.000000 0.0
33

34 LOADINGS EDGE
35 EDGE_LOADS 40

36 12 419 434
37 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
38 32 434 450
39 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
40 52 450 464
41 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
42 582 212 221
43 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
44 632 221 232
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45 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000

46 652 232 246
47 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
48 772 246 254
49 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
50 812 254 268
51 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
52 1072 193 202
53 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
54 1152 202 212
55 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
56 116 2 184 193
57 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
58 1192 177 184
59 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
60 1222 171 177
61 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
62 1242 165 171
63 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
64 3552 405 419
65 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
66 358 2 390 405
67 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
68 3612 377 390
69 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
70 412 2 464 479
71 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
72 4212 479 493
73 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
74 728 2 296 308
75 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
76 7312 282 296
7 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
78 7352 268 282
79 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
80 8242 351 364
81 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
82 8312 323 336
83 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
84 8332 336 351
85 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
86 8832 539 555
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87 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000

88 8862 525 539
89 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
90 8882 509 525
91 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
92 9052 555 569
93 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
94 944 2 585 601
95 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
96 9472 569 585
97 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
98 9502 493 509

99 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
100 10342 162 164

101 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
102 10392 308 323

103 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
104 10732 601 617

105 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
106 1076 2 617 630

107 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
108 1078 2 630 638

109 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
110 10902 364 377

111 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
112 11032 164 165

113 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
114 11522 642 638

115 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000
116

117

118 SOLUTION_ALGORITHM -2

119 ARC_LENGTH_PREDICTOR_OPTION STIFFNESS_SIGN
120 INCREMENTS 160

121 1.00E-01 .10000E-06 20 11000 8 100.000 50000.000
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D.4. Viga sometida a carga distribuida uniforme (2).

Este ejemplo se realiza por medio de los dos modelos constitutivos, en cada unaée los c
S0s se anexan las variables de entrada exceptuando las propiedades de la malla de elemen
tos finitos.

D.4.1. Simulacién mediante un modelo constitutivo con superficie de
fluencia devon Mises con umbral diferenciado

NAME: Viga_VMTC.dat

1 TITLE

2 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD
3

4 ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)

5

6 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)
7

8 SOLUTION_ALGORITHM 2 (NEWTON_TANG_STIF)
9

10 ELEMENT_GROUPS 1

11 111

12

13 ELEMENT_TYPES 1

14 1TRI 3

15 1GP

16

17 MATERIALS 1

18 1 VON_MISES _TRACTION_COMPRESION

19 0.000

20 2.1E05 0.200

21 5.500

22 2

23 0.000 420

24 4.000 420

25

26 THICKNESS UNIFORM

27 0.30

28

29 INCREMENTS 78
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30 (8 incrementos)

31 10.00 10E-06 10 11110
32 (35 incrementos)

33 3.0 10E-06 10 11110

34 (31 incrementos)

35 1.0 10E-06 10 11110

36 (4 incrementos)

37 1.0E-01 10E-06 10 11110
38

39 CURVES 1

40

41 3642293400

42

D.4.2. Simulacién mediante un modelo constitutivo con superficie de
fluencia de Drucker:Prager.

NAME: Malla_viga2A.dat

1 TITLE

2 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD
3

4 ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)

5

6 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)
7

8 SOLUTION_ALGORITHM 2 (NEWTON_TANG_STIF)
9

10 ELEMENT_GROUPS 1

11 111

12

13 ELEMENT TYPES 1

14 1TRI 3

15 1GP

16

17 MATERIALS 1

18 1 DRUCKER_PRAGER

19 0.0

20 2.1E05 0.2 43.813 43813 3

21 2
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22 0.000 492.4936

23 4.000 492.4936

24

25 THICKNESS UNIFORM

26 0.30

27

28 INCREMENTS 78

29 (8 incrementos)

30 10.00 1.0E-06 10 11110
31 (35 incrementos)

32 30 10E-06 10 11110

33 (31 incrementos)

34 10 10E-06 10 11110

35 (4 incrementos)

36 1.0E-01 10E-06 10 11110
37

38 CURVES 1

39

40 3642293400

41

D.5. Muro de concreto simple sometido a carga uniforme.

NAME: Muro_VMTC.dat

1 TITLE

2 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD

3

4 ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)

5

6 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)
7

8 SOLUTION_ALGORITHM 2 (NEWTON_TANG_STIF)
9

10 ELEMENT_GROUPS 1

11 111

12

13 ELEMENT_TYPES 1

14 1TRI_3
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15 1GP

16

17 MATERIALS 1

18 1 VON_MISES_TRACTION_COMPRESION
19 0.000

20 2.75e+04 0.200

21 111

22 2

23 0.000 2.75

24 4.000 2.75

25

26 THICKNESS UNIFORM

27 0.100

28

29 INCREMENTS 14

30 1.00000 1e-061510110
31 1.00000 1e-061510110
32 1.00000 1e-061510110
33 1.00000 1e-061510110
34 1.00000 1e-061510110
35 1.00000 1e-061510110
36 1.00000 1e-061510110
37 1.00000 1e-061510110
38 0.01000 1e-061510110
39 0.01000 1e-06 1510110
40 0.01000 1e-061510110
41 0.01000 1e-061510110
42 0.01000 1e-06 1510110
43 0.01000 1e-061510110
44

45 CURVES 1
46 1142114400
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D.6. Viga sometida a carga vertical uniforme con una en-
talla.

D.6.1. Simulacion mediante un modelo constitutivo con superficie de
fluencia devon Mises con umbral diferenciado

NAME: MallaV3VM.dat

1

2 TITLE

3 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD
4

5 ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)
6

7 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)
8

9 ELEMENT_GROUPS 1

10 111

11

12 ELEMENT_TYPES 1

13 1TRI_3

14 1GP

15

16

17 MATERIALS 1

18 1 VON_MISES TRACTION_COMPRESION
19 0.000

20 2.75e+04 0.200

21 11.10

22 2

23 0.000 2.75

24 1.000 2.75

25

26

27 THICKNESS UNIFORM

28 0.30

29

30 LOADINGS EDGE

31 EDGE_LOADS 79

32

33 SOLUTION_ALGORITHM -2
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34 ARC_LENGTH_PREDICTOR_OPTION STIFFNESS_SIGN

35 INCREMENTS 160

36 1.00E-05 .10000E-06 20 11000 8 100.000 50000.000
37

38 CURVES 1

39

40 770 2 770400

D.6.2. Simulacion mediante un modelo constitutivo con superficie de
fluencia de Drucker - Prager

NAME: Malla_viga3.dat

1 TITLE

2 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD
3

4 ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)

5

6 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)
7

8 ELEMENT_GROUPS 1

9 111

10

11 ELEMENT_TYPES 1

12 1TRI 3

13 1GP

14

15 MATERIALS 1

16 1 DRUCKER_PRAGER

17 0.0

18 2.75e+04 0.2 56.57 56.57 3

19 2

20 0.000 4.5787

21 1.000 4.5787

22

23 THICKNESS UNIFORM

24 0.30

25

26 SOLUTION_ALGORITHM -2

27 ARC_LENGTH_PREDICTOR_OPTION STIFFNESS_SIGN
28 INCREMENTS 160
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Datos de entrada de los ejemplos analizados

29t

29 1.00E-01 .10000E-06 20 11000 8 100.000 50000.000
30

31 CURVES 1

32 770 2 770 400

D.7. Lamina metélica con entallada lateral.

NAME: Lamina_entalla.dat

1 TITLE

2 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD
3

4 ANALYSIS_TYPE 2 (PLANE STRAIN)
5

6 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)
7

8 SOLUTION_ALGORITHM 2 (NEWTON_TANG_STIF)
9

10 ELEMENT_GROUPS 1

11 111

12

13 ELEMENT_TYPES 1

14 1 QUAD_4

15 4GP

16

17 MATERIALS 1

18 1 LEMAITRE_DAMAGE

19 0.00000785

20 21000 0.331.00.35

21 21

22 0 62

23 0.05 68.53443781

24 0.1 74.93948508

25 0.15 81.21770392

26 0.2 87.37160569

27 0.25 93.40365205

28 0.3 99.31625588

29 0.35 105.1117823

30 0.4 110.7925496

31 0.45 116.3608302
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32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
a7
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73

0.5
0.55
0.6
0.65
0.7
0.75
0.8
0.85
0.9
0.95
1.0

121.8188515
127.1687967
132.4128058
137.5529767
142.5913653
147.5299872
152.3708178
157.1157935
161.7668124
166.325735

170.7943848

THICKNESS UNIFORM

1.0

NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS 43
101 0.000000 0.576000 0.0
301 0.000000 0.576000 0.0
6 01 0.000000 0.576000 0.0

1301
2201
3301
46 01
63 01
7811
8210
8510
88 10
96 10
105 10
112 10
12410
136 10
150 10
164 10
180 10
207 10
230 10
244 10
258 10

0.000000 0.576000 0.0
0.000000 0.576000 0.0
0.000000 0.576000 0.0
0.000000 0.576000 0.0
0.000000 0.576000 0.0
0.000000 0.576000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
0.000000 0.000000 0.0
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74 27110 0.000000 0.000000 0.0
75 28410 0.000000 0.000000 0.0
76 300 10 0.000000 0.000000 0.0
77 310 01 0.000000 0.000000 0.0
78 31401 0.000000 0.000000 0.0
79 316 01 0.000000 0.000000 0.0
80 31810 0.000000 0.000000 0.0
81 32101 0.000000 0.000000 0.0
82 32401 0.000000 0.000000 0.0
83 328 01 0.000000 0.000000 0.0
84 330 01 0.000000 0.000000 0.0
85 33110 0.000000 0.000000 0.0
86 334 01 0.000000 0.000000 0.0
87 336 01 0.000000 0.000000 0.0
88 338 01 0.000000 0.000000 0.0
89 33910 0.000000 0.000000 0.0
90 34101 0.000000 0.000000 0.0
91 342 01 0.000000 0.000000 0.0
92 343 11 0.000000 0.000000 0.0
93

94 LOADINGS 0

95

96 INCREMENTS 100

97 (75)

98 0.010000 1e-06 15101 1 0
99 (25)

100 -0.010000 1e-06 1510110
101

102 CURVES 1

103

104 78278400
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D.8. Simulacidon numérica de vigas de concreto reforzado
con fibras cortas.

D.8.1. Simulaciéon numérica de la viga V1

NAME: VAO1 3B.dat

1 TITLE

2 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD

3

4 ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)

5

6 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)
-

8 SOLUTION_ALGORITHM -2 (NEWTON_TANG_STIF AND ARCLENGHT)
9

10 ELEMENT_GROUPS 1

11 111

12

13 ELEMENT_TYPES 1
14 1TRI_3

15 1GP

16

17 MATERIALS 1

18 1 VON_MISES_TRACTION_COMPRESION
19 0.000

20 2.72e+04 0.200

21 11.10

22 2

23 0.00 2.754

24 4.00 0.204

25

26 THICKNESS UNIFORM

27 0.10

28

29 NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS 3
30 1200 01 0.000000 0.000000 0.0

31 581 01 0.000000 -1.00000 0.0

32 65 01 0.000000 0.000000 0.0

33

34 LOADINGS 0

© Manuel Alejandro Caicedo SilvaUniversidad Nacional de Colombia, 201



Datos de entrada de los ejemplos analizados

35

36 INCREMENTS 2400

37 2.0e-051e-031510010 6 1.0e-00 0.5e-00
38

39 CURVES 1

40

41 5812581400

42

D.8.2. Simulacién numérica de la viga V2

NAME: VA033.dat

1 TITLE

2 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD
3

4 ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)

5

6 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)
7

8 SOLUTION_ALGORITHM -2 (NEWTON_TANG_STIF AND ARCLENGHT)
9

10 ELEMENT_GROUPS 2

11 111

12 212

13

14 ELEMENT_TYPES 1

15 1TRI_3

16 1GP

17

18 MATERIALS 2

19 1 ELASTIC

20 0

21 2e+08 0.3

22 2 VON_MISES_TRACTION_COMPRESION

23 0.000

24 2.72e+04 0.200

25 7.64235

26 2

27 0.00 4.000
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28 4.00 0.804

29

30 THICKNESS UNIFORM

31 150

32

33 NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS 3
34 26111 0.000000 0.000000 0.0

35 1038 01 0.000000 0.000000 0.0

36 1107 01 0.000000 -1.00000 0.0

37

38 LOADINGS 0

39

40 INCREMENTS 8000

41 4.0E-03 1e-03151001 0 6 1.0e-00 0.5e-00
42

43 CURVES 1

44

45 110721107400

46

D.8.3. Simulacién numérica de la viga V3

NAME: VA035.dat

1 TITLE

2 Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD

3

4 ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS)

5

6 LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN)
7

8 SOLUTION_ALGORITHM 2 (NEWTON_TANG_STIF)
9

10 ELEMENT_GROUPS 2

11 111

12 212

13

14 ELEMENT_TYPES 1

15 1TRI_3

16 1GP

17

18 MATERIALS 2
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301

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

1 ELASTIC
0
2e+08 0.3
2 VON_MISES_TRACTION_COMPRESION
0.000
3.3E04 0.200
9.00
2
0.000 2.55
1.400 0.55

THICKNESS UNIFORM
150

NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS
261 11 0.000000 0.000000 0.0

1038 01 0.000000 0.000000 0.0

1107 01 0.000000 -1.00000 0.0

LOADINGS 0

INCREMENTS 8000
4.0E-03 1e-0315100 1 0 6 1.0e-00 0.5e-00

CURVES 1

110721107400
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Este trabajo tiene como objetivo analizar, desarrollar, imple mentar y
validar un modelo constitutivo para modelar el concreto reforzado
con fibras cortas por medio del método de los elementos finitos, bajo
una cinematica de deformaciones infinitesimales. El compuesto esta
conformado por dos materiales componentes, la matriz de concreto
la cual se asume como homogénea teniendo en cuenta que sus
agregados son de tamafo pequefio, y por fibras de acero de corta
longitud y de alta resistencia que tienen como objetivo aumentar la
ductilidad a traccion y flexion. Como primer acercamiento, en una
etapa inicial se analiza el comportamiento del material en el rango
elastico para posteriormente seguir con el andlisis en el rango
inelastico.

El modelo se compara y valida analizando Su comportamiento  en
ensayos experimentales como probetas uniaxiales y vigas con entalla
gue concentren la propagacion de esfuerzos.
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