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iii) El Uso de Ecuaciones Diferenciales.
EL METODO DE BUCKINGHAM.

Sean Q1, Q2, . . @Qn, n variables dimensionales de las cuales depende
un proceso fisico. Sean rz, . . rn las relaciones adimensionales de
longitud requeridas para describir geométricamente los limites
s6lidos del sistema. Las relaciones funcionales entre 1las tres
variables pueden expresarse como :

f(@, .. .Q@;r,...r) = 0
101

n 2 n

Considerando que nos limitamos a sistemas geométricamente similares,
la relacidén se reduce a :

f@, ...,a) CA)
2 1

n

El ndmero de productos adimensionales independientes serd i = n - Kk,
siendo k el nimero de dimensiones fundamentales que intervienen.

Cada ecuacién dimensional homogénea tal como ¢t A ) puede reducirse a:

f(n, .. .,t) = @
3 1 i

Los grupos adimensionales se expresan asi

al bl k1
n = Q@ @ Q @
1 12 k kel
&z b2 k2
T = Q@ @ Q@
2 iz kK k2
ai b1 ki
n = Q@ Q@ ...Q Q
i 12 kK k+i
Aqui las cantidades dimensionales que se repiten, Qi, Q2, . . .,Qx

deben, entre ellas, contener las k dimensiones fundamentales y ser
preferiblemente representativas de variables geométricas, cinemidticas
y dindmicas en su conjunto.

Los exponentes a1, bl,. . .kl; ai, bi,. . .ki, deben tener valores
tales que los productos de ni+ sean adimensionales.
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RIRMPLO A.5.1.

Determine los grupos adimensionales en log que pueden agruparse las
variables dimensionales en el caso de la pérdida de cabeza en un tubo
horizontal para flujo turbulento incompresible.

BSolucidn.

Para cualquier fluido, la pérdida de cabeza se representa por la
disminucién en el gradiente de presién y es una medida de 1la
resistencia al flujo através dela tuberia.

La resistencia es una funcién del didmetro de 1la tuberfa, -de 1la
viscosidad y 1la densidad del fluido, 1la longitud de la tuberia, la
velocidad del fluido, y la rugosidad € del tubo.

Este problema puede escribirse matemdticamente como :

f(Ap, d, W, [, L, v, €) = @

donde € es la rugosidad relativa o relacién del tamafio de las
irregularidades superficiales + al didmetro d del conducto.

Las cantidades fisicas con sus dimensiones en el sitema Fuerza,
Longitud y Tiempo son :

Cafda de presién Ap : FL-2
Didmetro d : L

Viscosidad absoluta u : FtL-2
Densidad [ : Ft2L-4

Longitud L : L
Velocidad v : Lt-1
Rugosidad relativa € : Li/Lz

Hay siete cantidades fisicas y tres unidades fundamentales o sea
7 - 3= 4 términos adimensionales. Seleccionando el diametro, la
velocidad y 1la densidad (geométrica, cinemdtica y dinamica) como las
variables repetitivas con exponentes desconocidos, los términos =«
son:

r al 7r b1 b1 9 cl 2cl1 -—4cli -2
g2 o= |L ||L ¢ F e L HFL ]
L J L 4 ik J

r a2 1r h2 -b2 17 €2 202 -4e2 - -2
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r a3 b3 -b3 a3 203 -4e3
o= L ][L t ][p £ L ][L]

ne = € = Li/le

Se evaliian los exponentes término a término :

nL :
0@ ~c1+1;0=a1+b1-41 -2 :9=-b1+ 2c1;
entonces : a1 = ® ; b1 = -2 ; c1 = -1
e -2 -1 JAN
T = d v f Ap = -——-- Nimero de Euler.
[v2

En adelante omitimos los subindices de los exponentes por sencillez :

T2
@=c+1 ; 9=za+b-4c-2 ; ©@=-b+2c+1
entonces: a=-1 ; b=-1 ; c=-1
K [vd

R = ————- 36 000 ————- Nimero de Reynolds.

2 [vd W
T3

@=c ; O=a+b-4c+1 ;, 0= -b+ Zc
entonces : a=-1 ; b=0 ; c=29
-1 o o

nwa = d v [ L = L
ne = Lifle = 4+ /4

Podemos escribir ahora la nueva relacidn :

[v= " d d 4
También podemos despejar /\p. 51 U - |g
/\p VZ I’ = - 1
----- = --—- (2) f2 LRe B o =
U 28 d d !

Por métodos experimentales se deduce que la caida de presidn
funcidn de L/d a la primera potencia :

es
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EOTITeT————— _ wXn — T

Ap vz L -
s 8 —e (2) f3 |Re , —--|
U 2¢ d d -

- —

= (factor de friccidn)(Ly/d)(v2/2g)

Kl factor de friccién es una funcidén del nimero de Reynolds y de la
rugosidad relativa.

Debemos anotar que :

i) 8i el flujo fuera compresible, otra cantidad fisica deberia
incluirse : el médulo de compresibilidad E y un quinto término
adimensional, E/{vZ2 equivalente al mimero de Mach v/(Ef)s,
apareceria.

ii)8i la gravedad interviniera en el problema general de flujo, la
fuerza gravitacional seria otra cantidad fisica y tendriamos un sexto
término adimensional v2/glL, , denominado el nimero de Froude.

iii)8i fuera necesario considerar 1la tensién superficial o, el
séptimo término adimensional toma la forma v2L{/0 , llamado el niimero
de Weber.

EL METODO DE RAYLEIGH.

Este método de andlisis dimensional expresa como Qi1 varia con Qz=a
QaP. . . @Qni. Los grupos adimensionales se obtienen evaluando los
exponentes en forma tal que 1la relacién sea dimensionalmente
homogénea.

EJEMPLO A.5.2.

La fuerza F ejercida sobre un cuerpo sumergido en un fluido en
movimiento es una funcién de la velocidad del fluido v, la densidad 1
del fluido, la viscosidad u y una longitud caracteristica del cuerpo
L. Determine 1los grupos adimensionales en 1los cuales las variables
dimensionales pueden organizarse.

Solucién.

Las cantidades dimensionales a considerar son F, P v, L vy u si
usamos un sistema absoluto de unidades donde ge = l.‘ v

Por el método de Rayleigh
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a b ¢ d
Fz=af v L u

Para que esta relacién sea dimensionalmente homogénea [aveLeud debe
tener las mismas unidades dimensionales de F, o sea la expresién

14 r ]b 1(:‘ d
[M/La' | W [L | [M/Lt;
4 4 4

4

debe tener las dimensiones

ML/t2

M: 1l=za+ad
L: 1=z-3a+b+¢ d

t:-2=-b-4d

Tenemos cuatro incéoégnitas y tres ecuaciones. por (0 Qque debemos
resolver tres incognitas en funcidén de una cuarta. Las tres a ser
determinadas deben contener, entre ellas, todas 1ias <dimensiones
fundamentales. Parece ser conveniente resolver a. b. v ¢ en términos
de d (gue ademds estd en las tres ecuaciones:

a = 1 d
b = Z-d
c = 1+d-b+ 3a -
por tanto
1-4 2-4a 2-4 4
F-oap v ) ()
P K r il -Iﬂ
-—— - R kel - al- ----- :
vz iv2[2 {vL

Este resultado implica una relacidn funcional entre F/{vZL2 que es el
numero de Euler y u/[vL que es el inverso del nimero de Reynolds. Los
valores de exponentes vy coeficientes deberan (por 10 general;
determinarse experimentalmente. Este resultado puede interpretarse
también como que si en dos sistemas geométricamente similares, los
nimeros de Reynolds son iguales, también lo seran los nlimeros de
Euler.
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USO DE ECUACIONES DIFERENCIALES.

La ecuacidon ( 3.22 ) o ecuacion de Navier Stokes, describe el
movimiento de wun fluido incompresible de viscosidad constante.
Limit&ndonos a la cantidad de movimiento en la direccidn x:

La ecuacién ¢ K ) es dimensionalmente homogénea y ia divisidn por uno
de los términos nos dard grupos adimensionales. S56lc los términos que
se apliquen al problema particular se incluyen en el andlisis
dimensional (klinkenberg vy Mooy en Chemical Engineering Progress.,
44: 17 (1948)).

Las variables de ia ecuacidén ( B ) son velocidad, longitud, presién
est&tica, densidad, viscosidad y fuerzas de campoc !0 volumen) como la
gravitatoria. Al hacer un andlisis dimensional. las dimensiones de
cada término de la ecuacién diferencial se expresan en términos de
las variables anteriores. El anélisis se restringe a sistemas
geométricamente similares.

COMENTARIOS SOBRE EL ANALISIS DIMENSIONAL

Anotamos que el andlisis dimensiconal no da indicacidn sobre el
mecanismo fundamental del proceso Ademéds el anadlisis dimensional de
cualquier proceso es invalido si cualquier wvariable significativa se
deja sin incluir.

El uso de los métodos de Buckingham y Rayleigh nos proveen i1os grupos
adimensionales, pero su significado fisico no es evidente. E1 uso de
ecuaciones diferenciales nos permite interpretar fisicamente ios
grupos adimensionales asi obtenidos, pero tampoco nos da informacidn
sobre el mecanismo fundamental dei procesc. aungue disminuye las
posibilidades de olvidar alguna de ias variables. Aunque la ecuacidn
diferencial sea demasiado complicada de resclver, es Gtil para
obtener los grupos adimensionales para el sistema, Lo qQue es muy utii
para correlacionar los resultados experimentales v en La programacidn
del estudio bdsico de cualquier proceso

EJEMPLO A.5.3.

Como ejemplo del uso de ecuaciones diferenciales para obtener grupos
adimensionales, el flujo en estado estacionario de un fluido no
viscoso en ausencia de efectos gravitacionales serd considerado. Una
ecuacidn diferenciai que describe este flujo es
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Las dimensiones de los términos son :
Izquierda : fvz/L ; Derecha : p/L

Dividiendo el término de la derecha por el de la izquierda obtenemos
el nimero de Euler .

S5e puede interpretar este resultado como que en la misma posicidn
relativa, en sistemas geométricamente similares. habréd nimeros de
Euler idénticos.



CAPITULO 6. TRANSPORTE TURBULENTO.

En los capitulos anteriores hemos tratado exclusivamente el régimen
laminar para ilustrar conceptos y procedimientos bésicos. Sin
embargo, en la prédctica, la mayoria de los procesos de importancia
industrial ocurren en condiciones de flujo turbulento.
Desafortunadamente el flujo turbulento por su complejidad, no ha sido
completamente comprendido y por ello no existen teorias que permitan
la prediccién del flujo turbulento con la misma presicién que se hace
para el laminar.

A continuacion analizamos la interaccién entre teoria y préctica para
predecir las velocidades de transporte y los coeficientes de

transferencia para impulso, calor y masa en flujo turbulento en
tuberias.

Consideremos un fluido avanzando a lo largo de un tubo largo bajo el
efecto de una diferencia de presién. En este caso, s8i el flujo es
laminar ( Re < 2109 ), un trazador ( tinta ) inyectado en un punto en
el fluido se moverd con la velocidad del fluido a lo largo de una
trayectoria rectilinea. Si el numero de Reynolds es mayor, el
trazador se movera con los remolinos ( corrientes perpendiculares a

la direccién principal del movimiento) v =zigzagueard a medida que
avanza por el tubo

vz
2\ -y
E
ssfado inestoble ! V
V2 vz
{a) (» {c)
FIGURA 6.1.
Consideremos un flujo inestable comenzando en t = © con velocidad

cero. En flujo laminar ( figura 6.1 a ) la velocidad en un punto
arbitrario aumenta ~onstantemente y se aproxima a su valor estable,
pero en flujo turbulento ( figura 6.1 b ) 1la velocidad varia
alrededor del valor promedio con el tiempo vem, tanto durante el
periodo estable como en el inestable. En el periodo inestable este
valor promedio se define como :
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Vzm = ———=———c—————- ( 6.1 )

donde en la practica At debe tomarse lo suficientemente grande para
promediar las pequefias fluctuaciones de velocidad, Fero
suficientemente pequefio como para detectar cualquier variacién a
larga escala originada en 1la condicién de estado transitorio. Ahora
podemos definir la velocidad instantdnea vz comowla suma de una
velocidad fluctuante v’z y una velocidad promediada en el tiempo Vam.
( figura 6.1 c )

vV =V 4+ v { 6.2 )

En estado estable /\t se toma tan grande como sea necesario para que
vzm sea independiente del tiempo. En este caso generalizamos 1la
ecuacidn ( 6.1 ) para aplicarla a cualquier cantidad fluctuante:

1 [‘t-o-/\t
= Lim  ----

or ->e /AL

v dt ( 6.3 )

Vzm

substituyendo ( 6.2 ) en ( 6.3 ) obtenemos el promedio del promedio
[t+/\t
} det
t

AL ->w AL

(Vz)m = © , pero (v'z2)m no lo es.

Para flujo completamente desarrollado, los otros componentes de la

velocidad verm = vem = 0, pero las velocidades fluctuantes v'» y Ve
no lo son ni lo son los promedios de sus cuadrados, (Ve ' 2)m vy
(ve’2)y. La suma:
t
v’z + v'Z + v'2 = 2Z2Ko
rm im zm m

Donde Kotm es la energia cinética turbulenta por unidad de masa. La
cantidad
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donde Vam es8 el promedio de vVvzm sobre el é&rea de la seccidn
transversal, se denomina la intensidad de la turbulencia.

FLUCTUACIONES DE TEMPERATURA Y CONCENTRACION.

8i hacemos mediciones para determinar la temperatura y/o la
concentracién instantédneas en flujo turbulento, hallaremos que estas
cantidades también fluctlan alrededor de un valor promedio, ¥y
similarmente escribimos:

T

Tm + T°
CA = cCam + ¢C’a

En flujo ftlrbulento el balance de cantidad de movimiento se hace en
términos de valores promediados en el tiempo. Para fluidos
incompresibles [m = [. Por ejemplo el flujo total de cantidad de
movimiento en la direccién r en la posicién r es:

[(v + v’ (v +v) = (v v + [v' v + [v v’ + [v‘ v’
rm r zm z rm Zm r zm rm zZ r z
pero
[v v = [v v
rm zm rom zm es el flujo debido a las velocidades

promediadas en el tiempo y es cero puesto que Vem = ©. También...

[v‘ v = (vl v = © pues V' = @
r zZm rm Zm rm

Por razones semejantes se hace cero el tercer término.

El término [v'r v’z pueden medirse experimentalmente; es diferente
de cero a excepcién de la pared donde v’z = v'r» =0, y en el centro.
Se ha encontrado que varia radialmente con la posicién, alcanzando un
méximo cerca a la pared (figura 6.5). Tiene unidades de flujo de
cantidad de movimiento y fisicamente representa el transporte de
cantidad de movimiento z en la direccidén r debido a la correlacién de
vie con v'z. Por lo tanto se denomina el flujo de cantidad de
movimiento turbulento y se define como:
T

T = f v v’ ( 8.4 )
rz r z
También puede interpretarse como un esfuerzo, y conjuntamente con:
t t t t t
T ) T i T ~ T ~ T
re ze rr 1= zz

se denominan "Esfuerzos (tensiones) de Reynolds "

Un procedimiento similar para el flujo global en la direccidn z nos
da:
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2
er Vz = szm Vzm + rV‘zm

El primer término es el flujo global debido a las velocidades
promediadas en el tiempo y el segundo es el flujo turbulento de
cantidad de movimiento z en la direccidn z:

t

T = [ v'2

ZZ zm

Para flujo desarrollado en tuberias ninguno de los dos términos es
cero, pero como no cambian entre z = © v z = L, se cancelan.

Notando que:
t 1 t

T = T + 7T % 6.5 )

razm razm r=

El balance de cantidad de movimiento se reduce a:

AT S) = () ASL

rzm »r M
con

d(r Trzm)

= WM s Trz = 5(§MP) ( 6.6 )
r dr

Que es idéntica a la expresidn ( 4.48 ) a excepcién de que usamos la
densidad de flujo ( o esfuerzo ) total Trzm en lugar del laminar Trz.
Este resultado nos indica que en adelante no necesitamos continuar
efectuando el proceso de promediar. Bastard con reemplazar Trz por
Tezm ¥ usar los valores promedidos en el tiempo para las otras
cantidades en 1lugar de valores instantdneos. BEsta regla se aplica
también para transporte turbulento de calor y masa.

Para obtener el perfil de velocidad turbulenta en un tubo, Vam(r)
debemos relacionar Trzt con Vazm.

La aproximacién mas corriente es escribir una ecuacion gque relacione
Ttz con el gradiente dvz/dr a través de una viscosidad turbulenta ut
en forma andloga a la ley de Newton para flujo laminar

dvazm
Tt - - ut ( 6.7 )
rz dr
esta expresion es llamada " Hip&tesis de Boussinesq '

Un problema que presenta esta aproximacién, consiste en que, a
diferencia de la viscosidad molecular u, la viscosidad turbulenta ut,
der~nde de las condiciones locales de flujo y no es una propiedad del
fluido. Varia con la distancia desde la pared, el nimero de Reynolds
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y con otras condiciones de flujo, asi como con la viscosidad
molecular del fluido.

Por esta razén algunos autores han preferido otras aproximaciones.
Sin embargo, para flujo en tuberias el modelo anterior da buenos
resultados y su uso es simple y ampliamente utlizado.

Para transporte solamente en 1la direccién y , esta teoria se resume
para las tres formas de transporte:

Tyz = - (W + ut)(6va/dy)
Jay = - (DaB + DaB*)(6c /&%) ( 8.7 a)
av = - (k + kt)(8T/8y)

LONGITUD DE MEZCLA DE PRANDTL.

Continuemos considerando flujo turbulento desarrollado estable en un
tubo a una distancia y = R-r de 1la pared. Como 1la velocidad
promediada en el tiempo vam aumenta con la distancia desde la pared,
el gradiente (dvam/dy) = -(dvem/dr) serd positivo y Tym = -Trs serd
negativo, indicando transporte de cantidad de movimiento z hacia la
pared. Consideremos una turbulencia originalmente ubicada a una
distancia y + 1 de la pared, donde 1 es la longitud de mezcla (figura
8.2). Prandtl asumié que dicha turbulencia puede moverse una
distancia 1 en la direccién y negativa, o sea hacia la pared, con una
velocidad lateral v’'y, y cede su cantidad de movimiento, es decir,
avanza con el fluido en ese punto.

/
| /
| /v,(y)

y-i

y+l y

TTITTIELT 777777

FIGURA 8.2.

Como la velocidad media en y + 1 es mayor que en y, esto aumentard la
cantidad de movimiento z en y, y habrd un subsiguiente transporte de
cantidad de movimiento z por unidad de volimen que es proporcional a:
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[Aves| = {|vem| - vem| |

|
|.V"'1 L }wl {3 J

En forma simulténea, una turbulencia originalmente en y - 1 se
translada una distancia 1 en la direccidén positiva con velocidad v’y.
Como la velocidad media en y - 1 es menor que en y, esto disminuiré
la cantidad de movimiento z en y, y ocurrird un transporte de
cantidad de movimiento z por unidad de voltmen que es proporcional a:

- rA.le = - f{v - Vzm| }

-1 v -1
El cambio neto promedio de cantidad de movimiento por unidad de
volimen seréa:

% [ [ Vam

=~ Vam }
y+1 -1

La velocidad neta promedio de transporte turbulento de cantidad de
movimineto z en la direccién y sera entonces el producto de este
cambio de cantidad de movimiento por unidad de voltmen y el flujo
volumétrico lateral promedio |v’y| Sy, 6:

R L T S | S

Donde se introduce el s8igno menos para hacer Ttyz negativo cuando

DVam €8 positivo y |v'y| es usado para designar una magnitud
promedio.

Si el gradiente de velocidad se supone lineal sobre la distancia I,

v - v = 21 (dv / dy)

zm |y o+ 1 zm |y - 1 =m

substituyendo en ( 6.8 ) y dividiendo por Sy nos da para el flujo
turbulento:

t

T = V7| [1(av /dy) ( 6.9 )
Y& Zzm

La longitud de mezcla I equivale aproximadamente a +. la trayectoria
libre media de las moléculas en transporte molecular. Sin embargo,
como L es muy pequefla ( * 10-7 m ), la suposicidn de un gradiente
constante sobre una distameia + en flujo laminar es mucho mejor que
la suposicién de gradiente constante sobre una distancia 1 en flujo

turbulento puesto que ! puede aproximarse a las dimensiones del
conjunto.
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En forma similar, 1la velocidad 1lateral de . las turbulencias
corresponde en transporte molecular a la velocidad media de las
moleculas. Tenemos entonces :

t

T = |v7| [l1(dv /dy) = - u (dv /dy)
ys Zm :

rm

— = 1] v ( 6.10 )

Prandtl supone a continuacidn que la velocidad media fluctuante
lateral es igual a 1a velocidad media fluctuante en la direccién de
flujo:
- % ]
v = (v'2) = (v'2)
r =
Y que 1la velocidad de fluctuacién en la direccién de flujo es

aproximadamente igual al cambio en la velocidad media sobre 1la
distancia 1I:

s
(v'2) = 1 [dv /dr ( 6.11 )

= Zm

Esta suposicidén puede explicarse asi: consideremos un elemento de
flufddoen y + 1 que se mueve una distancia I hacia 1la pared con
velocidad lateral fluctuante v’y = - vr. Como la velocida media vVam
decrece al aproximarnos a la pared el elemento de fluido llega a una

corriente con vVazm menor creando una fluctuacidn positiva gracias al
incremento en vazm

v: = v ‘ - v = I(dv /dy)
z am 1 Zm v z

Similarmente un fluido en y - 1 que se desplace en una distancia .
alejdndose de la pared con velocidad lateral v’y causard una
fluctuacién negativa en el flujo z:

- v = - I(dv /dy)

Y‘—l Zm

2 Zm

Reemplazando ( 6.11 ) en ( 6.1@ ) obtenemos:

= [ 2 ( 6.12 )

dv /dr

La longitud de mezcla tampoco puede predecirse a partir de la teoria.
Sin embargo, sabemos que no es mayor que el didmetro del conducto.
Ademds las turbulencias son mayores en la regidén central y menores
cerca a la pared. Prandtl supone que . es proporcional a la distancia
desde la pared :

1l =1y ( 6.13 )

La c.onstante I es llamada la constante de Von Karmén y su valor
experimental es alrededor de ©.4. Reemplazando v 'y I en ( 6.9 ) se
obtiene :



CAPITULO 6. TRANSPORTE TURBULENTO 161

ut = [ [2y2 [dvzm/dr]) ¢ 6.14

t

-
f

r 1
- [ 12y2 |dv /dr|(dv /dr)
L

rz am 4 Zm

Recordando que

- L t
T -7 + T T eMirvyz. t 6.6
re rz rz
) dvz r dvz 12 P (R Yy
Trz = M ---- [{ly 12| -===- e kb t 6.15
dy L dy Z

Esta ecuacién cuadritica puede resolverse para (dvzm/dy)., la cual. en
principio, puede integrarse para obtener vam(r).

Retomando la ecuacidén ¢ 6.15 ) observamos que en la pared:

T = - T = |7 | = ®m (R/Z2)

3 vz |y=0 rz |r=R
Usando esta expresion para eliminar @M. nos da

T = T (1 - y/R

rz a8

H(dvzm/dy) + Trzt - Ta (1 - y/R) ¢ 6.16
Aunque Trzt = [ v zV r varia con la posicién radiai. nunca es mayor
que el flujo total el que a su vez nunca serd mayor que el flujo en

la pared te. Por esto Te aparece comc un flujo caracteristico

Para adimensionalizar la ecuacidén ' 6.16 definimos las siguientes
cantidades:

y* =y v¥/T ; r* - rv*/T - Nimeros de Reynolds posicionales

Aqui: v =(R - r); v* representa escala de velocidad caracteristica
que debera determinarse. [ /v* resulta siendo una longitud
caracteristica. Hemos usado el s8igno ( + , para indicar cantidades

adimensionales tal como es costumbre en mecdnica de fluidos
v* = vam/V* €8 una velocidad adimensional
Dividiendo ( 6.16 ! por Ts. adimensionalizandc vzm € y tenemos
u vz dv+ t
————————— = + (Trz/Ta) = 1 - y*/R* ( 6.17 )
Ta(/[) dy*

S5i identificamos Ts = | v*2 podemos definir una velocidad de friccién
carcteristica por:
v o= (Te/[) ( 6.18 )
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La ecuacién ( 6.17 ) se transforma en :
<t
(dvt/dy*) + (Tre/[vx?) = (1 - y*/R*) { 6.19 )

La que puede integrarse si se conoce Trz como funcién de la posicién.

MODELO DE LAS TRES REGIONES PARA TRANSPORTE DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO
EN UN TUBO.

REGION
DE
Pl

REGION
BUFFER

NUCLEO
TURBULENTO

PARED

b - e e e e e e e o = = -

NN

FIGURA6.3. Regiones usadas en el andlisis del transporte turbulento

Se acostumbra dividir el campo de flujo en tres regiones distintas,
cada una con propiedades especificas. Las definimos asi: (figura
6.3).

1. Regibn de Pared o Subcapa Viscosa.

Esta es 1la porcitn del campo de flujo inmediatamente adyacente a la
pared del tubo. Aunque todavia pueden existir fluctuaciones
turbulentas, el esfuerzo cortante turbulento es pequefio : Tret & ut
son aproximadamente cero y pueden despreciarse.

2. Nicleo Turbulento.

Esta es la regidén en la parte central del tubo. Ocupa la mayor parte
de la seccién transversal del tubo. Aqui el movimiento turbulento es
intenso y uv es muy grande, de forma que u/p*t tiende a cero, y el
flujo de cantidad de movimineto laminar puede despreciarse.

3. Regién Buffer o de Transicidén.
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Esta es la regién que se encuentra entre la subcapa viscosa y el
ndcleo turbulento, donde u y ut* 8on comparables en magnitud, o sea
que tanto el flujo de cantidad de movimiento viscoso como el
turbulento son importantes.

SUBCAPA VISCOSA.

Aqui r tiende a R & y tiende a cero y ut o T-z* tienden a cero. La
ecuacién ( 6.19 ) se reduce a:

(dv*t/dy*) = 1 6 vt =y ( 6.20 )

Esto implica que en la subcapa viscosa el mismo perfil de velocidades
existe para todos los fluidos newtonianos, para tubos de todos los
didmetros y para todas 1las velocidades de flujo ( siendo el flujo
principal turbulento ). Se ha encontrado experimentalmente que la
ecuacidén ( 6.20 ) tiene validez hasta y* = 5.0

NUCLEO TURBULENTO.

Aqul el efecto viscoso es despreciable con respecto al efecto
turbulento. ( 6.16 ) se tansforma en :

Tezt! = Ta (1 - y/R)

Necesitamos conocer ut. Para conocerlo utilizamos la teoria de la
longitud de mezcla de Prandtl. Aplic&ndola Prandtl supuso (1-y/R)=1,
o sea, desprecia la variacidén de Trz con la posicidn a pesar de saber
que varia linealmente con 1la distancia desde 1la pared. Esta
suposicidn se Jjustifica sin embargo pues la expresién resultante
concuerda con los resultados experimentales cerca del centro. La
ecuacidén ( 6.14 ) nos da:

Se toma el signo que da el significado fisico apropiado. Extrayendo
raiz cuadrada y reorganizando:

dvzm (Ta/[)* v*
______ S e € 6.21 )

dy [y Iy

dvem/v¥ = (1/)(dy/y)

O

dv+ = (1/)(dy*/y*+)

Tomendo vi como la velocidad en la posicién yi1i, donde comienza el
nicleo turbulento,
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vt - vi+t = (140) In(y*/y1i+) ( 6.21 a )
denominada perfil logaritmico de velocidad.

Esta ecuacién describe el perfil de velocidad en el nticleo en forma
adecuada, aungque no da un gradiente de velocidad cero en el eje de
simetria como deberia ser. Evaluando vi y yi1 en forma experimental,
se obtiene la ecuacidén de Nikuradse:

v+ = 2.5 tnty*) + 5.5 ;oyr > 30 ({ 6.22 )

REGION BUFFER O DE TRANSICION.

Esta regién cae entre los puntos donde el perfil de velocidad de la
subcapa viscosa v* = y* deja de aplicarse y el perfil logaritmico
comienza a aplicarse o sea para 5 < y*+ < 30.

Como tanto u como ut se 1involucran es dificil desarrollar una
ecuacidén que describa esta regién y empalme con las ecuaciones para
la region laminar y el nmnicleo turbulento. Una de las muchas
aproximaciones es la siguiente: Asi como en la regidén laminar,.

(1 - y/R) 8e asume la unidad, ( 6.16 ) puede reescribirse como:
[v*¥2 = va = (nu + p¥)(dvam/dy) t 6.23 )
Adimensionalizando
(fv¥/w)(dvam/Tai = [dy/(u + u®))(ve/T)
dv+= dyr/(1 + put/u) ( 6.24 )

Para integrar esta ecuacidén necesitamos conocer como varia ut/p con
v+ en esta regidn

Se han propuesto diferentes ecuaciones semiempiricas para ésta
relacién. Usando la ecuacidén recomendada por Lin. Mouton y Putnam:

Uty = y*rs/5  0.959 t 6.25 )

Para la regién 5 - v+ < 30. Esta ecuacién puede integrarse fécilmente
cuando se reemplaza en ( 6.24 ) para dar:

vt = - 3.27 + 5.0 In(y*t + ©.205) 5 - v+ . 30 { 6.26 )

Se usa con més frecuencia la ecuacidén empirica obtenida por
Nikuradse:

v+t = - 3.85 + 5 1n v @ <y < 26 ( 6.27 )
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PERFIL UNIVERSAL DE VELOCIDADES PARA FLUJO TURBULENTO EN TUBOS LISOS

El propdsito de usar variables adimensionales como v* y y*+ es
intentar correlacionar los efectos del didmetro del tubo, 1la
velocidad promedio vm, Yy las propiedades del fluido ( tales como t y
M )" para que ecuaciones de 1la forma v*=f(y*) sean validas para
cualquier fluido newtoniano y cualquier Re={vmD/u en régimen
turbulento. Un gréafico de v* como funcién de y* ( figura 6.4 ) que
sea vialido para todo Re se dice un perfil wiiversal de velocidades
aunque se usen ecuaciones diferentes para cada una de 1las tres
regiones. Sin embargo Churchill y Choi desarrollaron una ecuacidén que
interpola entre las tres ecuaciones aproximidndose a ellas
asintdéticamente:

(v*)-2 = (y*)-2 + (0.16/1n2 9y*+)
o}
(y*)2 1n%2 9y~
b A = [ ____________________ (6.28 )
0.16(y*)2 + 1n2 9y~
cé L |
“ vt =55,25 |nys
l N
I
1000

y'

FIGURA 6.4. Perfiles de velocidad. Datos tomados para valores de Re
entre 6000 y 49000 se ajustan con muy buena correlacidén a esta
grafica.

SUPERFICIES RUGOSAS.

Al integrar la ecuacidén ( 6.21 ) entre un limite inferior arbitrario
y tomando el limite superior en el centro del conducto, donde y* = R+
Y V* = V'max, Obtenemos:

Vmax - V* = (1/f1)1In(R*/y*) = (-1/A1)1In(y/R) = (-1/41)1n(1-r/R)
(6.29)
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Esta es 1la forma de las llamadas ecuaciones de velocidad diferencia,
las cuales s8se ajustan a los datos experimentales con buena
aproximacidn ( excepto cerca a la pared ), la constante 1/11 se toma
como 2.5. El parémetro v*mex depende de la rugosidad de 1la
superficie.

Para flujo sobre superficies rugosas, se presume que é&sta tiene
protuberancias de altura € variable. Se considera que una superficie
es hidrodindmicamente lisa si las alturas € de las protuberancias son
mucho menores que el espesor de la subcapa viscosa. En general las
superficies que 8e encuentran en las aplicaciones de ingenieria no
son perfectamente lisas y en 1la mayoria de 1los casos las
protuberancias penetran en la subcapa viscosa que es muy delgada. Es
dificil analizar el efecto de la rugosidad sobre la distribucién de
velocidad debido a la gran cantidad de formas geométricas de 1la
rugosidad y a la variedad de formas en que las protuberancias estan
distribuidas sobre 1la superficie. Nikuradse hizo numerosos
experimentos de flujo turbulento dentro de tubos de rugosidad
artificial (con arenas de granulometria definida adherida a 1la
superficie ) en un amplio rango de rugosidad rlativa €/D ( es decir,
la relacién entre la altura de la protuberancia y el didmetro ) desde
1/1000 hasta 1/30. Se hallé conveniente introducir una altura
adimensional de 1la protuberancia o nimero de rugosida de Reynolds,
definido como:

€+ = (¢/T)(T1a/[) ( 6.30 )

Con respecto a los efectos de 1la rugosidad se encuentran tres
situaciones diferentes:

Hidrodin&micamente lisos: o< e+r<5h
Transicién: 5 <e+r <70
Totalmente rugoso: €+ > 70

Cuando las superficies son hidrodin&micamente lisas 1las alturas de
las protuberancias son tan pequefias que todas estan cubiertas por la
subcapa viscosa, por esto la rugosidad no tiene ningiin efecto. Cuando
hay transicién 1las protuberancias estan parcialmente por fuera de la
subcapa viscosa y causan resistencia adicional al flujo. En el caso
totalmente rugoso 1la altura de la protuberancias es tan grande que
todas penetran 1la subcapa viscosa, en consecuencia ya no hay subcapa
viscosa y 1las protuberancias influyen en el mezclado turbulento. La
ley de distribucién logaritmica de la velocidad ( 6.21 a ) se aplica
al régimen totalmente rugoso reemplazando y* por y/€:

1
vt = -— 1In (y/€) + C
I
A partir de los experimentos de Nikuradse se halléd:

v+ = 2.5 ln(y/€) + 8.5 ( 8.31 )



CAPITULO 6. TRANSPORTE TURBULENTO 167

Para y = R
v+ = 2.5 In(Rs/e) + 8.5

max

CORRELACIONES PARA EL FACTOR DE FRICCION.

Nuestro objetivo es correlacionar 1los coeficientes de transferencia

con otrag variables. Para transporte de cantidad de movimiento
definimos:

Te
f il = 2(VK/vm)2 = 2/(Vm*)2 ( 6.32 )
;ferz
R+ (]
v*r+ dr+ [ v+(R* - y*)(-dy*)
Jo R+
Vm"' - e e e e i e G D G D S G e e € i S S S e S e s e ( 6.33 )
R+
r+ dr+ %(R+)2
Jeo

Debemos integrar esta expresidén para hallar v*m como funcién de R* y
con ( 6.32 ) relacionamos f y R*.

fv*R 2R{vm 1 Vv* - Re
R* = ——eme = e B = (Re/2Vvm )} = -——- (£/2)% ( 6.34 )
H H 2 Vm 2

Dependiendo de 1la exprsién que 8e adopte para v+ s8e obtendrin
resultados diferentes.

Suponiendo que el perfil logaritmico de velocidades sea aplicable a
todo el radio de la tuberia:

vt = 2.5 lnyr + 5.5 (46.22 )

2 R+
Vot = ——————- (2.5 In y* + B.BY(R* - y*) dy* ( 6.35 )
(R+)2 e

vm* = 1.75 + 2.5 1ln R+ ( 6.36 )
De ( 8.32 ) :
1/{f = (va*)/¥2 = 1/42 (1.75 + 2.5 1In R*) ( 6.37 )
De ( 6.34 ) :

1/ff = 4.07 log[Resf] - 0.60 (6.38)

que se conoce como la ley universal de Prandtl para tubos lisos.
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El error involucrado al suponer ( 6.22 ) vdlida para todo el diémetro
del conducto puede evaluarse asi:

Reescribimos ( 6.33 ):

R+
I = { v+*(R* - y*) dy* I1 + Iv + 1In ( 6.39 )

5 20 100 200 300 400 500

FIGURA 6.5. Flujo volumétrico relativo segin contribuciones de las
diferentes regiones para flujo turbulento en un tubo.

Donde Ii, Iv e In son respectivamente, las integrales sobre 1la
regiones laminar, buffer y el micleo, dadas por el &rea bajo la curva
de la figura 6.5.

I, : subcapa laminar; Iv : regién buffer; In : region del nicleo,
IrM: 4rea bajo el perfil logaritmico de velocidad. Para R+ = 509, las
integrales I1, Iv e In se muestran en la figura 6.5 como &reas bajo
la curva v+*(R* - y*) contra y+. El &rea total It = I1 + Ip + In Be
puede comparar con el drea aproximada Irm, el &rea bajo la curva del
perfil de velocidad logaritmico extrapolada hasta y* = 9.

El error porcentual involucrado al usar Irm en lugar de I+ es
(It - I+)(100)/I+, donde
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b 2=
Iy - I = J va*r(R+ - y*) dy* - 11 - I
°

Reemplazando ( 6.20 ), ( 6.27 )y ( 6.22 ) para la distribucién de
velocidad en las regiones laminares v*+i, buffer, v*v y el nidcleo v'n
se obtienen 1las integrales deseadas. En el caso de R+ = 500 se halla
un error de s6lo 1.4 %. 0 sea que para obtener v*m a partir de v* no
es necesario conocer con mucha precisién el perfil en las vecindades
de la pared; sin embargo, si no se conoce v*i, la velocidad en el
limite del niicleo turbulento, o la constante 5.5 en ( 6.22 ), seria
necesario hallarlos por integracién de la ecuacidén ( 6.24 ).

PAREDES RUGOSAS.

El andlisis anterior es s8dlo aplicable para tuberias 1lisas. Para
tuberias rugosas 1la relacién €/D debe estimarse y tenerse en cuenta.
Curvas empiricas como el diagrama de Moody de f contra Re, presentado
con profusién en los textos de mecdnica de fluidos, se utilizan
tradicionalmente en la préctica.

Combinando ecuaciones para tuberias rugosas en régimenes de flujo
laminar y turbulento Churchill desarrollé una sola ecuacién para el
factor de friccién en flujo laminar. de transicién o turbulento, y
para tuberias lisas o rugosas:

f - 12 32,1712
(8/Re) + 1/(A + B) ( 6.40 )
.18
A = |2.457 1n L SR, 7 SN }?
-~ (7/Re)?®-2 + 0.27(€/D)
1s
37530
B = | ————o
- Re

Las ecuaciones son mds convenientes que las tablas o las
correlaciones gréficas en disefio y operacién ayudadas por computador.

Prueba y error es necesaria si en lugar de la velocidad de flujo se
especifica la caida de presién.

La ecuacién ( 6.40 ) no 88lo reproduce el grifico del factor de
friccién sino que evita interpolacidénes y da valores tnicos en la
regién de transicién. Estos valores estdn, naturalmente, sujetos a
alguna incertidumbre, debido a 1la inestabilidad figica inherente en
esta regién.
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MODELO PELICULAR.

El modelo que histéricamente m&s se ha usado es el pelicular en el
que se supone que la resistencia al transporte ocurre completamente
en una delgada pelicula adyacente a la superficie ( fig 6.6 ). Como
el flujo en la pelicula es esencialmente laminar, la temperatura,
concentracién y/o velocidad cambian rédpidamente hasta gque se alcanza
la regién turbulenta. All{ la temperatura, concentracién y velocidad
son aproximadamente iguales a los valores promedios. Generalmente la
curvatura de la superficie se desprecia por lo que el modelo puede
aplicarse a tuberias, paredes planas, superficie de empaques, etc. El
espesor efectivo de la pelicula, ze, no es el espesor de la subcapa
laminar sino el de una pelicula ficticia que se requeriria si la
resisten cia total y sbélo por transporte molecular recayera en ella.
Para ilustrar esta idea consideremos el caso de transferencia de
calor: si 1la densidad de flujo enz =0 es qe Yy despreciamos el
transporte turbulento, asumiendo q constante e integrando la ley de
Fourier obtenemos:

k
de = ——-—- (Tmea - Ta) ( 6.41 )
ZFH

por definicidén teniamos :

ds = h (Tmea - Ts) Nu = hD/k

Srbw;n viscosa

PARED REGION | RUCLEO TURBULENTO
BUFFER \ Factuol
Tin - =-n

Zeh

FIGURA 6.6.Teoria pelicular y el modelo de las tres regiones.

de donde:
h = k/zpH v Nu = D/zwu ( 6.42 )

Para transferencia de masa si zrp es el espesor de 1la pelicula
correspondiente:

Ke = Dap/zpp y Sh = keD/Dae = D/zrp ( 6.43 )
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Para transporte de cantidad de movimiento, asumiendo perfil de
velocidad lineal dentro de la pelicula:

f = ta/(%fven2) . ¥f[{vm? = Te * W(Vmed/zFO)

f 1 u D D/zrc
T QN - B pmimy g g g e i ( 6.44 )
2 ZFO(Vm {fvmD  zrc Re

o0 sea @que Re.f/Z2 es un espesor adimensional inverso de cantidad de
movimiento, tal como Nu es para calor o Sh es para transferencia de
masa.

Para obtener Nu : .» Sh ) debemos relacionar zfu ( o z¢p ) a zfo. Para
hacerlo suponemos que el espesor de la pelfcula para cantidad de
movimiento es la distancia a la cual la difusividad turbulenta de
cantidad de movimiento '+ es  veces la difusividad molecular de
cantidad de movimiento. y que zfH ( 0 z#p ) es la distancia a la cual
at ( o Dap* ) es el mismo factor 3 de 1 ( o Dap

e =B ; at =fa . Das* = BDae .7 45

3 estd entre cien y mil.

FIGURA 6.7.a FIGURA &. " b

Haciendo uso de la observacidn empirica de que las difusividades
turbulentas son aproximadamente iguales y varian con la potencia tres
de la distancia a la pared:

't = at = Dapr - Cy®
donde C es una constante. Entonces:
Br = C(zrm1)3 ; Pa = C(zru)® : BDae = C(zFp)8

de donde

(zr/2zFH) = ([/a)1/8 = Priss

(zF/2FD)

(T/DaB)1/3 = Sci/@
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Nu

(f/2)Re Prisa ( 6.45 )
Sh

(£f/2)Re Scis3 ( 6.46 )

El ndmero de prandtl, Pr, varia desde valores menores que 9.01 para
metales liquidos, 0.7 para aire, 6 para agua hasta 83300 para
glicerina. E1 mimero de Schmidt, Sc, para gases estf en valores

cercanos a la unidad, pero en liquidos tiene valores tan altos como
2000.

Se acostumbra definir una cantidad adimensional, el nimero de Stanton
como:

8t = Nu/Re Pr 5 Stp = Sh/Re Sc ( 6.47 )
También los llamados factores J :

Ju = Nu/Re Priss

St Pr2/3 ( 6.48 )
Jp = Sh/Re Sc1/38 = StpScz2/3 ( 6.49 )
De las ecuaciones ( 6.45 ) y ( 6.46 ) se observa que :
Ju = Jp = £/2 = Ju = funcién de Re ( 6.50 )

Podemos obtener coeficientes de transferencia de impulsc, calor y/o
masa a partir de este conjunto de ecuaciones. Para transferencia de
calor en fluidos cuya viscosidad varia ampliamente con la temperatura
es recomendable multiplicar el factor Ju ( 6.48 ) por (im/ita)—2-14 .
conocida como 1la correccién de Sieder y Tate. Aqui um es la
viscosidad del fluido a 1la temperatura de la mezcla Tm y ia es su
viscosidad a la temperatura de la pared.

bara transferencia de masa el lado izquierdo de la ecuacién ( 6.46 )
deber& multiplicarse por p/peML., o C/CEML, O 1/yBML, o 1/XBML, para
tener en cuenta el flujo global.

La ecuacién ( 6.50 ) es llamada la analogia de Chilton Colburn, y ha
sido probada experimentalmente para gran cantidad de fluidos ( para
varios 8c y Pr ) halldndose bastante precisa. Se usa industrialmente
y tiene la ventaja de que 86lo es necesario representar J como
funcién de Re en papel doble logaritmico para obtener correlaciones
para transporte de impulso calor o masa.

EJEMPLO 6.1.
La ley de la potencia 1/n de Blasius dice que para flujo turbulento
en el interior de tubos lisos la velocidad varia con la potencia 1/n

de la distancia desde la pared donde n ~ f-1/2

Para Re aproximadamente igual a 106, n
rerfil de velocidad para n = 7 es v+

7. En forma adimensional, el
.56( v+

1]
oo
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e A SR

Usando ( 8.33 ) y ( 6.34 ):
' v = (B.58)(0.817)(R+)1/7

Reemplazando en ( 8.32 ) y reorganizando se halla la "Ley de friccién
de Blasius", vdlida para 4000 < Re < 108 :

f = 9.0079(Re)-2.25 ( 8.51 )
Esta expresién se ve frecuentemente escrita como:
- 0.2 4 8

f = 0.048(Re) 10 < Re < 10 ( 6.52 )

a partir de ella y la ecuacién ( 8.45 )

8.8 1,3
Nu = 0.023 Re Pr ( 8.53 )
que coincide bastante bien con la ecuacién muy usada de Dittus-
Boelter. §
8.8 b
Nu = 0.023 (Re) Pr ( 6.54 )

0.4 Calentamiento

0.3 Enfriamiento.

Los diferentes valores en del exponente b surgen de la variacién de

la viscosidad con la temperatura, afectando la subcapa viscosa y el
perfil de velocidad.

También coincide bastante bien al ser reemplazada en la ecuacién
(6.48) con los resultados experimentales obtenidos por Sherwood vy
Linton para liquidos :
e.83 1,3
Sh = 0.923(Re) Sc ( 6.55 a )
y para gases :

0.83 o.44
8h = 0.023(Re) Sc ( 8.55 b))

Hemos demostrado como puede utilizarse la teoria elemental sobre
transporte turbulento para obtener resultados que estan de acuerdo
con las correlaciones empiricas para los coeficientes de
transferencia existentes en la literatura.

METODOS APROXIMADOS.

Debido a 1la complicacién gue representa el cédlculo de varias
integrales, se han propuesto aproximaciones para hallar T™m y v*m.
Una zsume que en y* = yi+ ,

T+ - T1+ = an- . Vm* = vi1?
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- — o = ==

Luego se relacionan los nimeros de Nu con el factor de friccién. Las
ecuaciones resultantes son llamadas analogias. 8Sin embargo, 1la
palabra analogia como se usa en relacién a la analogfa de Chilton-
Colburn, Von Karm&n, Reynolds o Prandtl, no tiene el mismo
significado que el usado en el capitulo cuatro por ejemplo. Alli se
habla de analogia matem&tica en el sentido que la ecua cién
diferencial, las leyes de flujo y las condiciones limite diferfian tan
86lo en su notacién. 8in embargo, para transporte turbulento de
cantidad de movimiento y calor en una tuberia, 1las ecuaciones
diferenciales no son las mismas pues, ( i ) La ecuacién de impulso
contiene un término de generacién interna que no contiene la de calor
v ( 1ii ) 1la ecuacién de calor en rigor deberia incluir un término
para flujo global en la direccién axial ( pues T varia con z )
mientras que la de cantidad de movimiento no, pues en flujo
desarrollado vz no varia con z. Este problema se obvia en el modelo
de las tres regiones suponiendo que los flujos son constantes e

iguales a los valores en la pared, eliminando asi la necesidad de
ecuaciones de balance.

Escribimos entonces las leyes de flujo para transporte de impulso y
calor encontrando que son de la misma forma, asi{ como 1lo son las
condiciones limite.

Es en este sentido entonces que existe una analogia.

MODELO DE TRES REGIONES PARA TRANSFERENCIA DE CALOR Y MASA.
Subcapa Viscosa.
De la ecuacién ( 6.7.a )
.
ge = (k + k®) ( 6.7.a )
dy

despreciando kt, considerando ge constante,

R 4
JT dl' = T -Ts = (ga/K) dy = (gs¥)/k ( 6.56 )
T

(1 [~}

a y lo adimensionalizamos como :
y*+ & yv*/T ( 6.16 a )

Para obtener una temperatura adimensional postulamos que Ts, 1la
tempsratura de la pared puede tomarse como una temperatura de
referencia y pr(T - Ts) se puede interpretar como una entalpia y
tiene unidades de energia ( o de calor ). Al dividir por qe s8e
cancelan las unidades de calor y situaciones con diferentes flujos de
calc» tienden a quedar en las mismas bases fisicas. Las unidades de
tiempo y longitud que 8se introducen se pueden cancelar usando
(Te/[)*%. De esta manera tenemos una temperatura adimensional:
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T+ = [[Cev* (T - Ta)l/as ( 6.57 )
Asi, al multiplicar ( 6.56 ) por [ Cp v*/qe obtenemos:
Cou qv*

T+ = = Pry* ( 6.58)
k r

Para transferencia de masa, un razonamiento similar lleva a la
definicién

v* (Ca - cas)
cat = = Scy+* (6.59)
Jas

Anteriormente obtuvimos v+ = y+ ( ecuacién 6.20 ) para el perfil de
velocidades

Region Buffer :
Para transporte de calor:

dT
Qs = (k + k®) |-——- ( 6.7.a )
dy

= v
T-Te = [T dT = qa l dy/(k + kt) ( 6.21 )
Ts

Q

Haciéndola adimensional como ya vimos:
-+

T+ = Iv[(prF)/(k + k¥)J(v* dy/T) = {y+dy+/(a/P +a*/T) ( 6.60 )
[~}

(]

kt t t t
at £ ————- i Pr = T /av = u Cp/kt
[ cp
Reescribimos ( 6.60 )
dy* &g dy*
™ = [V*_ -~ = } ——————————————————— ( 6.81 )
Je a/T + (at/I't)I't/T e 1/Pr + (1/Prt)ut/u

Para transporte de masa las ecuaciones correspondientes son :

t v+ t t
c* = JV*(F dy*)/(DaB + Dam) = [ dy*/[1/Sc + (1/Sc)(u /u)] (6.62)
%]

@
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Como los mecanismos de transporte turbulento de impulso, calor y masa
son esencialmente iguales es costumbre asumir:
Prt = Set =

1.0 o) at = Dast = T¢

Ndcleo Turbulento:

Aqui se desprecia k con respecto a kt. Es conveniente relacionar los
perfiles adimensionales de temperatura y de velocidad. A partir de
las leyes de flujo:

Te = Ft[d(rv.m)/dy]
ge = at[d([CsT)/dy]
Resolviendo para dy e igualando:
e at _
dy = ---—- d({vam) = ---- d({CpT)
Ts ds
Multiplicando por v*/T't
v v* _
-==- d({vem) = --— (at/b%) d({CpT)
Te de
- +* t
dv = 4T /Pr (6.63)
-+ + t +* +
v - v = (1/Pr T -T) (6.64)
1 1
Si Prt = 1.0
v -v =T -T = (1/k) 1n(y /y ) (6.65)
1 1 1
Similarmente para transporte de masa se obtiene:
v*r- vat = (1/Se®)(ca* - cai*) = (1/kK) 1ln(y*+/yit) (6.66)

ANALOGIA DE VON KARMAN.

En las dos expresiones anteriores tanto T+i como cai deben obtenerse
de una expresién para T*+(y*) o ca(3y*) para la zona buffer.

Von Karmén hace el siguiente andlisis : Como ya lo vimos, en la zona
turbulenta despreciando la contrbucién molecular, la ecuacién (6.24):

dv+ = dy*+/(1 + I't/I") ( 6.24)

sBe puede reducir a:
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[+ ol
vt - v+ = J dy/(I'e/T) = ] Rtn dy* =T+-T+ ( 8.67)
1 L 4 g

t A 1
Rn es la resistencia equivalente en el niicleo.

Para hallar vi integramos ( 6.24 ) entre y* = @ y y* = yi:

+

1 5 € 1+
= [y dy /(L+ T /) = [v Rue dy* ( 6.688 )
] °

+

donde RMe e8 la resitencia en la regién de la pared que incluye la
subcapa laminar y la regién buffer.

Ahora, la ecuacién ( 8.61 )

‘v;. + t t ‘vl
dy /(1/Pr + a /T ) = } Rue dy+ ( 6.69 )

@

“+~

Jo

Reemplazando T+1 y v*1 en ( 6.67 )
‘v;

(Ris - Ruva) dy+ ( 8.79 )
°

T = v+ +

Conociendo el perfil de velocidades y las difusividades turbulentas
podriamos determinar T+ y entonces Tm+*.

Von Karmén asume que en :
y = vy » T = T =T , V v = v ; ¢ =c =c
1 1 m 1 m A Al Anm
Esta suposicién evita las integrales sobre el &rea transversal. Con
esta suposicién reescribimos ( 6.87 ) como :

. .o
T = v + | (Rus- Rua) dy* ( 6.71)

m m )

El némero de Stanton para transferencia de calor
St = Nu/Re Pr = h/{Cpvm
1/8t = ({Cpvm/h)(h/Qe) (T - Ta)(Vm/v*) = Tm*Vm®

paraT = T ; de ( 8.89 ) :
1 1

+ +

vl ‘vl

1/St = vm* RHe dy* = vn* {RvMe + (RHs - Rua)] dy*
[~ %)
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e

PRI

r vl
1/8¢ = vm* I vat+ + (Rhs - Rms) dy }
L )
como v*i X% V'm
2 vit
1/8¢ = (vm*) + va* (Ri4as - Rma) dy* (8.72)
o

De (6.32) : wvam = (2/f)% , ysei wk = pt/u = I/ (6.73)

Ademss :
1 1 (Pr - 1)
RiHs - RMa@ = -———- - - = (6.74)
1/Pr + py* 1+ p*> (1 + w*Pr)(1 + u*)

Reescribimos ( 6.24 ) como:
(I'e/T) = [(dy*/adv*+) - 1] = p*

Tomando la distribucién universal de velocidades para describir
v+(y+):

vt = y+ @ <yr<5bh

vt = - 3.06+ 5 1ln y+ 0 <Cyr< 30 = y1+

-+

vi 5 30
(RHa - Ruas) dy* [ (Ris - RMa) dy* + l (RHs - Ra) dy* (6.74 a)

Jo %) 5

Paray <5 : dy*t/dv: = 1 ; uyx = 0 de ( 6.74 a ):

"B

j (RHs - RMe) dy* = J (Pr - 1) dy* = 5(Pr - 1) (6.75)

%] ]

Para 5 < y* < 30 , dy*/dv* = y*/5 ; w¥ = (y*/5 - 1) ; reemplazando en
( 8.74 ) :

30 3e 25 (Pr - 1) dy* 1+ 5Pr
(Rue ~ Rms) dy* = | - =5 1ln ——————- (6.76)
8 y+[Pr y+ - 5(Pr - 1)) 6

J5

La ecuacién ( 6.72 ) queda entonces como :

1 2 X 1+5Pr
——— = -== +(2/f) |B(Pr - 1)+ 5 1n R — ( 6.77)

En el corchete de la ecuacion ( 6.77 ), que es el valor de 1la
integral ( 6.74.a ) observamos que es una funcién del ndmero de
Prandtl y del perfil de velocidad. Si no se hubiera tenido en cuenta



CAPITULO 6. TRANSPORTE TURBULENTO 179

la resistencia presentada por la regién buffer, el uGltimo término del
paréntesis no existiria y la expresién ( 6.77 ) se reduce a la
analogfa de Prandtl- Taylor. En la analogia de Reynolds que obvia la
zona laminar y la buffer, esta funcién de Prandtl ( todo el
paréntesis ) desaparece y la total resistencia se reduce a 2/f, la
del nicleo turbulento.

Obsérvese también que en la analogia de Chilton Colburn la funcién de
Pr es menos compleja. Sin embargo, sus resultados son buenos

1 2 2/3
—— = ——— Pp
St £

Para transferencia de masa los resultados son iguales, cambiando St
por Stp y Pr por Sc.



APENDICE A.6.1.
PROMEDIO CON EL TIEMPO.
Supongamos, para una propiedad A fluctuante
A = A + A ( A)
El promedio con el tiempo es :
1 R S
J A dt ( B)

<

Tz 0 ( C)H
= A (D)

S1 representamos las fluctuaciones de otra cantidad B como B*, a
partir de ( B ) vy ( C ) podemos demostrar que

AR = AB = @
Sin embargo, en general
Qap = A’B’° serd diferente de 9

El producto promedioc A°B° 8se llama la correlacién entre A y B. Si
dividimos por el promedio de los promedios geométricos de A y B”,

A’B’
Rap = ~——-— ==
(A°2)% (B 2)%

Este se denomina el coeficiente de correlacién. Suponiendo A° = kB’,
donde k es constante (ver figura A.6.1), esta relacidén indica que una
fluctuacidon en A siempre causa una fluctuacidén proporcional en B. En
éste caso :

kB°2
Rap - =

(k2B°2)% (B 2)%

+
'—I

Se dice que A y B estidn perfectamente correlacionados; s8i k es
positivo, la correlacién es positiva; y si k es negativo, la
correlacidn es negativa. En el Gltimo caso, un incremento de A’ causa
un dacrecimiento proporcional en B” (figura A.6.1).
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Supongamos ahora que tomamos los cuatro puntos de datos ilustrados en
la figura A - 6.1 2 a. Como en el caso anterior, los promedios de A’
y de B” son cero. Sin embargo, el promedio geométrico de A° es :

¥ 1 X
(A°2) = [ [(-2)2 + (2)2 + (-2)2 + (2)2] ] = 2
- 4
A A
B .. o o ’ BI
(a) ’ ()
A A
'\J » R e
AN N K
(b) T

FIGURA A.6.1 (a ' Correlacién positiva perfecta, (b) correlacidn
negativa perfecta, (¢ correlacién positiva imperfecta, (d)
correlacidén negativa imperfecta.

(-2,2) (2,2)

2,-2) | (2,-2) 20 I

(a) (b)

FIGURA A.6.2 (a) Correlacion cero, (b) correlacidén aproximadamente
cero.

El mismo resultado se obtiene para B’.
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La correlacién serd :

1 %

Qas = [ [zm +(=2)(2) + (-2)(-2) + (-2><2>] ] =0
4

Y el coeficiente de correlacién Ras = @. En general si Ra = @ , las
variables A" v B no estdn correlacionadas.

En la practica los datos pueden no estar perfectamente
correlacionados o descorrelacionados v -1 = Ras £ 1. Las figuras
A6.1c y d y A.6.2 muestran correlaciones tipicas positivas,
negativas y aproximadamente cero.



CAPITULO 7. FLUJO EN CAPA LIMITE.

En el concepto de capa limite se divide el flujo sobre un cuerpo en
dos regiones: (i) Una capa muy delgada adyacente al cuerpo, llamada
capa limite, en donde varian répidamente los gradientes de velocidad
( v temperatura o concentracion si es el caso ) y (ii) La regién por
fuera de la capa limite llamada también regién de flujo potencial o
de flujo externo, en donde los gradientes de velocidad ( y
temperatura o concentracién ) son muy pequefios. E1 espesor de las
capas limites (de velocidad, térmica y/o de concentracion) aumentan
con la distancia desde el borde de entrada a la placa. Para fines
précticos se define el borde ( lindero o limite ) de la capa limite
como el lugar geométrico de los puntos en donde la componente de la
velocidad del flujo v(x,y) en la capa limite alcanza el 99 % de la
velocidad ve de flujo externo. La capa limite térmica y de
concentracién tienen definiciones similares como veremos mas
adelante.

Debe distinguirse entre capa limite laminar y turbulenta (figura
7.2). Comenzando desde la arista de entrada del fluido a la placa ( o
borde de ataque ), la capa limite laminar se desarrolla continuamente
hasta una distancia critica x., en donde empiezan a formarse pequefias
perturbaciones que crecen dentro de la capa limite y ocurre entonces
la transicién de flujo laminar a turbulento. Esta distancia critica
en donde el flujo ya no puede conservar su caracter de laminar se
determina en funcién del nimero de Reynolds critico para la placa:

Rec = fVOXC/H

FIGURA 7.1.
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En general, en flujo sobre una placa, la transicidén de flujo laminar
a turbulento sucede para Rec = 5 x 106. 5i la superficie es rugosa
puede aparecer a Re = 108 y s8i el flujo es tranquilo y la superficie
es lisa puede existir capa limite laminar hasta nimero de Reynolds de
5 x 108. Debe tenerse en cuenta que para el flujo externo la longitud
caracteristica en Rex es 1la distancia desde el borde de ataque y la
velocidad caracteristica es la velocidad de la corriente libre ( que
se comporta como fluido ideal o sin friccién ;.

FIGURA 7.2.
BORDE DE LA CAPA
LIMITE
//,a -
y - \
N FLUIIO EN
REVERSO
FIGURA 7.3.

En el caso de flujo sobre una superficie curva, la capa limite tiene
la propiedad peculiar de que bajo ciertas circunstancias se separa de
la pared. Mas alla del punto de separacidén las particulas del fluido
préximas a la pared se mueven en direccidén opuesta a la corriente

externa formdndose remolinos y la estela que agrega resistencia al
flujo ( figura 7.3 ).
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ECUACION INTEGRAL DE VON KARMAN.

Von Karmén analizé el flujo en 1la capa limite, y usando la segunda
ley de Newton derivé una relacién integral para la distribucidén de
velocidad en la capa limite. El consideré una regién bidimensional de
fluido que incluia la capa limite, con longitud diferencial dx. En
esta regién la cantidad total de aumento de cantidad de movimiento es
igual tanto en magnitud como en direccidén a las fuerzas que actiian en
los limites de la regién.

Ilustramos el método aplicédndolo al flujo sobre una placa plana.
Nuestro elemento de control es un volimen de longitud dx, de ancho b
en la direccién z y de altura H, donde H es mayor que k, el espesor
de la capa limite hidrodindmica ( o de velocidades ).

Dado que 1los perfiles de velocidad son idénticos en cualquier plano
perpendicular al eje 2z, 86lo es necesario hacer un andlisis
bidimensional. Refiriéndonos a la figura 7.4, w es caudal mésico
entrando o saliendo al elemento de volimen por cualquier concepto.

W

2 -

BORDE DE LA / {—

W
y. CAPA > A 3
[ UMITE o p— dx

TR LK I-:ZJ,:- N
"7 SUPERFIE DE L’A,/PLKCA
Wa,
FIGURA 7.4.
Balance de Materia: Un balance nos da:
dm
W3 - ( W1 + W2 +Wq )+ ——= =20 t 7.1
dt '

Considerando estado estable dm/dt es cero.

W = v (b dx) v = v |
1 H H H v %y:H
W = [ v (b dx) v
3 e & ® =0
H
Wz = | b[Vx dy

o
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pues vx varia con y para y < &
d
W3 = W2 + -—— (w2)dx
dx

pues Wi y w4 no varian con x.

Reemplazando en ( 7.1 ) para va

1]

9 y [ constante:

4 H
—— l bfvx dy [dx = [vua(b dx)
dx Q
4
d H
VH = =~-—- [ vx dy ( 7.2 )
dx e

Balance de cantidad de movimiento:

Refiriéndonos al mismo elemento de control (fig. 7.4 ), y sabiendo
que la entrada o salida de cantidad de movimiento convectivo es el
caudal mésico por la velocidad, tenemos:

a ‘H
—— bfvx2 dy | dx - [vavu(b dx) = 7Ta(b dx)
dx Jo

El término de la derecha es la suma de fuerzas que actuan sobre el
elemento de volumen; por ser placa plana horizontal no tenemos
fuerzas de presidén ni gravitacionales actuando.

Simplificado, usando ( 7.2 ) y reordenando tenemos:
1
d H
f ——— (VxVe - Vvx2) dy = - Ta
dx (%]

6, reconociendo que para 6§ < y < H la integral se hace cero pues alli
(Vo -vx ) =0

d (-3 Ta
N J Ve(Ve - ¥x) dy = - ——- (7.3)
dx e r

Bsta es 1la ecuacidén integral de Von Karmén para la capa limite
hidrodin&mica en flujo estable sobre una placa plana horizontal.



