
3. Caṕıtulo 2

3.1. Introducción

Los sucesos biológicos que siguen tras la lesión de un ligamento extra-articular como el li-
gamento colateral medial de la rodilla, juegan un rol importante en la reparación del tejido.
Ellos regulan diferentes aspectos del comportamiento mecánico y bioqúımico del tejido. Para
simular dichos sucesos, entre ellos, la deformación del tejido por acúmulo de ĺıquidos, proceso
denominado tumefacción, la evolución temporal y espacial del Factor de Crecimiento PDGF
y de las células del ligamento, los fibroblastos, y la formación aleatoria del componente prin-
cipal de la matriz extracelular, el colágeno, se formulará en las siguientes secciones el modelo
matmeático que los describe.

En la primera sección, se hará uso de la mecánica de medios continuos para explicar la
tumefacción del tejido. En la segunda y tercera sección, se recurre a las ecuaciones de reacción
difusión para describir la evolución en el tiempo del Factor de Crecimiento PDGF y de los
fibroblastos. En la última sección, se formulará un modelo matemático de la formación
aleatoria de las fibras de colágeno.

Una aproximación a la mecánica de medios continuos y a las ecuaciones diferenciales puede
encontrarse en los Anexos (A) y (B), respectivamente.

3.2. Modelo Mecanobiológico de la Tumefacción

Con la lesión se genera la ruptura de las fibras del ligamento y se inicia el proceso de tume-
facción [16]. La tumefacción resume la hemorragia, la congestión y la formación de edema
en la zona afectada [31]. Por lo tanto, la primera variable del modelo corresponde a la con-
centración de fluidos liberados por los sistemas sangúıneo y linfático durante la tumefacción,
representada como C(x, t). Esta concentración se modela como un fluido con variación tem-
poral expresada como la derivada material seguida por el término de dilatación expresado
en función de la velocidad v y que corresponde a la variación de la concentración por efecto
de la expansión del sitio de lesión debido a la acumulación de ĺıquido.
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DC(x, t)

Dt� �� �
V ariación Temporal

+C(x, t)(∇ · v)� �� �
Diltación

= f(x, t)� �� �
Función Tumefacción

(3-1)

En la ecuación (3-1) se asume que la tumefacción es máxima cuando la concentración de
los fluidos en el área de la lesión alcanza un nivel de saturación CSat [6]. Al llegar a este
nivel de saturación, la variación temporal del fluido es cero y por lo tanto la variación total
en la concentración está controlada por la dilatación del volumen. Se asume además una
dilatación isotrópica dirigida por una función de tumefacción f(x, t) encargada de controlar
simultáneamente los procesos de congestión y formación del edema.

Utilizando una equivalencia entre el tensor de velocidad de deformación del sitio de lesión
(dTum) y la divergencia de la velocidad de dilatación (∇ · v) [56] se obtiene la siguiente
expresión:

tr(dTum)I = Div(v) =
f(x, t)

C(x, t)
= g(x, t) (3-2)

En la ecuación (3-2) la función g(x, t) hace referencia a una función de crecimiento local
dada por la siguiente expresión:

g(x, t) =






ϕ · htumefacción(t) si t1 ≤ t < t2

ϕ · hconstante(t) si t2 ≤ t < t3

ϕ · hretracción(t) si t3 ≤ t < t4

0 Otro Caso

(3-3)

En la ecuación (3-3) ϕ es una constante que cuantifica la tasa de deformación en el tiempo
debido al acúmulo de ĺıquidos y cada una de las hi(t) son funciones adimensionales de
tiempo que cuantifican la formación del edema. Estas consideraciones corresponden con los
tiempos de evolución de tumefacción obtenidos en estudios experimentales sobre métodos de
tratamiento en pacientes que han sufrido esguince grado II [83, 12].

En el caso en que se desarrolle la tumefacción en el intervalo de tiempo (t1, t2) es decir,
cuando se congestiona la herida y el volumen del fluido aumenta [82], la formación del edema
esta dada por la siguiente expresión:

htumefacción(t) = α1 −
t

β1
(3-4)
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Cuando el proceso de tumefacción se detiene, la lesión permanece con volumen constante
por un breve peŕıodo de tiempo mientras se da inicio al proceso de angiogénesis [16]. En este
caso, existe un intervalo de tiempo (t2, t3) tal que:

hconstante(t) = 0 (3-5)

Finalmente, el ĺıquido, los desechos y la sangre coagulada abandonan la herida, produciéndose
reducción en la tumefacción [26]. De esta manera existe un intervalo de tiempo (t3, t4), en
donde la función local de formación del edema se expresa como:

hretracción(t) =
t

β2
− α2 (3-6)

En cualquier otro intervalo de tiempo se asume que no existe formación de edema. En las
ecuaciones (3-4) y (3-5) los parámetros αi y βi son constantes.

3.3. Modelo Matemático de la Liberación del Factor de

Crecimiento Derivado de las Plaquetas (PDGF)

Una vez se produce el contacto entre las plaquetas y la matriz extracelular lesionada, las
plaquetas liberan entre otros el factor de crecimiento PDGF [72]. Este factor se difunde
desde el sitio de la lesión hasta el epiligamento con el objetivo de activar la migración y
proliferación de los fibroblastos [16, 4]. La śıntesis del este factor de crecimiento se representa
matemáticamente mediante la siguiente expresión:

∂G(x, t)

∂t� �� �
V ariación Temporal

+ ∇ · (vG(x, t))� �� �
Convección Dilatación

= DG∇2G(x, t)� �� �
Difusión

+ γGCGe
(−αGt)

� �� �
Producción

− δGG(x, t)� �� �
Degradación

(3-7)

En la ecuación (3-7), la variación temporal de la concentración del factor es seguida de la
variación espacial debida al término convectivo y a la dilatación de la lesión. La dispersión
aleatoria del factor se representa mediante un término de difusión lineal con coeficiente DG.

La producción del factor es modelada mediante un término no lineal con coeficiente γG, un
coeficiente CG que representa la concentración de plaquetas en sangre [85] y un coeficiente α
relacionado con la efectividad del proceso de liberación del factor por parte de las plaquetas
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[85]. Finalmente, la degradación del factor se representa mediante un término de decaimiento
con coeficiente δG que tiene en cuenta el tiempo de vida media del factor [35, 7].

La ecuación (3-7) se complementa con una condición de contorno que relaciona la liberación
de PDGF cuando las plaquetas entran en contacto con la zona de colágeno lesionado. Esta
condición está dada como:

(∇G(x, t)) · n = −pG
W n

W n + tn
(3-8)

En (3-8) el flujo de plaquetas en dirección normal al contorno es igual a una función de
inhibición h(t) que controla la liberación de PDGF expresada en términos de un coeficiente
pG que cuantifica el gradiente de liberación del factor de crecimiento [34] y un coeficiente W
relacionado con el tiempo máximo de liberación de las plaquetas en el contorno.

3.4. Modelo Matemático de la Migración y Proliferación

de los Fibroblastos

∂F (x, t)

∂t� �� �
V ariación Temporal

+ ∇ · (vF (x, t))� �� �
Convección Diltación

= ∇ · (DF∇F (x, t)� �� �
Difusión

−χFF (x, t)∇G(x, t)� �� �
Quimiotaxis

)

� �� �
Dispersión

− δFF (x, t)� �� �
Degradación

(3-9)

El flujo de la concentración de fibroblastos F (x, t) sumado al efecto convectivo y la variación
espacial por efecto de la dilatación de la lesión está definido como una dispersión aleatoria
controlada por la presencia del factor PDGF. Esto se expresa matemáticamente como un
término de difusión lineal con coeficiente DF seguida de quimiotaxis lineal con coeficiente
de sensibilidad χF en la dirección del gradiente del factor de crecimiento PDGF [16]. Final-
mente, se utiliza un término de degradación con coeficiente δF relacionado con el tiempo de
vida media de un fibroblasto [7].

La ecuación (3-9) se complementa con una condición de contorno que describe el inicio de
la migración celular una vez que el factor de crecimiento PDGF al difundirse llega hasta la
zona del epiligamento [26, 53].

(∇F (x, t)) · n = −SF ∗G(x, t) (3-10)
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En la ecuación (3-10) la concentración de fibroblastos se asume igual a una función de
liberación de fibroblastos que depende de la cantidad de factor de crecimiento presente en el
contorno [26] mediada por medio del coeficiente SF que cuantifica el flujo de fibroblastos en
el epiligamento.

3.5. Modelo Matemático de la Formación de Colágeno

Inmaduro

Una vez han migrado los fibroblastos hacia la zona lesionada se inicia el proceso formación
de colágeno [68]. Los fibroblastos depositan colágeno tipo III desde las fibras de colágeno
no lesionadas para unir los extremos de los contornos intactos. Esta deposición se realiza de
forma aleatoria como lo evidencian investigaciones experimentales [94, 70]. Por lo tanto, se
asume que la deposición del colágeno depende de la cantidad de fibroblastos presentes en
cada punto de la lesión. La formación de la fibra se representa como un vector definido por:

vcolágeno(t+ dt) =






v(t) + (rcol(h, t) ∗ cos(φ), rcol(h, t) ∗ sin(φ))T

si rcol(h, t) < 1 y F (x, t) > Fumbral

v(t) si rcol(h, t) ≥ 1

0 Otro Caso

(3-11)

En la ecuación (3-11) rcol(h, t) es la magnitud del vector que representa la fibra de colágeno,
φ representa el ángulo aleatorio de orientación de la fibra y Fumbral es el valor de la concen-
tración de fibroblastos en el cual se inicia el proceso de formación de colágeno inmaduro. En
(3-11) se utiliza la siguiente representación para rcol :

rcol(h, t) =
vcrec ∗ dt
h(x, t)

(3-12)

En la ecuación (3-12) vcrec es la velocidad de crecimiento de la fibra de colágeno debido a la
deposición de los fibroblastos, dt es el diferencial de tiempo y h(x, t) es el valor del diámetro
equivalente de la fibra en cada instante de tiempo y en cada punto de la lesión. Por su parte,
el ángulo que toma la fibra esta dado por:

φ = π ∗ random([0, 1])− π

2
(3-13)
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En la ecuación (3-13) la función random determina un número aleatorio en el intervalo [0,1].
De esta forma, la fibra puede orientarse con un ángulo entre [−π

2 , π2 ]. Se debe notar, que una
vez una fibra de colágeno toma una orientación espećıfica siguiendo la ecuación (3-13) esta
orientación es constante a lo largo de todo el proceso de formación.
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4.1. Introducción

El modelo ha sido implementado utilizando el método de los elementos finitos. La solución del
sistema de ecuaciones no lineales se desarrolló empleando el método de Newton-Rapshon pro-
gramado en una rutina de usuario para el software comercial de elementos finitos ABAQUS
6.6 (Simulia Systems, USA), fundamentada en el método de ponderación de los residuos. La
solución se obtuvo utilizando un computador personal con procesador Intel Core 2 Duo 2.6
Hz, 2 GB RAM en un tiempo total del 23 minutos.

A continuación, se presentarán los pasos seguidos para implementar computacionalmente el
modelo matemático propuesto en el caṕıtulo anterior. En la primera sección se explicará el
dominio elegido que semeja la geomtŕıa del ligamento y luego, se hablará de las condiciones
iniciales y de contorno. En la siguiente sección, se hablará sobre el método de los elementos
finitos empleado para resolver las ecuaciones del modelo, indicando la formulación débil de
las ecuaciones. En la última sección, se describirán los parámetros elegidos para el modelo
matemático en cada etapa de reparación, tumefacción, liberación del Factor de Crecimiento
Derivado de las Plaquetas (PDGF), migración y proliferación de los fibroblastos y formación
de colágeno inmaduro.

Una aproximación básica al método de los elementos finitos puede ser consultada en el Anexo
(C). El algoritmo de programación puede encontrarse en el Anexo (E).

4.2. Implementación Numérica

4.2.1. Dominio

Se diseñó un dominio bidimensional axi-simétrico de 20 mm de largo y 9,3 mm de ancho.
La malla fue desarrollada por medio del software Cubit V.10.0, la geometŕıa correspondió a
la zona de lesión del ligamento colateral medial (LCM) cuando ha sufrido un esguince grado
II. El dominio se dividió en dos zonas, la primera, representó el área de fibras de colágeno
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terminales (retraidas por la lesión) y las fibras intactas (no afectadas por la lesión), denomi-
nada área I y la segunda, definió el área de la matriz lesionada, área II.

Esta última, corresponde al 30% de las fibras totales del tejido. Lo anterior obedece a los
valores reportados en la literatura sobre las dimensiones del LCM y el porcentaje de fibras
afectadas en un esguince grado II [28, 48, 49, 63, 92].

La malla está conformada por 20,072 elementos cuadriláteros bilineales aproximadamente,
como se ilustra en la figura (4-1). Por tanto, la cantidad de elementos en esta zona es menor
que en el área I, 1712 y 18360 respectivamente.

Figura 4-1.: a. Vista del ligamento Colateral Medial (LCM), adaptado de [77]. b. Zona
lesionada del LCM, en la porción media. c. Se realiza un acercamiento a la zona
axi-simétrica de lesión. d) Malla bidimensional axi-simétrica con dimensiones
de 20 mm x 9.3 mm, la superficie I representa las fibras no lesionadas y fibras
terminales. La superficie II simboliza la zona de lesión.

4.2.2. Condiciones Iniciales y de Contorno

Las condiciones iniciales se suponen nulas para todas las variables. Las condiciones de con-
torno se ilustran en la figura 4-2 . La primera condición de contorno está representada por
la ĺınea que separa ambas áreas, de aqúı surge la normal y se produce el flujo de PDGF en
dirección contraria a la normal, hacia la ĺınea superior que representa la capa de epiligamen-
to. La segunda condición, se identifica por la frontera superior, la cual representa la capa de
epiligamento, desde la cual surge la normal y se produce el flujo de fibroblastos en dirección
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opuesta a ésta, fluyendo hacia la zona inferior de lesión. Las ecuaciones de las condiciones
de contorno pueden ser representadas por (4-1) y (4-2).

Figura 4-2.: Condiciones de contorno. El área I, representa las fibras intactas y terminales.
El área II, corresponde con la zona de lesión. La ĺınea superior semeja la capa
superficial de epiligamento.

(∇G) · n
¯
= −h(t) (4-1)

(∇F ) · n
¯
= −r(G, t) (4-2)

El cálculo de la tumefacción (congestión y edema) se realiza en el área II. Sin embargo, se
mantiene la compatibilidad mecánica de la deformación en los dos dominios correspondientes
al área I y al área II. Por su parte, el cálculo de las ecuaciones (4-9), (4-10) y (4-12) se realiza
en el área II, es decir en elárea lesionada.

4.3. Método de los Elementos Finitos

En seguida, se presenta la formulación débil de las ecuaciones diferenciales gobernantes del
modelo las cuales permitirán calcular las matrices de rigidez en cada elemento del sistema.

El ensamble y resolución de la ecuación matricial de equilibrio global para calcular el valor
de las incógnitas se presenta en en la subrutina llamada Ensamble, disponible en el algoritmo
de programación, Anexo (E).
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4.3.1. Formulación Débil de laTumefacción

La formulación débil de las ecuaciones diferenciales gobernantes de la tumefacción se pre-
sentan a continuación.

�
W

�
∂C

∂t
−DC∇2C

�
dΩ = 0 (4-3)

La anterior expresión es equivalente a:

�

Ω

W
∂C

∂t
dΩ−

�

Ω

WDC∇2CdΩ = 0 (4-4)

Utilizando el Teorema de Green [71, 78], se obtiene:

�

Ω

W
∂C

∂t
dΩ +

�

Ω

∇WDC∇CdΩ−
�

Γ

W (DC∇C · n)dΓ = 0 (4-5)

El residuo r corresponde a:

r =

��

Ω

N
¯
N
¯
TdΩ

�
∆C

∆t
+

��

Ω

∇N
¯
DC∇NdΩ

�
C
¯
−

��

Γ

W (DC∇C · n)dΓ
�
= 0 (4-6)

4.3.2. Formulación Débil de la liberación del Factor de Crecimiento

Derivado de las Plaquetas (PDGF)

La formulación débil de las ecuaciones diferenciales gobernantes de la liberación del factor
de crecimiento PDGF se presentan a continuación.

�
W

�
∂G

∂t
+G∇v

¯
−DG∇2G− γCGe

−αGt +
Ln(2)

τG
G

�
dΩ = 0 (4-7)

Utilizando el Teorema de Green [71, 78], se obtiene:

�

Ω

W
∂G

∂t
dΩ +

�

Ω

W∇Gv
¯
dΩ +

�

Ω

WDG∇GdΩ−
�

Ω

WγCGe
−αGtΩ (4-8)

+

�

Ω

W
Ln(2)

τG
GdΩ−

�

Γ

WDG∇G · n
¯
dΓ = 0

El residuo r corresponde a:
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r =

��

Ω

N
¯
N
¯
TdΩ

�
∆G

∆t
+

��

Ω

N
¯
T∇v

¯
N
¯
dΩ

�
G
¯
+

��

Ω

∇TD∇N
¯
dΩ

�
G
¯

(4-9)

−
��

Ω

N
¯
TγCGe

−αGtdΩ

�
+

��

Ω

N
¯
T

�
Ln(2)

τG

�
N
¯
dΩ

�
−

��

Γ

N
¯
(∇G · n

¯
)dΓ

�
= 0

4.3.3. Formulación Débil de la Migración y Proliferación de los

Fibroblastos

La formulación débil de las ecuaciones diferenciales gobernantes de la migración y prolifera-
ción de los fibroblastos se presentan a continuación.

�
W

�
∂F

∂t
+∇(Fv

¯
)−∇(DF∇F − FχG∇G+

Ln(2)

τF
F

�
dΩ = 0 (4-10)

Utilizando el Teorema de Green [71, 78], se obtiene:

�

Ω

W
∂F

∂t
dΩ +

�

Ω

W∇(Fv
¯
)dΩ +

�

Ω

WDF∇FdΩ−
�

Ω

∇WFχ(G)∇GΩ (4-11)

+

�

Ω

W
Ln(2)

τF
FdΩ−

�

Γ

W (DF∇F − Fχ(G)∇G) · n
¯
dΓ = 0

El residuo r corresponde a:

r =

��

Ω

N
¯
N
¯
TdΩ

�
∆F

∆t
+

��

Ω

N
¯
T∇v

¯
N
¯
dΩ

�
F
¯
+

��

Ω

∇TD∇N
¯
dΩ

�
F
¯

(4-12)

−
��

Ω

N
¯
Tχ(G)∇GN

¯
dΩ

�
+

��

Ω

N
¯
T

�
Ln(2)

τF

�
N
¯
dΩ

�
−

��

Γ

N
¯
(∇F · n

¯
)dΓ

�
= 0

4.4. Parámetros

Los parámetros utilizados en el modelo se han obtenido a partir de la información disponible
en la literatura [45, 7, 18]. Para aquellos parámetros en los cuales no fue posible encontrar
un valor aproximado se utilizó experimentación numérica para ajustar la simulación al pro-
ceso biológico de reparación del ligamento. La experimentación numérica en mención, hace
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referencia al proceso de calcular matemáticamente los valores de los parámetros que repre-
sentan los tiempos de evolución, las concentraciones de algunas sustancias o los grandientes
de sensibilidad entre sustancias cuando éstos no son reportados en la literatura asociada
con la reparación del ligamento. No obstante, su predicción se fundamenta en los valores
reportados por estudios experimentales y computacionales relacionados con la reparación de
otros tejidos, como la piel y el tendón.

4.4.1. Tumefacción

Los valores de las constantes citadas en las ecuaciones (4-5), (4-6) y (4-8) son el resultado de
cálculos numéricos, fundamentados en una función lineal entre el tiempo de evolución de la
tumefacción, 7 d́ıas y el peŕımetro de ĺıquido represado, aproximadamente 3 mm, teniendo
como base el valor de la constante β1, la cual representa un d́ıa de evolución de la congestión
y edema producidos en el tejido, valor apoyado por referencia experimental. Los valores se
resumen en la Tabla 4-1.

Parámetro Valor Unidades Referencia

ϕ 8,0x10−4 min−1 Experimentación Numérica

α1 1,0 Adimensional Experimentación Numérica

β1 1400,0 min [26]

α2 0,28 Adimensional Experimentación Numérica

β2 35000,0 min Experimentación Numérica

Tabla 4-1.: Valores de los parámetros del modelo dimensional.

La ecuación que representa la función lineal en mención se muestra en la ecuación (4-13).
En la cual, α1, corresponde al numerador y β2, al denominador de la pendiente de la curva
y α2, es el resultado de dividir la variable independiente de la función sobre β2.

Z =
α1

β2
t− α2 (4-13)

4.4.2. Liberación del Factor de Crecimiento Derivado de las

Plaquetas (PDGF)

Los valores de las constantes citadas en las ecuaciones (4-9) y (4-10) del modelo, asociadas
a las concentraciones de las sustancias bioqúımicas de PDGF y plaquetarias, al gradiente de
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liberación de PDGF, al coeficiente de difusión del factor de crecimiento y a los tiempos de
vida y muerte del PDGF, se resumen en la Tabla 4-2. Todos los valores están reportados
experimentalmente.

Parámetro Valor Unidades Referencia

DG 3,5x10−3 mm2

min [45]

γ 1,44x10−8 ng
cel·min [34]

CG 178x103 cel
mm3 [35]

α 3,4x10−5 min−1 [53]

τG 126 min [35]

PG 0,0001 ng
mm4 [34]

w 7200 min [85]

δG 0, 5 min [45]

Tabla 4-2.: Valores de los parámetros del modelo dimensional.

El coeficiente α, relacionado con la efectividad de liberación de PDGF a causa de las pla-
quetas, es el resultado de la ecuación (4-14), en la cual, τplaquetas, se refiere al tiempo de vida
promedio de las plaquetas.

α =
Ln(2)

τplaquetas
(4-14)

El parámetro w corresponde al tiempo de duración del proceso de tumefacción, [85]. La
función de decaimiento del Factor de Crecimiento PDGF está representada por δG está,
como se puede ver en la ecuación (4-15), en la cual, τG, se refiere al tiempo de vida promedio
del factor de crecimiento PDGF.

δG =
Ln(2)

τG
(4-15)

4.4.3. Migración y Proliferación de Fibroblastos

Los valores de las constantes citadas en la ecuación (4-10) se relacionan con la concentración
de fibroblastos, el coeficiente de difusión y a los tiempos de vida y muerte de dichas células.
Éstos, son reportados por la literatura experimental y se resumen en la Tabla 4-3.
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Parámetro Valor Unidades Referencia

SF 0,0005 cel
mm·ng Experimentación Numérica

DF 1,39x10−3 mm2

min [45]

χF 2x10−3 ng
mm3 [45]

a 1,93x10−7 ng
mm·min [45]

b 2,0x10−3 ng
mm3 [45]

τF 1,44x104 min [15]

δF 0, 5 min [45]

Tabla 4-3.: Valores de los parámetros del modelo dimensional.

El parámetro χF , es el resultado de la relación ilustrada en la ecuación (4-16)

χF =
a

(b+G)2
(4-16)

En donde a es un coeficiente que junto con b determina el ı́ndice máximo de quimiotaxis
de fibroblastos por unidad de concentración de PDGF. b, es la concentración de PDGF que
produce el 25% de la máxima respuesta quimiotáctica.

e−SF β1 = 0, 5 (4-17)

En (4-17) el parámetro de la constante SF , se calculó experimentalmente, a través de una
función exponencial para aproximar la concentración de fibroblastos situados en la capa de
epiiigamento, como se ilustra en la ecuación (4-17). Este valor es dependiente del tiempo de
máxima tumefacción en el tejido, es decir de β1, como se mencionó en la Tabla 4-1.

La función de decaimiento de los fibroblastos está dada por δF , como se puede ver en la
ecuación (4-18), en la cual, τF , se refiere al tiempo de vida promedio de los fibroblastos.

δF =
Ln(2)

τF
(4-18)

4.4.4. Formación de Colágeno Inmaduro

Dos constantes se requirieron para simular la formación de las fibras de colágeno inmaduro,
tipo III. Los valores se resumen en la Tabla 4-4.
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Parámetro Valor Unidades Referencia

Fumbral 13 cel
mm3 Experimentación Numérica

vcrec 3,97x10−4 mm
min Experimentación Numérica

Tabla 4-4.: Valores de los parámetros del modelo dimensional.

El parámetro Fumbral, define el valor mı́nimo requerido para dar inicio a la formación de las
fibras de colágeno como resultado de promediar los datos reportados por [81]. De otra mano,
vcrec, expresa la velocidad de formación de colágeno por medio de la relación entre el tamaño
de la herida, 4 mm y el tiempo de reparación del colágeno tipo III, 9 d́ıas aproximadamente,
valores citados de [68, 81].



5. Resultados, Conclusiones y

Recomendaciones

5.1. Introducción

Las ecuaciones presentadas en el Caṕıtulo 2 permiten simular la formación aleatoria de
colágeno inmaduro en la matriz lesionada considerando la reacción entre el factor de cre-
cimiento PDGF y los fibroblastos. Esta reacción permite obtener la formación de patrones
espacio-temporales que describen la producción de la red de fibras de colágeno tipo III.

A partir del estado inicial, donde comienza la tumefacción del tejido, el modelo predice la
aparición espacio-temporal del factor de crecimiento PDGF luego, 8 horas, 21 horas, 2 d́ıas,
3 d́ıas, 4 d́ıas, 5 d́ıas, 7 d́ıas y 9 d́ıas de ocurrida la lesión. Aśı mismo, se predice la aparición
espacio-temporal de los fibroblastos luego de 4 horas, 1 d́ıa, 2 d́ıas, 3 d́ıas, 4 d́ıas, 5 d́ıas, 6
d́ıas, 7 d́ıas y 9 d́ıas después de la lesión. Como el tiempo necesario para la formación de
colágeno inmaduro es de 9 d́ıas [68], se supone que este tiempo las concentraciones de PDGF
y de fibroblastos alcanzan su estado estable.

En ningún caso la concentración de PDGF toma valores superiores a 1 ng/mm3 , tampoco la
concentración de fibroblastos alcanza valores superiores a 40 cel/mm3, lo cual corresponde
con los valores máximos reportados experimentalmente [85].

5.2. Resultados

5.2.1. Simulación de la Tumefacción

En el modelo, la congestión alcanza su nivel máximo aproximadamente a las 21 horas si-
guientes a la lesión y se mantiene constante hasta el segundo d́ıa. Sin embargo, este signo
tiene un efecto negativo, la separación de los componentes de la matriz extracelular y la
tumefacción sutil de las células. Por esta razón, la tumefacción comienza a disminuir pro-
gresivamente gracias a la formación de nuevos vasos sangúıneos y linfáticos que desbridan la
matriz lesionada y drenan los fluidos por v́ıa linfática [10] hasta que desaparece en el quinto
d́ıa [26, 83], como se puede observar en la figura (5-1).
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Figura 5-1.: Evolución de la tumefacción nueve d́ıas pos-lesión. El eje X y Y, representan
las dimensiones axi-simétricas del tejido en [mm]
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Figura 5-2.: Concentraciones del factor de crecimiento derivado de las plaquetas PDGF en
el tiempo, simultáneamente se evidencia la tumefacción del tejido.

5.2.2. Evolución en el tiempo de las Concentraciones del Factor de

Crecimiento Derivado de las Plaquetas (PDGF)

Transcurridas 8 horas luego de la lesión, se evidencia que las plaquetas liberan el factor de
crecimiento PDGF requerido para activar la migración de los fibroblastos. En la figura 5-2 se
observa una concentración aproximada de 0,6±0,1 ng/mm3 de factor de crecimiento PDGF,
8 horas después de la lesión. Entre el segundo y cuarto d́ıa, la concentración del factor de
crecimiento PDGF asciende y se mantiene en un rango de 0,85± 0,1 ng/mm3.

Estos valores explican la activación de la migración de los fibroblastos en este peŕıodo de
tiempo en concordancia con lo reportado por la literatura [26]. A partir del d́ıa quinto los
valores de PDGF empiezan a decrecer lo cual corresponde con la disminución de la conges-
tión del tejido. Lo anterior se corresponde con lo reportado por la literatura [72].

El sitio desde donde comienza la liberación del factor de crecimiento se muestra en la figura
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Figura 5-3.: Ĺıneas de la Malla Bidimensional. Ĺınea 1, representa el eje axi-simétrico de
la zona de lesión. Ĺınea 2, representa el ĺımite entre las fibras residuales no
lesionadas y la zona de lesión.

5-3, ĺınea 2. Corresponde con el sitio de origen de contacto entre las plaquetas y la matriz
lesionada.

La cantidad de factor de crecimiento liberado por las plaquetas en esta ĺınea durante las
primeras horas, es determinante para activar la migración de los fibroblastos (figura 5-4).
La mayor concentración de factor de crecimiento PDGF liberado en esta ĺınea ocurre entre
las primeras horas y cuatro d́ıas siguientes a la lesión.

Debido a que la función del factor de crecimiento PDGF es activar la migración de los
fibroblastos desde el epiligamento, como se mostró en la figura (5-3) hasta el sitio de lesión,
su difusión se realiza desde inferior a superior. En la figura (5-4), se puede observar que la
mayor concentración de factor de crecimiento PDGF liberado en la ĺınea 1, como puede verse
en la figura (5-5), solamente se alcanza dos d́ıas después de la lesión y se mantiene hasta el
quinto d́ıa.

5.2.3. Evolución en el tiempo de las Concentraciones de Fibroblastos

Cuando los valores de la concentración del factor de crecimiento PDGF son máximos, como
se ilustra en la figura (5-2), se hace evidente la migración de los fibroblastos hacia la zona
de lesión, como puede observarse en la figura (5-6). Esto ocurre en los dos a cuatro d́ıas
siguientes a la lesión, los valores de la concentración de fibroblastos oscilan en un rango de
6,00 cel/mm3 y 20,00 cel/mm3. La máxima concentración de fibroblastos se hace evidente
en la ĺınea 2 junto con la capa de epiligamento al tercer d́ıa de ocurrida la lesión, como puede
observarse en las figuras (5-3) y (5-6). El tiempo empleado para la migración de estas células
se aproxima a lo referido por la evidencia experimental y continúa en menor concentración
hasta el noveno d́ıa de simulación [16].

Para dar inicio a la producción de colágeno por parte de los fibroblastos, es fundamental que
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Figura 5-4.: Factor de Crecimiento PDGF liberado en la ĺınea 2. Concentraciones del factor
de crecimiento derivado de las plaquetas PDGF en la ĺınea que limita la zona
de fibras terminales no lesionadas con el área de lesión en distintos instantes
de tiempo.

Figura 5-5.: Factor de Crecimiento PDGF liberado en la ĺınea 1. Concentraciones del factor
de crecimiento derivado de las plaquetas PDGF en la ĺınea que representa el
eje axi-simétricos de la zona de lesión en distintos instantes de tiempo.
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Figura 5-6.: Concentraciones de los fibroblastos en el tiempo.
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Figura 5-7.: Fibroblastos en la ĺınea 2. Concentraciones de los fibroblastos en la ĺınea que
limita las fibras terminales con la matriz lesionada bajo distintos instantes de
tiempo.

se deposite una cantidad de células suficiente en la ĺınea 2, como se ilustra en la figura (5-7).
El valor máximo se presenta en el tercer d́ıa y se aproxima a 38,00 cel/mm3. Para este d́ıa,
ya se observa el primer brote de fibras de colágeno inmaduro, como se enseña en la figura
(5-9).

De acuerdo con la quimiotaxis producida por el factor de crecimiento PDGF a los fibroblastos.
Éstas células se difunden siguiendo la dirección de superior a inferior, lo cual indica que se
tardará más tiempo en llegar a la ĺınea 1, tal y como se muestra en la figura 5-8. La mayor
concentración depositada en la ĺınea 1 se evidencia entre los siete y nueve d́ıas después de
ocurrida la lesión.

5.2.4. Simulación de la Formación de Colágeno Inmaduro

La forma en la cual se han difundido las células en la matriz lesionada sugiere que la formación
fibrilar comenzará desde las fibras de colágeno no lesionadas para unir los extremos de los
contornos intactos, como se puede observar en la figura 5-9, el primer brote de formación de
colágeno inicia en el tercer d́ıa y corresponde con la máxima concentración de fibroblastos
depositados en el epiligamento. Aproximadamente, al sexto d́ıa se ha formado gran parte de
la red fibrilar, siguiendo una distribución aleatoria y desorganizada pero continua. Al octavo
d́ıa, la primera malla de colágeno inmaduro ha sido formada. Estos resultados corresponden



56 5 Resultados, Conclusiones y Recomendaciones

Figura 5-8.: Fibroblastos en la ĺınea 1. Concentraciones de los fibroblastos en la ĺınea que
representa el eje axi-simétrico de la zona de lesión en distintos instantes de
tiempo.

con lo reportado por la literatura [94].La formación de dichas fibras se da en nueve d́ıas,
según Provenzano et al., este tiempo es suficiente para la producción de colágeno tipo III en
el esguince grado II [68].

En conclusión se implementó computacionalmente un modelo matemático acerca de la re-
paración del ligamento tras sufrir un esguince grado II. Los resultados permiten ampliar los
datos numéricos disponibles respecto a las etapas más significativas que siguen a la lesión.
En particular, el modelo se ha enfocado en la influencia del factor de crecimiento derivado
de las plaquetas PDGF en la migración de los fibroblastos al sitio de lesión, fenómeno de-
terminante en la formación de las nuevas fibras de colágeno según la evidencia experimental
y que no ha sido considerado en modelos computacionales previos.

5.3. Conclusiones

En este trabajo de investigación se propone un modelo matemático de reparación del ligamen-
to luego de sufrir un esguince grado II que permite ampliar los datos numéricos disponibles
respecto de las etapas más significativas que siguen a la lesión. En particular, el modelo se
ha enfocado en la influencia del factor de crecimiento derivado de las plaquetas PDGF en
la migración de los fibroblastos al sitio de lesión, fenómeno determinante en la formación de
las nuevas fibras de colágeno según la evidencia experimental [92] y que no ha sido consi-
derado en modelos computacionales previamente reportados relacionados con la reparación
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Figura 5-9.: Formación de colágeno inmaduro

del ligamento [90, 47, 19, 45, 29]

Si bien, el modelo intenta aproximarse biológicamente a las principales etapas de repara-
ción (hemostasis, liberación del factor de crecimiento PDGF, migración de los fibroblastos y
formación de colágeno inmaduro) presenta varias limitaciones. Primero, se recurrió a datos
reportados por la literatura para aproximar el modelo a la realidad del proceso de reparación
del ligamento. Aquellos parámetros para los cuales no fue posible encontrar su valor, se esti-
maron mediante experimentación numérica, como se explicó en la sección de implementación
numérica.

Segundo, se asumió que la migración de los fibroblastos depende únicamente de la liberación
del factor de crecimiento derivado de las plaquetas PDGF. Según los hallazgos experimentales
este factor de crecimiento tiene mayor efectividad en la quimio-atracción de los fibroblas-
tos comparado con otros factores de crecimiento como el factor epidérmico EGF y el factor
transformante TGF [92]. Por otro lado, existe abundante información en la literatura sobre
la tasa de liberación del factor de crecimiento PDGF por las plaquetas y sus respectivas
concentraciones, parámetros determinantes en la formulación matemática de la liberación
del factor de crecimiento, que permiten acercar el modelo a la realidad de la reparación del
tejido [31, 72, 85, 59].
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Tercero, la diferenciación celular de fibroblastos a miofibroblastos no se tuvo en cuenta. Aun-
que este suceso es común en la cicatrización del tejido tegumentario [29], en el ligamento no
se produce, esto se debe a que en el esguince grado II no se libera el factor de crecimiento
transformante TGF, principal activador de la diferenciación celular. La causa primaria es la
ausencia de citoquinas y células inflamatorias [38].

Por otro lado, el proceso de angiogénesis, drenaje linfático y aplicación de tratamiento con-
servativo funcional no se representaron en el modelo. La retracción de la tumefacción se
logró en función del tiempo empleado por estos fenómenos para disminuir la congestión y
edema del tejido durante los primeros cinco d́ıas luego de la lesión [33, 83]. Para ello se
utilizó la traza de velocidad de deformación del tejido a través de la función de crecimiento
local dependiente del tiempo g(x, t).

Cuarto, en el modelo se asume que la malla provisional de fibrina ha sido creada en una
etapa anterior definida por la reacción entre la trombina y el fibrinógeno [16]. Esta malla
es utilizada para la deposición de los fibroblastos que migran desde la capa de epiligamento
hacia la matriz lesionada. Se concluyó que esta etapa no afecta significativamente las pre-
dicciones y propósitos de este trabajo [58]. No obstante, el modelo considera el flujo difusivo
de los fibroblastos en el dominio de la lesión, el cual representa la malla de fibrina.

A pesar de estas limitaciones, una de las fortalezas del modelo es incluir la difusión del
flujo del factor de crecimiento PDGF dependiente de la concentración de plaquetas. Deter-
minar la concentración de PDGF en el tiempo con valores aproximados a lo reportado por
la literatura [85]. Establecer la difusión del flujo de fibroblastos en el tiempo en función de
la concentración de PDGF, comprender la sensibilidad quimiotáctica y la apoptosis celular
como se mostró en el modelo matemático de la migración y proliferación de los fibroblastos
para alcanzar la formación de las fibras de colágeno inmaduro bajo una distribución aleatoria.

De acuerdo con la anterior, se puede resaltar que el modelo supone la producción de colágeno
en función de la cantidad de fibroblastos depositados en cada punto del dominio y la dis-
tribución aleatoria de las fibras depende del ángulo φ que obedece a una función aleatoria
entre [0,1]. Una vez la fibra de colágeno toma una orientación espećıfica siguiendo dicha
ecuación, esta orientación es continua a lo largo de la simulación. En contraste, Cumming
et al., afrontó este problema en piel, asumiendo que la alineación de las fibras ocurre de
manera anisotrópica en cada punto de la malla y por tanto, la dirección de la fibra depende
de la posición de la primer célula depositada, reconociendo que es un enfoque cualitativo que
necesita cuantificar las propiedades de alineación de las fibras en una escala macroscópica.

En general, los resultados se corresponden con las observaciones cĺınicas en términos de los
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tiempos necesarios para alcanzar las etapas de reparación del ligamento y se encuentran
dentro de los rangos fisiológicos reportados por los autores que se han dedicado a estudiar
la reparación de los ligamentos [16, 17, 26, 28, 33, 68, 83]. Sin embargo, se debe admitir la
necesidad de validar los resultados de manera experimental debido a la variabilidad inheren-
te en la evolución temporal de cada etapa cuando se ha sufrido un esguince grado II o un
esguince grado III .

En śıntesis, el modelo reproduce de manera simplificada el proceso de reparación del liga-
mento tras la ruptura parcial de sus fibras. En particular se ha determinado la influencia del
factor de crecimiento derivado de las plaquetas en la migración de los fibroblastos a la matriz
lesionada, evento biológico del cual depende la formación de colágeno inmaduro. Aunque la
complejidad biológica que implica la reparación de este tejido ha llevado a reducir las etapas
modeladas, los resultados obtenidos permiten representar las caracteŕısticas más importan-
tes de este fenómeno biológico.

El presente trabajo, abre nuevas ĺıneas de investigación relacionadas con el planteamien-
to de intervenciones fisioterapéuticas. El marco teórico propuesto es válido para estudiar,
por medio de simulaciones computacionales, el efecto de aplicar carga tensil bajo diferentes
dosificaciones, en la concentración celular y alineación de las nuevas fibras de colágeno.

5.4. Recomendaciones y Trabajo Futuro

El desarrollo de este trabajo de investigación ha permitido identificar necesidades y vaćıos
en el conocimiento sobre la reparación de los ligamentos, preguntas como ¿Cuál es el efecto
de la carga en las concentraciones de PDGF? y ¿Cuál es el efecto de la carga en las concen-
traciones de fibroblastos? entre otras, aún persisten. Se recomienda profundizar sobre estos
aspectos, los cuales aportarán nuevo conocimiento útil para los profesionales de las ciencias
de la salud que intervienen pacientes con afectación de los ligamentos. A continuación, se
presenta brevemente, la evidencia que justifica continuar con una investigación en el nivel
de Doctorado para resolver las preguntas planteadas.

En una revisión de la literatura referente a estas preguntas se ha encontrado evidencia cen-
trada en la formulación de modelos biológicos experimentales que describen las etapas de
reparación del ligamento y los factores que han demostrado mejorar o empeorar las condi-
ciones de cicatrización, como el ejercicio moderado y la inmovilización respectivamente. Sin
embargo, se alejan de proponer matemáticamente el proceso reparativo, incluyendo los efec-
tos de la carga en las concentraciones del Factor de Crecimiento PDGF y de los fibroblastos.

No obstante, desde el punto de vista mecanobiológico, las cargas mecánicas inducen cambios
en el tejido celular, estimulan la activación de señales de transducción, generan expresión de
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genes, incrementan la unión entre la célula y la matriz extracelular, la proliferación celular,
la expresión de protéınas, la śıntesis de genes en la matriz extracelular y producen cambios
en el citoesqueleto. La intensidad de estos cambios depende de las condiciones de la carga y
del origen celular. [88]

La estimulación mecánica como la encontrada en actividades fisiológicas o movimientos con-
trolados, es esencialmente, el factor más importante que contribuye en la reparación del
ligamento [63].

Como prueba del efecto favorable de la carga mecánica en la reparación del tejido, [13]
encontró una mayor respuesta de los fibroblastos en la producción de MEC cuando se incre-
mentó el esfuerzo tensil, por ejemplo, en reparación de heridas y fibrosis.

Experimentalmente, [89] encontró un incremento en la producción de mARN para el colágeno
tipo I, estructura fundamental para resistir los esfuerzos tensiles que sufre el tejido, cuando
se aplica una carga ćıclica de elongación con una frecuencia de 1Hz durante 24 horas en los
fibroblastos del ligamento cruzado anterior. Por el contrario, al aplicar la misma carga bajo
la misma frecuencia y duración en los fibroblastos del ligamento colateral medial encontró un
incremento en la producción de mARN para el colágeno tipo III, fibra inmadura del tejido
la cual dif́ıcilmente resiste esfuerzos tensiles.

En cultivos de fibroblastos primarios, [13] observó un aumento moderado de fibronectina,
receptor importante en la transducción de señales mecánicas entre la cáleula y la matriz
extracelular, inducido por deformación ćıclica después de 24 horas pero no en periodos de
tiempo más tempranos.

También demostró que tras la aplicación de una hora de deformación ćıclica en cultivos de
fibroblastos se produjo un incremento del mARN para tenascin-C en ausencia de śıntesis
de protéınas. Tras aplicar magnitudes altas de carga mecánica, dedujo que la secreción de
tenascin-c ayudó a las células a perder su requerido contacto de adhesión con el fin de evitar
sobre estiramiento.

Además, encontró que la deformación ćıclica con una carga del 10% a una frecuencia de
0.3 Hz estimuló la actividad de RhoA en los fibroblastos dentro de 5 minutos, esta protéına
está involucrada en la regulación y modulación del citoesqueleto de la célula, seguido por la
contracción celular y redistribución de esfuerzos en las fibras de actina, aśı como también la
adhesión focal de las células marginales.

A través de micromodelos de sustratos de silicona sujetos a est́ımulo mecánico, [63] en-
contró una respuesta biológica de los fibroblastos aumentando la proliferación de expresión
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de genes.

Bajo una carga de elongación continua al 4% y 8%, en una frecuencia de 0.5 Hz, con dura-
ción de 4 horas/d́ıa durante dos d́ıas consecutivos y una relación carga/descanso de 2:1 d́ıas,
evidenció un aumento en la proliferación celular y en la producción de colágeno en ligamento
en reparación, mayor para la elongación al 8%.

También encontró que la organización celular se ve influenciada por la dirección de la carga,
las células sujetas a elongación presentan una orientación más homogénea comparada con
aquellas células que no recibieron carga.

Experimentalmente [4], evidenció que el ejercicio diario moderado generó śıntesis de colágeno
y deposición del factor de crecimiento TGF-α en v́ıas distintas, mejorando el proceso de re-
paración mediante la formación de una nueva red de colágeno más homogénea y densa,
contribuyó a la organización del tejido y estimuló la diferenciación y migración de los fibro-
blastos aśı, los ligamentos desarrollaron una estructura apropiada para resistir esfuerzos.

También aclaró que el ejercicio intensivo puede ser perjudicial, dejando un microdaño en la
cicatriz y reduciendo el módulo tensil del ligamento elongado en comparación a uno inmo-
vilizado. La ant́ıtesis del art́ıculo mencionado es la inmovilización, aunque esta metodoloǵıa
de tratamiento pretende disminuir la inflamación mediante la restricción del movimiento,
produce un deterioro en el proceso de reparación del ligamento. En efecto, la inmovilización
por algunas semanas puede resultar en un marcado decremento de la masa y área seccional
del tejido mayor al 74%, reducción de la fuerza máxima en 2/3, resorción ósea dentro de
los sitios de inserción [4] y adhesión sinovial [94]. En pero, no se identificó cómo influyó la
inmovilización en la liberación de factores de crecimiento y tampoco en la migración de fi-
broblastos hacia el sitio de lesión.

Cuando el movimiento articular es totalmente restringido, los fibroblastos no pueden adqui-
rir su fenotipo y sintetizan inapropiados componentes de matriz extracelular, resultando en
reincidencia de esguince bajo esfuerzos menores. [4]

En cambio, los resultados cĺınicos demuestran que la movilización pasiva o activa de la articu-
lación redujo el dolor y permitió retornar más tempranamente al trabajo y se incrementó en
un 50% más la carga de falla del tejido comparando la articulación movilizada vs la inmo-
vilizada. [4]

En resumen, la evidencia cient́ıfica demuestra la existencia de beneficios potenciales en la
reparación del ligamento cuando es sometido a estimulación mecánica. No obstante aún no se
reporta su efecto en la liberación del Factor de Crecimiento PDGF, tampoco en la migración
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y proliferación de los fibroblastos hacia el sitio de la lesión y menos aún, las consecuencias de
estos fenómenos en la formación y remodelación de las fibras de colágeno. Por estas razones,
el modelo matemático propuesto es válido para estudiar el efecto de aplicar carga tensil bajo
diferentes dosificaciones, en las concentraciones del factor de crecimiento PDGF y en las
de los fibroblastos, sumado a otras formulaciones relacionadas con las leyes constitutivas de
los materiales, lo cual posibilita la continuación en la formación investigativa mediante la
realización de un doctorado que permita dar solución a los cuestionamientos planteados en
esta última sección.



A. Anexo: Mecánica de Medios

Continuos

Este enfoque consiste en estudiar la respuesta de los materiales cuando están sujetos a in-
fluencias externas [95] , considera que los cuerpos ocupan un espacio f́ısico, ignorando la
composición discreta (atómica/molecular) y asume que tales cuerpos están distribuidos uni-
formemente y llenan completamente el espacio que ocupan (Premisa del continuo). [56]

A continuación se hará una revisión básica acerca del álgebra tensorial, del sistema de bases
tensoriales, de los autovalores e invariantes de un tensor y los fundamentos del análisis
tensorial, los cuales sustentan el modelo matemático de la Tumefacción durante la primera
etapa de reparación del ligamento.

A.1. Álgebra Tensorial

Un tensor se define como un mapeo lineal entre dos vectores espaciales V y W . Esto es

T : V �−→ W

v �−→ W = Tvv ∈ V , w ∈ W ,

u+v = Tu+Tv ,

T(αu) = αTu

(A-1)

Un tensor especial es el denominado diádico, compuesto por vectores definidos en los espacios
V y W

T = a⊗ b, a ∈ W , b ∈ V (A-2)

Un mapa lineal del vector c ∈ V al espacio W es obtenido con el producto diádico siguiendo
la regla

(a⊗ b)c = (b · c)a c,b ∈ V a ∈ W (A-3)

Puede notarse que los vectores espaciales han sido elegidos de tal forma que el producto
escalar b · c esté definido, lo cual significa que b y c se encuentran en el mismo vector
espacial, es decir, V .
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A.2. Sistema de Base Tensorial

Los vectores mencionados anteriormente, han sido escritos con respecto a una base. Ésta
puede ser de un sistema de coordenadas cartesianas, definidas por una base ortogonal E1,
E2, E3 o e1, e2, e3. Una base más general es ofrecida por un sistema de coordenas, las cuales
arrojan una base de vectores co-variantes, gi, y contra-variantes gi. Estas coordenadas son
denotadas porΘ j.

Estas coordenas están definidas en el cuerpo de la figura (A-1). Aqúı las coordenadas conec-
tivas son deformadas cuando el cuerpo es deformado por acción de las cargas. Se asume que
las coordenadas cartesianas de la configuración inicial y actual XA y xi, pueden ser escritas
en función de las coordenadasΘ j como

XA = X̂A(Θ
1,Θ2,Θ3), xi = x̂i(Θ

1,Θ2,Θ3) (A-4)

La transformación se lee: X = X̂(Θj) y x = x̂(Θj). Cuando las coordenadas conectivas son
usadas, la bases vectoriales son diferentes en cada punto del cuerpo, en ambas configura-
ciones, la inicial y la actual. Las llamadas bases de vectores covariantes están dadas por un
punto X en la configuración inicial B de un cuerpo por

Gj =
∂X

∂Θj
= X, j (A-5)

En forma análoga, la base vectorial co-variante para un punto ϕ(X, t) en la configuración
actual ϕ(B) es obtenida

gj =
∂ϕ(X, t)

∂Θj
= ϕ, j (A-6)

A.3. Autovalores e Invariantes de los Tensores

Para determinar los autovalores e invariantes tensoriales se debe definir la traza y el deter-
minane de un tensor de segundo orden. En la ecuación (A-7) y (A-8), se muestra la Traza
del Tensor T con sus propiedades, respectivamente.
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Figura A-1.: Coordenadas conectivas de la configuración B y ϕ(B). Citado de [95]

trT = 1 ·T

= (gi ⊗ gi) · (T lmgl ⊗ gm)

= (gi · gl)(gi · gm)T lm

= gilδimT
lm

= T l
l

tr(a⊗ b) = a · b

(A-7)

Propiedades de la Traza del Tensor T

trTT = trT

tr(S+T) = trS+ trT

tr(ST) = tr(TS)

trST = S ·T

= SikT ik

= tr(STT )

= TT · ST

(A-8)

El determinante se define como
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det (αT) = α3det T,

det (ST) = det SdetT,

det (T−1) = 1
det T

(A-9)

Con respecto a un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, la relación

det T = eiklTi1Tk2Tl3 (A-10)

es obtenida con el śımbolo de permutación eikl.

Del problema de autovalores especial,

det(T− λ1) = λ3 − I : Tλ2 + IIT − IIIT = 0 (A-11)

Con las tres invariantes del tensor T:

IT = trT = T i
i ,

IIT = 1
2 [(trT)2 − tr(T)2] = 1

2 [(T
i
i )

2 − T i
mT

m
i ],

IIIT = detT = 1
6 [(trT)3 − 3trTtr(T2) + 2tr(T3)]

(A-12)

Cuando los autovalores son conocidos, los invariantes

IT = λ1 + λ2 + λ3,

IIT = λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1,

IIIT = λ1λ2λ3

(A-13)

pueden ser calculados utilizando la forma más simple. Una generalización a una ecuació caac-
teŕıstica del tensor en lugar de formular el polinomio caracteŕıstico, se conoce como el teorema
de CAYLEY-HAMILTON.

T−1 − ITT
2 + IITT− IIIT1 = 0 (A-14)

Esta ecuación puede ser usada, por ejemplo, para calcular el inverso del un tensor multipli-
cando con la inversa
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T−1 =
1

IIIT
[T2 − ITT+ IIT1] (A-15)

Para un tensor simétricoTA con su vector axial ta las invariantes son

ITA = trTA = 0,

IITA = ||tA||2,

IIITA = detTA = 0

(A-16)

A.4. Análisis Tensorial

Dado que escalares, vectores y tensores están en función de la posición del vector X y del
tiempo, se define:

Campo escalar α(X, t)

Campo vectorial v(X, t)

Campo tensorial T(X, t)

Por ejemplo, la densidad, la presión o la temperatura son considerados campos escalares.
Los desplazamientos, las velocidades o los momentos, se consideran campos vectoriales. Los
esfuerzos y las deformaciones, son representados por campos tensoriales.

A.4.1. Diferenciación con Respecto a una Variable Real

La diferenciación con respecto a una variable real, por ejemplo el tiempo, está fundamentada
en la siguiente definición

v̇(X, t) =
∂v(X, t)

∂t
(A-17)

Las siguientes reglas aplican para campos escalares, vectoriales y tensoriales.
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(λv) = λ̇v+ λv̇,

(u⊗ v) = u̇⊗ v+ u⊗ v̇,

(u · v) = u̇ · v+ u · v̇,

(u× v) = u̇× v+ u× v̇,

(Tv) = Ṫv+Tv̇,

(TS) = ṪS+TṠ,

(T · S) = Ṫ · S+T · Ṡ,

(TT ) = (Ṫ)T

(T−1) = −T−1(Ṫ)T−1

(A-18)

A.4.2. Gradiente de un Campo

El gradiente de un campo siempre produce un campo de orden más alto. Aśı, un gradiente
de un campo escalar produce un campo vectorial y aśı sucesivamente.

v = Gradα(X, t) =
∂α

∂X
=

∂α

∂Xi
Gi, (A-19)

T = Gradv(X, t) =
∂v

∂X
=

∂v

∂Xi
⊗Gi, (A-20)

Frecuentemente, el operador ∇ es usado en vez del operador Grad. Luego

Grad α = ∇α

Grad u = ∇u
(A-21)

es escrito.

Las siguientes reglas son definidas para el gradiente de un campo:

Grad (αβ) = (Gradα)β + αGradβ,

Grad (αv) = v⊗Gradα + αGradv,

Grad (αT) = T⊗Gradα + αGradT,

Grad (u · v) = (Gradu)Tv+ (Gradv)Tu,

(A-22)
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A.4.3. Divergencia de un Campo

El cálculo de la divergencia de un campo reduce el orden del campo. Aśı la divergencia de
un campo tensorial, por ejemplo, produce un campo vectorial.

Div v(X, t) = Gradv(X), t) · 1,

Div T(X, t) = GradT(X), t) · 1
(A-23)

Las siguientes reglas son definidas para la divergencia de un campo:

Div (αv) = v ·Grad α + αDiv v,

Div (αT) = T ·Grad α + αDiv T,

Div (Tv) = TT ·Grad v+Div TT · v,

Div (u⊗ v) = (Grad u)v+ (Div v)u,

Div (u× v) = (Grad u× v) · 1− (Grad v)× u,

(A-24)

En el modelo, se aplica el concepto de divergencia de un vector, [6, 56, 95], en donde la
div (v) es un escalar d definido por:

d =
�

i

∂vi
∂xi

(A-25)

La suma de las derivadas direccionales de las componentes del vector es equivalente a la
suma de los términos de la diagonal del gradiente del vector, lo cual corresponde con la traza
del gradiente del vector tr(∇v). Utilizando diferente notaciones, se tiene:

d = div(v) = tr(∇v) = ∇v : I = ∇ · v

d = div(v) = ∇Tv
(A-26)

Retomando, el gradiente de un campo vectorial produce un campo de orden más alto [6, 56,
95], se sustenta la equivalencia del tensor de velocidad de deformación dtum en el modelo con
el gradiente del vector de velocidad ∇v

¯
. De esta forma la traza del tensor tr (dtum) = div(v

¯
).

Siendo la div(v
¯
) equivalente al Grad v

¯
.
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Difusión

Las ecuaciones de reacción-difusión han sido de gran utilidad para modelar problemas biológi-
cos, f́ısicos, ecológicos y bioqúımicos. La teoŕıa que las fundamenta tuvo sus inicios en la
década de 1930 con los trabajos desarrollados por Fisher y Kolmogorov, Petrovskii, Pisku-
nov en la propagación de genes dominantes y por Zeldovich, Frank-Kamenetskii en la teoŕıa
de combustión, [86]. Ellos han introducido la siguiente ecuación escalar de reacción-difusión:

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ F (u) (B-1)

La ecuación (B-1) se deriva de suponer una población con densidad u(x, t) que vive y se
mueve en un contenedor. Para describir su movimiento, se introduce otra cantidad depen-
diente, el flujo de la part́ıcula, J(x, t) ∈ �n. En cada locación de x y en cada tiempo t, el
flujo J(x, t) es un vector en el cual los puntos se mueven en dirección general a la locación.
Su magnitud, |J(x, t)|, es proporcional a suma de las part́ıculas las cuales fluyen en esta
dirección por unidad de tiempo. Espećıficamente, el flujo J juega el rol del flujo de calor en
el transporte de calor, o de concentración de flujo para un reactor qúımico, [87] .

Se considera un volumen Ω con fronteraΓ . El flujo es balanceado hacia el interior y hacia el
exterior de Ω a través de Γ, como se ilustra en la figura (B-1).

Figura B-1.: Dominio con Volumen Ω y Contorno Γ. J(x, t) Corresponde al flujo y u(x, t)
a la población o sustancia de análisis. Citado de [87]
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En otras palabras, el cambio en la concentración de u en Ω es equivalente al flujo a través de
Γ más el cambio debido al nacimiento o muerte. Escrito en términos matemáticos, se expresa
como

d

dt
=

�

Ω

u(x, t)dV = −
�

Γ

J(x, t)dS +

�

Ω

f(u(x, t))dV (B-2)

En donde f(u(x, t)) describe el nacimiento y muerte, dV denota la integración sobre el es-
pacio �n y dS denota la superficie de integración en dimensiones �n−1.

Usando el teorema de divergencia de Green, se tiene

�

Γ

J(x, t)dS =

�

Ω

divJ(x, t)dV (B-3)

y se obtiene

�

Ω

�
d

dt
u− f(u) + divJ

�
dV = 0 (B-4)

La ecuación (B-4) se cumple en cada espacio del volumen Ω. Por tanto, si la medida de dV
no es alterada, se tiene

d

dt
u− f(u) + divJ = 0 (B-5)

En seguida, se requiere una expresión del flujo en términos de la distribución de la población
o sustancia. Por reacciones qúımicas, se empleará la segunda ley de Fick.

J = −D∆u (B-6)

Al asumirse que el flujo J es proporcional al gradiente negativo de la distribución de las
part́ıculas. En la figura (B-2), se muestra un gradiente positivo de u( ∂

∂xu(x, t)). El punto
de flujo a la izquierda conserva el equilibrio de u. Si se combina la ley de balance, ecuación
(B-4) con la ley de Fick, ecuación (B-6), se obtiene una ecuación de reacción-difusión,

d

dt
u = D∆u+ f(u) (B-7)
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Figura B-2.: Esquema de la segunda ley de Fick. Un gradiente positivo de u produce un
flujo negativo de J . Citado de [87]

En donde el término Laplaciano∆ u es definido como

∆u(x, t) =
∂2

∂x2
1

u(x, t) + ...+
∂2

∂x2
n

u(x, t), x = (x1, ..., xn) ∈ �n (B-8)

Si f = 0, la ecuación (B-7) es simplemente la ecuación de difusión o ecuación de calor.

Adicionalmente, el comportamiento dinámico de sistemas locales interconectados, aśı como
la formación de patrones depende de condiciones impuestas en el contorno, las cuales pueden
formalizarse aśı, [30, 86]:

a. Condiciones de Dirichlet o condiciones de contorno de isla, figura (B-3a).

u(o, t) = o, u(l, t) = 0

b. Condiciones de Neumann o condiciones de caja, figura (B-3b)

ux(o, t) = 0) ux(l, t) = 0

Si u(x, t) ≡ 0 la solución debeŕıa ser estable, luego cada solución (cerca de 0) debeŕıa
converger a 0, y la población o sustancia debeŕıa morir, de no ser aśı se permite que la
población o sustancia sobreviva, [87].
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Figura B-3.: Condiciones de Contorno. a. Dirichlet (Condiciones de Isla) b. Neumann (Con-
diciones de Caja). Citado de [87]



C. Anexo: Método de los Elementos

Finitos

Considerado como un método numérico, el método de los elementos finitos, es una herra-
mienta comúnmente usada en el análisis de problemas prácticos en ingenieŕıa. Se ha elegido
este método y no otros debido a que se basa en la idea de que cada sistema está f́ısicamente
compuesto por diferentes partes y por tanto, su solución puede ser representada en partes.
Adicionalmente, la solución sobre cada parte está representada como una combinación lineal
de parámetros indeterminados y funciones conocidas acerca del espacio y el tiempo. Cada
parte puede diferir en cuanto a su forma, propiedades del material y comportamiento f́ısico.

Las caracteŕısticas principales del método son:

1. Divide el dominio en partes, denominadas elementos finitos

2. Sobre cada elemento representativo desarrolla relaciones uniendo las variables primarias
y secundarias, por ejemplo, fuerzas y desplazamientos.

3. Ensamblar los elementos, para obtener relaciones entre las variables primarias y secun-
darias de todo el sistema. Por ejemplo, combinar las relaciones de todos los elementos.

En las siguientes secciones se presentarán los pasos para formular el método en problemas
en dos-dimensiones.

C.0.4. Ecuación Diferencial Governante

Considérese la ecuación diferencial:

�
− ∂

∂x

�
axx

∂u

∂x

�
+

∂

∂y

�
ayy

∂u

∂y

��
= f(x, y) en Ω (C-1)

Donde Ω es un dominio de dos-dimensiones con contorno Γ. Aqúı, axx y ayy son coeficientes
del material en las direcciones de x y de y, respectivamente, y f(x, y) es la fuente desconocida.

La ecuación (C-1) debe ser resuelta en conjunto con las condiciones de contorno especificadas
en el problema.Se asumen dos tipos de condiciones de contorno:
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u = û(s) con Γu (C-2)

qn =

�
axx

∂u

∂x
nx + ayy

∂u

∂y
ny

�
+ qc = q̂(s) en Γq (C-3)

DondeΓ u y Γq son porciones separadas del contorno Γ tal que Γ =Γ u ∪ Γq, y qc se refiere
a la componente de conectividad del flujo, por ejemplo, en un problema de transferencia de
calor se refiere a:

qc = hc(u− uc) (C-4)

Donde hc denota el coeficiente de transferencia de calor. FInalmente, (nx, ny) denotan la
dirección coseno del vector normal unitario en el contorno.

C.0.5. Aproximación de Elementos Finitos

En el método de los elementos finitos, el dominio Ω̄ = Ω ∪ Γ está dividido en un conjunto
de subdominios Ω̄e = Ωe ∪Γe, llamados elementos finitos, como se ilustra en la figura (C-1).
Se considera elemento únicamente a aquella forma geométrica para la cual las funciones de
aproximación puedan ser derivadas.

Figura C-1.: Discretización de un dominio en Elementos Finitos. Citado de [71]

El elemento Ω̄e puede tener una forma triángular o cuadrilátera, y los grados de interpola-
ción sobre éste pueden ser lineales cuadráticos, entre otros. La suma no traslapada de los
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elementos Ω̄e es denotada porΩ h, y es llamada la malla de elementos finitos del dominio Ω .
En general,Ω h no puede ser igual a Ω̄ cuando el contorno Γ es curvado. Por supuesto, para
dominios poligonales, la malla de elementos finitos representa exactamente el dominio actual.

Suponiéndose que la variable dependiente desconocida u es aproximada sobre un t́ıpico ele-
mento finito Ω̄e por la expresión

u(x, y) ≈ ue
h(x, y) =

n�

j=1

ue
jL

e
j(x, y) (C-5)

Donde ue
h(x, y) representa una aproximación de u(x, y) sobre el elemento Ω̄e, los parámetros

ue
j denotan los valores de la función ue

h(x, y) en un número seleccionado de puntos, llamados
nodos del elemento, en el elemento Ω̄e, y Le

j son las funciones de interpolación de Lagrange
asociadas con el elemento. Dichas funciones dependen del número de nodos y de la forma
del elemento.

C.0.6. Formulación Débil

Los n parámetros o valores nodales ue
j en la ecuación (C-5) debe ser determinada de tal

manera que la solución ue(x, y) satisface la ecuación governante (C-1) y las condiciones de
contorno del problema. Como en el caso del método de los residuos-ponderados, se bus-
cará satisfacer la ecuación diferencial governante en una integral-ponderada. El tipo del
modelo en elementos finitos depende de la forma integral-ponderada usada para generar las
ecuaciones algebraicas. Por tanto, si primero se usa la formulación débil, el modelo resultante
será diferente de aquellos obtenidos con una declaración de residuos-ponderados en la cual
la función de peso puede ser alguna de diversas opciones.

La fomulación débil de una ecuación diferencial es un declaración de una integral-ponderada
equivalente a la ecuación diferencial governante y a las condiciones de contorno asociadas.
Para ello, se seguirán tres pasos. El primer paso es tomar las expresiones diferentes de cero de
la ecuación (C-1) para el primer lado de la igualdad, multiplicar el resultado de la ecuación
por una función de peso w, e integrar la ecuación sobre el dominio Ωe:

0 =

�

Ωe

w

�
− ∂

∂x

�
axx

∂ue
h

∂x

�
− ∂

∂y

�
ayy

∂ue
h

∂y

�
− f(x, y)

�
dxdy (C-6)

La expresión en los corchetes cuadrados representa una aproximación residual de la ecuación
diferencial governante (C-1), porque ue

h(x, y) es solamente una aproximaci(C-1) n de u(x, y).
Para n elecciones independientes de w, se obtiene un conjunto de n ecuaciones algebraicas
linealmente independientes.
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En el segundo paso, u y w son diferenciales una vez con respecto a x y a y. Para lograr esto,
se usa el teorema de divergencia,

�
Ωe ∂

∂x
(wF1)dxdy =

�

Γe

(wF1)nxds (C-7)

�
Ωe ∂

∂y
(wF2)dxdy =

�

Γe

(wF2)nyds (C-8)

Donde nx y ny son las componentes del vector normal unitario

n̂ = nxêx + nyêy = cosαêx + sinαêy (C-9)

en el contornoΓ e, y ds en la longitud del arco de un elemento lineal infinitesimal a lo largo
del contorno. Se obtiene

0 =

�

Ωe

�
axx

∂w

∂y

∂u

∂x
− wf

�
dxdy −

�

Γe

w

�
axx

∂u

∂x
nx + ayy

∂u

∂y
ny

�
ds (C-10)

El coeficiente de la funció de peso en la expresión del contorno, se define como

qn = axx
∂u

∂x
nx + ayy

∂u

∂y
ny (C-11)

De las ecuaciones (C-10) y (C-11) se puede notar que u corresponde a la variable principal
y q a la variable secundaria. Por definición qn es positiva al salir de la superficie cuando se
mueve a lo largo del contornoΓ e en sentido contrario a las manecillas del reloj. La variable
qn denota la normal del flujo al contorno del elemento.

El tercer y último paso de la formulación es usar la definición de la ecuación (C-11) en la
ecuación (C-10)) y expresarla como

0 =

�

Ωe

�
axx

∂w

∂x

∂u

∂x
+ ayy

∂w

∂y

∂u

∂y
− wf

�
dxdy −

�

Γe

wqnds (C-12)

o

0 = B(w, u)− l(w) (C-13)

Donde la forma bilineal B(·, ·) y la forma lineal ·) están definidas por
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B(w, u) =

�

Ωe

�
axx

∂w

∂x

∂u

∂x
+ ayy

∂w

∂y

∂u

∂y

�
dxdy (C-14)

l(w) =

�

Ωe

wfdxdy +

�

Γe

wqnds (C-15)

Se puede notar que la forma bilineal es simétrica en sus argumentos (w, u)

B(w, u) = B(u, w) (C-16)

y l(w) es lineal en w. Por tanto, es posible construir la función cuadrática asociada a la
fórmula

I(u) =
1

2
B(u, u)− l(u) (C-17)

C.0.7. Modelo en Elementos Finitos

La forma débil de la ecuación (C-18) requiere que la aproximación escogida para u debeŕıa ser
lineal para x y para y, aśı que no hay términos en (C-18) que lleguen a ser cero. Suponiéndose
que u es aproximado a un elemento finito t́ıpicoΩ e por la expresión de la forma (C-5) para
u dentro la forma débil (C-18), se obtiene
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Cada término de la ecuación debe tener la la funció de peso w. Se requieren n ecuaciones
algebraicas independientes para hallar los n valores desconocidos de ue

1, e
e
2, ..., u

e
n, por ello,

se han elegido n funciones independientes para w: w = Le
1, L

e
2, ..., L

e
n. Esta elección sobre

las funciones de peso se realiza con base en la variación virtual de la variable dependiente
desconocida, esto es, w = δue =

�n
i=1 δu

e
iL

e
i .

La i ésima ecuación algebraica es obtenida al sustituir w = Le
i dentro de la ecuación (C-18):

n�
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iju

e
j = Qe

i + qei (C-19)

Donde los coeficientes Ke
ij, Q

e
i y qei están definidos por
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Qe
i =

�

Ωe

fLe
idxdy , qei =

�

Γe

qnL
e
ids (C-21)

Se debe notar que Ke
ij = Ke

ji =, es decir, [Ke] es simétrica. La simetŕıa de la matriz de
coeficientes se debe a la forma bilineal, debida a la forma débil desarrollada. En notación
matricial, la ecuación (C-19) toma la forma:

[Ke]ue = Qe + qe ≡ F e (C-22)

Lo anterior, completa el modelo en elementos finitos desarrollado.

C.0.8. Funciones de Interpolación

La aproximación en elementos finitos ue(x, y) de u(x, y) sobre un elemento Ωe debe satisfacer
las siguientes condiciones con el objetivo de que la solución converja a la solución verdadera.

1. ue(x, y) debe ser continuo como se requiere en la forma débil del problema.

2. Los polinomios utilizados para representar ue(x, y) deben ser términos completos

3. Todos los términos en el polinomio deben ser linealmente independientes.

El número de términos linealmente independientes en representación de ue indica la forma
y el número de grados de libertad del elemento. Para un elemento rectangular se tiene

u(x̄ȳ) =
4�

i=1

ue
iL

e
i (x̄ȳ) (C-23)

Donde Li corresponde a las funciones de interpolación expresada en términos de la coorde-
nadas de los elementos (x̄ȳ)
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(C-24)

(x̄ȳ) denotan las coordenadas locales con el origen localizado en el nodo 1 del elemento,
y (a, b) denotan las dimensiones horizontal y vertical del rectángulo, como se ilustra en la
figura (C-2)
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Figura C-2.: Elemento Finito Rectangular. Citado de [71]

Las integrales definidas para Ke
ij y Qe

i pueden ser evaluadas sobre los lados del elemento
rectangular a y b. Por ejemplo, para los valores, axx = aexx, ayy = aeyy, y f = f e, se obtienen
los siguientes resultados:

[Ke] = aexx[S
11] + aeyy[S

22] , Qe
i =

feab

4
(C-25)

Donde

[S11] =
1
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(C-27)

Aqúı α = b/a y β = a/b.
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A continuación se presenta el algoritmo de programación de la subrutina UEL para fortran
para la solución de las ecuaciones de Reacción- Difusión, está desarrollado en 2D bajo estado
estacionario.

La aproximación se realizó utilizando el método de Petrov-Galerkin y se ejecutó mediane el
software ABAQUS.

D.1. Entrada de Datos

Se requieren los archivos:

conectividades.inp: Archivo con las conectividades de los elementos.

nodos.inp: Archivo con los puntos nodales.

analisis.inp: Script exportado por Abaqus con nodos, elementos, contornos y propie-
dades del material.

conec.txt: Archivo con declaración de variables globales.

coninic.txt: Archivo con las condiciones iniciales del problema.

D.2. Salida de Datos

La solución arroja dos archivos con extensión *.dat, el primero, contiene los resultados de
las concentraciones del Factor de Crecimiento Derivado de las Plaquetas (PDGF) y de los
fibroblastos en el tiempo, y simula la evolución del proceso de tumefacción en el tiempo. El
segundo archivo, simula la formación aleatoria de las fibras de colágeno. Ambos archivos son
visualizados a través del software TECPLOT.
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D.3. Algoritmo UEL

D.3.1. Declaración UEL

1: {subroutine UEL}
2: { include ‘ABA− PARAM.INC’}
3: {include ‘conec.txt’}
4: {call INPUT(props,de,NPROPS)}
5: for K1 = 1 TO NDOFEL do
6: RHS(K1, NRHS) = 0,0
7: for K2 = 1 TO NDOFEL do
8: AMATRX(K2,K1)=0.0
9: end for
10: end for
11: for k1 = 1 TO nnod do
12: x(1, k1) = nodes(conectividades(jelem, k1 + 1), 1)
13: x(2, k1) = nodes(conectividades(jelem, k1 + 1), 2)
14: {call ENSAMBLE(de,x,du,u,v,RHS,AMATRX,

nst,ndofel,nrhs,dtime,svars,nsvars,jelem,time)}
15: end for

D.3.2. Entrada de Parámetros

1: {subroutine INPUT(propr,de,NPROPS)}
2: for i = 1 TO 40 do
3: de(i) = propr(i)
4: end for
5: {propiedades = de}

D.3.3. Función de Gauss

1: {subroutine bgauss(sg,wg)}
2: sg(1) = −0,577350269189626
3: sg(2) = 0,577350269189626
4: wg(1) = 1,0
5: wg(2) = 1,0

D.3.4. Funciones de Forma

1: {subroutine f-forma(chi,eta,x,shp,xjac,d2shp)}
2: shp(1, 1) = 0,25 ∗ (1,0− chi) ∗ (1,0− eta)
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3: shp(1, 2) = 0,25 ∗ (1,0 + chi) ∗ (1,0− eta)
4: shp(1, 3) = 0,25 ∗ (1,0 + chi) ∗ (1,0 + eta)
5: shp(1, 4) = 0,25 ∗ (1,0− chi) ∗ (1,0 + eta)
6: dNchi(1) = −0,25 ∗ (1,0− eta)
7: dNchi(2) = 0,25 ∗ (1,0− eta)
8: dNchi(3) = 0,25 ∗ (1,0 + eta)
9: dNchi(4) = −0,25 ∗ (1,0 + eta)

10: dNeta(1) = −0,25 ∗ (1,0− chi)
11: dNeta(2) = −0,25 ∗ (1,0 + chi)
12: dNeta(3) = 0,25 ∗ (1,0 + chi)
13: dNeta(4) = 0,25 ∗ (1,0− chi)
14: d2Nchieta(1) = 0,25
15: d2Nchieta(2) = −0,25
16: d2Nchieta(3) = 0,25
17: d2Nchieta(4) = −0,25
18: dxchi = 0,25 ∗ ((x(1, 2)− x(1, 1)) ∗ (1,0− eta) + (x(1, 3)− x(1, 4)) ∗ (1,0 + eta))
19: dxeta = 0,25 ∗ ((x(1, 4)− x(1, 1)) ∗ (1,0− chi) + (x(1, 3)− x(1, 2)) ∗ (1,0 + chi))
20: dychi = 0,25 ∗ ((x(2, 2)− x(2, 1)) ∗ (1,0− eta) + (x(2, 3)− x(2, 4)) ∗ (1,0 + eta))
21: dyeta = 0,25 ∗ ((x(2, 4)− x(2, 1)) ∗ (1,0− chi) + (x(2, 3)− x(2, 2)) ∗ (1,0 + chi))
22: d2xchieta = 0,25 ∗ (−(x(1, 2)− x(1, 1)) + (x(1, 3)− x(1, 4)))
23: d2ychieta = 0,25 ∗ (−(x(2, 2)− x(2, 1)) + (x(2, 3)− x(2, 4)))
24: xjac = dxchi ∗ dyeta− dxeta ∗ dychi
25: dchix = dyeta/xjac
26: dchiy = −dxeta/xjac
27: detax = −dychi/xjac
28: detay = dxchi/xjac
29: dxjacchi = dxchi ∗ d2ychieta− d2xchieta ∗ dychi
30: dxjaceta = d2xchieta ∗ dyeta− dxeta ∗ d2ychieta
31: dxjacx = dxjacchi ∗ dchix+ dxjaceta ∗ detax
32: dxjacy = dxjacchi ∗ dchiy + dxjaceta ∗ detay
33: d2etaxx = ((−d2ychieta ∗ detax ∗ xjac) + (dxjacx ∗ dychi))/(xjac ∗ ∗2)
34: d2chixx = ((d2ychieta ∗ dchix ∗ xjac)− (dxjacx ∗ dyeta))/(xjac ∗ ∗2)
35: d2chiyy = (−(d2xchieta ∗ dchiy ∗ xjac) + (dxjacy ∗ dxeta))/(xjac ∗ ∗2)
36: d2etayy = ((d2xchieta ∗ detay ∗ xjac)− (dxjacy ∗ dxchi))/(xjac ∗ ∗2)
37: d2etaxy = ((−d2ychieta ∗ detay ∗ xjac) + (dxjacy ∗ dychi))/(xjac ∗ ∗2)
38: d2chixy = ((d2ychieta ∗ dchiy ∗ xjac)− (dxjacy ∗ dyeta))/(xjac ∗ ∗2)
39: for i = 1 TO nnod do
40: d2shp(1, i) = 2.d0 ∗ d2Nchieta(i) ∗ detax ∗ dchix + dNchi(i) ∗ d2chixx + dNeta(i) ∗

d2etaxx
41: d2shp(2, i) = 2.d0∗d2Nchieta(i)∗detay∗dchiy+dNchi(i)∗d2chiyy+dNeta(i)∗d2etayy
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42: d2shp(3, i) = d2Nchieta(i) ∗ (detay ∗ dchix + detax ∗ dchiy) + dNchi(i) ∗ d2chixy +
dNeta(i) ∗ d2etaxy

43: end for
44: shp(2, 1) = −0,25 ∗ ((1,0− eta) ∗ dchix+ (1,0− chi) ∗ detax)
45: shp(2, 2) = 0,25 ∗ ((1,0− eta) ∗ dchix− (1,0 + chi) ∗ detax)
46: shp(2, 3) = 0,25 ∗ ((1,0 + eta) ∗ dchix+ (1,0 + chi) ∗ detax)
47: shp(2, 4) = −0,25 ∗ ((1,0 + eta) ∗ dchix− (1,0− chi) ∗ detax)
48: shp(3, 1) = −0,25 ∗ ((1,0− eta) ∗ dchiy + (1,0− chi) ∗ detay)
49: shp(3, 2) = 0,25 ∗ ((1,0− eta) ∗ dchiy − (1,0 + chi) ∗ detay)
50: shp(3, 3) = 0,25 ∗ ((1,0 + eta) ∗ dchiy + (1,0 + chi) ∗ detay)
51: shp(3, 4) = −0,25 ∗ ((1,0 + eta) ∗ dchiy − (1,0− chi) ∗ detay)

D.3.5. Matrices de Remodelado

1: { SUBROUTINE calK03Cnremodel(de,x,ndofel,u,s,jelem)}
2: { call bgauss(sg,wg)}
3: for j1 = 1 TO 2 do
4: chi = sg(j1)
5: for j2 = 1 TO 2 do
6: eta = sg(j2)
7: { callff orma(chi,eta,x,shp,xjac,d2shp)}
8: dx = wg(j1) ∗ wg(j2) ∗ xjac
9: {call matrizd03nremodelamiento(de,dmat,jelem)}
10: {call matrizb03n(de,shp,Bmat,x)}
11: aux1 = MATMUL(transpose(bmat),matmul(dmat, bmat))
12: s = aux1 ∗ dx+ s
13: end for
14: end for
15: {SUBROUTINE matrizd03n(de,dmat,jelem)}
16: E = de(9)
17: G = de(10)
18: ANU = E/(2.d0 ∗G)− 1.d0
19: ALAMDA = E/((1.d0 + ANU) ∗ (1.d0− 2.d0 ∗ ANU))
20: AMU = E/(2.d0 ∗ (1.d0 + ANU))
21: AMUAUX = E/((1.d0 + ANU) ∗ (1.d0− ANU))
22: dmat(1, 1) = (1.d0− ANU) ∗ ALAMDA
23: dmat(2, 2) = dmat(1, 1)
24: dmat(3, 3) = AMU
25: dmat(1, 2) = ALAMDA ∗ ANU
26: dmat(2, 1) = dmat(1, 2)
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27: {SUBROUTINE matrizd03nremodelamiento(de,dmat,jelem)}
28: Eh = de(25)
29: Ev = de(26)
30: nuh = de(27)
31: nuhv = de(28)
32: Gv = de(29)
33: A = Eh/((1,0 + nuh) ∗ ((Eh ∗ (1,0− nuh)/Ev)− 2,0 ∗ nuhv ∗ ∗2))
34: dmat1 = 0,0D0
35: dmat1(1, 1) = A ∗ ((Eh/Ev)− nuhv ∗ ∗2)
36: dmat1(2, 2) = A ∗ (1,0− nuh ∗ ∗2)
37: dmat1(3, 3) = Gv
38: dmat1(1, 2) = A ∗ nuhv ∗ (1.d0 + nuh)
39: dmat1(2, 1) = dmat1(1, 2)
40: Tmat = 0,0D0
41: Tmat(1, 1) = cos(theta(jelem)) ∗ cos(theta(jelem))
42: Tmat(1, 2) = sin(theta(jelem)) ∗ sin(theta(jelem))
43: Tmat(1, 3) = sin(theta(jelem)) ∗ cos(theta(jelem))
44: Tmat(2, 1) = Tmat(1, 2)
45: Tmat(2, 2) = Tmat(1, 1)
46: Tmat(2, 3) = −sin(theta(jelem)) ∗ cos(theta(jelem))
47: Tmat(3, 1) = −2,0 ∗ sin(theta(jelem)) ∗ cos(theta(jelem))
48: Tmat(3, 2) = 2,0 ∗ sin(theta(jelem)) ∗ cos(theta(jelem))
49: Tmat(3, 3) = cos(theta(jelem))∗cos(theta(jelem))−sin(theta(jelem))∗sin(theta(jelem))
50: {SUBROUTINE matrizb03n(de,shp,B,x)}
51: nvec = nnod
52: flag = de(5)
53: B = 0.d0
54: r = 0.d0
55: for j1 = 1 TO nvec do
56: col = 2 ∗ (j1− 1) + 1
57: B(1, col) = shp(2, j1)
58: B(3, col) = shp(3, j1)
59: B(2, col + 1) = shp(3, j1)
60: B(3, col + 1) = shp(2, j1)
61: end for
62: {SUBROUTINE matrizbu(dUtxdx,dUtxdy,dUtydx,dUtydy,de,shp,x,u,B)}
63: nvec = nnod
64: flag = de(5)
65: B = 0.d0
66: r = 0.d0
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67: for j1 = 1 TO nvec do
68: col = 2 ∗ (j1− 1) + 1
69: B(1, col) = dUtxdx ∗ shp(2, j1)
70: B(2, col) = dUtxdy ∗ shp(3, j1)
71: B(3, col) = dUtxdy ∗ shp(2, j1) + dUtxdx ∗ shp(3, j1)
72: B(1, col + 1) = dUtydx ∗ shp(2, j1)
73: B(2, col + 1) = dUtydy ∗ shp(3, j1)
74: B(3, col + 1) = dUtydy ∗ shp(2, j1) + dUtydx ∗ shp(3, j1)
75: end for

D.3.6. Deformación Plana

1: {SUBROUTINE matrizd03n(de,dmat,jelem)}
2: E = de(9)
3: G = de(10)
4: ANU = E/(2.d0 ∗G)− 1.d0
5: ALAMDA = E/((1.d0 + ANU) ∗ (1.d0− 2.d0 ∗ ANU))
6: AMU = E/(2.d0 ∗ (1.d0 + ANU))
7: AMUAUX = E/((1.d0 + ANU) ∗ (1.d0− ANU))
8: dmat(1, 1) = (1.d0− ANU) ∗ ALAMDA
9: dmat(2, 2) = dmat(1, 1)
10: dmat(3, 3) = AMU
11: dmat(1, 2) = ALAMDA ∗ ANU
12: dmat(2, 1) = dmat(1, 2)

D.3.7. Vector de Deformación

1: {subroutine VECTORDEFORMACIONINICIAL(u,du,ndofel,de,x,Cmat,jelem,t,dt)}
2: umbralinfl = de(11)
3: tasadeformacion = de(12)
4: for i = 1 TO nnod do
5: Blood(i) = results(conectividades(jelem, i+ 1), 2)
6: end for
7: {call bgauss(sg,wg)}
8: for i = 1 TO 2 do
9: chi = sg(i)

10: for j = 1 TO 2 do
11: eta = sg(j)
12: { callff orma(chi,eta,x,shp,xjac,d2shp)}
13: dx = wg(i) ∗ wg(j) ∗ xjac
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14: sangre =
15: tproduct(shp(1, :) TO Blood)
16: { call matrizb03n(de,shp,Bmat,x)}
17: {call matrizbu(dUtxdx,dUtxdy,dUtydx,dUtydy,de,shp,x,u,B)}
18: {call Matrizd03n(de,dmat,jelem)}
19: if t < 1400,0 then
20: deformacion(1) = tasadeformacion ∗ (1,0− t/1400,0)
21: deformacion(2) = tasadeformacion ∗ (1,0− t/1400,0)
22: deformacion(3) = 0,0
23: deformacion(4) = 0,0
24: else
25: if t > 1400 and < 2800 then
26: deformacion(1) = 0.d0
27: deformacion(2) = 0.d0
28: deformacion(3) = 0.d0
29: deformacion(4) = 0.d0
30: else
31: if t > 2800 and t < 9800 then
32: deformacion(1) = tasadeformacion ∗ (t/35000,0− 0,28)
33: deformacion(2) = tasadeformacion ∗ (t/35000,0− 0,28)
34: deformacion(3) = 0.d0
35: deformacion(4) = 0.d0
36: else
37: deformacion(1) = 0.d0
38: deformacion(2) = 0.d0
39: deformacion(3) = 0.d0
40: deformacion(4) = 0.d0
41: end if
42: end if
43: end if
44: E = (Bmat+ B) ∗ u)
45: sigma = E ∗matmul(transpose(Tmat),matmul(dmat, Tmat))
46: Cmat = Cmat+matmul(transpose(Bmat),matmul(dmat, deformacion)) ∗ dx
47: end for
48: end for

D.3.8. Ensamble

1: {subroutine ENSAMBLE
(de,x,du,u,v,p,mk,nst,ndofel,nrhs,dtime,svars,nsvars,jelem,time)}
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2: if dtime.eq,0,0 then
3: dtime = 1.e− 15
4: end if
5: umbralbloodquimio = de(14)
6: bloodquimio = 0,0
7: mk = 0,0
8: p = 0,0
9: for k1 = 1 TO nnod do
10: fil = 6 ∗ (k1− 1) + 1
11: dPhi(k1) = du(fil, 1)
12: dPhi2(k1) = du(fil + 1, 1)
13: dPhi3(k1) = du(fil + 4, 1)
14: ddespl(2 ∗ (k1− 1) + 1) = du(fil + 2, 1)
15: ddespl(2 ∗ (k1− 1) + 2) = du(fil + 3, 1)
16: end for
17: for k1 = 1 TO nnod do
18: fil = 6 ∗ (k1− 1) + 1
19: Phi(k1) = u(fil)
20: Phi2(k1) = u(fil + 1)
21: Phi3(k1) = u(fil + 4)
22: despl(2 ∗ (k1− 1) + 1) = u(fil + 2)
23: despl(2 ∗ (k1− 1) + 2) = u(fil + 3)
24: end for
25: { call matrizdifusion(Veloc,Kdif,de,x,Kmat,jelem,time(2))}
26: for k1 = 1 TO nnod do
27: for k2 = 1 TO nnod do
28: fil = 6 ∗ (k1− 1) + 1
29: col = 6 ∗ (k2− 1) + 1
30: ff = k1
31: cc = k2
32: mk(fil, col) = mk(fil, col) +Kmat(ff, cc)
33: end for
34: end for
35: {call matrizmasadivV(u,du,ndofel,de,x,Divmat,jelem,time(2),dtime)}
36: for k1 = 1 TO nnod do
37: for k2 = 1 TO nnod do
38: fil = 6 ∗ (k1− 1) + 1
39: col = 6 ∗ (k2− 1) + 1
40: ff = k1
41: cc = k2
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42: mk(fil, col) = mk(fil, col) +Divmat(ff, cc)
43: end for
44: end for
45: {call matrizmasamuerte(u,du,ndofel,de,x,muerte,jelem, time(2),dtime)}
46: for k1 = 1 TO nnod do
47: for k2 = 1 TO nnod do
48: fil = 6 ∗ (k1− 1) + 1
49: col = 6 ∗ (k2− 1) + 1
50: ff = k1
51: cc = k2
52: mk(fil, col) = mk(fil, col) +muerte(ff, cc)
53: end for
54: end for
55: {call matrizmasamuerte5(u,du,ndofel,de,x,muerte2,jelem, time(2),dtime)}
56: for k1 = 1 TO nnod do
57: for k2 = 1 TO nnod do
58: fil = 6 ∗ (k1− 1) + 5
59: col = 6 ∗ (k2− 1) + 5
60: ff = k1
61: cc = k2
62: mk(fil, col) = mk(fil, col) +muerte2(ff, cc)
63: end for
64: end for
65: {call matrizdifusion2(u,ndofel,Veloc,Kdif,de,x,Kmat2, jelem,time(2))}
66: for k1 = 1 TO nnod do
67: for k2 = 1 TO nnod do
68: fil = 6 ∗ (k1− 1) + 2
69: col = 6 ∗ (k2− 1) + 2
70: ff = k1
71: cc = k2
72: mk(fil, col) = mk(fil, col) +Kmat2(ff, cc)
73: end for
74: end for
75: for k1 = 1 TO nnod do
76: for k2 = 1 TO nnod do
77: fil = 6 ∗ (k1− 1) + 2
78: col = 6 ∗ (k2− 1) + 2
79: ff = k1
80: cc = k2
81: mk(fil, col) = mk(fil, col) +Divmat(ff, cc)
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82: end for
83: end for
84: {call matrizdifusion3(u,ndofel,Veloc,Kdif,de,x,Kmat2, jelem,time(2))}
85: for k1 = 1 TO nnod do
86: for k2 = 1 TO nnod do
87: fil = 6 ∗ (k1− 1) + 5
88: col = 6 ∗ (k2− 1) + 5
89: ff = k1
90: cc = k2
91: mk(fil, col) = mk(fil, col) +Kmat2(ff, cc)
92: end for
93: end for
94: for k1 = 1 TO nnod do
95: for k2 = 1 TO nnod do
96: fil = 6 ∗ (k1− 1) + 5
97: col = 6 ∗ (k2− 1) + 5
98: ff = k1
99: cc = k2
100: mk(fil, col) = mk(fil, col) +Divmat(ff, cc)
101: end for
102: end for
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E. Anexo: Publicaciones

Figura E-1.: Art́ıculo de Revisión
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Figura E-2.: Art́ıculo del Modelo Matemático de Tumefacción y Liberación de PDGF
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Figura E-3.: Art́ıculo- Modelo Matemático de la formación de colágeno inmaduro
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[74] Schmid-Schšnbein, GW: Analysis of Inflammation. En: Annual Review of Biomedical
Engineering 8 (2006), p. 93–131

[75] Sefton, JM ; Hicks-Little, CA ; Hubbard, TJ ; Clemens, MG ; Yengo, CM ;
Koceja, DM ; Cordova, ML: Sensorimotor function as a predictor of chronic ankle
instability. En: Clinical Biomechanics 24 (2009), Nr. 5, p. 451–458

[76] Shelburne, KB ; Pandy, MG ; Torry, MR: Comparison of shear forces and ligament
loading in the healthy and ACL-deficient knee during gait. En: Journal of Biomechanics
37 (2004), Nr. 3, p. 313–319

[77] Sobotta: Atlas de Anatomı́a Humana. Panamericana, 1999
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