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Resumen

En este trabajo se aborda el estudio de teoremas de punto fijo sobre reticulos completos con el
fin de ser aplicados a una clase de funciones entre lenguajes, llamadas funciones polinomiales.
Estas funciones permiten caracterizar los lenguajes regulares y los independientes de contexto
como una componente del menor punto fijo de una determinada funcién polinomial. Adema4s,
permiten solucionar algunas ecuaciones sobre lenguajes, en particular se demuestra el lema de

Arden y una generalizacién de éste, lo cual permitird caracterizar algunos lenguajes lineales.

Palabras Claves
Ecuaciones sobre lenguajes, funciones polinomiales sobre lenguajes, teoremas de punto fijo,

reticulos completos, reticulos booleanos, lema de Arden, teorema de Ginsburg-Rice.

Abstract

In this work we study fixed-point theorem on complete lattices to be applied to a class of
functions between languages, called polynomial functions. These functions allow characteri-
zation of regular languages and context-free languages as one component of the minor fixed
point of a given polynomial function. Also, would solve some languages equations, in particu-
lar proves the Arden’s lemma and a generalization of it, which will characterize some linear

languages.

Keywords
Languages equations, languages polynomial functions, fixed-point theorems, complete latti-

ces, boolean lattices, Arden’s lemma, Ginsburg-Rice theorem.
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Introduccion

Un resultado bien conocido en la Teoria de la Computacién es el Teorema de Kleene, el
cual afirma que un lenguaje es regular si y sélo si es aceptado por un autémata finito. Una
forma de probar una de las direcciones del teorema es asociando un sistema de ecuaciones
al autémata; dicho sistema se reduce a una sola ecuacién, cuya solucién es precisamente el
lenguaje aceptado por el autémata, que es a su vez una expresién regular. Para solucionar el

sistema, de ecuaciones se aplica reiteradamente el llamado Lema de Arden.

Esta forma de solucionar sistemas de ecuaciones conlleva a que algunos autores caractericen
los lenguajes regulares como una componente del menor punto fijo de una determinada fun-

cién polinomial a izquierda (o a derecha).

Dicha forma de abordar el Teorema de Kleene puede extenderse a los Lenguajes Indepen-
dientes de Contexto (LIC); en particular los LICs coinciden con la clase de lenguajes que son
componentes del menor punto fijo de una determinada funcién; esto se basa en un resultado
conocido como el Teorema de Ginsburg-Rice. Este teorema aunque es clasico, no es muy co-
nocido en la literatura y pocas veces se menciona en los cursos de Teoria de la Computacion
[5].

En este trabajo se estudia una clase general de funciones entre lenguajes, llamadas polino-
miales y sus puntos fijos. Estos tltimos se abordan como casos particulares de teoremas de
punto fijo sobre reticulos completos. Algunas subfamilias de estas funciones permiten caracte-
rizar los lenguajes regulares y los independientes de contexto como puntos fijos de funciones
polinomiales. Esta forma de abordar el estudio como un problema de reticulos no es muy
conocida; lo més cercano es el trabajo de Kupka [6], el cual prueba el Lema de Arden como

un caso particular de un teorema de punto fijo.

Ademss, el estudio de los puntos fijos de estas funciones se puede aplicar a la solucién de
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ecuaciones particulares sobre lenguajes, como por ejemplo
XZAlXBl UAQXBQU...UAnXBnUC (1)

donde A;, B;,C (i =1,...,n) son lenguajes sobre un alfabeto . Esta tltima ecuacién genera-

liza el Lema de Arden y provee una forma de caracterizar una subfamilia de lenguajes lineales.

Las ecuaciones sobre lenguajes son una linea actual de investigacién, la cual ha sido liderada
en los dltimos anos por autores como Alexander Okhotin y Michal Kunc, los cuales retomaron
esta manera de relacionar los lenguajes con sistemas de ecuaciones y funciones polinomiales,
vy han estudiado distintas clases de ecuaciones sobre lenguajes; en particular han clasificado
las ecuaciones en siete familias, una de estas familias es precisamente la que se estudia en el

Teorema Ginsburg-Rice.

Este documento esté dividido en cinco capitulos. El primer capitulo presenta los conceptos y
resultados basicos de teoria de la computacion, como alfabeto y lenguaje, lenguajes regulares,
lineales e independientes de contexto, autématas finitos, gramaéticas y el teorema de Kleene,

que seran utilizados en los siguientes capitulos.

El segundo capitulo introduce algunas definiciones bésicas y resultados sobre reticulos com-
pletos; en particular, se presentan varios teoremas de punto fijo sobre conjuntos ordenados,
los cuales seran aplicados a funciones entre lenguajes. Entre los més importantes aparecen el
teorema 2.3.10] y el corolario 2.3.11], ya que dan condiciones necesarias y suficientes para que

cierto tipo de operador entre reticulos booleanos tengan un tunico punto fijo.

El tercer capitulo define las funciones polinomiales entre lenguajes y se prueban algunas pro-
piedades, en particular se demuestra que toda funcién polinomial tiene al menos un punto

fijo. También se muestra un ejemplo de una funcién polinomial que tiene infinitos puntos fijos.

El cuarto capitulo introduce una clase especial de funcién polinomial, llamada funcién poli-
nomial lineal. Un caso particular de esta clase de funciones es la que aparece en el Lema de
Arden; este ultimo se demuestra aplicando los teoremas de punto fijo y lo utilizamos para
caracterizar los lenguajes regulares, como el menor punto fijo de una determinada funcién
polinomial. Ademas, se consideran algunas extensiones del Lema de Arden. El capitulo fina-
liza con la introducciéon de una nueva operacién entre lenguajes llamada insercién simétrica,
que se utiliza para generalizar el lema de Arden y para definir una nueva clase de lenguajes,

llamados simétricos, los cuales son una subfamilia de los lenguajes lineales.
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El quinto capitulo presenta una familia de funciones polinomiales llamadas funciones polino-
miales finitas, las cuales se utilizan para caracterizar los lenguajes independientes de contexto
como una componente de un punto fijo de una funcién polinomial finita. En particular, se
demuestra el teorema de Ginsburg-Rice, el cual relaciona precisamente el menor punto fijo
de una funcién polinomial finita con el lenguaje generado por las gramaticas asociadas a la
funcién. El capitulo finaliza con un marco general del estudio actual de las ecuaciones sobre

lenguajes.
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Capitulo

Conceptos y Resultados Preliminares

En este capitulo presentamos algunos conceptos y resultados basicos de teoria de la compu-

tacién con los que debe contar un potencial lector de este escrito.

1.1. Lenguajes

Un alfabeto es un conjunto finito no vacio cuyos elementos se llaman simbolos. Denotamos
un alfabeto arbitrario con la letra . Una cadena sobre un alfabeto ¥ es una secuencia finita
de elementos de X, se denotan por las letras u, v, w,.... Se supone la existencia de una Unica

cadena que no tiene simbolos, la cual se denomina cadena vacia y se denota con .

El conjunto de todas las cadenas sobre un alfabeto X, incluyendo la cadena vacia, se denota
por X*. Dado un alfabeto ¥ y dos cadenas u,v € ¥*, la concatenacién de u y v, es la cadena
que se forma al escribir los simbolos de u y a continuacién los simbolos de v. Se denota por

uv. Recursivamente se define de la siguiente manera. Si u,v € X*, a € X, entonces
1. ud=A u=u
2. u(va) =(uwv)a

La longitud de una cadena u € X%, denotada con |ul|, se define como el nimero de simbolos
) )

de u. Recursivamente se define de la siguiente manera.

0, si u=A\
Jul = .
o] +1, si u=wa

paratodo aeX y v e X*.



Un lenguaje L sobre un alfabeto ¥ es un subconjunto de ¥*. Todo lenguaje L satisface
@ c L € ¥* y puede ser finito o infinito. Los lenguajes se denotan con letras mayisculas
A, B,C,...L,M,N,.... Puesto que los lenguajes sobre ¥ son subconjuntos de ¥*, las opera-
ciones usuales entre conjuntos son también operaciones vélidas entre lenguajes. Asi, si A y

B son lenguajes sobre X, entonces los siguientes también son lenguajes sobre X:

AuB Union
AnB Interseccion
A-B Diferencia

A=Y*-A Complemento

La concatenacion de dos lenguajes A y B sobre ¥, notada AB, se define como
AB={uwv:ue AveB}

Dado un lenguaje A sobre ¥ (A < X*) y un nidmero natural n, se define A™ de la siguiente

forma

A% ={)},

A" = A4 = {uy--up :u; € A, paratodoi, 1<i<n}

La estrella de Kleene o simplemente estrella de un lenguaje A, A € ¥*, es la unién de

todas las potencias de A y se denota por A*.
A=A =A"vAtuAPu U AT
>0

De manera similar se define la clausura positiva de un lenguaje A, denotada por A*.

At=JA =A'uAU A U
i>1
Existe una clase especial de lenguajes, conocidos como lenguajes regulares. Los lenguajes
regulares sobre un alfabeto dado ¥ son todos los lenguajes que se pueden formar a partir de
los lenguajes bésicos @, {\},{a} , a € ¥, por medio de las operaciones de unién, concatenacién

y estrella de Kleene.

A continuacién presentamos una definicién recursiva de los lenguajes regulares. Sea ¥ un
alfabeto:

1. @,{A\},{a}, para todo a € X, son lenguajes regulares sobre . Estos se denominan

lenguajes regulares basicos.

2. Si Ay B son lenguajes regulares sobre X, también lo son



AuB Uni6n
AB Concatenacién
A* estrella de Kleene

Ejemplo 1.1.1. Sea X = {0,1}. Los siguientes son lenguajes regulares sobre 3:
(i) Ellenguaje A de todas las cadenas que tienen exactamente un 0: A = {1} {0} {1}"

(ii) El lenguaje B de todas las cadenas que tienen un nimero impar de simbolos:

B=[({0}u{1}h) ({0} u{1H]" ({0} u{1})

Para simplificar la descripcién de los lenguajes regulares se definen las expresiones regu-

lares, cuya definicién recursiva sobre un alfabeto ¥ dado es:

1. Expresiones regulares bésicas:
@ es una expresion regular que representa al lenguaje @.
A es una expresion regular que representa al lenguaje {\}.

a es una expresion regular que representa al lenguaje {a} , para todo a € X.

2. Si Ry S son expresiones regulares sobre ¥, también lo son

(RuS)

(R) (5)
(R)

(RuS) representa la unién de los lenguajes representados por R, S; (R) (S) representa
su concatenacién, y (R)" representa la clausura de Kleene del lenguaje representado
por R. Los paréntesis (y ) son simbolos de agrupacién y se pueden omitir si no hay

peligro de ambigiiedad.

Ejemplo 1.1.2. Los dos lenguajes del ejemplo [LT.T] se pueden representar con expresiones
regulares de la siguiente manera:
(i) Ellenguaje A de todas las cadenas que tienen exactamente un 0: A =1*01%.

(ii) El lenguaje B de todas las cadenas que tienen un nimero impar de simbolos:

B=[(0u1)(Ou1)]* (0uU1)

1.2. Automatas Finitos Deterministas AF D

Los autématas finitos son méaquinas abstractas que procesan cadenas de entrada, las cuales
son aceptadas o rechazadas. El autéomata actiia leyendo los simbolos escritos sobre una cinta

semi-infinita, dividida en celdas o casillas, sobre la cual se escribe una cinta de entrada u, un



simbolo de entrada por casilla. El autémata posee una unidad de control (también llamada
cabeza lectora) que tiene un nimero finito de configuraciones internas, llamadas estados del
automata. Entre los estados del automata se destacan el estado inicial y los estados finales o

de aceptacién. Formalmente,

Definicién 1.2.1. Un autémata finito determinista (AFD) M estd definido por cinco
pardmetros M = (X,Q, qo, F,0), donde:

> es un alfabeto llamado alfabeto de cinta. Todas las cadenas que procesa M pertenecen
a X’

Q@ =1{90,4q1,---,qn} es un conjunto de estados internos del autémata.

qo € @ es el estado inicial.
= FC (@ es un conjunto de estados finales o de aceptacién. F # &.

La funciéon de transicién del autémata

6:QxY—Q
(¢,a) — 6 (q,a)

Ademsds de los AFD existen otro tipo de mdquinas que resultan ser equivalentes a éstos,
conocidos como los autématas finitos no deterministas (AFN) y los autématas finitos con
transiciones A (AFN-)).

Existe una forma de relacionar los lenguajes regulares y los autéomatas finitos, este resultado

se conoce como el teorema de Kleene.

Teorema 1.2.2 (Kleene). Un lenguaje es reqular si y sélo si es aceptado por un autémata
finito (AFD o AFN o AFN-\ ) .

Demostracion. Ver [2]. O

1.3. Gramaticas Regulares

Los autématas son dispositivos que procesan cadenas de entrada, sin embargo, existen otros
tipos de mecanismos que generan cadenas a partir de un simbolo inicial, las gramaticas
generativas. A continuacién presentaremos un tipo de gramética generativa, denominada

gramatica independiente del contexto.

Definicién 1.3.1. Una gramatica independiente del contexto (GIC), es una cuddrupla,
G=(V,%,S,P), donde:



V es un alfabeto, cuyos elementos se llaman variables o simbolos no terminales.

31 es un alfabeto, cuyos elementos se llaman simbolos terminales. 3 y V' son disyuntos.

S €V es una variable especial, llamada simbolo inicial de la gramatica.

Un conjunto finito P ¢ V x (VuX)* de producciones o reglas de re-escritura. Una

produccién (A,w) € P de G se denota por A — w y se lee “A produce w”; su significado
es: la variable A se puede reemplazar (sobre-escribir) por la cadena w. En la produccién

A - w, A se denomina la cabeza y w el cuerpo de la produccion.

Las variables se denotan con letras mayusculas A, B,C,... Los elementos de ¥ o simbo-
los terminales se denotan con letras mintsculas a,b,c,.... Si u,v € (VUX)* 'y A > w es
una produccion, de dice que uwv se deriva directamente de uAv, lo cual se denota por

. . . .- . G
uwAv = uww. Si se quiere hacer referencia a la gramatica G, se escribe uAv = uwwv.

Si uy,ug,...,u, son cadenas en (V UX)* y hay una sucesién de derivaciones directas
G G G
Uy == U2, U2 ==U3, ... ,Upn-1 = Unp

. . . * . .7 . .
se dice que u, se deriva de uj y se escribe u; = u,. La anterior sucesion de derivaciones

directas se representa como
Ul == U2 == U3 == " == Up-1 == Un

y se dice que es una derivacién o una generacién de u,, a partir de u;. Para toda cadena w
* * . . . 1.
se asume que w = w; por lo tanto, u == v significa que v se obtiene de u utilizando cero,
7’ . O 7’ + . . .
uno o mas producciones de la gramética. Analogamente, u == v significa que v se obtiene

de u utilizando uno o méas producciones de la gramética.

El lenguaje generado por una gramética G se denota por L (G) y se define como
L(G)={wex : § = w}.

Un lenguaje L sobre un alfabeto 3 se dice que es un lenguaje independiente del contexto
(LIC) si existe una GIC G tal que L (G) = L.

Existe un tipo de particular de GIC, llamadas gramaticas regulares, las cuales son impor-

tantes ya que un lenguaje es regular si y solo si es generado por una gramaética regular.

Definicién 1.3.2. Una GIC G = (V,%, S, P) se dice regular por la derecha si todas las



producciones son de la forma

A - vB,
A->wv

donde A,B €V y v e ¥*. Una GIC G = (V,X, S, P) se dice regular por la izquierda si

todas las producciones son de la forma

A - Bu,
A-wv

donde A,BeV yveX”.
Una gramética es regular si es una gramatica regular por la derecha o regular por la izquierda,
4] -

Teorema 1.3.3. Un lenguaje es regular si y solo si es generado por una gramdtica regular.
Demostracion. Ver [4]. O

Los lenguajes regulares en general se pueden caracterizar a partir de las expresiones regulares,
para lo cual se utilizan las expresiones regulares basicas y las operaciones unién, concatenacion

y estrella de Kleene. También, se pueden caracterizar a partir de autématas finitos (teorema
[2:2) o de gramdticas regulares (teorema [[.3.3)).

1.4. Lenguajes Lineales

En esta seccion introducimos un caso particular de LIC, conocidos como lenguajes lineales,
los cuales contienen a los lenguajes regulares. Existen dos tipos de caracterizaciéon para es-
tos lenguajes, la primera a partir de un tipo especial de autéomata de pila, conocida como
Autématas de Giro y la segunda a partir de las Gramaticas Lineales. Sin embargo, para
lenguajes regulares existe una caracterizacion algebraica a partir de expresiones regulares, lo
cual no existe para los lenguajes lineales. Una caracterizacion de esta indole se llevara a cabo

en capitulo 4 para una subfamilia de lenguajes lineales.

1.4.1. Gramaticas Lineales

Existe un tipo particular de GIC conocidas como gramaticas lineales, similares a las gramati-

cas regulares.



Definicién 1.4.1. Una GIC G = (V,X, S, P) se dice Gramdtica Lineal si todas las pro-

ducciones son de la forma

A - vBu,
A-wv
donde A,BeV y v,ueX*.

Ejemplo 1.4.2. La siguiente es una gramatica lineal que acepta el lenguaje de los palindro-

mos de longitud par.
G:{S > aSa|bsb| A

Definicién 1.4.3. Una GIC G = (V, X, S, P) estd en Forma Normal Lineal (FNL) si todas

las producciones son de la forma

A - a,
A—aB,
A— Bb

donde A,BeV yae(XZu{A}).

Teorema 1.4.4. Sea L un lenguaje sobre un alfabeto . Existe una gramdtica lineal G tal que
L(G) = L si y solo si existe una gramdtica G' en Forma Normal Lineal tal que L(G") = L. Es
decir, las gramdticas lineales y las gramdticas en Forma Normal Lineal, generan los mismos

lenguages.

Demostracion. Una graméatica en Forma Normal Lineal es claramente una gramaética lineal.

Reciprocamente, en una gramética lineal G = (V, X, S, P), una produccién de la forma
A— ajasy .. .aanle e bm

donde los a;, b; € ¥, n, m > 1, B € V, se puede simular con producciones de la

forma A - aB, A - Ba y A — a. En efecto se introducen n + m — 2 variables nuevas



A1, As, ..., An1,B1,Bs,...,B,,_1 cuyas tnicas producciones son:

A— a1A1
Al = a1y

Ap1 = apnBy
By —» Baby,
By — B3by1

Bp-1 — Bby

De esta manera se puede construir una gramatica en Forma Lineal Normal equivalente a

G. O

Definiciéon 1.4.5. Un lenguaje L sobre un alfabeto 3 se dice que es un lenguaje lineal si

existe una Gramadtica Lineal G tal que L (G) = L.
Teorema 1.4.6. Todo lenguaje Regular es Lineal.

Demostracidn. Dado un lenguaje regular A, entonces por el teorema [[.3.3] éste es generado

por una gramatica regular, la cual es claramente lineal. O

El reciproco de este teorema no es cierto, por ejemplo el lenguaje L = {a"b":n >0} es

generado por la gramatica lineal

S —aAl|A
A - 5b

G:

sin embargo, este no es regular (aplicacién directa del Lema de Bombeo para lenguajes regu-

lares).

Ahora bien, no todo lenguaje lineal es independiente de contexto. Para ello probaremos un
Lema de Bombeo para lenguajes lineales, en el que se supondra que la gramatica lineal
estd en FNL, sin variables inttiles, sin producciones A (excepto posiblemente S — ), sin
producciones unitarias, es decir de la forma A - B, donde A y B son variables y con variable
inicial no recursiva, es claro que al suponer la gramética en dicha forma esta sigue siendo

lineal y aceptando el mismo lenguaje, ver lema [[.Z.9



Teorema 1.4.7. Sea G = (V,%, S, P) una gramdtica lineal en FNL y w € ¥*. Si la longitud
de la trayectoria mds larga en un drbol de derivacion de S = w tiene k (o menos) nodos,
entonces |w| < k-1, k> 2.

Demostracion. La siguiente tabla muestra las relaciones obtenidas entre & = nimero de nodos
de la trayectoria mas larga de S == w y la longitud de w, en los casos k = 2,3,4,5. En la

tabla se muestra los casos extremos, es decir, los arboles con el mayor nimero posible de

nodos.

k Arbol de derivacién Longitud de w
k=2 3 wl<1=2-1=k-1
k=3 N w|<2=3-1=k-1
k=4 g w|<3=4-1=k-1
k=5 N w|<4=5-1=k-1

Es claro que en cada paso solo puede aparecer un terminal, entonces si la trayectoria mas
larga tiene k£ nodos, como el primer nodo corresponde a la variable S, entonces la longitud

de w es alo mas k—1. O
Corolario 1.4.8. Sea G = (V,X, S, P) una gramdtica lineal en FNL y w € ¥*.

1. Si la longitud de la trayectoria mds larga en un drbol de derivacion de S = w tiene

k+1 (o menos) nodos, entonces |w| <k, k> 1.



2. Si|lw| > k (k > 1) entonces la longitud de la trayectoria mds larga en un drbol de

. .- s * . 7
derivacion de S = w tiene mds de k + 1 nodos.
Demostracién. 1. Se sigue inmediatamente del teorema [[.4.7]

2. Es la afirmacién contra-reciproca de la parte 1.
O

Lema 1.4.9 (Lema Bombeo para Lenguajes Lineales). Dado un lenguaje lineal L, eziste una
constante n (llamada constante de bombeo) tal que para toda z € L con |z| > n, eziste una

descomposicion en la forma z = uvwxy donde
1. Juvxy| < n.
2. |vz| > 1.
3. w'wz'y € L para todo i > 0.

Demostracion. Sea G = (V,X,S, P) una gramética lineal en FNL, con variable inicial no
recursiva, tal que L (G) = L. Sea k = |V| = nimero de variables de G y n = k. Sea z € L con
|z| > n =k, por la parte (2) del Corolario [[Z.8] la trayectoria més larga en el arbol de una
derivacién S == z tiene més de k + 1 nodos. Consideremos los primeros k + 1 nodos de tal
trayectoria (siguiendo el orden que va desde la raiz S hasta las hojas del arbol). El primer
nodo de esa trayectoria es S y los restantes k£ nodos son variables (distintas de S). Como hay
sblo k variables en la gramdtica, entonces hay por lo menos una variable A # S repetida en

la trayectoria. Por lo tanto, existen cadenas u,v,w,z,y € ¥ tales que

*

S=*>uAy, A=*>1)Ax, A= w

Asi que

S = uAy — uvAxy — UVWIY = 2

Puesto que la distancia de S a la segunda A (desde la raiz) es una trayectoria de longitud a
lo més k + 1 nodos, entonces |uvzy| < k+1 =n, ya que en cada derivacién hay un terminal.

Ademss:
* * * Z 'l * Z Z .
S = uAy = wAzry = wv' Az'y = w'wz'y para todo ¢ > 0.
. . .7 * . .
Finalmente, la derivacion A = vAx se puede escribir como

A= aB —> vAz 0 A—=— Ba— vAz

10



utilizando una produccién de la forma A - aB o A - Ba como primer paso. Se deduce que
u y x no pueden ser ambas A ya que se tendria aB = A lo cual no es posible porque no

hay producciones unitarias. O

Ejemplo 1.4.10. La siguiente gramética genera el conjunto de palabras sobre el alfabeto

a,b} que tienen tantas a's como b's.
{a,b} ! b
Gi{S—>55|aSb|bSa|)\

Es decir L(G) = {w e {a,b}" :|w|, = |w|,}, luego L es un LIC. Ahora bien L no es lineal, ya
que si lo fuera, existirfa una constante de bombeo n para L. Sea z = a™b*™b" € L. Entonces
por el lema de bombeo z se puede descomponer como z = uvwzy, con |uvzy| <ny |vz| > 1.
Por lo tanto u, v,z y y constan tnicamente de a’s. Entonces uv?wa?y = a™*'6**a™**, con 1 > 1

o k> 1, resultando que uvwz?y ¢ L, lo cual contradice el Lema 2.9

Resumiendo estos resultados se tiene la siguiente jerarquia:

LENGUAJES
INDEPENDIENTES
DE CONTEXTO

LENGUAJES
LINEALES

LENGUAJES
REGULARES
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Capitulo

Teoremas de Punto Fijo en Reticulos

Completos

En este capitulo presentamos algunos resultados sobre puntos fijos en reticulos completos, en
particular dos teoremas de puntos fijo que garantizan la existencia de puntos fijos de funciones
definidas sobre reticulos booleanos. Estos resultados se aplicaran en el siguiente capitulo para

funciones entre lenguajes.

2.1. Reticulos y Conjuntos Ordenados

A continuacién presentamos algunas definiciones y resultados [I] necesarios para el desarrollo

del capitulo.

Definiciéon 2.1.1. Un orden parcial sobre un conjunto no vacio P es una relacién binaria

< sobre P que es reflexiva, antisimétrica y transitiva, es decir, para todo z,y, z € P:
1. Reflexiva: z <.
2. Antisimétrica: <y, y<x=x=y.
3. Transitiva: z<y, y<z=x<z.

La pareja (P,<) se denomina un conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 2.1.2. Sea (P,<) un conjunto parcialmente ordenado y sea S un subconjunto de
P. Un elemento s € P se llama cota superior de S si x < s para todo x € S. Un elemento

m € P se llama cota inferior de S si m < x para todo x € S.

Definicién 2.1.3. Sea (P,<) un conjunto parcialmente ordenado y sea S un subconjunto

de P. Llamaremos supremo de S (sup S) a la minima de las cotas superiores de S, cuando
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exista. Andlogmente, llamaremos infimo de S (inf S) a la maxima de las cotas inferiores de

S, cuando exista.

Siendo el méximo y el minimo tinicos cuando existen, entonces sup S e inf .S son Unicos cuan-

do existen.

Adoptaremos la siguiente notacién, '\ y en lugar de sup {x,y} cuando este exista, z Ay en
lugar de inf {x,y} cuando este exista. Similarmente, se escribird \/ S e /\ S en lugar de sup S

e inf S en caso que existan.
Definicién 2.1.4. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado.
1. SizVy e x Ay existen para todo z,y € P entonces (P, <) es un reticulo.
2. Si\/S e /\S existen para todo S ¢ P entonces (P, <) es un reticulo completo.

Ejemplo 2.1.5. (i) Un conjunto totalmente ordenado es un reticulo, pero no necesariamente
un reticulo completo. Por ejemplo, los enteros Z respecto al orden usual es un reticulo, pero
no es completo.

(ii) Si S es un conjunto no vacio, entonces (§2(S),<S) es un reticulo completo, donde el
sup coincide con la unién y el inf con la interseccién. En particular (§2(X*),<), donde el
conjunto X* es el de todas las cadenas sobre un alfabeto X, incluyendo la cadena vacia, es
un reticulo completo bajo la unién e interseccién. Ademas, el elemento maximo es X* y el

elemento minimo es @.

Definiciéon 2.1.6. Sean P y () conjuntos ordenados y una funcion T : P - @Q. T es una
funcién mondétona o que preserva el orden, si para todo x,y € P con x <y se tiene que
T(z)<T (y).

Si T preserva el orden entonces 7™ también lo hace. Recordemos que TV es la funcién identidad
yT" =T oT" ! paran>1.

2.2. Teoremas de Punto Fijo

Los siguientes dos teoremas garantizan la existencia de puntos fijos de funciones definidas
sobre reticulos completos, uno de ellos en un resultados cldsico, conocido como el Teorema
de Punto Fijo de Knaster-Tarski.

Teorema 2.2.1 (Knaster-Tarski). Sean (P,<) un reticulo completo, T : P - P una aplica-
cion mondtona y Fix = {x € P:T(z) =z} el conjunto de puntos fijos. Entonces se tiene lo

stguiente:

(i) Fix es no vacio.
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(ii) Fix es un reticulo completo.
(iii) \/{zeP:2<T(x)} =\/Fix=p" y p*eFix.
(iv) AfeeP:T(z)<z}=AFix=p. y p.cFix.
Por lo tanto, p* es el mayor punto fijo de T y p. es el menor punto fijo de T'.
Demostraciéon. Ver [1] o [10]. O

Definicion 2.2.2. Un subconjunto no vacio D de un conjunto parcialmente ordenado P es

dirigido si todo par de elementos de D estd acotado superiormente en D.

Es facil ver que todo conjunto directo P tiene la propiedad que todo subconjunto finito

estd acotado superiormente en P.
Definicion 2.2.3. Un conjunto ordenado P es completo o un CPO si
(i) P tiene un elemento minimo 1.
(ii) V D existe para todo subconjunto dirigido D de P.
En caso de que solo se cumpla la segunda condicién, entonces se dice que P es un DCPO.
Es claro que todo reticulo completo es un CPO.

Definicion 2.2.4. Sean Py Q DCPO y T : P —» @ una funcién. Se dice que T es continua
si para todo subconjunto dirigido D en P, el subconjunto T'(D) de @ también es dirigido y

TV (D) =V (T(D))

Si T es continua entonces preserva el orden.

Se puede demostrar que una funciéon continua en este sentido es continua topoldgicamente

cuando Py @ estédn dotados de la topologia de Scott, [I].

El siguiente teorema es importante ya que no solo garantiza la existencia de puntos fijos, sino

que también exhibe explicitamente el menor punto fijo.

Teorema 2.2.5. Sea P un CPO y T : P - P una funcion continua, entonces T tiene un

punto fijo minimo dado por

a:=\/T"(L)
n>0



Demostracion. Veamos primero que « estd bien definido. Puesto que L < T'(1), entonces
aplicando la funcién T™ se tiene que 7™(1) < T"*!(1) para todo n. Por lo tanto se tiene la

cadena
L<T(L) < <T™(L) < T (1) <o

en P, la cual es un conjunto dirigido. Puesto que P es un DCPO entonces a := V50 T" (1)

existe. Veamos ahora que « es un punto fijo y que es el menor:

T@U:T(VZWQO

n>0

=\/ (T(T"(1))) Porser T continua

n>0

=V T"(1)

n>1

=\ T"(L) =« yaque L <T"(L) para todo n.

n>0

Sea (8 un punto fijo de T', entonces por induccién se tiene que 7" () = 8 para todo n. Puesto

que L < 3, entonces T™(L) < T™(B) = 8. Asi por definicién de «a se concluye que a < 3. O

2.3. Reticulos Booleanos

Los reticulos pueden definirse de dos formas: la primera basada en la existencia de una rela-
cion de orden que satisface ciertas propiedades y la segunda basada en la existencia de una
operacion binaria que satisface ciertas propiedades algebraicas. En esta seccién abordaremos
la segunda forma y demostraremos que son equivalentes, luego definiremos los reticulos boo-
leanos y probaremos un teorema de punto fijo sobre dichos reticulos, el cual se aplicara en

capitulos posteriores para la solucion de algunas ecuaciones sobre lenguajes.

2.3.1. Reticulos como Estructuras Algebraicas
Dado un reticulo (P, <), se pueden definir dos operaciones v y A tales que:
v:PxP—P
(a,b) — a v b:=sup{a,b}

AN:PxP—P
(a,b) — a A b:=inf{a,b}

A continuacién veremos que la estructura algebraica (P, Vv, A) se relaciona estrechamente con
(P,<).
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Lema 2.3.1. Sea (P, <) un reticulo y sean a,b € P. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes
1. a<b;
2. avb=0b;
3. anb=a.

Demostracion. Es inmediato que (1) implica (2) y (3). Reciprocamente, si a v b = b entonces

b es una cota superior de {a,b}, luego a < b. Similarmente se prueba que (3) implica (1). O

Teorema 2.3.2. Sea (P, <) un reticulo. Entonces v y A satisfacen las siguientes propiedades
para todo a,b,c € P:

(L1) (Asociativa)

(avb)ve=av(bve)

(anb)rc=an(bnc)

(L2) (Conmutativa)

avb=bva
anb=bna

(L3) (Idempotencia)
ava=a

ana=a

(L4) (Absorcién)
av(anb)=a

an(avd)=a

Demostracion. (L1) Se tiene ya que el conjunto de las cotas superiores de {a v b,c} y {a,bV ¢}
coincide con el de las cotas superiores de {a,b,c}. (L2) Se tiene ya que el sup no depende del
orden en que estén enlistados los elementos. (L3) Puesto que < es reflexiva, entonces a < a
luego por el lema 23Tl a Vv a=a. (L4) Es consecuencia directa del lema [2.3.1]

O

Teorema 2.3.3. Sea (P,Vv,A) un conjunto no vacio dotado con dos operaciones binarias que
satisfacen (L1-L4), entonces

1. Para todo a,b e P, se tiene que avb=>5 si y sélo si anb=a.
2. Sobre P se define < por a <b si avb=">b. Entonces < es una relacion de orden.

3. (P,<), con < definida como en (2), es un reticulo completo en el cual las operaciones
originales corresponden con las operaciones inducidas, es decir, para todo a,b € P,
avb=sup{a,b} yanb=inf{a,b}.
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Demostracion. 1. Siavb=>b. Entonces

a=aA (avb) Por L4

=a A b Hipdtesis
Reciprocamente asumamos que a A b = a. Entonces

b=bv (bra) Por L4
=bv (anb) Por L2
=bva Hipbtesis

=avb Por L2

2. < es reflexiva por (L3), antisimétrica por (L2) y transitiva por (L1).

3. a Vv b pertenece al conjunto de las cotas superiores de {a,b} ya que av (avb) =avb
luego a < (a v b), similarmente se prueba que b < (a Vv b). Si d es una cota superior de
{a,b} entonces (avb)vd=av(bvd)=avd=d, luego (aVvb)<d. Andlogamente para
A.

O

Definicién 2.3.4. Sea (P,v,A) un reticulo. Decimos que L tienen un uno si existe un
elemento 1 € P tal que a = a Al para todo a € P. Andlogamente, L tiene un cero si existe un
elemento 0 € P tal que a = a v 0 para todo a € P. Si 0 y 1 existen decimos que (P,V,A) es

acotado.
Es claro que (P,Vv,A) tiene un 1 ( 0 ) siy sélo si (P,<) tiene maximo T (minimo 1).

Definicion 2.3.5. Un reticulo P es un reticulo distributivo si satisface las propiedades

distributivas
1.an(bve)=(andb)v(anc)
2. av(bae)=(avb)a(avec)
para todo a,b,c € P.

Definicion 2.3.6. Sea L un reticulo acotado. Un complemento de a € P es un elemento

be P que cumple anb=0y avb=1. Se dice que a y b son complementarios.

Definicién 2.3.7. (i) Un reticulo acotado P para el cual todo elemento tiene un comple-
mento se denomina reticulo complementado.

(ii) Un reticulo complementado y distributivo P se denomina reticulo booleano.
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Ejemplo 2.3.8. Si S es un conjunto no vacio, entonces el conjunto de partes §2 (S) es un
reticulo booleano bajo la unién e interseccién. En particular el conjunto §2(X*), donde el
conjunto X* es el de todas las cadenas sobre un alfabeto X, incluyendo la cadena vacia, es

un reticulo booleano bajo la unién e interseccién.

Definiciéon 2.3.9. Sea P un reticulo booleano. Un operador G : P — P preserva sups
contables si G(V 50 Xn) = Vinso G(X5 ), para cualquier familia contable { X, },,>0 de subcon-
juntos de P.

Noétese que si un operador G preserva sups entonces es monotono.

El siguiente teorema es mucho mas fuerte que los dos teoremas de punto fijo vistos hasta el
momento, aunque requiere de hipotesis méas fuertes, ya que garantiza la existencia de puntos
fijos, muestra todos ellos y da condiciones necesarias y suficientes para que haya un tnico

punto fijo, [3]. Esto tltimo se aplicaréd en la solucién de algunas ecuaciones sobre lenguajes.

Teorema 2.3.10. Sea P un reticulo booleano, K un subconjunto (fijo) de P y G: P — P un
operador que preserva uniones contables. Si T : P — P estd definido por T(X) =G(X) Vv K,

entonces

(i) X0 :=Vns0 G"(K) es un punto fijo de T. Ademds, Xy es el mds pequeno punto fijo; es
decir, si X es un punto fijo de T entonces Xo < X (se entiende que G*(K) = K ).

(ii) Si Fix(T') denota la coleccion de todos los puntos fijos de T entonces

Fix(T)={\/ GM(KVvY):Y <G(Y)}.

n>0

(iii) Xo es el unico punto fijo de T si y sélo si G es no-extensiva, i.e., Y < G(Y) implica
Y =0.

Demostracion. (i)

\V G"(K))

n>0

T(Xo) =1 (
(

GV G”(K)) vEK

n>0

\V G"YK) v K = X,.
n>0

Si X es un punto fijo de T entonces

X =T(X)=GX)VvE
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por lo tanto, K < X. También se tiene que G(K) < X, en efecto aplicando G a la igualdad

anterior se obtiene que
G(X)=G(G(X)vVK)=G(G(X)) VG(K)
entonces G(K) < G(X) < X; a partir de esta contenencia y usando induccién sobre n, se

puede demostrar que G"(K) < X para todo n > 1. Asi, Xy < X.

(ii) Es fécil ver que para cualquier Y con Y < G(Y), el conjunto V,50 G"(K vY') es un punto
fijo de T. Reciprocamente, sea X un punto fijo de 7. Entonces, por (i), X < Xy y X puede

ser escrito como X = XoVvY donde Y A Xy = 0. Por consiguiente

XovY =T(XovY)=G(XovY)vK =G(Xy))vVG(Y)VK

(2.1)
= fw()(o) \% (?(3”) = )(0 \% (;(}f).

Interceptando ambos lados de (ZII) con Y se concluye que ¥ = Y A G(Y), de donde Y <
G(Y). Ademsds, usando (2.I) e induccién matemética se pude mostrar que Xg v G"(Y) =
Xo v G (Y) para todo n > 0. Asi que

X=XovY=XovVG(Y)=\G(KVY)

n>0 n>0

lo que demuestra (ii).

(iii) Se deduce inmediatamente de (ii).
O

Corolario 2.3.11. Sea S un conjunto no vacio, K un subconjunto (fijo) de S y G : §(S) -
£(S) un operador que preserva uniones contables. Si T : §2(S) — §(S) estd definido por
T(X)=G(X)UK, entonces

(i) X0 :=Unso G"(K) es un punto fijo de T. Ademds, Xy es el mds pequeno punto fijo; es
decir, si X es un punto fijo de T entonces Xo € X (se entiende que G*(K) = K ).

(ii) Si Fix(T') denota la coleccion de todos los puntos fijos de T entonces

Fix(T) = {U G (KuY): Y cG(Y)}.

n>0

(ili) Xo es el dnico punto fijo de T si y sdlo si G es no-extensiva, i.e., Y € G(Y) implica
Y =0.

Nétese que si G(@) = @, entonces la parte (i) del corolario 2.3.11]es consecuencia del Teorema
2.2.9
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Capitulo

Funciones Polinomiales sobre Lenguajes

Formales

En este capitulo se introduce una clase especial de funciéon entre lenguajes, denominada
funcién polinomial y se estudian sus puntos fijos. Esto nos permitira solucionar sistemas de
ecuaciones sobre lenguajes, y a su vez caracterizar los lenguajes regulares y los independientes

de contexto como puntos fijos de funciones polinomiales.

3.1. Notacién, Definiciones y Resultados Basicos

Sea X un alfabeto dado, entonces (§2 (3*))" denotara el conjunto de las n-uplas donde cada

componente es un lenguaje sobre X, es decir
(@(E*))" = {(Ll,LQ, R 7Ln) :L; ¢ E*, 1<i< TL} .

Si(Ly,Lo,...Ly,) € (£ (X%))", entonces la n-upla la escribiremos como L. Si L = (L1, Lo, . .. L)
y K = (K,Ks,...K,) € (§(X*))", entonces diremos que L € K si L; € K;, para 1 <i < n.

Notaremos la n-upla (@,,...,@) como &.

Si f es una funcién n-aria f : (§2(Z%))" — §(X*) usaremos la notacién f (L) para
f((Ly,La,...Ly)). Estas funciones se pueden combinar de una manera natural a partir de

la unién y la concatenacion.

Definicién 3.1.1. Sean f,g: (§£(X*))" — §(X*), entonces las funciones unién fug y
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producto fg, se definen como

Fug: (P (E))" — P (=)
(fug)(X)=f(X)ug(X)

fg: (R ()" — £ (2)
(f9) (X) = £ (%) (X)
para todo X € 2 (X*)"™.

A una sucesién finita de funciones n-arias la notaremos por (fi,f2,...,fm), donde
fi : (&))" — O(X*) paral <i<mymn>1. A continuacién extenderemos la defi-

nicién de unién y producto para sucesiones finitas de funciones.

Definicién 3.1.2. Sea (fi, f2,..., fm) una sucesién finita de funciones n-arias, entonces la

union Ui<jem fi v €l producto [1i<;<,, fi se definen como

(U 5) @)= U ()

1<i<m 1<i<m
(L) 0= 1100

para todo X € (§2 (Z*))".

Definicién 3.1.3. Sea (fi, f2,... fm) una sucesion finita de funciones n-arias, entonces la
funcién f: (§2 (2*))" — (§(X*))"™, se define como

para todo X € (82 (x*))". Diremos que fi, fo,..., fm son las componentes de f.

A continuacién definimos la funcién constante y la funcién proyeccién, ya que a partir de

éstas se definen recursivamente las funciones polinomiales.

Definicién 3.1.4. Sea L ¢ X* un lenguaje sobre >, la funcién constante
Cr: (R (X*)" — (%) se define como

CpL(X)=0p(X1,Xs,...,X,) =L

para todo X1, Xo,..., X, € 2 (") yn>1.
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La funcién proyeccién P/ : (§£2(X*))" — §2(X*) se define como
PMX) =P (X1,X2,..., X)) = X;
para todo X1, Xo,..., X, e QP (Z* ) y1<i<n.
Definicion 3.1.5. Una funcién n-aria f es una funciéon polinomial si:
1. f es una funcién constante o una proyecciéon n-aria.

2. Si f, g son funciones polinomiales, entonces también lo son fugy fg.

Ejemplo 3.1.6. Las siguientes son funciones polinomiales.
(i) f(X)=AXuB. Esclaroque f(X)=AXUB=Cs(X)P(X)uCp(X)

(i) f(X)=XXuU{aa}. En estecaso f(X)=XXu{aa} =P (X)P(X)UCu(X).
(iii)  f(X1,X2) =aX1XoU X; {a,b} Xou{a}". En este tltimo ejemplo se tiene que

F(X1, X2) =Cay (X1 X2) P (X1 X5) Py (X1 X2) U PP (X1 X5) gy (X1 X2) Py (X1 X5)
U C{a}*(Xng)

Definicién 3.1.7. Sea f : (§(2*))" — (£ (2*))™, donde f = (f1, fas--., fm). Diremos

que f es una funcién polinomial si cada componente f; es polinomial.

Definicién 3.1.8. Sea f: {2 (X*) — £ (X*), entonces la k-ésima iteracién de f es la funcién
fE: 0 (Z*) — () definida recursivamente por

f2=1d
ka—l — fofk:

para todo k> 0. f o f* es la composicién usual de funciones.

Ejemplo 3.1.9. Sea f(X) = AX u B la funcién polinomial del ejemplo B.1.6, entonces las

primeras iteraciones son:

f2(X)=A(AXUB)UB=A’2XUABUB
3 (X)=A*XUA’BUABUB

se verifica por induccién sobre k que

fk(X)zAquAk_lBu...uABuB
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para toda X € 2 (X*) y k> 1.

Definicién 3.1.10. Sean f : (§2(3*))" — £ (%) y g + (P (2*)" — P (X*) para
1 <i <m, se define la funcién f (g1,...,gm): (2 (Z*))" — (£ (Z*)) como

Flors - gm) (X) = f (91 (X) .. gm (X))

para todo X € (§2(X%))".

Es claro que si f,g: £ (X*) — §2(X*) son funciones constantes o proyecciones, entonces

también lo es f ( g (E)) y por induccién se prueba que si
fF:(@PEN)" — Q&) yvg: (P(Z)" — £(X*) para 1 < i < m, son polinomiales
entonces también lo es f (g1,...,9m ). Esto se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.11. Si f es una funcién polinomial n-aria y g; : (82 (3*))" — £ (3*) para

1 <i<m son polinomiales, entonces f (gi,...,9m) €s polinomial.
Corolario 3.1.12. Si f: (§(Z*))" — (£ (2*))" es polinomial, entonces la k-ésima itera-
cion de f es polinomial.

Demostracion. Sea f = (f1,... fm), como f es polinomial, entonces f; (1 < i< n) es polino-
mial. Como f* = ff*! y por induccién f*! es polinomial, entonces por el teorema anterior

f k es polinomial. O

3.2. Puntos Fijos de Funciones Polinomiales

En esta secciéon probaremos que toda funcién polinomial tiene al menos un punto fijo y
mostraremos como encontrar el menor de ellos; este resultado serd una aplicacién directa de
los teoremas de punto fijo sobre reticulos completos. Para tal fin probaremos los siguientes
dos lemas relacionados con monotonia y la continuidad de funciones polinomiales.

Lema 3.2.1. Si K ¢ L para L,K € (§ (2*))" entonces f(K) ¢ f(L) para toda funcién
polinomial f.

Demostracion. El argumento es por induccién sobre la definicién de funcién polinomial. Si
f es constante o una proyeccion, se tiene claramente la propiedad. Supongamos que f,g :
(2 (2*)" — £ (X*) verifican la propiedad, si K ¢ L entonces f(K) ¢ f(L) y g(K) c g(L),
luego f(K)u f(K) < f(L)ug(K) y f(K)f(K) c f(L)g(L), asi la unién y el producto son

mondtonas. O

Definicién 3.2.2. Sean Li,...,L,,... n-uplas de lenguajes, L; € (§ (X*))", i > 1, donde
L;=(Lj,...,Li). Se define U{L; :i > 1} como la n-upla L=(Li,...,Ly,), donde

Ly=J{Lis:i>1} 1<s<n.
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Lema 3.2.3. Sea f una funcion polinomial, entonces para toda sucesion creciente de n-uplas

Li,....Ln,... (f)z Efj, para i < j) se tiene que

r(U)-ur).
i>1 i1

Demostracion. Puesto que Ej € Ui L; entonces por el lema B2 se tiene que f(Ej) c
f (Uizl E,) para todo j > 1, entonces U;»1 f (E,) cf (Uizl E,)

La implicacién reciproca se prueba por induccién sobre la definicién de funcién polinomial.
Si f es constante o una proyeccién se tiene claramente la propiedad. Supongamos que la

propiedad es valida para f y g, entonces

o) o{ge) o)

i>1 i>1 1>1

cUfLyuvlUg L)

1>1 1>1

=U(fug) (L)
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oofgn) (e e

1>1 1>1

cUfL)Ug (L)

i>1 i>1

Sea w € (fg) (U;j»1 L;) entonces por lo anterior w € U;»1 f (L;) Uis1 9 (L;) es decir w = uwv,
donde w € U1 f(L;i) y v € Ui»s19(Li), por lo tanto u € f(L;) y v € f(Ly) para algin
J,k > 1. Sea m = max{j,k} entonces wv € f(Ly)g (L) = (fg) (L), es decir w = uv €
Uis1 (fg) (Li)- O

Corolario 3.2.4. Sea f: (§2(2*))" — (£ (Z*))" una funcién polinomial, entonces f es

mondtona y continua.
Definicién 3.2.5. Una n-upla L € (§ (X*))" es un punto fjo de f si L = f(ﬂ)

Teorema 3.2.6. Sean f1, ... fn funciones polinomiales sobre § (5*), entonces f = (f1,... fn)

tiene al menos un punto fijo. Ademds, la n-upla o = U;so f (D) es el menor punto fijo.

Demostracién. Por el corolario .24 se tiene que f es continua sobre § (2*), el cual es un
CPO, entonces §2 (X*)" también lo es, luego por el teorema 2.2.5] se tiene que « es el menor
punto fijo de f O
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Ejemplo 3.2.7. Al aplicar el teorema anterior a la funcién polinomial f(X) = AX u B

introducida en el ejemplo B.1.6] se obtiene que su menor punto fijo es:
U/f(@)=BUuABUA*BuU---= A*B.
>0

El teorema [3.2.6] es de gran importancia, ya que nos asegura la existencia de un punto fijo
para toda funcién polinomial y cémo encontrar el menor punto fijo, sin embargo, la unicidad
que es importante para la solucién de ecuaciones sobre lenguajes no se tiene en general, como

lo muestra el siguiente ejemplo adaptado de [7].

Ejemplo 3.2.8. f(X) = XX u{aa} tiene infinitos puntos fijos. En particular el lenguaje
Ly, = Lou Lgg, es un punto fijo para todo k > 0, donde

LO:{aQ”:nzo}

Lok = {azmk in > 0}
En efecto, para todo k > 0 se tiene que

Ly Ly, = (Lo v Log) (Lo Y Log,)
= LoLo U LoLog U Log Lo U Log Lok
= LoLo U LoLog U Log Lo U Lox Lok
= {a2" in > 0} U {a2"a2m+k tn,m > O} U {a2"+ka2m tn,m > 0} U {a2"+ka2m+k tm,m > O}
= {a2" in>0}u {a25+k :s>0}u {a25+k :s>0}u {a25+2k :5>0}
:{a2":n20}u{a25+k1820}

= Lo ULOk

Entonces Ly Ly u{aa} = Lou Loi U{aa} = Lo U Log = Ly Ly, para todo k > 0.
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Capitulo

Funciones Polinomiales Lineales

En el capitulo anterior abarcamos una clase de funcién entre lenguajes formales denominada
funciones polinomiales y probamos (teorema [3.2.6]) que toda funcién polinomial tiene al me-
nos un punto fijo y cémo encontrar el menor de ellos; adema&s, mostramos que una funcién
polinomial puede tener infinitos puntos fijos. En este capitulo se introduce un caso particular
de funcién polinomial, llamada Funciéon Polinomial Lineal, la cual tiene un tnico punto fijo y
son las que permiten caracterizar los lenguajes regulares. Ademas, se demostrard el Lema de
Arden y una generalizacién de éste; en particular se solucionardn ecuaciones sobre lenguajes,

como por ejemplo

X=AXBu(C
X =A1XBl UAQXBQ U... UAnXBnUC

donde A, A;,B,B;,C (i = 1,...,n) son lenguajes sobre un alfabeto . Para solucionar esta
iltima ecuacién se introduce una nueva operacion entre lenguajes llamada insercién simétrica.
Esta nueva operacién también permitira definir una nueva clase de lenguajes, que se definen
de una manera similar a los lenguajes regulares. Estos resultardn ser una subfamilia de los

lenguajes lineales.

4.1. Funciones Polinomiales Lineales

Las funciones polinomiales lineales son una clase particular de funciones polinomiales, que
poseen la propiedad de tener un tnico punto fijo, ademéds, permiten caracterizar los lenguajes
regulares como una componente del menor punto fijo de una determinada funcién polinomial

lineal.

Definicién 4.1.1. Sea f una funcién polinomial n-aria f : (§(4*))" — §(A4*), diremos
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que f es una funcién polinomial lineal en n variables si es de la forma
f (Xl, Ce ,Xn) = AleBl y---u AanBn ulC

para todo Xi,..., X, € £ (A*), donde Ay, A, ..., A,, By, Ba, ..., B,,C son lenguajes sobre el

alfabeto A, llamados los coeficientes de f.

Definicién 4.1.2. Sea f una funcién polinomial f : §2 (A*) — £ (A*), diremos que f es

lineal si es de la forma
f(X)=A1XByu-—-uA,XB,uC

para todo X € §9 (A*), donde Ay, As, ..., Ay, B1, Bs, ..., B,,C son lenguajes sobre el alfabeto
A, llamados los coeficientes de f.

En particular, f es una funcién lineal a derecha si es de la forma
f(X)=A1Xu-—UA,XuC

para todo X € §2(A*), donde Ay, As, ..., Ay, C son lenguajes sobre el alfabeto ¥. Anéloga-

mente, f es una funcidén lineal a izquierda si es de la forma
f(X)=XAu-—-UuXA,uC

para todo X € §2 (A*), donde Aj, Ay, ..., A,,,C son lenguajes sobre el alfabeto .

Las funciones lineales son importantes ya que se les puede calcular con cierta facilidad el

menor punto fijo y asf solucionar algunas ecuaciones sobre lenguajes.

4.2. Lema de Arden

A continuacion utilizaremos los teoremas de punto fijo para demostrar el Lema de Arden, el
cual garantiza no solo la existencia, sino que también la unicidad de la solucién de la ecuacién
X = AX u B. Luego aplicaremos el teorema de punto fijo B.2.6] para una caracterizacién de

los lenguajes regulares y se utilizard el Lema de Arden para encontrar el menor punto fijo.

Lema 4.2.1 (Lema de Arden). Si A y B son lenguajes sobre un alfabeto ¥ y X ¢ A, entonces
la funcion lineal T(X) = AX U B tiene un tnico punto fijo dado por X = A*B. En otras

palabras, la ecuacion AX U B =X tiene una unica solucion dada por X = A*B.

Demostracion. La idea es utilizar el teorema de punto fijo 2311, para ello definimos T (X) =
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G(X)uB, donde G(X) = AX. Probaremos que G(X) preserva uniones contables, en efecto:
G(U Ln) =A\JL,=AL,=JG(Ly)
n20 n20 n20 n20

donde {L,}n>0 es una familia contable de lenguajes sobre el alfabeto X. Ademds, G(X) es
no extensiva, si L € G(L) = AL y se tuviera que L # &, existirfa una cadena u € L de longitud
minima. Entonces u = vw, con v € A, w e L. Como A ¢ A, v # \; por consiguiente |w| < |u].
Esta contradiccién muestra que necesariamente L = &, luego G es no extensiva. Asi por el

corolario 2311l T tiene un unico punto fijo dado por

Xo=JG"(B)=J(A"B) = A*B

n>0 n>0
tal como se queria. O
Una prueba de este lema utilizando otro teorema de punto fijo, se encuentra en [6].

Corolario 4.2.2. Si A y B son lenguajes sobre un alfabeto ¥ y A ¢ A, entonces la ecuacion

X = XAu B tiene una unica solucién dada por X = BA*

Teorema 4.2.3. Si A y B son lenguajes sobre un alfabeto X y X € A, entonces Z es una
solucién de la ecuacion X = AX UB siy solo si Z=A*(BuD) para algin D € ¥*.

Demostracion. Resulta de aplicar la segunda parte del corolario 23111 d
A continuacion presentamos una primera generalizacién del Lema de Arden.

Lema 4.2.4. Si A,B y C son lenguajes sobre un alfabeto ¥ y X ¢ (AU B), entonces la

ecuacion X = AXB uC(C tiene una unica solucion dada por
X = @4"cB")
n=0

Demostracion. SeaT (X) =G(X)uC, donde G(X) = AX B, entonces G(X) preserva uniones

contables, en efecto:

G(U Ln) =A\JL,B=JAL,B=JG(Ly)
n>0 n>0 n>0 n>0

donde {L,, } >0 es una familia contable de lenguajes sobre el alfabeto ¥. Ademds, G(X) es no
extensiva, si L € G(L) = ALB y se tuviera que L # &, existiria una cadena u € L de longitud
minima. Entonces u = vws, con v € A, we L, s€ B. Como \ ¢ (AU B), entonces v # A 0 s # \;

por consiguiente |w| < |u|. Esta contradiccién muestra que necesariamente L = &, luego G es
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no extensiva. Asi por el corolario Z.3.11] T tiene un tnico punto fijo dado por

Xo=UJG"(C)=A"CB")

n>0 n>0

O

Lema 4.2.5. Si A,B y C son lenguajes sobre un alfabeto ¥ y A € (An B), entonces Z es

una solucion de la ecuacion X = AXBuC siy solo si
Z=J (A" (CuD)B"™)
n=0

Demostracion. Resulta de aplicar la segunda parte del corolario 23111 d

Ejemplo 4.2.6. (i) La ecuacién X = aX ub*abu bX ua”* se puede escribir de la for-

ma X = (aub)X u (b*abua®). Por el Lema de Arden la ecuacién tiene solucién tnica
X =(aub)*(b*abua™).

(ii) Sean A, B lenguajes sobre el alfabeto {a,b}” tales que

A=aAubBu\
B=bBuU\

entonces aplicando el Lema de Arden a la segunda ecuacién, se obtiene que B = b*\ = b*.
Nuevamente aplicando el Lema de Arden a la primera ecuacion, resulta que A = a*(bBU\) =
a*(bb* uX) =a*(b"U)=a"b".

(i) Sea X = AXBuU{A}, donde A={a"b":n>1}y B={b"a":n>1}, entonces por el lema

[4.2.4] la ecuacién tiene una tnica solucién
X = GAi{)\}Bi = GA’B"
i=0 i=0
donde A’ = {(a”b”)i in > 1} y B = {(b"a”)i in > 1}.
(iv) Sea la siguiente gramética lineal

S —-01]|0A
A-S1

Entonces S = 010081, asf S = U, (0°(01)1%), por consiguiente L (G) = {0°1%:4 > 1}.
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4.3. DMatrices y Lenguajes

A continuacién introducimos una notacién matricial sobre lenguajes, que es andloga a la

utilizada en el dlgebra lineal, con el fin de facilitar la escritura.

Definicion 4.3.1. Una matriz de lenguajes M de tamano m x n sobre el alfabeto ¥ es una

funcién M : {1,...,m}x{1,...,n} - §(X*). Si m = n decimos que la matriz M es cuadrada.

Los valores de la funcién M;; = M(i,j) se dispondran en un arreglo rectangular de m filas y
n columnas. Las matrices sobre lenguajes se combinaran de dos maneras, unién y producto,

las cuales se definen andlogamente a la suma y producto de matrices.

Definicion 4.3.2. Sean M y N matrices m x n, entonces la union M u N es una matriz S

de tamano m x n, cuyo elemento ij es S;; = M;; U N;;.

Ejemplo 4.3.3. Sean las matrices M y N sobre el alfabeto ¥ = {a, b}, tales que

M- a a*b A N - ba b a entonces MU DN = auba a*bubd a
at b*a b A A a*bt a® b*a bua*b*

Definicién 4.3.4. Sean M una matriz m x p y N una matriz p x n, entonces el producto

MN es una matriz S de tamaiio m x n, cuyo elemento ij es S;; = U {M,-kaj 1<k Sp}.

Ejemplo 4.3.5. Sean las matrices M y N sobre el alfabeto X = {a, b}, tales que

at @ A “ atuab
M = N=|b entonces MN = _—
a b A . a“ub‘uab
a

Es claro que la matriz n xn

A g e g

A
I, = @
g g - A

es el elemento identidad respecto al producto, ademas, si M es una matriz cuadrada, entonces
M*=J{M":ieN}.

Definicién 4.3.6. Sea M = (X,Q,qo, F,A) un AFN, donde |Q| = n. La matriz asociada al

automata M, es una matriz cuadrada n x n sobre el lenguaje X, denotada Ly, definida como

(LM)ij = {U a:gj¢c A(qi,a)}

aey
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para 1 <i4,5 <n.

Ejemplo 4.3.7. El siguiente autémata no determinista M

a,b a,b

tiene la siguiente matriz asociada

aub a %}
Ly=| @ @ a
g @ aub

Teorema 4.3.8. Sea M = (X,Q,qo, F,A) un AFN, donde |Q| = n y sea Ly su matriz

asociada. Entonces w € (Lg\f[))” siy solo si |w| =k y A*(g;,w) =¢q; para 1<i,j<n.
ij
Demostracion. La demostracion es por induccién sobre k > 0. Para k£ = 0 tenemos que Lg\g) =
I,. Sii=j, entonces w € (Lg\g))” si y sélo si w = A; en cuyo caso A*(g;,A) =¢q; =qj. Sii#j,
ij
(Lg\g)),_ = , se tiene la equivalencia trivialmente.
ij
Supongamos que la propiedad se tiene para k > 1, entonces:
weX  |wl=k+1y A"(g,w) = gj.
< w=ua, con |ul=k A"(¢,u)=qs ¥y A(gs,a)=gq; paraalgin s,1<s<n.
< w=ua, con |u|=kue (LE\Z)). y ac€ (LM)sj para algun s,1<s<n.
18
(k)
e(L L - 1<s<n.
< w ( Y )28( M)g; Para s,1<s<n

cwe (L),

quedando demostrado. O

4.4. Puntos Fijos y Lenguajes Regulares

A continuacién probaremos que todo lenguaje regular es una componente del menor punto

fijo de una funcién cuyas componentes son funciones polinomiales lineales de n variables.

Teorema 4.4.1. Sea M = (2,Q,qo, F,A) un AFN, donde |Q| =n y sea Ly su matriz asocia-
da. Sea Qs : (P(X))" — ((X*))" una funcidn n-aria definida como Qp(X) = Ly X U
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- - . A, st g eF
Ky, donde X =| : |, Kpy=| tal que X1,..., X, e P(Z*) y K; = .
X, K, g, st q¢F
Ag
Entonces el menor punto fijo de @M es la n-upla A = : donde
An—l
~{we s A(gi,w)n F £ o}
Demostracion. Qa;  se  puede  escribir  como Qs = (f1, f2y---,fn) con

fi(X) = (Lar)j; X1 U (Lar) g Xo U= U (Lar),, Xn U K;, es claro que f; es una funcién po-
linomial lineal de n variables, luego por la definicién B.1.7] @ M es polinomial. Asi por el

teorema [3:2.6, Qs tiene un punto fijo, donde el menor esta dado por

a= Q4 (2)

n>0

Por induccién sobre n se verifica que
Qh (3) = (Lar)" Kar U (La)" ™ Kar v 0 (Lag) Kar 0 K

por lo tanto o = Lj/[f(M € (R(X*))™, falta verificar que la componente i — esima de «

corresponde a A;. En efecto

(LX/[KM)Z- = U (LR/[)U Kj

i

.
—_

1
Cs=

L(")) K;
ij

<.

I
—

3
%

I
C:

0
EDN

3
%
(=
.
I
—_

I
Cs=

{weX*: A%(gi,w) = ¢;,|w| =n} K; por el teorema .38

3
%
(=
.
I
—_

{weE* A*(gi,w) = gj,|w| =n,qj € F} por def. de Ky, para0<i<n-—1.

O

I
|| C:

3

>
asf (L3, Kur), = {w e 5% : A* (g, w) € F} = 4; O

Corolario 4.4.2. Todo lenguaje reqular es una componente del menor punto fijo de una

funcion (@ M), en particular la componente Ag.

Demostracion. Sea L un lenguaje regular entonces existe un AFN M tal que L(M) = L. Sea
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Q1 la funcién asociada a M, entonces por el teorema 4.1}, su menor punto fijoes A =
An—l
donde A; = {w e X* : A(g;,w) n F + @}, es claro que Ag = L. O

Para poder encontrar el menor punto fijo, se puede utilizar sucesivas veces el lema de Arden,

como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4.3. Sea el siguiente autémata no determinista M considerado en el ejemplo

4.3.7

Se tiene que

Q. se puede escribir como

X1 (CLUb)Xl UCLX2

Qu|Xa2|= aX3

X, (aub)X3U\

w

Sean A; = {we X" : A(g;,w) N F #+ @} (0 < i < 2) las componentes del menor punto fijo de

Q m, encontrar estas es equivalente a solucionar el sistema de ecuaciones

(1) X1 = (a U b)Xl U CLXQ
(2) X2 = CLX3
(3) X3 = (CLUb)Xg U

Aplicando el lema de Arden a la ecuacién (3):
(4) X3=(aub)”

Reemplazando (4) en (2):

(5) Xo=a(aubd)*

Reemplazando (5) en (1):
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(6) X1=(aub)X;ud?(aub)*
Aplicando el lema de Arden a la ecuacién (6), concluimos que:
(7) X1=(aub)*a*(aub)*

Esto implica que el menor punto fijo de Qu es

(aub)*a®(aub)*
a(aub)”
(aubd)”

y que el lenguaje regular (aub)*a?(aub)* es el lenguaje aceptado por el autémata M y dicho

lenguaje se puede ver como una componente del menor punto fijo de la funcién Q M-

4.5. Lenguajes Simétricos

En esta seccién se generaliza el Lema de Arden y se utiliza para caracterizar una subfamilia
de los lenguajes lineales. Para esto se presenta una operacién denominada insercién simétrica
[3].

4.5.1. Insercién Simétrica

La insercién simétrica es una nueva operacién que simplifica la escritura a la hora de so-
lucionar ecuaciones lineales més complejas que las trabajadas hasta el momento, ademas,
las operaciones bésicas (unién, concatenacién y estrella de Kleene) no son suficientes para

caracterizar lenguajes lineales, ya que no todo lenguaje lineal es regular.

Definiciéon 4.5.1. Dados los lenguajes A1, Ao, ..., Ay, B1,Bo, ..., By, C sobre un alfabeto X,

la insercién simétrica de C' en {(A;, Bi)}i=1,...,ka notada
<A1,A2,---,Ak c‘ Bl,Bg,...,Bk>
se define como
(Al,AQ,...,Ak C BlaB2,---7Bk> = U H,,

donde



Es claro que Hy € Hy €S H3 S-S H,, € -+, luego Uyps1 Hm = limy, 00 Hiy -

Ejemplo 4.5.2. (i) El siguiente ejemplo muestra un lenguaje no regular, que se puede
escribir en términos de la insercién simétrica. Dado el alfabeto X = {a,b} y los lenguajes
Ay ={a},By ={b} y C ={\}, entonces
Hy = {\}u{abyu{a®v?*} u{a®b®} U= Hy = H3 = -
| i i
luego <{a} o {b}>=UO({a} D)) = (A} U {ab) (a2} U {a™?) U -
>4
={a"b" :n >0}

(i) Dado el alfabeto ¥ = {a,b,c} y los lenguajes A = {a},By = {b} y C = {c}, entonces

Hy={c}u{acb}u {a2cb2} U {a?’cbg} U--=Hy=Hg="-
luego <{a} {l} {b}) = 9) ({a}i {c} {b}’) = {c}u{acb} U {Pb?} U {d®cb*} U -
={a"cb" :n >0}

(i) Dado el alfabeto ¥ = {a,b} y los lenguajes Ay = Ay = {a},B; = By = {b} y C = {\},

entonces

Hy ={)\}u{aa} u{aaaa} U {aaaaaa} U---U{bb} U {bbbb} U {bbbbbb} U ---
Hy = Hy U {baab} U {baaaab} U {baaaaaab} U --- U {bbaabb} U {bbaaaabb} U {bbaaaaaabb} U ---
U {abba} u {abbbba} U {abbbbbba} U {aabbaa} L {aabbbbaa} U {aabbbbbbaa} U ---

luego ({a} ,{b} {l\} {a}, {b}> = {wwR T e {a,b}}

Para facilitar la escritura se usard la notacién vectorial <A CL §> para representar la insercién
simétrica <A1,A2, vy Ag c' By, Bo, ..., Bk>, el lenguaje {\} se representara por A y en algunas

ocasiones se usara <A|B ) < C, para representar <A ¢ B >, esto en el caso que el lenguaje C

sea muy extenso.

El siguiente lema sera de gran ayuda para simplificar algunas cuentas.

Lema 4.5.3. Dados los lenguajes A1, Ao, ..., A, B1,Bo, ..., By, C sobre un alfabeto X, enton-
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ces

n
UHn= U  AAATCB "B
T
m=1 r=1,-n, nijZO
1<iq,i2,...,0r<k

BT

ir

Demostracion. Lo probaremos por induccién sobre n. En efecto para n =1

Hy= | A"CBY,
i=1,...k
n; >0

n12>0 n22>0 n, >0
_ iy iy
= U Air CBi’,«
r=1, ni; >0
1<ii<k
Para el paso inductivo
n+1
U Hy, = Hp
m=1

U A7 H.B",

i=1,..k
n; >0

_ n; U My Mg Nip. iy pMig

- ) U Az Ail Aiz Air Cle Biz
i=1,...k r=1,-n, ni >0
ni20 1<i1 i, oin<k

U Al AN AN OB B B
1 12 ir 11 12 ir
r=1,--n+1, nijzo
1<iy i, ir<k

U AmCBMu | ACBRu--u | APCBM

.BMir

ir

B

O

Corolario 4.5.4. Dados los lenguajes Ay, Ao, ..., Ag, B1, Bo, ..., By, C sobre un alfabeto X,

entonces

Al Aoy A& BLBo, By = ) AN AR AT OB BB

r>1, ni; >0
1<i,i2,...,ir<k

Las siguiente proposicién retine una serie de propiedades béasicas de la insercién simétrica.

36



Proposiciéon 4.5.5. Sean C, A, B, A1, As, ..., Ax, B1, Bo, ..., B lenguajes sobre Y. Entonces

2. (AlA):A*.
(Al B) _ B
3. >:A*C.

n>0

\>‘/
/:E
t’t

AR O = (ATudgueUAL)TC.

¢
cLB) :c(B;B;...B;;)* =C(B1UByU-UBy)".

( A c‘ B) = <AW(1),AW(2), S Ar k) c‘ Br1); Br(2), - - - ,Bw(k)>, para toda permutacion m
de {1,2,...,k}.

<

8. La insercion simétrica es distributiva con respecto a uniones arbitrarias, es decir, para

una familia de lenguajes {C;},.; sobre ¥

(AlB)aUCi=U(41B) <

9. <A17A27"'7Ai—17A7Ai7"' 7Ak C" B17B27"'7Bi—17A7Bi7"' 7Bk>

= <A17A27"'7Ai71714i7'-- 7Ak C|' BlaB27"'7BiflyBi7"' 7Bk> = <AC|'B>

Demostracion. 1. Probaremos que H; = C' para todo entero positivo 7. En efecto Hy =
U A™MCA"™ = C. Para el paso inductivo, Hpe1 = |J AHA" = |J ACA™ =

i=1,...k i=1,..k i=1,..k

n;>0 n;>0 n;>0

C, por tanto <5\ c' 5\> =C.

2. Probaremos que H; = A* para todo entero positivo 7. En efecto Hq = UAi)\)\i = UAi

120 120

A*. Para el paso inductivo, Hy,s1 = | JA'H, A" = | JA'A* = A*, por lo tanto (A >|\ A)

>0 >0

A”. La segunda parte es analoga.
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. Probaremos que H; = A*C para todo entero positivo 7. En efecto Hy = UAiC'Ai =
i>0

\JA'C = A*C. Para el paso inductivo, Hy,,1 = (JA'H,, A" = [ JA'A*C = A*C, por lo

>0 >0 i>0

tanto (A c‘v )\> = A*C. La segunda parte es analoga.

. Probaremos que H; = UAiC'Bi para todo entero positivo ¢. En efecto Hy = UAiC’Bi.

i>0 i20
Para el paso inductivo, H,,+1 = UAiHmBi = UAi U AICBY | B = UAiCBi, por lo
i20 i20 3§20 i20
tanto (AC ) = | A"CB".
n>0

. Sean Ay = A, Ay = X = B1,By = B, entonces H; = A*CuCB*. Ademés H; = A*CB”
para todo entero mayor o igual a 2. Por lo tanto <A, A c‘v A, B> = A*CuCB*UA*CB” =

A*CB*.

. Probaremos que H; = (A UAs U+ U Ak)i C para todo entero positivo 7. En efecto

Hy= |J AvCOX™

i=1,..k
n;>0
ng
U Amc
i=1,...k
n;>0

(AJuAju-—UAp)C

Para el paso inductivo,

Hopor = |J AMHA™
i=1,..k
>

n; >0

U ArH,
i=1,..k
>0

[
CE

g * * *\M
AV (AJuAsu-UAp)TC
i=1,..k
n;>0

=(AfUAju-uA)™ C
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luego

@éA%LJHm

m>1

U (AT uAju-—u4p)"C

m21

(AfUuAsu-UA) O

= ((AD)"u(A5) uu(4))")C
= (AJAS... A" C
=(AjuAdju-—UAp)C

7. Directamente de la definicién.
8. Se tiene ya que la concatenacién es distributiva con respecto a uniones arbitrarias.

9. Directamente de la definicién.
O

Es claro que todo lenguaje regular se puede escribir en términos de inserciéon simétrica. El

reciproco no es cierto, como se mostré en el ejemplo [4.5.2]

Con esta nueva operacion, el lema [£.2.4] se puede escribir de una manera.

Teorema 4.5.6. Si A, B y C son lenguajes sobre un alfabeto X y A ¢ (Au B), entonces la

ecuacion X = AXBuC tiene una unica solucién dada por
X:MéB)

4.5.2. Generalizacion Lema de Arden

En esta seccion se solucionaran varios tipos de ecuaciones lineal sobre lenguajes, en particular

la ecuacion
X = AlXBl (@] AQXBQ U--u AkXBk uC

que es una generalizacion del Lema de Arden.

Teorema 4.5.7 (Generalizaciéon Lema de Arden). Sean Aj, As,..., Ak, B1,Ba,..., B, C len-
guajes sobre el alfabeto ¥ tales que A ¢ (A; U B;) parai=1,...k, entonces

X = AlXBl UA2X32 UUAkXBk uC
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tiene una unica solucion dada por

X - <A1,A2,...,Ak & 31,32,...,Bk> _ (AC‘B>

k
Demostracion. Sea T'(X) = | JA; XB; uC, entonces T es una funcién polinomial. T' se puede
i=1
k
escribir como T'(X) = G(X) uC donde G(X) = | JA; X B;. Veamos que G preserva uniones

i=1
contables.

G(U Ln) = CJ (Az' (U Ln)Bi) = LI]AlLOBi U LkJAiLlBZ- U U LkJAanBZ- U

i=1 i=1 i=1
=G(Lo)UG(L1)u-G(Ly)u-=JG(Ly)

n>0

donde {L,}n>0 es una familia contable de lenguajes sobre el alfabeto ¥. Ademds, G(X) es
k

no extensiva, si L ¢ G(L) = | JA;LB; y se tuviera que L # @, existirfa una cadena u € L
i=1

de longitud minima. Entonces u = vws, con v € A;, w € L, s € B; para algin i (1 <i<k) .

Como A ¢ (A;uB;) parai=1,...k, entonces v # A 0 s # A; por consiguiente |w| < |u|. Esta

contradiccién muestra que necesariamente L = &, luego G es no extensiva. Asi por el corolario

2311} T tiene un tinico punto fijo dado por

Xo=JG"(O)

n>0

Ahora bien, las primeras iteraciones de G son
G'c)=C

k
G'(C)=J A4i,CB;,

i1=1

k k
G (€)= U U A, Aiy OBy, By,

io=141=1

k k k
G(C)=J U U Ai,A,A,CB;, B, B;,

ig3=lig=14%1=1

Por induccién sobre n se verifica que

k k k
¢ (€=U U U Ay Ay, A, CBiyBi,, B
o=l ig=1

in=lin

Vn >0

in
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Ademis:

G (C)uG (C)= U A;"CB™

OSnijSL
1<ii<k
GP(C)uGH(C)uG*(C) = U A ACB B,
OSnij <2, iy +ni2£2
1<iy o<k
GO (C) U Gl (C) U G2 (C) U G3 (C) — U AZU A:l;z A:;zs C«BZU BZ@Q BZ@S

OSnij <3, My My +Ni5 <3
1<iy,i9,i3<k

Por induccién sobre n se verifica que

n
Ue ()= U AT A2 AT C Bl B2 B
11 12 7 11 12 7
s=0 Ogmj <N, Mgy ++ng, <n " "
1<iy,...,in<k

Por lo tanto

Iy
I

U G"(©)

n>0

Mgy 4 Mig Ny Ny Mg My
U Ail Aiz Air CBll Biz Bir
r>1, OSnij

1<y, irsk

<A17A27 7Ak‘ C‘V 317327 7Bk‘>

quedando demostrado el teorema. O
En el siguiente corolario reunimos las soluciones de algunas ecuaciones particulares.
Corolario 4.5.8. Sean Ay, Ao, ..., A, By, Bo, ..., By, C lenguajes sobre el alfabeto X, entonces

s La ecuacion X = A1 X UA3 X U-—-UA X UC donde \¢ A; (1<i<k), tiene una tinica

solucion dada por

X - <A1,A2,...,Ak b A,A,...,A) _ (A b 5\> C(ATAL. A C = (AU AU U AL C

s La ecuacion X = A1 X U XByuC donde )\ ¢ Ay, By, tiene una unica solucion dada por

X - (Al,)\ & )\,Bl> - AICB;
s La ecuacion X = A1 XB1 U A3 X uXByuC donde A\ ¢ Ay u Bi, )\ ¢ Asg, Bs, tiene una
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unica solucion dada por

X = <A17A27AC"BI7A7B2>

A continuacién solucionaremos algunas ecuaciones y sistemas de ecuaciones particulares.

Ejemplo 4.5.9. (i) La ecuacién X =aX u XbuU c tiene solucién tnica X = a*cb*.

(ii) Sea la siguiente gramética lineal

S = aSb | aAb
A —aAa | bAb | X

Entonces A = aAaUbAbU ), asi A = <{a} ,{b} {)|\} {a}, {b}) = {ww?:w e {a,b}}. Ademés, S =

|
aSbuaAb = aSbUC' = ({a} C {b}), donde C = {aww®b: w e {a,b}}, luego S = {a"cb" : ce C,n >0}

por consiguiente L (G) = {a”wwan cwe{a,b},n> 1}.

4.5.3. Lenguajes Simétricos y Lineales

A continuacién vamos a definir un nueva clase de lenguaje llamada Lenguajes Simétricos.
Estos se definen recursivamente de forma similar a los lenguajes regulares, ademads, resultan
ser una subfamilia de los lenguajes lineales. Para poder pasar de un lenguaje simétrico a una

gramatica lineal se utilizard la generalizacién del Lema de Arden.
Definiciéon 4.5.10. Sea ¥ un alfabeto:

1. @ v}, para toda v € X* son lenguajes simétricos sobre Y. Estos se denominan
y guaj

lenguajes simétricos bésicos.
2. Si Ay B son lenguajes simétricos sobre 3, también lo son:

AuB Unién
{z} A{y} Va,yeX” Concatenacion Restringida

<{a:1} Axzat, o {xn} ,l‘ {v1},{y2},...,{yn}) Insercién simétrica basica

Ejemplo 4.5.11. Sea ¥ = {a,b}. Los siguientes son lenguajes simétricos sobre X:
L |
1. {a'¥ :i<jt =({a b
{ i) <{ }(A {i}{b}) { }>

o | |
2. {a b i< 2]} = <{aa} (A {alb}{b}) {b}>U <{aa} (A {,‘)}{b}) {b}>
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3. {fwwf:wex*} = ({a}, {0} |{a},{b}) < (X)

Sea ¥ = {a, b, c}. Las siguientes son lenguajes simétricos sobre X:

4. {albic] :020,7 2 0} = (A ({a}l{b}) {C})

D. {aibjck i+ = k‘} = <{a} ({b}l{c}) {C})

Es claro que todo lenguaje finito es lineal.

Con el prop¢sito de simplificar la descripcion de los lenguajes simétricos se introduce una
nueva notacion.
Sea X un alfabeto:

1. @ representa la expresion simétrica basica @.
2. v respresenta la expresién simétrica basica {v}, ve X*.

3. Si a y B representan expresiones simétricas bésicas sobre Y, también lo son:

aup Unién
ray Vr,yeX* Concatenacion Restringida
<3§‘1,JE2, cey T c|u Y1, Y2,y .- ,yn) = (:ﬁ c|u 37) Insercion simétrica basica

Los anteriores ejemplos se pueden reescribir como:

Ejemplo 4.5.12. Sea ¥ = {a,b}. Las siguientes son expresiones simétricas bésicas sobre X:

1 {a'b i<} = <a N b>

[\

Aabi i< 25} = <aa (> ) b) U <aa (A|b) b>

©w

{ww?:weX*} = (a,bla,b) < A

Sea ¥ = {a, b, c}. Las siguientes son expresiones simétricas béasicas sobre X:

W

. {aibicﬂ':z‘zo,jzo}:<)\( | >c>

ot

: {aibjck:i+j=k}=<a(bic> c>
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El siguiente teorema muestra como una expresion simétrica se puede convertir en una gramati-

ca lineal.
Teorema 4.5.13. Todo lenguaje simétrico puede ser generado por una gramdtica lineal

Demostracion. Sea L(D) un lenguaje lineal representado por la expresién simétrica D. Pues-
to que la definicién de las expresiones simétricas se hace recursivamente, la demostracién
se lleva a cabo razonando por inducciéon sobre D. Para las expresiones simétricas basicas,
podemos construir facilmente una gramatica lineal que lo genere. Asi, la gramética S - S
acepta el lenguaje @. Las gramaticas S — A y S — u generan los lenguajes representados por

las expresiones simétricas D =X o D = u.

Paso inductivo: supongamos que para las expresiones simétricas D1 y Do existen gramaticas
lineales G1 = (V4,%,51,P1) y Go = (V2,%,52, P) tales que L(G1) = D1 y L(G3) = Do, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que G; y G2 no tienen variables en comun (en
caso contrario, simplemente cambiamos los nombres de las variables). Para construir una
gramatica lineal G que genere D U D5 introducimos una variable nueva S, la variable inicial
de G, junto con las producciones S - 57y S — S5. Las producciones de G; y G2 se mantienen.

Concretamente
G = (V1 UVQ U{S},Z,S,Pl UP2 U{S—> 51,5 g SQ})
Esquematicamente, G tiene el siguiente aspecto

S - 51|99
Sl — e
' producciones de G

52 — e .
producciones de Go

claramente L(G) = Dy U Ds.
Una gramatica lineal que genere xDy con x,y € ¥* se construye anadiendo la produccion
S — xS51y. Es decir,

G=MWVu{S},%, S PLu{S—zSiy}).
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Esquematicamente, G es la gramatica

S - xSy

Sl — e .
producciones de G

claramente L(G) = zDyy.

Para generar <:E1,332,...,:En D‘1 Y1, Y2, .- ,yn> se define G como
G= (V1 ] {S} s E,S, P1 @] {S - a:lSyl,S - ZEQSyQ, ,S - aanyn,S - 51, })
Esquematicamente, G es la gramética

S —x1Sy1 | 2Sy2 | -+ | 2nSyn | S

Sl — cee .
producciones de G

claramente L(G) = (33‘1,:172, ey Ty D|1 Y1, Y2, - - ,yn> por el teorema [4.5.7]

Corolario 4.5.14. Todo lenguaje simétrico es lineal
Ejemplo 4.5.15. 1. La gramatica

S—>aSb| A
1-
A—Ab|b

cumple que L(Gy) = {a'd? :i < j} = <a (Aib) b>.

2. La gramatica

S->A|C

A - aaAb | B
G2:1B - Bb | ab
C - aaCb | D
D~ Db|b

cumple ane £(@) = (o9 51 <27} = e |y 0)ufoa 1y )
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3. La gramética
Gs:{S > aSa | bsb| A

cumple que L(G3) = {wwR Tw € Z‘,*} =(a,bla,b) < A

4. La gramética

S—Sc|A
A= adb| A

G42

cumple que L(Gy) = {a'b'¢’ :i20,j >0} = (A ( 1 ) C)
5. La gramética

S—>aSc| A
A - bAc| A

G51

cumple que L(G5) = {aibjck SENE k‘} = (a (bl ) C)

AC

El reciproco de este teorema es cierto para una subfamilia de lenguajes lineales.

Definicion 4.5.16. Una variable A es recursiva si existe una variable B tal que
A — uBv y B = T Ay

con u,v,z,y € (VuX)*
Teorema 4.5.17. Un lenguaje es simétrico si y solo si es lineal sin variables recursivas.

Si el lenguaje es simétrico entonces es claramente lineal. Reciprocamente si un lenguaje es
lineal sin variables recursivas, entonces existe una gramadtica lineal G = (V,%,S, P) que lo
genera. Una gramadtica tiene una tnica variable inicial pero cambiando dicha variable surgen
nuevas gramaticas. Para cada S; € V, sea GG; la gramética que coincide con G pero con variable
inicial S;; concretamente, G; = (V, X, S;, P). Al lenguaje generado por G; lo denotaremos por
A;; es decir, L(G;) = A; . En particular, Ag = L(G). Puesto que los simbolos no terminales
no se han alterado, se tiene que A; = {w ey*: S; = w}.

Cada A; se puede escribir como

U{udjv:u,veX*} Si S; == uS;v
U{u:ueX*} Si S;=—=u

A = (4.1)
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SiV ={S,...,S}, las igualdades de la forma ([£J]) dan lugar a un sistema de n+1 ecuaciones

con n + 1 incégnitas (los A;):

Ay =Co1AgDo1 U CoaAi1 Do U---u Cop Ay Doy U Fy
Ay =C11 Ay D1 uCi2A1Digu-uCipAyDip U Fy

An = nlAODnl U Cn2Aan2 U---u CnnAnDnn U Fn

donde cada coeficiente Cjj, D;; 0 es @ o es un simbolo de X*. El término F; o es @ o es la
unién de simbolos de ¥*.

Puesto que la gramédtica no tiene variables recursivas, entonces se descartan ecuaciones de
la forma X = ?;1 )|< l§> Por lo tanto utilizando sucesivamente la generalizaciéon del Lema
de Arden (Teorema [L5.7) se soluciona el sistema de ecuaciones; comenzando con la ultima
ecuacion, se escribe A,, en términos de los demds A;, para lo cual se usa el teorema [£5.7] si
es necesario. Este valor de A,, se reemplaza en las demads ecuaciones y el sistema se reduce a
n ecuaciones con n incégnitas. Similarmente, A, se escribe en términos de los demaés A;,
usando el teorema [£.5.7] si es necesario, y tal valor se reemplaza en las ecuaciones restantes.
Prosiguiendo de esta manera, el sistema original se reduce a una sola ecuacién cuya incoégnita
es precisamente Ag. Esta ecuacién se soluciona recurriendo una vez mas a la generalizacion
del lema de Arden. Puesto que los coeficientes (C'),; , (D),; , (F'); diferentes de @ son sfmbolos

de X, se obtiene una expresién simétrica D tal que L(G) = Ag = D.

Ejemplo 4.5.18. Sea la gramatica La gramatica

S—>aSb|bS|A|B|a
A—-aA|Ab|C|ab
B—-bB|aB|C

C - aaCbb | A

El sistema de ecuaciones asociado con la gramatica G es:

(1) S=aSbubSuAuBua
(2) A=aAuAbuCuab
(3) B=bBuaBuUC

(4) C =aaCbbu A
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Aplicando la generalizacién del lema de Arden en (4):
(5) C-= <aal bb)
Reemplazando (5) en (3):
(6) B =bBuaBu<aa>‘\bb>
Aplicando la generalizacién del lema de Arden en (6):
(7) B:(b,aM,A)q(aalbb)
Reemplazando (5) en (2):
) AzaAUAbU(aa;‘\bb>uab
Aplicando la generalizacién del lema de Arden en (8):
©) A={(a\|\b)d ((aa | bb) uab)
Reemplazando (7) y (9) en (1):
(10) S =aSbubSu(a, | \b)< ((aa)'\ bb) uab) Uibya | \A) < <aa)|\ bb) va
Aplicando la generalizacién del lema de Arden en (10) concluimos que:

S=(a,b| b\ < ((m | \,b) < (<aalbb>uab)u(b,a I\ A) < <aalbb)ua)
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Capitulo

Puntos Fijos y Lenguajes Independientes de

Contexto

En este capitulo introducimos una familia de funciones polinomiales llamadas funciones po-
linomiales finitas. Estas son importantes ya que un lenguaje es independiente de contexto si
y s0lo si es una componente de un punto fijo de una funcién polinomial finita. Una de las
implicaciones de este resultado es conocido como el teorema de Ginsburg-Rice, el cual aunque

es un resultado cldsico, no es muy citado en libros y cursos de teoria de la computacién [5].

5.1. Funciones Polinomiales Finitas

La tnica diferencia entre las funciones polinomiales y las polinomiales finitas es que las

funciones constantes se definen sobre lenguajes finitos.

Definicién 5.1.1. La clase de funciones polinomiales finitas (f.p.f) n-arias, consiste de las
siguientes funciones:

(i) Toda funcién constante n-aria Cp, donde L es un lenguaje finito.

(ii) Toda proyeccién n-aria.

(ili) Si fy g son f.p.f. n-arias, entonces fuU gy fg también lo son.

Definicién 5.1.2. Sea ¥ un alfabeto y sea ¥ x = {X1,..., X, } un conjunto tal que ¥nXx = @,

entonces
(EnZy),={uiue(EnTx)"}

A los elementos de este conjunto se le llaman términos n-arios (o simplemente términos) y

los elementos de X x variables.

49



Ejemplo 5.1.3. Sea ¥ = {a,b,c} y Xx = {X;, X2, X3}, entonces los siguientes son términos
de (¥nXx)y .

u = chngaan, U9 = )\, us = CLXg, Uy = X1

Definicién 5.1.4. Sea v un término de (¥ nXx),, la funcién generada por el término u =
g Xy ugup X, uke1, fu: (82(2%))" — §2(X*) estd definida por

fu(L) = w1 Liyug-up Ly ug1

para todo L = (L1,..., L) € ((Z))",1<ij<n,1<j<kk>1.

Por induccion sobre k, donde k es el niimero de variables que aparecen en la definicién de f,,

de demuestra facilmente que f es una f.p.f.

Ejemplo 5.1.5. Sea X = {a,b,c} y ¥x = {X1, X2, X3}, entonces las siguientes son funciones

generadas por los términos del ejemplo 5131
ful(f/) = bCLlLQCLaLQ, fuz(z) = )‘7 fug(f/) = aL37 f’lm(z) = Ll

donde L = (L1, Lo, L3).

Para las f.p.f que sean proyecciones, es decir que sean generadas por una sola variable, como

por ejemplo f, (L) = L, utilizaremos la notacién in(E) =L;.

Teorema 5.1.6. Si f, : (£2(X%))" — §£(X*) es una f.p.f entonces
70 =Ua(¥)

para todo X € (82(=*)", donde g1,...,gm son funciones generadas por términos n-arios.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre la definiciéon de f.p.f.. Si f = Cp,

donde L = {w1,...,w;} entonces
— l —
Cr(X) =UJgi(X)
i=1

donde ¢;(X) = w;, para 1 <i<[. Si f = P, entonces f = fXZ(X') para 1 <4 <[. Supongamos

que la afirmacién es cierta para las funciones f y f’, entonces
— l —
f(X) =UJgi(X)
i=1
1/ v v I/ v
F(X)=Ugi(X)
i=1
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para todo X € (§(2*))", donde g1,...,q, g1,---,4;, son funciones generadas por términos

n-arios. Entonces
— l — v —
(fufHX)= Ulgi(X) U ngé(X)

lo que prueba que f U f’ tiene la forma establecida. Asimismo,

|
C ~

. i
(fF(X) = LzJ g;(X)

1

.
Il

4
L:J 9:(X)g5(X)

1l
i CN

y puesto que g;(X )g;(X' ) es un término n-ario, para todo i,j, entonces queda probado el

teorema. O

Definicién 5.1.7. Sea f : (§2 ()" — (£ (X*))™, donde f = (f1,f2,--., fm). Diremos

que f es una funcién polinomial finita si cada componente f; es polinomial finita.

5.2. Teorema de Ginsburg-Rice

En esta seccién probaremos un resultado conocido como el teorema de Ginsburg-Rice, que

caracteriza los LIC como el menor punto fijo de una f.p.f.

Definicién 5.2.1. Sea f: (£ (X*))" — (£ (2*))" una f.p.f, con f = (f1,..., fn) v tal que
f,(X) U] 195(%) donde g;; (1 <i<n,1<j <) son las respectivas funciones generadas
por términos n-arios y [; es el nimero de términos de f;. Entonces las gramaticas asociadas
con la f.p.f. f son las gramdticas G; = (Xx,%, X, P) donde el conjunto de producciones P

consiste de todas las reglas de produccién de la forma X; — g;; para1<i<ny 1<j<l; .
Ejemplo 5.2.2. Sea f: (£ (=*)* — (£ (*))* una f.p.f, con f = (f1, f2, f3, f1), tales que

J1( X1, X2, X3, Xy) = X3Xo U Xo Xy
J2(X1, X2, X3, X4) = aXobU A
f1(X1, X2, X3, X4) =aX3Ua
J1(X1, X2, X3, X4) =bX4 Ub
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entonces las gramaticas asociadas con f son

Gi1=(Ex ={X1, X2, X3, X4}, ={a,b}, X1, P)
Go=(Yx ={X1, X9, X3, X4},¥ ={a,b}, X5, P)
Gs=(EXx ={X1, X9, X3, X4} ,¥ ={a,b}, X3, P)
Gy=(Ex ={X1, X9, X3, X4} ,¥ ={a,b}, Xy, P)

donde
P = {Xl d X3X2, X1 d X2X4, X2 d anb, X2 d )\, X3 - an, X3 - a, X4 - bX4, X4 - b}

Se puede probar que la gramatica G

X1 - X3Xo | Xo Xy
Xo = aXob | A

X3 —>aXs|a

X4 - bX4 | b

cumple que L(G1) = {a™a™ : m # n}, el cual es un LIC, ademés, serd una de las componentes

del menor punto fijo de la funcién f .

El teorema de Ginsburg-Rice relaciona precisamente el menor punto fijo de una f.p.f. con el
lenguaje generado por las graméticas asociadas a la funcién. La demostracién que presentamos
esta basada de [11].

Teorema 5.2.3 (Ginsburg-Rice). Sea f: (§(X*))" — (§(2*))" una f.p.f. entonces el
menor punto fijo de f es una n-upla de LICs, L = (L1, ..., Ly) donde L =L(Gj) y Gj son

las gramdticas asociadas a f, 1 <j<n.

Demostracion. Sea F = (Fi,...,F,) el menor punto fijo de f; su existencia lo garantiza el
teorema [3.2.6l Probaremos que F = L. Veamos que Fc E, es decir que F; ¢ L; para todo 1,
1 <4 <n. Por el teorema [3.2.0]

Fi=U f(9)

320

Es suficiente con probar que ff(@) c L(G;) para todo j >0 , 4,1 <i < n. La prueba es por
induccién sobre j. Para j = 0, es inmediato ya que f?(@) =g c L(G;).
Sea u € (ffl (Q)), esto significa que

ue fi (@), f@),.... fi())
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Como f; es igual a la unién de funciones generadas por términos n-arios (teorema [5.1.6]),

entonces existe un término
tir = w1 Xg, wo-w; Xg,wi41 donde /; es el nimero de términos de f;

tal que wq, ..., w4 € 27, con u = WU W WUWL1 Y Uy € fqu(g), 1< s <. Ademds, la regla

de produccion
X — w1 Xg,wowy Xgwipq

pertenece a P.

Por la hipétesis de induccién ug € L(Gg, ), asi que existe una derivacién

Xs, = u, (1<r<l)
Gs,

por lo tanto se tiene la siguiente derivacién

*
X - w1 X, worw; X s, W1

K3

*
= WU W2 W X 5 Wit

K3

*
? WU W2 WU Wi+ = U

K3

luego u € L(G;), para todo 4, (1 <i<n), es decir F ¢ L.

Probemos ahora que L € F'; es suficiente probar que si ¢ y t' son términos n-arios, tales que
t = t/ entonces las funciones generadas por estos términos cumplen que fe(F) € fy(F); en
el caso que esto se cumpliera, si u € L(G;) implica que X; — u, asi que u = fu(ﬁ’ ); como
fu(F) € fx,(F) y fx,(F) = F;, entonces u € F}.

n ., . ., ..
Supongamos que t == t’; la demostracién es por induccién sobre n. Para n = 0 es trivial, ya
o oqs g, L, " . ., "_ r_
quet=t".Sit=—=1t"yt" es el paso n de la derivacién entonces t" = tc X;t; y t’ = towty, to, 1
son términos n-arios, ademaés la produccién X; — w fue aplicada en al menos un paso de la

derivacion. Por lo tanto

ft”(F) :fto(F)in(F)ftl(F)
= fuo(F)F fu, (F)
fo(F) = fuo(F) fu(F) fo, (F)
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Puesto que w es un término de la funcién polinomial f;, entonces f,(F) € fi(F), pero por
ser F' un punto fijo de f entonces f;(F) = Fj, asi fu,(F) € Fj, por lo tanto fy(F) € fu(F).
Por la hipétesis de induccién fr(F) € f,(F), concluyendo que fi(F) € f;(F), como se queria

demostrar. O
Ahora vamos a realizar una construccién en la otra direccion, es decir, dada una GIC
G = (¥x,0,S,P) le asociamos una f.p.f..

En la siguiente definicién se asumird que Xx = {Xy,...,X,,} y que las reglas de produccién
son de la forma X; — t;1,...,X; = ty,.

Definicién 5.2.4. Sea G = (Xx, %, S, P) una GIC, la f.p.f. asociada a G, fg: (§ (4*))" —
(82 (A*))" se define como fa = (fi,...,fn) donde

fZ(X) =Gt (X) U u Gta, (X)
para 1 <3< n.
Teorema 5.2.5. Todo LIC es una componente del menor punto fijo de una f.p.f.

Demostracion. Sea L un LIC y sea G = (Xx,%, X3, P) la GIC que lo genera (L(G) = L),
donde X x = {X1,...,X,}. Sea fG una f.p.f asociada a G; puesto que el simbolo inicial de G
es X1, entonces el teorema de Ginsburg-Rice implica que la primera componente del menor
punto fijo de la funcién fG coincide con el lenguaje generado por la gramatica Gi; pero

G = Gy, es decir que la primera componente del menor punto fijo de fG es L. O

Corolario 5.2.6. La clase de LICs coincide con la clase de lenguajes que son componentes

del menor punto fijo de un f.p.f.
Demostracién. Es inmediata a partir de los teorema [5.2.3] y 5.2.5] O

Ejemplo 5.2.7. Consideremos la gramatica GG, definida por las siguientes reglas de produc-

cién

S - CLSQ | bSl
G: S —>aS|b5151|a
SQ - bS | CLSQSQ | b

entonces la funcién polinomial fg : (£ (X%))® — (§2(2*))? asociada a G esta dada por
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fc = (f1, fa, f3) donde

fl(fi) = aL3 @] bL2
f2(f1) =aliu bL2L2 ua
f3(L) =bLiuaLsLyub

ademas las primeras aproximaciones del menor punto fijo de f son

f(2.2,2) = (2,{a},{b})
2(2,2,9) = ({ab,ba} , {a,baa} , {b,abb})
f3(®,®,®) = ({ab,ba, aabb,bbaa} ,{a,aab, aba,baa,bbaaa, babaa, bbaabaa} ,
{b, bab, bba, abb, aabbb, ababb, aabbabb} )

aunque no tenemos una forma de solucionar las ecuaciones que se generan para este ejemplo
de verifica que el menor punto fijo de f es (L1, Lo, L3), donde Ly = {w € {a,b} : |w|, = |w|,},
Ly ={we{a,b}:|w|,>|w|,} y L3 ={we{a,b}:|w|, <|lw|}.

5.3. Familias de Ecuaciones sobre Lenguajes

Las ecuaciones sobre lenguajes es una linea de investigacién en Teorfa de la Computacién,
cuyos primeros resultados son debidos a Ginsburg y Rice hacia el ano 1962, quienes carac-
terizaron los LIC a partir de sistemas ecuaciones. Después aparecerian algunos resultados
ocasionarles en esta area; sin embargo, es en los ultimos anos en los que se ha retomado el
estudio en esta linea de trabajo, utilizando herramientas matematicas mas complejas. Por
ejemplo, Kari (1994) estudié ecuaciones con operaciones no usuales, Kunc (2005) estudié la
ecuacién XL = LX, donde L es un lenguaje regular, pero sin duda uno de los autores que
més trabajos ha desarrollado en esta drea es Alexander Okhotin, junto con sus estudiantes,

quienes han estudiado ecuaciones e inecuaciones con todas las operaciones booleanas [§].

La acumulaciéon de resultados ha conllevado a que sea precisamente Okhotin el que proponga

una clasificacién de las ecuaciones en siete familias [9], que describiremos brevemente.
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Consideremos el sistema de ecuaciones

X1 :901(X17“‘7XTL)

X, =on(X1,...,X5)

donde cada ¢; contiene variables, lenguajes formados por un sélo elemento, relacionados por
concatenaciéon y operaciones booleanas. En este capitulo se estudiaron sistemas cuya opera-

cién booleana es la interseccién, ademas, cada ¢; es una funcién polinomial finita.

Dependiendo de las operaciones booleanas que se utilicen, se distinguen cada una de las siete
familias, las cuales definen un lenguaje determinado. En la siguiente tabla se muestran cuatro
familias con las operaciones booleanas utilizadas, los lenguajes que definen y los autores que
han estudiado las ecuaciones que los definen; las otras tres familias son triviales, ya que no

contienen operaciones booleanas.

Operacion booleana Lenguaje Autores
Disyuncién LIC Ginsburg y Rice (1962)
Disyuncién y conjuncién Conjuntivos (Conjunctive) | Okhotin (2002)
Todas las operaciones boolea- . )
Recursivos Okhotin (2003, 2006)

nas

. ) Okhotin y Yakimova
Negacion No tienen nombre

(2006), Leiss (1994)
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