METRICAS RIEMANNIANAS Y PSEUDO-RIEMANNIANAS

GALINA LIKOSOVA DE MEIJIA

Trabajo presentacdo como re-
quisito para la promocién a la ca-
tegoria de Profesor Asociado

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
SECCIONAL MEDELLIN
FACULTAD DE CIENCIAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
1993



L ¢y
CONTENIDO
IntroducCiOn . . oo e e v
Capitulo 0: Conceptos basicos de geometrfa diferencial ................. 1
81 Cdlculo en el espacio euclidiano....... ... .. .. . . . . . i, 1
1. Espacio euclidiano ........ ..o e 1
2. Espacio tangente ...... ... e 2
3. Curvas en un espacio euclidiano.............c.o i 2
4. Cambio de coordenadas...........oovviiiinie i 2
5. Forma cuadratica................... PP 3
82 Métrica riemanniana en un dominio del espacio euclidiano............... 4
1. Métrica rlemanniana . .. .....uuurir ittt e it e e e 4
2. Métrica euclidiana .. ..... ..o o i e 7
3. Métrica pseudo-riemanniana . ..........ceeeeetiennrmennnannnannn.. 7
§8 Movimientos de la méirica........ ... i e 8
L 5703 5/ U1 5 o - T 8
2. Métrica conforme. . ... ..o e 9
84 Formulas de Fremél. ... ... . . e 9
1. Curvatura de una curva plana............ .. ..o it 9
2. Curvas espaciales ... ... ..o i 10
85 Superficies en R ... o 10
1. Superficie y espacio tangente. ... ... ... 10
2. Métrica inducida ......... .. i e 10
3. Segunda forma cuadrdtica ...... ... i 12
4. Invariantes de la pareja de formas cuadraticas........................ 12
5. Curvatura de una superficie de revolucién ............................ 13
Capitulo I : Métrica de la esfera I 14
1. Proyeccion estereografica ... 14
2. Métricas no equivalentes ... ... ... e 16
3. Curvaturadelaesfera....................... R F - 18
. .. UNIVE]
4. Grupo de movimientos de la esfera............ ]\/.1: k\' Letataun, g e 18



5. Métrica de la esfera en forma compleja.................... ... ... 18

6. Métrica del plano extendido C* ......... .. .. o L 19
Capitulo II: Métrica de LobachevsKy ...........ccccooiiriiiiiiiii... 20
81 P3eUdOESFEra. .. oo 20
1. Métrica de la pseudoesfera........... .. ... .ol 20

2. Proyeccion estereografica de la pseudoesfera................ ... ... ... 21

3. Métrica de Lobachevsky en el modelo de Pomncare.................... 24

4. Interpretacion geométrica del parametro x ................ ... ... 25

5. Métricas no equivalentes........ . ... 26

6. Forma compleja de la métrica de Lobachevsky .................... .. 27

7. Tabla de las métricas riemannianas ............cooeeieeiinnnnoano... 27

82 Modelo de Potncare. . ... i e 28
1. Doblerelacion............oooo i 28

2. Métrica en el circulo unitario......... ... . o i 29

82 Modelo de Klein. ... ... 31
1. Métrica en el semiplano superior............ .. .. ... o il 31

2. Distancia entre dos puntos en el semiplano superior .................. 32

84 Superficte de Beltrams .............. P 33
1. ConstruCCION « .ottt e 33

2. Métrica sobre la superficie de Beltrami............................... 34

3. Tabla de las métricas de Lobachevsky ........... ... ... ... ... ... 34

§5 Grupo de movimientos de la métrica de Lobachevsky..................... 35
1. Modelode Klein ... 35

2. Modelo de Poincare. .. ... .. i 36

3. Modelo de Lobachevsky...........oo i 37

86 Curvatura de la melrTica ... 38
1. Coordenadas 1SObErmMICAS. . ..\ \vt it et et e e nss 38

2. Curvatura de una superficie con una métrica conforme g ............. 38

3. Curvaturas de las métricas hiperbdlica, euclidiana y de la esfera...... 40

§7 Constantes de Bloch y de Landaw....... ... ... .. i, 41
Capitulo III: Métrica hiperbdlica ........................................ 44
§1 Longitud de vectores y curvas en la métrica hiperbdlica .................. 44
1. Longitud de vectores en la métrica hiperbdlica....................... 44

2. Métrica en un dominio hiperbdlico............ ... .. ..o L. 46

3. Isometrias.................... L 47
§2 Propiedades de la densidad de la métrica hiperbdlica..................... 47
§3 Curvatura de la métrica hiperbélica ........ ... ... ... .. ... ... ........ 51
1. Lema de Schwarz-Ahlfors......... ... ... . 51

2. Principio de la métrica hiperbolica........... ... ... ... ... 53

1i



§4 Estimaciones para la métrica hiperbélica en dominios hiperbdlicos .. ... .. 56

1. Cota inferior para la métrica hiperbodlicade D....................... 56

2. Estimaciones para A(§2) ... 58

85 Algunas propiedades de 7 y la métrica hiperbélica...................... 60
BIblOGIafla . . ..ottt 63



INTRODUCCION

Una métrica definida en un dominio §2 de una variedad diferenciable permite
medir distancias entre puntos de €2, longitudes de vectores y curvas, angulos entre
vectores y entre curvas. Hay diferentes maneras de definir una métrica en un
dominio. Por ejemplo, una métrica en un doininio de una superficie de Riemann
se introduce via el teorema de Riemann que afirma que cualquier superficie de
Riemann simplemente conexa es conformemente equivalente a uno y solo uno de
los siguientes dominios:

1) disco unitarioD = {z € C/|z| < 1},
i1) plano complejo C,
i) plano complejo extendido C* = C U {oo}(ver [L],[Kr]).
En particular, si 2 es un dominio simplemente conexo de C*, en §) se puede intro-
ducir coordenadas locales y métricas de D, C 6 C*.

El presente trabajo esta dedicado al estudio de las inétricas riemannianas y
pseudo-riemannianas en R™ y en €l plano coinplejo C. El caso mas importante es el
de la métrica pseudo-riemanniana (métrica de Lobaclievsky) en diferentes dotninios
de R™ y en particular, la métrica hiperbdlica en dominios hiperbdlicos del plano
complejo.

El capi'tulo 0 es un compendio de las definiciones y los resultados mas importantes
de célculo en el espacio euclidiano, que mas adelante se estudiaran en un contexto
mas general. Para la escritura de este capitulo fueron utilizadas principalmente las
referencias [DNF],[K],[MF].

En el primer capftulo se introduce la métrica riemanniana sobre la esfera de
Riemann via la proyeccién estereografica,[DNF],[MF].

El capitulo II est4 dedicado al estudio de la métrica de Lobachevsky en diferen-
tes dominios de R3: pseudoesfera (modelo de Lobachevsky), modelo de Poincare,
modelo de Klein, superficie de Beltraini. Las métricas estudiadas en los capftulos
[ y II estdn presentadas en las tablas comparativas 1 y 2. Ademads se introducen
el concepto de la curvatura de una métrica y las constantes de Bloch y de Landau
para una familia de funciones. La elaboracion de este capitulo fue hecha con base
en las referencias [DNF],[H],[M1],|[MF],[Sh].

En el ca,pi'tulo ITI se estudian las propiedades de la métrica hiperbdlica en un
dominio hiperbdlico, que conducen a estimaciones de la métrica hiperbdlica en

términos de la distancia euclidiana. Finalinente, como una aplicacion de las pro-
"

f_,,

donde f es una funcién analitica univalente en un dominio hiperbdlico. Las esti-

piedades de la métrica hiperbdlica, se establecen estimaciones para el cociente

maciones de este cociente tienen importancia en la teoria geométrica de funciones.
Las referencias utilizadas en este capitulo son [A],[BP],[F],[L],[M1],[M2],[M3],[M4],
[M5],[M6],[Kr],[O].




CAPITULO O

CONCEPTOS BASICOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

§1. Calculo en el espacio euclidiano

1. Espacio euclidiano. Denotemos por R" el espacio vectorial de todas las n-

tuplas reales z = (z!,...,z"). El espacio R" con la distancia entre dos puntos P y

Q dada por

n

d(P,Q) = | ) (a' = y')?, (1.1)

i=1

donde (z',...,2"),(y',...,y") son las coordenadas cartesianas de los puntos P y
() respectivamente, se denomina euclidiano y las coordenadas cartesianas con esta
propiedad se llaman coordenadas euclidianas. Un subconjunto 2 de R™ abierto y co-
nexo se llama dominto. Sea {2 un dominio de R y f : § — R™ una transformacién

diferenciable en §0 , entonces las m funciones de coordenadas f7(z!,...,z") = y’,j =
J .
1,...,m , tienen derivadas parciales Fw respecto a cada coordenada z*,1 =1,..,n.

af’
La matriz de Jacob: de la transformacion f es la matriz J definida por J = (0f )
:L-'l

Dado un dominio 2 C R™ con coordenadas cartesianas (z',...,z"), decimos que una
aplicacion continuamente diferenciable f : 2 — R™ define un cambio regular de
coordenadas y? = f(2!,...,z"),7 = 1,...,n, si el jacobiano de la transformacién f
es diferente de cero en cada punto P € : |J|p # 0. El sistema de coordenadas
(y',...,y") obtenida asi se llama regular y los puntos P € Q, donde |J|p # 0 se
llaman regulares.

1 2

Ejemplo 0.1.1. El sistema de coordenadas polares en R? : z! = rcosq,2? =

rseng, es regular en & = {(r,;)/r > 0,0 < ¢ < 27} .

Si&= (.., yn=m,.,n") son dos vectores de R™ su producto escalar
evclidiano, que denotaremos por < £,n >, se define como

<= &) (1.2)
=1

La longitud de un vector £ € R™ estd dada por |£] = /< &,€ > , el angulo entre
dos vectores £,n € R" se define mediante la relacion

£n >
1€11n]

COS = —

TR
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2. Espacio tangente. Sea P € R". El espacio tangente de R™ en P denotado
por TpR™ es el espacio vectorial n-dimensional TpR" = {(P,z) : ¢ € R"}. La
estructura vectorial de TpR™ se define mediante la aplicacion

TPRH SN Rn
(P,z) +— z,

con (P,z)+ (Pyy) =(P,z+y), oPz)=(Paz)ca€R.

3. Curvas en un espacio euclidiano. Sea [a,0] C R un intervalo. Una curva
suave (o de clase C'' o continuamente diferenciable ) es una aplicacion

v :la,b] — R"”
t y(t) = (f(t),..., U (1)),

donde las funciones f* son funciones de t de clase C! i = 1,...,n,y v'(t) # 0
para cada t € [a,b].
El vector tangente a la curva suave vy (vector velocidad) en el tiempo t es el vector
) dfl dfn
sy = (290
dt dt

La longitud de la curva suave v entre los puntos y(a) y v(b) se define por

dt, (1.3)

b b
= / VA, A0 > dt = / 3(t)

donde §(t) es el vector tangente a la curva v en el tiempo ¢.

El angulo entre dos curvas suaves v, 7, en el punto ¢t de su interseccion es el
<7572 >
1711 172
tangentes a las curvas en t. Sea v = 4(t), t € [a,b], una curva suave. Ahora sl
t = (1), 7 € [a,B], pla) = a,(B) = b, ¢ de clase C' y ¢'(7) # 0 para todo

T € |a, B], decimos que se tiene un cambio regular del pardmetro.

La longitud de una curva v es invariante con respecto a cambios regulares del
parametro. Si y es una curva suave, entonces se puede escoger un parametro t (en
unidades de longitud) de tal manera, que el modulo del vector tangente sea igual a

angulo ¢ (0 < ¢ < 7), tal que cosp = , donde v;,2 son los vectores

uno: |y(¢)| = 1. Tal parametro se llama natural; en este caso fab |y(¢)|dt = b — a.

4. Cambio de coordenadas. Consideremos en R™ un sistema coordenado eucli-
diano z = (z!,...,2") y otro arbitrario z = (2', ..., 2"), tales que z' = z'(2!, ..., z"),
i=1,..,n. Seaz'=z(t),s =1,...,n,t € [0,b] una curva suave definida en coorde-
nadas z. Luego en coordenadas z la curva tiene la forma z* = z'(2(1)) = h'(t),7 =
1,...,n. .

El vector tangente a la curva dada en coordenadas z es:

dz’ dz"
) =\ G



y en coordenadas z es

) - dh' dnr
YRS\ Ca 0 ae )

_ dh? B " 9zt d?
, 0z1 dt

Luego

Tt

v

j=
El cuadrado de longitud del vector v, esta dado por

AR SN Ot de
2 __ i — - "
Po=|" = ;( dt ) - ;(},:l 527 dt )
_ Z et dzd dzk
821 azk dt dt
dz7 dz*
= — . 1.4
Z( 821 Ozk ) dt dt (1.4)

- ?}_’ da’ _ Ozt Ozt
ik = - 0z3 Ozk ~ 0z3 Ozk

Sea

(1.5)

(se omite el signo de ) .; se suma respecto al indice repetido). Observamos que
gjk = gkj - Luego o
EJ—Z—]—EJ—Z— (1.6)
dt dt

Las componentes del vector tangente a una curva suave se transforman segun la
regla

|7)1|2 = Gjk

- axi
1 J
v v)
Y
Sean &; = (£],...,&1), & = (€3, ..., &3 dos vectores en el punto P en coordenadas
z = (a',..,2") de R™. Supongamos que estos mismos vectores en coordenadas
z = (2',...,z") tienen la forma n = (n},...,n}), n2 = (n3,....n3) y el cambio de
coordenadas es regular. Luego el producto escalar de £; y &; esta dado por
— )k
< &1, €2 >= gjxmng, (1.7)
donde las funciones gj, son las mismas que aparecieron en la férmula (1.6). Las
funciones g;x se pueden representar en forma matricial asi: G = (g;x) = AT A,

ox' ) ) )
—) es la matriz de Jacobi de cambio de coordenadas.

0z
5. Forma cuadrdtica. Sea V un espacio vectorial. Una forma simétrica bilineal
o forma cuadrdlica es una aplicacion §: V x V — R que satisface

B(a,y) = By, ),
Blaz + by, z) = a B(z,z) + b By, z),
a,be R, x,y,z € V. [ es definida positiva si x # 0 implica f(a,z) > 0.

donde A = (
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Ejemplo 0.1.2. El producto escalar estandar <, > | en el espacio euclidiano R" es
una forma cuadratica definida positiva. La representacion matricial de g respectu
a una base ¢;,1 <1 < n de V es la matriz (¢;;) := (B(ei, €;)).

§2. Métrica riemanniana en un dominio del espacio euclidiano.

1. Métrica riemanniana. Como hemos visto, a cada punto P del dominio 2 C R™
le corresponde una funcion matricial suave G(P) que se transforma al cambiar las
coordenadas como una forina cuadratica (en cada punto). Estas funciones matri-
ciales nos permiten calcular las longitudes de curvas en coordenadas curvilineas.
Destaquemos entre todas las propiedades de estas funciones matriciales la propie-
dad de transformarse como una forma cuadratica (en cada punto). Consideremos
ahora conjuntos de funciones matriciales que satisfacen estas propiedades.

Definicién 0.2.1. Decimos que en un dominio §2 del espacio euclidiano R™ esta
definida una métrica riemanniana si en cada sistema regular de coordenadas z estan
definidas funciones suaves g;j(z) tales que:
l) gij(z) = gji(z)7 Z)] =1,..,n
i) La matriz G(z) = (gij(2)) es no singular y definida positiva, es decir
9i;(2)¢'€7 > 0 para todo vector ¢ # 0.
iii) Si se tiene un nuevo sistema de coordenadas y = (y',...,y™) en Q y z* =
Zi(y', .. y™), i = 1,...,n , las funciones 9:;(y) corvespondientes al nuevo
sistema son tales que:

0z* 02!
L= g —. 2.1
95 = Gy Ik 5, (2.1)

En otras palabras una métrica riemanniana en un dominio 2 C R" es una forma
cuadratica positiva definida sobre los vectores tangentes en cada punto de §2, que
depende suavemente del punto.

Nota. Para definir una métrica rietnanniana en un dominio de R™ es suficiente
presentar las funciones matriciales g;;, 6 la matriz G = (g;;).

La siguiente definicion establece una relacion entre la inétrica riemanniana en
un dominio 2 de R™ y el producto escalar de vectores en §2.

Definicién 0.2.2. Supongamos que en § C R"™ esta definida una métrica rieman-
niana G = (gi;) respecto al sistema de coordenadas z. Sean { = (£',...,€") y
n = (n',...,n™) dos vectores en el punto P = (2§,...z§) € Q. Entonces su producto

escalar (producto interno) se define por

[

< E,m>= g,-J(z(],,...,z(’)‘)§i7)j. (2.2)

Observamos que si las funciones g;; son tales, que ¢;; = 0,¢ # J, g;; = 1,1 = 7,
entonces el producto escalar (2.2) se convierte en cl producto escalar euclidiano

(1.2).




Debido a la estrecha relacién entre la métrica riemanniana g¢;; y el producto
escalar entre dos vectores (2.2) muchas veces definen la métrica riemanniana me-
diante el producto escalar. Si en el dominio £ C R" estd definida una métrica
riemanniana G(z) = (¢i;(z)) y en coordenadas z esta definida una curva suave
2 =24t), i=1,..,n, t¢€]la,b], entonces la longitud de la curva se define por:

b 2zt dz
l:=/a \/;(z(t))d—dt—dd—td (2.3)

(comparar con la férmula (1.3)). Dadas dos curvas v; y 72 que se intersectan en

t = {5, entonces el angulo entre las curvas es el nimero ¢ (0 < ¢ < ), tal que

<&n>
€1 Il

t = to, respectivamente.

Ejemplo 0.2.1.

a) Coordenadas cartesianas (z',...,z") en R™. La matriz G(z) en coordena-
das z tiene la forma G(z) = I,, donde I, es la matriz identidad n x n.
Consideremos la transformacion identidad en R™. Luego la matriz de Ja-
cobi de esta transformacién es I,,. Por lo tanto la longitud de una curva
suave y(t) = "(t)) estd dada por

l_/ \/ ”+(d;tn>2dt.

b) Coordenadas polares (r,¢) en ]R2 La matriz G(z) en coordenadas carte-

10 .
0 1) = I, es decir ¢g;; = 6;; . El

cosy = , donde ¢,n son los vectores tangentes a las curvas v;, v, en

1

sianas (z',z?) tiene la forma G(z) = (

cambio de coordenadas esta dado por

! =71 cosyp

2% = rsenyp, r>0,0<p < 2m.
Luego la matriz de Jacobi de esta transformacion es
Ao [cosp —rseny
C\senyp rcosy J

1 0
0 r?

una curva suave ¥(t) = (7(t),(t)) en el sistema polar. Escribamos |¥(t)|?

en forma matricial utilizando (2.2), (2.3) :

dr
) ) dr dy dt
0,7t > = | —

<swan > = (F F)ere | o

dt
dr

-5 2 2
_ (d_r de\ (1 0 dt | _(dr\", afde)”
dt dt J\O 72 )| dy dt dt

dt

Por lo tanto G(r,¢) = ATIA = ( . Calculemos la longitud ! de
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Luego de (1.3) y (2.3)

1_/fyt)7 >dt = /\/ 472 %") dt.

Coordenadas esféricas (1,60, ) en R*. Sean (:x' ,2%,2%) coordenadas carte-
sianas en R3. El cambio de coordenadas esféricas a coordenadas cartesianas

viene dado por:

2! =1 cosf

z2 =7 cospsent

z® =rsenpsend, r>0,0<f< 7, 0<p<2m.

La matriz de Jacobi es:

cos 6 —7 senf 0
A = | cospsenfl r cospcosf —rsenpsend
senpsenf  rsenpcosf 1 cosysend

Por lo tanto
1 0 0
G(r,6,0)= |0 r* 0

0

0 r?sen?d

y la longitud de una curva y(t) = (»(¢),0(t), p(t)) esta dada por:

/ d; do\’
— 2 2
l = / dt +1 sen 6<dt> dt.

Coordenadas cilindricas (r t,D,Z) en R3
Consideremos el siguiente cambio de coordenadas:

T =z
2 =rcosy
x3:7'semp, r>0,0<p <21, —00 < 2z < 00.

La matriz de Jacobi es

0 0 1
A= 1 cosp =~—rsenp 0
senp rcosy 0

G(r,p,2) =

oo
c Lo
—_ o O
\.—/

Por lo tanto la longitud de una curva y(t) = (»(t), p(t), (1)) esta dada por

b r\ dy 2 /dz\?
= — 20 = — .
- V(dt) o (dt) +(dt> “




A veces en lugar de la longitud de la curva es mas comodo escribir la forma
explicita del diferencial de arco dl o su cuadrado. En particular en los ejemplos
anteriores estos diferenciales son:

i) di? =Y | (d2")? (coordenadas cartesianas en R™),
ii) di? = (dr)? + 1*(dy)? (coordenadas polares en R?),
i) di* = (dr)? + v*(d6)? + r?sen?8(dyp)? (coordenadas esféricas en R?), (*)

(
iv) dli? = (dr)® + r*(dp)* + (dz)? (coordenadas cilindricas en R?).

2. Métrica euchdiana. Una métrica riemanniana ¢;; definida en un dominio
£ C R” se llama cuclidiana si en §) existe un sistema de coordenadas y = (y',...,y"),
tal que G(y) = (¢i;(y)) = I (matriz identidad).

Una métrica euclidiana escrita en un sistema de coordenadas arbitrario z pierde
su facil “aspecto euclidiano”, y se define mediante una matriz G(z) en la cual a veces
es muy dificil “reconocer” una meétrica euclidiana si no contamos con invariantes,
que permitan distinguir métricas no equivalentes (es decir que no se transforman
una en la otra mediante un cambio regular ce coordenadas ).

Con frecuencia, en lugar de la matriz G = (gi,) de la métrica riemanniana
escribiremos el diferencial de la longitud de una curva suave (dl) o su cuadrado
(dl)?:

di* = gijdz'dz’. (2.4)

Las férmulas (*) son ejemplos elementales de métricas euclidianas.

3. Métricas pseudo-riemannianas. Supongamos que las funciones g¢;; = g;i(2),
4,7 = 1,...,n son tales, que la matriz G = (g;;) es no singular, pero la forma g;;£'¢?
es indefinida. Entonces decimos que las funciones g;; definen una métrica pseudo-
riemanniana. Como ejemplo consideremos las métricas denominadas pseudo-eucli-
dianas.

Definicién 0.2.3. La métrica ¢i; = g;i(z) se llama pseudo-euclidiana si existe un
i

sistema de coordenadas z = (a!,...,2"),2* = z*(z), det (— # 0, tal que

dz7
o dz! Oz’ . Oz? Ox?  OaPT! PaPt! ox" dz”
99 = 95820 T 821 92 dzt 027 T 9zt 927
En estas coordenadas g/; = 0si @ # 3,9, = 1,si1 < p,g; = —1,si2>p+1,lo

que quiere decir que la matriz G viene dada por

1 0 0
0 1 0
G =
0 0 -1

Tales coordenaclas = se llaman pseudo-euclidianas.
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En el espacio R™ se puede introducir una métrica pseudo-euclidiana definiendo
el “producto escalar” entre dos vectores £ = (€',...;™),n = (',...,n") asi:

<& >p=Eint 4 P T ey,

para algun p, 1 < p < n. De esta manera las coordenadas cartesianas  de R"
se vuelven pseudo-euclidianas y R" con esta métrica se llama espacio pseudo-
euclidiano y se denota R}. Un caso muy importante es el caso del espacio de
Minkowsky R}, que es el espacio de la teoria especial de la relatividad. La métrica
pseudo-euclidiana de R%, en coordenadas (z,y,z,w) es:

dI* = (dz)? — (dy)* — (dz)* — (dw)?,

y la distancia entre dos puntos en R? puede ser real, imaginaria o cero.

Ejemplo 0.2.2. Sean (z,y, 2) coordenadas pseudo-euclidianas en R}. Definamos
las coordenadas pseudo-esféricas (p,x, ) en R? asi:

r = pchy

y = pshycosy
z = pshyseny, —oco < p < 00,0 < x <oo,0<p <27,

Entonces 22 — y2 — 22 = p2 > 0y por
lo tanto las coordenadas estin definidas en

Y la regién donde se cumple la dltima desi-
gualdad, que es la parte interior del cono
r? =y* + 2? (fig 1). En esta regién
0 T di* = dp* — p*dx?* — p*sh®xdp?.  (2.5)
; La métrica (2.5) se llama métrica pseudo-
fig.1 esférica.

§3. Movimientos de la métrica

1. Isometrias. Las transformaciones del dominio 2 C R" que preservan la
métrica se llaman isomeirias (o movimientos de la métrica). En otras palabras,
una transformacion & = z'(z*,...,z"),1 = 1,...,n se llaina movimiento de la métrica
dada g;; st \

/ 1 ny _ . 1 n
9i;(2, ., 2") = gij(x (2),...,2"(2)).

De esta manera un movimiento de la métrica preserva la forma del producto esca
lar en la féormula (2.1). Todos los movimientos de la métrica dada en un £ C R*
forman un grupo respecto a la composicion.




Ejemplo 0.3.1.

a) Las translaciones de R™ son isometrias que preservan la métrica euclidiana:

T:R" — R"
T z+ o,
para un z, fijo.
b) Las transformaciones ortogonales de R™ también son isometrias de la métri-
ca euclidiana:
Q . Rn Rn

z— Qz,
donde @ es una matriz de n x n ortogonal, es decir Q7TQ = I.

2. Métrica conforme.

Definicién 0.3.1. Una métrica riemanniana g;; definida en un dominio @ C R"
con coordenadas z se llama conforme si

9ij(2) = M2)q:;(2),
donde ¢;;(z) es la métrica euclidiana en coordenadas z y A(z) es una funcion
suave en 2.
En otras palabras, la métrica g;; es conforme si existen coordenaclas x en {2, tales
que g¢;j(z) = /\(z)(zyzl(dxi)z).
Ejemplo 0.3.2. Las dilataciones de R™ definidas por

D:R" — R"”
o A, A # 0,

son transformaciones conformes, puesto que g;:(z) = Agii(x). St A # 1 las dilata-
clones no son isometrias de R™.

§4. Férmulas de Freneét.

1. Curvature de una curva plana. Sear(t) = (z(t),y(t)) una curva suave definida
en el plano euclidiano R? con coordenadas (z,y). Luego r(t) = z(t)e; + y(t)es ,
' dr d*r
—, W= —.
dt’ dt?
es natural, entonces v es ortogonal a w, (pues < v,v >= 1 implica < v’',v >=0).

donde e;, e es la base canénica de R?. Sean v = Si el pardmetro ¢

Definicién 0.4.1. La curvatura k de una curva r(t) en el tiempo t , donde el
parametro t es natural, es el mdédulo del vector aceleracion w. Es decir k := |w|. El
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1
radio de curvatura es R := —. Dada una curva r(t), doude el parametro es natural,

se tienen las formulas de Frcnet

dv
dt
dn
dt

w o

donde n = ﬁ es la normal principal. .
w
Si el parametro no es natural, entonces la curvatura de una curva

r(t) = (z(t),y(t)) estd dada por

k= |‘El/—— “/'

(a2 +4)2
2. Curvas espaciales. Consideremos una curva suave r(t) = (z(t),y(t), z(t)). Sean
d d*r
v=17r= d—:, w=7 = TR La curvatura de la curva »(t) es k : H\ ‘_;”, donde |, ]

denota el producto vectorial.

§5. Superficies en R?

Veamos cémo se introduce una métrica sobre subconjuntos de R?.

1. Superficie y espacio tangente. Sea §2 un dominio en R2. Una transformacién
continuamente diferenciable f : @ — R?, tal que df,, : T,R? — Ty(w) R3 es una
aplicacion’ inyectiva para cada punto w € Q , se llama superficie (de dimensio’n
dos en R3?); aquiT,R? denota el espacio tangente en w. El subespacio vectorial
dfu(TwR?) C TfyR* de dimensién dos se llana espacio tangente o la superficie f
en el punto w y se denota T, f. Los elementos de T, f se llaman vectores tangentes.

2. Métrica mducida. Sean S, T dos espacios vectoriales, L : S — T una
aplicacion lineal. Supongamos que  es una forma cuadratica en T. Luego en S se
define una forma cuadratica o mediante

o(z,y) = f(Lz, Ly), v,y € S.

La forma cuadratica « se llama forma inducide por § mediante la aplicacion L. Si
L es inyectiva y § es definida positiva, entonces « es definida positiva.

El producto escalar de R? (forma cuadratica) induce una forina cuadratica sobre
cualquier superficie de R*. Sean £ un dominio en R? y f : Q — R3? una superficie.
Sea w € 1. El producto escalar en R® = T(,)R? induce una forma cuadratica sobre
T.f C Tf(w)]R3 > R3 via restriccidon. Esta forma cuadratica se llama la primera
forma cuadrdtica de la superficie (o métrica memanniana sobre la superficic) y se
denota por g. La representacién matricial de la primera forma cuadratica respecto




bl

a la base f,1, fu2, donde (uy,u;) son las coordenadas en 2y f,i denota la derivada
de f respecto a u', es (gi;j) := (g(fui, fuw)). En la notacién de Gauss

E = g”:g(fulyful)v F = 912:G(fu"fu2)7 G := gzzzg(ftt"’,f‘ll.?))
y la métrica riemanniana se escribe como
gijdu'du’ = E(du')? + 2F(du' du®) + G(du?)*.

La primera forma cuadratica de la superficie es invariante respecto a las isometrias
del espacio y respecto al cambio regular de coordenadas.

Ejemplo 0.5.1. Un toro T en el espacio euclidiano R?® se define como la superficie
generada por la revolucién de una circunferencia alrededor de una recta que esta en
su mismo plano. Supongamos que la circunferencia esta dada por las ecuaciones:

z=bcosp +a
z = bseny, 0<p<2m, 9y =0,

donde ¢ y 1 son los parametros angulares que se indican en la (fig.2).

/
qu .

fig.2

Supongamos que €l eje de rotacion es el eje z. Los parametros angulares varian
en los intervalos 0 < ¢ < 27,0 < ¢ < 27. La ecuacion paramétrica del toro T es:

(e, %) = (z(p, %), y(p, %), 2(v, 1)), donde

(@, ) = (a+ bcosp)cosp
y(p,¥) = (a + beosp) senyp
z(p, ) = b senep.

1

Derivando se obtiene

dex = —bseny cos Y dp — (a + b cos @) senp dip
dy = —bsenpseny dp + (a + b cos ¢) cos ¥ dy
dz = b cos ¢ dp.
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Luego reemplazando en dl? = dz? + dy® + dz? obtenemos
di* = b*(dp)* + (a + beos p)*(dy)?,
que es la métrica inducida sobre €l toro 7T'.

3. Segunda forma cuadrdtica. Consideremos una superficie dada en forma

paramétrica por r = r(u,v). Entonces [ry,ry] = |[[ru,7y]| - m , donde m es el
vector unitario normal a la superficie y [,] denota el producto vectorial. Sea
r = r(u(t),v(t)) una curva sobre la superficie. Tenemos r = r,u + r,v, 7 =

(ruut? + 27y W0 + 74y 0%) + (ryti + 7,0). Como ry L m y r, L m obtenemos
<FM>=<rgu,m > 02 +2 < Tyy,m > W0+ < Ty, m > 02,
Definicién 0.5.1. La expresion
< tym > di? = b;dr'ds’ = L(du)? + 2Mdudv + N(dv)?, (5.1)
donde

b“ =L =< Tuuy M >

b12=M=< Tuv, M >
by = N =< 1y, m >, z! :uaxz =V,

se llama la sequnda forma cuadrdtica de la superficie.

La curvatura k de una curva suave sobre la superficie esta estrechamente rela-
cionada con la primera y segunda formas cuadraticas de la superficie:

b,’jdzid:l:j 1 2

kcostW,z =u,r° = v, (5.2)

donde 6 es el dngulo entre la normal a la superficie y la normal principal a la curva
( [DNFY], [K]). Si la curva se obtiene al interceptar la superficie con el plano normal,
o sea el plano ortogonal al plano tangente, entonces cos = 1y

_ b,-jdx"dzj

k —_ T . T T .
gijdzidxl

(5.3)

4. Invariantes de la pareja de formas cuadrdticas. En cada punto de la superficie
estdn definidas dos formas cuadraticas sobre los vectores tangentes : g¢,;dz'dx’
y bijdr*dx) . Supongamos que las matrices de las formas cuadraticas son G =

b b : . i ,
(z“ le) ,Q = (b“ blz) , G es definida positiva y no singular. Las raices de
21 922 21 022

la ecuacidon det(Q — AG) = 0 se llaman los valores propios de la pareja de formas
cuadraticas. Los valores y los vectores propios de la pareja de formas cuadraticas
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son invariantes respecto a cambios regulares de coordenadas en una vecindad del
punto. Los valores propios de la pareja de formas cuadréticas se llaman curvaturas
principales de la superficie en el punto. El producto de los valores propios se llama
curvature gaussiana K(P) = K de la superficie en el punto P , la suma de los
valores propios se llama curvatura media H(P) = H de la superficie en el punto P:

K = /\1 '/\2, H:= /\1 +/\2,

ademas

_detQ LN — M

K = =
¢ det G g2

(5.4)
S1 K > 0 la superficie localmente esta a un solo lado del plano tangente en el punto
P. Si K < 0 la superficie esta a ambos lados del plano tangente en el punto P.

5. Curvature de una superficie de revolucion. Sea y = r(z) una curva en el plano
zy. Consideremos la superficie de revolucién S que resulta al girar la generatriz
r(z) alrededor del eje x. Introduzcamos coordenacdas cilindricas en R® . Entonces
la curvatura gaussiana K en el punto P de S es

”|

|r

K| =
r(1+ (r')2)

- (5.5)
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CAPITULO I

METRICA DE LA ESFERA

1. Proyeccion estereogrifica. Anteriormente vimos diferentes tipos de métricas
riemannianas en el espacio euclidiano R? : di? = dx? + dy? (en coordenadas carte-
sianas), dl? = dr? + r?dy?(en coordenadas polares). Introduzcamos en el plano R?
otra métrica riemanniana con la ayuda de la proyeccion estereografica. Para ello
consideremos la esfera 52 en R? de radio R con el centro en el origen de coordenadas.
La esfera se define mediante la ecuacion

2% +y? 4+ 22 = R? (1.1)

en coordenadas cartesianas (z,y,2) en R® . En coordenadas esféricas (1,8, ) la
ecuacion de la esfera es r = R, R > 0; 6, son arbitrarios. Consideremos el plano
R?(z,y) que pasa por el origen. Sean N y S los puntos de la esfera con coordenadas

(0,0, R) y (0,0, —R) respectivamente.

Qz,y)
R*(z, y)

fig.3

N es el polo norte de la esfera y S es el polo sur. St P es un punto cualquiera
sobre la esfera, distinto a IV, tracemos una recta que pasa por N y P obteniendo
un punto @ sobre el plano R*(xz,y) (fig.3). La correspondencia

0:52\({N}—>R2
P Q

define una transformacion que se llama la proyeccion estereogrdfica de S? sobre
R2. Como se ve de la construccién ¢ estd definida para todos los puntos de la
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esfera excepto para el polo norte. Podemos suponer que al polo norte le corres-
ponden los puntos infinitamente lejanos de R?. Escribamos la transformacién g
analiticamente. Para ello introduzcainos unas coordenadas en el plano y otras so-
bre la esfera. Consideremos las coordenadas esféricas (7,6, ) en R?® que inducen
unas coordenadas sobre S? y sobre R?(z,y). En efecto, sobre la esfera S?, donde
r = const, obteneinos las coordenadas (6, ) y sobre el plano R?, donde 8 = const,
obtenemos las coordenacas polares (r,). Como la transformacién ¢, preserva
la coordenada ¢ es suficiente encontrar la relacién entre » y . Considcremos la
seccion plana que se obtiene al intersectar la esfera con el plano que pasa por los
puntos IV, O, P, dondc O es el origen y T es el punto medio entre V y P (fig.4).

Como el angulo ONT es igual

a5 — g obtenemos del tridngulo

rectangulo NOQ que r = 0Q =

T 0\ , 0
Rtan<§ — 5) br = Rcot(é).

Luego las férmulas del cambio de
coordenadas (8,¢) — (r,¢) son

p =, = Rcot —.

2
fig.4
La matriz de Jacobi de esta transformacion es
-I
2sen2(§)
0 1
: : -1 .
y el jacobiano es J = Por lo tanto el cambio es regular en todos los
2sen? -

puntos, excepto en el polo norte donde 6 = 0.

De csta manera en S? podemos introducir las coordenadas en términos de las
coordenadas polares del plano euclidiano. Veamos que forma toma la métrica rie-
manniana de la esfera en estas coordenadas nuevas. Tenemos

dI* = R*(d6? + sen?8dy?), (1.2)
-R ,0 R? , 8 72
dr = 2sen2€ d0, sen 'é = m, cOSs 5 = m
2
Reemplazando obtenemos
4R
dl2 = m(dr2 + T2d(102). (13)

Observamos que la forma de la métrica (1.3) sobre la esfera difiere de la métrica
euclidiana en el plano (ver Cap. 0, §2.1 (*)), escrita en coordenadas polares, sélo
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4R*

(}224‘77’2)2 , lo que quiere decir que la métrica (1.3) es

por un multiplo variable

conforme.
De manera que en el plano euclidiano (relacionado con coordenadas polares)
pueden ser introducidas dos métricas riemannianas:

dr? + r2dy? (euclidiana),
2
2 2 14
(RZL“) (dr? +1r%dp?) (métrica de la esfera). (1.4)
r

Ambas métricas pueden ser consideradas en el mismo dominio de R*(z,y) . La
métrica (1.3) escrita en coordenadas cartesianas es

4R

o 4
(R? + % + y2)2

(dz® + dy?). (1.5)

2. Métricas no equivalentes. Ahora nos preguntamos si las métricas (1.4) son |
equivalentes, es decir si existe una transformacion regular de coordenadas que per- |
mita obtener una métrica de la otra. Vamos a presentar por lo menos una justifi-
cacién intuitiva de que las métricas no son equivalentes, calculando la longitud de la
circunferencia x? + y? = a? en el plano R%(z,y) en estas dos métricas. Busquemos
la longitud de la circunferencia como funcién del radio. La longitud euclidiana de
la circunferencia es bien conocida [, = 27wa , donde el radio estd calculado en la
métrica euclidiana. Escribamos el radio a euclidiano en la métrica de la esfera. A
la circunferencia z? + y? = a? le corresponde una circunferencia de radio p con el
centro en el polo norte sobre la esfera S? (fig 5).

En coordenadas (r, ) sobre la esfera tenemos

ty 4R4 dr 2 d(’p 2
el o “r 2 ayp
/h (R2+r2)2(<dt> +r (dt) dt, t € [ty,ta].
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d
2 _ o, 7(ty) =0, r({2) = a, entonces

C = t
omo ¢ = const, —

a
p= /z R2 e dt / 12 a’r = 2R arctan R

Luego
p = 2R arctan %. (1.6)

Obtenemos que p = R 6 (fig.5) es el radio de la circunferencia con el centro en el polo
norte, luego la ecuacion de esta circunferencia es § = L _ const. La longitud de la

circunferencia de radio p sobre la esfera en la métrica de la esfera en coordenadas

(r, ) es
o [ e () () o

Como ¢(t;) = 0, ¢(t2) = 27, r = a , tenemos

Y A 5 dcpd_/2” 2R
P ), R*4r? dt o RZ+1r? v

2Ra p-
= 27['Rm = 27|'RSGI1'1—2',
O sea
l, = 97 R sen. (1.7)

R

Geométricamente la magnitud p es la longitud del meridiano que une el polo norte
con el punto variable P. También se puede obtener la formula (1.7) mediante la
aplicacion de la definicién de la longitud de una curva (cap.0, (1.3)) y de la métrica
de la esfera (1.2) en coordenadas (8,¢) . En efecto:

& t2 do\* dp\?
lp = / V<Y, >dt = / R? ((E) +sen29(£) ) dt
ty 2]

t2 2m
= /tl Rsenﬂccli—(’: dt :/0 Rsenfdyp = 2mRsend, 6 = %

Observamos que en la formula (1.2) 0 <8 <71, 0 < ¢ < 27 , y el dominio (6,¢) es
un disco de radio 7 en el plano euclidiano. (fig.6)

Sif=7,p= "2—R y en este caso la longitud de la circunferencia es maximal
(ecuador). Si @ = 7, p = TR y en este caso la longitud de la circunferencia es cero
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(polo sur). (fig. 6)

De la férmula (1.7) se sigue que sobre la esfera
el cociente de la longitud de la circunferencia y su
radio siempre es imenor que 27 ;

[ 2n sen£
L= R o, p>0
P R

Si p es pequeilo senf ~ % y I, =21 Rsen£ % 2mp.

Comparando estas dos formulas:

1) "la longitud euclidiana de la circunferencia de radio p es igual a 27p " y

ii) "la longitud esférica de la circunferencia de radio p es igual a 2r Rsen%,

observamos que estas dos funciones son muy distintas: en particular, la primera es
lineal y la segunda es periodica.

»

El hecho de que la superficie convexa de la esfera no puede ser transformada,
con la preservacion de las longitudes de curvas sobre ella, en un dominio en el
plano euclidiano, puede ser imaginado si recordamos el esfuerzo que se necesita
para aplastar un segmento esférico sobre un plano en comparacion con el esfuerzo
que aplicamos para desdoblar, por ejemplo, un cilindro circular colocandolo sobre
el plano.

3. Curvatura de la esfera. La curvatura de cualquier secciéon normal de la esfera
(que son los circulos mayores) es constante e igual a % . Como los valores propios
de la pareja de formas cuadraticas de la superficie coinciden con las curvaturas de
las secciones normales principales, tenemos que los dos valores propios son iguales
a lﬁ. Luego la curvatura gaussiana de la esfera es igual a % > 0, es decir, para
cada punto P € S? la superficie S? esta a un sélo lado del plano tangente en P. La

curvatura media de la esfera es igual a % .

4. Grupo de movimientos de la métrica de la esfera. Cualquier rotacion del
espacio R?® alrededor del origen transforma la esfera de radio R en ella misma. Esta
rotaciéon definida por una matriz ortogonal preserva la métrica riemanniana (1.2)
sobre la esfera. De esta manera los movimientos de la esfera S? se definen mediante
el grupo matricial O(3) de matrices ortogonales de 3 x 3. Se puede probar [MF]
que cualquier transformacién que preserva la métrica en S? es una transformacion
lineal ortogonal en R® , o sea el grupo de movimientos de la métrica de la esfera (o
sus isometrias) coincide con el grupo O(3) .

5. Métrica de la esfera en forma compleja. Introduzcamos en el plano R2(z,y)
nuevas coordenadas complejas z = z + 1y, Z = z —1y. Entonces la métrica (1.5)
se puede escribir

4R

d? = "7
(% + [2[?)?

dzdz
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2
2R?
2 _ 2
A= (m) 4T

Entonces el elemento de longitud de una curva sobre la esfera de radio 1 es

2|dz|
[ = ———. 1.8
d 14 |z|? (1.8)

La métrica (1.8) define una métrica en el plano complejo C .

Nota. En algunos articulos se utiliza la métrica

al= 1%
1+ [2]?

como la métrica de la esfera.

6. Métrica del plano extendido C* . Compactificando C obtenemos el plano
extendido C* = C U {oo} . Luego se tiene la correspondencia uno a uno entre la
esfera S? y C* (al polo norte N le corresponde el "punto” co de C*). La métrica
en C* es la misma métrica de la esfera (1.3), (1.5) o (1.8). La distancia entre un
punto z € C y oo corresponde a la longitud del arco p sobre la esfera que va desde
el polo norte hasta el punto P que es la imagen del punto z bajo la proyeccién

estereografica y
L] |1El=e0

a
p = 2arctan — =7 — 2arctan ik

|#]=a

sea la distancia esférica entre dos puntos en es menor o igual a 7 .
O la distancia esf tre d t Cc* igual
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CAPITULO II

METRICA DE LOBACHEVSKY

§1. Pseudoesfera (modelo de Lobachevsky)

1. Métrica de la pseudoesfera: Consideremos el espacio pseudo- euclidiano R} con
coordenadas pseudo-euclidianas (z,y, z) (ver cap.0, §2.3) y con la métrica pseudo-
euclidiana

dl* = dz* — dy* —.dz>. (1.1)

Por analogia con R® podemos considerar en R3 una "esfera”, es decir el conjunto
de puntos equidistantes del origen, que vamos a llamar pseudoesfera. En este caso
el radio de la pseudoesfera puede ser real, nulo o imaginario. La ecuacion de la
pseudoesfera en R} es

gt —y® -2 = ph (1.2)

Si p = 0 la ecuacién (1.2) define un cono de segundo orden en R?® con el eje z
como el eje del cono. Este cono divide el espacio en dos regiones: el interior, donde
p? = +R? > 0 y el exterior, donde p? = —~R%? < 0,R > 0.

fig.7

Las pseudoesferas de radio real son los hiperboloides de dos mantos 2% ~y? — 22 =

R? . Las pseudoesferas de radio imaginario son los hiperboloides de un manto
r? —y? — 2% = —R? (fig.7).

En el caso de R® la ecuacién de la esfera en coordenadas esféricas es R = const.
En coordenadas pseudoesféricas (cap 0, §2, €).3) la ecuacion de la pseudoesfera
es p = const. Ahora consideremos el problema de calcular la métrica sobre la
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pseudoesfera de radio real inducida por la métrica pseudoeuclidiana (1.1) de R} .
La métrica (1.1) en coordenadas pseudoesféricas toma la forma

di? = dp* — p*dx? — p?sh®y dp?. (1.3)

Consideremos sélo la parte derecha de la pseudoesfera (fig. 7) donde p = +R, dp =
0, por lo tanto la métrica (1.3) sobre la pseudoesfera es

—dI? = p* + pPsh®ix dp?. (1.4)

De esta manera la métrica (1.4) inducida por la métrica indefinida (1.1) de R} sobre
la pseudoesfera es definida negativa, o sea los vectores tangentes a la pseudoesfera
tienen el cuadrado de longitud negativo.

Definicion 2.1.1. La métrica (1.4) se llama méirica de Lobachevsky.

2. Proyeccidon estereogrifica de la pseudoesfera. Definamos la geometria sobre la
pseudoesfera z2 —y% — 22 = R? & > 0 de la siguiente manera: los “puntos” son los
mismos puntos del hiperboloide y las “rectas” son las curvas sobre el hiperboloide
que se obtienen al cortarlo con los planos ax + by + ¢z = 0, que pasan por el origen
(fig.8).

' j Resulta que la geometria sobre la
pseudoesfera obtenida asi puede ser
estudiada con los métodos de geo-
metria analitica (sin recurrir al con-
cepto de la métrica pseudo-rieman-

niana), trazando una analogia con

la geometria sobre la esfera usual.
Paraello es cérnodo hacer una trans-
formacion analoga a la proyeccion
estereografica de la esfera sobre el
plano. El centro de la pseudoesfera
52 es el origen O, el polo norte N
fig.8 es el punto con coordenadas

(-=R,0,0), el polo sur S es (R,0,0)l (fig.9).

Sea P el punto variable sobre la pseudoesfera z > 0 . Tracemos una recta
que pasa por N y P. Esta recta intersecta el plano YOZ en el punto f(P) que
llamaremos la imagen de P bajo la proyeccidn estereogrifica f : St — R%(y,2).
La imagen del manto derecho del hiperboloide cubre el interior del disco de radio
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R : y* + 22 = R% (El manto iz-
quierdo se proyecta en el exterior del
mismo disco). Estéd claro que la pro-
yeccion de todo el hiperboloide sobre
el plano YOZ cubre todo el plano ex-
cepto la circunferencia y? + z? = RZ%.

T El polo norte se proyecta en el infi-
nito (como en el caso de la esfera).
Encontremos la relacion e€ntre las co-

ordenadas de P = (z,y,2) y f(P) =

(ug,uz), donde uy,uy son las coorde-

nadas cartesianas en el plano YOZ.

Proposicién 2.1.1. Sean P = (z,y,z), f(P) = (u1,uz), donde f es la proyeccion

estereografica de la parte derecha del hiperboloide z* — y* — 22 = R*, z > 0.
Entonces
|u|? + R? 2R*u, 2R%u,
t=R——F—, VY= 55—, 2= 57— >,
R2 — |u? RZ — [u]? R? — |u]?
donde u = (uy,uz), |ul? = u? + u3 .

Demostracion. Consideremos un corte del hiperboloide con un plano que pasa por
el eje x. Las coordenadas de los puntos marcados en la (fig.10) son:

f(P) = (u1,u2) Y =(0,y,0)
N =(-1R,0,0) T = (u,0)

P = (z,y,z2) Q = (z,y,0)
(
(

X =(z,0,0) F = (0,u)

Como ANOT ~ ANX(Q se tiene

y QX NX | y R+2
—=— 6 — = :
70 NO uy R
fig.10
Analogamente
z _R+x
%) N R
Luego
. R+x R+
y=1u R ) Z = Uy R
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R+z\? )
Como R? = 2% — y? — 2% entonces R? = 2% — (u? + ul) (T) y teniendo en
cuenta que z — R > 0 obtenemos
t+ R, , |u? + R?
r—R= 72 lu|®, es decir z = RRZ—_W'
R u
Ahora z = ~ — R, z = —y, luego
Uq Uy
R 2 u
e () (2
Uy 1
y
_ 2R2U1 d , _ 2R2u'2
Yy = m, e manera analoga z = m a

Proposicién 2.1.2. La proyeccion estereografica f : (z,y,2) v (uj,u2) define un
cambio regular de coordenadas, u? 4+ u2 < RZ.

Demostracién. Sean (z,y,z) las coordenadas del punto P que satisfacen R? =

x? —y? — 2% Luego 2 = ++/R? 4 y? + 22 es la ecuacién del manto derecho del
hiperboloide. Consideremos f : (y, z) = (u1,u2) y su matriz de Jacobi J(f). De la
proposicion 2.1.1 obtenemos

01 o
[J(f71)] = det ("’j il) = %1‘ >0,
Pur ug (R? — |ul?)

para todos los puntos u = (uj,u;) del disco, puesto que B > 0, 2 > 0; luego

IOl =TI >0. O

Ahora nos preguntamos en que se transforman las rectas de la geometria definida
sobre el hiperboloide mediante la proyeccion estereografica.

Proposicién 2.1.3. Las curvas de interseccién de S? con los planos az + by + cz =
0 se transforman bajo la proyeccién estereografica f en arcos de circunferencias
ortogonales a la circunferencia y* + 22 = R? .

t

Demostracion. En la ecuaciéon az + by + ¢z = 0 reemplazamos z,y,z en términos
de uy, u, suponiendo que, por ejemplo a # O:

|u)? + R? 2bR?%u; 2¢R%u,

= 0.
R2=[|ul2 ' R? — |ul? + R? — |u)?

aR
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Luego, agrupando los términos, obtene-
mos

RZ
(uy + %R)2 + (uz + ER)2 = (7(()2 +c?—a?),
expresion que define una circunferencia Cj
con centro O' = (——R,—ER) y radio r =
a a

R .

—Vb% + c? — a? (fig.11). Es evidente que las
a

dos circunferencias son ortogonales: (0.5)%+
(0'S)? =(00")?. O :

Conclusidn: La geometria inducida sobre la pseudoesfera de radio R en K} |
coincide (después de hacer un cambio apropiado de coordenadas) con la geometria
que resulta en el disco de radio R sobre el plano euclidiano R? si tomamos como
“puntos” de esta geometria los puntos interiores.del disco y como “rectas” los arcos
de circunferencias ortogonales a la frontera del disco. En esta geometria llamada de
Lobachevsky 6 hiperbélica no se cumple el quinto postulado de Euclides: dada una
recta [ y un punto P fuera de ella, por el punto P pasan infinitas rectas “paralelas”
a la recta [, es decir, que no se intersectan con la recta [ (fig. 12).

fig.12

El modelo de la geometria de Lobachevsky en el circulo unitario se llama modelo
de Poincaré de geometria de Lobachevsky.

3. Métrica de Lobachevsky en el modelo de Poincaré. Calculemos la métrica
sobre la pseudoesfera en coordenadas (uy,uz) en el circulo D(0,R) = {(u(,uz) :
u? + u3 < R?}. Utilizando las férmulas de la proyeccién estereografica y reem-
plazando las expresiones de z, y y = en términos de uy, u en la férmula —di? =
—(dz? — dy? — d2?) obtenemos

2 _ AR (dwy)? + (dua)?)

—d
l (2 <Py

u? + u% = |u|2.
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Si la pseudoesfera tiene radio R = 1, entonces

4((duy)? 4 (dug)? )

—dl* =
‘ (1= Jul)?

Definicién 2.1.2. La métrica (1.5) tomada con el signo menos se llama métrica
de Lobachevsky en el modelo de Poincaré en coordenadas cartesianas uy, u, (o sim-
plemente méirica de Poincaré). En coordenadas polares (r,¢) esta misma métrica
tiene la forma

4

T ey

dr® + rlde?). (1.6)

Observamos que la métrica de Poincaré es riemanniana y conforme, puesto que

4

difiere de la métrica euclidiana por el multiplo A(r) = (1—2)2 que es una funcién
~7r

continua para r < 1. Ahora haciendo el cambio de coordenadas , r = cthg, ¢ = ¢,
o sea pasando de coordenadas polares (r,¢) a coordenadas pseudoesféricas (x, )
obtenemos que la métrica (1.6) se convierte en di? = dy? +sh?x dp? que es la misma
métrica (1.4) tomada con el signo menos y p = 1.

4. Interpretacidn geoméirica del pardmetro x. Consideremos el plano X0OZ
donde la métrica inducida es dl? = dz? — dz2.
' La interseccién del plano XOZ con

z la pseudoesfera es una hipérbola cuya

P(z, z) representacion paramétrica en coordena-

das pseudoesféricas es x = chy, z = shy,

X R=1,¢ = 7,y = 0. Escojamos como

N 0 S z parametro x el valor euclidiano del angu-

lo POS (fig. 13) .Encontremos la longi-
tud del arco de la hipérbola desde x = 0
hasta x = xo:

fig.13

Xo dr\° dz\ 2 Xo Xo
l:/ \/(_z) -—(—z) dy = \/s112x—c112xdx:/ v—1dx =1x0.
0 dx dx 0' 0

O sea las longitudes pseudoeuclidianas de las curvas sobre la pseudoesfera son ima-
ginarias puras. Asi que el parametro y multiplicado por ¢ coincide con la longitud
del “meridiano” de la pseudoesfera que une el polo sur S con el punto P y este
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pardmetro angular es andlogo al parametro 6 sobre la esfera S? (fig. 14).

SZ

fig.14
Si R # 1 entonces la longitud del meridiano SP es i Ryp .

5. Métricas no equivalentes. La métrica (1.6) definidaen D = {z € C: |z| < 1}
en el plano euclidiano es una nueva métrica que no es equivalente a las métricas
euclidiana y esférica en el plano. Para demostrar esta afiriacion utilizaremos el
método aplicado anteriormente: encontremos la longitud de una circunferencia en
el plano de Lobachevsky (pseudoesfera) y la expresamos como funcion del radio
calculado también en la métrica de Lobachevsky. Consideremos la circunferencia
de radio euclidiano a, a < 1 con centro en el origen; su imagen bajo la inversa de
la proyeccion estereografica es una circunferencia de radio x (fig. 15).

v Yy
P
~ \
_ x| |
0 al] % 0 | z
\\/ '
D
fig.15

v [t (Y e (2

Como ¢ = g, r(t1) =0, r(t,) = a, entonces
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Luego a = tllzz(—. Ahora la longitud de la circunferencia de radio x es

[ () e (%)

Como r = a, entonces

b9 dy T 9q dma
[ = ——a——dl = ——dp = ——.
/;1 1- a2t /0 1~ ™ 1 a

Reemplazando a = th obtenemos

[ = 27 shy. (1.7)

Si x es muy pequeno entonces | ~ 27y que coincide con la formula para la longitud
de la circunferencia en la métrica euclidiana. Como en el caso de la esfera $*
hemos expresado la longitud de la circunferencia en la métrica de Lobachevsky en
términos invariantes (respecto a cambios regulares de coordenadas), es decir en
términos del radio calculado en la misma métrica. Entonces la férmula (1.7) es
invariante respecto a cambios regulares de coordenadas y por lo tanto la métrica
de Lobachevsky no es equivalente a ninguna de las métricas anteriores.

6. Forma compleja de la métrica de Lobachevsky. Introduzcamos en el plano
euclidiano nuevas coordenadas (complejas) asi: (z,y) — (2,%), z =241y, z=
z —1y. La matriz de Jacobi de esta transformacion es J = 1 _Zi y|J|=—21#
0, luego el cambio es regular en todo el plano. La métrica euclidiana en estas
coordenadas es di? = dz? + dy? = (dz + idy)(dz — idy) 6

di* = dzdz. (1.8)

La meétrica de Poincaré es

4dzdz 4dzdz 4|dz|*
2
jusand = - - 1.
= e = U= = (= 2Py (19)

Definicién 2.1.3. La métrica
|dz|

L=z

ds = |z <1 (1.10)

se llama métrica hiperbdlica en el circulo unitario D.

Nota . A veces se utiliza la férmula
2|dz|

1—[z]2

ds =

2] < 1. (1.10a)

7. Tabla de las métricas riemannianas. A continuacién presentaremos una tabla
comparativa de métricas riemannianas dl? para la esfera de Riemann S? y el plano
de Lobachevsky S (pseudoesfera) en distintos sistemas de coordenadas.
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TABLA 1

coordenadas Esfera S? Pseudoesfera 5% coordenadas

4(dz? + dy?) 4(dz? + dy?)
(1+ 22 + y2)? (1 - 22 —y2)? )
en R? en D

cartesianas (z,y)

cartesianas (z,y)

4(dr? + r2dp?) | 4(dr® +rde?)

polares (7, ) 372 A polares (7, )
en R? en D
0<r < oo, 0<r<i,
0<p<2n 0<p <2

esféricas (6,¢), |d6* + sen’8dp?, | dx* + sh®xdp?, pseudoesféricas

en S, R=1 (x,p)en ST, R =1
0<60 <27 0<x<oo
0< p<2n 0<p <2
. _ 4|dz|* 4|dz|* . _
complejas (z,7) m m, complejas (z,7)
en R%(C) en D
|z| < 1

§2 Modelo de Poincaré

1. “Doble relacién”. Poincaré propuso un modelo de la geometria de Lobachevsky
basado en las propiedades de las transformaciones de Mobius. Consideremos en C
el circulo unitario D. Los puntos de I son los A-puntos de la geometria y las A-
rectas de la geometria son los arcos de circunferencias ortogonales a la frontera oD
y pertenecientes a . Los A-movimientos del espacio son las transformaciones de

obius T : D — e la forma T(z) = e =2 que son los automorfismos de
Mobius T': D D de la f T 9

—
az

D). Introduzcamos una métrica en . Observamos que la “doble relaciéon” entre
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cuatro puntos cualesquiera 21,2, € D, a, f € 0D, definida por

2 —a oz -«

22— f3 - f

es invariante bajo las transformaciones de Mobius T en D), es decir

(TZ],TZQ;TO(,T,B) = (Z],ZQ;CY,,B).

(2.1)

(21,22;aa16) L=

En la féormula (2.1) «, 8 son los puntos extremos del arco que contiene a 2y, z; y es

ortogonal a JD (fig. 16a).

»

fig.16
Es evidente que zy, 2, z; # 23 definen una unica circunferencia ortogonal a dD.
Si a, 2y, 22, estan sobre la misma A-recta entonces (z;, z2; a, 3) es real y mayor
que 1. Para ver esto es suficiente aplicar a la A-recta una transformacion de Mobius
que la convierte en una A-recta que pasa por el origen y el punto (1,0) (fig. 16a).
Puesto que 21, 22, 21 # 27 definen los puntos o y # de manera tinica denotemos

(21,22}0,,6) L= {21,22}.
Un calculo directo muestra que si los A-puntos zy, 23, z3 estan sobre la misma A-
recta en el orden «, 21, 22, 23, 3, entonces
{z1,22}) - {22, 23} = {21, 23}
por lo tanto
lg{z1,22} +1g{22, 23} = lg{z1, 23}

y la cantidad lg{z;, 22} (que es positiva e invariante respecto a los A- movimientos)
puede ser tomada como la distancia de Lobachevsky entre dos A-puntos zy, z; :

p(z1,22) = lg{=z1,22}. (2.2)
2. Métrica en el circulo unitario. Calculemos p en D.
a) Sean z; = 0,2z = r > 0, entonces « = —1,3 =1 (fig.16)). Luego por (2.1)

{21)22} :(O)T)—l71) = 1+7

1 —7r
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14
0,7) =lg .

p(0,7) =lg—

b) Sean z, =0,z = re'®, 0 < » < 1. Como una rotacién respecto al origen es
un A-movimiento, entonces para todo z € D\ {0}

1+ |z|
0,z) =1g{0,z} =1 :
p(0,z) = 1g{0, 2} L —
¢) Sean z1,z7 arbitrarios. Entonces mediante el A- movimiento z ? —_Zl
— 21z
obtenemos el caso b). Por lo tanto
14 122 —_21
A1 —=2Z2
po(21,22) = lg = (2.3)
1 - 22 — 2y
1-— Z122

Es facil ver que pp es una métrica (en el sentido de espacios métricos).

Ahora si uno de los puntos z;,2, estd fijo y el otro tiende a la frontera dD
entonces p(z1,22) — oo , por lo tanto los puntos de la frontera son los puntos
infinitamente lejanos del plano de Lobachevsky en el modelo de Poincareé.

Sean z; = z,2, = z4+dz. St en la formula (2.3) separamos la parte lineal respecto
a |dz| obtenemos

|1 — |22 — zdz 1= |27 — Zdz|

_ { |dz| B |dz|? N
|1 —|z]2 — zdz| 2|1 — |2|? —zdz|> 7
O R S
|1 — 2|2 — zdz| 2|1 - |2|* —zdz|?
2|dz|

= (|dz]), < 1,|d 1.
T gy oD, 12l < Lldel <

Luego
_ 2]dz|
1= 2]
que coincide con la métrica hiperbdlica (1.10a). La métrica hiperbdlica es invariante
respecto a las transformaciones de Mobius T' : D — D. En efecto, sean T(z) =
e?(1 — |a|?)dz

(1 —az)?
Jdw| (A —la])ldz| _ |dz]

1—jw]2 [1-az|2—|z—al2 11—z

ds (2.4)

it 2% w, a,b eD, T(a) = b. Luego dw =

1—az
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§3.Modelo de Klein

1. Métrica en el plano superior. Consideremos una transformacion de Mobius
del plano superior HY = {w : Im w > 0} en el circulo unitario D :

T:HY — D
14w
1—w

w z=T(w) =

Tenemos T'(0) = 1,T(2) = 0,T(1) = ¢ (fig.17).

/ / / / T
/ N /
/ ¢t e s Ht s T A /'\D
/ / / /
Y 7‘

r+ 1y

fig. 17
De esta manera en D se introducen nuevas coordenadas (u,v). Es evidente que
el cambio de coordenadas es regular. Escribamos la métrica (1.10a) en coordenadas

(u,v) =w:

dt — ddzdz 4dwdw|l —iw]'  du? + dv?
(1= 2?1 —iw|i(T - w)? v? ’
o sea \ \
du* +d
=T, (3.1)
2

La métrica (3.1) se llama métrica de Lobachevsky en el modelo de Klein. El eje
u representa los puntos infinitamente lejanos de la geometria de Lobachevsky; en
efecto, calculemos la longitud del seginento del eje v desde 1 hasta 0 :

RECROIE

Como u = 0,v(t;) = 0,v({2) = 1, tenemos

[ = dv lg‘u|0— lg0 — co.
v

0
La métrica (3.1) se puede escribir en la forma compleja:

|dz|

Imz’

dl = (3.2)
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Las transformaciones de Mobius transforman circulos y rectas en circulos y rectas,
por lo tanto las A-rectas de D se transforman en semicircunferencias o semirrectas
ortogonales al eje u (fig. 18):

—T T

1 -z - -
w=1

|1 + =

fig.18

2. Distancia entre dos puntos en el plano superior. Sean Py y P, dos puntos
sobre una circunferencia de radio ry con el centro en el origen (fig. 19).

v
Py
Py
- - L e
u
fig.19
Luego
dr\? dp\
.| (&) (%)
(P, P) = dt
( 1, 2) /t1 Tzsenzgp )

aqui r =19, ¢(t1) =1, e(t2) =2y
o tan Lt
2 d 7] Ty
o, ToSeny 21y, tan7]

51 P; y P, estan sobre una recta ortogonal al eje real entonces

yz d'l' 1 Y2
(P, Py) = = ve g L2
( 1, 2) / r seng Sen-;: lgryl g(y])

Vi
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Observamos que la métrica (3.1) en H* es invariante respecto a las translaciones
paralelas al eje real. Utilizando métodos de calculo variacional, se puede probar
que la curva suave méas corta que une dos puntos en el plano superior H* con la

o 1 : . :
métrica di* = ————(dr? + r?dyp?) es el arco de la circunferencia ortogonal al eje
r2sen?¢

real u que une los puntos dados. O sea las “rectas” en H* realizan la distancia
ininima entre dos puntos, es decir, son geodésicas.

§4. Superficie de Beltrami

1. Construccién. Nosotros ya hemos visto la realizacién de la geometria de
Lobachevsky en las superficies planas (el circulo unitario D, semiplano superior
H%) y en las superficies de R (hiperboloides de 1 y 2 mantos). Veamos otro
ejemplo de superficie en R? sobre la cual la métrica euclidiana de R?® induce la
métrica de Lobachevsky (hiperbélica). Consideremos en el plano (z,y) una curva
suave v con las siguientes propiedades:

1) v estd en el primer cuadrante.

2) La longitud del segmento de la recta tangente a v desde el punto de la
tangencia hasta su interseccion con el eje z es constante e igual a a (fig.

20a): |AC| = a = |ApO|.

Ao
Az, y)
y ¥ B
<P o
0 T C 0

fig.20
Encontremos la ecuacion diferencial para 4. Del triangulo AC X tenemos tangp =

s . 7r
Yo, 5 < ¢ < m, (mientras la coordenada z crece de 0 a 0o , ¢ crece de 52 7). Luego
— senfp ,

y. es negativa, y = y(z) es la gréfica de 4. Se tiene tanp = ——= =yl y
v/ 1 —sen?¢p
y 7
seny = —. De aqui
a

a? —y?
7, =-Y—— |yl <q,
Y

pues la funcién & = z(y) es decreciente. Ahora

y /a2_2 1 a+ /a2_2
z(y)=~/ Tydy=;1g——yiy—\/a2—y2
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- a+Ja? —y? .
w(y) =3 lg —— =—=— Va> -y (4.1)
a— /a2 —y

Hemos obtenido la férmula explicita de la grafica £ = z(y) . Consideremos la
superficie de revolucion que se obtiene al girar la curva z(y) alrededor del eje x (fig.
20b). La superficie obtenida B se llama superficie de Beltrama.

2. Métrica sobre la superficie de Beltrami. Sean (z,7,¢) coordenadas cilindricas
en R} : 2 =,y =rcosy, z = rseny. Luego la métrica inducida sobre la superficie
de revolucidn, con la generatriz definida por la funcién « = z(r) , es dI? = da?(r) +

Z _ 2 2 _ 2
dr? +r%de?, 0 < r < a. Como 2, = _a—r, tenemos di* = %dﬂ +dr? +
r r
r2dp? 6
¥ o2
di* = ﬁdﬁ +ridp?. (4.2)
Sea a = 1.

Proposicion 2.4.1. La métrica riemanniana inducida sobre la superficie de Bel-
trami por la métrica euclidiana de R3 es la métrica de Lobachevsky.

Demostracion. Consideremos el siguiente cambio regular de variable : (r,¢)

1 1
(u,v),u = ¢p,v = —. Luego du = dp, dv = ——dr y reemplazando en (4.2)
T T

obtenemos

1

1 du? + dv?
d12: —2du2+—2dv2=$
v v

)
1)2

que es la métrica (3.1). O

3. Tabla de las métricas de Lobachevsky. A continuacion presentamos la tabla de
las métricas de Lobachevsky di? en el circulo unitario D , en el semiplano superior
H*, en el plano de Lobachevsky S? y en la superficie de Beltrami B.
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TABLA 2
coordenadas D HY S? B
_ du? + dv? du? 4 dv? 4(du? + dv?) du® + dv?
cartesianas 1= w? =) 2 , (0 -2 =y’ —
(u,v)
w402 <1 v>0 u? 0?2 <1 0<u?+0v2<1
dr? + r2dy? dr? 4 12dp? | 4(dr? 4 r?dy)
polares , ,
(1 —7r2)? r2sen?yp (1 —1r2)2
(r,¢)
r<l1 r<l1
pseudoesféricas dx? + sh?xdy?,
() 0<x<oo
0<¢<2r
al 1 2, 2,2
cilindricas — dr® 4+ r°de”,
(.'II,T,QO) 0<r<i1
lei |dz|? |dz|? 4|dz|? 4|dz|?
omple — = —_— e —
COmPI -2 | Umzp | (1= [)? ~(z -z’
(2,2)
|z] <1 Imz>0 lz| < 1 0<|z| <1

§5 Grupo de movimientos de la métrica de Lobachevsky

Veamos cuales son las isometrias de la métrica de Lobachevsky en diferentes
modelos. Estas isometrias se encuentran entre las transformaciones de Mobius

aw + b

cw+d’

z =

ad — bec = 1.

(5.1)

1. Modelo de Klein. Las aplicaciones (5.1) que transforman HY en Ht deben
satisfacer la propiedad de que si I'm z = 0 entonces Imw = 0 . Esto implica que a,
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b, ¢, d son reales. Ahora reemplacemos (5.1) en la métrica (3.1) :

di? — dd2dz ddwdw
 —(z2-2)2  —|w(ad - bc) — w(ad — be))?’

Para que (5.1) sea un movimiento de la métrica (3.1) debe cumplirse ad — be = 1
y ad — bc = 1 . Esto se tiene puesto que a, b, ¢, d son reales. Consideremos los
siguientes grupos: el grupo matricial SL(2,R) = {A € Mzx, : det A = 1} , donde
M3, denota el conjunto de natrices reales 2 x 2 | y el grupo de transformaciones

b .
L:{az+ :ad—bc:l,a,b,c,dER,ze(C}. Sea

cz+d
¢:SL(2,R) — L

a b az+b
A= (c d) =)= T

Luego ¢ es un homomorfismo de grupos respecto a la composicion, el keryp =

{((1) ?) ) (—01 _?1> } Por lo tanto SL(2,R)/(I,—TI) es isomorfo a L [DNF],

[MF).

2. Modelo de Poincaré. Para que la transformacién (5.1) sea un movimiento de
la métrica (1.10a) se debe cumplir

4dzdz
W= Ty
4dwdw
(12 = [b]? + (cd ~ ab)w + (ab — ed)w + (Jel? — [a]?)|w]]?
Luego
jdf? — b = 1
cd —ab=0 (5.2)
lc|> = |a|* = =1, ad — bc = 1.

Consideremos el espacio pseudohermitiano C?, donde el cuadrado de longitud de
un vector £ = (£;,£,), & € C, 2 = 1,2 se define como

< &6 >1= 6] = 6]

El grupo de transformaciones lineales complejas que preserva la métrica (1.9) es el
grupo de matrices unitarias U(1,1). Denotemos por SU(1,1) el subgrupo U(1,1)

de matrices con determinante 1. De las condiciones (5.2) se sigue que d = @, ¢ = b.

Luego (% _2_) € SU(1,1). Sea

b _
]:{az—t— :ad—bczl,d:a,c:b,zGC}.
cz+d
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Consideremos la siguiente transformacion

1/) : SU(I,I) ——>L]
a b az+ b
AZ(C d)r—» P(A) = .

cz+d

€ SU(L,1) transformaD en D y 0D en

., az+b a b
La aplicacién w =

con
cz+d d
JD. Por lo tanto 3 es un homomorfismo de grupos (respecto a la composicion).
El nicleo keryp = (I, ~1) , donde I es la matriz identidad, luego L, es isomorfo a
SU(1,1)/(I,-1).
8. Modelo de Lobachevsky. El grupo de movimientos de la métrica indefinida
di? = dz? — dy? en R? consiste de las matrices A de la forma

_ chyp +shy
A== <sh¢ :tchz/)) !

donde el parametro 1 cambia en el intervalo (—oo, +00). Este grupo de movimientos
del plano R? (llamado grupo de rotaciones hiperbélicas) tiene cuatro componentes
conexas que se describen mediante las combinaciones permitidas de los signos en la
matriz A asi:

(j: j)eal,(: j)eaQ,@ :)eGg,<: 1)664.
+

;) € G, , puesto que cuando ¥ — —1p, (j ;) se trans-

) : sh(—%) = —shy, ch(—%) = chy. Estas componentes son

Por ejemplo,

+
+
disjuntas, o sea G;NG; = 0,1 # j. De las anteriores componentes G; sélamente G,
es un subgrupo el cual es isomorfo a SO(1,1) = {A € Myyy : AAT = I,det A = 1}.
En el caso de R} se tiene un resultado andlogo: el grupo de movimientos propios
(con determinante igual a 1) de la métrica pseudo-euclidiana en R3 es isomorfo a
S0O(1,2), donde SO(1,2) = {A € Maxs : AAT = I,det A =1} C O(1,2) = {A €
M;sys : AAT = I} en R} con la métrica (1.1) [DNF], p.64-67,[MF], p.205-209. Los
resultados anteriores podemos reunirlos en el siguiente teorema cuya demostracion
se puede ver en [DNF],p.115-117.

Teorema 2.5.1. El grupo de movimientos (propios) de la métrica de Lobachevsky
es 1somorfo al
1) grupo SU(1,1)/ £ I en el modelo de Poincaré;

ii) grupo SL(2,R)/ £ I en el modelo de Klein;
i) grupo SO(1,2) (componente conexa) en el caso de la pseudoesfera.

( +
forma en
+

Nota. Paraobtener el grupo de immovimientos completo en el modelo de Poincare,
por ejemplo, hay que agregarle al grupo de movimientos propios las transformacio-
nes de la forma z — Z. En el modelo de Klein se agregan las transformaciones de la
forma z — —Z, que transforman H* en H* y definen un movimiento de la métrica

(3.1).
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§6 Curvatura de la métrica

1. Coordenadas isotérmicas. Sean 2 C R? un dominio, f : & — R? una
superficie, p, ¢ las coordenadas en © . La métrica euclidiana de R? induce sobre la,
superficie la métrica

di? = Edp? + 2Fdpdq + Gdg*.

St E, F, G son funciones reales analiticas respecto a las coordenadas p, ¢ entonces
existen unas nuevas coordenadas locales (u,v) tales que la métrica di* en estas
coordenadas tiene la forma conforme:

di* = g(u,v)(du2 + dv2). (6.1)

Estas coordenadas (u,v) se llaman isotérmicas conformes [DN F.

2. Curvatura de una superficie con una métrica conforme g. Consideremos en
R3 una superficie definida en coordenadas conformes u,v con la métrica (6.1).

Teorema 2.6.1. La curvatura gaussiana de una superficic en R® con la métrica
(6.1) esta dada por

1
K=-—Algy, (6.2)
29
52 32 52
donde A\ = + =4 es el operador de Laplace.

Oou? = Ov? 020z

Demostracion. Supongamos que la superficie estd dada en forma paramétrica por
r = r(u,v). Luego la condicién (6.1) significa que

LTy Ty D= Ty, Ty D= g, < Ty, Ty >= 03

(ver Cap 0, (2.2),(2.4)). Derivando las igualdades anteriores respecto a u y v obte-
nemos

1 J¢g
5 a =L Tyuy Ty > =< Ty, Ty >
1 Og
"2' % =L Tyuy Ty 2 =L Tyy, Ty >

L Tyuy Ty >+ Ty, Tyy >= 0=< Tupy Ty > + < Ty, Tyy >

o . 1 1
Sean ey,eq,n vectores unitarios definidos como €y = —ry, e = —ry, n =

V9 V9

[e1, e2], donde [,] denota el producto vectorial. La base ortonormal {ey,ez2,n} en
cada punto de la superficie tiene la propiedad de que n es ortogonal a la superficie
y {e1, €2} forman una base ortonormal en el plano tangente a la superficie en cada
punto. Por definiciéon los coeficientes de la segunda forma cuadratica son

bi1 =L =< ryy,n >, bio = M =< ryy,n >, by =< Tyu,n > = N.
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De estas formulas se sigue que las coordenadas de los vectores ryq,7Tuy, Tve €0 la
base {ey,ez,n} son

1 Jg 1 Jdg

un — ~ )y T, L
(2\/§ ou’ 2,/g Ov )
1 69 1 J¢g
VI ov' 2,/g Ou’
1 8¢ 1 0g
Tvy = (_— a3 Y0 —~ Aa. )
2\/g Ou’ 2\/g Ov
Luego
< TuuyTyy > — < Tyy,Tyy >= LN — M2—— 9 +3_g2 (6.4)
uuwy ' vv uvy ' uv au av M *
De las férmulas (6.3) y (6.4) obtenemos
! a2g = w >+ < “vu >
2 au2 =< ruuva7v 7uv,7vu
0
T LTy, Ty > — < TyuyTow >+ < Tyy, Tuy > (65)
= v
1 &g Jg g\’
=—=— —(L Hy | = = :
oo - -+ (3 +(30)
, LN — M?
Por la férmula (5.4) del capitulo 0 la curvatura gaussiana i = —————. Por lo
g

tanto de (6.5) se obtiene
LN - M? 1 1
=g l(a) + () Tae 59
1 1 Og dg
- aulioo (G (@) T}
Por el otro lado

1 1 92 o?
o180 | (o av)(‘gg)} (oD

1 (1 0g dg ?
=-——<=-Ag— — —= :
aleee #(5) () )
Como (6.6) es igual a (6.7) se tiene la férmula (6.2). O

Si la métrica (6.1) estd escrita en forma di? = g(z,%)dzdz, entonces la curvatura
gaussiana de la superficie es
52

.2
K= = 5,55 18 9): (6.8)
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Definicién 2.6.1. Sea @ C C un dominio y ¢ una métrica en §2, entonces la
curvatura de la métrica g en el punto z € Q) se define como

. 1
K = " 20(2) Alg g(z). (6.9)

3. Curvaturas de las métricas hiperbolica, euclidiana y esférica. Usando la
férmula (6.8) calculemos las curvaturas de las superficies con las métricas

4R? ’
4R*
2 _
di* = dzdz. (6.12)
_ 4R?
a) Sea g(z,%Z) = m Luego

—

20 /(0 4R? 4 1
S G (e T AL

O sea una superficie con la métrica (6.10) tiene curvatura constante ne-
gativa, en particular si R = 1, entonces I{ = —1. Asi que la curvatura
de la métrica hiperbdlica (1.10a) es igual a —1; la curvatura de la métrica
hiperbdlica (1.10) es igual a —4.

b) S z R L I ! 0. Es dear | de 1

) Sea ¢g(2,%) = A+ 27 uego If = - > 0. Es decir la curvatura de la

esfera de Riemann es constante positiva.

c) Sea g(z,Z) = 1. Luego K = 0, o sea el plano euclidiano tiene curvatura
cero.

Ejemplo 2.6.1. . Calculemos la curvatura de la superficie de Beltrami utilizando
la formula (5.5),cap.0 para la curvatura de una superficie de revolucién. La gene-
ratriz de la superficie de Beltrami es la inversa de z(y) dada por la formula (4.1).
La curvatura de Gauss es

”|

ly
y(1+ (y')?2)?
donde y(z) es la generatriz de la superficie de Beltrami (fig.20b). Como 2z =

[a?2 — 42 a?
Y » : )
——~+—— luego " = —————. Ahora y y z son funciones inversas, por lo
2. /02 _ o2
Yy Yy va Y
_'L'” [
» »

(z')?
-z —x 1

K= = = —-— < 0.

(r’):‘y(1+ (5)2)2 (I,)3y<1(J;(#)2 )

K| = (6.4)

tanto y” = — y reemplazando en la férmula (6.4) obtenemos
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El signo ” —” se debe al hecho de que la grafica y = y(z) es cdncava hacia arriba
y localmente la superficie de Beltrami es del tipo de “silla de montar”, es decir en
cada punto p la superficie esta por ambos lados del plano tangente TpB, por lo

tanto I{ < 0.

§7 Constantes de Bloch y de Landau
Sean ) un dominio de C y f :  — C una funcién no constante.

Definicion 2.7.1. . El nimero de Bloch b(f) se define como

b(f) = Sup{r > 0: existe §; C 8, tal que f:Qy —> B(a,r), f|a, es biyectiva }

fig.21

En otras palabras b(f) es el radio del disco B(a,r) mas grande que se puede
inscribir en f(§2) con la propiedad de que existe un ; C Q tal que f : ; —
B(a,r) es univalente y sobre.

Definicion 2.7.2. El nimero de Landau I( f) se define como

I(f) =sup{r >0: f(2) D B(a,r)}.

Sea

§'={fe HD): f(0)=1},

donde H (D) denota el conjunto de funciones holomorfas en . Luego las constantes
de Bloch  y de Landauw L parala familia S’ se definen asi:

Definicién 2.7.3.

B = figg, b(f),
L = inf I(f). (7.1)

fes’
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B es el radio de la bola mas grande By contenida en cualquier f(D), f € S’ con
la propiedad de que para cada f € S’ existe un Qy C Q, tal que f: Qy — Bg es
biyectiva. L es el radio de la bola mas grande contenida en cualquier f(D), f € S.' Es
evidente que b(f) < I(f), f € S' luego 8 < L. El teorema de Bloch afirma que para
la familia S’ la constante de Bloch # > 0, inclusive se prueba que g > 0.21, [He].
E. Landau (1929) prob6 que 8 > 0.396; Grunsky y Ahlfors (1937) probaron que

3
B < 0.472. L.A. Ahlfors en [A] probd que para la familia S’ se tiene § > % y

1
L> X Los resultados mas precisos hasta el momento son [M6]:

V3 1 T3 (5)
4 T V1i+v3 T

< 0.5433...

< 0.4718...

Se puede introducir las constantes de Bloch y de Landau para otras familias de
funciones. Consideremos las siguientes familias de funciones en el circulo unitario

D
N={feHD): f(0)=0,f(0)=1),

clase de funciones normalizadas.

S ={f € N : fesunivalente},
clase de funciones univalentes.

S*={f €S : f(D) es estelar respecto al origen},

clase de funciones estelares.

C={feS: f(D)es convexo },

clase de funciones convexas.
Las relaciones entre estos conjuntos son las siguientes:

CcS*cScNcS'.

Se tiene [M6] que

I
N IE
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. T . -
Veamos, por ejemplo, que L¢ < — . Consideremos la funcién
4

h:D— C

1 1
zr—»h(z):glg 1+Z,|z|<1.
— Z

fig.22
Luego h: D — {u+iv : |u| < oo, |v| < -;1}, (fig.22) . Por lo tanto h(ID) contiene
~una bola de radio % y l(h)= % Como h € C |, entonces L¢ < % .
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CAPITULO III

METRICA HIPERBOLICA

En los capi’tulos anteriores hemos presentado el concepto de la métrica rieman-
niana desde el punto de vista clasico utilizando el lenguaje de la geometria dife-
rencial en R™. Este lenguaje se vuelve mucho mas simple y facil de manejar en
la descripcién de la métrica riemanniana, las geodésicas y la curvatura en el plano
complejo C, puesto que todos estos conceptos se pueden expresar como funciones
de una variable compleja.

§1. Longitud de vectores y curvas en la métrica hiperbdlica.

1. Longitud de vectores en la métrica hiperbélica. Consideremos la métrica hi-
perbdlica en el disco unitario D ((1.10), cap.II):

ds = ‘ T |dz|. (1.1)

Aqui, |dz| denota la longitud euclidiana del vector dz; ds es la longitud del mismo
vector en la métrica hiperbdlica. Calculemos las longitudes de vectores tangentes
en diferentes puntos de I : Sea dz un vector en el punto z = 0. Luego su longitud
hiperbdlica es

ds = | 7 |dz| = |dz|.
St z =0 — 31, entonces
1 4
ds = —————|dz| = -|dz|.
1 - |O ) l|2 3
St z = 0+ 0.97, entonces
d L da| =l (ds] = 5.2631578|d2]
§ = ———— |dz| ='— |dz| = 5. z|.
1—10.94|? 0.19

Concluimos que la longitud de vectores tangentes varia de punto a punto. Para
obtener la longitud hiperbdlica de un vector de longitud euclidiana |dz| hay que
multiplicar esta longitud |dz| por el valor de una funcién A(z) en el punto de la
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aplicacion del vector; en el caso nuestro A(z) De esta manera los vectores

no solo tienen magnitud y direccion sino también posicion. Veamos como aparecen
en la practica los vectores con posicion.

Ejemplo 3.1.1. Considereinos la métrica hiperbodlica en el circulo unitario D y dos
curvas en D : n(t) = t, p(t) = 3 —4t, 0 < ¢ < £. Luego la longitud hiperbdlica del
vector tangente a la curva 7 en un punto 7n(t) denotado por ||n(t)||z(t) es

) 1 s
||77(i)||z(L) = N n(t)l,

1—[n(
donde |7(?)| es la longitud euclidiana del vector tangente. Como 7(t) = 1, entonces

”7.7(0”:;(1) =1 Para la curva p tenemos

1
—
e

”ﬂ(””ﬁ(t) =

Lo anterior se puede generalizar de la siguiente manera:

Definicién 3.1.1. Sea  un dominio en C. Una métrica en  es el diferencial
Aa(z) |dz], (1.2)

donde Ag(z) (o simplemente A(z)) es una funcidn continua , A(z) > 0 en §, tal que
Mz) es de clase C? en {z € Q: Mz) > 0}. A(2) se llama densidad de la métrica
Mz)|dz]. Siz € Qy £ es un vector en C, entonces la longitud de £ en z se define
como

€S == M=)lel,

donde |¢| denota la longitud euclidiana del vector &.

Observaciones.

1. Usualmente vamos a considerar las métricas estrictamente positivas, o sea

Az) > 0.
2. La métrica A(z)|dz| es una métrica conforme (ver definicién 0.3.1, cap 0).
3. S1 @ es un domninio en C y Mz) = 1 para todo z € (1, entonces para

z€C, £cC I€)2 = |€], que es la longitud euclidiana usual.
4. Para definir una métrica en un dominio 2 C C es suficiente definir su
funcion densidad Aq.

Definiciéon 3.1.2. Sean @ C C un dominio, Aq(z)|dz| una métrica en Q y v :
[@,b] — § una curva regular. Entonces la longitud de la curva v en la métrica
dada es

b
b i= [ IO di = [ da(ldsl (13)
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Ejemplo 3.1.2. Veamos que los puntos de la frontera del circulo unitario son los
puntos infinitamente lejanos en la métrica hiperbodlica. En efecto, sea ¢ > 0y
y(t) =1t 0<t<1-e€unacurvaenD. Luego

NG :/O B (015 dt :/0 R %dt

1—¢
1 2 —
:/ 1 dt = - lg € — 00.

Si la métrica definida en un dominio 2 C C es completa, entonces siempre existe
una curva de longitud minimal, llamada geodésica que une dos puntos cualesquiera
del dominio. En general, dado un dominio 2 C C la distancia entre dos puntos P
y @ de Q en la métrica A(z)|dz| dada se define como

dr(P,Q) = Inf{Ix(7) : v € Ca(P,Q)}, (1.4)

donde Cq (P, Q) es la coleccion de todas las curvas y continuamente diferenciables a
trozos, v : [0,1] — £, tales que ¥(0) = P,y(1) = Q. Claramente d(P, ()) satisface
los tres axiomas de una métrica en el sentido del andlisis clasico.

2. Métrica en un domanio hiperbolico.

Definicién 3.1.3. Un dominio 2 en C se llama dominio hiperbdlico st C\ con-
tiene por lo menos dos puntos.

Por el teorema de Riemann cada dominio hiperbdlico simplemente conexo del
plano complejo C es conformemente equivalente al circulo unitario. Este resultad
sugiere la siguiente preguuta: conociendo la métrica hiperbdlica en I | como se
puede introducir una métrica en cualquier dominio hiperbélico simplemente conexe
del plano complejo C?

La definicion que presentaremos a continuacion responde esa pregunta en un
forma mads general.

Definicién 3.1.4. Sean Q; y §2; dos dominios de Cy f: 2y — §2; una funcion
continuamente diferenciable que puede tener solo ceros aislados. Supongamos qu
en {1, esta definida una métrica Aq,. Definamos la métrica Ag, en §2; como e
pullback f*(Aq,(z)) de la métrica Aq, bajo la transformacion f de la siguient
manera:

oy 0
Mo (2) = F*Aay(2) = A, (F(2)) | 22 |. (15]
Nota. Si en la definiciéon anterior §2; = D y ©Q; es un dominio hiperbdlico

entonces Aq, se llama métrica hiperbolica en ;.
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Ejemplo 3.1.3.
a) La densidad de la métrica hiperbdlica de D es

o
IR

Ap(z)

b) Sean 2; =D, ©; un dominio hiperbdlico simplemente conexo, f : ; — D
una aplicacién conforme. Luego

() = dol1(:) 5L | = T (1.6
¢) Sean O = H* = {2 € C : Imz >0} y
f:Ht —D
Tenemos o )
If,(z)|=|(1—iz)2 T
Calculando T%F obtenemos que la densidad de la métrica hiperbé-
lica de HY es .
An+(z) = T s’

9. Isometrias. Ahora podemos definir las isometrias (ver §3, cap.0 ) en una
forma mas general de la siguiente manera:

Definiciéon 3.1.5. Sean 2,22 dos dominios de C con métricas i, A2 respectiva-
mente y f: Q) — 3 una funcién biyectiva de clase C1. Si

f*A2(2) = Ai(2) para todo z € Q,

entonces f se llama isometria entre las parejas (1, M1) ¥ (Q2, A2).

Las isometrias preservan las longitudes de curvas y la distancia entre puntos

([Kr], p. 48-53).

§2 Propiedades de la densidad de la métrica hiperbdlica

%

En esta seccién presentaremos algunas propiedades de la métrica hiperbdlica;
para la demostracién necesitaremos el lema de Schwarz, el cual afirma que s: f es
una funcién holomorfa definida en D con |f(2)| < 1 para todo z € D y f(0) = 0,
entonces para todo z € D |f(2)| < |z| ; 3¢ la igualdad se tiene en un punto
2 €D, 2z#0, entonces laigualdad se tiene en todo D y f(z) = exp(iar) 2, « € R.
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Proposicion 3.2.1. Sean Q, Q dominios hiperbolicos simplemente conexos de
0, C N, z€ Q. Entonces
Aa(z) < Aq (2).

Demostracion. Sean f : Q@ — D, fi : Q — D funciones conformes, tales qu
f(z) = fi(2) = 0. Luego Aa(2) = |f'(2)], Aa,(2) = |fi(2)|- Sea h = fo f7' : D
D, (fi es localmente univalente), h(0) = 0. Por el leina de Schwarz |1'(0)] < 1, par
todo 2 € D, luego

12" 0)] = | £ (£ (0)(f 1) (0)]

| £ z -1y — |f’(2)|
= |F N 0)] = |£1(2)]

<1

y por lo tanto |f'(2)| < |fi(2)]. O

Ahora encontremos cotas superior e inferior para Aq(z) en términos de la di
tancia euclidiana d(z, 0f), donde 0f) es la frontera de 2. Para ello necesitam
el teorema de 1/4 de Koebe, el cual afirma que s: Q es un dominio simplement
conezo que no contiene oo, y f : D — Q es una aplicacion conforme, tal qu

f(0)=0, f'(0) =1, f(2) # 00, para todo z € D, entonces

d(0,0f(D)) =

e~ =

Proposicion 3.2.2. Sea Q0 un dominio liperbolico simplemente conexo, que n
contiene a co. Entonces

1 1

iz, o0) =) S gy

Demostracién. Sea f: € — D una funcién analitica, z € €, tal que f(z) =0.

Sea
d(z,09)

" g:D — B(z,d(z,080)) C Q
an (> z+d(z,002)C.
f
( Consideremos
/ | h:= fog:D—D,
g

entonces h(0) = 0, (fig.23), I es ana-
0 litica en D y por el lema de Schwarz

[h'(0)] <1, de donde
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C)
IR'(0)] = [£'(g(0)] 1g'(0)] < 1
| FE-dz00) <1y
1€ | , 1
:a’ Aa(z) = [f'(z)| £ W

Observamos que en la demostracion de la desigualdad derecha no hemos utilizado
1

| el becho de que Q es simplemente conexo, es decir la desigualdad Ag(z) < a0, 09)
z)

se cumple en cualquier dominio hiperbdlico.
Para probar la desigualdad izquierda sea ¢ : D — € una funcién conforme,
g(0) = 2. Definamos

w > h(w) =

entonces n(0) = 0, h'(0) = 1, h es conforme en D.
1
Por el teorema de 1/4 de Koebe d(0, 0L(D)) > 1 Sea B,(d(z,08)) C Q la bola
de radio d(z,0f)) con centro en z. La funcién h es una traslacion de 2 seguida por

. Luego la bola B,(d(z,0)) C € se transforma

una dilatacion con coeficiente

g'(0)
en la bola By C Q de radio dl(z,’((gﬁ) con centro en 0. Por lo tanto
g
d(z,0Q) _ 1
d(0,0h(D)) = > -
(0. 00PN = "oy 2
Como 1
WP (I

1M g ()
(ejemplo 3.1.3 b)), obtenemos

1

> —.
~ 4d(z,00) =

/\Q(Z)

A continuacion veamos algunos ejemplos de densidad de la métrica hiperbolica para
diferentes dominios.
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Ejemplos 3.2.1.

a) Sea =D, = {w: |w| <r}. Luego Ap, = r - En efecto, sca

12— |wl

fD_HDr

2P rs=w.

De la férmula (1.5) obtenemos

\ 1
dp, (r2) | f'(2)] = L2

K
w
donde rz = w,z = — y por lo tanto
7 .

1 r
Ap, (w) = = -

(1_

b) Sea Q = {w: |w — a| < r}. Definamos

f:D—Q

zHTrz+a=w.

Calculos andlogos a los del ejemplo anterior dan

Aa(w) = ———

r? — |lw—al?’

c) SeanQ:{w=u+iv:|u|<g,v>0}y

f:D—Q

1 1
z v arcsen| 1 — = | =w,
( [z+1 2})

(fig.24). Luego

_ 2|1 —zsenw||cos w|

Im(senw)



51

§3 Curvatura de la métrica hiperbdlica

1. Lema de Schwarz-Ahlfors. En el capitulo II hemos definido la curvatura de
una métrica g ((6.9), cap.Il) dada en forina conforme por di* = ¢(z,z)|dz|*. Si la
métrica en un dominio 2 C C estd dada en la forma dl = A(z)|dz| (definicién 3.1.1,
(1.2)), entonces la curvatura de la métrica \(z)|dz| en el punto z € Q es

_Alg Mz)

K = Kq(z,)) = )

(3.1)

Como A(z) es de clase C? en § la curvatura esta bién definida.
Una de las propiedades importantes de K es su invarianza bajo las transforma-
ciones conformes.

Proposicién 3.3.1. Sean {3 y Qs dos dominiosen C y f : 3 —  una trans-
formacién conforme (en particular, f'(z) # 0, para todo z € ). Si A(z)|dz| es
una métrica en {1y, entonces

Ka, (2, f*A) = Ka,(f(2), ),

para todo z € (.
Demostracidn.
o AAUED IFEI
Bau(s ) = ==Ly RIF R
_ AlOUE)] +Alelf ()] 52)
MNP 1 f(2)]2 ' ‘

1 2
Tenemos Alg [w| = zAlgww = 2 — (lgww) = 0. Luego Alg|f'(z)] = 0. Ahora
2 Owdw
2 0 f 0 f
Alg(Ao f)y=(AlgM(N)|f'(2)|%, puesto que f es holomorfay — = — —=.
Oz? Oy?

Por lo tanto en (3.2) obtenemos

(Alg ) If'(2)I”
(Ao f21f(2)]?
(Alg M)(f)

:—W ZI(QZ(f(Z),/\). U

Ka, (z, f*A) = —

Nota. El resultado de la proposicion anterior se tiene para cualquier f : Q; —
{2, holomorfa (no necesariamente biyectiva) en los puntos de 5 , tales que f'(z) #£ 0

y Mf(2)) #0.

Resulta que el lema de Schwarz (ver §2) es una desigualdad en términos de
la curvatura. Y fue Ahlfors quién primero se dio cuenta de eso. La siguiente
proposicidn es la versién de Ahlfors del lema de Schwarz:


http:Schwa.rz
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Proposicion 3.3.2. Sea A\p la métrica hiperbdlica enD. Sean §2 un dominio de C
y o una métrica en . Supongamos que para todo z € Q la curvatura I{(z,0) < 4.
Si f:D— Q es una funcion holomorfa, entonces

para todo z € D.

Demostracion. Sea 0 < r < 1. Consideremos D, = {z € C : |z| < r} y la métrica
Ap, (ejemplo 3.2.1; a) ). Luego K(z,Ap,) = =4, z € D, y Ap_ es invariante bajo
transformaciones conformes del circulo D,. Definamos

_fre

= /\D,'

v

Observamos que v es nonegativa y continuaen D, ; f*o = o(f(2)) |f'(2)| es acotada
superiormente en D, CC I, cuando Ap, — co. Luego v. — 0, cuando |z| — .
Por lo tanto v alcanza su maximo valor M en algiin punto a € D,. Veamos que
M <1, entonces v < 1 en D,. Tomando el Jimite cuando r —> 1~ en v se obtiene
el resultado.

Ahora, si f*o(a) = 0, entonces v = 0. Podemos suponer que f*o > 0. Luego
la curvatura K(a, f*o) estd definida en a, (ver la nota después de la proposicién
3.3.1). Por hipétesis I{(a, f*0) = K(z,0) = K(f(a),0) < -4, 2z = f(a). Como
lg v tiene maximo en a, (lg v)..(a) <0, (lg v)yy(a) <0 (criterio de maximum
de una funcion de dos variables) y

0> Alg via) = Alg ffo(a) — Alg Ap.(a)
—K(a, f*a)[f*a(a)]z + 1{(01 AD, )[’\Dr(a)]Z
2 d[f*o (@)’ - 4[Ap,(a)]".

Luego frola) <1l,esdecir M <1. O

Ap,(a)

El lema de Schwarz se sigue del lema de Schwarz-Ahlfors: Sea Q@ =D, o = Ap.
Sea f : D — D una funcién holomorfa, tal que f(0) = 0. Luego o satisface las
hipétesis de la proposicion anterior y

fo(0) < Ap(0).

Por 110 tanto f*o(0) = o(f(0))]f(0)] < Ap(0). Pero o(f(0)) = Mp(f(0)) =
W = 1. Luego |f(0)] < 1.

El siguiente corolario es evidente:


http:acota.da

Corolario 3.3.1. Scan f : D — D holomorfa y Ap la métrica hiperbolica. En-
tonces para cada = € D se tiene

[ Ap(z) < Ap(2).

2. Principto de la méirica hiperbélica. El lema anterior esta relacionado con
el principio de la métrica hiperbdlica, que permite estimar la métrica en cualquier
dominio hiperbolico. Para la formulacion del principio de la métrica hiperbdlica
necesitamos algunos resultados de la teoria de recubrimientos. La informacién mas

detallada se encuentra en [F], [L],[M6].

Definicion 3.3.1. Sean X,Y y Z espacios topoldgicos y p : ¥ — X una apli-
cacién continua. Sea x € X. El conjunto p~'(z) se llama fibrado de p sobre x.
Siy € p~!(z), decimos que y yace sobre z. Sip:Y — X yq: Z — X son
aplicaciones continuas, entonces decimos que la aplicacion f : Y —> Z preserva el
fibrado si p=qo f. (Esto significa que y € Y, que yace sobre z se proyecta en el
punto z que también yace sobre z). Un subconjunto A de un espacio topoldgico se
llama discreto, si cada punto a € A tiene una vecindad V, tal que VN A = {a}. La
aplicacién p : ¥ — X se llama discreta si el fibrado p~'(z) de cada punto z € X

es un conjunto discreto.
Definicién 3.3.2. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una aplicacién p: YV — X
se llama proyeccion de recubrimiento (0 recubrimiento de X ) si cada © € X tiene
una vecindad U, tal que la preimagen p~!(U) puede ser representado como
p~ ) = |J W,
1€J
donde los Vj, j € J son conjuntos abiertos disjuntos en Y y todas las aplicaciones

p: V; — U son homeomorfismos. En particular, p es un homeomorfismo local. Y
se llama espacio de recubrimiento de X.

Ejemplo 3.3.1.
La aplicaciéon exp : C — C* es un recubrimiento de C*.

______ bami
\
. | Vi 'b‘,
L mi N c
C
0
0 Vo bo — U
-7 exp b4
et Rl ‘a
| N

fig.25
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La aplicacién exp mapea cualquier franja horizontal de ancho 27 en C* y exp:
C — C* es un homeomorfisnio local. Sean a € C* y b € C, tales que exp())
a. Luego existen vecindades U de a y Vo de b, tales que exp : Vo — U es w
homeonorfismo, (por ejemiplo, si el diametro de Vo < 27). Eutonces todas le
vecindades Vj son disjuntas.

Entre todos los espacios de recubrimiento de una variedad existe el mas “grande”
llamado el espacio de recubrimiento universal.

Definicion 3.3.3. Sean X y Y espacios topoldgicos conexos y p: Y — X un
proyeccién de recubrimiento. Entonces p : Y — X se llama recubrimiento unis
versal de X si p satisface la siguiente propiedad universal : para cada proyeccién
de recubrimiento ¢ : Z — X, donde Z es un espacio topoldgico conexo, y cad
yo € Y, 20 € Z con p(yo) = ¢(zp) existe exactamente una aplicaccién continua
f:Y — Z | que preserva el fibrado, tal que f(yo) = 20. Y se llama el espacio de
recubrimiento universal.

Un espacio topoldgico conexo X tiene, salvo isomorfismos, a lo sumo un espacik
de recubrimiento universal.

Supongamos que X,Y son variedades conexas, Y es simplemente conexo y p:
Y — X es una proyeccién de recubrimiento. Entonces p es el recubrimiento uni-
versal de X. Para una variedad conexa siempre existe un recubrimiento universal:
Cualquier dominio hiperbélico tiene el disco unitario como su espacio de recubri-
miento universal.

Principio de la métrica hiperbélica. Supongamos que f es analitica en D
f(D) C 2, donde § es un dominio hiperbolico en C. Entonces

Aa(f(2) |f'(2)] € Ap(z), para todo z € D (3.1}

con la igualdad si y solo si f es una proyeccion de recubrimiento de D sobre Q0 .

Ejemplo 3.3.2.

a) Consideremos =D = {w : 0 < |w| < »} y una proyeccién de recubri
miento
fD—Q

[z+1}
Z 7T exp = w.
z—1

Como 2 es un dominio hiperbdlico obtenemos

1

I

Ao (w)

z41 =2
z—1] (z-1)?

r exp[
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O sea

1—|— |2 w]
l—lgyi )
.

2 2

) 21 T .1

|wl

1

Mo (w) = _—‘2|w|(lg _7,_)-

|w]

b) Andlogamente,si Q=F, = {w:r <|w| < oo}y

obtenemos que

f:D— Q

[1 —l—z]
Z T exp = w,
1—-=2

1
/\E‘r('LU) = ——W
2ol 22

¢) Sean @ = {w :re™ < |w| < re™} un anillo y

f

D — Q

4m
z— rexp|— arctgz| = w,
T

es una proyeccion de recubrimiento con f7!1(0) = 0. Luego
g

Aa(w)

En particular, si w

2

(e(iz )]
p- dm 7

:m it w 2y

i1 is{ 516 )

=71, entonces

s

Aa(r) =

dmr
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§4 Estimaciones para la métrica hiperbdlica en dominios hiperbdlicos

1. Cota inferior para lo métrica hiperbolica de D, = {2z : 0 < |z — a| < R}. Sea
2 un dominio hiperbolico en C. En general no existe una {ormula explicita para la
densidad A (z) de la métrica hiperbdlica en Q , y s6lo es posible estimarla. En el |
articulo [M2] D.Minda encuentra estimaciones para la densidad A (z) en términos
de la distancia euclidiana 6q(z) = inf{|z — w| : w ¢ Q}. Del ejemplo 3.3.2,parte a)
tenemos que

1

/\D:.(Z) = R )

2|z —al| lg '
|z — al
R
entonces para z tales que 0 < |z — a| < 5 6p:(2) = |2 —a| y por lo tanto

Ay (2) !

Di\z) = P

" 26p.(2)1g(1/6p.(2))

donde z esta en una vecindad de a.

Esto muestra que cuando z — a, Ap:(2)6p: (2) — 0 y por lo tanto no existe
una cota inferior positiva para Aq(z) éq(2).

Lo anterior sugiere que en el caso general de un dominio hiperbdlico se puede
buscar una cota inferior de la forma

1
ra(z) 2 260(2)1g(b/éa(2))’

(4.1)

donde b es una constante positiva. Tal acotamiento estd en forma implicita en el

meétodo de Ahlfors para determinar una cota inferior para la constante de Landau.
Ahora sean

A = A(Q) = sup da(z)
z€Q

A= A(Q) = inf a(2).

Consideremmnos sélo las constantes b > A | lo que asegura que la cota inferior en (4.1)
es positiva en {). Como la parte derecha de (4.1) es una funcion decreciente ce & en
el intervalo (A, o0) , sea

() = inf{b:b > A, tal que (4.1) se cumple para todo 2z € 2}.

Si no existe una cota inferior de la forma (4.1), definamos H(§2) = oo.

Para la demostracion del teorema 3.4.1 necesitaremos el concepto de la métrica
ultrahiperbolica, ademas del lema de Ahlfors, que es una generalizacion del lema
de Schwarz.
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Definicién 3.4.1. Sca  un dominio hiperbdlico. Una métrica p(z)|dz] en §) se-
micontinua por encima en §2 se llama wlirahiperbélica si para cada punto p € €1,
donde p(2)|dz| no se anula, existe una métrica p,(z)|dz| definida y de clase C*
en una vecindad U de p, tal que la curvatura K (q; pp(z)|dz|) < —4 para ¢ € U
Yy pp(2z)|dz| < p(2)|dz| en U con igualdad en p. La métrica p,(z)|dz| se llama
métrica-soporte.[A],[M1],[M2].

El lema de Ahlfors dice que si p(z)|dz| es una métrica ultrahiperbdlica en un
dominio hiperhélico Q2 |, entonces p(z) < Aq(z), donde Aq es la métrica hiperbdlica
en §) con la curvatura gaussiana igual a —4 [M6].

Teorema 3.4.1. Seca §2 un dominio hiperbolico en C. Entonces

el’? A(0) < W) < e A(Q).

Demostracién. Probemos primero la desigualdad izquierda. Podemos suponer que

1
b(§2) < oo. Luego (4.1) se cumple para b = §(§2). Como Aa(z) < 5—() (proposicion
a(z

3.2.2) para cualquier dominio hiperbdlico en C, luego de (4.1) se obtiene
1
216 H0/6a(2))

O~

<1

/2 5(2) < b(Q), lo que implica que e'/? A() < b(Q).

La demostracion de la desigualdad derecha para 5(2) la hacemos bajo la supo-
sicién de que A = A(2) < 0o0. Primero consideremos el caso cuando dqo(z) < A4 ,
para todo z € §2. Definamos

|dz| |
260(2) g (eA/ég(z))

p(2)ldz| =

Veamos que p(z)|dz| es una métrica ultrahiperbébica en . La desigualdad p(z) <
Aa(z) se sigue del lema de Ahlfors (proposicién 3.3.2). Como éq(z) es continua,
entonces p(z)|dz| es una métrica continua positiva en 2. Para probar que p(z)|dz|
es una métrica ultrahiperbélica es suficiente presentar la métrica-soporte en cacda
punto zo € (). Esta métrica-soporte Ao(2)|dz| se define de la manera siguente: Sea,
zp € Q. Escojamos a € 0§2, tal que |zg — a| = éq(z0). Luego éa(z) < |z —a] < A
para todo z € U,,, con la igualdad en zg. Definamos Ao(z)|dz| como la métrica
hiperbélica de {z : 0 < |z — a| < eA} o sea

Nol2)ldz| = l¢z] (4.2)

2|z — allg (eA/|z - a|)
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Consideremos la funcién

1
2t lg(eA/t)

Como h es decreciente en (0, A] y creciente en [A,eA), la desigualdad éq(z) <
|z — a| < A para z € U,, implica \y(2) < p(2), z € U,, con igualdad en z,.
Puesto que la curvatura de la métrica hiperbdlica (4.2) es —4, Ao(z)|dz| es una
métrica-soporte para p(z)|dz| en z9. Luego por el lema de Ahlfors

h(t) =

/\Q(z) > !

 260(2)Ig (eA/én(z)) |

(es decir se tiene la formula (4.1) con b = eA). Luego en el caso de dn(z) < A se
cumple que b(2) < eA, paratodo z € Q. .

En el caso general,supongamos que 8q(z) = A; reemplacemos A por A4, =
A+ L n €N, dedonde () < ed,; tomando el limite cuando n — oo obtenemos:

que b(2) <ed. O

2. Estimaciones para A(S2). Apliquemos el teorema 3.4.1 para obtener unas
estimaciones para A(§)) en términos de A(§2) [M2].

Teorema 3.4.2. Sea Q! un dominio hiperbolico de C. Entonces

1 1

2A(S) <A < AQ)

Nota. Observamos que este teorema es una generalizacion de la proposicion

3.2.2.

Demostracion. La cota superior es inmediata puesto que Ag(z) < ) para

(2)

cualquier dominio hiperbdlico de C con igualdad en z si y solo si §2 es un disco con

1
centro en z [M2]. Luego A(R2) < AQ) Tambien la igualdad se tiene si £ es un
disco cualquiera.
Para establecer la cota inferior supongamos que A = A(f2) < oo (s1 A = oo no

hay nada que probar.) Por el teorema 3.4.1
1
2 6Q(z) lg (CA/5Q(Z)>

/\Q(Z) 2

1

21 lg(eA/t)

1 .
punto ¢t = A en el intervalo (0,eA), tenemos Aq(2) > oA Luego A(§2) >

alcanza su valor minimo igual a — en el

2A

Como la funcion h(t) =

1
Z_Z'G
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La constante mejor posible ¢ tal que A(Q) > A_(CQ_) para cualquier dominio

hiperbdlico §2 C C, esta relacionada con la constante de Landau L = inf{A(f(D)) :
f es analitica en D, f'(0) = 1}. Sea w € Q, A(Q) A(R2) < Aa(w). Sean f: D —
Q,f € HD), f(D) = Q,f(0) = w, f'(0) =1y A(R) < o0, donde H(D) denota el
conjunto de funciones holomorfas en ). Por el principio de la métrica hiperbélica

S < dos) = =1

Luego A(Q) < Aa(w) = Aa(f(0)) < 1. En consecuencia ¢ < A(Q2) lo que implica
¢ £ L. Del teorema 3.4.2 se obtiene que L > 1 y que

1

S <A@AMR) <1

La cota superior 1 es precisa, la cota inferior % no lo es. Para los dominios hi-
perbdlicos convexos el resultado es

T SAQA@) <1

[M2] y las cotas son precisas, lo que podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.1.
a) Sea @ = {w:0 < Rew < 2M, M > 0},  es un dominio hiperbdlico
convexo. Entonces A(2) = M. Sea

f:D— Q
2M z—1
= — *l =
z - f(2) ¢ g[ z+1} w
z——eul‘
uego z E y como Aq(w)

obtenemos de

1
(1 =z 1 (=]
fig.25

1F(2)] M(€e~% + 1+ 2€~ 7 sen 217 )

z)| = :

’ We_;T
4sen 537 e~ 7

e~ +1+ 2(sen—M)e"21Kbi

y w=a+ b,

1= |of* =

b
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que
m T T

f(Rew)\ =AM ~ 4A(Q)
)

b) Sea 2 =D un dominio hiperbdlico convexo. Luego A(D) = 1, A(D) = 1.

Ag(w) =

4Msen(

§5. Algunas propiedades de f”/f' y la métrica hiperbdlica.

Como una aplicacion de los resultados del §4 presentaremos unas estimacion
M
para el cociente =, donde f es una funcién analitica univalente, en términos de

densidad de la métrica hiperbdlica.
Sea S = {f e HID): f(0)=0,f(0) =1, f es univalente}. Es bien sabido que
f € S, entonces [H]

f'(z)  2Jz? 4/2|
- 1. D.
’z fiiz) b=z 7 1=z o < (51
Luego
f(z)
=6\ .
Fi(z) | = T opa ~ 00
En particular, reemplazando z = 0 en (5.1) obtenemos
”» O
‘f,()‘g. (52
f'(0)

En [O] se generaliza este resultado para un dominio hiperbalico simplemente conex

Q:

Proposicién 3.5.1. Seanr 2 C C un dominio hiperbdlico simplemente conexo y
una funcion analitica univalente en ). Entonces

\f”(Z)
f'(2)

‘ < 8Aq(z), para todo z € €1,

la desigualdad es precisa.

Demostracion. Sea z € ). Consideremos una transformacion conforme ¢ : D — §,

k3]

tal que ¢(0) = 2. Denotemos por el momento Ty = —-. Luego f o ¢ es univalente

fr

Trog = (Tyo9)g' +7T,. (5.3)

enDy

Por lo tanto de (5.2),(5.3) obtenenios

19" (0)[1Tf(2)] < |Trog(0)] + |T,(0)] < 4+4=38




8

£(2)
= 700

f'(z)

£ e

50y

W) e

=38 /\Q(Z).

~ Ahora para ver la igualdad sea Q = C \[0,~00) y

P B2 by f:Q—C
3 < e Y :
el z =,
es o -
la ﬂ " 2
¥ 3& analitica y univalente en Q, ,_("z__
sl Ll A f (Z) z
’ ca
r g:D—
) A oy
=w
z P ’
g es conforme, (fig.27).
z—1
| TR e A T A
0 o T
g
f
fig.27
. L-w? ! 1/2 1/2|2
L-U-EEOZ='1W, |g(z)|:|w ||1+w l y
1 1
/\ w) = —
)= ARG~ 2wl 1 ) [ ]
, 1

~ 4Re (wl/2) |wt/2|

. 1
Siw =ux € Rt entonces Ag(z) = i ¥ por
z

Ag'(x)

lo tanto

para todo z > 0.

|
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Nota. La afirmacion hecha en la proposicion 3.5.1 para dominios hiperbolicos
siimplemente conexos no se cumple para dominios multiplemente conexos: Se

D* =D\{0} y f(2) = % Entonces Ap« (2) = % ;1 y
)
INENPRIAC
H( ) .= /\D ( ) fl(z) |Z|2 lg |Z|

[I(2) — —o0, |z2]| — 0

M(z) — +o0, |2z| — 1,

(aqui la curvatura de Ap~ es —1). Pero para dominios multiplemente conexos

. . . ., ‘. . ]
tiene el siguiente resultado: Para una funcion analitica y unwalente f en un domi
nio hiperbolico arbitrario B C C existe una.constante positiva a tel que

lf”(Z)
f'(z)

<alp(z), paratodoz € B

st y solo 31 existe una constante ¢ > 0, tal que

Ap(z) 2 d(,0B)’ z € B.[0]

Observamos que la ultima desigualdad se tiene para dominios simplemente c

nexos con ¢ = %
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