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Titulo en espafiol
Particién de la volatilidad para series de precios bursétiles: Una nueva aproximacién

Title in English
Partition of volatility in stock prices series : A new approach

Resumen: En este trabajo de tesis se comparan cuatro modelos autorregresivos con-
dicionales heterocedasticos (ARCH), los cuales han sido comunmente usados en la
seleccion de portafolios y gestion de activos, asi como en la valoracién de activos
primarios y secundarios. Estos modelos se ajustardn a series de precios bursatiles
intradiarios. Esta comparacién se hard a traves de sus curvas de impacto de retorno,
su habilidad para predecir la volatilidad en mercados financieros y los efectos de
cada uno de estos modelos en el marco de la valoracién de opciones. Adicionalmente,
presentamos un modelo de difusién, el cual permite particionar la volatilidad en
sus componentes estacionales. Muestros resultados sugieren que el modelo de difu-
sion propuesto, provee una mejor descripcion de la varianza condicional y su prediccién. .

Abstract: This thesis compares four autoregressive conditional heteroskedasticity
(ARCH) type models, which are used often for portfolio selection and asset management,
as well as for the pricing of primary and derivative assets. We estime these models with
daily stock return data. The comparison is done through their news impact curves, their
ability to predict financial market volatility and the effects of each of these models, in
the pricing options framework. Our results suggest a diffusion model, provides a better
description of the conditional variance, and its predictions.
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moneyness
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Medicion de la volatilidad en series de precios de alta
frecuencia

1.1. Introduccion

Los modelos de valoraciéon de opciones presentaron una primera aproximacién con
Black-Scholes-Meton(1973), quien desarroll6 su formula bajo el supuesto de que el precio
del activo subyacente sige un Movimiento Browniano Geométrico de varianza constante.
Sin embargo, se sabe que las series de precios de activos financieros tienen un comporta-
miento heteroscedastico, el cual depende de los valores histéricos de los precios del activo.
Por esta razén se han desarrollado modelos de valoracién de opciones que incorporan
modelos de volatilidad estocastica y modelos de la familia GARCH.

Empiricamente han sido encontrados algunos factores estilizados presentes en las
series de retornos, los cuales son de especial interés para muchos modelos. Entre estos
factores se tiene que la distribucién de los retornos es de colas pesadas, lo cual tie-
ne fuertes implicaciones en la estimaciéon de parametros. Hall&Yao(2003) presentaron
un desarrollo formal alredeor de la inferencia en modelos GARCH. Otra importante
caracteristica, sobre la cual nosotros centraremos nuestra atencién es el efecto de asime-
tria o Efecto Leverage, descubierto por Black(1976). Este dice que una caida inesperada
en los precios (retorno negativo) incrementa la volatilidad en una mayor proporciéon
que un incremento en los precios (retorno positivo) de similar magnitud. En Bouchaud,
Matacz&Potters(2008) , son investigadas cuantitativamente estas caracteristicas de la vo-
latilidad. Sin embargo, los modelos GARCH y ARCH no capturan el Efecto Leverage.
Por esta razén, comenzé el nacimiento de una familia de modelos que capturan este
efecto asimétrico. En este articulo indagaremos alrededor del modelo GARCH expo-
nencial, conocido como modelo EGARCH, propuesto por Nelson(1989), el modelo GJR-
GARCH, propuesto en Glosten-Jagannatha-Runkle(1993) y el modelo GARCH de Heston
y Nandi,(HN-GARCH), presentado en Heston&Nandi(2003).

En el desarrollo de valoracién de opciones, la relacién de valoracién localmente neu-
tral al riesgo presentada en Duan(1995) es usada para la familia de modelos GARCH, con
excepcion del modelo HN-GARCH. En Heston&Nandi(2003), es usado un modelo de
valoracién de opciones, el cual permite el calculo analitico del precio de una opcién Call
bajo el modelo HN-GARCH. Esta solucién ofrece grandes ventajas, desde que para otros
modelos, la solucién analitica no es posible de obtener, pues la distribucién condicional
sobre mas de un periodo no puede ser derivada. Por esta razén, se empleara el procedi-
miento de simulacién de Monte Carlo propuesto en Duan&Simonato(1995), el cual hace

1



CAPITULO 1. MEDICION DE LA VOLATILIDAD EN SERIES DE PRECIOS DE ALTA FRECUENCIA 2

referencia a la Simulacién de Martingalas Empiricas (SME). Ese procedimiento garantiza
que el precio estimado por la simulacién satisface el limite racional de valoracién de
opciones.

1.2. Modelos Generalizados Autorregresivos Condicionales Hete-
rocedasticos

Sea {a;} con —oo < t < co un proceso estocdstico discreto de valor real , y © el conjunto
de informacién a traves del tiempo t. Entonces un modelo GARCH(p,q) es definido como:

ﬂt|® ~ N(O, O'tz) a;y = €10t (11)
4
2=+ ) il 1+Zﬁl o2 (1.2)
i=1 i=1

donde €; es un ruido blanco, p > 0,9 > 0, ap > 0, a; > O paratodoi =1,2,...,p,y
Bi>0paratodoi=1,2,...,q.

Este proceso es estacionario con E(a;) = 0, Var(a;) = 1—5%@1 y Cov(ay, as) = 0, para todo

t # s siy solo si:
4 q
Zai+2ﬁj<1 (1.3)
i=1 j=1

Bajo la condicién [L.3] en Hall&Yao(2003) es presentada una solucién alternativa de

P p 0
2
%= 1o Zﬁ +) ﬁZa{LZ Zﬁ]]. B (14)
Ti= i=1 k=1 j1=1  je=1

En la préctica se tiene una muestra del proceso {at} asi que 1 < t < n. Por lo tanto,
es necesario tener aproximaciones para la expresion [L.4} y otros derivados de esta. Una
expresion truncada para[l.4les:

min(p,t—1) p o
~2 ao )
o = 1-Y. -t Z aiat—i—i_zalzz Zﬁ]l ﬁ]k t—i—j1—..Jk (1.5)
iPi i=1 i=1  k=1ji=1 =

XIt—i—j1—...5x > 1)

1.3. Modelos GARCH asimétricos

A fin de modelar el efecto Leverage intrinsico en las series de retornos financieros,
se han propuesto varias versiones asimétricas del modelo GARCH, como veremos a
continuacion.
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Elmodelo GARCH Asimétrico propuesto en Engle Robert F & Ng,V.(1993), es definido
como:

0t =@+ aoi_1 f(ar) + Poi-1 (1.6)

f(as) = lag — bl — c(a; = b)

Esta expresiéon da al modelo dos caracteristicas de asimetria que pueden ser vistas
en la curva de impactos de retorno introducida por Hentschel(1994). La primera de estas
caracteristicas es la magnitud de cambio, la cual es controlado por el paradmetro b, y
la segundo es la rotacién, la cual permite dar a la curva diferentes pendientes a ambos
lados del origen. En la expresion [[.6] esta caracteristica esta dada por el pardmetro c.
Sin embargo, siguiendo la transformacién de Box&Cox(1964) de la desviacion estandar
condicional, es obtenida la siguiente expresion:

af‘ -1 , 1 o 0?_1 -1
e o' +ao;_ f(a) + B 1 (1.7)

Aqui, el pardmetro A determina la forma de la transformacién. De esta manera, para
A <1, la transformacién es concava, mientras que si A > 1 esta es convexa. Por otro lado,
el pardmetro v, solo transforma la funcién de impactos f(.), dando una forma concava
cuando 0 < v < 1, y convexa para v >= 1. A partir de la expresién [.7] son obtenidos
algunos procesos relevantes para modelar la estructura asimétrica de los retornos.

Tomando b igual a cero, v igual a cero, y A tendiendo a cero, obtenemos el modelo
GARCH Exponencial (EGARCH) propuesto por Nelson(1991):

log(07) = 20" + 2(la¢| — Elay| - cay) + plog(o?_,) (1.8)

Donde la expresion para f(a;) es remplazada por f(a;) — E(f(a:)). Es posible adicionar
el pardmetro b sustituyendo en la expresion[L8| a; — b por a;. Cuando A y v toman un valor
igual a dos, y c igual a cero, se obtiene el modelo:

02 = 20" + Zaaf_l(at -b)?+ ﬁatz_l (1.9)

El cual fue presentado en Engle&Ng(1993), como el modelo GARCH no lineal asimétri-
co.

En Glosten-Jagannatha-Runkle(1993), es presentado el modelo (GJR)GARCH, en el
cual A =v =2, perob =0:

o7 = @” +2a07 (1 + P)aj — 2clagla) + po?_, (1.10)
Rescribiendo la expresiéon como sigue:

w” +2a(1 + c)?6% a? + Bo? a <0
2 —1%¢

p— _1/
o, =
ET 0" +2a(1 - ¢)?o7 a) + ,80%_1, a; >=0

(1.11)

Es posible observar que cuando ¢ > 0, el impacto de f(a;) cuando a; toma valores
negativos sobre la volatilidad condicional es mayor que cuando estos son positivos.
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1.4. Estimacion

Las series de precios de las acciones de Amazon(AMZN) y Google(Goog) corres-
ponden a dos de los activos més transados en Estados Unidos. En nuestro andlisis son
empleados sus valores intradiarios entre agosto de 2013 y agosto de 2014. Para este con-
junto de datos fueron ajustados los modelos de volatilidad expuesto, GARCH, EGARCH
y GJR-GARCH.

En la siguiente figura, son presentados las series de precios y retornos por minuto
para cada compafiia. Se observa algunos cluster de alta volatilidad, seguidos por periodos
donde la volatilidad tiende a estabilizarse alrededor de un valo medio. De esta manera,
esta grafica brinda una evidencia empirica de la reversién a la media de la volatilidad.
Sin embargo, también se observa que altos closter de volatilidad no se asocian con una
tendencia en particular de los precios, lo cual nos da una primera aproximacién hacia el
cambio del conocimiento que se tiene del efecto Leverage.

FiGura 1.1. Series de precios y retornos bursatiles de AMZN and Goog
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Para los precios intradiarios de AMZN y GOOG se estimé un modelo EGARCH,
con ecuacion de la media dada por un proceso ARMA. Los parametros estimados son
presentados en la siguiente tabla:

TaBLa 1.1. Pardmetros estimados para el modelo EGARCH

AMZN

Estimaciéon  Error Estand t Pr(> |t))
arl  0.741226 0.016490 4495066  0.00000

w -0.265030 0.017060 -15.53528 0.00000
o 0.005562 0.013433 0.41403  0.67885
B 0.981302 0.001281 765.97184 0.00000
y 0.201873 0.002807 71.91800 0.00000
GOOG
Estimacién  Error Estand t Pr(> |t])

arl  0.753866 0.016155 46.6643 0.000000
-1.229777 0.182846 -6.7258  0.000000
0.042586 0.018370 2.3183 0.020434
0.909429 0.013231 68.7362  0.000000
0.374185 0.033872 11.0471  0.000000

< ™K £

Para verificar la bondad del ajuste del modelo, es empleado el estadistico de Ljung
Box sobre la serie de retornos estandarizados:

- at
ay = —
Ot

donde a; es el retorno en el tiempo ¢, y o; es su volatilidad. De esta manera, sobre las
series {df} y {d:}, es juzgada la hipétesis nula de ausencia de correlacion serial. Mientras

esta hip6tesis no sea rechazada, las ecuaciones de media y volatilidad son adecuadas.

En Ljung&Box(1987) se presenta la Q-estadistica,

=

Q(m) =
k:

Donde, py es la autocorrelacion de rezago k, K es el maximo rezago observado, y n es
el niimero de datos. La hipétesis nula juzgada es Hy : p1 = ... p;; = 0 frente a la hipétesis
alternativa H; : p; # 0 para algini € {1,...K}.

A poartir de la siguiente tabla, con un nivel de significancia de 1 %, es confirmado que
para la ecuacién de volatilidad la estructura de correlacion ha sido explicada por por el
modelo satisfactoriamente para los rezagos 1 y 2. Sin embargo, es claro que la ecuacién
de la media no describe correctamente la dinamica de los retornos.
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Tabra 1.2. Estadistica Q sobre los Residuales Estandarizados para el modelo EGARCH

AMZN
Estadistico p

Rezago 1 0.210 6.468e-01
Rezago 2 9.851 1.991e-09
Rezago 5 85.866 0.000e+00

GOOG
Estadistico p

Rezago 1 4.942 2.621e-02
Rezago 2 7.368 1.291e-06
Rezago 5 78.005 0.000e+00

TaBra 1.3. Estadistica Q sobre los Residuales Cuadrados Estandarizados para el modelo EGARCH
AMZN
Estadistico )
Rezago 1 1.956 0.161942
Rezago 2 7.688 0.035205
Rezago 5 15.602 0.002555

GOOG
Estadistico p

Rezagol  0.09136  0.7625
Rezago2  1.35209  0.7762
Rezago5  3.33864  0.7020

En Engle&Ng(1993), son presentadas tres pruebas de diagnoéstico, las cuales son ba-
sadas en la Curva de Nuevos Impactos: la prueba del sesgo de la muestra, la prueba del
sesgo negativo, y la prueba del sesgo positivo. Estas consisten en juzgar el impacto de
los retornos positivos y negativos en la volatilidad no predicha por el modelo oo¢(6ox0),
con Oy un vector de pardmetros y xo; un vector de variables explicativas. Estos test son
realizados a traves de la siguiente ecuacién de regresion, de v7 = a;/hq, sobre xj,,, y la
constante de impacto del choque de signo:

2 _ - "
vy =a+bS,_ +Cxp e

2 _ - «
vy =a+bS,_ 61+ Cxp + e

2 _ + *
vy =a+bS; 61+ Cxpy + e

donde S, =1sia;1 <0yS, ; =0sia1 20

 — =1 + - 4 4
Xop = Oy dog: /96y, S f,=1=-5_,ay b son pardmetros, C es un vector de parametros

y e; es el residual. El valor t para el coeficiente b en cada ecuacién es el estadistico para
la prueba del sesgo de la muestra, la prueba del sesgo negativo, y la prueba del sesgo
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positivo, respectivamente. Sin embargo, para realizar estos tres test conjuntamente, se
considera la siguiente regresion:

2 - - +
Uy =a+biS,_ | + bS5, €1 +Db3S5 €1 + Cxpy, + e

donde g, by, by y b3 son coeficientes constantes, C es un vector de coeficientes, y €; es el
residual. La estadistica test es computada como,

xm =T-R®
Si el modelo de volatidad es adecuado, entonces by = by = b3 = C =0, y ¢ es iid.

En particular, la estadistica test sigue una distribucién chi-cuadrado con tres grados de
libertad.

A continuacién son presentadas estas tres pruebas de diagnoéstico.

Tasra 1.4. Prueba del Signo del Sesgo para el modelo EGARCH

AMZN

t prob sig
Signo del Sesgo 04254  0.6706
Signo Negativo del Sesgo 0.1135  0.9097
Signo Positivo del Sesgo  0.2110  0.8329

Efecto Conjunto 0.1982  0.9779
GOOG
t prob sig
Signo del Sesgo 1.0942  0.2740

Signo Negativo del Sesgo  0.1027  0.9182
Signo Positivo del Sesgo  0.4662  0.6411
Efecto Conjunto 1.4772  0.6875

De esta manera, dado que los valores p son altos, no hay evidencia estadistica para
rechazar la hipétesis nula, y el modelo EGARCH describe adecuadamente el impacto de
los retornos positivos y negativos sobre la volatilidad.

Ahora, para el mismo conjunto de datos, se estimé un modelo GJR-GARCH. Los
pardmetros estimados son presentados son:
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TaBLa 1.5. Pardmetros estimados para el modelo GJR-GARCH

AMZN
Estimacién  Error Estand t Pr(> |t)
arl -0.13362 0.026866 -4.97342  0.000001
ar2 0.70790 0.021113 33.52903 0.000000
mal 0.83615 0.026817 31.18024 0.000000
w 0.00000 0.000000 3.30890  0.000937
a 0.06283 0.010069 6.24022  0.000000
B 0.91450 0.010419 87.77156  0.000000
Y 0.01444 0.016757 0.86172  (0.388842
GOOG
Estimacién  Error Estand t Pr(> |t)

arl 0.719121 0.020979 34.2786 0.000000
mal  0.057661 0.032834 1.7561  0.079067
W 0.000000 0.000000 5.6924  0.000000
a 0.287679 0.043782 6.5707  0.000000
B 0.714471 0.032097 22.2594 0.000000
)4 -0.123539 0.040950 -3.0168 0.002554

Note que el parametro de asimetria, denotado como a es mas grande que ), lo cual
hace que el impacto de los retornos negativos en la volatilidad futura sea mayor. De
esta manera, empleando la curva de impactos expuesta en Engle&Ng(1993), en efecto es
posible observar este patron.

La ecuacién para la curva de impactos del modelo EGARCH es:
Aexp [@6“1] €-1>0
Aexp [@et_d €-1<0

donde A = o%exp(w — aV2/m), y o es la desviacién estandar no condicional. De
esta manera, para la serie de precios de AMZN, los parametros estimados de la anterior
expresion son:

0.00000148¢'6884€-1 ¢, 1 >0
0.00000148¢'%78¢-1 ¢, 1 < 0

Asi, se obtiene una importante conclusién del modelo EGARCH estimado para nuestro
conjunto de datos, altos retornos positivos tienden a hacer que la volatilidad sea més
grande que la causada por retornos negativos.

Por otro lado, para el modelo GJR-GARCH, la ecuacién de la curva de impactos es,

A+ae? €-1>0

A+ (a+ )/)etz_1 €-1<0
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donde A =w+ [3’02, con g = 0.01228 la desviacién estandar no condicional del modelo.
Por lo tanto,

0.0000013792 + 0.06283€2 | €11 > 0
0.0000013792 + 0.07683€2 , €41 <0

Efectivamente, este modelo es ajustado de tal manera que los retornos positivos ge-
neran una baja volatilidad un periodo adelante, e incrementos negativos causan que la
volatilidad crezca.

En la siguiente tabla son presentados los valores p para cada prueba de sesgo,

Tasra 1.6. Prueba del Signo del Sesgo para el modelo GJR-GARCH
AMZN

t prob sig
Signo del Sesgo 1.3366  0.1815
Signo Negativo del Sesgo  0.3291  0.7421
Signo Positivo del Sesgo  1.2719  0.2036

Efecto Conjunto 22741 05175
GOOG
t prob sig
Signo del Sesgo 0.80554  0.4206

Signo Negativo del Sesgo  0.09117  0.9274
Signo Positivo del Sesgo  0.42960  0.6675
Efecto Conjunto 0.94150 0.8154

De acuerdo a la prueba de sesgo, ambos modelos describen satisfactoriamente el
impacto de retornos positivos y negativos sobre la volatilidad. Sin embargo, hemos en-
contrado que la descripcién de cada modelo de la curva de impactos es diferente. Por lo
tanto es neceario utilizar estas diferencias para escoger el mejor modelo, por esta razén,
se usaran los valores p para este fin. Antes de ello, continuaremos revisando algunas otra
propiedades de cada modelo.

A continuacién se muestra la estadistica de Ljung-Box para los residuales estandari-
zados y los residuales cuadrados estandarizados, la cual nos confirma que las ecuaciones
de media y volatilidad son adecuadas.
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Tasra 1.7. Estadistica Q sobre los Residuales Estandarizados para el modelo GJR-GARCH

AMZN
Estadistico p

Rezago 1 9.919 0.001636
Rezago2  168.529  0.000000
Rezago5  238.998  0.000000

GOOG
Estadistico p

Rezago 1 1.507 0.2196
Rezago 2 76.036 0.0000
Rezago 5 183.117 0.0000

TaBLa 1.8. Estadistica Q sobre los Residuales Cuadrados Estandarizados para el modelo GJR-
GARCH

AMZN
Estadistico p

Rezago 1 1.575 0.209473
Rezago 2 7.606 0.036882
Rezago 5 15.168 0.003257

GOOG
Estadistico p

Rezago1l  0.07003  0.7913
Rezago2 093784  0.8736
Rezago5 226032  0.8718

Finalmente, ajustamos un modelo GARCH sobre nuestros datos.
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TabLa 1.9. Pardmetros estimados para el modelo GARCH

AMZN

Estimacién  Error Estand t Pr(> |t))

arl  -0.123276 0.026410 -4.6678 0.000003
ar2 0.713967 0.021155 33.7498 0.000000
mal  0.829223 0.026662 31.1013  0.000000
@ 0.000000 0.000000 3.4970  0.000471
a 0.073343 0.009087 8.0713  0.000000
p1 0.905010 0.012178 74.3167 0.000000

GOOG
Estimacién  Error Estand t Pr(> |t])
arl 1.38822 0.161520 8.5947  0.000000

ar2 -0.51818 0.129629 -3.9974  0.000064
mal  -0.56214 0.123249 -4.5610 0.000005

w 0.00000 0.000000 1.9622  0.049742
a 0.15989 0.096180 1.6624 0.096425
p1 0.77863 0.089426 8.7069  0.000000

Tasra 1.10. Estadistica Q sobre los Residuales Estandarizados para el modelo GARCH

AMZN
Estadistico p

Rezago 1 9.329 0.002256
Rezago2  170.701  0.000000
Rezagob5 242475  0.000000

GOOG
Estadistico p

Rezago 1 0.6512 0.4197
Rezago2  159.9867  0.0000
Rezago5  224.9332  0.0000
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Tasra 1.11. Estadistica Q sobre los Residuales Cuadrados Estandarizados para el modelo GARCH

AMZN
Estadistico p

Rezago 1 1.093 0.295883
Rezago 2 6.445 0.070551
Rezago 5 14.356 0.005108

GOOG
Estadistico p

Rezago 1 0.01495 0.9027
Rezago 2 0.39200 0.9730
Rezago 5 0.96959 0.9875

Finalmente las pruebas de sesgo son:

TaBra 1.12. Prueba del Signo del Sesgo para el modelo GARCH

AMZN

t prob sig
Signo del Sesgo 0.91559  0.3600
Signo Negativo del Sesgo  0.06008  0.9521
Signo Positivo del Sesgo  0.84085  0.4005

Efecto Conjunto 1.12833  0.7702
GOOG
t prob sig
Signo del Sesgo 0.89208 0.3725

Signo Negativo del Sesgo 0.01824  0.9854
Signo Positivo del Sesgo  0.12428  0.9011
Efecto Conjunto 1.83752  0.6068

Luego de obtener las anteriores estimaciones y juzgamientos de hipétesis, inicialmente
se podria considerar que los modelos describen adecuadamente el impacto de los retornos
sobrela volatilidad futura. Sin embargo en Engle&NG(1993) se demuestra numéricamente
que la potencia de estos test es baja para tamafios de muestras pequefios, lo cual es de
esperar dado que el efecto asimétrico y la variacién en el tiempo de la varianza son
dificiles de detectar en muestras pequefias. De esta manera, se emplearan los valores p
como ayuda para detectar posibles diferencias entre los modelos.

Se observa que los valores p en las pruebas de sesgo no necesariamente parecen ser
considerablemente superiores para los modelos asimétricos que para el modelo GARCH.
Sin embargo, los valores p para los test individuales y conjuntos, nos permiten detectar
inicialmente que la medida del impacto de los retornos negativos en la volatilidad futura
parece ser mejor descrita por el modelo EGARCH en la serie de retornos de AMZN y por el
modelo GJR-GARCH para GOOG. Estas observaciones preliminares parecen indicar que
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aunque los test no rechazan ningun modelo, se requieren otras herramientas estadisticas
que permitan entender las diferencias en la explicacién de la volatilidad por cada modelo,
y asi escoger el mejor.

A continuacion, se define la varianza realizada como un estimador aproximadamente
insesgado de la volatilidad, el cual es calculado mediante los retornos intradiarios. Esta es
usado para describir el desarrollo empirico de la volatilidad futura con respecto al valor
de los retornos a traves de la curva de impactos de cada modelo.

Ficura 1.2. Curva de Nuevos Impactos

News impact curves — Amzn intraday
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De la anterior figura, se nota que los modelos EGARCH y GJR-GARCH resultan dar
una mejor aproximacion para las series de precios de AMZN y GOOG respectivamente.
El ajuste de los modelo a la volatilidad de AMZN es bueno para valores de retornos
alrededor de cero, sin embago para valores superiores en valor absoluto a 0.001, los
modelos implementados sobreestiman la volatilidad.


iafonsecad
Resaltado
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Adicionalmente, a partir del desarrollo empirico de la volatilidad, es posible observar
un efecto simétrico en retornos de poca magnitud, y la presencia de asimetria postiva o
negativa en retornos de mayor magnitud. De esta manera, es posible sentar la hipétesis
de que la asimetria de la curva de impactos de los retornos sobre la volatilidad no
solo esta ligada al signo del retorno, sino que esta puede estar asociada a otros factores
que encierran la dindmica propia de el mercado accionario. En el siguiente capitulo se
presentaran resultados empiricos que apoyan esta idea, y nos permitiran proponer una
nuevo modelo de estimacién de volatilidad.



Nueva Aproximacion: Modelo FD-GARCH

2.1. Introduccion

Muchos modelos estadisticos buscan ajustar los diferentes factores estilizados pre-
sentes en series de tiempo financieras. En el presente documento se ha hecho referencia
a algunos de estos factores y se han presentado algunos modelos que buscan capturar-
los. No obstante, entre estos factores, se ha encontrado evidencia de comportamientos
estacionales en los precios de diversos activos financieros, lo cual han generado contro-
versia en diversos autores, pues esto iria en contra de la hipétesis econémica de mercados
eficientes.

En este capitulo, se presentard un nuevo factor de estacionalidad en cual relaciona
la volatilidad futura con la magnitud y el rezago del retorno, y a partir de ello se pro-
pondra una nueva perspectiva del efecto de asimetria y por lo tanto una nueva propuesta
de medicién de este.

2.2. Presentacion del modelo

Siguiendo a Perell6&Masoliver(2003), se usa un modelo de difusién para describir
la dindmica de los precios accionarios. Asi, para S(t), el proceso de precios, se define el
siguiente proceso de difusion:

St
W = y&t + 08Q1(t)

Donde dQ);(t) es un proceso de Wiener, tal que dQ(t) = e(t)dt y €(t) es un ruido blanco
gaussiano, con media cero y volatilidad igual a la unidad.

De esta manera, el proceso de media cero para los retornos es definido por:

IX(t) = % — uot = o(HoQu (b) 2.1)

La dindmica de la volatilidad es medida como un proceso de difusién de Ornstein-
Uhlenbeck(OU):

do(t) = —a(o(t) — m)ot + kdQu () (2.2)
15



CAPITULO 2. NUEVA APROXIMACION: MODELO FD-GARCH 16

donde a > 0, k > 0 y m es el nivel al cual converge la volatilidad.

Sin embargo, este modelo no captura la dindmica caracteristica de la volatilidad, tal
como la estacionalidad diaria, observable en las autocorrelaciones de los retornos. En la
siguiente Figura se presenta el diagrama de autocorrelaciones, en el cual se observa un
comportamiento en U, con estaciones de alrededor de 400 minutos (un dia). El modelo de
Perelo(2003), usa en su construccién el supuesto de una caida exponencial en el desarrollo
de las autocorrelaciones, por lo tanto no captura el patrén estacional presentado.

0.2 0.3
|

volatility autocorrelation
0.1

0.0
|

0 500 1000 1500

minute

Ficura 2.1. Autocorrelacion de la volatilidad en retornos intradiarios

Adicionalmente, este y otros modelos, tales como los de la familia GARCH, son sopor-
tados sobre la concepcién del efecto Leverage, la cual como explicamos anteriormente,
dice que caidas en los precios de los activos, generan mayores incrementos en la vola-
tilidad. Sin embargo, como mostramos en el anterior capitulo, existen ciertos escenarios
donde el impacto sobre la volitilidad es mayor en retornos positivos.
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News impact curves — Amzn intraday
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Ficura 2.2. Volatlidad realizada

Empiricamente hemos observado que el efecto de asimetria de los retornos sobre la
volatilidad futura esta mas relacionado con su dindmica y no solo con su magnitud y signo.
En nuestra propuesta partimos del hecho de que el valor de la volatilidad en el tiempo
t + h, esta relacionada de manera armoénica con los valores de los retornos pasados. En la
siguiente Figura se presenta la distribucién empirica de los retornos futuros condicionada
a retonos de alta magnitud para la serie de precios de AMZN. Esta nos permite observar
el desplazamiento de la distribucién para distintos valores de #, conservando una clara
tendencia a ubicarse alrededor de cero.

Conditional density — return>0.002 Conditional density — return<—0.002

250
|
200
|

T T T T T T T T T
-0.005 0.000 0.005 -0.015 -0.010 -0.005 0.000 0.005 0.010

return return

Ficura 2.3. Distribucién condicional empirica de los retornos

Esta tendencia armoénica puede ser vista mas facilmente a partir de la siguiente figura,
en la cual es presentado el valor esperado de cada distribucién.
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Ficura 2.4. Media de la distribucién condicional de los retornos

Es asi como la distribucién condicional de los retornos presenta un comportamiento
estacional, asociado al rezago de tiempo, magnitud y signo de los retornos pasados, pues
se observa una convergencia armonica del valor medio de la distribucién condicional a su
valor medio global (cero). Teniendo en cuenta lo anterior, se propone el siguiente proceso
de difusién, el cual captura el comportamiento observado.

% = 5,00 (1) (2.3)
do; = —a(or — m)ot + G(£)adQ (b) (2.4)

donde la funcién G(.) esta dada por:
G(t) = sin(911) + cos(9at) (2.5)

y 91y 92 son pardmetros constantes, d(;(t) es un proceso de Wiener, tal que 902 (t) =
€:dt y €; es un ruido blanco gaussiano, con media cero y volatilidad igual a uno.

De esta manera, la funcién G describes el factor estacional de la volatilidad asociada
a la dinamica de los retornos.

Al tomar la expresion[2.4ly dividirla por la desviacién oy

Jai

- (2.6)

- (1 _ g)at + G ()

Supongamos que el proceso comienza en un tiempo infinito pasado t; — —oo, con
lo cual es de esperar que en el tiempo t la volatilidad alcance su estado estacionario.
Siguiendo la convencién de Ito, tenemos que:
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t
m_14 f G(H)e* 990 (s) (2.7)
Ot _

[o¢]

La anterior expresion corresponde a la definicién de la volatilidad estandarizada.
Ahora, suponganiendo que la distribucién condicional de los retornos es estacional en
periodos de tamafio 4, y la volatilidad ha alcanzado su estado estacionario en el tiempo ¢,
haciendo algunas operaciones algebraicas adicionales, finalmente tenemos:

t
or =m— f G(H)e* =990 (s)0s (2.8)
t—h

En el caso de tiempo discreto, la expresion 2.8 es equivalente a:
t
or=m= Y G r, (2.9)
i=t—h
Asf, la expresion para la volatilidad es presentada en forma aditiva por el valor al cual

revierte y la sumatoria de cada retorno ponderada por la funcién G, la cual combina en
su estructura el impacto del rezago, el signo y la magnitud del retorno.

2.3. Estimacion

Ahora, se aplicara la aproximacién obtenida para las series de precios intradiarios de
AMZN y GOOG. Para ello se utilizara la siguiente expresion:

(sin(917) + cos(92i))e™ =y, (2.10)

Vi

ot+1)=m+
—h

1]
-

1

Empleando un proceso ARMA como ecuacién de la media de los retornos, y la expre-
sién[2.10/para el célculo de la volatilidad, se obtienen las siguientes estimaciones:
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TaBLa 2.1. Pardmetros estimados del nuevo modelo

AMZN
Estimacién  Error Estand t Pr(> |t|)
arl -0.1415 0.020943 -6.7515  0.000000
ar2 0.7036 0.019444 36.5018  0.000000
mal 0.8331 0.025760 37.1527  0.000000

m 2.642e-04 1.774e-05 14.89  0.000000
91 -1.476e+00 2.021e-02 -73.02  0.000000
92 -1.206e+02 1.956e-02 -6163.61  0.000000

GOOG
Estimaciéon  Error Estand t Pr(> |t)
arl 0.7737 0.0144 -5.9235  0.000000
m  1.883e-01 2.638e-02 7.139 0.000000

d1 -5.151e+00 9.512e-03 -541.555  0.000000
92 -1.189e+02 9.353e-03 -12709.313  0.000000

Como se puede observar, los parametros involucrados resultan ser significativos en
ambas estimaciones. A continuacién presentamos el desarrollo empirico de la volatilidad
futura con respecto a los retornos, y contrastaremos la aproximacién propuesta frente a
la obtenida con los modelos de la familia GARCH expuestos en el capitulo anterior.
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News impact curves — Amzn intraday
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Ficura 2.5. Curva de Nuevos Impactos

En la figura[2.5]se puede apreciar un mejor ajuste del modelo propuesto a la dindmica
observada de la volatilidad, especialmente en el impacto causado por retornos de alta
magnitud positivos y negativos.



Valoracion de activos primarios y derivados

3.1. Introduccion

Los modelos de valoracién de opciones tuvieron una aproximacion inicial con Black-
Scholes-Meton(1973), quienes desarrollaron su formula bajo el supuesto de que los precios
de los activos subyacentes siguen un Movimiento Browniano Geométrico, con varianza
constante. Sin embargo, se sabe que las series de tiempo financieras tienen un comporta-
miento heteroscedastico, el cual depende de los valores histéricos de los precios del activo.
Por esta razén, varios autores han desarrollado métodos de valoracién que incorporan
modelos de volatilidad estocéstica y modelos de la familia GARCH.

A fin de desarrollar la valoracién de opciones, se usa la relacién de valoraciéon neu-
tral al riesgo local (LRNVR) presentada en Duan (1995) junto con el modelo GARCH y
los modelos GARCH asimétricos EGARCH y GJR-GARCH. En Heston&Nandi(2000), es
desarrollado un modelo de valoracién de opciones, el cual permite calcular analiticamen-
te el valor de una opcién call bajo el modelo HN-GARCH. Esta solucién cerrada para
valoracién de opciones, es de gran ventaja desde que para otros modelos una solucién
analitica no es posible, dado que la distribucién condicional sobre mas de un periodo no
puede se analiticamente derivada. Por esta razén, se empleard el proceso de simulacién
modificado de Monte Carlo propuesto en Duan&Simonato(1995), al cual se hace referen-
cia como la simulacién de Martingalas Empiricas (EMS). Este procedimiento asegura que
los precios estimados por simulacién satisfacen los limites racionales de la valoracién de
opciones.

3.2. Proceso de valoracién de activos bajo volatilidad constante

Inicialmente, se asume que la volatilidad es constante en un proceso de precios conti-
nuo en el tiempo. Luego, siguiendo la metodologia de Duan(1995), estos resultados son
generalizados al caso discreto y heteroscedastico. Supongamos que los precios de los
activos siguen un movimiento Browniano Geométrico, bajo una medida de probabilidad
P:

dsSy = Stlldt + S;o0dW; (31)

donde W; es un movimiento Browniano, definido sobre [0,T], y € R, S;yo € R*. A
partir de la formula de Ito, es encontrada la siguiente solucion:

22
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S; = Soexp ((,1 - %oz)t + owt) (3.2)

Tomando el proceso con un factor de descuento, S; = ¢™"S;, se deriva la siguiente
expresion:

S; = Spexp (([J —r— %az)t + th) (3.3)

y usando nuevamente la formula de Ito,

dS: = (1 — r)Stdt + 0S:dW; (3.4)

De esta manera, (u — r)S; representa la tendencia para el proceso S}, la cual causa que
el proceso no sea una martingala. Asi, empleado el Teorema de Girsanov, para encontrar
una medida de probabilidad neutral al riesgo, de tal manera que el proceso sea una
martingala. Se define:

— S _
u:(P‘ NS, _p-r

= 3.5
oSy o (3.5
M; = exp(—uW; — uzt)
Asfi es definida la medida de probabilidad neutral al riesgo:
dQ = MrdP
Bajo esta medida, se obtiene el siguiente movimiento Browniano:
Wi =ut+ W; (3.6)

Finalmente, empleando este proceso, el precio de los activos pueden ser expresado a
partir de la siguiente martingala:

ds; = oS, dW* (3.7)
En Duan(1995), se define la medida de riesgo localmente neutral. Formalmente, se

dice que una medida Q, satisface la relacién de valoracién neutral al riesgo si esta es
absolutamente continua con respecto a P y:

EQ [log( 5. 1)I@t 1] =7 (3.8)

Var [log(st 1)|®t 1] Var® [log(st 1)|@t 1]

Como el proposito de este documento, es presentar esta teoria alrededor de algunos
modelos condicionales heteroscedasticos, tales como el modelo GARCH, acontinuacién
presentaremos una expresién analoga a[3.3]en tiempo discreto.
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Supongamos que el precio de un activo es medido en tiempos igualmente espaciados,
de tal manera que con algunas sustituciones en se obtiene la siguiente expresién
equivalente:

1
S; =5, _jexp [— (y - Eaz) (t-1)- aWt_l]
1,
Xexp [(y —50 )t + aWt]
Dado que W; — Wi_1 ~ Wy, y W1 ~ N(0, 1), puede ser empleada una variable aleatoria

©;_1 medible, €, tal que €|0;—; ~N (0,1). Por lo tanto, el precio del activo un periodo
adelante en tiempo discreto es:

S, =S, _jexp (y - %02 + oet) (3.9)

Tomando A = ?, alternativamente, el precio del activo aplicando el factor de des-

cuento es :

1
S, =S, jexp (r - 502 + Ao + aet) (3.10)

3.3. Modelo de valoracién de activos bajo volatilidad heteros-
cedastica

Sea 07, la varianza condicional, para un proceso GARCH, EGARCH o GJR-GARCH.
Tomando los resultados de Duan(1995), bajo una medida P,

St = St_lexp (1" - %G% + /\Gt + Gtet) (311)

De esta manera, el logaritmo de la razén de los retornos esta condicionalmente distri-
buido lognormal bajo la medida de probabilidad P, tal que:

1
Zog(%) ~ N(r - Eaf + Aoy, G%)

Para la metodologia de valoracién de opciones, son empleado los modelos GARCH
en media, con modelo de media dado por la expresién[3.11} o equivalentemente por:

1
Zog% =r+ Aoy — Eaf + € (3.12)

Es importante notar la presencia del pardmetro de premio al riesgo A, presente en el
modelo de la media, pues este da una relacién directa entre el retorno esperado y el riesgo
al cual un inversor esta expuesto, causado por la volatilidad natural del retorno del precio
del activo. El premio al riesgo puede ser expresado como:
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—(u—-nZ
Aot = (u T)G

Por lo tanto, el premio del inversor aumenta mientras la volatilidad condicional sobre
la volatilidad incondicional incrementa, de esta forma es evitado el arbitraje, porque,
cuando la varianza condicional es cero, el valor esperado del retorno es la razén libre de
riesgo r.

Asi, para aplicar la metologia de valoracion expuesta en Duan(1995), son presentados
tres modelos para la volatilidad condicional, el GARCH, EGARCH y GJR-GARCH. En
la siguiente seccién, serd presentado otro modelo de valoracién alternativo, el llamado
modelo de Heston y Nandi GARCH (HN-GARCH).

Para un modelo GARCH, bajo la medida P, es asumido que ¢; sigue un proceso
GARCH. Sin embargo, bajo la medida Q, la cual satisface la relacién de valoracién neutral
al riesgo local, la ecuacién del valor medio para los retornos es:

St 1
log(—st_l) =r- Eof + & (3.13)
donde &|©;_1 ~ N(O, af), y
2 _ 2 2
oy =ap + al(ét_l - AGt_l) + ﬁlat_l (314)

Ahora, supongamos que €; sigue un proceso EGARCH bajo la medida P. Sea Q una
medida de probabilidad que satisface la relacién de valoracién neutral al riesgo local. La
expresion para la volatilidad condicional sera:

ét—l 2 2
o /\| - \/;) + Blog(o7 ) (3.15)

&l®i-1 ~ N(0,0?)

&
log(af):ao+6(at—l—/\)+y[

t-1

Finalmente, para el modelo GJR-GARCH, la varianza condiconal bajo la medida neu-
tral al riesgo Q, es:

07 = Bo + 107, + P207 (&1 — A + Baor_ymax(0, —&_1 + 1) (3.16)

&l®i1 ~ N(0,07)

El precio terminal del activo es derivado en Duan(1995) como sigue:

T T
1
St = Siexp |(T — t)r — > 2 02 + 2 & (3.17)
s=t+1 s=t+1

Una opcién Call Europea, con precio de ejercicio X y T — t tiempo para madurar es
calculada como:
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CECA = =T EQ [max(St — X, 0)|©)] (3.18)

3.4. Simulacién de Martingalas Empiricas

Para activos con precios bajo riesgo financiero, tal como una accién que no paga
dividendos, su precio puede ser calculado bajo la medida de probabilidad neutral al

riesgo Q:
1 t
St = Spexp [rt - —f 03 + f ades] (3.19)
2 Jo 0

donde o, es la desviacion estandar instantanea del retorno del activo y Ws es un
movimiento Browniano estandar.

Puede ser demostrado que el precio descontado e S, es una Q-martingale, asi para
O<t<t:

EQ[e™"5,|@,] = ¢7"* S, (3.20)

En Duan&Simonato(1995), es demostrado que la simulacién de Monte Carlo, no si-
gue esta caracteristica en muestras simuladas, lo cual tiene consecuencias tales como el
incumplimiento del siguiente limite racional de valoracién de opciones:

Co(t) > max(So — Ke™™,0) (3.21)
donde:
Co(t) = e " E[max(S; — K, 0)|©g] (3.22)

Considerando la siguiente aproximacién para una opcién call, in-the-money, con K/Sg
pequeno:

Co(t) ~ ¢ ""[E9(S®0) - K] (3.23)

Se define el promedio descontado de la simulacién de precios del activo en el tiempo
t como:

5(t,n) = %e‘” Z 0) (3.24)
i=1

donde S;(t) es el i-ésimo precio simulado en el tiempo t. El precio simulado de la
opcién por Monte Carlo es:

. 1 - .
Colt,m) = —™ Z max[Si(t) - K, 0] (3.25)
i=1
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por lo tanto para una opcién call, in-the money, esta expresion puede ser aproximada
por:

Cot,n) ~ S(t,n) — Ke™™ (3.26)

Asf, si la muestra simulada presenta valores So(t,7) mas pequefios que Sy, podria
violarse la expresion 3.21]

Para mejorar la eficiencia de la anterior simulacién, es usado un método de control
variable. Este involucra el uso de valores terminales simulados mediante el computo
de algunas derivadas, las cuales también tienen una solucién analitica. De esta manera,
si la muestra simulada sobrevalora o subvalora el precio de una opcién calculada por
el modelo EGARCH, es de esperar que otra expresiéon que emplea la misma muestra
simulada, tal como el precio de la opcién por la metologia de Monte Carlo - Black Schole
describa dicha sobrevaloracién o subvaloracion.

Teniendo en cuenta lo anterior, la estimacién simulada mejorada es:

Ci(n)EeA = CECA(n) — q(n)[CEM (n) — CBSM+] (3.27)

B Cov(CfGA(n), CfSM(n))
B Var(CPM(n))

q(n)

En Duan&Simonato(1995), es presentada una correccién al procedimiento de simu-
lacién estandar de Monte Carlo. El precio del activo es calculado mediante la siguiente
expresion:

Zi(tj, n)

OW (3.28)

Si(tj,m) =

A

Si(t))
Sitj-1)

Zi(tjr TZ) = S:‘.(t]’—l/ TZ)

1 v
Zo(tj,m) = —e™" Zzi(tj/ n)
i=1

conj=1,2,.,m. A través de este algoritmo, se garantiza que la muestra simulada
tenga impuesta la propiedad de martingala y no sea violado el limite racional dado por

3.5. Modelo de valoracién de Opciones HN-GARCH

En Heston&Nandi(2000), es desarrollada una formula para la valoraciéon de opciones,
la cual incorpora volatilidad estocéstica a través de un modelo GARCH asimétrico. De
esta manera, se busca capturar el efecto Leverage, y dar errores de valoracién out-of-sample
mas pequefios que otros modelos, tal como el modelo de Black y Scholes.
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Usando procesos GARCH en contraste a los modelos estocasticos continuos en el
tiempo, es posible calcular la volatilidad directamente de los valores hitéricos de los
retornos del activo.

Esta metodologia consiste en suponer que el precio al contado del activo, el cual
incluye dividendos, sigue un proceso GARCH asimétrico:

log(S(t)) = log(S(t + h)) + 7 + Ao? + 0y (3.29)

4 q
2 _ 2 . oy 2 \2
0y =w+ Z Bioy_y, + Z ai(€r—in = Vi \,Gt—ih)
i=1 i=1

donde r representa una tasa de interes continuamente compuesta en el intervalo de
tiempo h. Por lo tanto o7 representa la varianza condicional de los log retornos entre t — h
y t, y esta es usada en la expresion de la media por la incorporaciéon del parametro de
premio al riesgo, Ao?.

Por facilidad en la interpretacion y en la simulaciéon, tomamos el caso simple en el cual
p = g = 1. Por lo tanto el proceso es estacionario con media y varianza finita, mientras se
cumpla que:
2
ﬁl + ary; <1.

Rescribiendo la anterior expresién como sigue:

(log(S(t)) — log(S(t = h)) —r — /\U% - ylatz)Z

2
t

Op4p = W + ﬁlaf +m (3.30)

o

Es posible notar que el parametro a1 y y1 determinan la curtosis de la distribucién
para la varianza condicional, y la asimetria de la distribucién de los log-retornos respec-
tivamente. Asi, para retorno negativos de mayor magnitud la volatilidad es méas grande
que con retornos positivos de igual magnitud. Esta caracteristica es facilmente observable
a partir de la siguiente expresion:

Covt_h(aih, log(S(t))) = —20(17/10% (3.31)

Es asi como para valores positivos de a1 y )1, es modelado el efecto Leverage.

Sin embargo, para el cdlculo de valoracién de opciones es necesario conocer la distri-
bucién neutral al riesgo de los precios del activo. Esta es obtenida tomando:

1
ét:€t+(A+§) Gtz
= +A+1
1= 5

y remplazando esta expresion en[3.29 por €; y 1 como sigue:

log(S(t)) = log(S(t — ) + 7 — %af‘ + \Jaze, (332)
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p q
0? = w+ Z Biot—in + Z i(€r-in = VinJ02 ;) + a1(€p = P14J0%,) (3.33)
i=1 i=1

la cual representa la versién neutral al riesgo.

Este modelo para la valoraciéon de opciones, también asume el supuesto de que el valor
de una opcién call con un periodo para su expiracién, obedece la formula de Black-Scholes-
Rubenstein. Esto con el fin de asegurar que si €; tiene distribucién normal estandar, €;
también tendrd esta distribucion, y de esta manera si la formula de Black-Scholes es fijada
para un solo periodo, entonces la distribucién neutral al riesgo del precio del activo es
lognormal con media, S(t — h)e" (Black&Scholes 1973).

Siguiendo la metodologia de Heston&Nandy(1995), finalmente para calcular el precio
de una opcién, la cual usa la funcién generadora de un proceso GARCH:

P
(@) = SO exp(A T, §) + ) | BL T, )07, 4, (334)
i=1

g-1
+ Y CUET )+ =) = yiJo2,, )
1

i=

donde

AT, ) = A(t+ 1T, ¢) + ¢r + By(t+ I; T, p)ow — %log(l —2Bi(t+I;T, ) (3.35)

1/2(p = y1)?
1- 2¢Bl(t +IT, qb)

1
Bi(t; T, ¢) = p(A +71) = 571 + BiBult + BT, ) + (3.36)
Es proceso para derivar estos coeficientes es presentado en Heston&Nandy(1995).

Sea f(i¢), la funcién caracteristica del logaritmo del precio del activo, entonces el valor
esperado descontado de la ganancia Max(S(T) — K, 0), con K el precio de ejercicio, es:

00 —iq[) .
EMax(S(T) - K,0)) = f1)(3 + = fo Re(%)d@ (3:37)
1 1 (™ K®f(ip)
_K(E + ;j; Re(T)d¢’)

donde Re() denota la parte real de un namero complejo.

El valor de una opcién es calculado de la anterior expresién usando la funcién carac-
teristica f*(i¢).
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3.6. Aplicacién

3.6.1. Valoracion de Opciones para retornos diarios

En esta seccion comparamos los modelos expuestos a través de su aplicacion en va-
loracién de opciones. En los graficos de volatilidad implicita frente al precio de ejercicio,
comunmente dos patrones pueden ser observados: la sonrisa de la volatilidad y su asi-
metria. La sonrisa de la volatilidad es asociada con un patrén en forma de U, en el cual
se aprecia que opciones at-the-money tienden a tener volatilidad implicita més pequefia.

Para valoraciéon de opciones, haremos simulaciones de los modelos escogidos, y de
esta manera se derivard el precio terminal del activo de acuerdo con la expresién[3.17] En
esta metodologia el valor de la opcién esta fuertemente condicionado a la eleccién de la
varianza condicional inicial. Se sabe que una baja varianza condiconal inicial, causa que
las opciones sean de menor valor, mientras que un alto valor inicial hace que la opcién
tome valores mds altos. La volatilidad tiene un nivel normal al cual tiende a regresar.
El pronéstico de largo tiempo tiende a converger a este nivel. En la siguiente figura
se muestra esta convergencia para el modelo EGARCH, cuando un valor inicial alto es
escogido.

Ficura 3.1. Desviacién estdndar condicional simulada
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La curva es obtenida ajustando la ecuacion:
~ Oinitial
O_t — ﬁ lﬂ; 104 +0

donde &; es la desviacién estdndar simulada del proceso EGARCH, 0tis la elecciéon
de valor inicial, B y 0 y son parametros para estimar, (el altimo representa la desviaciéon
estacionaria). Empleando estimaciones de minimos cuadrados no lineales, con nivel de
significancia 5 %, 6 ~ 0.01472.
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Se usard para nuestro célculo la varianza estacionaria como valor inicial para cada
modelo.

En esta seccién analizaremos el desarrollo de los precios de las opciones a través de
la interpretacion de la curva de volatilidad implicita. La clase mas popular de volatilidad
implicita es la llamada volatilidad implicita de Black Scholes (BS). Esta es definida como
la varianza obtenida cuando igualamos el valor de la opcién de mercado a su valor BS.

La volatilidad implicita para cada modelo es derivada para diferentes valores de
moneyness y tiempo para la maduracién T. En la siguiente expresion, es usada la formula
de Black-Scholes para invertir los precios calculados a tarves del modelo EGARCH.
Numéricamente obtenemos la volatilidad implicita a través de esta expresion. El mismo
procedimiento es hecho para los otros modelos.

EGA BS
C = C (GEGA,imp/ ml r/ T)

donde, m es la moneyness, r es la tasa libre de riesgo, T es el tiempo para la madurez y
OEGA,mp €8 la volatilidad implicita para el modelo de valoracion EGARCH. Este emplea
la volatilidad estacionaria o de cada modelo como volatilidad estimada para el modelo
de precios de Black-Scholes.

Se sabe que cuando nace una opcién out the money, es de esperar que en los siguientes
dias, retornos positivos de gran magnitud sean generados. Altos retornos positivos, son
asociados a baja volatilidad, por lo tanto de acuerdo a la expresién se espera que
el precio del activo crezca rapidamente. El precio del activo y de la opcién puede ser
sobreestimado o subestimado, si el modelo de volatilidad no es correcto.
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Ficura 3.2. Volatilidad implicita BS

T
920



CAPITULO 3. VALORACION DE ACTIVOS PRIMARIOS Y DERIVADOS 32

La volatilidad implicita BS, presenta un comportamiento facilmente visible en la Fi-
gura[3.2] pues se observa que esta crece debido al incremento del precio de la opcién. En
esta gréfica la curva gris representa la volatilidad implicita para un rango de precios de
opciones, los puntos verdes, son los precios de la opcién bajo el modelo HN-GARCH, los
puntos naranja son para el modelo GJR-GARCH, y los puntos rojo y azul representan el
modelo EGARCH y GARCH respectivamente.

Para opciones out the money, el precio de la opcién y la volatilidad implicita son
similares para lo modelos GARCH y EGARCH. De igual manera el modelo HN-GARCH
da resultados similares al modelo GJR-GARCH.

Por otro lado, para opciones in the money, los precios y la volatilidad implicita son
similares entre los modelos HN-GARCH y EGARCH. Estos son bajos para el modelo GJR-
GARCH, y altos para el modelo GARCH. Sin embargo, podemos observar que mientras
el valor de moneyness sea més alto, (lo cual dice que el comprador de una opcién esta
en una posicién favorable), la volatilidad GARCH crece rapidamente y el precio de la
opcién es mucho mads alto. Este comportamiento es porducto del efecto Leverage, desde
que opciones in the money requieren retornos negativos, para el modelo GARCH, estos
causan periodos de maés alta volatilidad en los cuales el pecio del activo subyacente crece
rapidamente.
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Ficura 3.3. Volatilidad implicita para el modelo EGARCH

En la Figura es mostrado el efecto de la madurez sobre la volatilidad a través de la
razoén de volatilidad implicita (IVR) del modelo EGARCH y el modelo de Black Scholes.
Esta es definida como,

o .
IVR = EGA,imp
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En esta Figura es posible observarse que, la volatilidad decrece cuando las madura-
ciones crecen. El patrén de sonrisa es claro, y el efecto leverage no genera ningtin efeceto
de asimietria en las opciones de un mes de maduracién. Sin embargo, la asimetria se
muestra dominante con el incremento de la maduracién.
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Ficura 3.4. Volatilidad implicita para el modelo GJR-GARCH

De manera semejante, en la Figura se presentan la curva de volatilidad implicita
para el modelo GJR-GARCH. Esta gréfica presenta algunas caracteristicas importantes,
tales como las bajas volatilidades de las opciones at the money en todas las maduraciones,
las cuales son muy similares entre si y claramente son mds bajas que la volatilidad de BS
(esta por definicién es igual a uno). Para opciones in the money y out the money, cuando
tienen maduraciones de un mes, la volatilidad es mas alta, y tiene un ligero sesgo que
da mads volatilidad a las opciones out the money. Para maduraciones de dos y tres meses,
el patrén de asimetria tiende a desaparecer, y el efecto de sonrisa tiende a ser similar
en forma y valor, mostrando bajas volatilidades implicitas. Dado que el patrén de sesgo
es pequefio, el desarrollo para opciones out the money es diferente al observado en el
modelo EGARCH. Para estas opciones la volatilidad es alta, por lo tanto bajos precios del
activo y retornos positivos son generados por la simulacién. De esta manera el modelo es
ligeramente optimista, para valores extermos out the money.
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Ficura 3.5. Volatilidad implicita para el modelo HN-GARCH

Para el modelo de valoracién de opciones HN-GARCH, de acuerdo a la Figura 3.5
el efecto de sesgo es claramente dominante, mostrando un patrén totalmente distinto al
observado en los anteriores modelos.

Para opciones out the money la volatilidad implicita es menor que la volatilidad de
largo plazo. Adicionalmente, mientras el precio del activo decrece, la volatilidad implici-
ta también lo hace. Esto es consistente con el andlisis previo, dado que en el rango de
retornos de 0 a 0.5, la volatilidad es muy pequefa y decreciente, asi mientras mayor sea
el retorno positivo, menor es la volatilidad. De esta manera, el poceso genera pequefios
retornos positivos y negativos, como resultado de la baja volatilidad estacionaria, y el
decrecimiento de la volatilidad causado por los retornos positivos. Para opciones out
the money esto implica un lento crecimiento del precio terminal. Otra caracteristica im-
portante de este modelo, es que la estructura de volatilidad implicita no cambia con el
periodo hasta la maduracién de la opcién, de esta manera el modelo es ‘conservador” en
sus expectativa a través del tiempo.
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Ficura 3.6. Volatilidad implicita para el modelo GARCH

Para el modelo de valoracién de opciones GARCH, la curva de volatilidad implicita es
presentada en la Figura De esta grafica se puede observar que la volatilidad tiene un
comportamiento similar a la del modelo EGARCH en out the money, tendiendo a decrecer
cuando la madurez incrementa. En el caso de opciones at the money la volatilidad para
las tres maduraciones es menor que la empleada por el modelo BS. Aunque este modelo
no describe la correlacién entre los retornos y la volatilidad, es importante notar que la
volatilidad implicita presenta un patrén de sesgo similar al del modelo EGARCH. Asi,
para opciones out the money, la respuesta del modelo es generar altos retornos positivos,
implicando una sobreestimacioén.

Ahora se comparard la volatilidad implicita de cada uno de los diferentes modelos
con opciones de un mes maduracién.



CAPITULO 3. VALORACION DE ACTIVOS PRIMARIOS Y DERIVADOS 36

L]
° o
[ ]
© °. . o® °®
3 . P ° o
a ©e [ ) °o® L]
IS} LI o, o _o° °®
° 2q0 [
®ee%0,, 00° qe0°
*eslissszsssilece”
3 e
e 27 o’
8 ° .
L]
£ )
g g | K}
8 S °
o L]
E o
o
° ,
g &
S , ® EGARCH
e GJR-GARCH
K ® HN-GARCH
© o ® GARCH
3 ,
o - /.
[S) °

T T T T T T T T
0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20

moneyness

Ficura 3.7. Volatilidad implicita a un mes de maduracién

En la Figura [3.7] es posible observar que para las opciones out the money, el modelo
HN-GARCH presenta la menor volatilidad, pero para in the money, este es muy similar
al modelo EGARCH. El modelo GJR-GARCH, describe volatilidades més bajas que las
de los modelos EGARCH y GARCH. Con excepcién de la maduracién de tres meses, en
donde las volatilidades de las opciones at the money calculadas por el modelo EGARCH
son maés bajas que las del modelo GARCH, la volatilidad es mayor.

3.6.2. Valoracion de opciones con retornos intradiarios

En esta seccion se realizard el calculo del precio y la volatilidad intradiaria de opciones
a partir de los retornos intradiarios del activo. Para ello implementaremos los modelos
expuestos anteriormente y la nueva aproximacion. En el capitulo anterior, se observé que
los modelos tradicionales de la familia GARCH, no describen adecuadamente la dindmica
de la volatilidad intradiaria, ante lo cual, se propuso un nuevo modelo que busca des-
cribir esta a partir del conocimiento de los impactos estacionales de los retornos sobre la
volatilidad futura.
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Ficura 3.8. Volatilidad implicita para retornos intradiarios

En la Figura 3.8 se presenta la volatilidad implicita para moneyness entre 0.99 y 1.01.
Dado que, nuestras series de precios estan dadas minuto a minuto, grandes cambios de
los precios no son muy probables, por este motivo, no se hace necesario calcular otras
moneyness.

Como se puede observar, la volatilidad implicita para retornos intradiarios sigue un
patrén diferente al observado en retornos diarios. La volatilidad implicita descrita por el
modelo propuesto tiende a ser mas baja, lo cual se puede deber a que el modelo describe
mejor la volatilidad causada por retornos de alta magnitud. Por tal motivo, dado que para
los otros modelos la volatilidad en retornos altos estaba siendo subestimada, el precio de
la opcién calcualda por el nuevo modelo debe ser menor, pues detecta un nivel de riesgo
mayor.



Conclusiones

Se compararon algunos modelos de volatilidad ampliamente usados en el contexto de
valoracién de opciones, en cuanto a la habilidad que poseen para pronosticar y describir
la varianza caracteristica de las series de precios bursétiles intradiarias. Encontramos, que
para este tipo de series, se observa un comportamietno asimétrico que no es plenamente
descrito en el marco de la definicién del Efecto Leverage, segun el cual, los retornos
negativos generan un mayor crecimiento de volatilidad. Empiricamente, se encontré que
para ciertos rezagos de tiempo y magnitudes de retornos, el impacto en la volatilidad
podria ser grande tambien en retornos positivos. Teniendo en cuenta lo anterior, al ajustar
los modelos GARCH, EGARCH y GJR-GARCH, se observé una clara sobrestimacion de
la volatilidad inherente de las series.

Dadas las falencias detectadas en la estimacion de la volatilidad al ajustar los modelos
anteriormente mencionados, y los hallazgos empiricos de un comportamiento estacio-
nal de la distribucién condicional de los retornos, se propone una nueva aproximacion,
siguiendo la estructura de un modelo de difusién estocdstica. Nuestros resultados evi-
dencian un mejor ajuste en la descripcién del comportamiento de la volatilidad.

Al aplicar los estos modelos para el cdlculo de los precios de opciones call, observanos
que para opciones out-the-money, el modelo HN-GARCH presenta los mas bajos precios.
Esto se puede deber a que esta posicion financiera requiere altos retornos positivos, los
cuales son subestimados por este modelo. Para opciones in the money, el comportamiento
es similar.

Al evaluar los modelos cldsicos de valoraciéon de opciones y contrastar sus resultados
con los obtenidos mediante nuestra aproximacién para el caso de opciones intradiarias,
este da una estimacién de precios considerablemente mas baja que los modelos GARCH
tradicionales. Esto podria tener grandes implicaciones en la forma como actualmente se
estan valorando este tipo de derivados financieros.
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