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Introducción

Los investigadores en ciencias de la conducta y de la salud se encuentran a menudo con
problemas referentes a la igualdad de dos o más poblaciones en términos de sus paráme-
tros de localización asociados a alguna variable de interés [Gómez, 2006]. Por ejemplo, al
explorar la biodiversidad cuando se miden las propiedades genéticas de una población de
individuos que pertenecen a diferentes grupos, es común comparar los rasgos de multiples
grupos que contienen varios individuos, los cuales pueden diferir tan solo cuantitativamente
mas no cualitativamente. En este caso la hipótesis científica es formulada en términos de
la diferencia de medias entre al menos dos de estos grupos [Herberich et al., 2010].

Para esta clase de usuarios puede ser difícil verificar el cumplimiento de los supuestos
teóricos con los cuales se construye cualquier procedimiento estadístico. Un ejemplo común
es la comprobación de la normalidad en un conjunto de datos, y adicionalmente, cuando
este conjunto se encuentra dividido en grupos, verificar si entre estos existe igualdad de
varianzas, es decir, si se presenta homocedasticidad.

Usualmente, seleccionar un procedimiento de inferencia estadística apropiado para eva-
luar la diferencia de medias entre múltiples grupos cuando se incumplen los supuestos de
normalidad y homoscedasticidad no es una decisión trivial. En la literatura estadística
aplicada se presentan pocas alternativas para estos casos, básicamente se encuentran las
pruebas no paramétricas de Kruskal-Wallis y de permutaciones con la estadística F tradi-
cional. Estas dos pruebas se construyen sin el supuesto de que la distribución de la variable
sea normal.

Este tipo de pruebas no paramétricas son utilizadas con frecuencia en escenarios que
no cumplen con los supuestos necesarios. En la literatura usual, si la prueba paramétrica
no aplica porque se está violando alguno de los supuestos subyacentes a ésta, como el
de normalidad, entonces se emplea su contraparte no paramétrica, sin tener en cuenta
que las pruebas no-paramétricas también son construidas bajo supuestos. Un ejemplo de
esto es la prueba de Kruskal-Wallis, empleada para evaluar la igualdad de parámetros de
localización en más de dos poblaciones, la cual fue construida bajo los supuestos de: K
muestras aleatorias, independientes y homoscedásticas (ya sea bajo igualdad de varianzas
o algún otro parámetro de escala). Vargha and Delaney [1998] en su artículo, citan a
Pagano [1994], Hinkle et al. [1994] y Welkowitz et al. [1991], quienes presentan de manera
equivocada en sus publicaciones el contexto en el cual se debe aplicar la prueba de Kruskal-
Wallis, pues estos autores aseguran que al no cumplirse los supuestos de normalidad y
homoscedasticidad en el ANOVA clásico automáticamente se debe utilizar esta prueba.

VII



INTRODUCCIÓN VIII

Debido a lo anterior, resulta importante conocer bajo qué supuestos son construidas
las pruebas y bajo qué condiciones llegarían a ser robustas 1, para tener confianza de que
los resultados obtenidos sean correctos e interpretados adecuadamente por los usuarios que
utilizan estas técnicas como una herramienta de validación en sus investigaciones.

Además de tener poca claridad en la literatura existente acerca de este tipo de pruebas,
se encuentran resultados contradictorios como los presentados por Good [2005, p.89] quien
desarrolla un trabajo de simulación, que muestra la robustez de la prueba de permutaciones
con la estadística F tradicional cuando se hacen pequeñas variaciones en las varianzas de
las distribuciones. Vargha and Delaney [1998] demostraron que la prueba de Kruskal-Wallis
no es robusta a la heteroscedasticidad y Boik [1987] verificó el mismo resultado para la
prueba de permutación con la estadística F según menciona Wilcox [1989].

El Grupo de Investigación Npar y Datos de la Facultad de Ciencias de la Universidad
Nacional de Colombia, ha venido trabajando el problema de inferencia de homogenei-
dad de medias bajo heteroscedasticidad mediante el proyecto titulado “Construcción de

pruebas de permutación para la alternativa de localización en el problema de

K-muestras independientes bajo heteroscedasticidad ” . En la primera fase del pro-
yecto se estudió la literatura estadística que hace referencia a este problema encontrando
cuatro pruebas basadas en permutaciones y dos pruebas no paramétricas tradicionales,
siendo una de estas la prueba de Kruskal-Wallis, con el objetivo de examinar el desempeño
de cada prueba en términos del comportamiento de sus tasas de error tipo I, estimadas a
través de métodos empíricos, concluyendo que ninguna de las pruebas trabajadas cumple
la propiedad de conservación en todas las condiciones de experimentación planteadas. Bajo
estos resultados se observó que la prueba de mejor desempeño, en términos de la propiedad
de conservación, fue la prueba que empleaba el estadístico de James.

Estos resultados sugieren dos líneas de trabajo, por un lado construir una literatura
clara o al menos unas indicaciones básicas para que los profesionales en otras áreas no
incurran en el mal uso de las pruebas, tal como lo mencionan Mundry and Fischer [1998] y
Ruxton and Beauchamp [2008]; y por otra parte, la búsqueda de pruebas para igualdad de
parámetros de localización bajo no normalidad, útiles en escenarios de heteroscedasticidad,
como menciona Weerahandi [1995] para su aplicación en estudios en el campo biomédico.
Esta tesis está enmarcada dentro del proyecto mencionado anteriormente y está orientada
hacia esta última línea, cuyo objetivo es explorar con métodos empíricos la propiedad de
conservación de una prueba basada en permutaciones, con una modificación de la estadís-
tica de James, para la igualdad de parámetros de localización en más de dos poblaciones
bajo heteroscedasticidad.

1La robustez entendida como la define Box [1953]:“se refiere a la insensibilidad de las tasas de error

tipo I y potencia de los estadísticos ante violaciones de los supuestos asociados a los mismos”.



CAPÍTULO 1

Marco Teórico

En este capítulo se presentan los conceptos básicos requeridos para el desarrollo de la
presente investigación. En la sección 1.1 se encuentra la definición de pruebas de hipótesis,
en 1.1.1 se desarrolla el concepto de pruebas uniformemente mas potentes, en 1.1.2 se
trabaja la definición de pruebas insesgadas y en 1.1.3 se define cuando una prueba es exacta
y conservadora. En la sección 1.2 se define una prueba de permutación, en 1.2.1 se trabaja
la propiedad de condicionalidad e intercambiabilidad como propiedad fundamental en una
prueba de permutación, y en 1.2.2 se define el principio de una prueba de permutación. En
la sección 1.3 se expone el problema de inferencia que se quiere solucionar y por último en
1.4, el estadístico de James como un elemento fundamental de la presente investigación.

1.1. Prueba de Hipótesis

Siguiendo a Shao [2003, p.404]; sea X una muestra de una población P en P, donde P
es una familia de poblaciones. Basado en el valor observado de X, se prueba una hipótesis

H0 : P ∈ P0 vs H1 : P ∈ P1

donde P0 y P1 son dos subconjuntos disyuntos de P y P0 ∪ P1 = P.

Una prueba de hipótesis es un estadístico T (X) que toma valores entre [0, 1]. Cuando se
observa que X = x, se rechaza H0 con probabilidad T (x) y se acepta H0 con probabilidad
1−T (x). Si T (X) = 1 ó 0 es casi segura P, entonces T (X) es una prueba no aleatoria. De
otra forma T (X) es una prueba aleatoria.

1.1.1. Pruebas Uniformemente más Potentes (UMP)

Para una prueba de hipótesis T (X) su función de potencia es definida como:

βT (P ) = E[T (X)], P ∈ P (1.1)

1



CAPÍTULO 1. MARCO TEÓRICO 2

Si P ∈ P0, βT (P ) es la probabilidad de error tipo I. Si P ∈ P1, βT (P ) es la proba-
bilidad de no rechazar H1, dado que H1 es verdadera. En este caso, βT (P ) es 1 menos la
probabilidad de error tipo II.

Cuando el tamaño de la muestra es fijo no es posible minimizar las dos probabilidades
de error simultáneamente. En este caso se maximizará la potencia βT (P ) sobre todos los
P ∈ P1 (es decir, minimizando la probabilidad de error tipo II) y sobre todas las pruebas
T se satisface que

sup
P∈P0

βT (P ) ≤ α (1.2)

donde α ∈ [0, 1] es un nivel de significancia dado. Cabe anotar que el lado izquierdo de
(1.2) se define como el tamaño de T .

Definición 1. Una prueba T∗ de tamaño α es una prueba uniformemente más potente
(UMP) si y solo si βT∗

(P ) ≥ βT (P ) para todos los P ∈ P1 y T con nivel de significancia
α.

Cuando no hay métodos analíticos que garanticen la existencia de una prueba UMP, a
diferencia de muchos casos bajo normalidad que a través de métodos basados en funciones
de verosimilitud se llega a este tipo de pruebas, es posible imponer una restricción razonable
sobre las pruebas que se consideran y encontrar pruebas óptimas dentro de la clase de
pruebas bajo la restricción. Tales tipos de restricciones en problemas de estimación son el
insesgamiento y la invarianza.

1.1.2. Prueba Insesgada

Una prueba UMP T de tamaño α cumple las siguientes propiedades:

(i) βT (P ) ≤ α, P ∈ P0 y (ii) βT (P ) ≥ α, P ∈ P1. (1.3)

Es decir, con una prueba insesgada, T , es más probable rechazar una hipótesis nula
siendo esta falsa, que cuando ella en realidad es verdadera. Así se obtiene la siguiente
definición:

Definición 2. Sea α un nivel de significancia establecido, una prueba T para

H0 : P ∈ P0 vs H1 : P ∈ P1

se denomina insesgada de nivel α si y solo si se cumple (1.3). Una prueba de tamaño α se
denomina la uniformemente insesgada más potente (UMPU, por sus siglas en inglés), si y
solo si es (UMP) dentro de la clase de test insesgados de nivel α.

Dado que una prueba UMP es UMPU, la discusión acerca del insesgamiento de la
prueba es útil sólo cuando una prueba UMP no existe.

1.1.3. Exactitud y Conservación

Según Good [2005, p.21]; en la práctica no es común conocer ni la distribución de
una variable ni los valores de los parámetros de ruido de la distribución. Usualmente se
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quiere probar una hipótesis compuesta, al respecto Cepeda [2008, p.78] presenta el siguiente
ejemplo: se tiene información para afirmar que el porcentaje de personas no fumadoras que
se recuperan de un ataque cardíaco es 77%. Dado que el cigarrillo no tiene ningún efecto
positivo sobre la salud, es razonable confrontar hipótesis como las siguientes.

H : El porcentaje de fumadores que se recupera de una ataque cardíaco es mayor o
igual a 77%.

H1 : El porcentaje de fumadores que se recupera de una ataque cardíaco es menor de
77%.

En este caso, se tienen las hipótesis compuestas:

H : θ ∈ Θ1

H1 : θ ∈ Θ2

donde Θ1 = [0.77, 1), Θ2 = (0, 0.77), Θ1 ∩Θ2 = φ, Θ1 ∪Θ2 = (0, 1) y Θ2 = Θc
1.

Definición 3. Si Θ1 contiene más de un punto, H se denomina una hipótesis compuesta.
Si Θ1 contiene solo un punto, H se denomina hipótesis simple. La misma convención es
válida para H1.

Por otra parte, una prueba es exacta con respecto a una hipótesis compuesta si la
probabilidad de cometer un error tipo I es exactamente α para todas y cada una de las
posibilidades que conforman la hipótesis. Se dice que una prueba es conservadora si el
error tipo I nunca excede a α, es decir que se cumpla (i) de (1.3). En este sentido, una
prueba exacta es conservadora aunque el recíproco no es cierto.

La importancia de una prueba exacta no puede sobreestimarse, en especial una prueba
que es exacta a pesar de su distribución. Si una prueba que está nominalmente al nivel α
se encuentra actualmente al nivel c, se pueden presentar los siguientes inconvenientes: si
c > α, el riesgo de cometer un error tipo I es mayor de lo que se está dispuesto a tolerar.
Si c < α la probabilidad de cometer un error tipo II se incrementaría.

1.2. Prueba de Permutación

Según Good [1993, p.167]; una prueba de permutación se define como:

Definición 4. Una prueba de permutación, T , de nivel α, consiste en un vector de N

observaciones llamado z, un estadístico T [z], y un criterio de aceptación A : R×R → [0, 1],
donde A toma el valor de uno si T [z] < T [πz] ó toma el valor de cero si T [z] ≥ T [πz], de
tal forma que:

p− valor =

∑
π∈ΠA(T [z], T [πz])

N !
≤ α

donde Π es el conjunto de todos los posibles arreglos distinguibles de las N observaciones.

1.2.1. Condicionalidad e Intercambiabilidad

Según Pesarin [2001, p.3]; para la mayoría de los problemas de pruebas de hipótesis,
el conjunto de datos observados x = {x1, . . . , xn} es obtenido usualmente por un experi-
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mento simbólico realizado n veces sobre una variable poblacional X, el cual toma valores
en el espacio muestral X . Es común agregar adjetivos simbólicos a nombres tales como
experimentos, tratamientos, entre otros, para referirse a contextos experimentales, seudo-
experimentales y observacionales. Para el propósito de análisis, el conjunto de datos x se
particiona generalmente en grupos o muestras, acorde con los niveles de tratamiento del
experimento.

Cuando un conjunto de datos se observa en su valor x, se presume que un experimento
de muestreo sobre una población subyacente ya se ha realizado, de modo que la distribución
de muestreo resultante FP está relacionada con la población P .

Para cualquier problema general de las pruebas de hipótesis, en la hipótesis nula (H0),
se asume normalmente que los datos provienen de tan solo una distribución de población
desconocida FP y el conjunto total de datos observados x es considerado una muestra
aleatoria, tomando valores en el espacio muestral X n, donde x es una observación de la
variable muestral n-dimensional X(n).

Se dice que una familia de distribuciones FP se comporta de forma no paramétrica
cuando no es posible encontrar un parámetro θ, que pertenece a un espacio de parámetros
conocidos de dimensión finita Θ, tal que existe una relación uno a uno entre Θ y FP , en
el sentido en que cada miembro de FP no puede ser identificado por un único miembro de
Θ, y viceversa.

Esta definición incluye familias de distribuciones ya sean especificas y no especificas
excepto por un número infinito de parámetros desconocidos. Todas las familias de distri-
buciones no paramétricas FP las cuales son de interés en el análisis de permutación se
asumen suficientemente ricas en el sentido de que si x y x

′

son dos puntos de X , entonces
x 6= x

′

implica fP (x)6=fP (x
′

) para al menos un FP ∈ FP , excepto para puntos con den-
sidad nula. Cabe anotar que la caracterización de una familia FP como no paramétrica
depende esencialmente del conocimiento que se asuma de ella. Cuando se asume que la
familia subyacente FP contiene todas las distribuciones continuas, entonces el conjunto de
datos x es mínimo, completo y suficiente.

El conjunto de datos observados x es siempre un conjunto de estadísticos suficientes
en H0 cualquiera que sea la distribución subyacente. Para ver esto de una forma simple,
se asume que H0 es cierta y que todos los miembros de una familia no paramétrica de
distribuciones no degenerativas y distintas FP son dominadas por una medida ξ; por otra
parte se denomina fP la función de densidad de la distribución de probabilidad FP con

respecto a ξ, f
(n)
P (x) la función de densidad de la variable muestral X(n), y por x el conjunto

de datos. Cuando la identidad f
(n)
P (x) = f

(n)
P (x) ∗ 1 sea verdadera para todos los x ∈ X n,

excepto para los puntos en los que f
(n)
P (x) = 0, debido al conocido teorema de factorización,

cualquier conjunto de datos x es por lo tanto un conjunto suficiente de estadísticos para
cualquier FP ∈ FP .

Por principios de suficiencia, probabilidad y condicionalidad de inferencia, dado un

punto muestral x, si x∗ ∈ X n es tal que la razón de probabilidad
f
(n)
P (x)

f
(n)
P (x∗)

= ρ(x,x∗) no

depende de fP para cualquier FP ∈ FP , entonces se dice que x y x∗ contienen esencialmente
el mismo monto de información con respecto a FP , así ellas son equivalentes para propósitos
inferenciales. El conjunto de puntos que son equivalentes a x, con respecto a la información
contenida, se denomina la órbita asociada con x y se denota por X n

/x, así que X n
/x =

{x∗ : ρ(x,x∗) es fP -independiente}. Es de resaltar que, cuando los datos se obtienen a
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través de muestreo aleatorio con observaciones i.i.d., de modo que f
(n)
P (x) = Π1≤i≤nfP (xi),

entonces la orbita X n
/x asociado con x contiene todas las permutaciones de x y, la razón de

probabilidad satisface la ecuación ρ(x,x∗) = 1.

La misma conclusión se obtiene si se asume que f
(n)
P (x) es invariante con respecto a

las permutaciones de los argumentos de x, es decir los elementos (x1, . . . , xn). Esto sucede
cuando el supuesto de independencia para datos observables se reemplaza por el de in-

tercambiabilidad: f
(n)
P (x1, . . . , xn) = f

(n)
P (xu∗

1
, . . . , xu∗

n
), donde (xu∗

1
, . . . , xu∗

n
) es cualquier

permutación de (1, . . . , n). En el contexto de las pruebas de permutación, este concepto de
intercambiabilidad se denomina a menudo como la intercambiabilidad de los datos obser-
vados con respecto a los grupos. Las orbitas X n

/x también se denominan espacios muestrales
de permutación. Es importante señalar que la orbita X n

/x asociada con el conjunto de datos
x ∈ X n siempre contiene un número finito de puntos, siempre que n sea finito.

Las pruebas de permutación son procedimientos estadísticos condicionales, cuyo condi-
cionamiento es con respecto a la orbita X n

/x asociado con el conjunto de datos observados
x. Así, X n

/x juega el papel de conjunto referencia para la inferencia condicional. En este
sentido, en la hipótesis nula y asumiendo intercambiabilidad, la distribución de probabi-
lidad condicional de un punto genérico x ∈ X n

/x, para cualquier distribución condicional
subyacente FP ∈ FP , es:

Pr{x∗ = x
′

|X n
/x} =

∑
x∗=x

′ f
(n)
P (x∗) · dξn

∑
x∗∈Xn

/x
f
(n)
P (x∗) · dξn

=
#[x∗ = x

′

,x∗ ∈ X n
/x]

#[x∗ ∈ X n
/x]

el cual es FP -independiente. Por supuesto, si existe un único punto en la orbita X n
/x

cuyas coordenadas coinciden con aquellas de x
′

, es decir si no hay empates en el conjunto
de datos, y si las permutaciones corresponden a las permutaciones de los argumentos,
entonces esta probabilidad condicional sería 1

n! . Así, Pr{x∗ = x
′

|X n
/x} es uniforme sobre

X n
/x para todo FP ∈ FP .

Estas afirmaciones permiten que la inferencia de permutación sea invariante con respec-
to a FP en H0. Algunos autores, enfatizando esta propiedad de invarianza de la distribución
de permutación en H0 prefieren denominarla pruebas de invarianza. Además debido a es-
ta propiedad de invarianza las pruebas de permutación son libres de distribución y no
paramétricas.

Como consecuencia, en la hipótesis alternativa H1, la probabilidad condicional muestra
un comportamiento un poco diferente y en particular pueden depender de FP . Para lograr
esto de una manera simple se considera por ejemplo, un problema de dos muestras donde
fn1
P1

y fn2
P2

son las funciones de densidad, con relación a la misma medida dominante ξ de dos
diferentes distribuciones de muestreo FP1 y FP2 , las cuales se asumen que difieren al menos
en un conjunto de probabilidad positiva. También se supone que x1 y x2 son dos conjuntos
de datos separados e independientes con tamaños muestrales n1 y n2, respectivamente.
Por lo tanto, como la probabilidad asociada con el conjunto de datos es fn

P (x) = fn1
P1

(x1) ·
fn2
P2

(x2), donde el principio de suficiencia que sigue el conjunto de datos particionado
en dos grupos, (x1;x2) ahora es el conjunto de estadísticos suficientes. De hecho, por
la invarianza conjunta de la razón de probabilidad con respecto a ambos fP1 y fP2 , la
orbita de x es (X n1

/x1
,X n2

/x2
) donde X n1

/x1
y X n2

/x2
son orbitas parciales asociadas con x1 y

x2, respectivamente. Esto implica que, condicionalmente, ningún dato proveniente de x1
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puede ser intercambiado por otro de x2 debido a que en H1 las permutaciones se permiten
solo dentro de los grupos, separadamente.

Consecuentemente, cuando se pueden encontrar estadísticos sensibles a la diversidad de
dos distribuciones, se puede tener un procedimiento para construir pruebas de permutación.
Por supuesto, cuando se construyen pruebas de permutación, también debería considerarse
la importancia física del efecto tratamiento, de modo que las conclusiones inferenciales
resultantes tengan interpretaciones claras.

Aunque el concepto de condicionamiento para pruebas de permutación esta apropiada-
mente asociado a la forma de condicionamiento con respecto a la orbita X n

/x, una expresión
simplificada para este concepto consiste en que las pruebas de permutación son procedi-
mientos inferenciales que están condicionados al conjunto de datos observados x. De hecho,
una vez se conoce x y se asume la condición de intercambiabilidad en H0, X

n
/x permanece

completamente determinado por x.

1.2.2. Principio de Prueba de Permutación

Según Pesarin [2001, p.6]; el acto de condicionar a un conjunto estadístico suficiente en
H0, y el supuesto de intercambiabilidad con respecto a los grupos para datos observados,
hacen independientes las pruebas de permutación del modelo de probabilidad subyacente
relacionado con FP . Como consecuencia, FP puede ser desconocido o no especifico ya sea
en alguno de sus parámetros o en su forma analítica. Esto se puede ver con la siguiente
definición:

Definición 5. Principio de Prueba de Permutación. Si dos experimentos, toman
valores en el mismo espacio muestral X n con distribuciones subyacentes FP1 y FP2 respec-
tivamente, y ambos miembros de FP , dado el mismo conjunto de datos x, entonces las dos
inferencias condicionales sobre x y obtenidas usando la misma prueba estadística deben ser
iguales, siempre que la intercambiabilidad de los datos con respecto a los grupos se cumpla
en la hipótesis nula. En consecuencia, si dos experimentos, con distribuciones subyacen-
tes FP1 y FP2 , dados x1 y x2 respectivamente, y x1 6= x2, entonces las dos inferencias
condicionales pueden ser diferentes.

1.3. Problema de Inferencia

La selección aleatoria de muestras independientes de K poblaciones se conoce como
diseño de un factor. Los datos en el diseño de un factor pueden obtenerse mediante la toma
de muestras independientes de cada una de las K poblaciones que se quieran estudiar.
Un interés en este tipo de diseños está en probar la hipótesis sobre la igualdad de las
distribuciones de donde éstas provienen, frente a la alternativa de que éstas difieran en
algún sentido. En este trabajo, el interés se centra en las diferencias entre sus parámetros
de localización, más exactamente la media. Un ejemplo de esto fue el enunciado en la
introducción, en este se habla de medir las propiedades genéticas de una población de
individuos que pertenecen a diferentes grupos, con el objetivo de establecer si estos grupos
pertenecen a la misma población.

Los requisitos para realizar la prueba de hipótesis de igualdad de medias en más de dos
poblaciones, se presenta a continuación:
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Debe disponerse de K muestras

X1,1, ...,Xn1,1;X1,2, ...,Xn2,2; ...;X1,K , ...,XnK ,K

extraídas de las distribuciones

F

(
x− µ1

σ1

)
, ..., F

(
x− µK

σK

)

respectivamente, donde

Fj = F

(
x− µj

σj

)

es una función de distribución continua y simétrica para todo j = 1, ...,K con media
µj y varianza σ2

j finita.

El problema de inferencia consiste en contrastar el siguiente sistema de hipótesis:

H0 : µ1 = ... = µK versus H1 : µi 6= µj (1.4)

para algún i 6= j con i, j = 1, ...,K.

Para contrastar el sistema de hipótesis presentado en (1.4), la literatura presenta va-
rias opciones, las cuales deben ser utilizadas bajo las condiciones con las cuales fueron
construidas. Por ejemplo, si se trabaja con distribuciones simétricas se encuentra la prueba
no-paramétrica de permutaciones Kruskal-Wallis y si además está distribución es la normal
se encuentra la prueba de permutaciones que utiliza como estadística de prueba la F del
ANOVA. Teóricamente estas pruebas deberían utilizarse si hay presencia de homocedastici-
dad entre los grupos. Así mismo, se encuentran pruebas cuando la distribución subyacente
de los datos Fj es la normal y hay presencia de heteroscedasticidad entre los grupos, como
las propuestas realizadas por James [1951], Brown and Forsythe [1974] y Wilcox [1989];
cabe anotar que estas últimas pruebas presentan aproximaciones de distribución asintótica
bajo la hipótesis de igualdad de medias.

1.4. Estadístico de Prueba de James (1951)

El principio de pruebas de permutación, descrito en la subsección (1.2.2), permite uti-
lizar un estadístico de prueba arbitrario para contrastar un sistema de hipótesis, ya que
las pruebas de permutación son procedimientos inferenciales que están condicionados al
conjunto de datos observados x = {x1, . . . , xn} y no dependen del modelo de probabilidad
subyacente relacionado con la población P .

En la primera fase desarrollada en el proyecto en el cual está enmarcado este trabajo (ver
introducción, página VII), se concluyó que ninguna de las pruebas estudiadas basadas en
permutaciones cumplen la propiedad de conservación en todas las condiciones planteadas.
Sin embargo, la prueba con mejor desempeño en términos de la propiedad de conservación
fue aquella que empleó el estadístico de prueba planteado por James [1951].
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James [1951] mostró que el estadístico Q1 en 1.5, sirve para contrastar el sistema de
hipótesis en (1.4) cuando Fj es la distribución normal y hay heterogeneidad de varianzas.
El estadístico de prueba Q1 está definido de la siguiente manera:

Q1 =

K∑

j=1



Wj

(
Xj −

∑K
j=1WjXj
∑K

j=1Wj

)2


 =

K∑

j=1

(
WjX

2
j

)
−

(∑K
j=1WjXj

)2

∑K
j=1Wj

(1.5)

con Wj =
nj

S2
j

, donde S2
j es la estimación insesgada de la varianza en j-ésimo grupo.

En esta tesis se presentarán modificaciones al estadístico de prueba en (1.5), con el
objetivo de explorar a través de métodos empíricos la propiedad de conservación de una
prueba basada en permutaciones, para la igualdad de parámetros de localización en más
de dos poblaciones continuas y simétricas bajo heteroscedasticidad.



CAPÍTULO 2

Metodología

En este capítulo se presenta la metodología empleada para el desarrollo de la investiga-
ción. Un primer aporte del estudio se muestra en la sección 2.1, en donde se presentan las
propuestas de modificación al estadístico de James. En la sección 2.2 se define el criterio
de comparación para los niveles de significancia estimados. En la sección 2.3 se estable-
cen las condiciones experimentales para el estudio empírico de las tasas de error tipo I,
entre ellas: número de grupos 2.3.1, tipo de diseño 2.3.2, tamaños de muestra 2.3.3, tipo
de distribución 2.3.4 y heteroscedasticidad 2.3.5. Por último en la sección 2.4 se presenta
el algoritmo de programación en R (ver sección B.1) de la simulación Monte Carlo de las
tasas de error tipo I para cada condición experimental.

2.1. Modificación al estadístico de prueba de James

En esta sección se presentan dos modificaciones al estadístico presentado en (1.5),
teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la primera fase del proyecto en el cual
esta enmarcado este trabajo (ver introducción, página VII). En esta fase se encontró que
el esquema de heteroscedasticidad es el elemento que más incide en el desempeño de las
pruebas, siendo más notorio cuando la varianza disminuye en la medida que el número del
grupo aumenta, ligado a que en los diseños desbalanceados se aumentó el tamaño de la
muestra con el número del grupo. Adicionalmente, se encontró que los cambios debidos a
la distribución son de muy bajo impacto en las tasas de error tipo I, similar a la influencia
por la condición de balance o no del diseño. Por último, se encontró que los tamaños de
muestra y el número de grupos están correlacionados negativamente con las tasas de error
tipo I, variando de una prueba a otra la magnitud en que se afectan.

Teniendo en cuenta lo anterior se establecieron dos modificaciones al estadístico de
James presentado en la sección (1.4), las cuales consisten en proponer un factor de ponde-
ración alternativo.

9
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Las modificaciones propuestas son:

a) Modificación 1 (Mod.1):

M1 =

K∑

j=1



W

(1)
j


Xj −

K∑

j=1

W
(1)
j Xj




2
 (2.1)

con W
(1)
j =

Wj
∑K

j=1 Wj

Esta modificación consiste en asegurar que la sumatoria de los pesos W
(1)
j sea igual a

uno. Este re-escalamiento se construyó buscando que los (W
(1)
j ) actuaran como ponderado-

res en la connotación de pesos relativos a un total (referido a la variación y los tamaños de
muestra de los K grupos). Mientras que los Wj planteados por James son pesos absolutos
que sólo dependen de la información del j-ésimo grupo.

b) Modificación 2 (Mod.2):

M2 =

K∑

j=1



W

(2)
j

(
Xj −

∑K
j=1W

(2)
j Xj

∑K
j=1W

(2)
j

)2


 =

K∑

j=1

(
W

(2)
j X

2
j

)
−

(∑K
j=1W

(2)
j Xj

)2

∑K
j=1W

(2)
j

(2.2)
con

W
(2)
j =

nj

(N−nj)

S2
j

(S2−S2
j )

=
nj(S

2 − S2
j )

S2
j (N − nj)

N =
∑K

j=1 nj y S2 es la varianza insesgada de los datos que hacen parte del diseño.

Esta propuesta pretende que el factor de ponderación W
(2)
j permita reducir tanto el

efecto del tamaño de los grupos (nj) con respecto al número total de datos (N), como la
variabilidad de cada grupo (S2

j ) con respecto a la varianza (S2), en el diseño planteado.

Los pesos W
(2)
j pueden asumir valores negativos en el caso que S2 < S2

j . Para esta tesis
se considerarán sin ninguna transformación con el fin de revisar su comportamiento. Se
espera que grupos para los cuales ocurra S2 < S2

j reflejen algún comportamiento particular
que este sucediendo dentro del j-ésimo grupo, con respecto al comportamiento de los otros
grupos presentes en el diseño.

Para ello fue necesario programar en R (ver subsección B.1.4) las pruebas basadas
en permutaciones de la sección (1.2), el estadístico de prueba de James presentado en la
sección (1.4) y los estadísticos de prueba propuestos en esta sección.

2.2. Criterio de comparación para los niveles de significancia

estimados

El criterio de comparación está dirigido al cumplimiento de la propiedad de conservación
de una prueba estadística, propiedad fundamental para la validez de los resultados que ésta
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genere en términos del rechazo o no rechazo de H0. Esta propiedad descrita en (i) de (1.1.2)
consiste en garantizar que las probabilidades de cometer error tipo I estén acotadas por
un límite. Según Good [1993], este límite es el nivel de significancia α.

La conservación es una propiedad teórica que se puede estudiar analíticamente sólo
si se conoce la distribución de probabilidades del estadístico de prueba bajo la hipótesis
nula. En el caso del estadístico de James se tiene una aproximación asintótica para su
distribución bajo la hipótesis de igualdad de medias y normalidad de Xij .

2.3. Condiciones experimentales para el estudio empírico de

las tasas de error tipo I

Las estructuras que se plantearán a continuación están basadas en trabajos de autores
como Wilcox [1989], Algina et al. [1994], Krishnamoorthy et al. [2007], Herberich et al.
[2010], entre otros; los cuales abordan el problema de inferencia planteado en la sección
(1.3), bajo condiciones de heteroscedasticidad.

Las condiciones experimentales, entendidas como las variables presentes en el algoritmo
de simulación y sus respectivas estructuras, fueron programadas en el paquete estadístico
R (ver sección B.1) y se presentan a continuación:

2.3.1. Número de grupos

Condición (K) con 5 diferentes niveles: 3, 4, 5, 6, 10.

La idea de considerar diferentes números de grupos, es debido a que muchas preguntas
de investigación en educación, psicología, negocios, industria y ciencias naturales están
relacionadas con la comparación de varios grupos o tratamientos. Adicionalmente, bajo
éstos niveles en particular se han basado la mayoría de estudios que pretenden dar solu-
ción al problema de inferencia de igualdad de parámetros de localización en más de dos
poblaciones bajo heteroscedasticidad.

2.3.2. Tipo de diseño

Condición (D) con 2 niveles: balanceado si n1 = n2 = · · · = nK o desbalanceado
considerando nj = n1 + j − 1, para j = 2, . . . ,K, es decir, en este esquema desbalanceado
se incrementa gradualmente en una unidad del primer al último grupo.

2.3.3. Tamaños de muestra

Condición (n1) con 9 niveles: 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 y 15. La estructura será la siguiente:

a) Para un número de grupos K = 3, 4, 5, 6; se considerarán tamaños de muestra n1 =
{5, 6, . . . , 11}.
Por la forma de construcción el tamaño de las muestras está asociado al número
de mediciones del grupo K = 1, por tanto se identifica con (n1), para los casos
balanceados, los tamaños de todos los grupos presentan la misma cantidad de datos
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con los cuales se genere el grupo K = 1; y para los casos desbalanceados, los tamaños
de los grupos son n1; n2 = n1 + 1; n3 = n1 + 2; . . . ; nK = n1 +K − 1.

b) Para un número de grupos K = 10, se considerarán n1 = {5, 15} pa-
ra diseños balanceados y configuraciones n = (3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5) y n =
(4, 4, 4, 12, 12, 12, 15, 15, 15, 15) para diseños desbalanceados.

2.3.4. Distribuciones simétricas y continuas

Condición (F) con 4 niveles: Distribución Exponencial potencia con parámetro 1 (La-
place), Logística, Normal y Exponencial potencia con parámetro 1.5 [Blanco, 2003, p.159],
(normp). Todas las distribuciones se trabajaron con media cero (en cumplimiento con la
hipótesis nula presentada en 1.4) y parámetro de escala variable, de acuerdo con la espe-
cificación que se hará en 2.3.5.

2.3.5. Heteroscedasticidad

Condición (σ) con 5 niveles:

a) Crece unidad, denotará el incremento en una unidad para las desviaciones desde el
grupo 1 hasta el grupo K, σj = j para j = 1, . . . ,K.

b) Crece décima, denotará el incremento en una décima para las desviaciones desde el
grupo 1 hasta el grupo K, σj = 1 + 0.1(j − 1) para j = 1, . . . ,K.

c) Iguales, denotará la desviación constante igual a uno, σj = 1 para j = 1, . . . ,K.
Este nivel representará el caso donde hay homocedasticidad entre los grupos.

d) Decrece décima, denotará el decremento en una décima para las desviaciones desde
el grupo 1 hasta el grupo K, σj = 1 + 0.1(K − j) para j = 1, . . . ,K.

e) Decrece unidad, denotará el decremento en una unidad para las desviaciones desde
el grupo 1 hasta el grupo K, σj = K − j + 1 para j = 1, . . . ,K.

El incremento ó decremento en la magnitud de la condición (σ) de una muestra a otra,
se empleó para explorar el efecto del alejamiento a la condición de homoscedasticidad.

Las interacciones entre los diseños desbalanceados planteados en la subsección (2.3.2), y
las condiciones de heteroscedasticidad (d) y (e) corresponden a asociaciones inversas entre
la varianza de los grupos y el tamaño de las muestras (correlación −1); mientras que bajo
las condiciones de heteroscedasticidad (a) y (b) corresponden a asociaciones directas entre
la varianza de los grupos y el tamaño de las muestras (correlación 1).

2.4. Programación en R de la simulación Monte Carlo de las

tasas de error tipo I para cada condición experimental

La metodología de Permutación para estimar los niveles de significancia de una prueba
de hipótesis es trabajada por Good [2005, p.93], el autor explica que al no cumplirse alguno
de los supuestos en los procesos estadísticos que son válidos bajo el modelo poblacional de
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inferencia, una alternativa práctica y confiable es el método de pruebas de permutaciones.
Lo cual se evidencia en el trabajo hecho por Ludbrook and Dudley [1998], los autores afir-
man que la aleatorización de muestras no aleatorias en lugar del muestreo aleatorio es la
norma en investigación biomédica, y debido a que el tamaño de los grupos es usualmente
pequeño, las pruebas de permutación o aleatorización para diferencia en parámetros de
localización debería preferirse al uso de las pruebas t o F tradicionales. Adicionalmente,
afirman que la construcción de una distribución de permutaciones exacta es un proceso
extenso y la solución es construir la distribución tomando un muestreo aleatorio por el
método de Monte-Carlo de todas las posibles permutaciones, el resultado es un p-valor
que es tan solo marginalmente menos exacto que el p-valor si se tomara todas las posi-
bles permutaciones. Esta simulación de Monte-Carlo algunas veces se denomina prueba de
aleatorización. Un punto importante que mencionan los autores es la poca disponibilidad
de paquetes estadísticos que soporten las pruebas de permutación para el problema de
inferencia planteado en la sección (1.3). En este sentido, a continuación se presenta el si-
guiente algoritmo para desarrollar una prueba de permutación, cuya estimación comprende
las siguientes etapas:

a) Generar nj con j = 1, 2, . . . ,K, números aleatorios de una distribución específica (F)
de media cero y desviación dada para cada condición experimental, (ver, sección 2.3).

b) Detectar y reemplazar los datos atípicos (si los hay) para cada una de las K muestras
aleatorias, garantizando que los datos de la muestra simulada para cada grupo estén
dentro del 95% de la distribución simulada (F) y teniendo en cuenta la estructura de
heteroscedasticidad (σ), (Ver subsección 2.3.5). El no hacer este proceso de detección
de datos atípicos en cada una de las muestras generadas podría implicar la generación
de ruido dentro de la prueba, en el sentido de rechazar con más frecuencia la hipótesis
nula (H0) en (1.4).

− q(97.5,F) ∗ σj ≤ xij ≤ q(97.5,F) ∗ σj; para i = 1, . . . , nj y j = 1, . . . ,K (2.3)

Donde q(97.5,F) es el cuantil 97.5 de la distribución F con media cero y varianza uno.

Para la detección y el reemplazo de los datos atípicos se realizaron los siguientes
pasos:

1. Se generan las K muestras aleatorias del paso (a).

2. Se examina para cada una de las K muestras aleatorias generadas si los datos
están dentro del 95% de la distribución según las condiciones planteadas en la
sección (2.3), utilizando la desigualdad (2.3).

3. Si se encuentran datos que no estén dentro del intervalo planteado en (2.3) se
descartan.

4. Se generan números aleatorios igual a la cantidad de datos descartados en el
paso (3), manteniendo su estructura.

5. Se verifica si los nuevos datos generados cumplen la desigualdad (2.3), si cumplen
se continua con el paso (c) del algoritmo de simulación.

6. Si los datos generados en el paso (4) no se encuentran dentro del intervalo (2.3)
entonces se repiten los pasos (3) a (5).

7. El proceso termina hasta que todos los datos generados para cada condición
experimental cumplan con la desigualdad (2.3).
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c) Ajustar los datos de modo que las K muestras aleatorias tengan una desviación
muestral igual a la desviación establecida en la estructura de heteroscedasticidad (σ)
(Ver subsección, 2.3.5). Esta muestra ajustada se denominará muestra simulada

ajustada. Para esto se utilizó la siguiente función, que fue programada en R (ver
subsección B.1.1):

aj.desv <- function(x, sigma) {

media <- mean(x)

desv <- sd(x)

y <- ((x - media)/desv)*sigma + media

return(y) }

donde,

x es el conjunto de datos generados en el paso (a) y tratados como se indica en el
paso (b).
σ condición de heteroscedasticidad para cada una de las K muestras aleatorias ge-
neradas (Ver 2.3.5).
media corresponde al vector de medias de los datos simulados para cada una de las
K muestras aleatorias.
desv corresponde al vector de desviaciones estándar de los datos simulados para cada
una de las K muestras aleatorias.
y es el conjunto de datos ajustado de modo que las K muestras aleatorias presenten
la estructura de heteroscedasticidad σ (ver, 2.3.5).

El objetivo de la función aj.desv es transformar la muestra simulada para cumplir la
condición experimental (σ) presentada en la subsección (2.3.5), sin alterar la media
original de cada una de las K muestras aleatorias simuladas.

d) Calcular el estadístico de James y los estadísticos propuestos en la sección (2.1) a la
muestra simulada ajustada.

e) Permutar aleatoriamente las observaciones de la muestra simulada ajustada en el
paso (c).

f) Calcular los estadísticos de prueba a la permutación aleatoria del paso (e).

g) Evaluar una función indicadora para cada prueba que asigne el valor de uno si el
estadístico calculado en el paso (f) excede a el estadístico calculado en el paso (d),
y guardar este valor.

h) Repetir los pasos (e) a (g) I veces (denominado ciclo interno), con I = 159,
siguiendo a Boos and Zhang [2000].

i) Calcular el valor p empírico para cada prueba, es decir promediar las I indicadoras
de las repeticiones del paso (g).

j) Comparar el valor p empírico de cada prueba con el nivel de significancia establecido
(5%), sólo si es menor asignar el valor de uno a la función indicadora de rechazo de
la hipótesis nula, y guardar este valor.

k) Repetir los pasos (a) al (j) O veces (denominado ciclo externo), con O = 379,
siguiendo a Boos and Zhang [2000].
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l) Por ultimo, calcular la proporción de rechazos de la hipótesis nula o tasa de error tipo
I (α̂), para cada prueba en las O muestras simuladas con la condición experimental
que se este trabajando.



CAPÍTULO 3

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en la investigación, se han orga-
nizado de tal manera que en cada sección se describen las ventajas y desventajas de cada
prueba, acompañadas de gráficos de caja comparativos que resumen las tasas de error tipo
I agrupadas según las condiciones que se analizan en la sección y que se indican en su
titulo. En la sección 3.1 se presenta un análisis descriptivo de las tasas de error tipo I. En
las secciones 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 se presentan los comportamientos de las tasas de error
tipo I, agrupadas por las condiciones distribución (F), diseño (D), heteroscedasticidad (σ),
número de grupos (K) y tamaño de muestra (n1), respectivamente.

Se presenta un resumen descriptivo por sección de las características obtenidas de cada
distribución de las tasas de error tipo I, con el objetivo de observar su comportamiento
bajo cada una de las condiciones experimentales definidas, con respecto al cumplimiento
de la propiedad de conservación de una prueba de hipótesis (ver subsección 1.1.3). Para
su lectura debe tenerse en cuenta que el valor nominal utilizado en esta investigación es
α = 0.05.

3.1. Análisis Descriptivo de las tasas de error tipo I

La prueba basada en permutaciones que utiliza el estadístico de James mostró una
distribución de las tasas de error tipo I con un sesgo positivo muy marcado, los valores de
la mediana y del cuartil 3 fueron 0.002639 y 0.010554 respectivamente, lo que nos indica
que al menos el 75% de las tasas son menores que 0.01, y de éstas al menos el 50% son
menores que 0.002, comportamiento que se puede apreciar en la figura (3.1), por lo cual se
observa una gran concentración de las tasas hacia cero. Adicionalmente, el 76.6% de las
tasas están aproximadamente a cuatro puntos porcentuales del valor nominal del 5%. Por
otro lado, se presentan 98 tasas que pueden clasificarse como atípicas, (ver figura, 3.1), se
identificó que tienen la particularidad de estar asociadas en su totalidad con la distribución
Exponencial Potencia con parámetro 1.5 (normp), éstas tasas se concentran alrededor de
0.04, obteniendo su valor máximo en 0.08707 bajo la siguiente configuración: distribución
Exponencial Potencia con parámetro 1.5 (normp), diseño balanceado, número de grupos
igual a 10 y nivel de heteroscedasticidad 1.

16
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La prueba basada en permutaciones que utiliza la modificación 1 presenta una concen-
tración del 75% de las tasas centrales de error tipo I cercanas a cero, exactamente por
debajo de 0, 0079, siendo éste su cuartil 3. Así mismo, se observan 165 tasas que se clasifi-
carían como atípicas, las cuáles se concentran alrededor del valor nominal del 0.05, como se
observa en la figura (3.1). La mediana para esta distribución fue 0, indicando que al menos
el 50% de las tasas son cero, presenta su valor máximo en 0.0897 bajo la siguiente configu-
ración: distribución Exponencial Potencia con parámetro 1.5 (normp), diseño balanceado,
número de grupos igual a 4 y nivel de heteroscedasticidad 3.

Por último, la prueba basada en permutaciones que utiliza la modificación 2 presenta un
mejor comportamiento distribucional de las tasas con relación al valor nominal trabajado
del 0.05. Lo anterior visto en terminos del cumplimiento de la propiedad conservativa de
una prueba de hipótesis (ver sección, 1.1.3); lo cual se puede constatar en la figura (3.1),
en donde se observa cómo la distribución del 75% de las tasas centrales no se concentran
tan cerca de cero, presentando su cuartil 1 en 0 y su cuartil 3 en 0.03166, mientras que las
distribuciones de las tasas obtenidas con la prueba que utiliza la estadística de James y la
prueba que utiliza la modificación 1 presentan valores para sus cuartiles 3 menores a 0.01.
Adicionalmente, se observan exactamente 47 tasas que se pueden clasificar como atípicas,
un número inferior a las presentadas en las otras dos pruebas trabajadas, alcanzando su
valor más alto en 0, 1266 el cual esta asociado con la siguiente configuración: distribución
Logística, diseño desbalanceado, número de grupos igual a 3 y nivel de heteroscedasticidad
4.

Figura 3.1. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2



CAPÍTULO 3. RESULTADOS 18

Estadísticos James Mod.1 Mod.2

Mínimo 0.0000 0.0000 0.0000

Máximo 0.0870 0.0897 0.1266

Primer cuartil 0.0000 0.0000 0.0000

Tercer cuartil 0.0105 0.0079 0.03166

Media 0.009659 0.009657 0.020704

Mediana 0.002639 0.0000 0.007916

Error estándar de la media 0.000463 0.000546 0.000735

Varianza 0.000257 0.000358 0.000648

Desviación estándar 0.016039 0.018914 0.025454

Curtosis 2.53 3.89 1.10

% Tasas inferiores a 0.01 76.6 82 54

% Tasas inferiores a 0.051 96.66 92.41 86.25

% Tasas entre 0.051 y 0.06 2.58 4 4.44

% Tasas superiores a 0.06 0.75 3.58 9.3

N Total 1200 1200 1200

Tabla 3.1. Estadísticas descriptivas de las tasas de error tipo I observadas para cada prueba

3.2. Distribución (F)

En la figura (3.2) se observa que ninguna de las pruebas cumple en su totalidad la
propiedad conservativa, (ver ecuación(1.3), (i)), es decir no todas las tasas de error tipo I
están por debajo del valor nominal trabajado, el cual fue del 5%.

La prueba que utiliza el estadístico James y la prueba que utiliza la modificación 1
presentan formas similares en la distribuciones obtenidas de las tasas de error tipo I,
cuando se tomaron muestras de las distribuciones Laplace, Logística y Normal, en estas
condiciones las tasas de error tipo I se concentran en cero, esto se puede evidenciar, ya
que los cuartiles 3 bajo estas condiciones son menores a 0.005 aproximadamente, y además
los valores de las medianas toman el valor de cero. Cabe anotar la presencia de tasas de
atípicas, las cuales oscilan entre 0.01 y 0.02. Por otro lado, cuando se utiliza la distribución
Exponencial Potencia con parámetro 1.5 (normp), bajo la prueba que utiliza el estadístico
de James la distribución de las tasas de error tipo I no se concentra en cero, por el contrario,
se puede observar que los cuartiles 1, 2 y 3 son 0.02, 0.034 y 0.045, respectivamente; valores
que son cercanos al valor nominal trabajado del 0.05, mientras que, bajo la prueba que
utiliza la modificación 1 la distribución de las tasas de error tipo I presenta una asimetría
negativa, sus cuartiles 1,2 y 3 toman valores en 0, 0.034 y 0.055, respectivamente.
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Figura 3.2. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2 según tipo de Distribución

(F)

Por último, la forma distribucional de las tasas de error tipo I obtenidas para muestras
de las distribuciones Laplace, Logística y Normal con la prueba que utiliza la modificación
2 son similares, en la figura (3.2) se observa que los cuartiles 3 bajo estas condiciones
oscilan entre 0.032 y 0.028 y las medianas toman valores entre 0.002 y 0.005, lo que nos
indica una presencia de asimetría positiva en estas distribuciones de error tipo I, adicional-
mente, presentan tasas atípicas, donde la tasa más alejada del valor nominal del 0.05, se
encuentra bajo la distribución Logística y toma un valor de 0.1266. Cuando se emplea la
distribución Exponencial Potencia con parámetro 1.5, la distribución de las tasas de error
tipo I presentan las siguientes características: los valores que toman los cuartiles 1, 2 y 3
son 0.0099, 0.022 y 0.045, respectivamente, presentando una leve asimetría positiva.

3.3. Diseño (D)

En la gráfica 3.3 se puede observar que bajo la prueba que utiliza el estadístico de James,
las distribuciones de las tasas de error tipo I se acercan a cero en ambos casos: balanceados
y desbalanceados. En este caso los cuartiles 3 son 0.008 y 0.01, respectivamente, y al menos
el 50% de las tasas obtenidas están por debajo de 0.003, indicando que la gran mayoría
de tasas están alejadas del valor nominal trabajado del 0.05. Adicionalmente, se observa
una cantidad importante de tasas que se pueden clasificar como atípicas, las cuales oscilan
entre 0.02 y 0.08, concentrándose en su gran mayoría en 0.04.
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Figura 3.3. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2 según el tipo de Diseño

(D): 1 Balanceado y 2 Desbalanceado

Bajo la prueba que utiliza la modificación 1 el comportamiento de las distribuciones de
las tasas de error tipo I se acercan aun más a cero, debido a que los valores que toman los
cuartiles 2 tanto para el caso balanceado como desbalanceado son cero, además el 75% de
las tasas centrales están por debajo de 0.01. Así mismo, se observa una cantidad importante
de tasas atípicas que oscilan entre 0.015 y 0.09 concentrándose en su gran mayoría en 0.05.

Por último, bajo la prueba que utiliza la modificación 2 las formas de las distribuciones
de las tasas, tanto en el caso balanceado como desbalanceado, no se acercan a cero como
ocurrió con las otras dos pruebas, por el contrario se observa una asimetría positiva en
estas distribuciones, cuyos valores de los cuartiles 2 son 0.0079 y 0.0105, respectivamente;
mientras que los valores para el caso balanceado y desbalanceado de los cuartiles 3 son
0.0296 y 0.0369, respectivamente. Adicionalmente, el número de tasas atípicas obtenidas
bajo la prueba que utiliza la modificación 2 es mínimo en comparación con las obtenidas
con las otras dos pruebas, oscilando entre 0.08 y 0.13, donde las tasa más alejada del valor
nominal del 0.05 toma un valor de 0.1266, presentándose bajo estructura desbalanceada.

3.4. Heteroscedasticidad (σ)

Bajo el nivel 1, donde la varianza crece en una unidad a través de los grupos, se observa
que en la prueba que utiliza el estadístico de James el 75% de las tasas de error tipo I se
concentran por debajo de 0.012. Además, se observan una gran cantidad de tasas atípicas
alrededor del valor nominal del 0.05. En la prueba que trabaja con la modificación 1, se
observa que el 98% de las tasas están en el valor cero. Por último, la prueba que utiliza la
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modificación 2 presenta una distribución de las tasas de error tipo I en la cual el cuartil 3
es 0.01846, éste cuartil 3 es el más alto dentro de las tres pruebas trabajadas en este nivel.

Bajo el nivel 2, donde la varianza crece una décima a través de los grupos, se observa
que en la prueba que utiliza el estadístico de James alrededor del 98% de las tasas están
por debajo del valor nominal del 0.05, pero el 75% de éstas tasas caen por debajo del
0.01, alejándose del 0.05. De otro lado, la prueba que utiliza la modificación 1 presenta una
mejor distribución de las tasas con relación a la prueba que utiliza el estadístico de James,
sin embargo se observa una cantidad importante de tasas atípicas que están por encima
del 0.05. Finalmente, en la prueba que utiliza la modificación 2, las tasas se distribuyen
alrededor del valor nominal, tan solo se presenta una tasa atípica con valor de 0.12.

Figura 3.4. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2 según condición de

heteroscedasticidad (σ).

Al describir el comportamiento de las pruebas en el nivel 3, es decir bajo homoscedas-
ticidad, se observa que en la prueba que utiliza el estadístico de James alrededor del 98%
de las tasas están debajo del valor nominal del 0.05, sin embargo el 75% de éstas tasas se
concentran en cero. Por otra parte, en la prueba que utiliza la modificación 1 se observa
que el 75% de las tasas están por debajo del valor nominal y no se concentran tan cerca
de cero, aunque presenta una gran cantidad de tasas atípicas alrededor de 0.06. Por otro
lado, la prueba que utiliza la modificación 2 presenta un comportamiento poco deseable,
ya que el 97% de las tasas de error tipo I están cerca de cero.

En el nivel 4, donde la varianza disminuye en una décima a través de los grupos, se
observa que en la prueba que utiliza el estadístico de James alrededor del 95% de las
tasas de error tipo I están por debajo del valor nominal del 0.05, pero el 75% de éstas
tasas caen por debajo del 0.01, lo cual es lejano del valor nominal. De otro lado, la prueba
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que utiliza la modificación 1 presenta una mejor distribución de las tasas con relación a la
prueba que utiliza el estadístico de James, sin embargo se observa una cantidad importante
de tasas atípicas que están por encima del valor nominal, cabe anotar que el 75% de las
tasas están por debajo del 0.02. Por su parte, en la prueba que utiliza la modificación 2,
la distribución de las tasas presentan una forma simétrica, donde la mediana y el cuartil 3
toman los valores 0.0316 y 0.0527 respectivamente, tan solo se presentan dos tasas atípicas
con valores de 0.1265 y 0.1240.

Por ultimo, en el nivel 5, donde la varianza decrece en una unidad a través de los
grupos, en la prueba que utiliza la modificación 1 se observa que el 100% de las tasas de
error tipo I están concentradas en cero. De otro lado, en la prueba que utiliza el estadístico
de James el 75% de las tasas están concentradas por debajo de 0.02, y adicionalmente, se
presenta una cantidad importante de tasas atípicas que se concentran alrededor del valor
nominal de 0.05. Finalmente en la prueba que utiliza la modificación 2, el 75% de las tasas
se concentran por debajo de 0.01, adicionalmente las tasas atípicas presentes están por
debajo del 0.05.

3.5. Número de Grupos (K)

En general, para todos los tamaños de grupos K, es posible observar que la prueba
que utiliza el estadístico de James y la prueba que emplea la modificación 1 se comportan
de manera similar en la distribución del 75% de sus tasas de error tipo I, sin embargo el
comportamiento de las tasas atípicas que se presentan en la prueba que emplea el estadístico
de James es mejor que los de la prueba que utiliza la modificación 1, debido a que éstas se
encuentran en su gran mayoría por debajo del valor nominal del 0.05.

Figura 3.5. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2 según Números de Grupos
(K).
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Por otra parte, en ningún tamaño de grupo para las tres pruebas trabajadas se cumple
la propiedad de conservación, se observa que a medida que K aumenta la concentración
del 75% de las tasas de error tipo I tiende a cero, siendo un caso extremo cuando K = 10.

Finalmente, la prueba que utiliza la modificación 2 presenta el mejor comportamiento
dentro de las tres pruebas trabajadas para todos los tamaños de grupo, en términos de la
distribución del 75% de sus tasas de error tipo I, ya que están por debajo del valor nominal
y no se concentran cerca de cero. Por ultimo, en esta modificación se observa una menor
presencia de tasas atípicas.

3.6. Tamaño de Muestra (n1)

Esta condición hace referencia al tamaño del primer grupo que interviene en el diseño,
éste es importante puesto que de el dependen los otros tamaños de los grupos, y por
tanto el tamaño total de la muestra combinada, (ver subsección 2.3.3). En la siguiente
gráfica se observa que a medida que crece el tamaño de n1 la distribución del 75% de las
tasas de error tipo I para la prueba que emplea el estadístico de James se acercan al valor
nominal del 0.05, sin embargo, cuando n1 = 15 la concentración del 75% de las tasas tiende
considerablemente hacia cero. Para todos los casos se observan tasas atípicas, siendo mas
evidente el caso cuando n1 = 5.

Figura 3.6. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2 según Tamaño de Muestra

(n1).

De otro lado, la prueba que utiliza la modificación 1 presenta igual comportamiento en
todos los tamaños de grupo n1, en donde el 75% de las tasas de error tipo I se encuentran
por debajo de 0.01, comportamiento que se aleja del valor nominal del 0.05. Así mismo, se
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observa una cantidad considerable de tasas atípicas alrededor de 0.06. Cuando n1 = 15 se
puede observar que alrededor del 99% de las tasas bajo este nivel son cero.

Por último, la prueba que utiliza la modificación 2 muestra una mejor distribución del
75% de las tasas de error tipo I, ya que se encuentran por debajo del valor nominal y
se concentran alrededor de éste. Para n1 = 15 la concentración del 75% de las tasas se
encuentra por debajo de 0.01, valor cercano a cero. Cabe resaltar que en comparación con
las otras pruebas trabajadas es la de mejor desempeño bajo este nivel. Adicionalmente, en
esta prueba se observan pocas tasas atípicas.

En resumen la prueba que trabaja con la modificación 2 presenta el mejor compor-
tamiento en términos de la propiedad de conservación (ver ecuación(1.3), (i)), ya que en
todos los casos trabajados la distribución de las tasas de error tipo I son muy cercanas al
valor nominal del 0.05.

Adicionalmente, se realizó un análisis descriptivo y detallado de las interacciones entre
las diferentes condiciones experimentales para las tres pruebas de permutación, el cual
puede consultarse en el anexo (A) del presente documento.



CAPÍTULO 4

Aplicación a Datos de la especie Acacia Mangium
de los Estadísticos Propuestos

Acacia Mangium es una especie forestal propia del trópico húmedo originario del sudeste
asiático, se desarrolla naturalmente en el norte de Australia y en países como Papúa Nueva
Guinea e Indonesia. Gracias a su rápido crecimiento y a la tolerancia a condiciones adversas
en los suelos, ha venido sembrándose en plantaciones forestales con fines comerciales a lo
largo de la franja tropical asiática, africana y recientemente en América. A Colombia la
especie se introdujo cerca del año 1995 con propósitos ambientales de recuperación de
suelos degradados, pero por sus cualidades biológicas y el potencial maderable cuando
se cultiva con estándares técnicos, ha sido plantada en nuevos proyectos de reforestación
comercial en zonas como el Bajo Cauca Antioquía, sur de Córdoba, Magdalena Medio y
Llanos Orientales 2.

El siguiente experimento se realizó en una finca en el departamento de Antioquía,
buscando encontrar un tipo de suelo con características físicas y químicas óptimas para la
especie en una parcela permanente, con el fin de obtener la mejor calidad estructural y esté-
tica de la madera de Acacia para la industria del mueble y la construcción. El experimento
tuvo la siguiente metodología:

1. Se emplearon cinco diferentes tipos de suelo.

2. En cada tipo de suelo se sembraron cinco árboles.

3. Todos los 25 árboles iniciales en el experimento se sembraron al mismo tiempo,
exactamente en el año 2004.

4. Se tomaron las siguientes medidas antropomórficas a cada árbol a los cinco años de
la fecha de su siembra, es decir en el año 2009:

• ht. Altura total (medida en metros).

• dap. Diámetro altura de pecho (medido en centímetros). Esta mediada corres-
ponde al diámetro tomado a 1.3 metros de su base.

Los datos obtenidos se presentan en la siguiente tabla:

2Tomado de http://caceri.com/assets/pdf/acacia.pdf
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Suelo tipo 1 Suelo tipo 2 Suelo tipo 3 Suelo tipo 4 Suelo tipo 5

dap ht dap ht dap ht dap ht dap ht

16.87 13.08 15.92 8.96 15.92 12.21 14.01 10.33 13.05 12.47

15.60 11.17 14.01 11.17 13.37 9.89 16.23 9.63 15.60 12.08

17.19 10.24 11.78 11.69 15.60 11.69 7.64 9.63 15.92 10.59

11.46 11.43 14.64 12.35 18.78 11.05 7.32 10.62 16.23 9.55

16.87 10.42 19.42 12.47 10.82 9.82 10.82 10.95

Tabla 4.1. Datos de las medidas antropomórficas de cada individuo bajo cada tipo de suelo a los

5 años después de su siembra.

Se realizó una prueba de permutaciones utilizando los estadísticos J , M1 y M2 presen-
tados en las ecuaciones 1.5, 2.2 y 2.2 respectivamente, para contrastar el siguiente sistema
de hipótesis para cada una de las medidas antropomórficas señaladas, con un nivel de
significancia del 5%:

H0 : µ1 = µ2 = µ3 = µ4 versus H1 : µi 6= µj (4.1)

para algún i 6= j con i, j = 1, 2, 3, 4.

Los valores de las pruebas de permutación para la medida antropomórfica dap utilizando
los estadísticos J , M1 y M2 fueron 0.2704403, 0.1823899 y 0.6918239 respectivamente, con
el valor de significancia trabajado no se rechazaría la hipótesis nula en 4.1, en todos de los
casos, lo que nos indica que el promedio del dap (diámetro altura de pecho) es igual en los
diferentes tipos de suelos.

Por otro lado, los valores de las pruebas de permutación para la medida antropomórfica
ht utilizando los estadísticos J , M1 y M2 fueron 0.11320755, 0.15094340 y 0.64150943
respectivamente, con el nivel de significancia trabajado no se rechazaría la hipótesis nula
en (4.1), en todos los casos, lo que nos indica que el promedio de ht (altura total) es igual
en los diferentes tipos de suelos.

A continuación se presenta el código en R de cada una de las pruebas de permutación
realizadas.

> dap<-perm.James(Valores=DAP$dap, Grupos=DAP$Grupo, B = 159)

> dap

J pvalJ M1 pvalM1 M2 pvalM2

8.3225242 0.2704403 1.9487349 0.1823899 -0.4979260 0.6918239

> ht<-perm.James(Valores=HT$ht, Grupos=HT$Grupo, B = 159)

> ht

J pvalJ M1 pvalM1 M2 pvalM2

14.71785078 0.11320755 0.37759988 0.15094340 -0.04181704 0.64150943



CAPÍTULO 4. APLICACIÓN A DATOS DE LA ESPECIE ACACIA MANGIUM DE LOS ESTADÍSTICOS PROPUESTOS27

En el código presentado anteriormente se encuentran los valores referenciados con J ,
M1 y M2 en cada una de las pruebas de permutación trabajadas, este valor indica el
resultado de los estadísticos de prueba James, M1 y M2 presentados en las ecuaciones 1.5,
2.2 y 2.2 respectivamente, aplicado al conjunto de datos relacionados en la tabla (4.1).

4.1. Pruebas para detectar heteroscedasticidad en los datos

Modelo superparametrizado

yij = µ+ αi + εij (4.2)

donde:

• µ es la media global de las poblaciones combinadas.

• αi mide el efecto producido por el tratamiento i-ésimo.

• yij es la j-ésima replicación asociada al i-ésimo tratamiento.

• εij es el error experimental aleatorio asociado a la observación yij

• µi es la media de la población i-ésima.

Las estimaciones puntuales tanto de la media global µ como del efecto producido por
el tratamiento i-ésimo αi, están dadas por:

µ̂ = y..

α̂i = yi. − y..

El problema de inferencia consiste en contrastar el siguiente sistema de hipótesis para
cada una de las medidas antropomórficas, con un nivel de significancia del 5%:

H0 : σ
2
1 = σ2

2 = σ2
3 = σ2

4 versus H1 : σ
2
i 6= σ2

j (4.3)

para algún i 6= j con i, j = 1, 2, 3, 4.

• Medida antropomórfica (ht), se realizó la prueba de Levene de homogeneidad de va-
rianzas sobre los residuales ε̂ij , obteniendo un p−valor = 0.031, el cual al compararse
con el nivel de significancia de 0.05 permite concluir que hay evidencia estadística
para rechazar H0 en (4.3), es decir no hay homogeneidad en los residuales, por lo
tanto en al menos dos tratamientos la varianza cambia.
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A continuación se presenta el código en R de la prueba realizada.

> tapply(HT$eij, HT$Grupo, var, na.rm=TRUE)

A B C D E

1.2784282 2.1707348 1.0684937 0.2006119 1.3810633

> leveneTest(HT$eij, HT$Grupo, center=mean)

Levene’s Test for Homogeneity of Variance (center = mean)

Df F value Pr(>F)

group 4 0.8493 0.031

19

• Medida antropomórfica (dap), se realizó la prueba de Levene de homogeneidad de
varianzas sobre los residuales ε̂ij , obteniendo un p − valor = 0.027, el cual al ser
menor que el nivel de significancia del 0.05 indica que hay evidencia estadística para
rechazar H0 en (4.3), es decir no hay homogeneidad en los residuales, por lo tanto
en al menos dos tratamientos la varianza cambia.

A continuación se presenta el código en R de la prueba realizada.

> tapply(DAP$eij, DAP$Grupo, var, na.rm=TRUE)

A B C D E

5.724647 2.997418 6.150196 15.269102 5.420683

> leveneTest(DAP$eij, DAP$Grupo, center=mean)

Levene’s Test for Homogeneity of Variance (center = mean)

Df F value Pr(>F)

group 4 1.3951 0.0273

19
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Conclusiones

En este trabajo se encontró que bajo el enfoque de permutaciones ninguna de las
modificaciones planteadas al estadístico de James cumple en su totalidad la propiedad de
conservación. De otro lado, las características con mayor incidencia encontradas en este
trabajo se exponen a continuación.

Se sugiere el uso de la modificación 2 (Mod.2) en todos los escenarios donde hay pre-
sencia de heteroscedasticidad, ya que aproximadamente el 75% de las tasas estuvieron
por debajo del valor nominal trabajado del 5%, mientras que en escenarios donde hay
presencia de homocedasticidad las tasas de error tipo I están muy cerca de cero, esto se
debe a que el ponderador propuesto en la sección (2.1) se planteó con el objetivo de mi-
tigar la heterocedasticidad entre los grupos, y por tanto al presentarse homocedasticidad
la expresión (S2 − S2

j ) que hace parte del ponderador tiende hacia cero, comprometiendo
la potencia de la prueba bajo esta condición. Sin embargo, Vargha and Delaney [1998] en
su artículo demostraron que la prueba de Kruskal-Wallis debe utilizarse bajo escenarios
donde se presente homocedasticidad.

Para el caso específico cuando el número de grupos es K = 3 y bajo los niveles de
heteroscedasticidad 1 y 5, en donde la varianza crece y decrece en una unidad a través de
los grupos respectivamente, se recomienda utilizar la prueba de permutación que emplea el
estadístico propuesto por James, ya que los valores de las tasas de error tipo I se acercan
al valor nominal trabajado en esta investigación, el cual fue del 5%. Lo anterior, debido a
que los terceros cuartiles obtenidos son superiores a 0.02; mientras que bajo la prueba de
permutación que utiliza la modificación 2 estos cuartiles son inferiores a 0.01, y toman el
valor de cero en la prueba de permutación que utiliza la modificación 1, (ver figuras A.3 y
A.4).

Por otra parte, el comportamiento de la prueba de permutaciones que utiliza el es-
tadístico de James bajo normalidad y en presencia de heteroscedasticidad, con muestras
pequeñas, si bien cumple la propiedad de conservación, se evidencia que alrededor del 65%
de las tasas obtenidas en los 1200 escenarios trabajados están por debajo 0.018, es decir
son cercanas a cero, situación que afectará de forma directa la potencia de la prueba.

Con respecto a las pruebas de permutación que utilizaron los estadísticos de James y la
modificación 1 (Mod.1), es importante mencionar el comportamiento de los valores de las
tasas de error tipo I para las muestras simuladas que siguieron la distribución Exponencial
Potencia con parámetro 1.5 (normp) (ver figura 3.2), ya que se observa que las tasas no se
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concentran cerca de cero, esto puede presentarse debido a que en la etapa de ajuste de la
distribución al 95% de los datos centrales en el proceso de generación de las muestras (ver
subsección 2.4, (b)), se estaría alterando la distribución, debido a que su forma mesocúrtica
permite la presencia de colas pesadas, lo que no sucede cuando se generan las muestras
bajo las distribuciones Normal, Logística y Laplace. Como un trabajo futuro se pretende
estudiar una simulación que no elimine estos valores atípicos, con el fin de no alterar la
simulación de la distribución real de los datos, de tal forma que se comparen los resultados
con los obtenidos en esta tesis.

Otra característica observada es que bajo el esquema de heterocedasticidad σj = j y
σj = K − j + 1 y adicionalmente, cuando σj = 1 + 0.1(j − 1) y σj = 1 + 0.1(K − j)
para j = 1, . . . ,K, (Ver subsección 2.3.5), el desempeño dentro de cada una de las tres
pruebas de permutación trabajadas es muy parecido, es decir no importa si crece o decrece
la condición de heterocedasticidad entre los grupos, bien sea en diseños balanceados o
desbalanceados, el comportamiento de las tasas de error tipo I estimadas es similar, lo cual
nos indica que el desempeño de las pruebas es sensible a la presencia de heteroscedasticidad.

En la aplicación realizada se utilizaron datos de la industria maderera, a través de la
especie Acacia Mangium. El objetivo del experimento consistía en probar que los promedios
de las medidas antropomórficas dap (diámetro altura de pecha) y ht (altura total) de ésta
especie, cambian según las configuraciones físicas y químicas del suelo donde son plantadas
en un periodo de cinco años. Los resultados obtenidos aplicando pruebas de permutación
con cada uno de los estadísticos propuestos (ver sección 4), mostraron que los promedios
de cada una de las medidas antropomórficas trabajadas no cambian en los cinco diferentes
tipos de suelos utilizados en el periodo de tiempo estipulado. De otro lado, al momento de
aplicar la modificación 2 al conjunto de datos en cada medida antropomórfica, se observó

que en los casos donde se produjo un peso W
(2)
j negativo fue en los grupos donde se

encontraron datos que se podrían clasificar como atípicos, específicamente se presentó este
resultado para la medida dap en el grupo 4 y para la medida ht en los grupos 1, 2 y 5,
indicando que éste ponderador puede ser sensible a la presencia de datos atípicos dentro de
los grupos. Lo anterior es importante debido a que es de conocimiento que la media y por
ende la varianza son sensibles a este tipo de datos y podrían generar ruido en la decisión
de rechazo o no rechazo de H0 en (1.4).

Como trabajo futuro se considerará la alternativa de expresar el peso W
(2)
j en valor

absoluto, y así poder comparar los resultados que esta nueva alternativa arroje con los
obtenidos en esta tesis.

Por último, la continuación de este trabajo puede desarrollarse en dos líneas: la primera
consiste en aproximar la potencia de la prueba con mejor desempeño en todos los escena-
rios, es decir la prueba que trabaja con la modificación 2, debido a que ésta presenta la
mejor distribución de las tasas estimadas de error tipo I con relación al valor nominal del
5% según los resultados obtenidos (ver figura 3.1), de manera que se pueda verificar empí-
ricamente la propiedad de insesgamiento definida en la subsección (1.1.2). La segunda línea
consiste en generar la construcción teórica de la propuesta que involucra la modificación
2, y así demostrar el cumplimiento de los supuestos para la aplicación de teoremas propios
de las pruebas de permutaciones presentados por Pesarin [2001, cap.5]; de tal forma que se
pueda construir una aproximación de distribución asintótica bajo la hipótesis de igualdad
de medias, teniendo en cuenta los supuestos bajo los cuales fue creada esta modificación: la
presencia de simetría en el conjunto de datos y el control de la presencia de datos atípicos.



APÉNDICE A

Análisis de las interacciones entre condiciones
experimentales

A.1. Interacción entre tipo de diseño (D) y heteroscedasticidad

(σ)

La prueba de permutación que utiliza el estadístico de James presenta un comporta-
miento homogéneo en los diseños balanceados (1) para todos los niveles de heterocedastici-
dad (ver subsección, 2.3.5). Se observa que el 75% de las tasas centrales de error tipo I se
encuentran por debajo del 0.01, los casos más críticos se observan en los niveles de heteros-
cedasticidad 2, 3 y 4, (en donde la varianza crece en una décima, es igual a 1 y decrece en
una décima a través de los grupos, respectivamente). Así mismo, se presenta una cantidad
importante de tasas atípicas en todos los niveles de heteroscedasticidad. Por otra parte,
bajo esta misma prueba de permutación en el escenario de los diseños desbalanceados (2)
se observa una mejor distribución de las tasas para todos los niveles de heteroscedasticidad,
debido a que el 75% de las tasas centrales ya no se encuentran concentradas tan cerca de
cero; sin embargo, este comportamiento aún se encuentra alejado del valor nominal del
0.05. Adicionalmente, se observa una cantidad importante de tasas atípicas en los 5 niveles
de heteroscedasticidad trabajados.

En la prueba de permutación que utiliza la modificación 1, tanto para los diseños balan-
ceados como desbalanceados, se observa un comportamiento similar de las distribuciones
de las tasas de error tipo I (aproximadamente el 98% de las tasas son cero) bajo los niveles
de heteroscedasticidad en donde la varianza crece y decrece en una unidad a través de las
grupos, (niveles 1 y 5, respectivamente); adicionalmente bajo éstas condiciones hay presen-
cia de tasas atípicas, las cuales se encuentran por debajo de 0.01. De otro lado, en ambos
tipos de diseño, para los niveles de heteroscedasticidad en donde la varianza crece en una
décima, es igual a 1 y decrece en una décima, a través de los grupos, (niveles 2, 3 y 4,
respectivamente); el 75% de las tasas se distribuyen homogéneamente entre 0.005 y 0.02;
sin embargo, este comportamiento aún se encuentra alejado del valor nominal del 0.05.
Adicionalmente, en estos casos se observa la presencia de tasas atípicas que se concentran
alrededor de 0.06.
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Figura A.1. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2 según tipo de diseño

(D) y condición de heteroscedasticidad (σ).

Por último, la prueba de permutación que utiliza la modificación 2 presenta un com-
portamiento diferente en la distribución de las tasas de error tipo I para cada uno de los
niveles de heteroscedasticidad y tipo de diseño. En el caso de los diseños balanceados y
bajo los niveles de heteroscedasticidad 1 y 5, (en donde la varianza crece y decrece en una
unidad a través de los grupos, respectivamente); las tasas de error tipo I se comportan de
manera similar a las obtenidas con la prueba de permutación que utiliza el estadístico de
James, la diferencia recae en que el número de tasas atípicas que genera ésta modificación
es menor. En los niveles de heteroscedasticidad en donde la varianza crece y decrece en
una décima a través de los grupos, (niveles 2 y 4, respectivamente), se observa una mejor
forma distribucional de las tasas en comparación con las pruebas anteriores, debido a que
no se encuentran concentradas en cero y se observa poca presencia de tasas atípicas. De
otro lado, bajo el nivel de heteroscedasticidad en donde σ = 1 en todos los grupos (nivel
3), se observa una alta concentración de las tasas en cero y presencia de tasas atípicas, las
cuales no son mayores a 0.04. En los diseños desbalanceados la prueba de permutación que
utiliza la modificación 2 presenta un buen comportamiento en términos de la distribución
de las tasas bajo los niveles de heteroscedasticidad 1, 2, 4 y 5, (en donde la varianza crece
en una unidad y en una décima, permanece constante y decrece en una décima y en una
unidad a través de los grupos, respectivamente); debido a que las tasas no se encuentran
concentradas en cero, se aproximan al valor nominal del 0.05 y se observa poca presencia
de tasas atípicas. Adicionalmente, bajo el nivel de heteroscedasticidad 3, donde σ = 1 en
todos los grupos, se observa que alrededor del 98% de las tasas están por debajo de 0.008,
presentando una cantidad importante de tasas atípicas inferiores a 0.04.
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A.2. Interacción entre número de grupos (K) y tipo de diseño

(D)

En las condiciones K = 3, 4, 5, 6 y bajo la estructura de diseños desbalanceados la prue-
ba de permutación que utiliza la estadística de James presenta una mejor forma distribu-
cional de las tasas de error tipo I en comparación con la estructura de diseños balanceados,
debido a que las tasas no se concentran tan cerca de cero y los cuartiles 3 oscilan entre
0.015 y 0.02, mientras que los cuartiles 3 bajo la estructura de diseños balanceados oscilan
entre 0.005 y 0.015, como se observa en la figura (A.2). Cuando K = 10 se observa que
alrededor del 98% de las tasas son cero, tanto para el caso balanceado como desbalanceado.
Adicionalmente, en todos los casos se observa una alta presencia de tasas atípicas.

Figura A.2. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2 según tipo de diseño

(D) y número de grupos (K).

La prueba de permutación que utiliza la modificación 1 presenta un comportamiento
homogéneo en los diferentes tamaños de grupos trabajados (K), tanto para la estructura
de diseños balanceados como desbalanceados. Cuando K = 3 se observa que la distribución
de las tasas es aproximadamente simétrica, mientras que para los casos donde K = 4, 5, 6
las distribuciones presentan una fuerte asimetría positiva. Por otro lado, para K = 4, 5, 6
al menos el 75% de las tasas son menores que 0.01, indicando una alta concentración de
tasas cercanas a cero. Cuando K = 10 se observa que aproximadamente el 98% de las
tasas son cero. Adicionalmente, cuando K = 3, 4, 5, 6 se observa una fuerte presencia de
tasas atípicas que se concentran alrededor de 0.06.

Por último, para los casos en que K = 3, 4, 5 la forma distribucional de las tasas de
error tipo I obtenidas con la prueba de permutación que utiliza la modificación 2 es similar
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tanto para la estructura de diseños balanceados como desbalanceados, en donde los terceros
cuartiles para estos casos oscilan entre 0.05 y 0.035. Adicionalmente, estas distribuciones
presentan una asimetría positiva, con un valor de la mediana que oscila entre 0.01 y 0.02,
mostrando que las tasas no se concentran tan cerca de cero, como si ocurre en las otras
dos pruebas bajo estas condiciones. De otro lado, cuando K = 6 se observa una asimetría
positiva en la distribución de las tasas para ambas estructuras de diseño, con al menos el
75% de las tasas centrales por debajo de 0.02. Adicionalmente, cuando K = 10 y bajo la
estructura de un diseño balanceado se observa que al menos el 75% de las tasas centrales
presentes en la distribución son menores que 0.01, mientras que bajo la estructura de un
diseño desbalanceado aproximadamente el 99% de las tasas son cero.

En resumen, la prueba que trabaja la modificación 2 presenta mejores formas distri-
bucionales de las tasas de error tipo I en cada una de las diferentes interacciones entre el
tipo de diseño (D) y los diferentes tamaño de grupo (K), con respecto al valor nominal
utilizado en esta investigación, el cual fue del 5%.

A.3. Interacción entre número de grupos (K) y heteroscedas-

ticidad (σ)

En la figura (A.3), se presenta una comparación de la prueba de permutación que utiliza
el estadístico de James y la prueba de permutación que utiliza la modificación 1 bajo la
interacción de los diferentes niveles de heterocedasticidad (σ) y las diferentes cantidades
de grupos (K).

Figura A.3. Boxplot de la tasa de error tipo I de James y Mod.1 según el número de grupos (K)
condición de heteroscedasticidad (σ).
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Bajo la condición K = 3 la prueba de permutación que utiliza el estadístico de James
para los niveles de heteroscedasticidad en donde la varianza crece y decrece en una unidad
a través de los grupos, (niveles 1 y 5, respectivamente), se observa que el 75% de las tasas
centrales de errores tipo I se encuentran entre 0 y 0.03, mientras que para la prueba de
permutación que utiliza la modificación 1 al menos un 98% de éstas tasas son cero y se
observa la presencia de tasas atípicas menores de 0.01. De otro lado, para los niveles de
heteroscedasticidad 2, 3 y 4, (en donde la varianza crece, permanece constante y decrece en
una décima a través de los grupos, respectivamente); la forma distribucional de las tasas de
error tipo I en la prueba de permutación que utiliza la modificación 1 se comporta mejor,
debido a que el 75% de las tasas centrales están localizadas entre 0.005 y 0.035; mientras
que en la prueba de permutación que utiliza el estadístico de James éstas se localizan entre
0.005 y 0.02. Por lo anterior las distribuciones de las tasas de error tipo I que se obtuvieron
con la prueba de permutación que utiliza la modificación 1 están más cercanas al valor
nominal trabajado del 5%.

Para el nivel en que K = 4, se observa que la prueba que utiliza el estadístico de
James bajo todos los niveles de heteroscedasticidad presenta un comportamiento similar
de las distribuciones de las tasas de error tipo I, debido a que el 75% de las tasas centrales
se localizan entre 0 y 0.02. Adicionalmente, en todos estos casos hay presencia de tasas
atípicas, las cuales se encuentran concentradas alrededor del valor nominal del 0.05. Por
otro lado, en la prueba de permutación que utiliza la modificación 1 bajo los niveles de
heteroscedasticidad 1 y 5, se puede observa que aproximadamente el 100% de las tasas son
cero, mientras que bajo los niveles de heteroscedasticidad 2, 3 y 4 las distribuciones de las
tasas se comportan de tal forma que el 75% de las mismas oscilan entre 0.005 y 0.035.

Para las condiciones K = 5 y K = 6, los comportamientos de las tasas es similar, ya
que bajo los niveles de heteroscedasticidad 1 y 5, (en donde la varianza crece y decrece en
una unidad a través de los grupos), en la prueba de permutación que utiliza el estadístico
de James el 75% de las tasas centrales oscilan entre 0 y 0.02, presentando tasas atípicas
concentradas alrededor del valor nominal del 0.05, mientras que en la prueba que utiliza
la modificación 1 el 100% de las tasas son cero. Para los niveles de heteroscedasticidad 2,
3 y 4, las tasas obtenidas con la prueba que utiliza el estadístico de James se concentran
más hacia cero, debido a que los valores que toman los cuartiles 3 para estos casos son
menores de 0.01, mientras que las tasas que se obtuvieron con la prueba que utiliza la
modificación 1 presentan una mejor forma distribucional con respecto al valor nominal, ya
que los valores que toman los cuartiles 3 se encuentran alrededor del 0.03.

Por último, para K = 10, bajo todos los niveles de heteroscedasticidad se observa que
alrededor del 98% de las tasas de error tipo I obtenidas con la prueba de permutación que
utiliza el estadístico de James son cero. Con respecto a la prueba que utiliza la modificación
1 bajo los niveles de heteroscedasticidad 2, 3 y 4, (donde la varianza crece, permanece
constante y decrece en una décima a través de los grupos, respectivamente); los valores que
toman los cuartiles 3 de las distribuciones de la tasas de error tipo I están alrededor de
0.015. Adicionalmente, en las condiciones de heteroscedasticidad 1 y 5, (donde la varianza
crece y decrece en una unidad a través de los grupos, respectivamente); el 100% de las
tasas obtenidas con la prueba que utiliza la modificación 1 son cero.

En la figura (A.4), se presenta una comparación de los resultados obtenidos en la
prueba de permutación que utiliza el estadístico de de James y la prueba que utiliza la
modificación 2 bajo la interacción de los diferentes niveles de heterocedasticidad (σ) y las
diferentes cantidades de grupos (K).
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Figura A.4. Boxplot de la tasa de error tipo I de James y Mod.2 según el número de grupos (K)
condición de heteroscedasticidad (σ).

Para el caso K = 3, en las condiciones de heterocedasticidad en donde la varianza crece
y decrece en una unidad a través de los grupos, (niveles 1 y 5, respectivamente), la prueba
de permutación que utiliza el estadístico de James presenta un mejor comportamiento en
términos de la forma distribucional de las tasas de error tipo I en comparación con la
prueba que utiliza la modificación 2, debido a que la distribución del 75% de las tasas
centrales están entre 0 y 0.02, acercándose al valor nominal trabajado del 0.05; mientras
la distribución del 75% de las tasas centrales bajo la prueba de permutación que utiliza la
modificación 2 están entre 0 y 0.01. Bajo los niveles de heteroscedasticidad en donde la va-
rianza crece y decrece en una décima a través de los grupos, (niveles 2 y 4, respectivamente)
la prueba que utiliza la modificación 2 presenta una simetría en la forma distribucional
de las tasas con respecto al valor nominal del 0.05, para estos casos los valores que toman
los cuartiles 3 se encuentran alrededor de 0.07, mientras que las tasas obtenidas con la
prueba de permutación que utiliza el estadístico de James se concentra cerca de cero, sus
cuartiles 3 presentan valores menores que 0.02 y, adicionalmente se observan tasas atípicas
alrededor del valor nominal trabajado del 0.05. Para el nivel de heteroscedasticidad en
donde la varianza permanece constante a través de los grupos (nivel 3), la distribución de
las tasas de error tipo I obtenidas con la prueba de permutación que utiliza la modificación
2 se concentra más hacia cero, lo cual se refleja al presentar un cuartil 3 menor a 0.01,
mientras que en la prueba de permutación que utiliza el estadístico de James este cuartil
es mayor que 0.01. Adicionalmente, el cuartil 1 obtenido con la prueba de permutación que
utiliza el estadístico de James es diferente des cero, mientras que en la prueba que utiliza
la modificación 2 éste cuartil es cero.

Para el caso K = 4, las formas distribucionales de las tasas de error tipo I son similares
dentro de cada una de las pruebas. Bajo los niveles de heteroscedasticidad en donde la
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varianza crece y decrece en una unidad a través de los grupos (niveles 1 y 5, respectiva-
mente), las dos pruebas se comportan de manera similar, se observa que el 75% de las
tasas centrales de error tipo I oscilan entre 0 y 0.02, la única diferencia es la cantidad de
tasas atípicas que presenta la prueba de permutación que utiliza el estadístico de James,
las cuales están concentradas alrededor del valor nominal del 0.05, en comparación con
las obtenidas con la prueba que utiliza la modificación 2, ya que éstas últimas se en su
gran mayoría por debajo del valor nominal trabajado. En el nivel de heteroscedasticidad
en donde la varianza permanece constante a través de los grupos (nivel 3), la forma distri-
bucional de las tasas obtenidas con la prueba de permutación que utiliza el estadístico de
James, es mejor que la presentada en la prueba que utiliza la modificación 2 con relación
al valor nominal del 0.05, ya que su cuartil 3 se encuentra por encima de 0.01, mientras
que el valor de este cuartil con la prueba que utiliza la modificación 2 está por debajo de
0.005; es decir, al menos el 75% de las tasas obtenidas con esta prueba toman valores muy
cercanos a cero.

Por otro lado, cuando K = 5 y bajo el nivel de heteroscedasticidad 1, la distribución de
las tasas de error tipo I en la prueba de permutación que utiliza la modificación 2 presenta
un cuartil 3 en 0.02, mientras que el cuartil 3 en la prueba de permutación que utiliza el
estadístico James toma un valor de 0.015, indicando que las tasas que resultan utilizando
ésta última metodología están más concentradas cerca de cero. El comportamiento anterior
también se presenta bajo el nivel de heteroscedasticidad en el que la varianza decrece en una
unidad a través de los grupos (nivel 5). De otro lado, en los niveles de heteroscedasticidad
en donde la varianza crece y decrece en una décima a través de los grupos, (niveles 2 y
4, respectivamente), la distribución del 75% de las tasas centrales obtenida con la prueba
que utiliza la modificación 2 se encuentran localizadas alrededor del valor nominal del
0.05. Así mismo, es importante mencionar que la distribución de las tasas obtenidas con
la prueba que utiliza la modificación 2 bajo el nivel de heteroscedasticidad 2 presenta
asimetría negativa, en donde la mediana toma un valor cercano al valor nominal del 0.05;
mientras que bajo este mismo nivel de heteroscedasticidad las tasas obtenidas con la prueba
de permutación que utiliza el estadístico de James se concentran cerca de cero, cuyo valor
de su cuartil 3 se encuentra por debajo de 0.01. Por último, cuando la varianza permanece
constante a través de los grupos, (nivel de heteroscedasticidad 3), se observa que alrededor
del 98% de las tasas de error tipo I obtenidas con la prueba que utiliza la modificación
2 son cero, mientras que las bajo la prueba de permutación que utiliza el estadístico de
James se concentran cerca de cero, cuyo cuartil 3 obtiene el valor de 0.005.

En el caso K = 6, bajo los niveles de heteroscedasticidad 1, 2, 4 y 5, (en donde la
varianza crece en una unidad, crece en una décima, decrece en una décima y decrece en
una unidad a través de los grupos, respectivamente); las formas distribucionales de las tasas
de error tipo I de la prueba que utiliza la modificación 2 es mejor que las presentadas por
la prueba que utiliza el estadístico de James, debido a su poca concentración cerca de cero,
y a su cercanía al valor nominal del 0.05, presentando valores en sus cuartiles 3 mayores a
0.02, mientras que bajo ésta última prueba los valores de los cuartiles 3 están por debajo
de 0.02. Para el nivel de heterocedasticidad en donde la varianza permanece constante a
través de los grupos, (nivel 3), se observa que alrededor del 98% de las tasas obtenidas con
la prueba que utiliza la modificación 2 son cero, mientras que las tasas obtenidas bajo este
nivel con la prueba de permutación que utiliza el estadístico de James están cerca de cero.
Adicionalmente, bajo este último nivel las dos pruebas presentan tasas atípicas, las cuales
toman valores menores al valor nominal del 0.05.
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Por ultimo, para K = 10, se observa que las tasas de error tipo I obtenidas con la
prueba de permutación que utiliza el estadístico de James bajo todos los niveles de he-
teroscedasticidad están muy cercanas a cero, teniendo como caso extremo los niveles de
heteroscedasticidad en donde la varianza crece, permanece constante y decrece en una dé-
cima a través de los grupos, (niveles 2, 3 y 4, respectivamente), ya que alrededor del 98%
de estas tasas son cero. Por otro lado, bajo la prueba que utiliza la modificación 2 y ante
incrementos y disminuciones de la varianza en una unidad y una décima a través de los
grupos, (niveles de heteroscedasticidad 1, 2, 4 y 5), la distribución de las tasas de error
tipo I se concentran cerca de cero, bajo estos niveles los valores que toman los cuartiles 3
de las distribuciones de las tasas de error tipo I son 0.018, 0.005, 0.005 y 0.005, respectiva-
mente. Finalmente, cuando la varianza permanece constante a través de los grupos, (nivel
de heteroscedasticidad 3), se observa que el 100% de las tasas son cero.

A.4. Interacción entre heteroscedasticidad (σ) y tipo de fun-

ción (F)

Las distribuciones de las tasas de error tipo I obtenidas con la prueba de permutación
que utiliza el estadístico de James en todos los niveles de heteroscedasticidad y bajo las
distribuciones Laplace, Logística y Normal, presentadas en la figura (A.5), se encuentran
concentradas en cero, presentando valores de los cuartiles 3 menores a 0.005 y tasas atípicas
menores a 0.02. Por otro lado, bajo la distribución Exponencial Potencia con parámetro 1.5
(normp), el 75% de las tasas centrales para cada uno de los niveles de heteroscedasticidad
se distribuye tomando valores que oscilan entre 0.02 y 0.05, cercanos al valor nominal
utilizado del 0.05.

Figura A.5. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2 según condición de

heteroscedasticidad (σ) y tipo de función (F).
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De otro lado, la prueba de permutación que utiliza la modificación 1 presenta una forma
distribucional de las tasas de error tipo I similar para todos los niveles de heteroscedastici-
dad cuando se trabajaron bajo las distribuciones Laplace, Logística y Normal. Lo anterior
debido a que ante incrementos y disminuciones de la varianza en una unidad a través de
los grupos (niveles 1 y 5, respectivamente), el 99% de las tasas de error tipo I son cero;
mientras que para las condiciones restantes de heteroscedasticidad trabajados se observa
que el 75% de las tasas centrales de error tipo I se encuentran por debajo de 0.01. Bajo
la distribución Exponencial Potencia con parámetro 1.5 y en los niveles de heteroscedas-
ticidad en donde la varianza crece y decrece en una décima, y permanece constante entre
los grupos, (niveles 2, 4 y 3, respectivamente), las tasas de error tipo I se distribuyen cerca
del valor nominal del 0.05. Es importante mencionar la forma aproximadamente simétrica
que presentan estas últimas distribuciones de tasas, en donde la mediana toma valores que
fluctúan entre 0.05 y 0.06. Adicionalmente, para la distribución Exponencial Potencia bajo
los niveles de heteroscedasticidad 1 y 5 se observa que alrededor del 98% de las tasas son
cero.

Por último, en la prueba de permutación que utiliza la modificación 2 bajo los niveles
de heteroscedasticidad 1 y 5, (en donde la varianza crece y decrece en una unidad a través
de los grupos, respectivamente), se observa que en las distribuciones Laplace, Logística y
Normal el 75% de las tasas centrales de error tipo I se encuentran por debajo de 0.01;
mientras que para los niveles en donde la varianza crece y decrece en una décima a través
de los grupos, (niveles 2 y 4, respectivamente), las tasas de error tipo I se distribuyen
alrededor del valor nominal del 0.05. Es importante resaltar que el cuartil 3 más grande
(valor 0.06) se localiza en el nivel de heteroscedasticidad 2 y bajo la distribución Laplace.
Adicionalmente, ante disminuciones de varianza de una décima entre los grupos (nivel
de heteroscedasticidad 4), bajo la distribución Logística se encuentra la tasa atípica más
alejada del valor nominal del 0.05, tomando un valor de 0.1266. Por otro lado, cuando
la varianza permanece constante a través de los grupos, (nivel 3), se puede observar que
alrededor del 98% de las tasas de error tipo I son cero. Bajo la distribución Exponencial
Potencia con parámetro 1.5 (normp), en los niveles de heteroscedasticidad 1, 2, 4 y 5, el
75% de las tasas centrales de errores tipo I se encuentran entre 0.01 y 0.06, los cuáles se
acercan al valor nominal del 0.05. Por su parte, cuando la varianza permanece constante a
través de los grupos, (nivel 3), se observa que el 75% de las tasas centrales de errores tipo
I se localizan entre 0.005 y 0.02, este comportamiento es el más alejado del valor nominal
trabajado del 0.05 de las tres pruebas de permutación trabajadas bajo estas condiciones.

A.5. Interacción entre tipo de diseño (D) y tipo de función (F)

La forma distribucional de las tasas de error tipo I que presentan las pruebas de per-
mutación que utilizan el estadístico de James y la modificación 1 bajo las distribuciones
Laplace, Logística y Normal es similar, tanto para las estructuras balanceadas como des-
balanceadas, tal como se observa en la figura (A.6). En estos casos los diferentes cuartiles
3 de las distribuciones son aproximadamente menores que 0.005, indicando una alta con-
centración de las tasas cerca de cero. Adicionalmente, se observa en todos éstos casos una
fuerte presencia de tasas atípicas, cuyos valores no son mayores a 0.03.

De otro lado, en la distribución Exponencial Potencia con parámetro 1.5 (normp), las
distribuciones de las tasas de error tipo I que se observan bajo la prueba de permutación
que utiliza el estadístico de James son aproximadamente simétricas, el valor que toman las
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medianas son 0.0316 y 0.0343 para las estructuras balanceadas y desbalanceadas, respecti-
vamente; y en ambos casos las tasas de error tipo I se acercan al valor nominal trabajado
del 0.05. Por otro lado, se observa que la distribución de las tasas de error tipo I bajo la
prueba que utiliza la modificación 1 presenta una asimetría negativa, donde las medianas
toman valores de 0.034 y 0.035 para las estructuras balanceadas y desbalanceadas, y los
cuartiles 3 toman valores de 0.055 y 0.054, respectivamente. Por último, los cuartiles 1
toman valores de cero, en ambas estructuras.

Figura A.6. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2 según tipo de diseño

(D) y tipo de función (F).

Finalmente, las distribuciones de las tasas de error tipo I que se observan en la figura
(A.6) bajo la prueba de permutación que utiliza la modificación 2 para las condiciones
balanceadas y desbalanceadas, utilizando las distribuciones Laplace, Logística y Normal
presentan asimetría positiva, con la característica de que al menos el 50% de las tasas están
por debajo de 0.005. Así mismo, los valores que tomaron los cuartiles 3 oscilaron entre 0.035
y 0.025, y en estos casos se observa la presencia de tasas atípicas, en donde sobresale el
valor de 0.1266 al ser la tasa más alejada del valor nominal del 0.05, ésta tasa se presentó
bajo las siguientes condiciones: distribución logística, diseño desbalanceado, número de
grupo K = 3 y bajo la condición de heteroscedasticidad 4, en donde la varianza decrece
en una décima a través de los grupos, respectivamente. Adicionalmente, las distribuciones
de las tasas de error tipo I obtenidas con ésta prueba de permutación, para la distribución
Exponencial Potencia con parámetro 1.5 (normp), presentan una forma simétrica, donde las
medianas tomaron valores de 0.022 y 0.228 y además los valores que tomaron los cuartiles
3 y 1 fueron 0.35, 0.045, 0.098 y 0.01 para las estructuras balanceadas y desbalanceadas
respectivamente.
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A.6. Interacción entre tipo de función (F) y número de grupos

(K)

Las interacciones entre el tipo de función (F) y número de grupos K, mostraron un
comportamiento similar en la forma distribucional de las tasas de error tipo I cuando se
utilizan las pruebas de permutación que utilizan el estadístico de James y la modificación 1.
Es importante destacar que bajo las distribuciones Laplace, Logística y Normal se observa
que las tasas de error tipo I se concentran en cero, ya que al menos el 75% de las tasas
centrales se encuentran por debajo de 0.01 para todos los diferentes números de grupos K

trabajados, y adicionalmente, se evidencia la presencia de tasas atípicas inferiores al valor
de 0.02.

Por su parte, bajo la distribución Exponencial Potencia con parámetro 1.5 (normp)
la distribución de las tasas de error tipo I se acerca al valor nominal empleado del 0.05.
De otro lado, en la figura (A.7) se evidencia la forma aproximadamente simétrica que
toman las distribuciones de las tasas para los tamaños de grupo K = 3, 4, 5 y 6 al utilizar
la prueba de permutación que utiliza el estadístico de James, cuyos valores de medianas
oscilan entre 0.025 y 0.04. Así mismo, para ésta misma prueba y para el caso en que el
tamaño de grupo K = 10 se observa una forma asimétrica positiva de la distribución de
las tasas, tomando valores para los cuartiles 3 y 2 de 0.04 y 0.005, respectivamente. Por
su parte al observar la prueba de permutación que utiliza la modificación 1, se evidencia
un comportamiento asimétrico negativo para las distribuciones de las tasas en todos los
valores que toma K, para los casos en que K = 3, 4, 5 y 6 las medianas toman valores entre
0.03 y 0.045, mientras que los cuartiles 3 presentan valores entre 0.06 y 0.05, cabe anotar
que los cuartiles 1 son cero bajo estas condiciones.

Figura A.7. Boxplot de la tasa de error tipo I de James, Mod.1 y Mod.2 según tipo de función
(F) y número de grupos (K).
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Por último, la forma distribucional de las tasas de error tipo I obtenidas con la prueba
de permutación que utiliza la modificación 2 es mejor que las obtenidas con las otras
dos pruebas descritas anteriormente, ya que bajo las distribuciones Laplace, logística y
Normal las distribuciones de las tasas no se concentran tan cerca de cero, por el contrario
aunque presente una asimetría positiva para tamaños de grupo K = 3, 4, 5 y 6 los valores
que toman los diferentes cuartiles 3 se encuentran entre 0.02 y 0.05, y los valores de las
diferentes medianas fluctúan entre 0.005 y 0.01. Adicionalmente, en las distribuciones de
las tasas de error tipo I obtenidas bajo la distribución Exponencial Potencia con parámetro
1.5 y para los mismos tamaños de grupo anteriormente mencionados se observa que el 75%
de las tasas centrales se localizan entre los valores 0.05 y 0.01.



APÉNDICE B

Manual CD

El presente Manual, integra los diferentes elementos, programas, resultados, salidas,
gráficos e incluye el documento de la investigación; se encuentra integrado de manera
lógica y secuencial en cinco capítulos (ver figura B.1):

1. Programa

2. Documento

3. Resultados

4. Salida

5. Gráficos

Figura B.1. Menu Principal

A continuación se explorará cada uno de los capítulos mencionados anteriormente.

43
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B.1. Programa

Figura B.2. Botón Programa

En este botón se encuentran los scripts que componen el programa utilizado en esta
investigación, los cuales se encuentran en la figura B.3

Figura B.3. Contenido Botón Programa

B.1.1. Botón MCJames.R

En este botón se encuentra el script principal del programa, debido a que al ejecutarlo
éste llama a los demás scripts que se muestran en la figura B.3. Al abrirlo se encuentra
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la ruta en la cual se debe especificar la carpeta donde se guardaron todos los scripts que
componen el programa, tal como se muestra a continuación en la figura B.5.

Figura B.4. Ruta script MCJames.R

B.1.2. Botón GenerarMuestras

En este botón se encuentra el script donde se programaron todas las condiciones ex-
perimentales (ver sección 2.3) que deben tener cada una de las K muestras aleatorias
simuladas.

Figura B.5. Contenido del Submenú GenerarMuestras

B.1.3. Botón PermJames

En este botón se encuentra programada la prueba de permutación que se especifica en
la sección 2.4, exactamente en las etapas comprendidas entre los numerales (a) y (h).
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Figura B.6. Contenido del Submenú PermJames

B.1.4. Botón James

En este botón se encuentra la programación de los estadísticos trabajadas en esta
investigación, los cuales se especifican en las ecuaciones 1.5, 2.1 y 2.2.

Figura B.7. Contenido del Submenú James

B.1.5. Botón Graph

En este botón se encuentra la programación de las gráficas que se presentan en el menú
principal (ver figura B.1), específicamente en el botón llamado Gráficas.
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Figura B.8. Contenido del Submenú Graph

B.1.6. Botón Volver

Al accionar este botón se volverá al menú principal presentado en la figura B.1.

Figura B.9. Contenido del Submenú Volver

B.2. Documento

En este menú se encuentra el documento que da soporte a la investigación realiza-
da. Para su visualización es necesario contar con el programa Adobe Reader, ya que su
extensión es .pdf
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Figura B.10. Contenido del Menú Documento

B.3. Resultados

En este menú se encuentra el archivo donde se presentan los resultados obtenidos de las
simulaciones de Monte Carlo, para cada una de las diferentes escenarios que se trabajaron
en la investigación, éstos están detallados en la sección 2.3 del documento.

Figura B.11. Contenido del Menú Resultados

Al hacer click en el botón se despliega una hoja de MS Office Excel con la siguiente
presentación:
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Figura B.12. Contenido del Submenú Resultados

La interpretación de las columnas del archivo describe las condiciones experimentales
establecidas en la investigación, tal como se muestra a continuación:

• Columna A (K): presenta la condición experimental número de grupos.

• Columna B (D): muestra la condición experimental tipo de diseño.

• Columna C (n.1): presenta la condición experimental tamaños de muestra.

• Columna D (F): muestras la condición experimental Distribuciones simétricas y con-
tinuas.

• Columna E (hete): presenta la condición experimental Heteroscedasticidad.

• Columna F (det.o): muestra las tasas de error tipo I estimadas para cada una de las
diferentes combinaciones trabajadas con la estadística de James.

• Columna G (det.M1): esta columna contiene las tasas de error tipo I estimadas para
cada una de las diferentes combinaciones trabajadas con la estadística que presenta
la modificación 1.

• Columna H (det.M2): esta columna muestra las tasas de error tipo I estimadas para
cada una de las diferentes combinaciones trabajadas con el estadístico que presenta
la modificación 2.

• Columna I (time): presenta el tiempo promedio de duración de las 379 simulaciones
de Monte Carlo que se realizaron para cada escenario trabajado.

B.4. Salida

En este menú se encuentra el archivo donde se presentan los resultados obtenidos de
cada una de las 379 simulaciones de Monte Carlo que se realizaron para cada escenario que
se trabajó en la investigación, éstos están detallados en la sección 2.4 del documento.
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Figura B.13. Contenido del menú Salida

Al hacer click en el botón se despliega una hoja de MS Office Excel con la siguiente
presentación:

Figura B.14. Contenido del submenú Salida

La interpretación de las columnas del archivo describe las condiciones experimentales,
el valor de los estadísticos de prueba y sus respectivos p-valores obtenidos, tal como se
muestra a continuación:

• Columna A (K): presenta la condición experimental número de grupos.

• Columna B (D): muestra la condición experimental tipo de diseño.

• Columna C (n.1): presenta la condición experimental tamaños de muestra.

• Columna D (F): muestras la condición experimental Distribuciones simétricas y con-
tinuas.

• Columna E (hete): presenta la condición experimental Heteroscedasticidad.

• Columna F (iter): presenta el número específico de cada una de las 379 simulaciones
de Monte Carlo para cada uno de los escenarios trabajados.

• Columna G (Q.o): en esta columna se presenta el valor del estadístico de James, el
cual se explica en la sección 2.4 paso (d).
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• Columna H (pv.o): esta columna contiene el p-valor de cada prueba de permutación,
éste valor se explica en la sección 2.4 paso (i).

• Columna I (Q.M1): en esta columna se muestra el valor del estadístico que trabaja
con la modificación 1, el cual se explica en la sección 2.4 paso (d).

• Columna J (pv.M1): presenta el p-valor de cada prueba de permutación, éste valor
se explica en la sección 2.4 paso (i).

• Columna K (Q.M2): esta columna contiene el valor del estadístico que trabaja con
la modificación 2, cuya explicación se encuentra en la sección 2.4 paso (d).

• Columna L (pv.M2): esta columna contiene el p-valor de cada prueba de permutación,
el cual se explica en la sección 2.4 paso (i).

• Columna M (time): presenta el tiempo de máquina utilizado al realizar la prueba de
permutación para cada escenario trabajado.

• Columna N (timeunit): muestra la unidad de tiempo trabajada en cada prueba de
permutación realizada.

• Columna O (det.o): en esta columna se presenta el resultado de la función indicadora
que se explica en la sección 2.4 paso (g), para la prueba que utilizó el estadístico de
James.

• Columna P (det.M1): muestra el resultado de la función indicadora que se explica en
la sección 2.4 paso (g), para la prueba que utilizó el estadístico con la modificación
1.

• Columna Q (det.M2): contiene el resultado de la función indicadora que se explica en
la sección 2.4 paso (g), para la prueba que utilizó el estadístico con la modificación
2.

B.5. Gráficos

En este botón se encuentra un resumen gráfico de los resultados obtenidos en esta
investigación, los cuales se explican a continuación.
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Figura B.15. Contenido del menú Gráficos

Figura B.16. Ejemplo de Gráfico

De acuerdo con el ejemplo anterior a continuación se describe la interpretación corres-
pondiente:

• En el eje horizontal superior se encuentran los diferentes niveles de la condición
experimental tamaños de muestra (n.1).

• En el eje horizontal inferior se encuentran las tres pruebas trabajadas en esta inves-
tigación, en donde: (J) prueba de James, (M1) prueba que utiliza el estadístico con
la modificación 1 y (M2) prueba que utiliza el estadístico con la modificación 2.
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• En el eje vertical derecho se encuentran los diferentes niveles de la condición experi-
mental número de grupos (K).

• En el eje vertical izquierdo se encuentra el resultado de la prueba trabajada, en donde:
(TN) corresponde aun no rechazo de la hipótesis nula (H0) y (ETI) error tipo I.

• Cada gráfica varía por las condiciones experimentales: tipo de diseño (D), heterosce-
dasticidad (hete) y Distribuciones simétricas y continuas (F ). Ver título del gráfico.

Es importante mencionar que en cada cuadrícula se encuentran los resultados de las
379 simulaciones de Monte Carlo para cada escenario trabajado.
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