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Capitulo 4
Analisis dinamico elastico

4.1. Analisis modal cronoldgico. Resumen del método

El analisis modal cronol6gico permite determinar la respuesta en cada instante de tiempo de
una estructura que estad sometida a un movimiento acelerado en la base (Chopra, 2001),
siempre y cuando haya linealidad entre acciones y desplazamientos en cada instante de
tiempo y se considere amortiguamiento clésico o desacoplable.

El sistema de ecuaciones modales desacopladas en coordenadas generalizadas de la
Ecuacidn (3.82) mencionado en el Capitulo 3, se plantea también de la siguiente manera:

[MIGi(©)} + [C1©} + [K1{n®)} = [al{iy ()} (4.1)

Como solucion del sistema de ecuaciones modales se obtiene el vector de desplaza-
mientos generalizados {n(t)} en cada instante de tiempo. Cada desplazamiento generaliza-
do n;(t) es la respuesta de un sistema equivalente de un solo grado de libertad dinamico de
masa M;, rigidez K; y amortiguamiento C;, sometido a la accion de una fuerza externa va-
riable en el tiempo, denominada fuerza externa modal, dada por la siguiente expresion (m
corresponde al nimero de modos de vibracién del sistema):

Foeni(6) = = ) iy % lg;(6) 42)

j=1

Cada ecuacion modal se soluciona de forma préctica utilizando procedimientos numéri-
cos. Suelen utilizarse métodos explicitos como el de la aceleracion lineal o el método ba-
sado en la linealizacién de la excitacion externa, aunque también pueden utilizarse métodos
iterativos como el de Newmark (Clough & Penzien, 1995; Chopra, 2001; Garcia, 1998;
Paz, 1992).

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



146 Programa Didéactico a Codigo Abierto de Analisis Dinamico de Estructuras UNDIN 1.0

Teniendo en cuenta que los modos de vibracion dan solo una idea de la forma en que la
estructura se deformaria en condiciones de vibracion libre, cada desplazamiento generali-
zado n;(t) equivale a la amplitud del modo de vibracion correspondiente {¢;} en cada ins-
tante de tiempo y por lo tanto, el producto {¢;}n;(t) da como resultado el aporte del modo
de vibracion {¢;} a los desplazamientos de los centros de masa, cuando actla la aceleracion
en la base de la estructura {ii, (t)}.

Dado que los modos de vibracion {¢}, {¢,}, ..., {¢,,} son vectores linealmente indepen-
dientes (Chopra, 2001) y constituyen una base ortogonal en donde ningin modo se obtiene
combinando linealmente los demés modos, los desplazamientos de los centros de masa en
cada instante de tiempo {u, ()} se obtienen como una combinacion lineal de los modos de
vibracion natural de la estructura, como lo muestra la siguiente expresion:

{up} = @3O3 + (@232} + - + {63 (O} + -+ + {Pn} 1 (0} (4.3)

La anterior expresion equivale al producto de la matriz de modos de vibracion [®] vy al
vector de desplazamientos generalizados {n(t)}:

{up (O} = [@]in(D)} (4.4)

De igual forma, las velocidades y las aceleraciones relativas a la base y en coordenadas
globales de los centros de masa {1t (£)} y {iig ()}, considerando el aporte de todos los mo-
dos de vibracion natural, se calculan con las siguientes expresiones:

{tp(®)} = [®1n(6)}

(4.5)
{iip(®} = [}

Conocido {u(t)} es posible calcular cualquier cantidad que represente la respuesta de
la estructura (derivas, cortantes de piso, acciones internas, etc) en cualquier instante de
tiempo. Utilizando operaciones matriciales bésicas se calcula la variacion en el tiempo de
cantidades como los desplazamientos relativos a la base y en coordenadas globales de los
nudos {u(t)}, las derivas de los centros de masa {4.,,(t)}, las acciones equivalentes trasla-
dadas a los centros de masa {Fs4 (¢)}, los cortantes de piso {V;(t)}, {V;, ()} 0 las acciones en
coordenadas locales en los extremos de cada elemento estructural {fe (t)}. Con estas ulti-
mas es posible construir los diagramas de acciones internas en los elementos en cada ins-
tante de tiempo o las envolventes de acciones internas, informacion importante para el di-
sefio de la estructura.

A continuacién se describen algunos de los métodos disponibles en la bibliografia para
obtener los desplazamientos generalizados {n(t)}, con los que también se obtiene como
resultado las velocidades generalizadas {r(t)} y las aceleraciones generalizadas {7j(t)} en
cada instante de tiempo. Luego se describe el procedimiento mediante el cual se obtienen
los desplazamientos, las velocidades y las aceleraciones absolutas y relativas a la base de
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los centros de masa de los diafragmas rigidos, es decir, de los grados de libertad dinamicos
de la estructura. Al final se mencionan algunos procedimientos que permiten obtener la
variacion en el tiempo de las cantidades de interés que representan la respuesta de la estruc-
tura al movimiento de la base.

4.2. Meétodos para calcular los desplazamientos, las velocidades
y las aceleraciones generalizadas en cada instante de tiempo

Las ecuaciones modales desacopladas a resolver tienen siguiente forma:
() + 2§wn(t) + w’n(t) = R(t) (4.6)

Donde n(t),n(t)y 7i(t) son los desplazamientos, las velocidades y las aceleraciones en
coordenadas generalizadas respectivamente y R(t) es la excitacion modal externa o el tér-
mino independiente de la ecuacion modal.

Los desplazamientos generalizados corresponden a los vectores {n} solucion de las
ecuaciones modales desacopladas, a partir de los cuales se calculan los desplazamientos de
los centros de masa y la respuesta de la estructura.

A continuacion se describen tres métodos numeéricos utilizados para resolver las euacio-
nes modales desacopladas de la forma indicada en la Ecuacion (4.6). Haciendo un ajuste
adecuado de la nomenclatura, estos métodos se utilizan para encontrar los desplazamientos,
las velocidades y las aceleraciones generalizadas n(t), 7n(t)y 7j(t) en los mismos instantes
de tiempo en que esta registrada la aceleracion de la base.

4.2.1. Método de la aceleracion lineal

Este método supone que la aceleracion relativa a la base que experimenta la masa varia de
forma lineal para un intervalo de tiempo At definido (Clough & Penzien, 1995; Chopra,
2001; Paz, 1992).

A continuacién se describe un algoritmo en el que, a partir de los valores conocidos de
desplazamiento, velocidad y aceleracion en el instante t = t; al comienzo del intervalo, se
calculan los valores de desplazamiento, velocidad y aceleracion en el instante t = t;,; al
final del intervalo.
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t; i+t

Figura 4.1. Aceleracion lineal asumida de la masa en cada intervalo

Partiendo de suponer que la aceleracion sigue una variacion lineal en un intervalo de
tiempo definido de t; a t; ., Se establece que:

i) = i; + (u‘%t_ul) t—t) (4.7)

Al integrar la anterior expresion respecto a t se obtiene la siguiente ecuacion para la ve-
locidad en funcion del tiempo:

iy — il
() = + (L) (t— ) + ity (t — t) (4.8)

2At
Nuevamente al integrar la anterior expresion respecto a t se obtiene la siguiente ecua-

cion de desplazamiento en funcion del tiempo:

_ iliyq — 1 i (t — t;)?
u(e) = g+ e — 6) + (L) (- g? + EE (49
Al remplazar t por t;,, en la Ecuacion (4.9) se obtiene:

. Uiy — Uy i (tipq — t;)°
Uppr = U + U (L — £) + (—) (g1 — )+ ——————

6At 2
g — il i At?
Upgr = U + WAL+ ( i+1 ‘)Aﬁ Luct (4.10)
6At
i;At? i, At?

Ujp1 = U; + UAL +
i+1 i i 3 6

De igual forma, al remplazar t por t;,,en la expresion (4.8) para la velocidad:

AL iy, At
2 2

Uipq = U 4.10
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Las dos Ultimas ecuaciones permiten encontrar el desplazamiento y la velocidad en el
instante t;,, a partir del desplazamiento, la velocidad y la aceleracion en el instante t; y de
la aceleracion en el instante t;,,. La aceleracion ii;,, se despeja de la ecuacion de movi-
miento como se muestra a continuacion, para el instante t = ¢, ;.

Mmiliyq + CUipq + Ky = Foxe(tiv1)
Fexe(tiv1) _ CUj4q _ kugyq (4.12)
m m m

Ujp1 =

Al remplazar las expresiones (4.10) y (4.11) obtenidas para ;.1 y u;;1 en la Ecuacion
(4.12) y simplificar, se llega a la aceleracion en el instante t = t;;:

i = Foxt(tiv1)/m — w?u; — (28w + w?At)i; — w?At(E + wAt/3)ij;
i 1— SwAt + (wAt)?/6

(4.13)

Con el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion al comienzo del intervalo (t = t;)
y la fuerza externa al final del intervalo (t = t;,), se calcula la aceleracién al final del in-
tervalo (t = t;, ), para posteriormente calcular la velocidad y el desplazamiento al final del
intervalo (t = t;;4). La aceleracion, la velocidad y el desplazamiento calculados para el
instante final ¢;,, en el siguiente intervalo de tiempo pasan a ser los valores del instante
inicial t;.

Realizando una sustitucion adecuada de la nomenclatura, como se muestra a continua-
cion, este método se usa para obtener los desplazamientos, las velocidades y las aceleracio-
nes generalizadas asociadas a cada modo y en cada instante de tiempo.

Calculos iniciales:
- Definir ¢, w y At
- Definir los valores iniciales de n, y 17,. Generalmente se asumen como cero.

- Calcular la aceleracion en t = 0 usando la siguiente expresion:

fio = Ry — 2§wijp — w?n (4.14)
Para cada instante de tiempo:

- Calcular la aceleracion 7j;,, con la siguiente expresion:

. R(tiy) —w?n — Q6w + 0?A0)n; — 0 At(§ + wAt/3)ij;
M1 = 1— swdt + (wAt)2/6

(4.15)

- Calcular el desplazamiento y la velocidad n;,, y ;41 respectivamente, con las si-
guientes expresiones:
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iAt? i A2

Mivr =M + ML+ ——+—F
) " (4.16)
B = T _l_’IiAt +Tli+1Af
i+1 L 2 2
- Pasar al siguiente intervalo de tiempo, i cambiaa i + 1.
El diagrama de flujo de la Figura 4.2 resume el anterior procedimiento.
(INICIO )
A 4 N
Definir parametros iniciales
L ¢ w, At
h 4 §
Definir g ¥ 7o
f Aceleracion en el instante t = 0 )
L flo = Rg — 2§wijy — w?
N
Aceleracion del instante t; 1 :
L R(t) —win - Qfw + w2At); — 0?At(E + wAt/3)i;
i1 = 1— 2wdt + (wAD?/6
I
A 4 Y
Velocidad del instante t;, 4 : Desplazamiento del instantet; , 4:
At di AL i At2 g A2
Nivr =7 + 7]':2 + 7]':+21 Moot = M + AL+ 0 Tt

6

Y

Convertir 1;+1,1;41 ¥ fj;+1 €N 1, 7; ¥ 1j; para ]
el siguiente instante de tiempo

Se
calcularon
todos los
instantes de
tiempo?

NO

Sl
Y

Figura 4.2. Diagrama de flujo del método de la aceleracidn lineal
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Se llega a una precision suficiente en los resultados si el intervalo de tiempo At se toma
inferior a 1/10 del periodo natural de la estructura (Paz, 1992). Otras referencias (Chopra,
2001) recomiendan que el intervalo de tiempo At sea inferior a 1/20 del periodo natural.

Generalmente el intervalo de tiempo se supone igual al espaciamiento de datos de la
aceleracion de la base, el cual es generalmente de 0.01s 0 0.02s por lo que, para estructu-
ras con un periodo de vibracion natural entre 0.5 y 1.0s, el intervalo de tiempo At maximo a
considerar seria de 0.025 a 0.05s, siendo el valor de At = 0.02s adecuado.

4.2.2. Meétodo basado en la linealizacion de la excitacion

Este método supone que la excitacion externa se expresa como una funcion definida por
trozos de variacion lineal, en intervalos de tiempo At lo suficientemente cortos (Wilson,
2002).

La solucion exacta para una fuerza externa con variacion lineal se obtiene superponien-
do tres soluciones diferentes: la solucion para vibracién libre debida a las condiciones ini-
ciales n, y n,, la solucién para una carga escalén y la solucion para una carga rampa
(Chopra, 2001).

Si se asume que la excitacion externa tiene una variacion lineal en el intervalo de tiem-
po At definido de t;_; a t; de la siguiente forma.

t t
R t t
A _(1_t\, .,
k@)= (1 At) Rioa t ki
- R —
L :
: > ¢

/ ti—1 t;

Figura 4.3. Variacion asumida de la excitacion externa en cada intervalo de tiempo (Wilson, 2002)

Donde t tiene como origen el instante ¢;_,. La solucidn exacta de la ecuacion diferen-
cial y su primera y segunda derivada se muestran a continuacion:
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n(t) = A1 (O)ni—1 + Az (O)1;-1 + A3(O)R;—1 + A4(OR;
1(t) = A (i1 + Ay (On;_1 + As(ORi_1 + AL (DR, (4.18)
7i(t) = A (i1 + A (On;_1 + As(ORi_1 + A, (DR,
Si las anteriores ecuaciones se evalUan al final del intervalo, es decir cuando t = At,
toman la siguiente forma:
N = Aini—q1 + Axni_1 + AsRi_q + A4R;
Ni = AsNi—1 + AgNi—1 + A7R;_1 + AgR; (4.19)
i = AgNj—1 + A1ofi—1 + A11Ri—1 + AR,

Donde las constantes A; a A, son las siguientes:

= 1
Ay = c(At) + &s(AD) A; = 2 [a, + a, At + azs(4t) + auc(4t)]

1
- 1
Az Wp s(At) A, = > [as + agdt + a;s(4t) + age(4At)]

As = ¢(4t) + E5(At) A, = % [a, + azs(At) + a,c(At)]

1, 1 (4.20)
A6 = w_DS(At) Ay =— [ag + a,5(At) + agé(At)]
Ag = E(At) + E5(AL) Ay = %[ags'(m) + a,é(4t)]

1
Ao = —35(At 1 . )
7 wp (a0 Ay = 2 [a;3(4t) + agé(4t)]

Las funciones y constantes de las que dependen A; a A;, Se muestran a continuacion:

a1=1+a0 _
Wp = w41 — &2 g = —Qa;
D 3 L ) 5
@ =g “ T ar = ~§as ——=
- f a; ? 4.21
F=—— o =fa -2 o @21)
/1_52 3 =8 wp 8 5
Ao = W5 — w?
e = Zf a4=_a1 9 D_
0 wAt as = —a, A9 = 2(1)(1)D

Adicionalmente, las funciones s(t) y c(t) y sus dos primeras derivadas, evaluadas en
t = At, se calculan de la siguiente forma.
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s(At) = e @At sen(wpAt) c(At) = =598 cos(wpAt)
s(At) = —ws(At) + wpc(At) s(At) = —wc(At) — wps(At) (4.22)
§(At) = —aqgs(At) — aq c(At) §(At) = —aqgc(At) + a4 s(At)

El método consiste en determinar n;,7; vy 7j; a partir de los valores de n;_; y 1;_, calcu-
lados en el paso anterior, de R; y R;_, siempre conocidos y de las constantes A, a A;,. El

diagrama de flujo de la Figura 4.4 resume el procedimiento indicado anteriormente para
resolver cada ecuacion modal por este método.

( INICIO )

Y
Calcular parametros auxiliares iniciales

Ei CT), wp

Y

Calcular constantes ay, ay, ..., aqy

Y

Calcular constantes A4, 43, ..., Aq2

Y

Definira, i yijent =10

A 4

Aceleracion, velocidad y desplazamiento del instantet;:

Ni = Aqflig + Agllig + A3Ri g + AyR;
1 = Agtiq + Aghi—q + A7R; 4 + AgR;

if; = AgNi—1 + Agofli-q1 + A11Rj—q + A12R;

Y

Convertir 17;,17; ¥ #); €n 11;_1,7;—4 ¥ 1);—4 para ]
el siguiente intervalo de tiempo

Se
calcularon
todos los

instantes de
tiempo?

NO

Figura 4.4. Diagrama de flujo del método basado en la interpolacidn de la excitacion
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Del anterior diagrama se observa que el procedimiento se resume en los siguientes pa-
S0S:

Al inicio del proceso:
- Calcular wp, @ y € las constantes a, a a,
- Calcular las constantes A; a A;,

- Asignar valores iniciales para n,7y# en t=0. Estos serdn los valores de
Ni—1,Mi—1 Y Tii—1 €n el primer intervalo de tiempo At.

Para cada intervalo de tiempo At:
- Calcular n;,7); y 7j; a partir de n;_1,7;-1, R;, Ri—1 ¥y Ay a Ay

- El desplazamiento, la velocidad y la aceleracion generalizadas, calculados para el
instante i pasan a ser los valores conocidos del instante i — 1 del siguiente intervalo
de tiempo.

Este método es el utilizado en programas comerciales como SAP2000© y ETABSO.
Se obtiene una solucion exacta si la carga externa se conoce a intervalos de tiempo de
0.005s. Adicionalmente el método no presenta problemas de convergencia, es incondicio-
nalmente estable (Wilson, 2002).

4.2.3. Método 3 de Newmark

El método de Newmark se basa en las dos ecuaciones indicadas en (4.23), con las cuales se
determinan el desplazamiento y la velocidad en el instante ¢t;,, a partir del desplazamiento,
la velocidad y la aceleracidn en el instante t; y de la aceleracion en el instante t;, ;.

Uip1 = U + [(1 = p)At]ii; + (YA

(4.23)
Ui = U; + (ADU; 4 [(0.5 — B)(At)2]il; + [B(AL)? ikt

Los coeficientes 8 y y definen la variacion de la aceleracion ii(t) en el intervalo de
tiempo considerado (Chopra, 2001; Garcia, 1998). Si se adoptan y =1/2y f=1/4 la
aceleracién se asume constante y si se adoptan y = 1/2 y f = 1/6 se asume una variacion
lineal de la aceleracidn en el intervalo de tiempo At.

La aceleracion denominada ii;,; se calcula despejandola de la ecuacion de movimiento
en el instante t;,; como se muestra a continuacion.

Piyq

Ujpq = — 28wy — wzui+1 (4.24)

El método es iterativo porque se debe suponer la aceleracion ii;, ;, con la cual se calcu-
lan el desplazamiento u;,; y la velocidad ;,4, para finalmente recalcular la aceleracion
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i;+1. Generalmente se comienza suponiendo ii;,, igual a ii;, la aceleracion al comienzo
del intervalo.

Si la diferencia entre la aceleracion supuesta y la aceleracion recalculada es mayor a una
tolerancia, entonces se realiza una nueva iteracion tomando como aceleracion supuesta a la
aceleracion recalculada que se acaba de encontrar, recalculando nuevamente la aceleracion.
El proceso se repite hasta que la diferencia entre aceleraciones sea inferior a la tolerancia.

Modificando adecuadamente la nomenclatura, el método de Newmark permite calcular
el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion generalizada en cada instante de tiempo
asociadas a cada modo de vibracion, utilizando el siguiente procedimiento:

Al inicio del proceso:
- Seleccionar los coeficientes § y y y adoptar un valor para el error maximo &.

- Asignar valores iniciales para n;,7; y 7j; en t = 0. Generalmente se asumen todos
iguales a cero.

En cada instante de tiempo At:

- Iniciar la primera iteracién asumiendo 7j;,, igual a 7j;.

Calcular 1,41 ¥ ni+1 con las siguientes expresiones:

Niv1 = 0 + [(1 = Y)ALlij; + (VAT

. N . (4.25)
Mir = 1 + (A0 + [(0.5 = BY(AD)*Jij; + [B(A)*]ijirq
- Calcular 7j;,1" con las siguiente expresion:
flie1" = Riz1 — 280701 — 0*1igq (4.26)

Comparar la diferencia entre 7j;.4 Y 7j;+1  con el error fijado.

* Si |1 — 41l < &, 7i;41 calculado es adecuado. Se pasa al siguiente inter-
valo de tiempo haciendo i — i + 1.

*  Sil|fjip1 " — Tiz1] > €, 741 calculado no es adecuado. Se toma 7,1 = fij41 Y
se realiza otra iteracion.

El diagrama de flujo de la Figura 4.5 resume el método de Newmark utilizado para en-
contrar la solucion las ecuaciones modales.
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( INICIO )

Y
[ Seleccionar parametros iniciales ]

v.B. &

Y
[ Definirng,pyient =10 ]

\ 4
[ Suponer aceleracion i};,4 ]

4 , . , N

Velocidad y desplazamiento del instante t; .1 :

N34 = 0; + [(1 —y)Atliy; + (A4

S Nis1 = M; + (A00; + [(0.5 — BY(AD?ij; + [B(AD ijiss )
s A N

Aceleracion calculada del instantet; (ii+l K):
§ i1 = Rivg — 28, q — 021544 )

NO Asumir ;44
i1~ i

S|

Convertir n;, 7); ¥ 1}; €n 1;—4,1;—1 ¥ 11— Para
el siguiente intervalo de tiempo

Se
calcularon
todos los
instantes de
tiempo?

NO

Figura 4.5. Diagrama de flujo del método de Newmark
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4.3. Respuesta de la estructura en el analisis modal cronolégico

A continuacion se describe la forma de obtener algunas cantidades de interés que represen-
tan la respuesta de la estructura al movimiento de la base. Se describe como a partir de las
coordenadas generalizadas en cada instante de tiempo se calcula cantidades como despla-
zamientos de centros de masa, desplazamientos de nudos o acciones internas en los elemen-
tos.

4.3.1. Desplazamientos, velocidades y aceleraciones de centros de
masa

Los desplazamientos, las velocidades y las aceleraciones relativas a la base de los centros
de masa de la estructura, {ugs ()}, {115 ()} y {iiy(6)} respectivamente, se obtienen con las
siguientes expresiones:
{up (O} = [@I(®)} = {P1In1 () + - + {3 () + -+ + {PpInn (t)
{tp(®)} = [@1N(©)} = (B30 () + -+ {30 (E) + = + {Pn i (©) (4.27)
{ip (O} = [@1{H(©)} = {P1}ii1 () + - + {37 () + -+ + {Pn}iin (1)
Las anteriores expresiones indican que cada cantidad que describe el movimiento de los

centros de masa se obtiene superponiendo la contribucion individual de cada modo de vi-
bracion {¢;} la cual por ejemplo, para el caso de los desplazamientos, corresponde al pro-

ducto {¢;}n;(0).

Los desplazamientos, velocidades y aceleraciones totales en cada instante de tiempo,
{y;(t)}, {uy(®}y _{il_(’;,(t)}_ respectivamente, medidas por un observador localizado en un
sistema de referencia inercial o fijo, se calculan con las siguientes expresiones:

{us(®}) = {upg O} + {ug ()}
{1e (O} = {up O} + {1y ()} (4.28)
(g ()} = {iip (O} + {iig ()}

Donde {u, (1)}, {1, ()} ¥ {ii;(t)} son respectivamente los vectores de desplazamiento,
la velocidad y la aceleracién absoluta de la base en cada instante de tiempo.

4.3.2. Desplazamientos de nudos

Los desplazamientos relativos a la base y en coordenadas globales de los nudos de la es-
tructura en cada instante de tiempo {u(t)} se obtienen a partir de los desplazamientos rela-
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tivos a la base de los centros de masa {u(t)}, de la matriz geométrica [A] y de las subma-
trices [K, ] ¥ [K,,] de [K], llevando a cabo el siguiente procedimiento:
- Desplazamientos desconocidos de interés

Los desplazamientos desconocidos de interés en coordenadas globales {u, (t)} se calcu-
lan con la siguiente expresion, a partir de los desplazamientos de los centros de masa
{uy(t)} y de la matriz de asociacion de desplazamientos [A]:

{ua ()} = [Al{up ()} (4.29)

El anterior producto matricial da como resultado un vector columna de tamafio igual al
numero de grados de libertad desconocidos de interés.

- Desplazamientos desconocidos condensados

Los desplazamientos desconocidos condensados en coordenadas globales {uy(t)} se
calculan con la siguiente expresion:

{u, (©) = ~[Kypy ] [Kya) (ua(®) (4.30)

Donde [K,,| v [K,] son submatrices de la matriz de rigidez que considera todos los
grados de libertad estaticos, y se conocen desde la etapa en que se construye la matriz de
rigidez condensada a los grados de libertad de interés [ko.|. El resultado es un vector co-
lumna de tamafio igual al nUmero de grados de libertad desconocidos condensados.

- Desplazamientos conocidos

Los desplazamientos conocidos en coordenadas globales {uz (t)} son datos iniciales del
problema. Estos se organizan en un vector columna en el mismo orden en el que se nume-
raron los grados de libertad conocidos.

- Vector de desplazamientos de nudos
El vector de desplazamientos de los nudos en coordenadas globales {u(t)} tiene la si-

guiente forma:

Uqg(t)
u@®}={w® (4.31)
ug(t)

Se obtiene al adjuntar los subvectores {u,(t)},{u, (t)}y {uz(¢)} previamente mencio-
nados. El resultado es un vector columna cuyo tamafo coincide con el nimero de grados
de libertad estaticos de la estructura.
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4.3.3. Derivas de centros de masa y por ejes de columnas

La deriva corresponde al desplazamiento horizontal relativo entre dos puntos localizados en
la misma linea vertical, entre dos pisos o niveles consecutivos de una edificacion. El con-
trol de la deriva es importante dado que el nivel de dafio de los elementos no estructurales y
la estabilidad global de la estructura, entre otros pardmetros, estan asociados con este para-
metro (AIS, 2010).

En NSR-10 se plantean dos formas de evaluar las derivas para una estructura que hace
parte de una edificacion, dependiendo del grado de irregularidad de la estructura. A conti-
nuacion se transcriben las dos formas mencionadas, tomadas de los numerales A.6.3.1.1 y
A.6.3.1.2 del Capitulo A.6 — Requisitos de la Deriva:

A.6.3.1.1 - Para estructuras regulares e irregulares que no tengan irregularidades en
planta tipo 1aP o 1bP, o edificaciones con diafragma flexible, la deriva maxima para el
piso i, AL, corresponde a la mayor deriva de las dos direcciones principales en planta j,
calculada como el valor absoluto de la diferencia algebraica de los desplazamientos hori-
zontales del centro de masa del diafragma del piso i, é.,,;, en la direccion principal en
planta bajo estudio con respecto a los del diafragma del piso inmediatamente inferior

(i — 1) en la misma direccion, incluyendo los efectos P-Delta.

A.6.3.1.2 — en edificaciones que tengan irregularidades en planta de los tipos 1aP 6
1bP la deriva maxima en cualquier punto del piso i, se puede obtener como la diferencia
entre los desplazamientos totales maximos, de acuerdo con A.6.2.4, del punto en el piso iy
los desplazamientos horizontales totales maximos de un punto localizado en el mismo eje
vertical en el piso inmediatamente inferior (i — 1), por medio de la siguiente ecuacion:

2
A;néxz Z(étlot,j - 5§;t%j ’ (4'32)
Jj=1

El cumplimiento del célculo de la deriva para cualquier punto del piso se puede reali-
zar verificandola solamente en todos los ejes verticales de columna y en los puntos locali-
zados en los bordes de los muros estructurales. La maxima deriva del piso i, A .., corres-
ponde a la maxima deriva que se obtenga de todos los puntos asi estudiados dentro del
mismo piso i.

De los anteriores numerales se observa que cuando la estructura se clasifica como regu-
lar, el chequeo de este parametro se realiza con las derivas de los centros de masa en direc-
ciones x e y, pero si la estructura posee irregularidad de tipo 1aP (irregularidad torsional)
0 1bP (irregularidad torsional extrema) es necesario calcular el desplazamiento horizontal
total de los extremos de cada columna o de cada muro estructural, y con base en ellos cal-
cular las derivas.
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4.3.4. Acciones inerciales, acciones de amortiguamiento y acciones
equivalentes

El vector de acciones inerciales aplicadas en los centros de masa de los diafragmas en cada
instante de tiempo {F,qb (t)} se calcula a partir de la matriz de masa concentrada [m] y del
vector de aceleraciones relativas a la base de los centros de masa {ii,(t)} en el mismo ins-
tante de tiempo, mediante la siguiente expresion:

{Flp®} = [ml{iip (D)} (4.33)

Por otro lado el vector de acciones de amortiguamiento trasladadas a los centros de ma-
sa en cada instante de tiempo {Fa¢(t)} se calcula a partir de la matriz de amortiguamiento
[c] y del vector de velocidades relativas a la base de los centros de masa {u¢(t)} en el
mismo instante de tiempo, mediante la siguiente expresion:

{Fap ()} = [cl{ug (O} (4.34)

De forma similar el vector de acciones equivalentes trasladadas a los centros de masa en
cada instante de tiempo {qub (t)}, se calcula a partir de la matriz de rigidez [k4] y del vec-
tor de desplazamientos relativos a la base de los centros de masa {u¢ (t)} en el mismo ins-
tante de tiempo, mediante la siguiente expresion:

{Fsp (0} = [kg){ugp(®)} (4.35)

Si la solucién obtenida de la ecucion (2.61) en cada instante de tiempo para los despla-
zamientos, las velocidades y las aceleraciones relativas a la base es correcta, se deb cumplir
la siguiente ecuacion de movimiento del sistema:

{FI¢(t)} + {Faqb (t)} + {qub (t)} = {Fext(t)} = —[m] [V]{ug(t)} (4.36)

4.3.5. Balance de energia

Partiendo de la Ecuacion (3.76), si en el instante t la estructura experimenta unos despla-
zamientos diferenciales en los centros de masa dados por el vector {dus}, una cantidad
diferencial del trabajo realizado por cada una de las acciones resultantes que actuan sobre
los diafragmas se calculan con la siguiente expresion:

(Fip @} {dug} + (Fap@} {dug) + (Fip®) {dug} = Foxe (0 {dup) ~ (437)

Al integrar cada uno de los términos entre el instante t = 0 y otro instante t diferente, la
expresion anterior se convierte en la ecuacion de balance de energia:
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Ec(t) + Ea(t) + Es(t) = Ee(t) (438)

Donde E.(t) y E,(t) corresponden respectivamente a la energia cinética de la estructura
y a la energia potencial eléstica o de deformacion almacenada (en la estructura) en el ins-
tante t, mientras que E,(t) y E.(t) corresponden respectivamente a la energia disipada por
el amortiguamiento natural y a la energia inducida por las acciones externas, desde t = 0
hasta el instante t. Por lo tanto se cumplen las siguientes igualdades:

¢

E.(t) Zf {FI¢(t)}T{du¢}
0
¢

Fa®) = [ {Fag(®) (dtg}
ot (4.39)

B = [ {Fop©) (dug}
0
¢

Ee(t) :f {Fext(t)}T{dufl)}
0

A continuacion se describe la forma de calcular cada una de las anteriores integrales pa-
ra un sistema elastico de varios grados de libertad dindmicos.

e Energia cinética

La Ecuacion (4.39a) que corresponde a la energia cinética de la estructura en el instante
t, se escribe de la siguiente forma, teniendo en cuenta la Ecuacion (4.33) y que {du¢} =

{iy(D)}at:
t T t T
E.(t) = f {Fip () {duy} = f {tmifiig ©}} {is(©)} dt (4.40)
0 0
Dado que {iiy(t)} = {di1,}/dt entonces:
t T
E,(t) = f (imi{dig}) (g (®) (4.41)
0

Si la matriz de masa [m] es diagonal, la energia cinética en el instante t se calcula con
la siguiente expresion:

t
0

La solucidn de la anterior integral es directa y da como resultado:
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E.(¢) = %[ml (u¢1(t))2 +my (u¢2(t))2 bt m, (u¢n(t))2] (4.43)

Donde m; es cada una de las masas 0 momentos de inercia del sistema y 4; es cada
una de las velocidades (traslacionales o angulares) de los grados de libertad dinamicos en
el instante t. La anterior ecuacion escrita en forma matricial toma la siguiente forma:

Eo(1) = 5 g (0) mfitp () (4.44)

Finalmente para un sistema de un grado de libertad dinamico:
1 . 2
Eq(t) = 5m (y(©) (4.45)

Donde m es la masa del sistema y 14 (t) es la velocidad relativa a la base de la masa en
el instante t.

e Energia potencial elastica

La Ecuacion (4.39¢) que corresponde a la energia potencial eléastica o a la energia de
deformacion almacenada en la estructura en el instante t, se escribe también de la siguiente
forma:

t
Ey(t) = f (Fop ) {dug)
0
(4.46)

t
Eg(t) = f (Fsp1 (1) " dugy + Fogpa (8) - dugy + -+ + Fgn (8) - duign)
0

Dado que se supone que existe linealidad entre las acciones equivalentes actuando en
los centros de masa y los desplazamientos correspondientes, cada una de las integrales que
se forman de la Ecuacién (4.46) equivalen al area bajo la curva fuerza vs desplazamiento,
como se indica en la Figura 4.6 para el grado de libertad i.

Fg

A

)

1
Esi(t) = 5 Fsgi(8) - ugi(t)

>

,uqb

ugi(t)

Figura 4.6. Energia de deformacién almacenada en cada grado de libertad y en cada instante de tiempo
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Por lo tanto el aporte del grado de libertad i a la energia potencial eléstica almacenada
en la estructura en el instante ¢, estara dado por la siguiente expresion:

1 1
Eg(t) =5 (Fgi-ugi(t) =5 (kiluqbl(t) + kipugo () + - + kinuq;n(f)) ug; (t)
2 2 (4.47)

1
Eu(t) = Eugbi(t) kY - {ugp (O}
Donde u; (t) es el desplazamiento del grado de libertad i en el instante ¢, {k}; es la fila
i de la matriz de rigidez [k] y {u¢, (t)} es el vector de desplazamientos relativos a la base en
el instante t. Al considerar el aporte de todos los grados de libertad dinamicos de la estruc-

tura y factorizando el término (1/2){u¢ (t)}, la energia potencial elastica E(t) se escribe
de la siguiente forma:

1
Eg(t) = > (u¢,1(t) {kh Fuga(0) - ks + o+ ugn(6) - {k}n){ucp(t)} (4.48)
Dado que la matriz de rigidez es simétrica, se cumple la siguiente igualdad:

ugr (O} + o (O}, + + g (O, = {up (O} [K] (4.49)

Por lo tanto, la ecuacién para calcular E(t) se escribe en una forma mas compacta co-
mo Se muestra a continuacion:

1
Eo(®) = 5 {up O [K){up(0)) (4.50)
Finalmente, para un sistema de un grado de libertad dinamico:
1 2
E,(t) = Ek(uqb(t)) (4.51)

Donde k es la rigidez del sistema y ug(t) es el desplazamiento relativo a la base de la
masa en el instante t.

e Energia disipada por amortiguamiento natural

La Ecuacion (4.39b) que corresponde a la energia disipada por amortiguamiento natural
desde t = 0 hasta el instante t, se escribe de la siguiente forma:

t t
E,(t) = fo (Fag () {duy) = jo ([l (O)) (i)t (4.52)

Esta ecuacion no se puede evaluar de forma directa como se hizo en los casos anteriores
con las energias cinética y potencial, por lo que su calculo se realiza utilizando algun méto-

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



164 Programa Didéactico a Codigo Abierto de Analisis Dinamico de Estructuras UNDIN 1.0

do de integracion numérica, como por ejemplo la regla del trapecio. Por lo tanto al replan-
tear la ecuacion anterior, partiendo de {dug} = {1, (0 }dt:

E,(t) = fo {Fap@®) {itp(®)}dt (4.53)

Adoptando un enfoque incremental por intervalos de tiempo definidos del instante
t — At al instante t y suponiendo que se conoce la energia disipada al comienzo el intervalo
E,(t — At), la energia disipada al final del intervalo E,(t) se calcula con la siguiente ex-
presion:

E, (t) = E,(t — At) + f tA {Fae (t)}T{uqb (O)}dt (4.54)
t—At

La integral que aparece en la Ecuacion (4.54) equivale a la suma de los incrementos de
energia disipada en el intervalo aportados por cada grado de libertad, como lo indica en
siguiente expresion:

t LY
f {Fap ) (g (O} = Y f Fagi(t) - it (t) - dt (4.55)
t-At =i )

Donde Fg4; €s la fuerza de amortiguamiento que actua en el grado de libertad i y iy, (t)
es la velocidad del mismo grado de libertad, ambas en el instante ¢, y n es el nimero total
de grados de libertad dindmicos del sistema.

Cada integral de la Ecuacién (4.55) se calcula como el area bajo la curva de la funcién
f (&) = Faei(t) - g (t) evaluada entre t — At y t. Esta area se asemeja al area de un tra-
pecio de base At y alturas [Fapicc-a) - Upice-ae)] Y [Fagpice) * Upicry] cOMo se indica en la
Figura 4.7.

Foooo Qs At ) .
apiy To A= > [Fagict-at) * Ugpict-ary + Fagice) " Upico)|

Fagi(e) * Ugie) 2

Fapict-at) - Ugi(e—ar)

> t

t— At t

Figura 4.7. Incremento en la energia disipada aportado por cada grado de libertad al sistema

Por lo tanto:
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’ . At . .
f Fa(bi(t) ' u¢i(t)dt = ? [Faqbi(t - At) ) U¢i(t - At) + Faqbi(t) ) U¢i(t)] (456)
t—At

Finalmente, para un sistema de un grado de libertad dindmico la energia amortiguada
hasta el instante t se aproxima con la siguiente expresion, en funcion de las fuerzas de
amortiguamiento y las velocidades al comienzo y al final del intervalo y de la energia disi-
pada hasta el instante t — At.

E,(t) = E,(t — At) + % [Fa¢(t —At) - Uy (t — At) + Foy (1) - u¢(t)] (4.57)

e Energia de entrada

La Ecuacion (4.39d) que corresponde a la energia de entrada o a la energia inducida por
las acciones externas equivalentes a la aceleracién de la base (no por la aceleracion de la
base) desde t = 0 hasta el instante t se escribe también de la siguiente forma:

t t
E.(t) =f {Fexe (0} {dug} =f {Fexe ) {12 (8)}dt (4.58)
0 0

Esta ecuacion tampoco se puede evaluar de forma directa como se hizo con las energias
cinética y potencial. Su célculo se realiza de forma numérica, similar a como se presentd
para la energia disipada por amortiguamiento natural.

Adoptando un enfoque incremental y suponiendo que se conoce la energia de entrada al
comienzo el intervalo E,(t — At), la energia de entrada al final del intervalo E, (t) se calcu-
la con la siguiente expresion:

t

Bu(©) = Bt =000+ | (Funt(O) ()t (4.59)
t—At

La integral que aparece en la expresion anterior equivale a la suma de los incrementos
de energia de entrada aportados por cada grado de libertad en el intervalo At, como lo indi-
ca la siguiente expresion:

—At

t L
ft (Fone (D) {it ()}t = Z f RCRMOR (4.60)

Donde F,,¢—;(t) es la fuerza externa que actua en el grado de libertad i y 74,;(t) es la
velocidad del mismo grado de libertad, ambas e el instante de tiempo t, y n es el nimero
total de grados de libertad del sistema.
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Cada integral de la Ecuacion (4.60) se calcula como el &rea bajo la curva de la funcién
f(t) = Fex—i(t) - u4;(t) evaluada entre t — At y t, similar a como se hizo con la energia
disipada por amortiguamiento. Por lo tanto:

¢ At
f Foxe—i(t) " g (t) - dt = > [Foxe—i(t = AL) * i (t — AL) + Fopp—i (8) g (D] (4.61)
t—At

Finalmente, para un sistema de un grado de libertad dindmico la energia de entrada has-
ta el instante t se aproxima con la siguiente expresion, en funcién de las fuerzas externas y
las velocidades de la masa al comienzo y al final del intervalo y de la energia de entrada
hasta el instante t — At.

E, (t) = E,(t — At) + % [Fext(t — AL) * 1y (t — AL) + Fope(£) - 1y (1) (4.62)

La precisién alcanzada en la evaluacion de las integrales numéricas depende basicamen-
te del tamafio del intervalo de tiempo At utilizado en el anélisis.

Es importante aclarar que los términos de la ecuacion de balance de energia cuya forma
de calcular se acaba de describir, corresponden al movimiento relativo a la base de la es-
tructura y no al movimiento absoluto, puesto que para su planteamiento se utilizé la Ecua-
cion (4.37) que relaciona acciones debidas a la deformacion de la estructura, la cual a su
vez depende del movimiento relativo a la base y no del movimiento absoluto de esta.

4.3.6. Cortantes de piso y cortante basal

Los cortantes de piso corresponden a las fuerzas cortantes en direcciones x e y globales
acumuladas internamente en cada piso de la estructura. EIl cortante basal coincide con la
suma de las fuerzas equivalentes aplicadas en los centros de masa en cada direccién global
xey.

A modo de ejemplo la Figura 4.8 muestra el significado de los cortantes de piso y del
cortante basal, tomando como ejemplo una estructura plana de tres niveles. En este caso las
acciones V,,V, y V; representan los cortantes de piso y V,, representa el cortante basal, el
cual coincide con el cortante del piso mas bajo de la estructura, o con la suma algebraica de
todas las acciones equivalentes aplicadas en los centros de masa, que para este caso son

F¢1, F¢2 y F¢3
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Fp 43 ,,,,,,,,,,,,, Fga
=0 Vi< F,,
Fm% -------------------------- Fgo
(/‘\__> Vs Vo=V +Fgp

L R Fys

L/
([\__’V3 V3=Vb=V2+F¢,3

<

Vb = F¢1 + F¢Z + F(pj

Figura 4.8. Cortantes de piso y del cortante basal en funcion de acciones elésticas

4.3.7. Acciones en los extremos de los elementos

El vector de acciones en coordenadas locales que acttan en los extremos de cada elemento
estructural y en cada instante de tiempo {ﬁ (t)} y que corresponden al efecto del resto de la
estructura sobre tal elemento (Azar, 1972; McGuire et al., 2000) se calculan a partir de la
matriz rigidez del elemento en coordenadas locales [Ee] y del vector de desplazamientos
relativos a la base y en coordenadas locales de los nudos del elemento {,(t)} en el mismo
instante de tiempo. Estas tres variables se relacionan mediante la siguiente expresion:

{fe(t)} = [Ee]{ae (t)} (4-63)

En la anterior expresion se asume que no hay cargas externas puntuales o distribuidas
aplicadas en la luz del elemento, por lo que tampoco existen acciones fijas en los extremos.
Generalmente las acciones de este tipo son estaticas y su efecto sobre la estructura se tiene
en cuenta en un caso de carga diferente.

La matriz de rigidez [k,] se obtiene de la misma forma en que se indic6 para construir
la matriz de rigidez general de la estructura. El vector {1, (t)} se obtiene al transformar los
desplazamientos de los nudos del elemento en coordenadas globales {u,(t)} a coordenadas
locales. Para ello se usa el siguiente producto matricial:

{u.(0)} = [T [{u ()} (4.64)
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donde [T,] es la matriz de transformacion de coordenadas del elemento. EIl vector
{u.(t)} se obtiene extrayendo los desplazamientos de los nudos del elemento del vector de
desplazamientos de los nudos de la estructura en coordenadas globales {u(t)}.

El anterior procedimiento debe realizarse para cada elemento estructural y para cada
instante de tiempo considerado en el analisis.

4.3.8. Acciones internas en los elementos

Para cada elemento estructural las acciones internas debidas solo a la aceleracion de la ba-
se, sin considerar cargas estaticas aplicadas en la luz, se construyen por estatica a partir de
las acciones en coordenadas locales aplicadas en uno de los extremos.

La Figura 4.9 muestra el diagrama de cuerpo libre del tramo inicial de un elemento es-
tructural arbitrariamente orientado. Sobre el elemento acttan las seis acciones aplicadas en
el extremo inicial i y las seis acciones internas actuantes en una seccion s localizada a una
distancia x del extremo inicial que mantienen el equilibrio. Todas las acciones estan plan-
teadas en direccion positiva.

Mz'(i)
\ Fz(l)
Fx'(i)
M7
FJ—,U)
)
M :
Vista tridimensional
v Z
i ; M, i - M T.
P _gq” NN MG AN .
> X S > - Vi ad
Q\A M,® I ] M, © 5[
(i) * oL * v
Flt .
v *Vy z V;
Plano x-y local Plano x-z local

Figura 4.9. Diagrama de cuerpo libre para el calculo de las acciones internas
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Al aplicar las seis ecuaciones de equilibrio al tramo indicado del elemento, se llega a las
siguientes expresiones mediante las cuales es posible calcular las acciones internas en cual-
quier seccion, en funcion de la distancia de la seccidn desde el extremo inicial y de las ac-
ciones en coordenadas locales actuantes en el mismo extremo.

SFe=0  Ny=—-F%
_ _ g
SFp=0  Vy=F;

SF;=0 v, = F®
. (4.65)
IMg; =0 Ty = —MP

IMgy =0 My =FP%x+MP
IMg; =0  M;=FVx - MP

Como en el calculo de las acciones en los extremos de los elementos, el anterior proce-
dimiento debe realizarse para cada elemento estructural y para cada instante de tiempo con-
siderado en el analisis.

4.4.  Analisis modal espectral. Resumen del método

El analisis modal espectral permite estimar la respuesta maxima probable de la estructura a
partir de un espectro elastico, sin necesidad de realizar analisis dindmico cronoldgico
(Chopra, 2001). Generalmente la respuesta se calcula a partir del espectro de pseudo-
aceleraciones de respuesta o de disefio.

Similar al método de anélisis modal cronoldgico, el analisis modal espectral es aplicable
solamente a estructuras que se mantienen en el rango elastico de deformaciones y con
amortiguamiento clasico. No es aplicable a sistemas no lineales.

El procedimiento que se describe a continuacion permite calcular la maxima respuesta
de una estructura sometida a la accion de una 0 mas componentes de aceleracion en la base
de forma simultdnea. En forma simplificada y siendo consistentes con la idealizacion anali-
tica de las estructuras tipo descrita en el Capitulo 2, se considera que sobre la estructura
actan solamente dos componentes horizontales mutuamente ortogonales de aceleracion en
la base en direcciones x e y. No se considera la componente del movimiento sismico en
direccion z.

Dado que el andlisis espectral, basado en la utilizacién de un espectro de respuesta o de
disefio, permite obtener la respuesta maxima de la estructura se somete a una sola compo-
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nente de aceleracion en la base, es necesario dividir el problema en dos etapas: una primera
etapa en la que se obtiene la respuesta maxima probable de la estructura cuando sobre ella
actua cada componente de aceleracion de la base de forma individual, y una segunda etapa
que consiste en la combinacion de la respuesta maxima probable producida por cada com-
ponente del sismo utilizando métodos probabilisticos (Wilson, 2002).

Para calcular la respuesta maxima probable producida por cada componente de acelera-
cion de la base, es necesario calcular inicialmente los desplazamientos generalizados ma-
ximos por modo i y por componente de aceleracion de la base j denominados (n;;),, que
corresponden al maximo valor positivo o negativo de la solucién de cada ecuacion diferen-
cial desacoplada (4.6). Los desplazamientos generalizados maximos se calculan a partir de
las pseudo — aceleraciones espectrales S,;, que son funcion del periodo de vibracién de ca-
da modo y que se leen del espectro de pseudo-aceleraciones, asi como de los factores de
participacion modal ;.

Los desplazamientos generalizados maximos se requieren para calcular los desplaza-
mientos maximos por modo de los centros de masa, a partir de los cuales se obtienen los
demas parametros de respuesta méaxima aportada por cada modo de vibracion a la estructu-
ra, de forma similar a como se describio en el método de andlisis modal cronolégico para
cada instante de tiempo.

Para cada parametro que represente la respuesta de la estructura (desplazamientos, deri-
vas, acciones internas, etc.), se lleva a cabo el siguiente procedimiento para estimar su va-
lor méximo probable producido por la aplicacion simultdnea de todas las componentes de
aceleracion de la base consideradas (los pasos a y b corresponden a la primera etapa y el
paso c corresponde a la segunda etapa):

a) El aporte maximo de cada modo de vibracion a la respuesta total, cuando actla cada
componente de aceleracién de la base individualmente sobre la estructura, se evalUa utili-
zando las mismas expresiones mencionadas en la seccion de analisis modal cronolégico.

Por ejemplo, para estimar el aporte maximo de un modo de vibracion a los desplaza-
mientos de los centros de masa, en funcion de la matriz de modos de vibracion y de los
desplazamientos generalizados maximos, se utiliza la siguiente expresion:

{(u¢)l) } {¢ }(771]) (4-66)
O para estimar el aporte maximo del mismo modo a las acciones equivalentes aplicadas

en los centros de masa {(qum)]} a partir de la matriz de rigidez lateral [k4] y de los des-
plazamientos maximos de los centros de masa {(“qbl) }, se utiliza la siguiente expresion:

{(Pop)l} = g {(ug)’} (4.67)
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En las anteriores expresiones i corresponde a cada modo de vibracién y j corresponde a
cada componente de aceleracion de la base, lo que significa que cada cantidad se evalGa por
modo Yy por cada direccion de aplicacion de los movimientos sismicos. De igual forma el
aporte se evalUa separadamente para cada modo, es decir, sin sobreponerlos o sumarlos.

b) Las respuestas por modo y por componente de aceleracion de la base se deben combi-
nar utilizando métodos probabilisticos denominados métodos de combinacion modal espec-
tral. La razon para combinarlos esta en que los maximos aportes por modo no suceden en
el mismo instante de tiempo ni tienen el mismo signo (Clough & Penzien, 1995; Chopra,
2001; Garcia, 1998; Wilson, 1985). Como resultado se obtiene la respuesta maxima proba-
ble de la estructura 7/, producida por cada componente de aceleracion de la base j actuando
individualmente.

c) Las respuestas maximas probables por modo y por componente de aceleracion, r/, se
combinan utilizando métodos de combinacion direccional para tener en cuenta efectos or-
togonales, es decir, cuando las componentes del movimiento sismico actuan de forma si-
multanea sobre la estructura (Garcia, 1998). La razon para combinar probabilisticamente
las respuestas méximas producidas por cada componente de aceleracion radica en que en
realidad el 100% de los movimientos sismicos en cada direccion no se presentan en el
mismo instante de tiempo, dada la baja correlacién entre componentes (Clough & Penzien,
1995), por lo que la méxima respuesta estructural producida por cada componente tampoco
se presenta de forma simultanea.

4.5, Espectros elasticos de respuesta

4.5.1. Concepto de espectro elastico de respuesta

Un espectro de respuesta es una representacion del valor maximo en valor absoluto de
cualquier respuesta estructural (desplazamientos, aceleraciones, fuerzas internas, etc.) en
funcién del periodo de vibracion natural T; de cada sistema elastico de un grado de libertad.
En el espectro se resume la maxima respuesta de todos los posibles sistemas elésticos de un
grado de libertad que poseen el mismo amortiguamiento.

La respuesta maxima de cada sistema de un grado de libertad se representa también en
funcién de la frecuencia de vibracion natural w;, pero para los ingenieros es mas familiar
relacionar cada cantidad con el periodo de vibracion.

Dada la variabilidad de la aceleracion en la base ii, (t) a partir de la cual se debe encon-
trar la respuesta en el tiempo de cada sistema de un grado de libertad, para la construccion
de un espectro elastico es necesario utilizar métodos numéricos como los descritos en la
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seccion de analisis modal cronolégico para resolver las ecuaciones modales desacopladas,
como por ejemplo los métodos de aceleracion lineal o de la excitacion lineal.

El espectro de respuesta es una manera practica de caracterizar los movimientos en la
base y su efecto en las estructuras. Provee una forma conveniente de resumir la respuesta
méaxima de todos los posibles sistemas lineales de un grado de libertad, sometidos a una
misma componente de un movimiento sismico. Adicionalmente constituye un procedi-
miento préactico de aplicar el conocimiento de la dindmica estructural al disefio de estructu-
ras y al desarrollo de los requisitos de fuerzas laterales en los codigos de disefio y construc-
cion (Chopra, 2001).

Cabe anotar que al construir un espectro, el signo de la respuesta maxima y el instante
de tiempo donde esta se presenta se pierden completamente, por lo que la respuesta espec-
tral es siempre positiva.

4.5.2. Espectros de respuesta de desplazamiento, pseudo-velocidad
y pseudo-aceleracion

Los espectros de respuesta de desplazamiento, pseudo-velocidad relativa o simplemente
pseudo-velocidad, y de pseudo-aceleracion total o simplemente pseudo-aceleracion, son de
gran importancia en el estudio de las caracteristicas de los espectros de respuesta, para
construir espectros de disefio y para establecer una conexién entre los resultados de la di-
namica estructural y los codigos de disefio y construccion.

- Espectro de desplazamiento

La ecuacion que gobierna el movimiento del sistema elastico de un grado de libertad i suje-
to a una aceleracion en la base ii, (t) se muestra a continuacion:

il + 28wt + wfu = —uy(t) (4.68)

De ella se deduce que, para la misma aceleracion en la base, el desplazamiento relativo
de la masa solo es funcion del tiempo t, de la frecuencia de vibracion natural w;, 0 lo que
es equivalente, del periodo de vibracién natural T;, asi como del amortiguamiento ¢ del
sistema:

u=u(tT;,é) (4.69)

El espectro de respuesta de desplazamiento resume el desplazamiento relativo a la base
méaximo de todos los posibles sistemas elasticos de un grado de libertad con el mismo
amortiguamiento. La cantidad u, es por definicion:

u, =D = u,(T;, &) = max|u(t, T;, &)| (4.70)
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La construccion de este espectro consiste en obtener para cada sistema el maximo des-
plazamiento en valor absoluto de la masa respecto a la base, denominado u, 6 D, para pos-
teriormente representarlo en funcion del periodo de vibracion natural correspondiente.

La pareja de valores T, D representa un punto en el espectro. El anterior procedimiento
debe hacerse para un numero importante de sistemas de un grado de libertad, manteniendo
constante la fraccion de amortiguamiento ¢ de forma que se abarque un rango de periodos
de vibracion suficiente.

A modo de ejemplo la Figura 4.10 tomada de (Chopra, 2001) muestra el espectro de
respuesta de desplazamientos de la componente N-S del sismo de EI Centro, construido
para una fraccion de amortiguamiento del 2% (¢ = 0.02). En la figura se observa como se
obtiene el desplazamiento méaximo para diferentes sistemas elasticos de un grado de liber-
tad con diferente periodo de vibracion e igual fraccion de amortiguamiento, y se observa
cdémo cada pareja de datos T, D representa solamente un punto en el espectro.

10 ©)
20
Tn=0.5sec 0 X
{=2% _ 2.67 in.
& 10
=10
5 £
T.=1sec Ei §
"t=2% E 0 ‘HHHWWWE VNI S
2 10 597 in. a
10
netgl O
a0 G4 . .
0 10 20 30 0 1 2 3

Time, sec T, 8€C
Figura 4.10. Construccion del espectro de deformacion para el sismo de El Centro (Chopra, 2001)
Para encontrar la respuesta maxima de cualquier sistema de un grado de libertad en tér-
minos de deformaciones o acciones internas, solo se requiere conocer el correspondiente
espectro de respuesta de desplazamiento, ya que conociendo u,, el valor maximo del des-

plazamiento de la masa respecto a la base, la fuerza estatica equivalente F,, que produce el
mismo desplazamiento u,, se evalla con la siguiente expresion:

Fy, = ku, (4.71)

Con F,, conocida, mediante un andlisis estatico es posible evaluar las deformaciones y
las acciones internas en los elementos que componen el sistema.
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- Espectro de pseudo-velocidad

La méxima pseudo — velocidad V del sistema eléstico de un grado de libertad i con fre-
cuencia de vibracion w; y desplazamiento relativo maximo D, estd dada por la siguiente
expresion:

V = w;D (4.72)

La méxima pseudo-velocidad no coincide con la maxima velocidad relativa a la base de
la masa u,, aunque las unidades de estas dos cantidades son las mismas. La pseudo-
velocidad esta asociada con la maxima energia de deformacion almacenada en el sistema
durante el movimiento sismico, como se muestra con la siguiente expresion:

_kuid  mod)(V/w)?  my?

- 4.73
Eq, > > > (4.73)

- Espectro de pseudo-aceleracion

La méxima pseudo-aceleracion A delsistema elastico de un grado de libertad i con frecuen-
cia de vibracion w; y desplazamiento relativo méximo D, esta dada por la siguiente expre-
sion:

A= w?D (4.74)

LLa maxima pseudo-aceleracion no equivale a la maxima aceleracion total ii5 que expe-
rimenta la masa durante el sismo, aunque las unidades de estas dos cantidades son las mis-
mas. La pseudo-aceleracidon A esta asociada con el maximo cortante basal inducido por el
sismo al sistema, el cual equivale a la maxima fuerza estatica equivalente F,, actuando so-
bre la masa:

Vbo = Fso = kD = (mw?)D = mA (4.75)

Otra forma de entender la diferencia entre los espectros de pseudo — aceleracion y acele-
racion total es observando que el producto mA corresponde solo a la méxima fuerza resis-
tente F,,, mientras que miil corresponde la maxima suma de las fuerzas resistente y de
amortiguamiento (F, + F,),, de donde se deduce que ii} es siempre mayor que A, aunque
numéricamente son muy similares dado el rango de periodos y amortiguamientos en que se
encuentran las estructuras de ingenieria, por lo que A es una buena estimacion de iif.

La relacion entre cortante basal maximo y pseudo-aceleracion méaxima se escribe tam-
bién de la siguiente forma:

Vo = S,W (4.76)
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Donde W y S, son respectivamente el peso de la estructura y el coeficiente de cortante
basal (Chopra, 2001), también conocido la maxima aceleracién horizontal de disefio (AIS,
2010) o simplemente aceleracion espectral. En este caso S, corresponde a la méaxima
pseudo — aceleracion expresada como fraccion de la aceleracion de la gravedad g.

4.6. Desplazamientos generalizados maximos

El espectro de pseudo aceleraciones de respuesta o de disefio, independientemente de las
diferencias conceptuales existentes en cuanto a su procedencia y utilizacion, es por lo gene-
ral la base para calcular la respuesta maxima de una estructura idealizada como un sistema
elastico de varios grados de libertad, sometida a la accién de una sola componente de acele-
racion en la base (Wilson, 2002).

A partir de la aceleracion espectral correspondiente a cada periodo de vibracion y por lo
tanto a cada modo de vibracién natural de la estructura, se evalia el maximo desplazamien-
to generalizado (n;), asociado a cada modo, y por ende el aporte maximo de cada modo a
los desplazamientos totales de la estructura.

A continuacion se describe la forma de obtener los desplazamientos generalizados méa-
ximos asociados a cada modo y a cada componente de aceleracidn en la base, los cuales se
pueden organizar en una matriz denominada [n,] en la que cada fila corresponde a un modo
de vibracion y cada columna corresponde a una componente de aceleracion en la base.

Recordando que la Ecuacion (4.68) describe el movimiento de un sistema elastico de un
grado de libertad sometido a una componente de aceleracion en la base, y que su solucion
corresponde a la funcién u(t), que tiene como valor maximo a u, = D. De las relaciones
existentes entre u, y A y entre A 'y S, mostradas en la seccién anterior, se plantea una rela-
cion directa entre el desplazamiento relativo méximo de la masa u, y la correspondiente
aceleracion espectral como fraccién de la aceleracién de la gravedad S, :

A Sa*9g

== (4.77)

D =

Uo

Por otro lado la ecuacion modal desacoplada, asociada al modo de vibracion i (coni =
1,2, ...,mn), cuando actla el sismo Unicamente en la direccion j (conj =1y 2) es:

fiij + 280 + winy = —ayjilg;(t) (4.78)

Si se definen las siguientes cantidades, siendo a;; constante:
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b =2 (4.79)

Al remplazar las anteriores expresiones en la Ecuacion (4.78) el coeficiente de partici-
pacion a;; desaparece y la ecuacion se transforma en lo siguiente:

Di + walDL + (J)lle = —ﬂgj(t) (480)

La anterior expresion es similar a la Ecuacién (4.68). La solucion de la Ecuacion (4.80)
da como resultado la funcion D;(t). Por lo tanto, el desplazamiento generalizado 7;;(t) se
obtiene con la siguiente expresion:

N () = a;;D;(t) (4.81)

Entonces el valor maximo absoluto de n;;(t) se obtiene a partir del coeficiente de parti-
cipacion a;; y del desplazamiento maximo (D;), con la siguiente expresion:

(Tlij)o = |a;;| (D)o (4.82)

Como el desplazamiento maximo (D;), se relaciona con la pseudo — aceleracion espec-
tral (5,); a través de la siguiente expresion:

(D), (ri})' j_% _ (Saa))_lzg (4.83)

L
Entonces el desplazamiento generalizado maximo correspondiente al modo i, cuando
actUa el sismo solamente en direccion j, denominado (7;;),, se calcula como:

|al]| (Sa)L |aij| ' (Sa)i g Ti2
( l]) 4_7-[2

l

(4.84)

Los desplazamientos generalizados méximos calculados mediante la Ecuacion (4.84) se
almacenan en la matriz [n,] de forma que a cada fila le corresponda un modo de vibracién
y a cada columna le corresponda una componente de aceleracion de la base, que para este
caso serian x e y solamente. La forma de la matriz [n,] es la siguiente (n corresponde al
numero de modos de vibracion natural considerados en el analisis):

[(771x)0 (711y)0]
[770] — (772.95)0 (772.3/)0 (4.85)

(Un.x)o (Uny)o
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4.7. Respuesta maxima por modo y por componente de acelera-
cion de la base en el anélisis modal espectral

A continuacion se describe la forma en que se calcula el aporte maximo de cada modo de
vibracion natural a la respuesta maxima probable de la estructura, cuando sobre esta actla
cada una de las componentes de aceleracion de la base consideradas en el anélisis de forma
individual.

4.7.1. Desplazamientos de centros de masa

El aporte m&ximo de cada modo de vibracién a los desplazamientos relativos a la base de
los centros de masa, producidos por las componentes de aceleracion en la base iy, (t) y
iig, (t) actuando de forma individual, se calcula a partir de la matriz de modos de vibracion
natural [®@] y de la matriz de desplazamientos generalizados méximos [n,].

Si a partir de la matriz [n,] se construyen dos matrices auxiliares y diagonales, que ten-
gan la siguiente forma:

(de O o O (ny), O 0 ]
R T I ) B B U S I CED
0 0 -~ Clnxdo o D (nny)OJ

Con los siguientes productos se construyen las matrices [(ug)*]y [(ug)”] en las que en
cada columna se almacena la contribucion méxima de cada modo de vibracion natural a los
desplazamientos de los centros de masa. En este caso n es el nimero de modos de vibra-
cion considerados en el analisis:

[(”qb)x] = [{(%1):} {(%Z)Z} {(udm) }] P][(1Mx)o]
[(u¢)y] = [{(%1)2}} {(%z)i} {(uqbn)o}] = [@] [(Uy)o]

(4.87)

4.7.2. Desplazamientos de nudos

El aporte maximo de cada modo de vibracion a los desplazamientos relativos a la base y en
coordenadas globales de los nudos de la estructura, producidos por las componentes de
aceleracion en la base iig, (t) y iig,(t) actuando de forma individual, se calcula con un
procedimiento similar al usado en el método de analisis modal cronolégico para calcular el
vector {u(t)}.
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Con la matriz de asociacion de desplazamientos [A] y las matrices de desplazamientos
maximos de centros de masa por modo [(ug)*]y [(ug)”] se construyen las matrices
[(ug)*] y [(ug)¥] que almacenen el maximo aporte de cada modo de vibracion a los des-
plazamientos desconocidos de interés con las siguientes expresiones:

()] = {Wa)s} {(a2)d} - {an)$H = 41| ()" |
()] = [{@a)?} (@)} - {@end?}] = [4][(ug)” |
Con las matrices de desplazamientos de interés por modo [(u,)*]y [(u,)*] Yy las sub-

matrices [K,, ]y [K,] se construyen dos matrices que almacenen el maximo aporte de ca-
da modo de vibracion a los desplazamientos condensados:

[(uy)x]:[{(uyl):} {(”ﬂ)j} {(”yn)j}] -[Kn ] [ vl [(we) ]
[(uy)y]:[{(uyl)i} {(”J/Z)Z} {(”yn)Z}]:_[Kw]_ [Kyal[(@a)” ]

Finalmente con el vector de desplazamientos conocidos {ug}, que facilmente se extien-
de a las matrices [(ug)*]y [(ug)”] en las que todas las columnas son iguales, se constru-
yen dos matrices [(w)*] y [(w)”] que almacenen el maximo aporte de cada modo de vibra-
cién a los desplazamientos relativos de los nudos, adjuntando las submatrices de desplaza-
mientos de interés, condensados y conocidos:

(4.88)

(4.89)

[(W)*] = {5} {w2)s} - {5} =[[w)*] [(w)*] [(wp)*]]"

(4.90)
= [{w0y} {wdo} - (w3} = [wa)’T [T [Cup)”])”
Cada una de las matrices anteriores posee un numero de filas igual al nimero total de
grados de libertad estaticos, y un nimero de columnas igual al nimero de modos de vibra-
cion considerados.

4.7.3. Derivas de centros de masa y por ejes de columnas

El aporte maximo de cada modo a las derivas de los centros de masa se calcula a partir del
aporte maximo por modo a los desplazamientos de los centros de masa, el cual se encuentra
almacenado en las matrices [(ug)*] y [(ug)”] segun se indico previamente.

De igual forma el aporte maximo de cada modo a las derivas evaluadas en un eje de co-
lumnas debe calcularse a partir del aporte maximo de cada modo a los desplazamientos
relativos a la base y en coordenadas globales de los nudos asociados al mismo eje. Estos
aportes fueron almacenados previamente en las matrices [(w)*] y [(w)Y].

El calculo del aporte de cada modo a las derivas correspondientes se realiza de la misma
forma en que se indico en el método de analisis modal cronoldgico para cada instante de
tiempo.
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Al calcular las derivas de los centros de masa por modo se tienen como resultado cuatro
matrices [(4,)*], [(4,)7],[(4,)*] ¥ [(4,)”], las dos primeras almacenan el aporte de cada
modo las derivas de los centros de masa en direccion x global y las dos ultimas almacenan
el aporte de cada modo a las derivas en direccion y global. En el caso de las derivas eva-
luadas a partir de los desplazamientos de los nudos asociados a un mismo eje de columnas,
se tienen dos matrices [(A;)*] v [(A;)Y], cada una correspondiente a las componentes de
aceleracion de la base iigy Y iigy .

Las matrices de derivas de centros de masa o de columnas tienen la siguiente forma:

(D] =[5} {45} - {45l

491
(@ = [} (@2} - (@] @3

4.7.4. Acciones equivalentes

El aporte maximo de cada modo de vibracion a las acciones equivalentes trasladadas a los
centros de masa de los diafragmas, producido por las componentes de aceleracion en la
base i, (t) Y 4, (t) actuando de forma individual, denominados aqui [(Fs¢)*] Y [(Fs¢)”]
se calcula utilizando un procedimiento similar al descrito en el método de analisis modal
cronolégico para calcular el vector {Fq (£)}.

[(Fscp)x] =[{(Fs¢1)z} {(qubz)j} {(Fsdm)z}]:[k(l)] [(uqb)x]
[(Fs¢>)y] =[{(Fs¢1)Z} {(Fs¢z)Z} {(Fs¢n)Z}]=[k¢] [(uqb)y]

Los aportes modales maximos a las acciones inerciales y de amortiguamiento son des-
conocidos dado que no se tiene informacion de los espectros de velocidad y aceleracién
relativa a la base. De igual forma no se puede verificar la ecuacion de movimiento ni la
ecuacion de balance de energia.

4.7.5. Cortantes de piso y cortante basal

El aporte maximo de cada modo los cortantes de piso y al cortante basal debe calcularse a
partir del aporte maximo de cada modo de vibracion a las acciones elasticas trasladadas a
los centros de masa, el cual se encuentra almacenado en las matrices [(Fsp)”]y [(Fs)*] de
acuerdo a como se mostro previamente.

El célculo del aporte de cada modo a los cortantes de piso y al cortante basal se realiza
de la misma forma en que se mostrd en el caso de andlisis modal cronolégico para cada
instante de tiempo.

Los cortantes de piso por modo y por componente de aceleracion de la base se agrupan
en cuatro matrices [(V,)*], [(V,)”], [(;)*] y [(V,)”], las dos primeras almacenan el aporte
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de cada modo a los cortantes en direccion x global y las dos ultimas almacenan el aporte de
cada modo a los cortantes en direccién y global. Cada pareja de matrices de cortantes de
piso tiene la siguiente forma:

[(V)*] = [{(VD3} {5} .. {(h)5]]

493
] = [(002) () - {002 @

4.7.6. Acciones en los extremos de los elementos

El aporte méximo de cada modo de vibracion a las acciones en coordenadas locales que
actuan en los extremos de un elemento estructural, producidas por las componentes de ace-
leracion en la base iig,(t) Y il (t) actuando de forma individual, denominadas aqui
[(f.)*]y [(f.)Y], se calcula utilizando un procedimiento similar al descrito en la parte de
analisis modal cronoldgico para calcular el vector {f,(t)} de cada elemento.

De las matrices de desplazamientos en coordenadas globales de los nudos por modo
[(w)*] y [(w)Y] se extraen dos submatrices de desplazamientos por modo de los nudos del
elemento denominadas [(w)¥] y [(w)Y], las cuales se convierten a coordenadas locales con
la matriz de transformacién de coordenadas utilizando las siguientes expresiones:

[@] = {(@eD)?} {(@e2)d} o (@) = [To][ud]
[@] = (@Y} {@)Y} - {@en)d}] = [T[u)]

Finalmente con la matriz rigidez del elemento en coordenadas locales [k,.] y con las ma-
trices [(@)¥] ¥ [(@)7] se construyen dos matrices que almacenen el maximo aporte de cada
modo de vibracién a las acciones en los extremos del elemento, realizando los siguientes
productos matriciales:

(R ]= {7} {(F2)i} - {(Fn))] = TReli@)
(&) =[((Fe))} {72} - {(n))] = [Rel[@)2]

(4.94)

(4.95)

4.7.17. Acciones internas en los elementos

Para un elemento estructural, las matrices [(£)*] y [(f.)”] de acciones maximas en los
extremos por modo y por componente de aceleracion de la base almacenan las acciones en
el extremo inicial i y en el extremo final j como lo muestran las siguientes expresiones:
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()

(l) (‘)
[(7)] = ———]‘ [(Z)] l[ (1) (4.96)

Las seis acciones en el extremo inicial extraidas de cada matriz general se muestran a
continuacion:

(GO = {EDT {EDT {(EDT (@) () (@]
GO =[{EEYY {EO} (G} {0} {0y} o))

Con las anteriores acciones es posible, siguiendo un procedimiento similar al mostrado
en el método de analisis modal cronoldgico, calcular las acciones internas en cualquier sec-
cién del elemento localizada a una distancia x del extremo inicial, como se indicé con la
Figura 4.9 y como lo sefialan las siguientes expresiones:

(4.97)

(W = —{(2°)") () = ~{(£°)')
()} ={(5")) (5} ={(5°))
(V,)*} = {( Z_(i))"} ()} = {( z-(i))y} (4.98)
(o =-{(M)) (@7 =—{(mP)’}
(0} = {(EO) Jx+{(m) ) {00} = {(E°) e+ {(m5°)')

J
(7= {(F°) Jx = {(MP)} 3 = {(F) }x - {(mP))

4.8. Métodos de combinaciéon modal

Por lo general para cualquier pardmetro de respuesta estructural (desplazamientos, acciones
internas, etc.) producido por la componente de aceleracion de la base en direccion j, el
aporte maximo de un modo de vibracién a la respuesta total no se presenta en el mismo
instante de tiempo en el que se presenta en los demas modos. Ademas la respuesta maxima
puede tener un signo diferente en cada modo, teniendo en cuenta la compleja naturaleza
vibratoria que presenta un movimiento sismico real.

Por lo tanto es incorrecto superponer o sumar algebraicamente el aporte maximo de ca-
da modo de vibracién para obtener la respuesta maxima de la estructura cuando sobre esta
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actlia una componente de aceleracion en la base. De igual forma, resulta bastante conser-
vador sumar los valores absolutos de las contribuciones modales méximas puesto que para
todos los modos la respuesta maxima no tiene el mismo signo.

Con los métodos de combinacion modal que se describen a continuacion se calcula 7/,
la respuesta maxima probable de la estructura producida solamente por la componente de
aceleracion de la base j, a partir de los aportes méximos de todos los modos a la respuesta
total producidos por la misma componente de aceleracion de la base.

Los métodos de combinacion modal de la Raiz Cuadrada de la Suma de Cuadrados
(RCSC) y de la Combinacion Cuadratica Completa (CCC) sirven para combinar la maxima
respuesta modal producida por una sola componente del movimiento sismico. Estos méto-
dos son probabilisticos, se basan en la teoria de vibraciones aleatorias y dan como resultado
una estimacion razonable de la respuesta estructural maxima (Cheng, 2001).

Independientemente del método de combinacion modal que se utilice, la respuesta méa-
xima probable se debe calcular una vez por cada componente de aceleracién de la base con-
siderada en el andlisis. Teniendo en cuenta las simplificaciones introducidas a las estructu-
ras que se estudian en el presente trabajo, j es gual a x 0 y. Por lo tanto el método de com-
binacion modal se debe aplicar dos veces para asi obtener r* y r’ de forma separada.

La Tabla 4.1resume las cantidades de respuesta maxima por modo y las cantidades de
respuesta maxima probable de la estructura por componente de aceleracion en la base, estas
ultimas obtenidas utilizando métodos de combinacion modal.

Parametro de respuesta de Respuesta méaxima por modo Respuesta maxima probable
la estructura Si actla iig, Si actla iig,, Siactla i, Si actla iig,,
Despl ientos d t x x
s () @1 @) ()
Desplazamientos de nudos [((wW)*] (W] {(w*} (w7}
[(8,)*] [(8,)"] {03 {7
Derivas de centros de masa
x x y
[(a,)°] [(8,)] {(a,)’} {2}
Derivas por ejes de columnas [(A)*] [(A)Y] (0D} {7}
Acciones equivalentes [(FS¢)X] [(FS¢)y] {(Fs¢)z} {(qu,):}
(V)] (V)] (A5 {3}
Cortantes de piso
X X y
()] [(%)’] (N ()}

Tabla 4.1. Respuesta maxima por modo y respuesta maxima probable obtenida por combinacién modal
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Parametro de respuesta de Respuesta méaxima por modo Respuesta méaxima probable
la estructura Siactla tigy Si actla iig,, Siactla iigy Si actla i,

()] ()] {27} {2}
{(V)*3 {(Nz)} (Ne)o (Ne)s
()} ()} ), V),

fcclones internas en los A% A% W,z W)
{(T)*} {(To)} (T2)5 (T,
(M)} {(m5)’} (My), (M5),
{M2)*} {M2)”} (Mz)o (Mz),

Tabla 4.1. Respuesta maxima por modo y respuesta méaxima probable obtenida por combinacion modal
(cont.)

4.8.1. Raiz cuadrada de la suma de cuadrados

El valor méaximo probable de cualquier parametro de respuesta estructural denominado 7/,
donde j corresponde a cada componente de aceleracion de la base considerada en el anali-
sis, se obtiene a partir de la respuesta maxima Ti] aportada por cada modo de vibracion,
(i =1,2,...,n), siendo n el nimero de modos, utilizando la siguiente expresion:

YD =) ) e () @) @9

Siendo i un modo de vibracion cualquiera, n el nimero de modos de vibracion conside-
rados y m la componente de aceleracion que actda en la base.

Este método fue desarrollado por E. Rosenblueth en 1951 como parte de su tesis docto-
ral (Chopra, 2001; Garcia, 1998) y se recomienda en el analisis de estructuras planas o de
estructuras espaciales de configuracion regular, en las que por lo general las frecuencias de
vibracion asociadas a los modos de mayor participacion estan relativamente espaciadas.

4.8.2.  Combinacion cuadratica completa

Este método es mas general que el anterior y se recomienda en el analisis de estructuras
espaciales de configuracién irregular, cuyas frecuencias de vibracion estan poco espaciadas.
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Cuando se utiliza en el andlisis de una estructura plana, los resultados obtenidos son simila-
res a los obtenidos con el método RCSC.

El valor méximo probable de cualquier parametro de respuesta de la estructura, produ-
cido al aplicar la componente m deI movimiento en la base, se estima a partir de las res-
puestas maximas modales r y rk , con i y k variando entre 1 y n, utilizando la siguiente
expresion:

(4.100)

Donde p;;, es un coeficiente de correlacion entre los modos i y k. Para estructuras con
igual fraccién de amortiguamiento en todos los modos, p;; se evalla con la siguiente ex-
presion propuesta por A. Der Kiureghian (Garcia, 1998):

3/2
Pix = 852(1 + ﬂlk)ﬁ (4101)
(1 = Bu)? + 482By (1 + B )?

Aqui B es la relacion de frecuencias de vibracion natural de los modos i y k:
Bit = —
i = o (4.102)

Si los valores de respuesta modal por sismo en direccion x (r;*) se organizan en un vec-
tor fila {r;*}, los valores de respuesta modal por sismo en direccion y (ry) se organizan en
un vector fila {ry} y se crea la matriz [p] que almacene los coeficientes de correlacion pj,
el calculo de ¥y ¥’ se realiza con los siguientes triples productos matriciales:

* = Yl
Y = (2)Mplr)

(4.103)

4.9. Métodos de combinacion direccional

Aunque se supone que los movimientos sismicos esperados sobre una estructura tienen una
direccion predominante en el instante en que se presenta la maxima respuesta, esta direc-
cién es desconocida dada la incertidumbre propia del movimiento sismico, por lo que en
este aspecto, el Unico criterio razonable es el de disefiar la estructura para que resista un
sismo de una magnitud definida actuando en cualquier direccion posible (Wilson, 2002).
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Es posible que sobre la estructura actle de forma simultanea, en direccion ortogonal al
movimiento principal, un movimiento sismico de menor magnitud. Este fendmeno se de-
nomina efectos ortogonales (Garcia, 1998). En este aspecto el criterio de disefio completo,
adaptado de Wilson (2002) seria el siguiente:

“una estructura debe ser capaz de resistir un movimiento sismico principal de magnitud
S; aplicado en cualquier direccién 6, y simultaneamente debe resistir un movimiento sis-
mico de magnitud S, (menor a S;) actuando en direccion ortogonal”

La Figura 4.11 muestra las direcciones x e y del sistema global de coordenadas de una
estructura cualquiera, a partir del cual se define la direccion 6 en la que pueden actuar dos
componentes de aceleracion en la base mutuamente ortogonales y de magnitud S; y S,.

YA
Sa S > S,
90°
51
" 6 |
N y
ZC/ X

Figura 4.11. Posibles direcciones de aplicacion de los movimientos sismicos (Wilson, 2002)

Para obtener la respuesta maxima de la estructura debida a la aplicacion simultanea de
todas las componentes de aceleracion de la base previstas, seria necesario realizar varios
analisis considerando diferentes direcciones de aplicacion de los movimientos sismicos.

Sin embargo, con los métodos de combinacion direccional que se describen a continua-
cion es posible obtener una estimacion razonable del valor maximo de cualquier parametro
de respuesta estructural r, (desplazamientos, fuerzas internas, etc) realizando un solo anali-
sis de la estructura.

La respuesta maxima probable de la estructura r, producida por la aplicacién simultanea
de todas las componentes ortogonales de aceleracién en la base consideradas en el andlisis,
se hace en funcion de las respuestas maximas probables obtenidas al aplicar de forma indi-
vidual cada componente de aceleracion de la base /. Cuando se consideran dos compo-
nentes de aceleracion en la base iig, y 4y, la respuesta maxima probable 7, se estima en
funcion de ¥ y .

La Tabla 4.2 resume las cantidades de respuesta maxima probable de la estructura
cuando acttan las componentes de aceleracion en la base de forma individual y de forma
simultanea, estas Ultimas obtenidas utilizando métodos de combinacion direccional.
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Respuesta maxima probable Respuesta maxima
Respuesta de la estructura o o probable si actuan
Si actla iy, Si actla il iy ¥ gy
Desplazamientos de centros x
de n?asa {(u¢)o} {(%)Z} {(u‘i’)o}
Desplazamientos de nudos {w} {Ww?} {w),}
{83} {83} {80}
Derivas de centros de masa {( )x} {( )y} {( ) }
A,), A,), A,),
Derivas por ejes de columnas {(AD%} {(aDY} {(8).}
Acciones elasticas {(qub)z} {(FS¢)Z} {(FS¢)0}
. o ()3} {3} {70}
ortantes de piso
{®)) ()} (®),}
Acciones en los extremos (en Z\X =\Y =
un elemento cualquiera) {(fe)o} {(fe)o} {(fe)o}
(Nz)s N2y (Ng)o
(Vy)z (Vy)z v5),
Acciones internas (en una (UAH (UAH Vo
seccion cualquiera de un
elemento) (T (Te)y (Tx)o
(My)z (M;,)Z (My),
(Mz)5 M2); (Mz),

Tabla 4.2. Respuesta maxima probable por combinacidn direccional

Los métodos de combinacidn direccional mas utilizados en la préctica y cuyo uso se
permite en NSR-10 (ver numeral A.3.6.3-Direccion de aplicacion de las fuerzas sismicas)
son la regla 100/30 y el método de la Raiz cuadrada de la suma de cuadrados. Estos dos
métodos se describen a continuacion.

4.9.1. Regla 100/30

Este método consiste en sumar el 100% de la respuesta méxima probable obtenida cuando
el sismo actua en una direccion, méas el 30% de la respuesta maxima probable obtenida
cuando el sismo actla en direccion ortogonal. Se deben evaluar dos posibilidades para ob-
tener la respuesta maxima probable como se muestra en la siguiente expresion, pues depen-
de de las magnitudes de 7* y 1,7’
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ro = max (L0G) +03(r)) 5 030G +1.0(r) (4.104)

Esta metodologia esté relacionada con el criterio de NSR-10 que indica que se permite
tener en cuenta los efectos ortogonales aplicando de forma simultanea el 100% de las fuer-
zas sismicas en una direccion y el 30% de las fuerzas sismicas en la direccion ortogonal.

Este criterio es empirico y la respuesta calculada depende del sistema de referencia que
se escoja para idealizar la estructura (Clough & Penzien, 1995; Wilson, 2002), por lo que es
recomendable solamente para estructuras regulares cuyas direcciones principales estén cla-
ramente definidas y donde los resultados obtenidos son muy similares a los obtenidos con
el método de la raiz cuadrada de la suma de cuadrados, método que posee un mejor funda-
mento tedrico y que se describe a continuacion.

4.9.2. Raiz cuadrada de la suma de cuadrados

Este método es el mismo que se utiliza en la combinacion de la respuesta modal. La res-
puesta maxima probable 7, se obtiene a partir de las respuestas maximas individuales
& y 1) utilizando la siguiente expresion:

= |2+ ()" (4.105)

Su uso se justifica en la baja correlacion que presentan las dos componentes horizonta-
les mutuamente ortogonales del movimiento sismico (Clough & Penzien, 1995). EI método
es una forma particular del método CQC3 planteado por C. Menun y A. Der Kiureghian en
1998 y corresponde al caso en el que las dos componentes horizontales del movimiento
sismico tienen la misma magnitud, es decir, cuando S, = S;.

En este caso , deja de ser funcién del angulo 6.,., direccion en la que actla la compo-
nente principal del movimiento sismico que produce la mayor respuesta en la estructura
(Wilson, 2002). Esto indica que la respuesta maxima probable que se obtiene es indepen-
diente del sistema de referencia escogido para idealizar la estructura, por lo que su uso en
estructuras irregulares, donde es dificil definir claramente las direcciones principales, resul-
ta méas adecuado que el de la regla 100/30.

De igual forma el método resulta conservador frente al método CQC3 puesto que no se
hace ninguna reduccion a la componente ortogonal a la principal, es decir, en el método se
considera que actua simultdneamente el 100% de las dos componentes ortogonales del mo-
vimiento sismico, aunque la recomendacion general es tomar el 85% de la componente
principal como componente secundaria (Clough & Penzien, 1995; Garcia, 1998; Wilson,
2002).
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Capitulo 5
Analisis dinamico inelastico

5.1. Resumen del método

El anélisis dinamico inelastico permite conocer la respuesta de una estructura sometida a un
movimiento acelerado en la base cuando no hay linealidad entre acciones y desplazamien-
tos y/o cuando no se considera amortiguamiento clasico.

Al tratarse de un método de analisis no lineal, no es apicable el principio de superposi-
cion para considerar el efecto de las cargas iniciales aplicadas en la estructura, presentes
antes de iniciar el analisis sismico. Por lo tanto se debe realizar un andlisis de la estructura,
previo al analisis sismico, para conocer el estado de esfuerzos y deformaciones que inducen
las cargas iniciales.

En forma simplificada el efecto de las cargas iniciales sobre la estructura se tiene en
cuenta a través de un analisis estatico lineal utilizando la ecuacién de equilibrio {F} =
{FF} + [k]{u}, en combinacion con los procedimientos de condensacion y asociacion de
grados de libertad puesto que se mantiene la suposicion de diafragmas rigidos en cada ni-
vel. Se adopta este criterio porgue se supone que con la aplicacion de las cargas iniciales,
las rétulas plésticas no entran en fluencia. Para tal fin en la formulacion del elemento tipo
portico espacial se consideran conexiones parcialmente rigidas en los extremos, de forma
que la rigidez de las conexiones pueda ser variable.

La no linealidad material considerada se representa mediante rétulas plasticas a flexion
en los extremos de los elementos. Las rétulas plasticas se han idealizado como resortes
rotacionales no lineales cuya relacion momento — rotacién se basa en la formulacion del
modelo de Bouc — Wen, utilizado para representar otros tipos de elementos no lineales co-
mo aisladores sismicos y amortiguadores viscoelasticos (Saavedra, 2005).

No se considera la no linealidad geométrica ya que todas las ecuaciones de equilibrio se
plantean con base en la geometria no deformada de la estructura. Por lo tanto no es posible
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considerar efectos P — A y P — § que tienden a incrementar los desplazamientos y las ac-
ciones internas en los elementos.

La ecuacion matricial que rige el movimiento de la estructura sometida a una acelera-
cion en la base se plantea en forma incremental en un intervalo de tiempo que va del instan-
te t al instante t + At, como se indico con la Ecuacion (2.66). Para su solucion se plantea
como posible alternativa el uso de la familia de métodos de Newmark en conjunto con el
método de Newton — Raphson modificado. Este ultimo método se usa para reducir los erro-
res acumulativos que se inducen en la respuesta, al aproximar el incremento en las acciones
equivalentes en funcién de la rigidez tangente de la estructura en el instante t (al comienzo
del intervalo) y del incremento de desplazamientos en el intervalo.

En uno de los pasos del método de Newton — Raphson modificado se requiere el calcu-
lo del incremento de las acciones equivalentes trasladadas a los centros de masa en el inter-
valo y en la iteracién actual del método. Para tal fin se adapta un procedimiento descrito en
una de las referencias para realizar el andlisis estatico no lineal de cerchas planas con no
linealidad material. Como resultado del procedimiento también se calculan los incrementos
en los desplazamientos de los nudos y las acciones en los extremos de los elementos en
cada intervalo de tiempo.

Finalmente se describe como se obtienen para cada instante de tiempo las mismas canti-
dades de respuesta estructural que se describieron en el método de analisis modal cronolé-
gico (desplazamientos de los nudos, las acciones internas en los elementos, las derivas, los
cortantes de piso, balance de energia, etc). Para el balance de energia, se describe la forma
de calcular la energia disipada por histéresis a partir de las relaciones momento - rotacion
de las rétulas pléasticas.

5.2. Analisis elastico para cargas iniciales

Generalmente en el instante en que comienzan a actuar los movimientos sismicos sobre una
estructura, esta se encuentra sometida a un conjunto de acciones externas, por lo general
gravitacionales. Estas acciones representan el efecto de la carga muerta, de la carga viva y
de cualquier otra carga de servicio que actue sobre la estructura, y por simplicidad se asu-
men distribuidas en la luz de los elementos.

Las cargas iniciales inducen esfuerzos y deformaciones que se calculan a partir de los
desplazamientos de los nudos y de las acciones que actdan en los extremos de los elemen-
tos, y que deben tenerse en cuenta como condiciones iniciales para el analisis dindmico
inelastico.

El efecto de las cargas iniciales sobre la estructura no debe tenerse en cuenta de forma
separada como se hace cuando se realiza un analisis elastico, dado que al no existir lineali-
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dad entre acciones y desplazamientos por la formacion de rdtulas plésticas, deja de ser apli-
cable el principio de superposicion. El andlisis de la estructura debe hacerse en forma se-
cuencial, comenzando por el andlisis para las cargas iniciales y siguiendo con el analisis
dinamico inelastico.

Generalmente es suficiente con realizar un analisis estatico lineal en el que se aplica la
totalidad de las cargas iniciales debidamente mayoradas, suponiendo que tales cargas no
producen rétulas plasticas en la estructura. En caso contrario, si se esperan rétulas por car-
gas iniciales, se requiere de un analisis estatico inelastico en el que las cargas se aplican de
forma gradual y se verifica el equilibrio de fuerzas, la compatibilidad de deformaciones y el
cumplimiento de las relaciones fuerza — desplazamiento (o momento — rotacion) de las ré-
tulas al final de cada incremento de carga aplicado.

En el presente trabajo se asume que las cargas iniciales no producen rétulas plasticas,
por lo que su efecto sobre la estructura se evalia con un andlisis estético lineal. Se aclara
que esta suposicion debe verificarse para que sea valida.

La ecuacién matricial de equilibrio utilizada para realizar el andlisis de la estructura pa-
ra las cargas iniciales se indica a continuacion (McGuire et al., 2000):

{F} = {FO} + [K]{u} (5.1)

Donde {F} es el vector de acciones externas (fuerzas y momentos) aplicadas en los nu-
dos, {F(F)} es el vector general de acciones fijas en coordenadas globales, [K] es la matriz
de rigidez general, que considera todos los grados de libertad estaticos de la estructura y
{u} es el vector de desplazamientos de los nudos.

La formulacidn utilizada para construir [K] se describi6 en el Capitulo 3. A continua-
cion se describe la formulacion matematica utilizada para construir el vector general de
acciones fijas en coordenadas globales {F"} a partir de cada vector de acciones fijas en
coordenadas locales { fe(F )} de cada elemento de la estructura.

Adicionalmente se describe la forma de calcular los desplazamientos de los nudos debi-
dos a las cargas iniciales y las acciones en los extremos de los elementos en coordenadas
locales. Se mantiene el enfoque de agrupar los grados de libertad en tres tipos, de forma
que sean aplicables los procedimientos de condensacién y asociacién de grados de libertad
descritos también en el Capitulo 3.

5.2.1.  Vector elemental de acciones fijas en coordenadas locales

. .. =(F .
El vector elemental de acciones fijas {fe( )} almacena las acciones en coordenadas locales
aplicadas en los extremos del elemento, necesarias para mantenerlo en equilibrio de forma
que en los nudos no se produzca ningun desplazamiento o giro.
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A continuacion se describe la formulacion matematica con la que se construye el vector
elemental de acciones fijas en coordenadas locales del elemento tipo pértico espacial, con-
siderando simultaneamente deformaciones por cortante y conexiones parcialmente rigidas a
flexion en los extremos, elemento descrito en el Capitulo 3. La Figura 5.1 muestra la no-
menclatura utilizada para cada accion fija. Todas las acciones se indican siguiendo la di-
reccion positiva de los ejes locales.

y MY e

z

o s
R J
’ T(Ff) T(F )
’ +J
/A A

v a) Carga en el plano xy

MZQFJ)

yFD) v

/ /
A i
T

(F,i) Wz T (F.j)
MJ-, M ¥

b) Carga en el plano xz

Figura 5.1. Acciones fijas en los extremos del elemento pértico espacial

El vector de acciones fijas contiene las fuerzas y los momentos fijos de acuerdo a la
numeracion de los grados de libertad del elemento:

NJ;F,i) ug)
B0 | 0
MACON IO
Y,Z(F'f) 99
M | 6l

ED | 0
{—(F)} = Mz- 82
e NED [0 (5.2)
X

AN e
A
7D | g0
M&D | o)
MED) g0
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Cuando las cargas distribuidas se aplican solamente en direccion de los ejes locales y y
Z, las acciones fijas N2, 79, NPy 75D valen cero,

Los momentos de fijacion MJE,F D y MYED en los extremos inicial y final del elemento,
cuando la flexién se produce en el plano xz local se calculan con las siguientes expresiones,
deducidas a partir de la formulacion mostrada en Linero (2012) para el elemento estructural
utilizado:

M5 (1+ 45 + 2855 (1 +J5))) = 2M'S V)5 (1 - Biy)
1+ 4jy; + 455 + 12j505; + 2Bsy (1 + jzi + Jy5)

(F.) _
MJ_, =

(5.3)
(F.D ; . (Fi) .
D M (1 + 4j5; + 2855 (1 + i) ) = 2M'S Vj5i(1 = By)
g 1+ 45: + 45, + 12j51j5) + 2Bs5 (1 + j5i + J3))

Si la flexion del elemento se produce en el plano xy local, los momentos fijos M(F A y
M( ) se calculan con las siguientes expresiones:

! F,' . . ’ F,. .
M'ED (14 4455 + 2B6(1 + 7)) = 2M' TP (1 = Bie)
1+ 4jz + 4z + 12jz1)z; + 2Bsz(1 + jzi + Jz))

F,j . . Fi).
MU — M'g— ])(1 + 45 + 2Bz (1 + jz)) — ZM';- i1 = Bez)
“ 1+ 45 + 4z + 127z + 2Bsz(1 + jzi + Jz;)

Mzgp,i) _

(5.4)

Las expresiones (5.3) y (5.4) son funcion de los momentos de fijacion en los extremos
sin_considerar la rigidez de las conexiones, denominados aqui M'S™, 'S M'T y
M’(F’) Estos dependen del tipo de carga aplicada en la luz del elemento, como se muestra
en Ia Figura 5.2 para cargas uniforme y triangular actuando en las direcciones y e Z locales.
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d) Carga triangular en el plano xz

Figura 5.2. Acciones fijas sin considerar conexiones parcialmente rigidas, para diferentes tipos de carga
distribuida en el elemento. Adaptada de Linero (2012)

La formulacion de la Figura 5.2 indica que para la carga triangular las acciones fijas de-
penden de las deformaciones por cortante. Los coeficientes reduccion de rigidez por de-
formaciones por cortante cy,, cy3, Cy4 ¥ Cys para flexion en el plano Xz y ¢z, €z3,Cz4 Y Cz5
para flexion en el plano Xz se indican a continuacion:
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cy1 =1+ 285 Cz1 =1+ 2f;

5

Cyz = (1 + Eﬁsi) Cy1 Cz2 = (1 +5 ﬁsz) €71
20

Cy3z = (1 + ?ﬁsy> Cy1 Cz3 = ( ﬁsz) Cz1 (5.5)
5

Cys = (1 + §ﬁsy> Cy1 Cz4 = (1 +3 ﬁsz) Cz1
40

Cys = (1 + Hﬁsi) Cy1 Czs = ( 352) Cz1

Las ecuaciones (5.3) y (5.4) se pueden reescribir de la siguiente manera:

(Fi) _ pp(FD) 1(F.j)
M)-} =M y eJ—,Z + M 7 9373

(FJj) _ ppr(FJ) (F.0)
M)_/ = M,}—/ 63—,4 + M,}—/ eys

(5.6)

M =M Ve, + M e

MZEF']') = M’g—F'j) €4 + M,;—F’i) €5

Donde las respectivas constantes de reduccion de rigidez para flexion en el plano xz son
las siguientes:

1
1+ 4y + 45, + 12j505; + 2Bsy (L + jgi + jy))
ey2 = (1 +4jy; + 2B55(1 + j5)) ez
eys = 2jy;(Bsy — 1)ep G7
eya = (1 + 4j5i + 2Bs5 (1 + j5i))Jeyn
eys = 2jyi(Bsy — 1)ezn

ey1 =

Y las constantes de reduccidn de rigidez para flexion en el plano xy son las siguientes:
1
1+ 4jz + 4z + 12)5jz5 + 2Bsz(1 + jzi + Jz5)
ez = (14 4jz; + 2Bsz(1 + jz) )en
ez3 = 2jzj (Bsz — Dex
eza = (L+ 4z + 2B:(1 + jz))en
ezs = 2jzi(Bsz — Dexn

€z1 =

(5.8)
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Las constantes jy;,jyj, Bsy.jzi»jzj ¥ Bsz & mostraron en el Capitulo 3 al describir la
formulacion de la matriz de rigidez en coordenadas locales del elemento portico espacial.

La formulacion mostrada para los momentos fijos es general y permite considerar casos
en los cuales se forman articulaciones perfectas en alguno o en los dos extremos del ele-
mento simultaneamente, modificando el valor de las constantes de reduccion de rigidez e;;
cuando J5; = 0 y/o cuando J; — 0. Las siguientes son las constantes de reduccion de rigi-
dez a flexion en el plano x z cuando las rigideces Jy; y J5; son cero de forma independiente
y de forma simultanea:

St)yi = 0yJy; # 0 sifyi #0 yJy; =0 si)yi > 0yJy; =0
1 1 1
eil=m eyl=m eJ-,1=E
ey, =0 ey2 = (2 + Bsy) ey ey, =0
ey3 =0 eys = (2 + Bsy) ey ey3 =0 (5.9
€ya = (2+ 3837)6371 ey =0 e54 =0
€ys = (3537 - 1)9371 eys =0 eys =0

Las constantes de reduccidn de rigidez a flexion en el plano x y cuando las rigideces J;
y Jzj son cero de forma independiente y de forma simultanea son:

SiJz =2 0yJz#0 SiJz; #0yJz; =0 siJz;i 2 0yJz; =0
1 1 1
R S T =1y
es; =0 e; = (24 Bsz)esn ez =0
ez =0 ez3 = (2+ Bszen ezz =0 (5.10)
eza = (2 + fsz)exn eza =0 eza =0
ezs = (Bsz — Dexn ezs =0 ezs =0

Finalmente las fuerzas cortantes fijas se determinan por estatica, considerando los mo-
mentos fijos en los extremos y las cargas distribuidas en la luz. La Figura 5.3 muestra las
fuerzas cortantes fijas para los dos tipos de carga distribuida de la Figura 5.2.
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Figura 5.3. Fuerzas cortantes fijas en los extremos del elemento tipo portico espacial para diferentes tipos de
carga distribuida. Adaptada de Linero (2012)

En cada caso las fuerzas cortantes adicionales por flexion en cada plano seran:

MED § D

AV =
y L
. . (5.11)
MED 4 gD
_ y y
AV, = T
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La relacion entre acciones aplicadas en los extremos del elemento en coordenadas loca-
les y globales {f }=1[T ]{fe} se utiliza para calcular las acciones fijas del elemento en
coordenadas globales {fe } utilizando la siguiente expresion:

(£} = {75} (5.12)

5.2.2. Vector general de acciones fijas en coordenadas globales

El vector de acciones fijas de la estructura {F("} se obtiene sumando adecuadamente Ios
coeficientes de los vectores elementales de acciones fijas en coordenadas globales {fe }
asociados a cada grado de libertad de la estructura, en un proceso denominado ensamblaje,
similar a como se construye la matriz de rigidez general de la estructura:

{F®} = i (£} (5.13)
e=1

5.2.3. Desplazamientos iniciales de centros de masa y de nudos
utilizando condensacion y asociacion de grados de libertad

Partiendo de la ecuacion matricial de equilibrio (5.1) que se repite a continuacion:
F} = {FO}+ K]

Utilizando la clasificacion de grados de libertad estaticos de la estructura descrita en el
Capitulo 3 se realiza la siguiente particion matricial:

EN (N K Koyl [Kop]] (Cuad
{Fy} = {FV(F)} + [wa] [KW] [ B] {ul’} (5-14)

Fl) \{EPY UKeod  [Kay]  [Kpg] ] \otg)

Al suponer nuevamente que los subvectores {ug} y {F,} son cero, a partir de la Ecua-
cion (5.14) se plantea una expresion en la que los desplazamientos desconocidos condensa-
dos {u, } son funcion de los desplazamientos desconocidos de interés {u,}:

{0} = {F),(F)} + [Kyo(]{ua} + [Kw]{uy}
{u/} = _[Kw]_l ({FV(F)} + [Kyoc]{ua})

Si a partir de la Ecuacion (5.14) se plantea ahora la siguiente ecuacion matricial:

(5.15)

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



Anélisis dindmico inelastico 199

{F} = (P} + (Koo {ua} + [Kogy {1ty } (5.16)

Y se remplaza en ella la expresion obtenida para {uy} en la Ecuacion (5.15), se llega a
la siguiente expresion que relaciona las acciones externas aplicadas en los grados de liber-
tad de interés {F, } con sus desplazamientos correspondientes {u,}:

(R} = (B} + K ltad = [Ke (K] ((B} + [Kyedl ()

(5.17)
(R = ((F} = [Keo [K ] T{E™)) + ([Kecod = [Ko (K] [Kyc]) Gt

La Ecuacion (5.17) se escribe en forma compacta como se muestra a continuacion:

{F} = {F} + [Rococ | (k) (5.18)

En donde {Fa(F )} y [Km] son respectivamente el vector de acciones fijas y la matriz de
rigidez condensados a los grados de libertad desconocidos de interés. EIl vector {FOEF)} se
evalua con la siguiente expresion:

{70} = (E} = ke 1K ] (5.19)

Dado que la suposicion de diafragma rigido al nivel de cada piso se mantiene, a conti-
nuacion se utiliza el procedimiento de asociacion de grados de libertad para relacionar las
acciones y los desplazamientos de los grados de libertad de interés con los grados de liber-
tad de los diafragmas.

En el Capitulo 3 se describi6 la procedencia de las siguientes expresiones, que relacio-
nan acciones y desplazamientos en los grados de libertad de interés con acciones y despla-
zamientos en los grados de libertad de diafragmas ([A] es la matriz geomérica):

Fy) = [A]T{E,
(Fo} = 11 (5.20)
{uq} = [Alup}

Haciendo un remplazo adecuado de las ecuaciones (5.18) y (5.20b) se llega a una expre-
sion que relaciona las acciones aplicadas en los grados de libertad de los diafragmas con
sus desplazamientos correspondientes:

() = [AIT ({FP} + [Refta})

(5.21)
(Fp} = [AIT{ED} + [A]7 [Ruee] [A) g}

La Ecuacion (5.21b) se escribe en forma compacta como se muestra a continuacion:

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



200 Programa Didéactico a Codigo Abierto de Analisis Dinamico de Estructuras UNDIN 1.0

(Fpy = {7} + [ )y} (5.22)
donde [K,] es la matriz de rigidez lateral y {F<¢(>F)} = [A]T{FOEF)} es el vector de acciones
fijas efectivas.

A continuacién se resume el procedimiento para calcular los desplazamientos de los
centros de masa y los desplazamientos de los nudos producidos por las cargas iniciales,
utilizando la formulacion presentada previamente:

a) Calcular el vector de acciones trasladadas a centros de masa:
{Fp} = [A]"{Fo}
b) Calcular el vector de acciones fijas efectivas (La matriz [Kq,,] es conocida):
~ ~ -1
(P} = 11T {EPY = 1417 ({F") - [Keo 1[0 ] (™))
c) Calcular los desplazamientos de los centros de masa (Ecuacion (5.22)):
— -1 & (F)
{ug} = [Ko] ({Fqb} - {F¢ })
d) Calcular el vector de desplazamientos de interés:
{ua} = [Alug}
e) Calcular el vector de desplazamientos condensados (Ecuacion (5.15b)):
-1
{w}=-[K,] ({F;F)} + [Kym}{ua})

f) Conformar el vector de desplazamientos de los nudos:

W ={ud () {u)

5.2.4. Acciones en los extremos de los elementos

El vector de acciones en coordenadas locales en los extremos de cada elemento estructural
se calcula a partir del vector de acciones fijas, la matriz de rigidez y el vector de desplaza-
mientos, todos en coordenadas globales, con la siguiente expresion:

(1.} = (7} + [ke (@) (5.23)

Los desplazamientos en coordenadas locales {i,} se calculan nuevamente a partir de los
desplazamientos en coordenadas globales y de la matriz de transformacion de coordenadas
del elemento con la siguiente expresion:

{ﬂe} = [T]{ue} (5'24)
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5.3. Relacion momento - rotacion de los resortes rotacionales

A continuacion se describe el modelo de Bouc — Wen, utilizado para representar la relacion
momento — rotacién de las rétulas plasticas por flexion, mediante las cuales se induce la no
linealidad en la estructura. Las rotulas plésticas se introducen en la estructura mediante
resortes rotacionales no lineales localizados en los extremos de los elementos tipo portico
espacial, en los dos planos principales de flexion.

5.3.1. Modelo de Bouc — Wen

La formulacion que se presenta a continuacion se basa en el modelo propuesto por Bouc en
1971 y posteriormente generalizado por Wen en 1976 (Ismail, lkhouane, & Rodellar,
2009). Este modelo se ha utilizado en el area de las estructuras para representar el compor-
tamiento ciclico o histerético de cualquier dispositivo con comportamiento no lineal. Is-
mail y otros (Ismail et al., 2009) mencionan varios casos en los que la formulacion se ha
aplicado al estudio del comportamiento no lineal de elementos estructurales y conexiones
de madera, acero o concreto, asi como al estudio de aisladores sismicos y amortiguadores
no lineales.

La relacion fuerza restauradora vs desplazamiento representada es la siguiente:
f=akiu+(1—a)k;z (5.25)

Donde a es un parametro que indica el grado de no linealidad del sistema (a@ = 1 indica
un sistema elastico), k; es la rigidez inicial elastica del sistema, u es el desplazamiento total
y z es un parametro histerético que satisface la siguiente ecuacion diferencial no lineal de
primer orden (Saavedra, 2005):

7z = Au — Blu||z| " Vz — yulz|" (5.26)

Los coeficientes A4, 8,y y n son cantidades adimensionales que definen el modelo y re-
presentan los diferentes tipos de relaciones no lineales. A es un factor de escala general,
B y vy determinan la forma de la curva y n regula la transicion entre la region lineal y la no
lineal. La Figura 5.4 (Saavedra, 2005), muestra una relacion fuerza — desplazamiento tipica
de un dispositivo no lineal que obedece a la formulacion anterior, en este casocon A =1y

B =y =0.5.

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



202 Programa Didéactico a Codigo Abierto de Analisis Dinamico de Estructuras UNDIN 1.0

—— B=0.5,=0.5

154
Figura 5.4. Relacion fuerza — desplazamiento utilizando el modelo de Bouc — Wen (Saavedra, 2005)
Respecto al pardmetro n, entre mas alto sea su valor, mas fuerte es la transicion entre la

parte elastica y la inelastica y viceversa, de forma que n = representa una curva bilineal,
tal como se muestra en la Figura 5.5.

0 | 2 > ) 5 6
Figura 5.5. Influencia del pardmetro n en la forma de la curva (Saavedra, 2005)
La Ecuacion (5.26) se escribe en forma compacta asi:
z =u(A — (Bsign(uz) +y)|z|™) (5.27)

Generalmente se asume A = 1y 8 =y = 0.5, por lo que la anterior Ecuacién queda:

z=u(1- (0.5sign(uz) + 0.5)|z|™) (5.28)
Y por lo tanto:
Siuz=0 z=u(l-|z™)
(5.29)
Siuz <0 Z=u
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5.3.2. Resortes rotacionales con rotaciones de fluencia iguales

Por el caracter ciclico del movimiento de la base y de la respuesta de la estructura, las rétu-
las plasticas estdn sometidas a ciclos de carga y descarga que deben ser considerados para
conocer la rigidez de la estructura y las acciones internas en los elementos en cada instante
de tiempo, para evaluar las demandas de rotacion inelastica en las rétulas o para calcular la
cantidad de energia que la estructura disipa por histéresis.

En la presente tesis las rotulas plasticas a flexion se idealizan mediante resortes rotacio-
nales no lineales como elementos de longitud cero. Se utiliza el modelo de Bouc — Wen
para representar las relaciones M — 6 de estos elementos, las cuales coinciden con los ci-
clos de histéresis de las rotulas plasticas. La formulacion que se presenta a continuacién ha
sido tomada de los trabajos de Wilson (Wilson, 2002) y la nomenclatura se ha modificado
para referirse especificamente a momentos y rotaciones.

Los parametros del resorte rotacional no lineal utilizado para representar una rotula
plastica por flexion se indican en la Figura 5.6, cuando las rotaciones de fluencia positiva y
negativa son iguales.

M
A
Iy /
M.L_____ /
4 _,.—-" | /
// ! /
-7 . )\
d Je : ¢
/ ' /
/ ! /
/ Y
/ by : / > 0
/ 6y /
/ /

b
\L
N\
N
~
~

/ J’y

Figura 5.6. Relacion M — @ de un resorte rotacional con rotaciones de fluencia iguales en cada direccion.
Adaptada de Wilson (2002)

En este caso J, es la rigidez inicial, J, es la rigidez de fluencia, 68, es la rotacion de
fluencia, que se relaciona con el momento de fluencia M,, y la rigidez inicial J, mediante la
siguiente expresion:

M, = .0, (5.30)
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En la Figura 5.6 se observa que la rigidez del resorte es variable, dependiendo de su ni-
vel de rotacion y si esta en carga o descarga. De igual forma la rigidez varia entre J,, y /.,
siendo siempre positiva.

La relacion general momento — rotacion es la siguiente:
M=],06+(.—Jy)e (5.31)

Donde 8 es la rotacion total del resorte y e es un parametro de rotacion elastica que va-
ria en el rango (—6,,6,) siempre y cuando 6, 0 M, sean iguales en las dos direcciones.
Este parametro se calcula en cada instante de tiempo o paso de carga mediante la integra-
cién numérica de una de las siguientes ecuaciones diferenciales:

)9
(5.32)

e

Sife >0 s =(1-—
. e(gy

Sife<0 e=0

El pardametro n regula la transicion entre la regién lineal y la no lineal de la relacion
M — 6. Segun Wilson (2002) un valor de n = 20 produce un comportamiento bilineal.

La rigidez tangente /, que equivale a la primera derivada del momento respecto a la ro-
tacion, es decir dM /d#, se calcula para cada instante de tiempo o paso de carga con la si-
guiente expresion:

am de
J=—g=ly+ (e —Jy)E (5.33)

donde de/d6 es la derivada del parametro de rotacion elastica respecto a la rotacién to-
tal del resorte. Esta derivada se expresa como:

= @)/ (@) =3 639

Por lo tanto, con base en las ecuaciones (5.32), el término de/d6 se calcula con alguna
de las siguientes expresiones:

Sife>0 E=E:=1—i
= 6~ 9 0,
(5.35)
. de é
Sife<O0 %:5_1

Para el célculo numérico de los parametros e y de/d8 se utilizan las siguientes aproxi-
maciones por diferencias finitas en cada instante de tiempo:
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o -0 e —e
(t+At) ®) 6= (t+A?) () (5.36)

o At At

IR

Que planteadas en forma iterativa (i = 1,2, ...) quedarian:

® ®
b= Otrar) — O _v . €t+ar) ~ €(©) (5.37)
At At At

Donde v es el cambio en la rotacion del resorte en todo el intervalo At y en la iteracion
i. Al rescribir las ecuaciones (5.32), estas toman la siguiente forma:

O "

N ()] ® _ (t+At)
Stveiiay 20 eerary — € T 1- 0.
y (5.38)
1D ® —
Stveiian <0 €(trar) = €y TV

Las anteriores ecuaciones implican un proceso iterativo puesto que e(gfﬁt es descono-
cido. Para evitar este inconveniente se asume que el S|gno del producto ve (t+at) €S igual al
signo del producto ve((t+At) y que el cociente e(tMt)/B es aproximadamente igual a

e /6y Por lo tanto, las ecuaciones (5.38) toman la siguiente forma:
n
)v
(5.39)

Sin embargo para el calculo de la rigidez tangente, que involucra la determinacion de la
derivada de/d6 no es adecuado realizar la aproximacion anterior en la Ecuacion (5.35a).
La rigidez tangente debe evaluarse de una forma mas exacta puesto que de ella depende
principalmente la matriz de rigidez tangente de la estructura. En este caso, las ecuaciones
(5.35) en forma iterativa serian las siguientes:

0)

Oy

@i-1) ® —
Sive,ap =0 €trar) = € T (1 -

o, (i=1) o _
Si Veirinty < 0 €t+ar) — € TV

n

(i-1) de €(t+At)
S Ve(eran = 0 @' [e,
(5.40)
. (-1 de
Si Ue(t+At)<O @=1

El céalculo del momento real y de la rigidez tangente en el resorte rotacional para cierto
nivel de rotacion utilizando este modelo se resume en los siguientes pasos, los cuales deben
realizarse para cada iteracion i:
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a) Incremento total en la rotacion del resorte en el intervalo:
_®
V=04~ O
b) Parametro de rotacion eléstica al final del intervalo:

Si ve(iar) < O: Cleran = €0 7

Siveli >0 g =ao o[
Si e > 0y e(trar) = By

Si e,y < 0y €(tran = ~Oy

c) Derivada del pardmetro de rotacion elastica al final del intervalo:

n

; 0)
L GD S, ae\® |y
SI Ve(t‘l'At) = 0: (de)(t+At) - 0y
. (i-1) . de ® _
Si Ve(rian) <0: (de)(t+At) =1

d) Momento en el resorte al final del intervalo:
@ _;g® ®
M(;+At) = ]yg(;wt) + (Je _]Y)e(;+At)
e) Rigidez tangente del resorte al final del intervalo:
. dey®
® —
Jraey =+ Ue =1) (35)

(t+40)

5.3.1. Resortes rotacionales con rotaciones de fluencia diferentes

La formulacién matematica y el procedimiento mostrado para un resorte rotacional no li-
neal con propiedades positivas y negativas iguales puede extenderse para un resorte en el
que las rotaciones o los momentos de fluencia son diferentes en cada direccion, cuyos pa-
rdmetros se muestran en la Figura 5.7. Este caso es méas general y se presenta en elementos
de concreto reforzado o de acero en los que el momento de fluencia negativo es diferente al
momento de fluencia positivo, y por lo tanto la rotacion de fluencia a momento positivo
93(,” es diferente a la rotacion de fluencia a momento negativo Hy(_).
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M
A
] /
() 2 //
My o= /
- ] [
,w"’ | ;ﬂ]e
d | /
// ]e : /
/ | /
/ ' /
/ | /
/ ' /
// 9(_) : /
// ? BE+) // > 6
/ : y //
' /
IAvs | s
/ ' -
/ / L
/ - M(_)
/ y
/ ]y
/

Figura 5.7. Relacién M — 6 de un resorte rotacional con rotaciones de fluencia diferentes en cada direccion.
Adaptada de Wilson (2002)

Utilizando este modelo, el calculo del momento y de la rigidez tangente en el resorte pa-
ra cierto nivel de rotacion se resume en los siguientes pasos, los cuales también deben reali-
zarse para cada iteracion i:

a) Incremento total en la rotacion del resorte en el intervalo:

— M
v= 0(t+At) - B(t)
b) Parametro de rotacion elastica al final del intervalo:

n
oo, 1) . ®  _ ew
Si Ve(tiar) =0yeq >0: €(t+at) —e(t)+v<1— o) >
y
n
oo, -1) . ®  _ ew
Si Ve(tiar) =20yeq <O0: €(t+at) —e(t)+v<1— e >
y
. (i-1) . @ _
Stve apy < 0 €t+ar) — € TV
N0 . @O  _ g
Steihar > 0y ecrar) = Oy
N0 ). @& __pgO
Steiian < —0y eirary = Oy

c) Derivada del parametro de rotacion elastica al final del intervalo:

=1

de)(D
(t+4t)

Sive™ . < o: (@

(t+At) =
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o "

. (i-1) . de ® _ 1 _ |éa+an
Si Vet it >0y ew) > 0: (dG)(t+At) =1 93(/+)
. 0) n
1) . ae\® ey
Si Ve(tinr) > Oyer <O0: (de)(t+At) =1 93(,‘)

d) Momento en el resorte al final del intervalo:
® _ ® ®
Miiaey =1y 0chney + e _]y)e(t+At)
e) Rigidez tangente del resorte al final del intervalo:
de\®

]((ti?i-At) =Jy+ (]e _]y) <E)(t+At)

5.4, Métodos de Newmark y de Newton — Raphson modificado

54.1. Ecuacion de movimiento en forma incremental
En general la ecuacién matricial de movimiento que relaciona todas las acciones que acttian
sobre los diafragmas rigidos en el instante de tiempo t es la siguiente (Chopra, 2001):
[m{iig ()} + {Fag ()} + {Fsp (1)} = {Fext ()} (5.41)
La anterior ecuacion evaluada en el instante de tiempo t + At es la siguiente:

[ml{iig (t + A} + {Fap (t + AD} + {Fop (¢ + AD)} = {Fope (¢t + AL)} (5.42)

Para el caso de movimiento de la base las acciones externas {F,,;(t)} y {Fo.:(t + At)}
equivalen respectivamente a —[ml[y]{i, (©)} y —[mlly1{ii,(t + At)}. Entre los dos ins-
tantes de tiempo existe un intervalo de tiempo At, que por lo general es constante y coinci-
de con la separacidn entre lecturas registradas en los acelerogramas.

De la resta de las ecuaciones (5.41) y (5.42) se obtienen como resultado la ecuacion ma-
tricial de movimiento en forma incremental, como se muestra a continuacion:

[m]{Aiig} + {AFap} + {AFsp} = {AFexe} (5.43)

donde {Aﬁcbe corresponde al incremento de las aceleraciones relativas a la base de cen-
tros de masa y {AF, }, {AFsp} y {AF,.} equivalen respectivamente a los incrementos en las
acciones de amortiguamiento natural, equivalentes y externas, trasladadas a los centros de
masa y en el intervalo actual. Las anteriores cantidades se evalGan con las siguientes ex-
presiones:
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{Aiigy} = {iip(t + A0} — {iip (D)}
{AFup} = {Fap(t + A} — {Fop (D)}
{AFsp} = {Fsp (t + A} — {Fsp (D}
{AFext} = {Fext (t + A} — {Fext (D)}

(5.44)

Asumiendo que el intervalo de tiempo es lo suficientemente pequefio, los incrementos
en las acciones de amortiguamiento y en las acciones equivalentes de la Ecuacion (5.43) se
aproximan en funcion de los incrementos de los desplazamientos y las velocidades relativas
a la base de los centros de masa {Auy} y {At1,}, y de las matrices tangentes de rigidez late-
ral y amortiguamiento [k¢ (t)] y [c(t)], esta Gltima cuando el amortiguamiento se asume
variable:

{AF.p} = [c(®]{Aug}
{AFsy} = [k (O] {Auy}

Las matrices [k¢(t)] y [c(t)] se denominan matrices tangentes porque estan evaluadas
con los pardmetros de rigidez y amortiguamiento en el instante t, al comienzo del intervalo:

(5.45)

Las anteriores aproximaciones inducen un grado de error que Se corrige, en un gran por-
centaje, mediante un proceso iterativo que se describe mas adelante. Reemplazando la
Ecuacion (5.45) en la Ecuacion (5.43), esta ultima toma la siguiente forma:

[m]{Atig} + [c(O At} + [kp(O)]{Augp} = {AFpr} (5.46)

De forma simplificada la matriz [c(t)] se construye utilizando el criterio de Rayleigh en
el que el amortiguamiento se supone proporcional a la masa y a la rigidez, en este caso a la
rigidez tangente al comienzo del intervalo [k¢(t)]. La siguiente expresion, adaptada de la
metodologia expuesta en el Capitulo 3, permite evaluar la matriz [c(t)].

[c(®)] = ag[m] + a4 [k¢(t)] (5.47)

Donde los coeficientes a, y a, se evaltan con las expresiones (3.105). Finalmente los
vectores de incrementos de los desplazamientos y de las velocidades de los centros de ma-
sa, relativos a la base y en el intervalo actual, {Au,} y {Auy} respectivamente, se evaltan
con las siguientes expresiones:

{Aug} = {ugp(t + A0} — {ugp ()}

(5.48)
{Atg} = {ug (t + A0} — {15 (D)}
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54.2. Forma implicita del método de Newmark

Las dos ecuaciones bésicas del método de Newmark, planteadas en forma matricial y en
términos de los desplazamientos, velocidades y aceleraciones relativas a la base de los cen-
tros de masa son las siguientes (Clough & Penzien, 1995; Chopra, 2001; Garcia, 1998):

{tp(t + 20} = {ug (O} + A — Ac{iiy (O} + yAt{iiy (¢ + AD)}
5.49
{upt + 80} = {ug O} + At{ugs (O} + 1_ B) (AD) iy, (O} + (BADDiiy (t + AD)} (3.49)
2

Donde los coeficientes y y B definen la variacion supuesta de las aceleraciones en el in-
tervalode t at + At. Cuandoy = 1/2 y B = 1/4 el método asume una aceleracion cons-
tante con un valor promedio entre las aceleraciones al comienzo y al final del intervalo.
Las siguientes ecuaciones corresponden a la forma de aceleracién promedio.

{tp(t + A0} = {up(O} + % ({iip (£ + A0} + {iip (D)})

2
{upt+ a0} = {upy O} + Atfuy (O} + (Ai) ({iig (¢ + A0} + {iip (D)})

(5.50)

Cuandoy = 1/2 y B = 1/6 el método asume una variacion lineal de la aceleracién en-
tre los instantes inicial y final del intervalo. Las siguientes ecuaciones corresponden a la
forma de aceleracion lineal.

{tp(t + A0} = {up(D} + % ({iig (t + A0} + {iip(D})
(5.51)

1 1
{upt + A0} = {up®} + Atfugs (O} + (AD)? (g {iip(t +AD)} + §{ﬁ¢(t)}>

En cualquiera de los casos esta forma del método es iterativa dado que siempre aparece
el termino {iiy (t + At)} en el lado derecho de las ecuaciones (Chopra, 2001). La respuesta
en el instante t + At no depende solo de la respuesta en el instante ¢, como ocurre en los
métodos explicitos utilizados en analisis lineal. A continuacion se describe una forma no
iterativa del método.

Al despejar {Aii} de la Ecuacion (5.49a), esta toma la siguiente forma:

1
{ug(t + 2D} = {uy (O} + At{ug (O} + (E - /3) (A0)*iiy (O} + (BUDH iy (t + AD)}

A 2
B0 (fig (e + A0} 15 )) = fup ¢ + 800} ~ fug (0)) ~ Afig(©)) ~ £

) \ (40?
B(At)z{Au¢} = {AU¢} - At{U¢ (t)} — 2 {U¢ (t)}

(iy(®)  (5.52)
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1 1 1
{aiig} = W{A%} - W{%(t)} - ﬁ{%(t)}
Al remplazar esta Gltima expresion en la Ecuacion (5.50a), esta toma la siguiente forma:
{ip(t + A0} = {upy (O} + (1 — YAty ()} + yAt{iiy (¢ + AL)}
{Atg} = Atfiiy (0} + yAt{Aiiy}

(Miry} = Atfiig} +vAt ( sz e} - M{uqb(t)} ~28 {u¢(t)}) (5.53)

g} =+o0 T {dug} - —{u¢(t)} + At{ity (D} - {uqb(t)}
(Bt} = 1 T (auy) - —{u¢ (O} + 8¢ (1- —) {iig (1))

Al remplazar las expresiones (5.52d) y (5.53€) de {Aug} y {Aiig} en la Ecuacion (5.46)
y simplificar se llega a la siguiente expresion:

[E¢(t)]{Au¢} = {Aﬁext} (5.54)

En la que [k (t)] es la matriz de rigidez tangente efectiva evaluada al comienzo del in-
tervalo, y {AFext} es el vector de incremento efectivo de las acciones externas. Estas canti-
dades incluyen en efecto de la masa y el amortiguamiento y se calculan con las siguientes
expresiones:

[kp ()] = [m] + = [c(®)] + [kg (1]
/B(At)2 ﬂAt (5.55)

(B} = (0P + (37 m) + HeO1) i)+ (551 = 8¢ (1= 72 101 i ©)

El vector {Aﬁext} se escribe de una forma mas compacta utilizando dos matrices auxilia-
res [a(t)]y [b(t)], de forma que:

{AF e} = {AFor} + [a(®{tip (O} + [D(O{ilp (D} (5.56)

Las matrices auxiliares [a(t)] y [b(t)] se evallan con las siguientes expresiones:

[a(®] = = [m] + L [c(0)]
a —|C

phr g (5.57)
b0 = 55 1m] = 8¢ (1= ) Fe©)
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La Ecuacion (5.54) indica que el andlisis dinamico de una estructura equivale al andlisis
estatico de la misma, sometida a acciones externas, inerciales y de amortiguamiento, de
forma que los vectores [k (t)] y {AF,,.} contienen la contribucion de las fuerzas de inercia
y amortiguamiento al sistema (Bathe, 1996a, 1996b; Chopra, 2001).

5.4.3. Procedimiento general de solucion de las ecuaciones de
movimiento en forma incremental

A continuacion se muestra un procedimiento general para calcular los desplazamientos, las
velocidades y las aceraciones relativas a la base de los centros de masa al final del intervalo
de tiempo con base en los desplazamientos, las velocidades y las aceleraciones relativas a la
base al comienzo del intervalo y las matrices de masa, amortiguamiento tangente y rigidez
lateral tangente, utilizando la formulacion presentada previamente.

El procedimiento divide los pasos en dos conjuntos, un primer conjunto de pasos que
deben realizarse antes de comenzar propiamente el analisis dindmico y un segundo conjun-
to de pasos que se realizan para cada intervalo de tiempo.

a) Calculos previos:
i.  Construir la matriz de masa concentrada [m]
ii.  Construir el vector de acciones externas en cada instante de tiempo {F,,:(t)}
iii.  Seleccionar la forma del método a partir de los coeficientes y y S:

Aceleracién promedio: Y= %,,3 =

(o) IS N =

-7 - 1
Aceleracion lineal: y=5.8=

iv.  Calcular el vector de aceleraciones de los centros de masaen t = 0

{ip) = M ({Fext(0)} = {Fd o)} — {(F)g(0)})
v.  Calcular las constantes iniciales:

1 14 1 )4
=— Cp =— =— c =At(——1>
17 Bat 27 B =28 4 28
14 1 (At)?
Cs = W Ce = m c; = yAt cg = 5 Cqg = ﬁ(At)Z

b) Calculos para cada intervalo de tiempo:
i.  Matriz de rigidez tangente [k (t)]

ii.  Matriz de amortiguamiento tangente [c(t)] utilizando amortiguamiento de
Rayleigh, proporcional a la masa y a la rigidez tangente:

[c(®)] = ag[m] + a; [k¢(t)]
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iii.  Matrices auxiliares [a(t)] y [b(t)]:
[a(©)] = c1[m] + c;[c(9)] [b(8)] = c3[m] + culc(D)]
iv.  Matriz de rigidez tangente efectiva [k (1)]:
[k (D] = cslm] + cs[c(®)] + [ky (@]
v.  Vector de incremento efectivo de acciones externas {AFext}:
{AF i} = [aO){tig(n} + [b(O]{iig ()}
vi.  Vector de incremento de desplazamientos de centros de masa {Au}:

{bup} = Ry (O] {8Frc)
vii.  Vectores de incremento de velocidades y aceleraciones de centros de masa
{duy}y {aiig}:
{aug} = cs{aug} — cr{ig (O} = cufity (O}
{diip} = ce{dup} — e {1y (O} = ety (O}
viii.  Vectores de desplazamientos, velocidades y aceleraciones de centros de ma-
sa al final del intervalo {uy (t + AD)}, {1, (¢ + A8)} y {iiy (¢ + AD}:
{u¢(t + At)} = {u¢(t)} + {Aud)}
{tp(t +AD} = {up (O} + {411y}
{iip(t + AD)} = {iip (O} + {4iiy }

En el procedimiento anterior se tiene un enfoque mas general donde el amortiguamiento
natural es variable. Si se utiliza amortiguamiento de Rayleigh proporcional alamasay a la
rigidez inicial, la matriz de amortiguamiento pasa a ser constante y se calcula solamente al
comienzo del procedimiento, sin necesidad de calcularla en cada intervalo de tiempo.

5.4.4. Método de Newton Raphson modificado

En el procedimiento general mostrado anteriormente, el paso donde se calcula el vector de
incremento de desplazamientos {Auy} mediante la Ecuacion (5.54) debe realizarse de for-
ma iterativa, dado que en la ecuacion de movimiento en forma incremental se han aproxi-
mado los incrementos en las acciones equivalentes y de amortiguamiento mediante las ex-
presiones (5.45). La anterior es una importante fuente de error, teniendo en cuenta que la
respuesta dinamica no lineal es altamente dependiente de la historia de célculo (Bathe,
1996a; Chopra, 2001; Wilson, 2002).

Lo anterior indica que la exactitud de la respuesta obtenida para el instante t + At de-
pende de la calidad de la respuesta obtenida en el instante t. Por lo tanto para la solucion
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de un problema dinamico no lineal se requiere un esquema iterativo mas exigente que para
la solucion de un problema estatico no lineal (Bathe, 1996a).

El término {AF,} equivale exactamente al producto [k]{Aug}, donde [k] es la matriz
de rigidez secante del intervalo, la cual es desconocida dado que {u,(¢)} es desconocido
(Clough & Penzien, 1995; Chopra, 2001). De igual forma el incremento en las acciones de
amortiguamiento {AF, } equivale al producto [c;]{A1s} donde [c] es la matriz de amorti-
guamiento secante del intervalo. Si se aplica el criterio de Rayleigh, esta matriz seria fun-
cion de la matriz [ks] que también es desconocida. La Figura 5.8 muestra la diferencia
entre la rigidez secante y la rigidez tangente al comienzo del intervalo de un sistema de un
grado de libertad.

\Fszja 1
ktl7 ,A/T‘Iks
// ,”
Fog(t + At)|---===-=--=------ 7 g
i
/f \
- i
Fs¢)(t) """"" | :
1 1
1 1
1 1
: 1
| [l
1 1
1 1
i i
1 I u
| ! ’¢‘
ug (t) ug (t + At)

Figura 5.8. Rigidez secante y rigidez tangente en un sistema de 1GLD (Chopra, 2001)

Otra fuente de error esta en el uso de un intervalo de tiempo At constante, dado que se
retrasa la deteccién de las transiciones en las relaciones fuerza — desplazamiento de las ro-
tulas pléasticas (Chopra, 2001).

La Figura 5.9 muestra el error en el que se incurre al utilizar la rigidez tangente al co-
mienzo del intervalo para calcular el incremento en el desplazamiento en un sistema de un
grado de libertad. Con el procedimiento numérico se estima el punto b aproximado, mien-
tras la solucion real corresponde al punto b’. Este método subestima los desplazamientos.

F, .-
S 37T R ;
- c
~ ’ .
b - numérica
. S5 v
1 i exacta
ke o
1 1
Fep(Of--------- A [
: 1 1
I I |
| 1 1
| 1 1
! ! '~
- o g
! = A
I + 1 1+
~ 1 I
S S [
S <! 1S
= B3 = Ugp

Figura 5.9. Error por el uso de la rigidez tangente al comienzo del intervalo (Chopra, 2001)
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La Figura 5.10 muestra el error en el que se incurre al no detectar adecuadamente el
punto en el que la velocidad es cero y el desplazamiento cambia de signo, es decir cuando
se inicia la descarga. La localizacion del punto b’ se retrasa, asumiendo un punto b de ve-
locidad cero aproximado, ya que en realidad su velocidad es diferente de cero. En este caso
el método sobrestima los desplazamientos.

A Fey
Fsp(t + AL) -------—----------—------------b-,-—-_-_-:-133<—vth
E—Fr—p =0
7 ]
Fip(£) |- mmmmm e L /o
: C’ 1’ :
1 . I
i r e
] / I
: ~N
| numérica
exacta E i
: |
. I ‘;u¢
ug (t) ug(t + At)

Figura 5.10. Error en deteccion de punto de velocidad cero (Chopra, 2001)

En todos los casos la localizacion del punto ¢ se hace a partir del punto b aproximado,
volviéndose acumulativas las dos fuentes de error descritas previamente.

El método de Newton-Raphson modificado es un proceso iterativo que sirve para mini-
mizar los errores acumulativos debidos a la aproximacion del incremento de las acciones
equivalentes mediante la rigidez tangente al comienzo del intervalo. A continuacion se
presenta la formulacion matematica del método.

Para un sistema dinamico que posee una matriz de rigidez efectiva al comienzo del in-
tervalo [k,4(6)] y al cual se le aplica un incremento efectivo de acciones externas {AF,,.},
la primera aproximacion al incremento correcto de los desplazamientos en el intervalo
{Aufpl)} se evalUa con la siguiente expresion derivada del método de Newmark:

{Au((;)} - [E¢(t)]_1{Aﬁext} = [E¢(t)]_1{AR(1)} (5.58)

El vector {AF,,.} corresponde a las acciones residuales para la primera iteracion
{ARU)}, acciones que estan en desequilibrio y que cuando se aplican a la estructura generan

el incremento de desplazamientos {Au((;)}, entonces {AF,,;} = {ARM}.

Los desplazamientos al final del intervalo y de la primera iteracion {|u(1)(t + At)} seran
la suma de los desplazamientos al comienzo del intervalo {uq,,(t)} y del primer incremento
de desplazamientos {Aufpl)}. De igual forma los desplazamientos al comienzo del intervalo
{u¢(t)} equivalen los desplazamientos al final del intervalo en la iteracion cero (anterior a
la primera) por lo que {ug))(t + At)} = {us(O}.
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{ulP e+ a0} = {up 0} + {2} = ul (e + a0} + {20} (5.59)

De acuerdo con las expresiones basicas del método de Newmark, {Auqb } produce in-
crementos en las velocidades y en las aceleraciones {Au¢ } y {Au(l)} que se evalGan con
las siguientes expresiones:

{Auf;)} ﬁZt {A “)} - —{u¢, 0} + At (1 - —) {iig (1)}

1
{A Ebl)} B (Atz){Au(l)} BAt g U (0} - 2P {u¢(t)}

Los correspondientes incrementos en las acciones inerciales, de amortiguamiento y
equivalentes seran entonces {AF(I)} {AF(l)} y {AFS;)} El primero equivale al producto
[m]{Aii ™}, el segundo equivale aproxmadamente al producto [c(t)]{Au™} dado que no
hay una ley que rige la variacion el amortlguamlento con la velocidad (Wilson, 2002), y el
tercero es exactamente igual a la diferencia {F (t + At)} — {Fs4(t)}, como se indica a
continuacion:

(5.60)

1
(aFD) = [m){aua®} = (AtZ) [m] {au) - ﬁAt mlfi ¢(t)}‘ﬁ ml{iig )

{aFQ} ~ [e@{au®} = @ el {auf’} - % [ed{itpo) + At (1 - ﬁ) [cdfitp) (61

(aFQY = {FQ @ + a0} - {F (e + a0)} = {[FQ (¢ + A0)} - {Fop (1))

La suma de los términos {AFE;)} {AF(”} y {AF(”} no es exactamente |gual a {AF, .},
en realidad es menor dado que {AF; } real es menor que [k¢,(t)]{Au( }. Para que la
igualdad se cumpla hay que adicionar a la izquierda del igual un termlno denominado
{AR™} que corresponde a un nuevo vector de acciones externas equivalentes, que en este
caso van a ser las acciones residuales para la segunda iteracion.

El vector {AR(Z)} equilibra el incremento de las acciones externas {AF,,;} pero fisica-
mente no existe y por lo tanto hay que aplicarselo posteriormente a la estructura en una
segunda iteracién para que esta nuevamente se deforme y aparezcan acciones que lo equili-
bren.

Por lo tanto la ecuacion matricial de movimiento en forma incremental, adicionando el
vector de acciones residuales es la siguiente:

{aFPY+ {0} + {aFD) + (AR} = (AF,) (5.62)

Al despejar {AR®}:
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(AR®Y = (AFpp) — (AR} - {aFM} - {aF} (5.63)
Al remplazar las ecuaciones (5.61) en la anterior ecuacion, reorganizar y simplificar:

(AR} = ({8} + (5 .

saclm! +/3 [c(D)] ){u¢(t)}+( [m] + At (——1) [c(D)] ){ﬁ¢(t)})

2/3

: ) (5.64)
- (FP e+ 00} = (R O = (505 5 Atz)[m] + B [e(e)]) {aus)
Teniendo en cuenta que:
(8Feue) = (AROY = (8Fee} + th [m] + % Fle] ){u¢(t)}+( m] + At (ﬁ_l) [e(®)]) {iig (0} o
5.65

[E¢>(t)] [k¢>(t)] [m] + At[c(t)]

(Atz) B

El vector de acciones residuales para la segunda iteracion {AR®} se escribe en forma
mas compacta de la siguiente manera:

{AR®) = {ARM} — ({FQ(t + a0} = {FQ (£ + 26)}) = ([kp (0] — [kp®O]) {2’} (5.66)

Y en téerminos generales, para cualquier iteracion (j = 1,2,...) el vector de acciones re-
siduales para la siguiente iteracién {ARU“)} se calcula a partir deI vector de accmnes resi-
duales de la |teraC|on actual {ARV}, de los vectores de acciones equivalentes {F s (¢ +
At)}y {F U-1) (t + At)}, del vector {Au¢ } y de las matrices [k¢ O]y [ke(®].

{aRU+D} = (aRO} = ({F) (¢ + a0} — {F (¢ + a0)}) = ([kp (0] - [k 0] {2} (5.67)
Nuevamente la anterior ecuacion se escribe en forma més compacta asi:
{ARU+D) = {ARD)} — {(Ap)g)} (5.68)
Donde {AFq(bj)} es el incremento efectivo de las acciones equivalentes en el intervalo y

en la iteracion j, considerando el aporte de las acciones inerciales y del amortiguamiento
debidas al efecto dindmico de la carga externa:

{ar) = ([FQ e + a0} - {FGV @ + a0)}) + (ke (0] - [ke @] {auP}  (5.69)

La Figura 5.11 muestra el método de Newton — Raphson modificado aplicado a un sis-
tema de un grado de libertad dinamico para determinar ug (¢t + At). Con la rigidez tangen-
te efectiva al comienzo del intervalo k¢(t) y el incremento efectivo en la accidn externa
AF,... que equivale a la accion residual AR™ se calcula un primer incremento en el despla-
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zamiento Au¢ , que sumado a ue(t) o lo que es igual, a ufpo) (t + At) da como resultado
una primera estimacion del desplazamiento al final del intervalo u (t + At).

Para el desplazamiento u((;)(t+At) en el S|stema actua una fuerza equivalente
F(1 (t + At), que al aplicar la Ecuacion (5.69) con F, (t + At) = F4(2), k¢ ), k(@) Y
Au¢) conocidos, se obtiene como resultado el prlmer incremento efectivo en la fuerza
equivalente AF( que restado a AR™ da como resultado AR®, la fuerza residual para la
segunda iteracion.

El anterior procedimiento se repite hasta que se cumpla alguno de los criterios de con-
vergencia que se describen mas adelante. La rigidez tangente efectiva al comienzo del in-
tervalo se utiliza en todas las iteraciones, siendo esta la Unica diferencia con el método de
Newton — Raphson original en el que la rigidez tangente se recalcula en cada iteracion.

En la figura se muestra solamente las tres primeras iteraciones.

Fext | @ T
A ~ = ~= ~ ~
~ s Cc ) k k b
t t
Fext(tsnn)p---q---- L ----5, ————41 —————————————— -
(Lé ____________ — : '
I A ' b :
~ 3 = O b |
= ~— — 1
— kz, L, ! I !
. = < s ! P :
F | ! I
ext(p)f----¥----¥ . v .
a: : ' ' :
1 | ! ! 1
I 1 : | i
: 1 A ' : 1
3 e SR o
< ! ’ >!
: ) L@l '
G ] 1 ]
I S SO S
=€ Eal Eab S I
I ! P !
Py = T @ = Yo
> < Q< 3
_ & ~ &% &
25 & s s Y
= = = = 3

Figura 5.11. Método de Newton-Raphson aplicado a un sistema de 1GLD (Chopra, 2001)

El método de Newton — Raphson se resume en el siguiente procedimiento.
a) Calculos antes de cada iteracion:

i.  Desplazamientos iniciales para la primera iteracion, {ufpo) (t+ At)}

{ D+ At)} = {up ()}

ii.  Acciones equivalentes iniciales para la primera iteracion, {F(O) (t+ At)}
{F(O) (t + At)} = {Fep(®))

iii.  Residuo para la primera iteracion, {ARW}
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{ARD} = {AF,,,}
b) Calculos para cada iteracion (j = 1,2, 3, ...) :

i.  Incremento en los desplazamientos en la iteracion j, {Aug)}:
{au} = [ky ()] " {2RD)
ii.  Desplazamientos al final del intervalo y en la iteracion j, {ug)(t + At)}:
{ug)(t + At)} = {ug_l)(t + At)} + {Aug)}
iii.  Acciones equivalentes al final del intervalo y en iteracion j, {P;g) (t+ At)}:
{ FO(t+ At)} f ({ug)(t + At)})

iv.  Incremento efectivo en las acciones equivalentes en la iteracion j, {AngD}:

{AFqgf)} _ {Fs(g(t + At)} {FU Dt + At)} + ([kp(®)] = [k (®)]) {Au(’)}
V. Residuo para la iteracion j + 1, {ARU+D}:

{ARU*D} = [ARU*D} — {Apd()f)}

La aplicacion de este método permite llegar a una mejor aproximacion de los desplaza-
mientos al final del intervalo {u¢(t + At)} respecto a la que se Ilegarla aproximando el
incremento en los desplazamientos con la expresion {Aug} = [k (£)] " {AF,y.)}, reducien-
do de forma importante las formas acumulativas de error previamente descritas.

El anterior procedimiento |mpI|ca el calculo de las acciones equivalentes al final del in-
tervalo y de cada iteracion {F¢ (t + At)}, trasladadas a los centros de masa de los dia-
fragmas (numeral b, paso iii). Estas acciones son funcion de los desplazamientos al final
del intervalo y de cada iteracion {u (t + At)} y de las relaciones momento — rotacion de
los resortes rotacionales no Ilneales

El calculo del vector {Iﬂ%)(t + At)} se describe de forma detallada mas adelante dado
que este paso constituye una etapa de célculo de gran importancia para el analisis dindmico
no lineal de estructuras tipicas estudiadas en este trabajo.

5.4.5. Convergencia y estabilidad

En el método de Newton — Raphson las iteraciones terminan cuando el vector de incremen-
to en los desplazamientos {Au{p} se hace lo suficientemente pequefio, momento en el que la
solucion ha convergido.

El primer criterio comunmente utilizado para verificar la convergencia de la solucion es
mediante la comparacion de las normas Euclidianas de los vectores {Au } y {Auy}, de
forma que el cociente de estas dos normas sea menor a una tolerancia e especmcada
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I{au}
(5.70)
laugl, =€

En este caso {Aug)} es el vector de incremento en los desplazamientos en la Gltima ite-
racion (iteracion 1) y {Auy} es el vector de incremento total de desplazamientos acumula-
dos en el intervalo hasta la iteracién [, es decir:

l
Augl= ) {au® (5.71)
{ u¢} ;{ Ug }

El anterior criterio no es adecuado cuando los vectores {Aug)} y {Auy} contienen valo-
res medidos en diferentes unidades, por ejemplo desplazamientos y rotaciones, de forma
que los valores numéricos difieran notablemente (generalmente los desplazamientos son
mas grandes que las rotaciones).

En este caso se recomienda utilizar un criterio basado en comparacion del trabajo reali-
zado por el tltimo vector de acciones residuales {ARM} respecto al trabajo realizado por el
incremento efectivo de acciones externas en todo el intervalo {AF,,,}. La expresion para
verificar la convergencia por este criterio es la siguiente:

{aROY {muP}

{Aﬁ ext}T{Aurﬁ}

(5.72)

donde {Aug)}, {Auy} y € ya estan dados.

Respecto a la estabilidad de la solucion, la forma del método de Newmark que asume
una aceleracion promedio en el intervalo (cuando g = 1/4) es en teoria incondicionalmen-
te estable, mientras que la forma del método que asume una variacion lineal de la acelera-
cién en el intervalo (cuando B = 1/6) es condicionalmente estable, dado que para interva-
los de tiempo At mayores a 0.551T,, siendo T,, el periodo de vibracion natural mas pequefio
considerado en el andlisis, el aporte de los modos mayores desborda la solucion impidiendo
su convergencia.

Lo anterior no quiere decir que el método de la aceleracion lineal no pueda usarse para
analisis dinamico inelastico, sino que se debe verificar que el intervalo de tiempo adoptado
en el analisis cumpla con el criterio de estabilidad, lo cual en algunos casos demanda un
gran esfuerzo computacional dado el tamafio necesario de At.

Independientemente del método seleccionado, el intervalo de tiempo At también debe
escogerse de forma que la solucion sea lo suficientemente precisa, dado que el error en la
solucion obtenida es funcion de este importante parametro.
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De forma alternativa a la familia de métodos de Newmark se pueden utilizar otros me-
todos incondicionalmente estables como el método 8 de Wilson (Wilson, Farhoomand, &
Bathe, 1973) o el método a de Hilbert, Hughes y Taylor (Chung & Hulbert, 1993) que pro-
veen amortiguamiento numérico a los modos de vibracion de periodo mayor o igual a T,, de
forma que el aporte de estos modos no desborde la solucion (Chopra, 2001).

Otra alternativa es realizar una transformacién a coordenadas generalizadas y considerar
en la solucion solamente los modos de vibracion que cumplan con el criterio de estabilidad.
Las métodologias basadas en este principio se denominan Andlisis Modal no Lineal y en
ocasiones se encuentran en la bibliografia como FNA — Fast nonlinear Analysis (Bathe,
1996a; Wilson, 2002).

5.5. Incremento de las acciones equivalentes trasladadas a los
centros de masa

5.5.1. Consideraciones para el calculo del incremento de acciones
equivalentes en el intervalo y en la iteracion actual

El procedimiento utilizado para la solucién de las ecuaciones de movimiento en forma in-
cremental utilizando el método de Newmark en conjunto con el método de Newton — Raph-
son modificado, requiere en uno de sus pasos el calculo del vector {AP;E;,)} que corresponde
al incremento de las acciones equivalentes (que equilibran a las acciones internas de los
elementos estructurales) trasladadas a los centros de masa de los diafragmas rigidos en el
intervalo actual y en la iteracion j, que esta dado por la siguiente ecuacion:

{AFS%)} - {Fs(é)(t + At)} - {Fs(i_l)(t + At)} (5.73)
El vector {AFS%)} es funcion de la matriz de asociacion de desplazamientos (o matriz

geométrica) [A] y del incremento en las acciones equivalentes que actian en los grados de
libertad de interés {AFS(L{)}, como lo muestra la siguiente expresion:

{AFS%)} = [A]” {AFS(aj)} (5.74)
donde {AI@E{)} corresponde al primer subvector del vector completo de incremento de

acciones equivalentes {AFSU)} el cual, para el tipo de estructuras y el tipo de movimientos
sismicos considerados que se trata en esta tesis, tiene la siguiente forma:

ar ) = {ar?) (e} -0 far)} 579
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Su construccién consiste en el ensamblaje de los vectores {Afe(’)} que contienen el in-
cremento en las acciones en coordenadas globales en los extremos de cada elemento, en el
intervalo y en la iteracion actual:

ne

{AES(D} — z {Af(])} (5.76)

e=1

El vector {AF,?’} depende del incremento en los desplazamientos de los nudos {Au(}
en el intervalo y en la iteracién actual y de las relaciones momento — rotacion de los resor-
tes rotacionales no lineales. El vector {Au()} esta dado por la siguiente expresion:

{AuD} = {uD(t + 40} — {uU=D (¢ + 40)} (5.77)

En el analisis estatico y dindmico de estructuras con comportamiento elastico o inelasti-
co se debe garantizar que se cumplan las tres siguientes condiciones:

- Debe existir equilibrio de fuerzas y de momentos en toda la estructura y en cada
elemento que la compone.

- Debe existir compatibilidad de desplazamientos y rotaciones en los nudos.

- Se deben cumplir las relaciones fuerza — desplazamiento y/o momento — rotacion de
las zonas donde se presentan las rétulas plésticas.

De forma alternativa se puede utilizar la siguiente ecuacion de equilibrio para aproximar
{A } a partir de la rigidez tangente evaluada al comienzo deI intervalo [k, (t)] y del in-
cremento de desplazamientos de los centros de masa {(Au) P } como se ha mencionado
previamente:

(@R} ~ [kp O] {2} (5.78)

Sin embargo, esta aproximacién es inadecuada puesto que, aunque siempre se cumplen
las condiciones de equilibrio de fuerzas y compatibilidad de desplazamientos, no siempre
se cumplen las relaciones fuerza — desplazamiento 0 momento — rotacion de los resortes
rotacionales, sobre todo cuando hay cambios de rigidez muy marcados como en las relacio-
nes bilineales o0 muy frecuentes como en el modelo de Bouc — Wen.

La Figura 5.12 muestra el error en el que se incurre cuando se utiliza la rigidez tangente
para calcular el incremento en los momentos en los resortes rotacionales. Con la rigidez
tangente J(t) y el incremento en la rotacion A@U) del resorte se calcula el incremento
AM'Y) que en la figura corresponde a la distancia vertical entre los puntos a y b’. Sin em-
bargo, para el mismo incremento en la rotacion A8V, el incremento real del momento es
AMY) | es decir, la distancia vertical entre los puntos a y b, més pequefia que AM'D).
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Figura 5.12. Error al estimar los momentos en los resortes rotacionales utilizando la rigidez tangente

Por otro lado el uso de la Ecuacion (5.78) no permite calcular un residuo diferente a ce-
ro para la siguiente iteracion. Si se ha realizado una primera iteracion, el residuo para la
segunda iteracion es:

_ ¢))
{aR®} = (AR} - {aF{P} (5.79)
donde el incremento efectivo en las acciones equivalentes es:
M) _ (Ap® 7 6))
{argP} = {aFQ} + ([kp (0] - [kp(O]) {23} (5.80)
Si se utiliza directamente la Ecuacion (5.78) para calcular {Alﬂg)} entonces:
M _ [z M 7 M _
{aFP} = [k (0] {au§’} + ([kp (0] - [ke®)]) {au§’} = {ARD) (5.81)

Y por lo tanto:

- M _
{AR®} = (ARW} — {aFgP} = 0 (5.82)

Lo que implica que {Auéz)} es cero y por ende no habria un proceso iterativo. Entonces
la primera estimacion de los incrementos en los desplazamientos y en las acciones internas

se tendria que asumir como correcta, lo cual no es adecuado por el caracter acumulativo del
error en el que se incurre y por su gran influencia en la respuesta de la estructura.
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Sin embargo la matriz de rigidez tangente al comienzo del intervalo sirve para calcular
una mejor aproximacion al incremento correcto de las acciones equivalentes {AF¢ }, me-
diante un procedimiento que verifique el cumplimiento, en forma simultanea, de las condi-
ciones de equilibrio, compatibilidad y relaciones f vs d 6 M — 6 de los resortes rotaciona-
les. El procedimiento de tipo iterativo que se utiliza para tal fin se describe a continuacion.

55.2. Descripcion del procedimiento iterativo

El procedimiento iterativo que se describe a continuacion es adaptado del procedimiento
descrito en (Azar, 1972) para realizar el andlisis estatico no lineal de cerchas planas con
elementos que presentan no linealidad fisica o material. Constituye un proceso iterativo
secundario, adicional al proceso iterativo principal propio del método de Newmark.

El procedimiento trabaja de forma similar al método de Newton — Raphson modificado,
dado que se utiliza la matriz de rigidez tangente al comienzo del intervalo de forma recu-
rrente para estimar el incremento real de los desplazamientos de los nudos y las rotaciones
de los resortes rotacionales, asi como para estimar los incrementos en las acciones en coor-
denadas locales en los extremos de los elementos y en las accmnes equivalentes aplicadas
en los nudos. A partir de estos ultimos se calcula el vector {A } requerido en el proceso
iterativo principal.

Al final del procedimiento se llega a resultados que cumplen con las condiciones de
equilibrio de fuerzas, compatibilidad de desplazamientos y cumplimiento de las relaciones
fvsd oM — 60 de los resortes rotacionales, lo que garantiza que los resultados obtenidos
son adecuados dado que la solucidn correcta es Unica.

Cuando a la estructura se le impone un incremento conocido en los desplazamientos de
los diafragmas {Au¢ }, esta experlmenta un incremento de desplazamientos en los nudos
{Au} = {{Au N {Au( } {AuB M de forma que los incrementos en los desplaza-
mientos de los grados de I|bertad de interés {Au } son conocidos porque estan relaciona-
dos con la geometria y con los desplazamientos de Ios diafragmas a traves de la matriz de
asociacion de desplazamientos [A], y ademas {Auﬁ } es cero porque los apoyos estan uni-
dos a la base %/ no se desplazan en relacion a ella. Sin embargo los desplazamientos con-
densados {Au, 2 } son totalmente desconocidos y solamente se obtiene una estimacion de
ellos a traves de la siguiente expresion:

{au} = —[ky, (O] [kya(®)] {8} (5.83)

donde [k, (©)] ¥ [kyo (t)] son submatrices de la matriz de rigidez general de la estruc-
tura que considera todos los grados de libertad, y que esta evaluada con la rigidez de los
elementos y de los resortes rotacionales en el instante t, al comienzo del intervalo.

Si se asume que la estimacion de {Au)(,])} obtenida con la Ecuacion (5.83) es correcta, se
tiene una primera estimacion completa del vector de incremento en los desplazamientos de
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los nudos {Au)}, a partir de la cual se puede calcular una primera estimacion del incre-
mento en las acciones en coordenadas locales en los extremos de cada elemento estructural
{Afe(l")} utilizando la siguiente expresion:

{aF &Y = (L1 {a£7) = [Tl lkee (0] {aul”} (5.84)

Donde [T,] es la matriz de transformacion de coordenadas y [k.(t)] es la matriz de ri-
gidez en coordenadas locales del elemento, también calculada en el instante t.

Si el elemento es elastico, es decir, no posee resortes rotacionales, Ios mcrementos en
las acciones en los extremos son correctos porque se ha supuesto que {Au LD } es correcto.
Por lo tanto {Af, (&.7) } = {Af L) } y en este caso no hay que realizar ninguna correccién.

Si en un elemento inelastico en el que se espera que se presenten rétulas plésticas al-
guno de los resortes rotacionales no lineales esta en fluencia, los incrementos en las accio-
nes que se calculan con la Ecuacién (5.84) sirven solamente para calcular los incrementos
en las rotaciones A8, utilizando la siguiente ecuacion para cada resorte rotacional no
lineal:

(5.85)

Siendo AM ™) el primer incremento estimado o supuesto del momento en el resorte y
J(t) la rigidez tangente del resorte evaluada en el instante t. El término A7) se calcula
de esta forma porque se mantiene la suposicion que los desplazamientos estimados con la
rigidez tangente son correctos.

En cada resorte de un elemento inelastico se presenta el error que se describié en la Fi-
gura 5.12 al utilizar la rigidez tangente. Como se ha supuesto que el incremento en la rota-
cion Ae(M)) es correcto, el incremento en el momento en cada resorte estimado con la Ecua-
cion (5.84) corresponde a la distancia vertical entre los puntos a y b’, el cual es incorrecto

ya que para la rotacion 9((t+At) el momento correspondiente es M. , Y no M’Eiﬁt).

Como el incremento real del momento en cada resorte del elemento inelastico es
AM@D y no AM')) y el elemento debe seguir en equilibrio de fuerzas y de momentos, los
demas incrementos en las acciones que dependan de las acciones en los resortes deber re-
calcularse por estatica para mantener el equilibrio del elemento.

(t+At

En la Figura 5.13 se muestra un elemento con posibilidad de deformarse solamente en el
plano xy local, que posee resortes rotacionales en cada extremo para representar las posi-
bles rétulas plasticas por flexion. Si los incrementos reales en los momentos en los resortes
son conocidos, entonces los incrementos en los momentos flectores de los extremos
AMLD y AM’(L’ también son conocidos. Para mantener el equilibrio de momentos en el
elemento los incrementos en las fuerzas cortantes AV‘ @0y AV’(L’) deben recalcularse a
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partir de AMZf(l‘j) y AMé(l’j) como se indica en la misma figura (en todos los casos, los su-
perindices i y j fuera del paréntesis indican los nudos inicial y final del elemento).

- L AM D)
eI\ lahy ~ %
L 1N% !
A
z

(L) l (L)
AV ¢ AV's

y
. L AMIED

>
=

TN
=

J
z T i(1,) l (L)
AV, AV
AMID 4 I

L

Figura 5.13. Correccion de los incrementos en las acciones en los extremos de un elemento

Avl(l J) AV}(L])

Cabe anotar que en la correccion de AV;“’” y AV}_,’(”) no se debe considerar el efecto
de las cargas iniciales aplicadas en la luz del elemento puesto que su efecto se tuvo en
cuenta antes de iniciar el analisis dindmico. Ademas se asume que las cargas iniciales per-
manecen invariables mientras se realiza el analisis dinamico, por lo tanto, su variacion en
cualquier intervalo de tiempo es nula.

El primer mcremento en las acciones en coordenadas globales en los extremos de cada
elemento {Afe LD } se calcula a partir del primer mcremento en las acciones reales (no esti-
madas con la rigidez tangente) en coordenadas locales {Afe ”} utilizando la siguiente ex-
presion:

{a£ 07 = (17 {af ) (5.86)

Donde [T,]" es la transpuesta de la matriz de transformacion de coordenadas del ele-
mento. Como se menciond anterlormente el vector {AF;, @) } se construye ensamblando
los vectores elementales {Afe (1.7 }:

ne

(aR0D} =3 {ar)) (5.87)

e=1

El vector {AFS(LD} asi construido tiene la siguiente forma:
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r07) = (i) f)e0 o)) o

La ecuacidn anterior indica que para que en la estructura haya equilibrio entre las accio-
nes equivalentes y las acciones internas, es necesario aplicar unas acciones iguales a
{AFS(YLJ )} # 0 en los grados de libertad condensados.

Sin embargo la sumatoria de acciones equivalentes en los grados de libertad condensa-
dos debe ser cero dado que estos grados de libertad no tienen masas traslacionales o rota-
cionales asociadas, ni acciones de amortiguamiento ni acciones externas equivalentes a la
aceleracion de la base, como se menciond en el Capitulo 2.

Para que la sumatoria de acciones equivalentes en los grados de libertad condensados
sea cero, se deben aplicar a la estructura unas acciones residuales denominadas {AF’S")},
iguales a {AFSS,“)} pero en sentido contrario. Estas acciones produciran un segundo incre-
mento en los desplazamientos en los nudos, pero solamente en los grados de libertad con-
densados puesto que los incrementos en los desplazamientos de los grados de libertad de
interés ya se aplicaron en su totalidad y por lo tanto un segundo incremento debe ser igual a

cero. El siguiente incremento en los desplazamientos de los apoyos también debe ser cero.

La forma del siguiente incremento en los desplazamientos de los nudos, producido por
el vector {AF’S”)} = —{AFs(yl’”} sera la siguiente:

(puen} = {0} (M@} () (5.89)

Al plantear nuevamente la ecuacion de equilibrio en forma incremental, considerando el
segundo incremento de desplazamientos de nudos:

BFN  [haa®] [kay @] [kpa@]] (B} =0
f) {AFSY = ([ke®] [ky®] [ke®]|{ e} =0 (5.90)
EGY)  kga®] [y @] [Rgp®]] ({aug™"3 = 0

Al extraer la ecuacion correspondiente a la segunda fila, se llega a una ecuacion que
permite calcular el término {Au](,z”)}, completando el vector {AuZ)}:

Bul"} = [ky, O] HAF' S} = ~[k,, (O] {AES) (5.91)

Este segundo incremento de desplazamientos de nudos {Au®/} producira un segundo
incremento de acciones en coordenadas locales en los extremos de cada elemento {Aﬁ(z”)}
y por lo tanto un segundo incremento de acciones equivalentes en coordenadas globales
actuando en los nudos {AF,*”}. Para tal fin se utiliza nuevamente la matriz de rigidez
tangente al comienzo del intervalo [k(t)].
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Las cantidades {Au@"}, {A7*7} y {AF, )} deben acumularse con {Au®D}, {A£*)
{AF (1D} para conocer los incrementos totales en los desplazamientos en los nudos, las
acciones en los extremos de los elementos y las acciones equivalentes actuando en los nu-
dos, en el intervalo y en la iteracion j denominados {Au®}, (A7} y {AF,%} respectiva-
mente.

El vector {AF, %’} tendra un subvector {AF.’} con términos diferentes de cero porque
nuevamente, en los elementos con resortes rotacmnales no lineales, no hay linealidad entre
acciones y desplazamientos. Seguramente los términos del vector {A } son de menor
magnitud que los del vector {AFV" } puesto que los incrementos en las accmnes equivalen-
tes reales debidos a {AF'g, (L)) } tienden a equilibrar a {AF(1 ’)}

De igual forma el vector {AF(’)} |mpI|ca que a la estructura se deben aplicar unas nue-
vas acciones residuales {Au, 3’)} = {A } repitiendo nuevamente todo el proceso.

Lo anterior sugiere que se requiere un procedimiento ciclico en el que se calcula un in-
cremento adicional de desplazamientos para la iteracion i + 1, {Au(l“’f)} a partir de unas
acciones residuales encontradas al final de la iteracion i, {AF'; ) } las cuales se toman del
vector {AF,%}. Este proceso se detiene cuando el vector {Au(””)} es lo suficientemente
pequefio respecto al vector {Au(f)} que acumula los incrementos calculados en todas las
iteraciones realizadas del ciclo interno.

El procedimiento anterior se detiene cuando el error en desplazamientos sea menor o
igual a un error maximo o tolerancia especificada:

{423,

- -2 , 5.92
{audy), - max 592)

Cuando se alcance la convergencia el subvector {AFf]f)} tendra coeficientes iguales o
muy cercanos a cero, cumpliendo simultaneamente las condiciones de equilibrio de fuerzas
y momentos, de compatibilidad de desplazamientos en la estructura y en cada elemento, y
de las relaciones fuerza — desplazamiento o momento — rotacion en las rotulas plésticas, las
cuales se han cumplido en cada iteracion i. Al final del proceso el vector {AFS(D} tendra la
siguiente forma:

(AR} = {{arP} {aFP} ~ 0 {AFS(é)}} (5.93)

Cuando se alcanza la convergencia se tienen como resultados adicionales el incremento
en los desplazamientos de los nudos en coordenadas globales {Au)} y eI incremento en las
acciones en coordenadas locales en los extremos de cada elemento {Afe }.

Los vectores {Au@}y {Afe(’)} se calculan con las siguientes expresiones (I es la Gltima
iteracion realizada dentro del ciclo interno):
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l
(a0} = Z{A“(i'j)}
i=1

l (5.94)
=0 )
(a7} = . (a7}
i=1
Finalmente el vector {AFSg)} buscado se calcula con la siguiente expresion:
{AFS%)} = [4]” {Agﬁ,{)} (5.95)

5.5.3. Resumen del procedimiento iterativo

El procedimiento iterativo descrito previamente para calcular {Alfsg)} se resume en los si-
guientes pasos:

a) Caélculos antes de cada iteracion:

i.  Desplazamientos iniciales de los nudos para la primera iteracion, {Au(l'f)}

D = ([, D) W) an — o)V
(auP} = {aug?} {ag?} ({2} = 0)}
b) Calculos para cada iteracién (ciclo interno, i = 1, 2,3, ...m, para la iteracion j del
ciclo externo):
i.  Incremento supuesto en acciones en los extremos en coordenadas locales de

cada elemento {Af’g'j )}

(7)o )

ii.  Incremento en acciones en los extremos en coordenadas locales de cada ele-
mento {Aﬁf”)}, corregido por estatica a partir del incremento real en los
momentos en los resortes rotacionales, siguiendo la relacion M — 6 de cada
resorte rotacional no lineal.

iii.  Incremento de acciones en los extremos en coordenadas globales de cada
elemento {Af(”)}

e
{Afe(l’])} — [Te]T {A]Fe(l'])}
iv.  Ensamblaje del incremento en las acciones equivalentes actuando en los nu-

dos de la estructura {AF,“7}:

ne

(aEGDY = ((AESP) (aESD) {AFS(;J)}}T =Z{Afe(i'j)}

e=1
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v.  Incremento acumulado de acciones equivalentes actuando en los nudos de la

estructura {AF,}:
(4R} = Z{AFS(U)}
i
vi.  Incremento en los desplazamientos de los nudos para la siguiente iteracion
{Au(i“'j)}:

{auf P} = —[ky, (0] " {AF)P}
{Au(i+1,j)}:{{0} {Au](/i+1,j)} {0}}T

vii.  Verificar la convergencia de resultados comparando € vs € x:
(i+1,))
Ny,
I{au}, — ™

c) Calculos posteriores al ciclo iterativo:

i.  Incrementos totales en el intervalo y en la iteracion j de desplazamientos de
nudos y acciones en coordenadas locales en los extremos de cada elemento,
{Au(f)} {Af(J)}

{2u) =zl:{Au(i,j)}
{Afo)} Z{Af(u)}

ii.  Incremento real en el intervalo y en la iteracion j de las acciones equivalen-
tes trasladadas a los centros de masa, {AF%)}
(o3} = ()

Cabe anotar que, desde el punto de V|sta computacional, las sumatorias que implican el
calculo de los vectores {AuU} y {Afe } se realizan mas facilmente dentro del proceso ite-
rativo.

554. Ejemplo numerico

A modo de ejemplo se muestra el célculo del vector {AES%)} para el portico plano que se
muestra en la Figura 5.14. EIl portico consta de dos elementos de concreto reforzado
(E = 20X107 kN /m?) de seccion rectangular de 40X60cm, orientados de forma que el
plano del portico coincide con el plano de mayor rigidez de cada elemento.
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La viga posee un resorte rotacional en el extremo izquierdo y la columna posee un re-
sorte rotacional en la base. Toda la masa se supone concentrada en el centro de masa de la
viga. Se supone que los dos nudos superiores se trasladan horizontalmente como cuerpo

rigido (es decir, tienen el mismo desplazamiento horizontal).
8m |

N
|

= 40X60 ;@;

<

im
40X60

E =2X107 kN/m?

Figura 5.14. Pértico plano tomado como ejemplo para calcular el incremento en las acciones equivalentes
trasladadas a los centros de masa

La Figura 5.15 muestra la numeracion de los nudos, de los elementos y de los grados de
libertad estaticos del portico. La numeracion de los grados de libertad estéticos se realizd
agrupandolos en grados de libertad desconocidos de interés, desconocidos condensados y
conocidos.

gl2 gl5

A
2, @) 3 gB¥[\ g 914’]:\ gn
=
~ J\gl7 4

18 ¥ |
1 g -3—>g16 ¥
Z

Figura 5.15. Numeracion de nudos, elementos y grados de libertad estaticos

El grado de libertad gl1 es el Unico desconocido de interés para el andlisis dinamico.
Los grados de libertad gl2, gl3 y gl4 son desconocidos condensados y los grados de libertad
gl5, gl6, gl7 y gl8 son conocidos. Dado que se supone que la viga es infinitamente rigida a
fuerza axial, el desplazamiento en direccion x de los nudos 2 y 3 es el mismo, por lo que a
los dos se les ha denominado gl1.

La relacibn momento — rotacion de los dos resortes rotacionales es la misma, como se
muestra en la Figura 5.16. Esta construida para un momento de fluencia M,, = 250kN = m,
un coeficiente n = 5, una rigidez inicial elastica J, = 5X10* kN * m/rad y una rigidez de
fluencia J, = 1X103 kN * m/rad.
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Figura 5.16. Relacién momento — rotacion de los resortes rotacionales de la estructura tomada como ejemplo

Al portico se le impone un incremento en el desplazamiento horizontal de 1cm en el
grado de libertad gl1, por lo que el incremento en el desplazamiento de interés es conocido,
Auy = 0.01m. El objetivo es calcular el incremento real en las acciones equivalentes que
actuan en los nudos y que equilibran las acciones internas {AFSU)}, el incremento real de los
desplazamientos condensados {Au] } y el incremento en las acciones en coordenadas locales
en los extremos de los dos elementos {Afl(])} y {Afz(’)}.

Antes de comenzar el analisis se requiere conocer el momento y la rotacion que alcanz6
cada resorte rotacional al final de la iteracion anterior j — 1, asi como la rotacion total y la
rigidez tangente al comienzo del intervalo. Para este ejemplo se supone que el momento y
la rotacion de cada resorte al comienzo del intervalo son M(t) = 226kN -m y 6(t) =
0.0050rad respectivamente, la rigidez tangente al comienzo del intervalo es J(t) =
20738 kN * m/rad. Suponiendo que se va a realizar la primera iteracion (j = 1) entonces
MU=Vt + At) = M(t) = 226kN - my 8U=D(t + At) = 6(t) = 0.0050rad.

Para resolver el problema se requieren las matrices de rigidez en coordenadas locales
calculadas con la rigidez tangente al comienzo del intervalo y las matrices de transforma-
cion de coordenadas de cada elemento. También se requiere la matriz de rigidez general de
la estructura considerando todos los grados de libertad estaticos. Esta se muestra a conti-
nuacion:

9299 0 30399 0 0 -9299 0 6798 gll
0 1201410 3019 8259 -1410 0 -1200000 0 gl2
30399 3019 128633 8050 -3019 -30399 0 9064 gl3
' _ 0 8259 8050 58025 -8259 0 0 0 gld
L1 = 0 -1410 -3019 -8259 1410 0 0 0 gl5
-9299 0 -30399 0 0 9299 0 -6798 gl
0 -1200000 0 0 0 0 1200000 0 gl7
6798 0 9064 0 0 -6798 0 18127 gl8
gll gl2 gl3 gl4 gl5 glé gl7 gl8
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El primer incremento en los desplazamientos condensados {Auf,l’l)} se calcula a partir
del incremento en los desplazamientos de interés {Au((ll‘l)} y de las submatrices [k, (t)] y
[ky, ()] con la expresion {Au](,l'l)} = —[kw(t)]‘l[kya(t)]{AuS’l)}. Se puede verificar

que:

{Auﬁl'l)}={3.7zx10-6 —2.38X1073 3.30x107*}"

Por lo tanto, el primer incremento en los desplazamientos de los nudos es:

( 1.00X1072
3.72X1076
—2.38X1073
{Au(l'l)}=< 3.30x107*
0.00
0.00
0.00
\ 000

Con {Au(l'l)g se calculan los incrementos estimados en las acciones en los extremos de
la columna {Af’ll’l)} y de la viga {Af’gl’l)}. Los resultados son los siguientes:

( 0.00
—4.46
N B , —35.71
{Af 51 1)} = [Ty][k1(®)] {Augl 1)} =) 8%0
4.46

\ 0.00 /
—4.46 \
20.52

! ’ k ’ 4 ,

(o7} = ol g ) =4 4657
—20.52
\ 35.71

Los incrementos en las acciones que actuarian en los extremos de cada elemento se
muestran en la siguiente figura:

"

~~

~~

b
A
4.46kNA B
| 35.71kN -m o
( R 35.71kN - m .
20.52kN ( - %
> >
i T
V4.46kN 4.46kN
5 @, 20.52kN
~N16.27kN - m
4.46kNV

Figura 5.17. Incremento supuesto de las acciones en los extremos para la primera iteracion interna
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En la Figura 5.17 se observa que los incrementos estimados en los momentos en los re-
sortes rotacionales de la columna y de la viga son aM'"" = 4327kN-m y am'$™P =
35.71kN - m respectivamente. Los incrementos en las rotaciones de cada resorte serian:

16D Am'Y 4327kN -m 0.002236 rad
= = = . ra
1 Jie) 20378kN - m/rad
wy  AM'SY 3571kN-m
205"V = =0.001722 rad

Jay  20378kN -m/rad

Las rotaciones de los resortes al final del intervalo y de la primera iteracion son:
0V (¢ + At) = 600V (¢ + At) + 461V = 0.0050 + 0.002236 = 0.007236 rad
oS (t + At) = 60V (¢ + Ar) + 468V = 0.0050 + 0.001722 = 0.006722 rad

De acuerdo con la rotacién final en cada resorte, los momentos reales corespondientes,
calculados siguiendo la relacion M — 6 indicada en la Figura 5.16 son los siguientes:

MV (¢ + At) = 252.24 kN - m
MV (¢ + At) = 251.72 kN - m
Entonces los incrementos reales en los momentos en los resortes son los siguientes:
AMED = MOV (¢ + Ar) — MOV (¢ + At) = 252.24 — 226.00 = 26.24 kN - m
AMSD = MO (¢ + Ar) — MO (¢ + At) = 251.72 — 226.00 = 25.72 kN - m

Estos incrementos son mas pequefios que los que se habian estimado anteriormente y
que se indicaron en la Figura 5.17 dado que la rigidez decrece al incrementarse la rotacion.

Los incrementos en los momentos de los resortes, y por lo tanto en los extremos de los
elementos, asi como los incrementos en los cortantes recalculados para mantener el equili-
brio en cada elemento se muestran en la Figura 5.18.

b
4

>

4.46kN/ _
35.71kN -m 4
P~
( T (J‘zs.?zm -m E:
A4 >
3.22kN T3.22kN

; ‘_ 15.49kN
¥26.24kN - m
4.46kN

Figura 5.18. Incremento real de las acciones en los extremos para la primera iteracion interna
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El incremento en las acciones equivalentes aplicadas en los nudos en coordenadas glo-
bales, que inducen los mismos desplazamientos en los nudos {Au'} y que equilibran las
acciones en los extremos mostradas en la Figura 5.18 son las siguientes:

(o
T 1.25
15.49kN 4 9.99
AR ADY = 0.00 [
A (AR} = 3.22
26.24kN -m K@(—ls'd’gw ‘ N 145;1469
Ly x —4.
z
J
4.46kNY v 26.24

Figura 5.19. Incremento real de acciones equivalentes en los nudos para la primera iteracién interna

Aunque las anteriores acciones equivalentes mantienen a la estructura en equilibrio con
las acciones internas, la fuerza vertical y el momento en el nudo 2 (correspondientes a gra-
dos de libertad desconocidos condensados) no existen y por lo tanto deben anularse. Para
ello se aplican las mismas acciones a la estructura pero en sentido contrario, de forma que
la sumatoria de acciones en el nudo sea cero. Entonces el vector de acciones residuales al
final de la primera iteracion, con las que se anula {AFS,’U} es el siguiente:

—-1.25
{ar V) = —{arSV) = {—9.99}
0.00
Las acciones {AF’S,’”} generaran un incremento de desplazamientos adicional en los
grados de libertad condensados denominado {Auf'”}, teniendo en cuenta que el incremen-
to adicional en los desplazamientos de los grados de libertad de interés es cero puesto que

este ya se impuso a la estructura en su totalidad en la primera iteracion.

El segundo incremento en los desplazamientos condensados {Auf'l)} se calcula a partir

de las acciones residuales al final de la primera iteracién {AF’S,’D} y de la submatriz
i 21y _ -1 1(1,1)4.
[ky, (£)] con la expresion {Auw,” '} = [k, (©)]{4F', "}

{Au](/z'l)}={—9.18X10‘7 —7.83X1075 1.10x1075}"

Por lo tanto, el segundo incremento en los desplazamientos de los nudos es:
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0.00
—9.18X1077
—7.83X10°°

21 _ ) 1.10X107°
(Bu®Vf =1 000
0.00
0.00
0.00 /

Con {Au®b} conocido y utilizando nuevamente las matrices de rigidez elemental al
comienzo del intervalo, se calculan unos nuevos incrementos estimados en las acciones en
los extremos de la columna {Af"*} y de la viga {Af'$):

¢ 0.00
—0.15

(a2} = ) o o™} = § 0

0.15
\ 0.00 /
[ 1.10
-2.38
5 k : —0.71
{Af 2 1)} = [T,)" [kz )] {Augz 1)} =1-1.10

2.38

\ 8.81

Los incrementos en las acciones que actuarian en los extremos de cada elemento se
muestran en la siguiente figura:

-~

~~

X
h

1.10kN B
y
8.81kN - m/FX 2.38kN
— -
( J\l.lBkN -m i
A >
0.15kN TO.lSkN

2.38kN
P
$0.71kN - m
1.10kN

Figura 5.20. Incremento supuesto de las acciones en los extremos para la segunda iteracién interna

Ahora los incrementos estimados en los momentos en los resortes rotacionales de la co-
lumna y de la viga son AM'*" = —0.71kN - m (decrece) y M’ = 1.18kN - m (aumenta)

respectivamente. Entonces los incrementos en las rotaciones de cada resorte serian:
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Ag(z,l)_AM’f'”_ O7UN-m
L " i  20378kN-m/rad ra
(2,1) AM’QZ'” 1.18kN - m
46,7 = = 0.000057 rad

Jay  20378kN-m/rad
Las rotaciones de los resortes al final del intervalo y de la segunda iteracién son:
02V (t + At) = 6V (¢t + At) + 467 = 0.007236 — 0.000034 = 0.007202 rad
IRy _ (11 (21) _ —
S7P (4 AY) = 0,7V (t + At) + 46577 = 0.006722 + 0.000057 = 0.006779 rad

Nuevamente siguiendo la relacion M — 6 de la Figura 5.16, los momentos reales en los
resortes al final de la segunda iteracién son los siguientes:

M&V (¢ + At) = 252.20 kN - m
M3V (t + At) = 251.78 kN - m

Por lo que los incrementos reales en los momentos de los resortes y por lo tanto, de los
extremos iniciales de la viga y la columna, son los siguientes:

AMPD = MPD (& + at) — MOV (¢ + At) = 252.20 — 252.24 = —0.04 kN - m
AMSPD = M3V (¢ + Ar) — MOP (¢ + At) = 251.78 — 251.72 = 0.06 kN - m

Los incrementos reales de acciones en los extremos de los elementos para la segunda
iteracion se muestran en la Figura 5.21.

X
h

MOkgL _
AY
8.81kN - m
“Z21kN ( ;QOG"N m i
/\J

v0.01kN TODIkN
2.21kN

)
fowier-]

1.10kN

Figura 5.21. Incremento real de las acciones en los extremos para la segunda iteracién interna

El incremento en las acciones equivalentes aplicadas en los nudos en coordenadas glo-
bales, que inducen los mismos desplazamientos en los nudos {Au®} y que equilibran las
acciones en los extremos mostradas en la Figura 5.21 son las siguientes:
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| To.omv 91

-1.11

—8.87

Y Ee) =) 00 |

0.03kN - m%—»z.zlm . ii(l) |
1.10kN —0.03

Figura 5.22. Incremento real de acciones equivalentes en los nudos para la segunda iteracion interna

La suma de los vectores {AF,*"} y {AF,®V} da como resultado {AF, ™}, es decir el
incremento en las acciones equivalentes buscado, aunque calculado hasta la segunda itera-
cion interna (i = 2).

Aunque a la estructura se le aplicd unas acciones residuales {AF’(1 1)} para anular a
{AF(1 1)} en {AF, M1 atn aparecen acciones en los grados de libertad condensados diferen-
tes a cero porque nuevamente no hay linealidad entre momentos y rotaciones en los resor-
tes. Aunque estas acciones son ahora de menor magnitud que en la primera iteracion, de
todas formas deben anularse porque fisicamente no existen:

r 15.49 (—2.21 r 13.28

1.25 -1.11 0.14
9.99 —8.87 1.12
(RO} = ARV} RV} =1 090 11 001 1= Sae
—15.49 2.21 —13.28
—4.46 1.10 —3.36

26.24 7 \-0.03 \ 26.20 /
El vector de acciones residuales para la siguiente iteracion {(AF’S)f’l)}, es el siguiente:

0.14
{aF @D} = { 1. 12}
0.00

Nuevamente con {AF’S(Z’l)} se estimaran unos incrementos adicionales en los despla-
zamientos de los nudos {Au® 1)} unos incrementos adicionales en las acciones en los ex-
tremos de los elementos {Af )} y {Af’%3 1)} y un incremento adicional en las acciones
equivalentes aplicadas en los nudos {AF 3D} que sumado a los dos anteriores nuevamente

tendra acciones diferentes de cero en los grados de libertad condensados.

Como se indico en la descripcion del método, el proceso se repite hasta que el error eva-
luado con la norma del desplazamiento sea menor a la tolerancia especificada. Cuando se
alcanza la convergencia en los resultados, se espera que las acciones correspondientes a los
grados de libertad condensados sean cero. En este caso se especificd una tolerancia
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€max = 1X1075, la cual se alcanza en la 52 iteracion. Los resultados se resumen en la tabla

Tabla 5.1;

Incrementos en desplazamientos de nudos en el intervalo y en la iteracion actual:

Iteracion (i) 1 2 3 4 5 6
Au, D 0.010000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
Au, D 0.000004 -0.000001 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
Au; ™D -0.002384 -0.000078 -0.000009 -0.000001 0.000000 0.000000
Au, ™D 0.000330 0.000011 0.000001 0.000000 0.000000 0.000000

[JAuCD, 0.010286 0.000079 0.000009 0.000001 0.000000 0.000000
Incrementos en desplazamientos de nudos en el intervalo y acumulados hasta la iteracion actual:

Iteracion (i) 1 2 3 4 5 6
Au,® 0.01000 0.01000 0.01000 0.01000 0.01000 0.01000
Au 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
Au® -0.00238 -0.00246 -0.00247 -0.00247 -0.00247 -0.00247
Au,Y 0.00033 0.00034 0.00034 0.00034 0.00034 0.00034

AU, 0.01029 0.01030 0.01031 0.01031 0.01031 0.01031
Error en desplazamientos

Iteracion (i) 1 2 3 4 5 6

i+1,j

= % 1.00E+00 7.68E-03 8.59E-04 9.62E-05 1.08E-05 1.21E-06

Tabla 5.1. Resumen de calculo de desplazamientos de nudos

La tabla Tabla 5.2 muestra la variacion del vector de acciones equivalentes aplicadas en
los nudos al final de cada iteracion. Se observa que las fuerzas y los momentos correspon-
dientes a los grados de libertad condensados tienden a cero a medida que los resultados
convergen.

Incrementos de acciones equivalentes en los nudos acumulados hasta la iteracion actual

Iteracion (i) 1 2 3 4 5
AF, 20D 15.49 13.28 13.03 13.00 13.00
AF 20D 1.25 0.14 0.02 0.00 0.00
AM,2D 9.99 1.12 0.13 0.01 0.00
AM,D 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
AF 20D 3.22 3.22 3.22 3.22 3.22
AF D -15.49 -13.28 -13.03 -13.00 -13.00
AFHD -4.46 -3.36 -3.24 -3.23 -3.22
AM,D 26.24 26.20 26.20 26.20 26.20

Tabla 5.2. Resumen de calculo de acciones equivalentes aplicadas en los nudos

Para la Gltima iteracién los vectores {AF, ™} y {Au™} valen:

13.0 1.00X1072
0.00 2.69X10°°
5 0.00 6 —2.47X1073
i 0.00 ; 43X107%
(AR} =Y (aR0D) =3 000 4 {au®) = ) {aun) = § 343X
=1 -13.00 i=1 0.00
—3.22 0.00
26.20 / 0.00
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Se observa que el incremento en las acciones equivalentes (fuerzas y momentos) corres-
pondientes a los grados de libertad condensados es cero. Finalmente el pdrtico posee un
solo grado de libertad dindmico, entonces {AF,(Y} = 13.0kN.

La siguiente tabla resume el célculo del incremento real de las acciones en coordenadas
locales en los extremos de los elementos.

Incrementos de acciones en coordenadas locales en los extremos de la columna

Iteracion (i) 1 2 3 4 5
ANO -4.46 1.10 0.12 0.01 0.00
AV 15.49 221 -0.25 -0.03 0.00
AMD 26.24 -0.03 0.00 0.00 0.00
ANO 4.46 -1.10 -0.12 -0.01 0.00
AV,20 -15.49 2.21 0.25 0.03 0.00
AM,ZD 35.71 -8.81 -0.99 -0.11 -0.01

Incrementos acumulados de acciones en coordenadas locales en los extremos de la columna

Iteracion (i) 1 2 3 4 5
AN -4.46 -3.36 -3.24 -3.23 -3.22
AV, 15.49 13.28 13.03 13.00 13.00
AMD 26.24 26.20 26.20 26.20 26.20
ANZD 4.46 3.36 3.24 3.23 3.22
AV 2D -15.49 -13.28 -13.03 -13.00 -13.00
AM,2O 35.71 26.90 2591 25.80 25.79

Incrementos de acciones en coordenadas locales en los extremos de la viga

Iteracion (i) 1 2 3 4 5
ANZD 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
AV 2D -3.22 -0.01 0.00 0.00 0.00
AMZD -25.72 -0.06 -0.01 0.00 0.00
ANED 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
AV 3.22 0.01 0.00 0.00 0.00
AMD 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Incrementos acumulados de acciones en coordenadas locales en los extremos de la viga

Iteracion (i) 1 2 3 4 5
AND 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
AV -3.22 -3.22 -3.22 -3.22 -3.22
AMD -25.72 -25.78 -25.79 -25.79 -25.79
ANZD 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
AV 3.22 3.22 3.22 3.22 3.22
AM,ZD 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Tabla 5.3. Resumen de calculo de acciones en los extremos de los elemento

Para la Gltima iteracion los vectores {Afl(l)} y {Afz(l)} valen:

—3.22\ ( 0.00

5 l 13.00 L 5 ! —-3.22

) _ G1)) _ ) 26.20 €)) _Z G) _ ) —25.79
(o= D (o =4 T 1 s = ) st =1 000
=1 —13.00 =t 3.22

25.79 0.00
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Al final los incrementos en las acciones equivalentes estan en equilibrio con los incre-
mentos en las acciones en los extremos de los elementos como lo muestra la Figura 5.23:

X
A

3.22kN
3.22kN. _
13.00kN S TJ’
_
= ( 13.00kN 25.79kN -m 7

< >

Y
26.20kN - m ( Te——13.00kN l3.22kN L_zzmv
- Zl—»x v ,, 13.00kN
. ‘_\_ 5
26.20kN -m

3.22kNvy

Figura 5.23. Verificacion del equilibrio entre acciones equivalentes externas e internas

5.6. Respuesta de la estructura en cada instante de tiempo

A continuacion se muestra la forma como se calculan las cantidades que representan la res-
puesta de la estructura en cada instante de tiempo, cuando esta incursiona en el rango
ineléstico de deformaciones.

Primero se describe la forma en que se calculan los desplazamientos de los nudos, las
acciones de amortiguamiento, las acciones equivalentes trasladadas a los centros de masa y
las acciones en los extremos de cada elemento estructural al final del intervalo (en el ins-
tante t 4+ At) a partir de estas mismas cantidades al comienzo del intervalo (en el instante t)
y de los resultados convergidos del procedimiento iterativo principal en el que se estiman
los incrementos en los desplazamientos, las velocidades y las aceleraciones relativas a la
base de los centros de masa.

Posteriormente se describe la forma como se verifica la ecuacion de balance de energia,
incluyendo la energia disipada por histéresis en las rotulas plasticas (resortes rotacionales
no lineales). También se describe la forma como se obtienen las derivas de los centros de
masa y por los ejes de columnas y la forma de construir los diagramas de acciones internas
de los elementos, teniendo en cuenta las acciones internas producidas por las cargas inicia-
les, que actiian antes al movimiento de la base.

En cada caso se describen las diferencias existentes entre la forma de calcular la res-
puesta para el caso elastico y para el caso inelastico, y se describen las consideraciones es-
peciales a tener en cuenta en el caso inelastico.
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5.6.1. Respuesta principal de la estructura

Las cantidades que representan la respuesta principal de la estructura al movimiento acele-
rado de la base son las siguientes:

- Desplazamientos de los nudos

- Acciones inerciales, acciones de amortiguamiento y acciones equivalentes traslada-
das a los centros de masa

- Acciones en coordenadas locales en los extremos de cada elemento

Los desplazamientos, las velocidades y las aceleraciones relativas a la base de los cen-
tros de masa en el instante t + At se obtuvieron como solucion de las ecuaciones de movi-
miento en forma incremental, utilizando el método de Newmark en conjunto con el método
de Newton Raphson modificado.

Para obtener una buena aproximacion del vector de incremento de desplazamientos de
centros de masa {Aug} utilizando el método de Newton — Raphson modificado, se planteo
un procedimiento que tuvo como fin el calculo del vector {AFgf;}, procedimiento con el
cual se obtienen también los vectores {Au(} y {Afe(’)}, este ultimo para cada elemento.

Los vectores {Au}, {Af,} y {AF,} de incrementos reales en el intervalo de estas tres
cantidades se obtienen entonces sumando los resultados obtenidos en cada iteracion j (I es
la Gltima iteracion realizada):

l
) = Y {aud)
2

l

{af} = z {af} (5.96)
=1
l
(aFg} = > {aF Q)
=1

Como se conocen {u}, {fey} ¥ {Fsp(®)} (al comienzo del intervalo), entonces
{ucran} Veran} Y {F) pcerar ) serian:

{fut+ At)} = {u(®)} + {Au}
{fe+a0} = {f.(O} + {21} (5.97)
{Fop(t + A0} = {Fsp (0} + {(AF)  }

Las acciones inerciales se calculan con {F4(t)} = [m]{iis(t)}, como se describid en el
Capitulo 4 para el método de anélisis modal cronologico.
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En cuanto a las acciones de amortiguamiento en el instante t + At, su incremento en el
intervalo se aproxima con la matriz de rigidez tangente de amortiguamiento [c(t)] y el in-
cremento en las velocidades de los centros de masa {At }:

{u(t + A} ~ {u@®} + [c(®]{Aig} (5.98)

En este ultimo caso habra un error implicito dado que no hay una ley que rija la varia-
cion de las acciones de amortiguamiento en el tiempo, y por lo tanto no se cumplira exac-
tamente la ecuacién de movimiento, como si sucede en el caso elastico. Sin embargo, este
error se minimiza escogiendo intervalos de tiempo At lo suficientemente pequefios.

5.6.2. Balance de energia

De la Ecuacion (4.38) de balance de energia mencionada en la parte de andlisis dinamico
elastico, cuando la estructura entra en el rango inelastico los términos E.(t), E,(t) y E.(t)
se calculan de la misma forma en que se describio para el caso de analisis lineal el&stico.

El término E (t) se debe calcular de una forma similar a como se obtiene E,(t) o
E,(t), es decir, resolviendo la siguiente integral de forma numérica:

t
Ey(t) = f ((F)y) {uy)dt (5.99)
0

La energia de deformacion E,(t) calculada con la anterior expresion incluye la energia
que la estructura almacena cuando esta en rango elastico e inelastico de deformaciones, por
lo que se debe distinguir la participacion de la estructura dentro del rango elastico e inelas-
tico (Oviedo & Duque, 2006). Por lo tanto la energia de deformacién en cada instante de
tiempo E(t) serd igual a la suma de la energia de deformacién elastica E.;(t) y de la ener-
gia de deformacién inelastica, esta ultima también Ilamada energia de fluencia o energia
disipada por histéresis E;,, (t):

Eg(t) = Ess(t) + Egy (8) (5.100)
Para sistemas inelasticos la ecuacion de balance de energia se transforma en:
Ec(t) + Ea(t) + Ess(t) + Esy(t) = Ee(t) (5.101)

La energia de deformacion elastica E;(t) es aquella parte de la energia de deformacion
gue no se disipa y que recupera la estructura cuando se retira la carga (Chopra, 2001),
mientras que la energia de deformacion inelastica Es, (t) es la parte de la energia que se
disipa por amortiguamiento histerético en las zonas donde se presentan rétulas plasticas, las
cuales continuamente entran en el rango no lineal de deformaciones y experimentan algin
tipo de degradacion en cada ciclo de carga y descarga.

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



244 Programa Didéactico a Codigo Abierto de Analisis Dinamico de Estructuras UNDIN 1.0

La Figura 5.24 adaptada de Garcia (1998) muestra las energias de deformacion elastica
e inelastica que se acumulan en una rétula plastica por flexion, sometida a un ciclo de carga
y descarga. El area bajo la curva M vs 6 en cada ciclo de carga y de descarga equivale a la
energia de deformacion inelastica disipada por histéresis en la rétula, es decir a (Ej,,);.

M M M
A A A

‘e,

Y
Y
DY

(E_qs + E_gy)i (Ess)i (Esy)i

Figura 5.24. Disipacion de energia en una rétula plastica a partir de la relacion M — 8 del resorte rotacional
no lineal correspondiente. Adaptada de Garcia (1998)

La energia disipada por histéresis en la rotula pléstica por flexion i, desde t = 0 hasta t
se calcula con la siguiente expresion:

6:(t) M;(t)
(ESY)i(t) = M;de; — u (5.102)

Donde M;(t) y J. son respectivamente el momento en el instante t y la rigidez inicial en
el resorte rotacional correspondiente. La integral foe"Ml-dei corresponde al area bajo la
relacion M — 0 del resorte rotacional, acumulada desde 68 = 0 hasta 0;(t). Esta integral se
evalla en forma incremental con base en el area bajo la curva hasta el instante t — At de-
nominada aqui A;.—ar) Y aproximando el incremento del area en el intervalo a un trapecio,
como se indica en la Figura 5.25:

M;
Mi(t))\
Mit—az) ‘

§ ’
8&/ < /’ A141
’

~
~
~

Bty
r_Q)\f

Oict—ne)

Figura 5.25. Incremento aproximado del area bajo la curva M - 6 de un resorte rotacional
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Por lo tanto, foe"(t)

0;(t)

Ml'dgi = Ai(t - At) +

0

M;d@; se aproxima como sigue:

(6;(t) — 6;(t — At)) (M, (t

245

— Ab) + M; (1)) (5.103)

2

En este caso 6;(t — At) y 6;(t) son las rotaciones al comienzo y al final del intervalo y
M;(t — At) y M;(t) son los momentos en el resorte rotacional no lineal al comienzo y al

final del intervalo respectivamente.

Una interpretacién geométrica de la Ecuacion (5.103) se da en la Figura 5.26 para los
casos en que aumenta el momento en rango elastico, cuando aumenta el momento en el
rango inelastico y cuando hay descarga en cada rétula o resorte rotacional.

M

M1y
0
M| mde,
A 0 |
Mj(r)
Bir)
8
M, dé;
N 0
)

/

Mir)

M

< A(Esy);()=0
/ S
Bir) 0
a) Carga en rango elastico
2
(Mir))
M
y 2Je iM A(Esy)i(t)> 0
Mo |

Bir) ]

b) Carga en rango inelastico

(Mi0)*
2/e

Biey ~

Bio)

c) Descarga

Figura 5.26. Disipacion de energia por histéresis
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En la figura anterior se observa que solamente hay un aumento en la energia disipada
por histéresis cuando el resorte rotacional esta en rango inelastico, mientras que en los ca-
sos en que el resorte es elastico no hay aumento en la energia disipada por histéresis.

Como (Esy); es el aporte de uno de los resortes rotacionales no lineales a la energia di-
sipada por histéresis, entonces si la cantidad de resortes rotacionales es nr, la energia de
deformacion inelastica de la estructura es:

Esy(t) = z (Esy)i (5.104)
i=1

Finalmente la energia de deformacion eléstica de la estructura Eg¢(t) se calcula con la
siguiente expresion:

Egs(t) = Es(t) — Egyy (0) (5.105)

5.6.3. Derivas, cortantes de piso y cortante basal

Las derivas de los centros de masa y por los ejes de columnas, los cortantes de piso vy el
cortante basal en cada instante de tiempo se calculan de la misma forma como se describio
en el capitulo de andlisis dinamico elastico por el método del anélisis modal cronoldgico.

En esa seccidn se indicd que las derivas se evallan a partir de los desplazamientos de
los centros de masa o de los nudos asociados a cada eje de columnas dependiendo el crite-
rio que se siga para su evaluacion, y los cortantes de piso se evalUan a partir de las fuerzas
equivalentes a las fuerzas internas trasladadas a los centros de masa, por lo que se remite al
lector a consultar las secciones correspondientes.

5.6.4. Acciones internas en los elementos

El célculo de las acciones internas en la longitud de cada elemento estructural y en cada
instante de tiempo se realiza de una forma similar a como se describi6 en la seccion de ané-
lisis modal cronoldgico.

La Unica diferencia cuando la estructura es inelastica radica en que ahora deben incluir-
se las cargas iniciales distribuidas en la luz de cada elemento para que por estatica se pue-
dan calcular las acciones internas. A diferencia del caso inelastico, en el caso el&stico las
cargas iniciales se tienen en cuenta en un caso de carga estatico diferente al dindmico, pues-
to que es aplicable el principio de superposicion.

La Figura 5.27 muestra esquematicamente las seis acciones internas que actGan en una
seccion s localizada a una distancia x del extremo inicial de un elemento tipo portico espa-
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cial. En la misma figura se indican las acciones que ejerce el resto de la estructura sobre el
elemento en el extremo inicial, las cuales equilibran el tramo del elemento mostrado.

W7
— . y
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ST | [
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— — 3
J i X 5 N

z '[ | 1

F}_EF.L) V;V

a) Cargaen el plano xy
y (Fi)
S . ’
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@ ¥
M—%—’”‘ ® ¢ o %
/ i T
z

D Wz My

b) Carga en el plano Xz

Figura 5.27. Acciones internas en una seccién de un elemento tipo pdrtico espacial considerando las cargas
distribuidas iniciales

Al aplicar las ecuaciones de equilibrio, provenientes de la estatica, al tramo del elemen-
to indicado en la Figura 5.27, se plantean seis ecuaciones independientes para calcular las
acciones internas en la seccion s. Estas ecuaciones son las siguientes:

SF;=0 Ny = —FD + N/,

SF;=0 Vy=F + V5

2Fz =0 V=E+ V' (5.106)
IMz =0 Te = —MP +T';
M5 =0 My =FPx+ MY + M,
M, =0 M, =FPx - MP + M,

Donde N'g, V', V';,T's, M’y y M'; son las acciones internas producidas en la seccion s
solamente por las cargas distribuidas iniciales. Estas acciones dependen del tipo de carga
distribuida y de la direccion en la que actue sobre el elemento.

Como las cargas iniciales se aplican a la estructura antes que la aceleracion de la base,
estas no varian durante el analisis dinAmico y por lo tanto las acciones que producen en los
elementos estructurales solo deben calcularse una vez antes de calcular las acciones inter-
nas reales en cada seccidn y en cada instante de tiempo.
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Las constantes N'g, V'3, V5, T's, M’y y M'; se muestran en la Figura 5.28 para algunos
tipos de carga distribuidas de tipo rectangular y triangular. Estas se obtuvieron asumiendo
que cada carga actla individualmente sobre el elemento.
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Figura 5.28. Acciones internas en una seccion de un elemento portico espacial para diferentes tipos de carga
distribuida
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