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Introduccion

En este trabajo trataremos el buen planteamiento tanto local como global en el caso
periodico de la ecuacion

Up + Uty + U Uy + Uggy — Ugy = 0, (1)

conocida como la ecuacién de Gardner-Burgers (G-B), o también como la mKdv-
Kdv-Burgers. La ecuacion G-B modela fenémenos que se presentan en teoria de
fluidos [4] y en elasticidad [1]. Especificamente estudiaremos el problema de valor
inicial

Up + Uy + U Uy + Uppy = Ugy, T ET, >0
u(x,0) = p(z) € H(T),
donde T = R/27Z
Recientemente, en [5] estudiaron el problema de valor inicial
Up + WUy + Uggy = Ugy, T ERE>0 )
u(z,0) = p(x) € H*(R),

empleando técnicas del tipo Bourgain-Kenig-Ponce-Vega en espacios de Bourgain.
En dicho articulo prueban la existencia de soluciones en H*(R), para s > —1/4. Por
tal razén, basandonos en [5] emprendimos la labor de estudiar el buen planteamiento
de (@).

Este trabajo se ha dividido en cuatro capitulos de la siguiente manera: En el primer
capitulo recordamos algunos resultados los cuales seran de utilidad en el desarrollo

posterior del trabajo. En el segundo capitulo se estudia la buena colocacién tanto

1
local como global del problema ([2)) en los espacios de Sobolev H®, para s > — en

el caso local y para s > 1 en el caso global pero con dato inicial suficientemente
pequeno. Dato curioso, pues en el caso de la mKdV la ley de conservacién ayuda para
que sus soluciones persistan en todo tiempo sin importar el tamano del dato inicial.
El tercer capitulo, aborda la existencia de soluciones del problema (|2) en espacios de
Bourgain utilizando las técnicas de Kenig-Ponce-Vega [3], siguiendo los argumentos
expuestos por Molinet y Ribaud en [§] y Junfeng Li en [5] para el caso no periddico,

1



1
obteniendo buena colocacién local de en H*(R) para s > T En nuestro caso

obtenemos un resultado semejante con la misma cota para el s. Por tltimo, el texto
presenta un Apéndice en el que se compilan los principales resultados utilizados en
el capitulo tres.



Notacion

Antes de abordar el problema de nuestro interés presentamos la notacion que usare-
mos, organizada dependiendo del escenario en el que estemos trabajando.

1.

2.

Notaremos con R al cuerpo de los ntimeros reales.
Notaremos con C al cuerpo de los niimeros complejos.

Para x,y € R, escribiremos = ~ y para significar que existen constantes
C1,Cs > 0 tales que
Cilz| < ly| < Colzl.

Para un espacio de Banach X y un intervalo I cerrado y acotado, notamos con
C(I, X) al espacio de las funciones continuas definidas en I con valores en X,
dotado de la norma

[f lloo,x = sup || £(£)]| x
tel
Notaremos con T al toro unidimensional.

P = C>®(T) = {f: T — C; f es infinitamente diferenciable en T} y P’ el
espacio de las distribuciones periddicas.

Para f € P, F.(f) = fdenota la transformada de Fourier de f con respecto
a la variable espacial x, es decir,

Fk) = (f;e*), kez,

donde ( ; ) es el paréntesis de dualidad. En particular, si f € L(T),

N 1 o —ikx
FAD0) = F0) = 5 [ e p(a) e
™ Jo
Escribiremos .
Zak: Z ak:]&gnoo Z Qg .
kez k=—o0 lk|<N
Para s € R:



10.

11.

12.

13.

4

= H5(T) = {f eP; (1+k) fe EQ(Z)} es el Espacio de Sobolev periddi-
co de orden s, dotado con la norma

2

/]

?;[s('[) - Z + ]{52

keZ keZ

f(k)

dm¢wvzu+wvﬁyﬁﬁw=&aw%w ZK%P<+w}

meZ

] HS(T) es el Espacio de Sobolev homogéneo periodico de orden s, provisto

con la norma
2s

keZ

I1£1%

fl

Si f € P’ entonces definimos el operador A® por

). (4)

(NI

Nf=F (148
por o tanto || fII2 ~ [A° ]2

El espacio de Schwartz serd notado como es usual por

SR)={9:R—C; ge C*R)} vy
llg|la.s = sup {|to‘g(ﬂ)(t)‘ < 400, para todo o, 8 € N} .
teR

y S8'(R) serd el espacio de las distribuciones temperadas S'(R).

Para g € S'(R), Fi(g) = g denota la transformada de Fourier de f con respecto
a la variable temporal t. En particular, si g € L'(R),

fxgxﬂ:=a@>:1@eﬁ”g@>ﬁ.

Anélogamente, para s € R,

» H5(R) = {g e S'(R); (1+|7|? ) g€ L2(R)}, es el Espacio de Sobolev de

orden s, dotado con la norma
S |~ 2
%®:AU+MQMM|M
S |-~ 2 s ~12
:AWHWNdnwmgmw

9]

] HS(]R) es el Espacio de Sobolev homogéneo de orden s, provisto de la
norma

190y = [ 1P GO dr = el G



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Observe que en estos espacios tenemos para A > 0 que:

lg(At)]
lg(At)]

py < (AF N lg(0)

1
s ~ A2 [lg(8)]

Ho (R)

(5)

H*(R) -

Denotamos por F(u)(k, ) = u(k,7) la Transformada de Fourier con respecto
a ambas variables (temporal t y espacial x).

Notaremos con U el grupo unitario en H*(T), s € R, generado por el operador
—92, es decir
Ut) = e '%.

Sea X el espacio de todas las u tales que

i) u:TxR— C.
ii) u(z,-) € S(R) para cada z € T.
iii) La aplicacién  —— u(z,t) es de clase C™ para cada t € R.

iv) u(0,7) = 0 para todo 7 € R.
Para s,b € R, el completado de X con respecto a la norma
el Fos =Y (k) /(T)Qb [a(r, k)[* dr. (6)
keZ R

lo notaremos con H**(T x R) y corresponde al Espacio de Sobolev espacio-
temporal.

Para s,b € R, X** denota el completado de X con respecto a la norma

e = 34 / (7 — K|+ &) [ah, ) dr

keZ

o equivalentemente,

e = 34 / (ir+ Y| F U(—ty) (k)2 dr. (7)

kEZ

Para T > 0 consideramos el espacio localizado X°
X0 = {u; existe w € X™* tal que u(t) = w(t) para todo t € [0,T]},
dotado de la norma

fullgse = inf {lwlos s w(®) =u(t) parat € 0.7} (9



20.

21.

Denotamos por W el semigrupo asociado con la evolucion libre de , esto es,

para todo t > 0
Fo W(H)p) (k) = eTFH*1G(0h), pe P,

o visto de otra manera,

W(t)p = 048 — F1 (Rl ) — UtV (t)g.

donde
Uty = e%p = F, (6““3’5@
V(t)p = % = F (e’k%@) :
Ademas, extendemos W a toda la recta de la siguiente forma:
FoV()¢) (k) = eTHHMG(R), e P teR
y a esta extension la seguiremos notando con W.

A lo largo de este trabajo el operador A, esta dado por:

A=0%— 085

(9)

(10)



Capitulo 1

Preliminares

Proposicién 1.0.1.

(t+h)A,, _ tA
1fm || LA A Aty =0
h=0 h s—3
uniformemente con respecto a t > 0
Demostracion. Ver [9] teorema 4.15 pégina 224-425. O

Proposicién 1.0.2. E: [0,00) — B(H*(T)), donde

Et)p = et = F 1 (e(ikg_kQ)t@ . es un semigrupo de contraccion.

Proposicién 1.0.3 (Desigualdad de Gronwall). Sean k € L'([a,b],R), k >0 y
fyg € C(la,b],R) tales que

f(t)gg(t)—i-/tk(r)f(T) dr, a<t<b

Entonces .
F6) < g0)+ [ bir) Ky dr a<t<

En particular, si g(t) = g es constante en [a,b], se tiene que
Ft) < gelakir g <y <p

Proposicién 1.0.4 (Desigualdad de Young). Sean a,b>0,e >0y 1 < p < oo,

entonces )
—— !
ab<ead’ +e 1 W

donde ]% + z% = 1.
Teorema 1.0.1 (Desigualdad de Hausdorff-Young para la convolucién).
Sean p,q,r € [1,00] tales que %Jr% =1+ % Si f € LP(R™) y g € LYR"™) entonces
frgeL"(R") y

1f = gller < [fllze [lgllze

7



En particular, si f € LP(R™), con1 < p < oo, yg € L*(R™), entonces fxg € LP(R")
)
1 gllee < [fllze gl

Teorema 1.0.2. Sean f,u € P de valor real, r > % y s > 1. Entonces existe una
constante C' = C(s) tal que

[(ut, fO5) | < C (100 Il el + 1O f Ny el el ]

Lema 1. Supongamos que 8 >0, v >0, B+~ > 1, quea >0,b>0 y g son no
negativos, que t7"1g(t) es integrable localmente sobre 0 <t < T y que

g(t) <a-+ b/o (t — 7)1 g(r) dr

en (0,T). Entonces
g(t) < a By, (00(3)" 1)

donde v =03+~ —1>0, Eg,(s) = mZ:o Crs™ con co = 1 y Sl — U parg
m > 0.



Capitulo 2

Estudio clasico del Problema

En este capitulo trataremos el buen planteamiento tanto local como global del
problema

1
2) en los espacios de Sobolev H*(T), para s > 3"

2.1. Estimativa para la parte lineal
La ecuacioén lineal

Up + Uggy = Ugs, $€T,t>0
u(z,0) = ¢(x) € H*(T)

Tiene como solucién a

u(t, x) = et = el g = N " (R RIG )ik (2.1)
keZ

Lema 2. (Regularizacion). Sean ¢ € H*(T), A > 0 yt > 0. Entonces, existe una
constante ky que depende de \ tal que

1
I lloin < by (1 i 7) ol

Demostracion. Ver en [9] Teorema 4.17, pagina 225. O

2.2. Ecuacion no lineal

Por comidad escriberemos el problema en la forma

u = Au+ F(t), (2.9)
u(z,0) = p(z) € H(T), '
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donde F(t) = —u?u, — uu, y A es como en Observe que dicha ecuacion es
equivalente a la ecuacion integral

uw? oud

u(t) = e + /Ot et=m4p, <E + 3) (T)dr. (2.3)

Maés precisamnete, tenemos:

Teorema 2.2.1. 57 s > %, el problema (@) es equivalente a la ecuacion integral

en el siguiente sentido: Siu € C([0,T], H) es la solucidn de ([9) entonces u es
solucion de y reciprocamente, si u € C([0,T], H®) es solucién de la ecuacion
integral entonces u es solucion de (@) donde la derivada en el tiempo es tomada
en la topologia de H*™3, es decir,

t+h)—u(t
lim u(t+h) —u(t) + Uty + U Uy + Uppy — Ugy =0
h—0 h s 3
Demostracion. Ver [9] los Teoremas 4.19 y 4.20, paginas 227 a 230. O

Antes de abordar la demostracién del buen planteamiento local de definiremos
cierto espacio y cierta aplicacion que seran de utilidad en el transcurso de la prueba.
Con esto en mente, definimos para T > 0, s > % y M > 0 el espacio:

X(T, M) ={u € C[0,T),H*) | [|u— e, < M} (2.4)
= B(e"p, M),

dotado de la métrica

d(f,9) = IIf = gllscs = sup 1F(#) = 9@«

y la aplicacion:

u?  ud

W(u)(t) = ep + /Ot elt=m4g, (5 + ?) (t)dr, (2.6)

para 0 <t <T.
La prueba del buen planteamiento local la haremos en varias etapas. Por esta razon
comenzamos con:

Proposicién 2.2.1. Siu e C(0,T], H), s > 3,

entonces, W(u) € C([0,T], H®)

Demostracion. La prueba de este resultado es estandar y es consecuencia de la
definicién de ¥ en (2.6, del Lema de regularizacion , del lema de Sobolev, del
Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y de la desigualdad triangular.

O

Proposicién 2.2.2. Eziste T > 0 tal que U : X,(T, M) — X,(T, M) es una
contraccion.
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Demostracion. Primero veamos que existe 17 > 0 tal que W : X,(7}) — X4(7}). Con
esto en mente, supongamos que u € X4(7"), entonces

et |-[ e (2]
= /Ot He(t_T)Aax(UQ + u3)(T)HS dr. (2.7)

El integrando en la desigualdad (2.7]) es estimado a partir del lema de regularizacién
{} con A =1y del Lema de Sobolev, pues s > % En efecto,

—r u? ol 1 u? ol
6( )Aar(?—l-?)(T)SSC 1+—,—2<t_7_)]‘81(3+§)(7') .
1 2 3
<c. ”W] )2 + I (29
Las desigualdades y |Ju(r) - eTAcpHS < M transforman a en:
[ (u)(t) — el
< C [ + ol + O+ llell)") [ |1+ ﬁ] ar
< G [(M + [loll)* + (M + [lplls)*] (T + v2T). (2.9)

Ahora, eligiendo T7 > 0 tal que
Cs [(M + [llls)” + (M + [l¢ll)°] (T + V2T) < M

tenemos que ¥ (X4(7")) C X,(7), para cada T < T3.
Veamos ahora que existe Tp tal que U es una contraccién. Sean u,v € X (T'),
debemos mostrar que

| (u) — U (0)|ls00 < fle —v||5,00 0<ax<l

Con esto en mente, procedemos a estimar ||V (u) — WU(v)||s. Para ello procedemos
de forma similar que en la primera parte de esta prueba y observando que apartir

de la desigualdad triangular, del lema de regularizacion con A\ = 1, del Lema

de Sobolev (pues s > 1) y de las identidades algebraicas u® — v* = (u — v)(u + v),

u? —v3 = (u — v)(u? + uv + v?) tenemos para u,v € X,(T, M) que

[0 () = V()]s

1
14+ ———| d7
r o

< CM ) [+ O+ gl =l | 14—

< (M + [lplls) [L+ (M + [l )] (T + V2T [lu = vlloo,s
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Eligiendo, T3 > 0, tal que
(M + Jlgll) + AP +IP] (T+ VT =5 <1 (2.10)
se tiene que U es una contraccién. Por lo tanto, si T = min{T1, 1>} se tiene que:

U X,(T) — X4(T) es una contraccién para cada 0 < T < T. O

Nota 1. Observe que la proposicion anterior implica via el teorema del punto fijo
de Banach, que existen T' >0 yu € C([0,T], H*(T)) tal que

w o oud

u(t) = U(u)(t) = o — /0 t elt=m49, (7 + 3) (T)dr.

Por lo tanto, el teorema y la proposicz’dn implican que @ tiene solucion
en H*(T), para s > 1/2

Teorema 2.2.2. El problema @)es localmente bien planteado en H*(T) para s > %

Demostracion. De acuerdo con la proposicion vemos que solo falta demostrar
la unicidad y la dependencia continua del dato inicial. Comenzaremos abordando
el asunto de la unicidad. Con este fin, sean u,v € C([0,T], H®) soluciones de
con datos iniciales u(0) = ¢ y v(0) = ¥ respectivamente. Aplicando, la norma de
H*(T) au(t)—v(t) y posteriormente usando la ecuacién integral (2.3), la desigualdad

triangular y el lema de regularizaciéon con A =1y s > 5 Se tiene que

o B3 w2 — 2
R O A e N L
t W3 w2 — 2
<lo-vl+ [ &T“@( 52 >“>
0

t
SW—¢L+@/
0

dr

s

dr

S

1
1+ m] |lu(r) —v(1)||s dr,  (2.11)

donde Cy = C ([[ufloo.s + [[vlloc,s + 5 s + IV]1%.)-

Eligiendo, T' > 0 si es necesario de tal manera que 1 < —=—, (2.11)) se transforma
& q \/2(t—T)

eI
1
Vi—r

El lemacon g(t) = |lu(t) —v(t)||s, a = |l = Y|ls, b=Cs, =3y v =1 junto con
(2.12) implican que

[u(t) = v(®)]ls < |’¢—¢|’s+cs/0 lu(T) = v()ls dr (2.12)

lu(t) —v(®)lls < o — ¥l E(CInt)
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\ 3

N\S
_|_ ©

donde E(z) = > ¢ 2% con ¢y =1y &t =

m=0 om (

-

)y Por lo tanto,

m
2

lu(®) = v®lls < g = 0l B ((Cvm)°t) < o =9l 3 en (xC2T)F - (2.13)

Observe que (2.13)) implica la unicidad. La dependencia continua es consecuencia
de observar que T > 0 el tiempo de existencia de u garantizado por la proposicién

(2.2.2)), es una funcién continua de ||¢||s, de desigualdad(2.12]) y de observar que

u € Xo(T, M). 0
1

Proposicién 2.2.3. Sea v € C([0,T], H®), s > 5 que satisface (%) entonces

ue C((0,T],P).

Demostracion. Para A € (0, 1), la ecuacion integral (2.3)) y el lema de regularizacién
implican que

" t A U2 U,3
JOs < il + [ 100, (45 (lurnds

1 t 1

< (14 ||g0||s_1—|—CA/ L o ) 10,66 4 )0
2 0
1 t

<0, (1+tu)||¢||s+cx/ o 10 )0
2 0
1 ¢ )

< (14 o b+ @ [ (1 e ) b+ Iy
2 0
1

<0 (1+ ) ol + Calulfe, + [l * ar
1

<O (L4 ) Il + AT+ 777,

€ 2

donde 0 < e <t < Ty Ky = Ca(||ullZ 5 + |ull2, ;). Iteracién de este argumento
implica el resultado. [

Teorema 2.2.3. El problema de valor inicial (@es globalmente bien planteado en
HY(T), si||éllo es suficientemente pequena.

Demostracion. La prueba de este resultado la haremos en varias etapas, a saber:

e Estimativa para |u/o.

Haciendo el producto interno en H° = L? de la ecuacién en con u que
es real, la proposicion [2.2.3] integracién por partes y el hecho de ser 92 un
operador antisimétrico se tiene que

2m 2m
&:/ udr = —2/ (u/(7))?d,
0 0
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es decir;
lu®)lz < ll¢lls. (2.14)

e Estimativa para |lu.l|o

Derivamos la ecuacion en , la multiplicamos por wu, e integramos para
obtener

2T 27
3 3 2
/ (Uglyy + UG UL, + U, + 20, + U UG UL, )dT = / (Ug) grtizde,
0 0

que es posible hacerlo gracias al lema [2.2.3] Esta identidad se transforma en

1 2m 2 2
§8t\|ux|]g + / (Wtptyy + ud)da + / uu’dr + / U Uy Uy dT
0 0 0

(1)
= —|luaalls-  (2.15)

Observe que (1) en (2.15) se transforma via integracién por partes en

27 1 27
/ WUy = —/ u?0, (u2)dx
0 2 /o
1 2
= ——/ (u?)uids
2 Jo
1 2T
= ——/ 2uuidaz
2 Jo

27

_ 3

= —/ uu,dx.
0

Por lo tanto (2.15]) se transforma en
1 21 21
§3t||u$||(2) - / (Ut Uy + U2 )dT = —||Uge||d — / uudz. (2.16)
0 0
Integracion por partes en (2.16)) implica que,

1 2w 27
5@”%”3 = —|[|ucel5 +/ Uy Uy dT —/ wuddz . (2.17)
0 0

-~ -~

(2) 3)

Acotar (2) en ([2.17)), es consecuencia de las desigualdades de Cauchy-Schwartz,
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de Gagliardo-Niremberg, de Young y de (2.16)). En efecto,

27 2
/ Ul U dT < / |u| |ty ||ty | d
0 0

2T
<l ([ i)
0

< [l lloo luaz lof o

[NIE
(S

([7es)

1 1

< [uallg [l g 1wz loflullo
1 3

< Nuallg feallg o

1 3 4
< lhlBloll + 36k e 3 (2.18)

La acotacién de (3) en (2.17) se obtiene a partir de las desigualdades de
Cauchy-Schwartz, de Gagliardo-Niremberg, y de (2.16). En efecto,

2m 21 % 2 %
/ uugdxg(/ |u|2) </ |ux|6>
0 0 0
2 %
swm(é|%@ — lololluali:

< llellollelolluaslls = llellaluss|l6- (2.19)

Las desigualdades ([2.18]) y (2.19) transforman (2.17)) en

1 3 a
Mol < =2l + 2 (gl + et el ) + 2l

3 4 !
< Ceblloll + 20l ~ Dl + Ll

Si elegimos ¢ tal que [|¢||p sea suficientemente pequena y e suficientemente
pequeno tenemos que %G%HQOHO +2|l¢ll2 — 2 < 0 y por lo tanto,

Orllually < Cellpllsllua -

Integrando esta desigualdad entre 0 y t y aplicando a este resultado la
desigualdad de Gronwall obtenemos

el < Il [2eClelis, (2.20)

Por lo tanto (2.16]) y (2.20) implican el resultado.
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Corolario 2.2.1. El problema de valor inicial (@ es globalmente bien planteado en
H?, s > 1, siempre que ||p|lo sea suficientemente pequeno.

Demostracion. Este resultado es consecuencia del Teorema [2.2.3] de la proposicion
2.2.3|y de la ecuacién integral (2.3)). En efecto, si 6 € (0, 1) entonces,

2 3
elt=m4g, (% + %) (7)

dr

140

t
mmwsw%%w+/
0

t 1 U2 US
< +C/ 1+ —— | 0. (= + = d
<lelo v [ (14 oo ) oo (5 5) 0] @

t 1 u2 u3
< ¢ 9—|—C/ 14+ — H(-—F-)T dr

H ”1+ 0 (t—T)%G 2 3 ( ) 1

! 1 2 3

<lelivo+C | |\ 1+ ——7 | (lullzn + llullzn) dr
0 (t—71)>2

1-6
< ligliso + Kllello (T + 7).

[terando este argumento se obtiene el resultado. ]



Capitulo 3

G-B via Espacios de Bourgain

3.1. Resultados Principales

Trabajaremos principalmente con la ecuacién integral (2.3) asociada a la ecuacién
diferencial . Con la ayuda del semigrupo W definido en @ podemos reescribir la
ecuacion integral como

u

u(t) = W(t)p — /OtW(t — "0, ((%3 + ;) (t’)) dt', t>0 (3.1)

con el fin de aplicar la técnica de Bourgain-Kenig-Ponce-Vega, no trabajaremos
directamente con (3.1]) sino con la siguiente ecuacién integral equivalente:

0, (%(t’;ufi(t’) . w%(t’);ﬂ(t’)) dt,} |

(3.2)

t
ult) = 0 W~ xa, ) [ Wit
0
donde t € Ry, en lo que sigue, ¢ es una funcion en el tiempo que satisface
N 11
e CP(R), supy C [-1,1], ¥ =1en [—5, 5]

y ademds () = ¢ (T) En primer lugar notemos que si u es solucién de 1}

entonces u es solucién de (3.1) sobre [0, 7] para T < 1.
El objeto de este capitulo es probar el siguiente resultado

Teorema 3.1.1. Sean ¢ € H*(T) y s > —1. Ezisten T > 0 y u solucidn de
en A

Zp = C([0,T), H*(T)) N X,
Para abordar la prueba de este teorema necesitamos unos lemas y teoremas previos
los cuales se estableceran a continuacion

17
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3.2. Estimativas Lineales

En esta parte estudiaremos tanto el operador ¥V como el operador £ definido por
t
L:fr— XR+(t)1/J(t)/ Wt —t)f(t') dt'.
0

3.2.1. Estimativa lineal para el término libre

Proposicién 3.2.1. Sea s € R. Existe C > 0 tal que

[e@OWE)ell 3.0 < Cllglls (3.3)
para toda ¢ € H*(T).

Demostracion. De la definicién de || - || , tenemos

I OW@RI 4. = Z<k>2s/ (i (1 = k) + 1) [F (@)W ()e) (k,7)|* dr

keZ R
pero,
Fp(OW(t))(k, ) = Fi (() Fo W(t)p) () (7)
= 7 (e M G(k) ) (7)
= G0 F: (e M) ()
por tanto
lOWBI .
=SSR [ (=8 + )| (v 1) () e
= (k)*[3(k)) /R (i + K2 | (9@ e (7 - 1) S dr
Como

Fi <@/J(t)€_k2teik3t> (7‘ + k?’) = / e—it(T+k3)w(t)e—kzmeik% gt
R

= 7 (Ve ™) (7)
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y (it + k*) < C ((1) + (k)?), entonces

OO, < C SR EMPE [ () +0?)

kEZ R

F (w0 ) ()] dr

<o Twrpwr [ |7 (voe ) of o

+c§<k>2ﬂ¢<k>|2 [ w27 (s @ ar

_oze ﬁ(wo 0

+C TP [ (v ) . (34)
y dado aue = (K)*[B(R)]? = 16| tenemos que controlar la norma | - 13(s.

kez
Con esto en mente, consideremos la funcién g(t) = ¥ (t)e ¥, Vamos a estimar

9kl oy PaTa b =0y b= %
Sea 0 < b < 1. Supongamos en primer lugar que |k| > 1. Tenemos que

ol = (207 (w1 | = [ [ ()]

y como (1) < Cy ((1 — 2)® + |2|") entonces

o o] () = o
<a| [ arfir -2
/|z| (r—2)

< Cy () [8] * |7 (e 'f't‘)m

esta desigualdad y la de Young, implican que

gkl o) < C [H DT, ( k2 |t|>

’LZ(R)

dz

O(r - 2)

F; (e_k%') (2)

Fi <e*k2|t|> (2)
—+ M) (2) dz}

"7 ()

« 7P F, <€—kz2\t|>
L2(R)

dz

*

L*(R)

<7, 17 Ny [0 7 ()
LI(R) L2(R) L1(R) 12(R)
pero
oLk
2(®) L2(®) O®)
1
H\T|b}} /|T!2b k“' (1) " dr 2:He’“”'
Hb(R)
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y H<T>QZJ\ . ‘w’Ll(R < 400 ya que ¥ € S(R) (pues ¢ € C§°(R)). Ademas,
tomando A = k% > 0 en tenemos que

< W)-% ()72 ey < 201 [l o

_1
~ (K)7 e = K17 e ey

12
o1t

HO(R)

1.2
He k2|t

1,

Hb(R) HP(R)

y dado que k|7t < |k|**7 (pues —1 < 2b—1 <1y |k| > 1), entonces
lgwllmecey < Co [Ik1™ + 7] < € [IRF* " + 1] < Clif* !

esto es
Hgk”Hb(R) < C|k]2b’1, para |k| > 1. (3.5)

Si k= 0 entonces go(t) = ¥(t) y asi
g0l oy = 4] oy < +o0 (3.6)

ya que ¢ € S(R).

Afirmamos que |[k[*~! < C(k)?*~! para |k| > 1. Para demostrarlo consideremos dos
casos para b:

Caso 0 <b< %

Como 2b — 1 < 0y (k) < C|k| si |[k| > 1 entonces |k|?**~* < C(k)?*~1 con lo cual
C‘k|2b_1 < C<k>2b_1.

Caso % <b<l1.
Tenemos que 2b — 1 > 0 y como |[k|*~1 < 1+ |k|*~!, entonces

o
<O (1+ kP oo
Entonces de se sigue que
gl o) < C({k)*~' paratodo 0 <b< 1 (3.7)

Tomando b=0y b= %, tenemos

(vye™)
|2 7 (vye™)
luego de se sigue que

= [|gkll o) < C(k) ™

L2(R)

- <
L2(R) HngH%(R) =C

28 ’\ 2 28+2 2 —2
lEOWEI% ey < CD (B BR)C*+C Y (k)20
kEZ ke Z
< Cllollzsmy + Cllellzsm < Cllelis

y de aqui

[POWB) el oy < Cllelasm, para toda ¢ € H*(T) M
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3.2.2. Estimativa para el caso no homogéneo

Proposicién 3.2.2. Sean w € X y hy definida sobre R por:

) ez’tT_e—kQ\ﬂA p
=) [ ——————
(0 = vlt) [ =t

donde w(T) denota w(k,T). Entonces,
|@(7)] ’ / |@(7)?
— = d ——d 3.8
(/R<z'r+k2> )T g (17 + k2) T 38
Demostracion. Reescribimos a hy de la siguiente manera:

i) = u) | €

T+ k2
itT —k2|t|

et _ 67k2|t\ et _ o
() /| ) b / @(r) dr

et . 6—k2|t\
() /| L) dr+ (1) / L= T dr

H<z’7+k2>%ft(hk) <C

2
L2(R)

para todo k € 7.

it 67k2|t\ R

w(r) dr

|<1 1T + k2 Ir|<1 1T + k2
Y Y ’
ettt eka\t| N
() /T|21 () dr — (1) /ITl21 ) dr
N . - )

=I+IT+111-1V

A continuacién estableceremos la contribucién de cada uno de estos cuatro términos

2 (B3).
1. Contribucién de IV.

Tenemos que,

g 2l e k2| / ()
[+ R, o = |6+ iR (et |G e }
9 ~ 2
I PR 21 (0 () /
/R<” +k >‘]—“t <¢(t)e ) (") ‘/le i 42 dr| dr

dr’.

= ‘/mzl Z.i(:]; dr 2/R<ir’ + k%) | F <¢(t)€fk2|t|> (') 2

Dado que (it + k?) < CliT + k?| (pues |7| > 1, entonces,

w(r) / |@(7)] / G(7)]
: dr| < ——=dr <C —— L _dr
/|T|21 it + jri>1 [T+ K2 rz1 (T + £?)

[w(7)]
< C/Rm dr.
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Luego,

) 2
' k?)2 A%
H<ZT—|— )2 F(IV) )

Ahora bien, haciendo un anadlisis similar al hecho en la demostracion de la
Proposicién tenemos que

/R (7 + 1)

dr’

<C

7 (w0 ) ()]

y por lo tanto

[GETDEEANS

o l/fjﬁliﬁ_ci 2 (3.9)
L2(R) — r (i1 + K?) ’ '
Para ¢ € S(R) y w € X tenemos que,

L, itT R
F(IID)(r) = /e‘m (¢(t)/||>1 ZT€+ ka(T) dT) dt
// —itr! ¢ P m ( ) X|r|>1 dr dt

([ ) 2

/wT - —)X\r|>1 dr

T+ k?

(ﬁ’* OEE XH>1> (),

Contribucién de II1.

asi que,
W

AN = (D5 15 ) (),

Por lo tanto,

1 2
T+ K22 F (I
Jirs izl

= /R<w+k2)

2

dr

/

(9 0 s X ) ()

T+ k




Ahora bien, como (it + k%) < C[(7') + |i(T — 7') + Kk?|] se sigue que:

(@(T') Ko % XT/|>1) (7)

w(r —71')

/R(iT + k2>§$(7—/)m X|r—r/|>1 dr’

(ir + k%)=

: 22 | ”LU(T -7 )’ !
< [tir+ 1[50 g X dr
+ / D) i(r =) + k2}% o —7)| : dr’}
. [i(r — ) + k2 X

IN

|0
TR X|-|21) (1)

1

~ w
+ <‘¢ *%)ﬂ 1)( )]
ji(+) + k2[2
Luego,
. 1 2 1 || ?
k2 F(I11 < / 33 ‘ d
(it + E2)2 Fy( )L%(R)_C R(<> (0 i)+ 2 Xp>1 | (T) T
@ 2
~ W
+/ ’ *—X|>() dr
& i) + k2
es decir,
) 2 ||~ || 2
it + k)2 F (11T <C ‘<>2 w’ * XLI>1
H< PFUID] L i)+ k2] P L
2
- ||
+ ‘w * T X2
|Z(')+k |2 L2(R)
La desigualdad de Young implica que:
AL |w] H _w(r)
H< >2 ¢’ * ’7/(') —|—k2 X‘ [>1 = ’Z7+k2’ X|T‘21 Lg
~ @ ~ @(T)
V| % ————— X|>1 < H¢ — 1 X|r|>1
o e P i

Ademas, dado que |7| > 1 entonces

23
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’iT+/€2’% < it + k2| y (it + k) < CliT + k2|, luego

2

~

w(7)
(T + k2)

2

<C

3.10
L2(R) ( )

H<’i7’ S+ R2VEE,(IT)

N

L2(R)

Contribucién de II.

En primer lugar tenemos que

Fi(Il) = Fi (w(t) (1 —~ e—k2|t|> /| w(r) dT)

<1 1T + k2

- (/ﬂgl zf f;ﬁ dT) Fo i) (1= 1))

entonces

1 2
(it + k*)2 F,(I1)

L2(R)

= ‘/ ,w(T)Q dr
|r|<1 1T + l{f

pero usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

2
’/ U)ol < / SOl fr+ k)2,
<1 T 4 k2 T \ U< Gir + K2)2 i+ k2

: H (i + kD3, [w(t) (1 _ e*kQIt\)] i

2

: /T|<1 % dT) (/T|<1 % dT)
luego
r i), < ar iR fpe (1)
X (/R% dT) (/|r§1 % dT)

(3.11)
Ahora bien, dado que estamos trabajando con k € Z, consideremos dos casos:
kE=0y |k| > 1.
Sik=0

Lo dr—0
t —
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2
(ir + 02>%E(11)H ~0.

con lo cual F(I1) =0y de aqui ,
LT

Supongamos ahora que |k| > 1. De una parte tenemos que

|+ 1227 [we) (1 - )] i

L2

= [[tir + #2)2 00)) — tir + K237 () )|

L2

y como (it + k%) < C[|7| + (k%] y (it + k*) < C'[(1) + (k?)] entonces

<(J{H 2+ || }
2 12

<C {H(iw k)34

; + H (it + k22 F, (@/}(t)e_k2|t‘>

H(iT—I—k2>%$

<o+ w13,
< O(k?)3

L2

y

o sitin o), =l (o) o),

<¢ [H 7 (v )], + 0t o) |

Usando la estimativa (3.7)) obtenida en la demostracién de la Proposicion
(3-2.1)) (con b= % y b = 0 respectivamente) tenemos

< O(k?)

12

(i + K3 (e M)

con lo cual

i+ K37 [we) (1 - )] S <O < Ol

12

S )
Adicionalmente, para |k| > 1y |7| < 1 tenemos que (it + k%) P

ir k2P = TRP
entonces < k;2> .
1T +
- dT C’— dr < C—= 3.12
/T|§1 liT 4+ k2\2 k2 i< T [RP (3.12)

Luego, (3.11)) se transforma en

: w? ([ 1ae)P ()l
e = CRE (/ (i + 1) ‘”) <[ i o

donde la tltima desigualdad es consecuencia de ser |k| > 1 lo que implica que
(k) < Clk|.

(it + k22 F,(11)
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Por lo tanto, para todo k € Z tenemos

Jir+iman|, <o [ 720 (3.13)

. Contribucion de 1.

En primer lugar, como

I =t w1y P00 d
w( )A<1 (e ) Z.T + k,Q T w( ) |T‘§1 n>1 n' iT + k?2 T
e [ DY S0 s [ e,
= r<t nboAT+k = nt i< Tk
entonces

“S e ) A ()

y de esta manera

[tim + K2 F(D)

L2(R)

([ S o) vreaet (M40
< ([ Tt ar) o (M)
< </|T|<1 ,Jff,l% d7> S |G+ k) (&)

n!
n>1

12

L2

T

Dado que (it + k?) < C'[(1) + |k?|] entonces,

H<¢T+k2>%ft (M)

n!

celfoin (), (2]
<o, ufse],
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con lo cual,

(it + /4:2> Fi(I)

L2(R)
w t)t"
co]_ ok ) ], -l ]
rl<t |17 + K2 = nl o ly3 Pollpe
(3.14)
Ahora bien, tenemos que
P(o)t" ¢ ¢ n
= ) < IO iy
n. 2

y ademads, [|1)(t )thHg < Cn. En efecto,
[ ()] g < CHIIE" ()] o + 1106 (" ()] 0]

pero,

WWW%Z/WWWWﬁz/fW’Fﬁ</W|QHWm

18, (")l o = [[nt" " 0(8) + "¢ (B)| o < 1 [[" 0] o + 179" ()] 0
< nl[Pllmo + (19| o

luego,

[ @)l < CLn+ D[ llao + ¥ 0] < Cln+ 1) [0 [lz0 + 18] 0]
<20 [[[¢ll o + ¢l o] < Cm,

pues 1 € S(R). Retomando la estimacién en (3.14) y usando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz junto con ({3.12)), para |k| > 1 tenemos que:

|@(7)] 1 1
< _ — -
L2(R) — ¢ </|T|<1 liT + k2| dr Z n!Cn - |k|n!0n

n>1

[@(7)| .
=¢ (/|TS1 it + k2| dT) i ”22:1 g
< C(1+ [k|) (/|<1 % dT)

\w(r)| (it + k2>%
< C(k) </r|31 (it + k2)z it + k2| dT)

GO ) oL
< C(k) (/M e d ) O

(it + k> 2 F,(I)
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Asi que,

H<i7+k2>%ﬂ(1) T C/MW—T”Q dr. (3.15)

L2(R) — iT + k?)
Por lo tanto, las estimativas (3.15)), (3.13), (3.10]) y (3.9) implican que:

(it + k22 Fy(hy)

2 2
Gr + KB F (L + 11 + 111 + IV)H

L2 ®) L2(®)

2

<C {Hm + R

; + H(z’T FRAIE (D)

P

+ |+ k32 ED

; + H(iT + k2)§}}(IV)H;}
C’/R% dT—i—C’/Ré,T@(TT)’I{i) dr
e /R <y:(+7)k|2> e ( /R <¢|;Ufl)<;|2> dT) ]

Proposicién 3.2.3. Sea s € R,

<C

<C

(a) Existe C >0 tal que para toda v € (R x T)

xe, (D)Y(1) /0 t W(t —tu(t') dt’

1
X2°

1
GGIPARE
<C 1t k)?® /_’—d) 3.16
<0 |lollg-s (%u ([ ar 3.0
(b) Para cada 0 < 6 < % existe C5 > 0 tal que, para toda v € X atds
t
e o) [ W=ty | <Gl po. 3D
0 X2°
Demostracion. Ver [2] paginas 45-49. O

Proposicién 3.2.4. Sean s € R y d > 0. Entonces para [ € X’%”’s, la aplicacion

teR— / tW(t — ) f(t') dt’ € H?(T) (3.18)
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N 7/ e 3 ./ 7l
es continua. Mds aiin, si (f,) es una sucesion tal que f, —— 0 en X2+ entonces
n—oo

Demostracion. Ver [2] paginas 50-53. O

0 (3.19)

n—o0

/ t Wt — ') fu(t') dt’

oo (R+ ,Hs+25)

3.3. Estimativa Bilineal

Proposicién 3.3.1. Dado s € (—1,0], existen C,u,d > 0 tales que para todo par
de funciones u,v € X% con soporte compacto en [—T,T]

100 (o)l 3150 < C T [|ul]

(3.20)

vli

1. 1,
X227 Xz2°

Vamos a usar la siguiente versién, que es consecuencia de la Proposicién (3.3.1)) junto
con la desigualdad

Vs >0, (k)< (R) (k) (R)S (k= k) (3.21)

Proposicién 3.3.2. Dado s} € (—1,0], existen C, pu,d > 0 tales que

e ).  (322)

+ ull

10wl ys. < C T (Jfull gy o]

1 1
2 X208 X2

para todo s > st y todo par de funciones u,v € X3* con soporte compacto en
[—T,T].
Tendremos presente la siguiente relacion algebraica

max (|o}, o1, |oa|) = |k[ [k1] |k = ki (3.23)

donde
oc=1—k, o =1 — ki, oy =(1—11)— (k—k)? (3.24)

Demostracion. (Proposicién [3.3.1)) Esta prueba la realizaremos por dualidad. como
el dual del espacio X** es X~ entonces

10z (u) | sup [ (0 (uv), w)|

X—%+5,s =

lulls.s = IKIm = &% + &%) (&) |72 ez

=> /R<|T — B3| + K22 (k) |a(k, 7)Pdr

kEZ

= /Ru T (r — B + K)2)P(1+ B[k, 7) Pdr

kEZ
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entonces tenemos que

lulls o = 14007 — &%) + £%)2 (k) "l L2z

Z/@uv Yk, T)w(k, T)dr
<Z/|3uv )(k, 7)||W(k, T)dT]|

keZ

|(ik)u * v(k, T)| entonces

Como [D(uv)(k, 7)| = |(ik)av(k, 7)| =
|@@@wmswmiqémwhank—hm—rmma

Haciendo

y teniendo en cuenta las definiciones de o, o1 y 0o de (3.24) se tiene :

d(w), w)| < Z/ (Z/R [a(ky, 70)|[0(k — Ky, T —Tl)]d7'1> |w(k, T)dr|

keZ

= Z/ \kl|u(ky, m)||0(k — kv, 7 — ) ||w(k, T)dTdmy
RxR

:Z/ | |f(k1aTl)|
kk1 RxR <i(7’1 — k%) -+ k%>§<k1>s
90k — b7 — 7] ol

(7 == (k= ka4 (b = ka)2) 3 (k — Ry (i — %) + K2)2 ()~
(3.25)
_ F (k7)) Gk — ki, 7 — ) k)
= Z/ (ioy + k:2 V3 () (ioo + (k — k1)2>%<k — k) (io + k2>%_5<k>—sd dr

=1 (3.26)

/ ||k |h (b, 7)) = Lf (R, 72) [k = k) =[Gk = k1, 7 — 71)
RxR (io + k2)2 2 (ioy + k2)2 (ioy + (k — ky)2)2

qu
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Veamos que
I < | fllzzxw |9l 2oy 12]] L2 (v )

Dividamos Z? x R? en las siguientes regiones
A={(r, 71,k k1) ER*> X Z% |k1| > 1, |k — ka| > 1, |k| < 2|ky}
B={(r,1,k ki) € R* X Z% |ki| > 1, [k — k1| > 1, |k| > 2|ks}
D= {(T,Tl,k,kl) S R? x Z2, ki=0 o |]€—k'1‘ < 1}

y estimemos I en cada una de las anteriores regiones. Notemos que por simetria
podemos suponer que |oy| > |o9] en AU B

1. Estimaciéon de I en A

Como (7,71, k, k1) € A, el teorema de Fubini implica que:
T17 kl)

IA_Z/ wl—l—kZ

/ |k[(k — k1)~ |g(T — 71, k — k)| (k)® ‘ﬁ(r, k;)‘ )
(ios+ (k= k1)?)2 (io + k2)2~°

7| dm.

k

(k1) 2|k [* (b — k) =2 (k) 2
< ||f||L2L2 (Z/ zal—l—k‘ 202_{_(]{ kl) )<za+k2>1*45 dT)

1
l9(1 — 11,k — k1| ‘th‘
Z/ (i0 + k) dr

2 g2
L2,

(k1) [k (k — k1) =2 (k)
Z/ (ioy + k%) (ioe + (k — k1)?) (i + k2)1—%

lg(T — 11,k — Kk1)|” |h(T, k)
Z/ za+k‘2>25) ‘ dr

< [l 22 dr

o0 oo
L5

1
2

1 pl
L e

1

[ (k — k)~ (k) )
Iy < g d
AS HfHLfL% <SUP D) / (ios + (k — k1)) (io + k2)1—4 T

Z/ w+k225 (Z/‘QT_TDI{: k)| dn> dr

NI
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Las desigualdades:

Z / G — 7k — k)] dn<2 / G B dr = 113122 = gl

keZ

‘h
w—i—k;2 /

kEZ

2

~

()7

2

y el Lema[d] con 6 = § implican que:

I <C T fll 22 9l arz 10l 22z

dT—‘

|k|*(k)?* (k — k)2
d
x lel wl—i—kz Z/ (io + k)1 =% (ioy + (k — k:l)> T

A(71,k1)
donde A(ri,ki1) = {(r.,k) € RXZ; (1,71,k k1) € A}. El Lema [3| con
s=—1+eyd= g conduce a:
Ia<CT" ||f||L§Lg HgHLng ||h||L§L§ (3.27)

Estimacién de I en B

De ([3.26]) se sigue que:

‘h . k;
Is = Z/ (ic + k;2
|k|(k Sk — k)~ ‘f 71, k1) |9(7'—7'1alC k1)|
Z/ - dr | dr.
(i1 + k)3 (ioy + (k — ky)?)2 (io + k2)2~

Nuevamente, las desigualdad de Cauchy-Schwarz, la desigualdad de Holder, el
teorema de Fubini y la desigualdad:

[ e ey Pl

kGZ

2

-~

e
(o)

dr—‘

L2e2

implican que:

dTl

L2

/ |k|<k>8<k >75<k3 — k?1>75 ‘j/c\(Tl, k‘l) |§(T — 71, k _ k1)|
(ioy + k2)2 (ioy 4 (k — k1)?)2 (io + k2)2~ %
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N|=

k-
(@)

k|2 (k)28 (ky) 728 (k — Jy )28
(Z/ (ioy + k) (iog + (k — k1)?)(io + k2)1-4 dﬁ)
X (Z/‘f(ﬁ,]ﬁ) i
! 26
|2 ()25 (R ) =25 (ke — Fey )28
Z/ (ioy + k) (ioe + (k — ky)?)(io + k2)1-49 dm

kZ/ ‘J?(Th/ﬁ) 2

y razonando de manera andloga a como se hizo en la estimacién para I en A
obtenemos que:

Is <C T fll 22 19l 22 101l 212

L202

lg(T — 11,k — k1>’2 dTl)

k-
(o)

L2e2 e

g(1 — 711,k — k1)|2 dry

?

Licl

N|=

LR / k)
d 3.28
X Sup ZO' i k2 1-46 Z 20'1 —|— ]{,‘2 ZO'Q + (k kl) > " ( )

T,k

donde B(7, k) = {(m1,k1) € R x Z; (T, 7'1,]{2, /{;1) € B}. Notemos que B(T, k) es
el mismo conjunto definido en el Lema (3), luego con base en este lema y

tomando s = —1+e€ey d = 32, tenemos que

Is < CT"[fll 22 l9ll2rz [10llf2re (3:29)

Estimacion de I en D. Por simetria, supongamos que |k;| < |k —k;|. Retoman-
do la demostracion en (3.28]), para este caso tenemos que

Ip<CT" HfHLng HgHLng HhHLng

[NIE

X | su [k ¢ Z/ A Gt Vil dr
Tkp w—l—k‘Ql 49 201+k2 Yios + (k — k1)> !

donde D(1,k) = {(m,k1) € R X Z; (7,71,k, k1) € D}. De manera similar a
lo que ocurrié en las estimaciones anteriores, D(7, k) corresponde al mismo

conjunto introducido en el Lema [3] entonces por este lema, con s = -1+ €y
0 = 33, concluimos que
Ip <CT" ||f||L§Lg ||9||L§Lg ||h||L§Lg (3.30)

Por lo tanto, de (3.25)), (3.27)), (3.29)) y (3.30) se sigue que
|0x(uv), w| < CT*[[fll 22 119l 22 Ml 212
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pero

g = 2 L ) R O e = .

1320z = 71,

91225 = 19120 = 37 / (i(7 — k%) + K2 (&) [B(r, W) dr = [lull® 4.

kEZ

I =[], = 3 [ = 1)+ B> @b ar
T’k keZ R
2
= llwlly 35
entonces
|0 (uv), w| < C T*|Jull (1 llvll g llwll 3o
y de esta manera
0.0 yos. = s Ba(aw) 0l SO Tl el D
w 1 55—
x2 "

Demostracion. Proposicion (3.3.2)

En primer lugar veamos que ([3.21)) es vélida.
Como |k| < |k — k1| + k1| y s — s > 0 entonces

<k>s—sj <C [(k _ k1>s—sj + <k1>s—sj}

y asi
+

(k) = (k)™

Ahora bien, para demostrar vamos a retomar la demostracién de la Proposi-
ci6n (3.3.1) en (3.25)) y usamos la desigualdad (3.21)) para I, entonces

<]{Z>S*sg' <C [<k>si<k1>s*5i + <]{Z> <]€ Lk >s sc]

(0 (wv), w)| < T < C(L + 1)

donde, I es como en (|3.26)),

I =
1)~ e — k)= (0)F | Flm, k)| 190 = 71,k = k)| B, )|
/ ; ; dr dr
Koz B2 (ioy + kY2 (iog + (k — kq)? ) (ic + k2)279
L=
Rl )~ Gk = k)~ () | T, )| 190 = 71,k = k)l [ B)|
/ T : dry dr
R? (ioy + k2)2 (ioy + (k — k1)?)2 (ic 4 k2)2 0

k.k1€Z
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Teniendo en cuenta que s < s < 0 entonces
</€1>_28 < </€1>_282_, </€ - k1>—25 < </{Z . k1>—2sj'

y asi podemos estimar I; e Iy en los conjuntos A, By D de manera andloga a como
se hizo en la demostracién de la Proposicién [3.3.1

La<CTH ||f||L§L§ HQHLng ||h||L$L§

D=

dr

(ko) / [k[2 (k) (k — k1) 2
{

o By 10+ k28 (igy + (k — k1))

T1,k1 <201 + k2>
A(11,k1)

<CcT" ||fHLfL§ HQHLng 17llr2r2

NG

QSC k 238 k’ k, 2s¢
" k) Z / |k [? (k)2 ( 1) ir
. k1 (ioy —i— k%) (io + k2) 1 0 (ioy + (k — k1)?)
A(71,k1)
< CTHull g llvll

L |wl] s
X2 Xf—é,—s

Lis < C T fllzzrz 9l zrz 1hll zre

=

2/1.7\2sF —2sF /1. —2s
« | sup LEER / (k) (R — k) dn
ok (fo + k2)1-40 (io1 + k) (ioe + (k — ky1)?)
B(r,k)

S C T fll 2z lgllzopz 121 212

N[

y ‘k‘| QSC Z/ 25C ]C ]{71> 2se q
su T
P lio + k28 za+k:21 —15 wl+k:2 wg—i—(k k)2 1

B(t,k)
S CTH|ull g

vl s

w3

X2 Sc XQS X§76 —s

Lip S C T\ fll g2 N9l g2z 10l 222

[SIES

x | sup |k |2 (k)2 /< (k1) 725 (k — k)~ drmi

rk (io + k2140 ioy + k) (ioo + (k — kyp)?)
D(1,k)

<crT* HfHLng HQHL,%Lg ”hHL,%Lg

N

2 (k) / () = k)
< 1

X NV
" lio + k24 1oy + k) (ioa + (k — k1)2)
D(1,k)
< CTHull gy llvll g yollwll o35
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Ioa <CT" ||f||L§Lg ||9||L§Lg ”h”LELg

(SIS

IR — >
% Elu;g ml—i-k:2 Z/ (ioc + k%)% (ioy + (k — k1)?)
A(71,k1)

<CcT" ”fHLng HQHLng 17l z2r2

dr

=

—9sT 2/1\2s8 /1. _ —2s7
(k) / B[R (k= k) .

X
b lioy + K2 (io + K21 igy + (k — k1 )?)
A(71,k1)
< O Tlull gy 0l gyt 0l s

L <CT*" ”fHLng HQHLng HhHLng

=

2/1.7\2sF —2s/1. —2st
« | sup LFEE / k) kb dn
k(1o 4 k2)1=40 (ioy + k) (ioe + (k — k1)?)
B(1,k)

<CcT* ||f||L§Lg ||9||L§Lg ||h||L§L§

[V

y |]€| 23C Z / QSC k k1> 2sa p
su T
T,E (ioc + k;2 1-48 (104 —i— k:2 Vios + (k— k1)2) ~

< CTHull 1

1 .+ 1_5_
X2S HX?’SC X3 d,—s

Lp < C T\ fll 202 9l g2z 10l 222

[SIES

k2]€252r k —25k_k —252r
o SO [ e
ik (10 + k2)1=10 (ior + kf)(iog + (k — k1)?)
D(r,k)

<cT* HfHLng HQHL,%Lg ”hHL,%Lg

NI

LRUk /‘ () 2 (k= k)
< 1

TR G+ k2w 1oy + k) (ios + (k — k1)2)
D(r,k)
< CTHull gy lloll gt llwll g5
Por lo tanto,
I < C Tl g rlloll g sllwll c 3o
I < CTull yyollvll oy llwll oy
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y de esta manera

@), w)] < C T (JJull .t 0

+lull

O T R 1 o

Luego,

10: (o)l - y1se = sup |(@p(uww), w)
il _y s =L

<C T (Il gyt ol ye + Il

||X%,sc+> O

st X§é

3.4. Estimativa Trilineal

Proposicion 3.4.1. Dado s € (— ,0], existen C, u, 6 > 0 tales que para toda tripla
de funciones u,v,w € X* 3 con soporte compacto en [T, T

10:(uow) |~y 450 < C T [Juf] 4

(3.31)

X25 ”X X25

Demostracion. La prueba de este lema la realizaremos por dualidad y nos basaremos
en la siguiente relacion algebraica

max(|o|, o1, |o2|, |os]) Z [k = ki[|k — kal[k — ks (3.32)
= |k1 + ka||k1 + ks3||ke + k2|, (3.33)
donde
k':kl—i-k’z—i-k’g, T=n+T+T13 ki€, TZ'ER, 1=1,2,3
y

c=7—kK, o;=7,—k}, i=1,2,3.

Como el dual del espacio X** es X ~>% entonces

10z (wow)| sup  [(Gz(uvw), h)
1Bl g—5.s=1

X—%+5,S -

(O(uvw),h) =3 /IR O(wow)(k, 7)h(k, 7)dr

kEZ

:Z/ka(m)ﬁ(k,r)m

kEZ

:Z/ka*@*@(k,r)ﬁ(k,T)dT
kez R
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Haciendo
Rk, ) = (i(7 — k) + k)2 (k)*a(k, 7)
Fa7, k) = (ir — K®) + k)2 (k) 5k, 7)
(7, k) = (i(r — k%) + k)2 (k)@ (k, 7)
Flk,7) = (i(T — k¥ + k22~ (k)~*h(k, 7)
tenemos
kf (k,7)(k)* S
O(uvw) %/ ) —|—k2>%_5 uxvxw(k, T)dT (3.34)
Como
vk r)= Y / kr, 1)k, ) (k — by — ko), ™ — 71 — 7)dmdrs (3.35)

sustituyendo (3.35)) en (3.34)), obtenemos

k’f k T)( > HJ< > Sfj( J J)
] = uyw I dr dT1 dTQ
. k;f/TT w (T — k%) + 12270 ], (05, k;)2))>

G(k7k1 7k2 sTHT1 77-2)

= Z/G(k,kl,kg,T, 71, 7)dr dry dr +Z/G(k,k1,kr2,r, 71, 79)drdrydr)
A B

+Z/G(k,k1,k2,7, Tl,Tg)deTldTg—i—Z/G(k’, ky, ko, 7, 1, To)dTdridT)
D E

donde:
A {(k kl,kQ,T 7'1,’7'2) c Z3 X R3, |]{?1| == max(\k:1|, |k52|, ’kgl) Z 1}
B = {(k kl,kQ,T T1,T: 2) € Zg X RS, ‘k2| = maac(\kl\, |]€2|, ’kfg') 2 1}
D {(k’ kl,kg,T 7'1,7'2) € Z3 X R3, |k33| = mam(|/{:1|, |k32|, |k’3|) Z 1}
FE= {(k,kl,k’g,T, 7'1,’7'2) c Z3 X R3, max(|k:1|, ’]CQ’, |k‘3|) < 1}
Las regiones A, B y D son simétricas por ello nosotros solo estimaremos a I en la
region Ay F
1. Estimativa de I sobre A

> / i (v, )| gy, 7 )dry <
T1EA

ki1€A

||f1||L2('IF><]R)

||k |
+ k2 1/2 Z/ ZO’ + k2 (kjaTj)deTg

B (A)L2,(A)
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donde
K[ (k k)| Hg 23< > |f(kJ=TJ)|
k drd
g( 1,7'1) 201 —i—k’2 1/2 Z Za+k2 1/2 ) Hj:2,3<20j+kj2->1/2 TATy
y
m(k: 7_') _ Hj 23< > s’f(kJ’T])’
7 H]:2,3<wj + k]2'>1/2
()| (k)*|f (k, 7)]
< | fille2(rxr) Z/ i+ k21725 m(kj, ;) drdry
E ko 2 (A)L2,(A)
< ||f1HL2 (TxR)
|k, 7) |k|(k)® (ki)~°
, , m(k;, T; drdr
Zk: za+k2 (io + k2)1/2=0=a (jo) + k3)1/2 (j,75) 2 (8, 4 2
Af kL v
7)
< ||f1||L2(T><R Z/ (Z w—l—k:2 F(k, ko, T, 72)d7-> dry
donde

k| (K / [T—o(ks) 7 1f (ks 7)1
F(k, k
(k, ko, 7,72) = <0’+/€2 1 20—2a Z (i + k2) —2,3<laj+kj2'>

1/2 1/2
(k, 7
< Ifillz(rxm) <E l£+ 02 2a> E / ( E /F(k, ko, T, 72)2d7> dTs
ks k

f(k,7)

(i + k2) 8

1R(A)LE(A)

1/2
k| (& /
;/ [2};/ <w—|—k2 1 20— 2az 201-1-/61 m(kj, 7;) | dt dr
f(k?ﬂ') % Z/ (ka) 2S|f2 k2772)|
2(A)L ZO'Q + k'Q
k

(io + k2)e
|| (K (k)2 < 3) 2| f(ks, 73)|? 12
Z/ (10 + k?) 1 2020 oy + k3 (iog + k3) drydr)"dry

1/2
(Z/|f2 k2, 72)| /f2,7'2)]2> dry

= Hf1”L2(T><R)

= Hf1HL2('J1‘xR)

fQ(kv T)
(io + k2)e

< [If1llz2crxry

l2
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donde

G(k27 7—2) -

1/2
||k (k)" (ks) > 2 2
k dmd
(09 —l— (ioy + ko) Z/ (io + k2) 1 20=2a (joy + kq) (io3 + k3) [ fi ks, 7o) ["dmdr

1/2
k,T
< I f1llz2(rxr) % | f2ll L2 (rxr) (Z/[G(@,Tz)]Qde)
2(A)L2(4) Kk
Fa(k, )
< [ fill 2(rxm) m | f2ll L2 (rxr) Z lios + k2
2(A)L2(A)
k| (K (k1) 72 (kg) > n 2 1/2
k drdrdr,)Y
Z/ ZU+k‘2 1 25—2a <Z01+k1><203—|—k2>‘f3( 37’7—3)’ T1aT 7_2)
Jalk, T
< | fillz2rxm) ﬁ | f2ll L2 (rxm) X
2(A)12(4)
3 _9s 1/2
k| [Ti=i (k)™
f3(ks, m3)|“drdmdT:
(k;/20+k’2126 2aH <ZO']+]{32>|3(3 3)| 1872
Falk,7)
< || fill 2(rxr) m | f2ll L2 (rxr) X
IZ(A)L2(A)

1/2
|k| <k2>*25
[Z / 7/0- -+ k2 1 26—2a <10-2 + k2> N<k7 kl? k27 T, T1, T2>d7—d7'2

donde

N(k b1, Kz, 7-177—2 Z/ 201 + /{:2 wg + k2> |f3(k3’7—3)|2dﬁ

—2s
(k)2 )
= § k—ky — ko7 — 71 —)2d

/ (ioy +k2 zag+k2)|f3( 1= ko, 7 =7 = )| dm,

como

N(ka klu k?a T,T1, 7—2)

kf2s k72s
oy U0
kimea (i1 + k7)) (ios + k3)

Z/ | fa(k — k1 — ko, 7 — 71 — ) |2dmy
k1

y ademas
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Z/’ﬁ(k—kl—kQ,T—Tl—7'2)|2d7'1 S
k1

Z/ ‘]/C;,(k— k’l — kQ,T—Tl —7'2)|2d’7'1
ky YT

haciendo —k; = k; y —7 = 71 tenemos:

Z/|ﬁ(kﬁ-k1-k’2,7‘-7’1—7'2)|2d7'1 S
k1

Z/ |ﬁ’>(];71+k5—k277~—1_’_7-_7.2)|2d7~_1
k1 —o0

*

Ahora haciendo el cambio de variable k= /%1 +k—kyy 7>'k1: 71+ 7 — 75 tenemos
que:

Z/’]@,(k‘—]ﬁ —kQ,T—Tl —T2)|2d7'1 §
k1

S [ B ARA= 1Rl = sl

k1

por lo tanto tenemos que:

(k%) (ks ™)
N(k, ki, ko, 7,m7,72) < su - .
(ks by, bz, 7,71, 72) onl o + B2 ios + k2

> | f3ll L2(rxr)
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es decir que

fa(k,7)
[ S HleLQ(TX]R) <'ZO'+ ]{}2>“ HfQHLZ(TXR)Hf?)HLQ(TX]R)X
2(A)L2(A)
1/2
> [ e |
i + k2)1-2-2(jgy + [i2)

—2s 2577, \—2s 1/2

l sup <k1> N T {hs) 3 <k3> 5 deTQ}

kirea (109 + k3) (ioy 4 ki) (ios + k3)

1/2
(kg) =% (kg) 2| (k)™
< drd
- le,EEA <zc71 —|—k:2 1/2 (Z/ io + k21220 [T, o(ioj + kF) Tan %

~

fZ(kaT)

||f1||L2(’]I‘><]R)||f2||L2(’]I‘><]R)||f3||L2(’]I‘><]R) m

R(A)LZ(A)
por el lema del apéndice se tiene:
I < T fllceeoxry | f1ll L2eosry | fol L2 crsry || f3] L2 (m sy
2. Estimativa de [ sobre E
Como max{|ki|, |k2|, |ks|} < 1, entonces |k;| = |kqo| = |k3| = 0.
]

La siguiente proposicion es consecuencia directa de la proposicién (3.4.1)) junto con
la desigualdad triangular, que implica

+

Vs > st (k)S < (R)* () 4+ (k) (ko)™ (k)T (ke — ey — ko)* T (3.36)

Proposicién 3.4.2. Dado s/ € (—3,0], existen C,pu,6 > 0 tales que para cada

s > st y cada tripla de funciones u,v,w € X% con soporte compacto en -T.T
c Y D 4 14

10, ()l <
C (1" |u

wl 3. + llull 3

il [wll 1

bt |
X29 ||X§ S¢

+ull

bt +| bt et

vl 4

tlwllyy..]

X2 Sc X2 Sc

3.5. Demostraciéon del Teorema [3.1.1]

Sea ¢ € H*(T), con s > _71' Probaremos la existencia de una solucién u para la
ecuacion integral (3.1) de la G-B en algun intervalo [0, 7] para T < 1 suficientemente
pequeno.
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En primer lugar, es claro que si u es solucién de la ecuacién integral u = F(u),
donde

Flu) = (1) [wmuo 0 [ W= 00, (GO + 000 dt'}

(3.37)
entonces u es solucién de la ecuacion integral (3.1)) en [0, 7.
Asi pues, vamos a resolver (3.37)) en el espacio
1
z={ue X% lullz = llull p. +vilullgy. < +oo} (3.8)

donde s/ € (—%,min(0, s)) es fijo, y donde la constante v estd definida para toda ¢

no trivial por

El objetivo es mostrar que F estd bien definida y que es una contraccién en B(0,R) C
Z,donde B(0, R) es la bola cerrada de radio R, el cual elegiremos adecuadamente
mas adelante.

IE )l 1 josp < NO@OWeoll 512 5

o [ W= 00, (@) + e ar

por la proposicién (3.2.1) tenemos que [[Y(E)W(t)pl| 10 < et Y por la
proposicién ([3.2.3) parte b, con v = 9, (Y3(t)u (') + 2.t )u?(t')) se tiene que

1 .+

X 25¢

1+

XRa () / Wt — )0, (W (E)E(E) + ()X ()) dE
X350
< Csl|0u(v7u® + ¢%u2)||X71/2+5,5j

De las proposiciones (3.3.1)y (3.4.1)), existen C, pu > 0 tales que:
||am(¢%u3 + ¢%u2) “X*l/?” sd
< T @llrull y e lerull g s+ lbrull g s ozl ozl o)
< T rul? y o + Izl , 2]
< CT[[lull? y o + ull? ]
X320%¢ X32%¢
Entonces
I @)l 12,5 < Cllll e + CT WUl y 5 + lull ] (3.39)

De igual manera por las proposiciones (3.2.1]) y (3.2.3) parte b tenemos que
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IF @)l x120 < Cllellas + Coll0a(¥pu® + 70 [ x-1/240

y por las proposiciones (3.3.1)) y (3.4.1]) que, existen C, u > 0 tales que,

102 (¥ + ¥7u®) | x 12050 < C T" Qllbrull g o 1Wrull 1.
+3(HwTUI!2 yo ldrull (1)
< CT" (JJull o lull g+l g ol p0)-
Por lo tanto,
1 @)l 1726 < Cllpllas + CT* [l g el g + el g s lull 3] (3.40)

Asf que, (3.39) y (3.40) implican que,

1E(u)llz = [[E(w)l[x12: + V[ F(w)] 1725
< Cllell g +vliella:) + CT"(lullz + [[ulZ) (3.41)

Por otra parte
F(u) =
e / WAt =)0, (G(F)(* —0*)(¢) + () (0 = ?)(0)) .
por la proposicién 3)) parte b, existe Cjy tal que
1P () = F@)l| e
X, (t / W(t =)0, (V2 (t)(u® = v*)(t') + D7) (W = v*)(t)) dt'l|x1/2s
< Gsll0s (¥7(w® —v*) + ¥ (u® = v") |y ijpes it
por las propiedades (3.3.1)y (3.4.1)), existen C, p > 0 tales que:

10 (W (u? = v*) + U7 (u® = %)) [l 1jrst <
10 (Vr(u — v)17(u® +wo +0*)) | yjarst + 1100 (Ur(u = 0)br(u+0) | _1jars
< CT"[lu = vl ot (1l e + Nl g + vl

Fllu=vll iz lu+vll 1],

||X1/2SC X1/23c )

entonces

1 (u) = F@) 51,0

< CT"[[lu=v]] s ull s e ) Hlutvl

1 sl s/t ]

(3.42)

X1/2 90 ( X1/2 SC X1/2 9(‘ X1/2 sC X1/2 5
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De manera analoga

[F(u) = F(v)]| x1/2s
< CT[Ju = v grposr wll oot
vl oot 10l 128 [HCTH[u=v] 5172

+ CT"(||u — v||

Ju lull /s + lull oo 101072 + lullxresl[ol] g1t

2
uHX1/2,sj +

|U + U||X1/2,s +

’uH UHX1/2,SC++HUH§(1/2,SZF]

[u vl 1je6). (3.43)

X1/2,sj

Xx1/2,58 u — ?J||X1/2,s

luego de (3.42)) y (3.43)), tenemos:
[1F(u) = F(u)llz = [|[F(u) = F)ll 1050 + VIIEF W) = F)][xi/2

< CT"|u—vlizllu+vlz + [lu—vllz(lullz + v 2)?
= CT"|lu—v|z(lu+ vz + (fullz + [lv]2)*). (3.44)

Sean u,v € B(0, R) = {u € Z; |lul|z < R}, de la definicién de v y (3.41)) se tiene

1F(u)llz < 2C|l¢ll .+ + CT*(R* + R?). (3.45)
Haciendo,
R=4C¢l .t v T =20(16C%||p]| .t + 64C° |l 0l2 +) 7", (3.46)
1+ 4c .
donde 0 = Il Hel tenemos
2(1 + 8clloll o)
[ F(u)lz < 2Cell ot
C
16C? |l 64C3||o||?
* Gy + G (00 I + OICel)

(3.44) implica que

IF(u) = F(v)llz < CT"Ju = vllz(lu+ ]z + (ull 2z + vl 2)*)
< CT"[lu = vllz(l[ullz + [ollz + ([ullz + [v]l2)*)
< CT"||u — v||z(2R + 4R?)

1
< §||u—v||z (3.48)

Luego la aplicacién F' es estrictamente contractiva en B(0,4C||p| yst), ¥ por el

teorema del punto fijo existe u € X 2% tal que F'(u) = u, es decir existe una solucién
de la ecuacién G — B en el intervalo [0,T1], con T'=T'([[¢| ,,.+) > 0




Apéndice

Lema 3. Para toda pareja fija (11,k1) con |ki| > 1, definimos el siguiente
subconjunto de R X Z

A k) = {(7 k) € R X Z; [K] < 2k, [k —ka| > 1, [on] < Jon}

Entonces, para todo € > 0, suficientemente pequeno, existe C' > 0, que depende
unicamente de €, tal que

_ (Rm (k= ka2 P2
= (i1 + k7) / (io + k2)' 78 (ios + (k — k1)) dr<C (3.49)

(r,k)eA
Demostracion. Ver [2], paginas 60-62. O

Lema 4. Sea f una funcién con soporte compacto (en el tiempo) en [T, T|. Para
cada 0 < 0 < 3 existe pp = pu(0) > 0 tal que

—1 J/C\(T7 k)
St,x <<7’ _ k3>9>

Demostracion. ver [2], paginas 63-64. O

<C TMHfHLf(]R)L%(T) (3-50)
L (R)LZ(T)

Lema 5. Para todo € > 0, existe C' > 0 tal que Y|ky| > 1

I = <k1>%_26 / <k2>%_26<k3>%_2€|k|2<k>_%+2E dr dm < C
(i + k3) 2 Ja (io + k2)1=0(io + k3) {ios + k3) 2=

donde

A= Alky, 1) = {(k, ky,7,7) € Z* x R?; |ky| > maz(|ks], |ks]),
k:kl—i‘kg—i—kg},y D<dKe

Demostracion. La demostracion de este lema la realizaremos en varias etapas para
ello vamos a estimar a I en cuatro casos: |ki| > |ka| > |ks|, |k1| > |ka| ~ |ksl,
ka| ~ [ko| > |ks| y |ka| ~ [ka] ~ |Ks].

Como ko y ks juegan el mismo papel, podemos asumir que
|ka| > |ks].

46
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Si k1| > |ka| > |ksl, tenemos k ~ |ki| > |ko| > |ks]

e Si|o| = max(|o|,|o|1, |2, |o|3), entonces por (3.33)

[ |
<1
(L+of + k)2~

tenemos |o| = (k1)?|ks|, y ademds

kz 1/2— 26<k, >1/2 2€’k’2
I = dr d
(wl~|—a + ki)1/2 k;A/ (io 4+ k2)1=9(ic + k3)(io3 + k3) Tan

k 1/2—2¢ k 1/2—2¢
< Z / (a) (ks) dr dry. (3.51)
k.kocA <

A (io + E2)1=0(io + k3) (ios + k3)

Si |k2’ < 1, ]{?2 =0.
Si [ky| > 1

lig + k)10 > (i + k)1~ 35<J Vo (5)°

)5 (02) 0s)’

2)30739) (546 ( 5,y
k2>g (1-34) < 2>g(1735)<02>5<03>5
k2>§(1 35)< >g(1735><02>5<03>5 (3.52)
, y el hecho que ky = 0 implican que

(o) 1/2=2¢ (Jo)1/2—2

/A (ka) 2030 (Jeg) 2130 (0)(03)3 (i + k3) (icrs + k)

>
2

(
(1
= (k
=
-

I's
Aﬁ|k2|21

dr drs

< Z / 9 dr d7'92
A (ko) 1426730 (o, V1426258 () ) 146 ) 140

Anlka|>1

dry dr
< Z 1+2e—952 1+2e—5/ < 2>1+5/A<U3>1+5 < C, (353)

puesto que cada sumatoria como cada integral convergen, en efecto:

O

1 1
> ()2 B < kz TP <C (3.54)

ko

1 1
—— <
; <k3>1+26—35 - ; (1+ |ks )1+26—35

1
<
— Z 1 + |k: ey — k2|)1+26—%6

<2

1+2 6 <
+|J! -
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/ dTQ < /oo dTQ
A (o)1 T ) (14 |1 — ka[)1F0

Haciendo el cambio de variable n = 7 — ko, dn = —dry

/°° dmy </°°_ dn
oo (LA =R )10 = o (14 |p[)tH+0

< — < (C 3.55
<[ awm (3:55)
o
/ </ dr
(o3)1+3 A (14|75 — ks|)1+°
/ dr
<
- A(1+|T—7'1—7'2 k—kl—k2|)1+5
/oo dr
< )
T ) AT =T — 1 — k= kg — ko] )10
Haciendo el cambio de variable n = 7—m — 1y —k—ky — ko, dn = —dmy

/°° dr </—°°_ dn
o Mt r=n—m—k =k =)™~ Jo  (1+[n)*

< -
<[ <C

(3.56)

De manera andloga se obtiene el acotamiento si |o3| 0 |o3] es el méximo
de (|0-‘7 |O-1‘7 |02|7 |U3|)'

o Si|oi| = max(|al,[o1], |o2], [os]),

1<y / G L L drdr,  (3.57)
L (o) w—l—k =iy + k3)(ios + k3) ’

(o + k)0 = (14 (io+ k)27 =1+ +kY) 2
1-6

> 1+ > (1+kY)'7 = (k)20 (3.58)

(3.58) implica

(k)2(=0) = (jg + k2)1-0 (3.59)



2.

49

(3.59), junto con la desigualdad |k|? < (k)? transforman a (3.57)) en

]{72 7—26<k3>*—2€<k>
1< dr d
Z/ (o) (K)20-0) (igry + k2) (ios + k2)

)

kkocA 2

sy /<k2>%2€<k3 R e a, (3.60)

—
=
>
—-
no
N—
M‘
—
Q
no
»
[«9)
—~
Q
w
L
(%)

k1>25<k‘2> %(1725)76<k3> %(1725)75<O,2>6<03>5. (361)

Luego (3.61)) y |ko| < 1 transforma a (3.60)) en

I< Z / o (k)2 =2 (k) 572 (k) ® dr dr,

Anfka|>1 2) 2172078 (kg ) 2172070 (5))(53)0 (03 {r5)

—1+46— 26 > 1+46—2¢
E s dr dmo
1+(5 > 1446

Aﬂ\k2|>1

1 dr 1
S %: <k;2>1+2e—45 ; (kg)1H+2e=49 / (gg)1+0 / (o)1 SC (3.62)

k1| > |ka| ~ k3|

En este caso tenemos que

K] ~ (k| > [ka| ~ || (3.63)

e Consideremos |o| = maz(|o|, |o1], |o2], |o3]),
o Z [k + Kol [k + K[k — Ea| ~ (B1)?|k — ki (3.64)

(k) 1/2— 2€ (ks >1/2725

LS /
<
~ lioy + k?) kaA (io + k2)1=0(ioy + k2)(ios + k3)

dr dry, (3.65)
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(ioy+ k) = (L+ o + K2 = (14 k)2 ~ 1+ [Ra]* > [ka* (3.66)
(3.66)) transforma a (3.65)) en

<k2>1/2—2e<k >1/2—25

I <
S 2 / (io + k2)1-3(icy + k2) (ios + k2) dr dr,

kkaocA
D j L R—

T dT

- kk2€ A (i0 + k2)1=9(ioy + k3) (ios + k3) 2
|[k—k1]<1
]{;2 1/2— 26(1{: >1/2726
dr d
" kkz / (io + k2)1=0(ioy + k3) (ios + k3) Tan
|k‘ l§1|>1
(3.67)

Si ’k—k1’<1,k’:k1

k 1/2—2¢ k 1/2—2¢
/ < ) (k) dr dry <
kkocA YA

io + k2)1=0(iog + k3) (ios + k3)
|kik1|<1

k2 1—4e
dr dmy <
Z/ (io + k2)179(09)(03) TS
<k,2>1 4e
dr dry <
Z/ (io + k2)1=3%(ic 4+ k2)0(io + k2)%(02)(03) e
4e

1
Z/ ()20~ 35 2) 10 (r5) 140 dr dry 5

k2 1—-4e
Z/ (ka) 20-30) (Y150 () 10 dr dry 5

1 / dry / dr
<C (3.68)
% (k)1 H4e=68 | (o)1t |, (g)1T0
Si [k — ky| > 1,
(ic + E*)'7° = (io + k)73 (io + k) (io + k?)°

(i
<k3>2(1 35)|/{: k} |1 36< >6<O_3>6

<k?> (1- 55( >46|k k‘ |1 36(02>5<03>5

(k)22 () 20750 (k) 2k — by |'~%(02) (073)°
{

(1-56) 1
k2> (1- 5§< 3>%(1 55)<k1>1+6<0_2>5<03>6 (3.69)

3
2
3
2

LV oV
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Z / 1/2 25<k >1/2—25 dr dny <

e w—i—k21 S(ioy + k3)(ios + k3)

(1) /22 7
k k2 eA/A <k2>%(1756)<k’ >%(1756)<k1>1+5<02>6<03>5<02><U3>
D R s <
k ko€ A Y2 (fig) 272 0 (kg ) 140 () 10 (0rg) 10

/ dr dmy <
iz <k2>1+267%6<k3>1+267%5<02>1+5<O—3>1+5 ~

1 1 dry / dr
15 13 < C 370
Z <k2>1+26776 zk: <k3>1+26776 /A <0-2>1+5 A <0-3>1+5 ( )

ko

dr dry <

por (3.84), (3.68) y (3.70) se tiene que

I <C (3.71)
o |o1| = maz(|o|,|o1],|o2], |os])
lo1| 2 [k + kal|k1 + ks||k — k1| ~ (k1) |k — ki (3.72)
Se tiene
; < Z / < 1/2—2e<k >1/2 25|k,|2 0 dT2
e (ioy + k) (io 4+ k2)1=9(ioy + k3)(ios + k3)
< 1/2—25< >1/2 26|k‘2 ir d
kaeA/ io + k210 (ioy + k) (iog + k3)(ios + k3) T

1/2—2¢ 1/2—2¢(1.12
Z / {ka) () %] dr dry

e (io 4+ k2)1=9(ioy + k?)(ioe + k3)(ios + k32)
lk—k1|<1

1/2—2¢ 1/2—2¢|1.12
+ Z / k2 <k > ’k| dr dTQ.

R (io + k2)1=9(ioy + k) (ioy + k3)(ios + k3)

k—ky|>1
(3.73)
Silk—ki| <1, k =k y ademés
<i0’1 + k’%) = <i01 + k%>1_36<’i0'1 + kf%>5<i0'1 + k%)‘s(ial + k%>5
2 (ioy + k)72 k1 ? (02)  (03)° (3.74)

(ig + k)00 = (14 0% + k120D ~ (14 k)70 > k209 (3.75)



(3.75) v (3.74) tenemos

k,ko€A
|[k—k1]<1

(o) V/2=2€ (Jo ) 1/2-2
Z 2) (ka) dr dry
(ioy + k2)1735(gy) 146 (g 1+

(ioy + kD17 = (1+ 02 + kf)%

> (14 k42180 o (1 4 k2)1-30 = (f,)2(1-30)

(3.77) v (3.76) implica que

(kg 1/2-2¢ (Jp,)1/2-2¢
Z/ 2) ) (ka) dr dry
(io1 4 k3)1730 (gg) 1H0(g3) 140

k?g 1—4e
Z/ (1 )20139) () 143 () 1+ dr dry <

k:2 1—4e
Z/ (ka) 20-30) () 153 {7, ) 15 dr dry <

Z 1 / dry / dr cC
(ko) Hie68 | (o)1 [, (g)110

k2
Si |k —ki|>1
(ioy + k) = (ioy + kD' (ioy + kD (ioy + kD)o lioy + k2)°
</€1>2(1_36)V€— ]f ’1—36< >26< 2>6<0_3>6
<k1>2 (1- 56< >46’]€ ]C |1 35<k1>25<02>6<0’3>5
Z </{?1>2(1 55)|k /{Z |46“€ k} |1 36< >26<02>6<U3>6
<k1>% (1— 5§< >2(1 56)< 1)26‘k_k1‘1+5<02>5<03>6

(i + k%) > |k21=9

(3.79) v (3.80) implican que

k’2 1/2— 26<k >1/2 25‘/€|2
dr dry <
Z / (io + k2)1=9(ioy + k?)(ioe + k3)(ios + k3) TS

92

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)
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kz 1/2— 2E</{5 >1/2 2€|k.|2
dr dmy <
kaA / (io 4+ k2)1=9(ioy + k?)(ioe + k3)(ios + k3) ERERS

‘k k‘1|>1
Z / <k2>1/2—26<k3>1/2—25 <
kied s01- 55) (1—55)|]{; — kg |14 () 149 (grg) 140 ~
lk—k1|>1
Z / deTQ <
v 1+26*155 s) efgayk — Ky |19 () 140 (gg) 140 ~
|k—k1|>1
Z / drdr, <
Rl 1+26—155 3>1+2e 6<0.2>1+6<03>1+6 ~
lk—k1|>1
1 1 dry dr
- - <C
kZQ <k2>1+25—§5 + ; <k3>1+25—%6 /A <02>1+6 /A <03>1+6
lk—ky|>1 lk—k1|>1
(3.81)
luego de (3.73)), (3.78]) y (3.81) tenemos que
I15C (3.82)
3. k| ~ [ko| > |3
e Si|o| = max(lo], |o1], |o2|, |os])
de (3.33) tenemos
o] 2 (k1) (ko) k1 + kol (3.83)

o) 1/22€ (Joy)1/2-2¢
-t w—l—k‘2 1 W(ioy + k3)(ios + k3)
< Z / <k2>1/2—26<k >1/2—2e
~ - (io + k2)1=0(iog + k3) (ios + k3)
\k1+k2|<1

(k) 1/2-2€ (] \1/2—2€
+ Z / 2) (k) dr drs

v @0—1—1{:2 1=0(icy + k3)(io3 + k2)
k1 +hg|>1

dr dmy

dr drs

(3.84)

Si |k1 + k?2| <1, ky=—k
(io + /{:2)1_5 2> (ioc + k2>1_35<02)5<02)5

2 (k1)U 73 (02) (02)°
>

(k) 20739 (kg ) 20739 ()3 0y) (3.85)
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entonces

(g 1122 () 1/2-2¢
Z / (io 4+ k2)1=9(iog + k3)(ios + k3) dr dm 5
k,ko€ A

\k1+k2|<1

k 1/2—2e¢ 1/2—2¢
g T Y (s dr dm =
5 (1- 36 (1 36)<U2>1+5<03>1+5

1
dr dmy <
P Z/uw Toloa o)

1 1
D v dr dry <
(1+ k)30 Z/A e A TS

k

1 dTQ dr
M%: (kg) 142630 /A (o9) 119 /A (o) 173 <C (3.86)

Si|ky + ko) > 1

(ic + E*)'7° = (io + k)7 (io + k) (io + k?)°

kl 1736<k2 1736|k1 +k2|1735<02>6<03>6

)
)

~—

2 (k1)

z <k33>1_36<k‘2 1_36_45<k'2>46|k1 —1—/€2|1_35<0'2>5<0'3>6

z <k3>%(1—35)<k2>—%(1—36)<k2>1—76<k2>4z§|k1 + k2|1—36<0_2>6<0_3>5
2 (ke)2 072 (hy) 72720k + ko] 0 {02) (05)° (3.87)

de (3.87)) se tiene

(k) 1/2— 2€ (ks >1/2—2€
dt dmy <
Z / (io + k2)1-0 202+k2><203+k‘2> T ar2 3

k,ka€A
|k1+k2\>1
oo ) 1/22¢ (Jog ) 1/2-2¢
Z / )2(1-30)¢ <_5115 ko) 148 ( 5\ 140 15d7—d725
kka€A 2 29kt + k|0 () 1+ () 1T
|k’1+k2|>1
Z / dr dTQ <
ko ko€ A V230 (k) 2720 oy - o[ 1H0 () 10 () 10
|k1+k2|>1
/ dt dmy <
iy Ja <k3>1+267%5<k2>1+267%5<O.2>1+5<0-3>1+(5 ~
[k1+k2|>1
1 1 dro / dr
_— <C (388
% <k2>1+26—%6 ; <k3>1+2s—26/A<02>1+6 A <J3>1+6 ( )

|k1+ka|>1 |k1+ka|>1
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(3.84)), (3.86) y (3.88]), implican que

I1<C (3.89)

o Si|oy| = max(|al,[o1], |o2], [o5])

1/2 26<k 1/2— 25|k,|2

1<
kaA/ (io1 + k3) w+k2) iog + k3)(iog + k32)

)
*
k2 1/2— 2€< >1/2 26|k|2
Z / < dr drs

Rt (io + k2)1=9(ioy + k) (iog + k2)(ios + k3)

dr drs

/ <k2>1/2—2e<k3>1/2—2e|k|2
himea A (i0 + k2)i(io + k2) 1G9 (ig 1 k2)=0(ioy + k2)(ioy + k2){o3)
< / <k2>1/2—2e<k3>1/2—25<k>2

4 (io + K250 (k) 2G6HD) (o + k2 (g + k2) (o)

S

dr drs

dr dry
k,ko€A

< / <k2>1/2—2€<k3>1/2—26<k>2
T meada (io + k2)1<0 (k) 32 (igy + k?) (ion + K3){05)

<3 ) L
~ a (i + k21 (ioy + k3) ((ios + k3)(03)

dr drs

dr dry  (3.90)
k,ko€A

(i0y 4 k2) = (ioy + k3)3/ 4 (ioy + k2)1/A
> (ioy + k3)* e (ko) /275 (3.91)

(3:91) v (3.90) implica

< >1/2 26( >1/2 2¢
I< Z / <ZO’—|—]{32>i e— <ZO’1+/€2><0'2>3/4+6<0'3> dr dry

k,ko€A

1/2—2¢ 1/2-2¢
SN L — dr dry
(io + k2>Z’€’ (io1 + k) {oq)3/4te(a3)

k,ko€ A
|k1+ko|<1
<k‘1 1/2 25< >1/2—2e
+ / dr dmo
kaeA (io + k21~ (ioy + k2) (02)3/4+<(0)

|k +ha|>1
(3.92)
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Si k1 + ko| < 1, ky = —k, supongamos que |oa| > |o|
fe V1/2-2¢ (1. \1/2-2¢
/ S Y (hs) dr dry <
wraea Ja (o + R ioy + k7)) (09)/ 4+ <(0)
|k1+ke|<1
k 1/2-2¢ (. \1/2-2¢
Z/ Y {hs) dr dry <
(io + k2)i~(ioy + k2){0,)3/4+¢ (o)
(kg ) 1/272€ (o) 1/22¢
dr d .
Z/ i wl+k2><03> T dry (3.93)
(ioy + k2) = (ioy + k)17 (ioy + kD (ioy + k2)°
2 <ZC71—|-/€2>1 36<0_>26< 3)6
> (k1)?1 7 (0)® (03)°
Z <k1>1/273/25<k3>3/2(1736)<O_>26<0_3>5 (394)

(3-94) y (3.93) implican

1/2—2¢ 1/2—2¢
/ §k1> k) dr dry <
(io + k2) 1= (ioy + ki) (02)3/1+<(03)

k7k26A
|k1+ka|<1

kl 1/2— 25<k3>1/2—2€
Z/ Y+ (k 1/2 3/25<k3>3/279/25<03>1+5
1

dr dmy
B (k)20 g/A <k3>1+2€*%<0>1+5<03>1+5 =c (3.95)

dr dms

Si|ky 4+ kol > 1

k 1/2—2¢ 1/2—2¢
/ § l {hs) dr dry <
wiea JA (io + k)i (ioy + kT)(09)%/4+<(03)

|k1+k2|>1
Joy ) 1/272€ (o) 122
S o drin g
k,ko€A Z 0 3/4+E<0'1><0'3>
‘k1+k2|>1
(Joy ) 1/2 2 (Jo5)1/2-2¢
2. / ! dr dry <
k,kocA 3>
‘k1+k2|>1
(k1) 1/2— 2¢( >1/2—25
kkz;A / VS (o) 1 30 (g3 1+ dr dr (3.96)

|k1+k2|>1
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>1 30 <k‘ > (1—35)|k,1 +k2|3/4—36

>
2 (er) 272 (g 20 ey + g2 (3.97)
(3.96) v (3.97) implican

<k1>1/2—2e<k >1/2—2e
i dr dmy <
/ (ioc + k2)1=(ioy + k2)(02)3/4%<(03) ’

k,ko€A
|k1+k2|>1

1/2-2€ /7. \1/2—2¢
Z / () L) dr dry S

kk2€ A )1k )2 7_2E<k3>7_66|k1 + ko[ 126730 () 140
\k1+k2|>1

dr drs <
Z A (kg) 12600 oy ko[ 126730 () 148 (g ) 146 ™

kko€A
[k1+ka|>1
1 1 / dr dm
3.98
;2 |k1—|—k:2|1+25—35 ; <k3>1+26—66 A <0->1+6<03>1+6 ( )
|k1+k2|>1 |k1+ka|>1

4. k| ~ |ky| ~ |k

e Si |U| = ma$(|0—|7 |01|7 |02|7 |03|)

o 2 |k — kallk — kal[k — ks (3.99)
a) Si [ki] > |k
(io + k)70 > (o)1 7% () (05)]
> <k1>1 35< >1 35<k3>1 35<02>5<03>5
> (ko) 3720 (eg) 272 () 7 (i) 7 (0) )
> (ko) 3780 (k) 5730 (00)% (05)° (3.100)

1/2—2¢ 1/2—2¢
I < Z / (k) (k) dr dmy

(i0 + k2)1=0(iog + k3) (ios + k3)

k,ka€A
(ks) 1/2-2¢ (J,.\1/2-2¢
S Z / 3/27352 5)3/2 <95> 146 1+6 dr dry
kkacA ( > <03>
_ Z/ dr dry
o e—f e—2
kkocA 1+2 >1+2 26<U2>1+5<0’3>1+é

1 1 dry / dr
Z <k2>1+2e—§5 zk: <k3>1+26—55 /A (o2)110 )4 (03)*F°

ko
(3.101)
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b) Si k]~ |k
lo| 2 |k1 + ks||k1 + ka|ka + Es] (3.102)

dado que k = ky + ko + ks, si los k; tienen el mismo signo se tiene

o] Z (k1) (k) (ks) (3.103)

(3.103) y (3.100) implican que

1/2-2¢ (1. \1/22¢
I< Z / (o) {hs) dt dry

(i0 + k2)1=9(iog + k3) (ios + k3)

dr d
Z / 1+25_95 1-:26—7-926 4o 40 <C (3.104)
kkacA > 2 <U2> <U3>

Supongamos que k; tiene signo diferente con ko y ks, entonces
tenemos

o] Z [k + kallky + ksl (k1) (3.105)
< / <k,2>1/2—25<k,3>1/2—2e P
© o Ja lio H RS oy + K (i + 1)
(ko) 1/22¢ (y) 1/2-2¢
Z / (io + k2)1=0(iog + k3) (ios + k3) ar dry
kkaeA 2 3
k1 +ka|<1
}kliksizl
o) 1/22e (Jo,)1/22¢
+ dr d
k%; / w—i—k2 1 3(iog + k3) (ios + k3) ran
|k1+k2|>1
|k1+ks|<1
(ko) 1/22¢ (g ) 1/2-2¢
+ dr d
kkz;A / (io + k%)= (ioy + k3) (ios + k3) T
|k‘1+k2‘ 1
|7€1+k3\§1

(k) 1/2— 25(1{: >1/2—2€

+
kkng / (io 4+ k2)1=9(ioy + k3)(ios + k2)

Iy k| >1
|k14k3|>1

dr dry  (3.106)

Analicemos por separado cada una de estas sumas,

<i0+k2>1_6 Z <i0+k2>1_36<i0—|— k2>6<i0+k2>1_5
(k)23 () (o) (3.107)



por tanto

/ <k2>1/2—26<k3>1/2—26 b doe <

: : : T T2
Ve Ja (i0 + k2)1=0(iog + k3) (ios + k3) 2
|k1+ko|<1

|k1+k3|<1

(g ) V/22¢ (g )1/2-2¢
Z / 2(1-89) () 10 () 10 dr dry =
k,ka€ A
|k1+k2|<1

|k1+k3|<1

Z (k)i / dr / dr <0
(k)20=0) J4 (oo)1H0 [ (o3)1T0 —
P

k,ko€A
‘k1+k22|>1
|k1+ks|<1

() /272 (Jog)1/2-2¢
dr dmy =
Z / (io + k210 (ioy + k2)(ios + k3) Tan

k ke A
|k1+ka|>1
|k1+ks|<1

(ka)2 =2 (k1)
5 Z <k2>g(1736)<k >

NI NI

—2e dm dr
(1-39) [, (o)1 0 || (05)1+0

k2
|k1+k2|>1
|k‘1+k‘3‘<1
< 1 1 / dry / dr
S Tewm D — 0 s
(k)% ky (ko) 13720 J 4 (02)1H0 Jy (o)1t
|k1+k2| <1
|k1+k3|<1

k,ko€A
‘k1+k2|<1
|k1+kz|>1

k,ko€A
|k1+ka|<1
|k1+k3‘21

(g 1122 () 1/2-2¢
dr dmy <
Z / (io + k2)1=0(ioy + k2)(ios + k3) TR =

3 (ky)z =2 (k)22 dr, dr _
<k>2(1—36) A <U2>1+6 <0-3>1+5 ~

29

(3.108)

(ka)z (k)22 [ dry dr
Z <k>2(1—36) /A<02>1+6/A<0-3>1+6 ’S

< C (3.109)
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< (ky) 22 Z <k>é2e/ dr / dr
~ (k)30 (k) 20730 Jy (o) 140 f {o5)1+0

1 1 dm dr
< < C (3.110
~ <k1>2e—§5 Zk: <k>1+2e—ga /A <02>1+6 /A <03>1+5 — ( )

o' 70 Z (o) 7% (02)’(03)°
Z k1 + ko' |k A+ ksl (k1) (0)  (03)°
|k1+k’2|1 35|k1+k |1 -3 <k,1>1 36< >1 115<k1> 5<k1>46<0_2>6<0_3>5
Z <k2>1 35<k3>1 3(5( >1 11(5<k >45<k3>4(5<0_2>5<0_3>5
Z (ko) 0 (k) 0 (k1)1 (09) (05)° (3.111)

Je,V1/2—2€ (o V1/2-2¢
/ : < 2> : < 3>2 : 5 dr dTQ 5
vy Ja (io + k2)1=9(i09 + k3) (iog + k3)
|1+ |>1
ko 51
(ks) 1/2-2¢ (.. \1/2-2¢

Z / 2) (k) dr dry <

=, (i) 170 (o) 0 (Joy Y1116 7y Y 140 (g7 Y 146
2

|k1+l€2‘>1
|k1+ks|>1

1 dt dm
5 Z 1 1 1_ 11 1_ 11 1+6 1+6
wata (k)220 () 3200 (o) 3= 20 (fg) =20 g {02) 10 (03)
k1+ko|>1
P

1 dry dr
< <
~ Z <k2>1+2&ga<k3>1+267§5 /A (o)1 10 /A (o3)140 = ¢

kka€ A
|k1+ka|>1
|k1+k3|>1

(3.112)
e Si|o1] = max(|o], |o1], |o2], |o3])

1| 2 [k + Kol + k| (1) (3.113)



61

26 = 26 *726
D D L i
kkae A ZO’1+I€ 0'2><0'3>

kN2 (L 1-2¢ k 12
S L,
weoa Ja (ot ki) {o2){(os)

|k1+ke|<1
|k1+ks|<1

26 k *—26 k >% 2¢
2) 3
+ dr dr
k;A / (o1 + k3)( 02>(03> 2
|k1+ka|>1

|k1+ks3|<1

+ D / 2 1) k3>% dr d
T T
=, (i1 + k2){(03) (05) ?

|k1+k2|<1
|k1+k3]|>1

(k)20 (k) 272¢ (g )22
" k,k%A /A (ioy + k?)(o9){03) dr dry

|k1+k2|>1
|k1+ks|>1

(3.114)

Analicemos cada una de estas sumas por separado
Si |ky + ko| < 1y |ky + k3| < 1, entones ky = —ko y ky = —k3, ademés

(ioy + k2) = (ioy + kD' 7 (ioy + kD (ioy + kD)o lioy + k2)°
= (ioy + K2 73 (k)2 (ioy + k2) (ioy + E2)? (3.115)

entonces tenemos

26 /i) 5—2€ k 19
> [ S g
heres (ioy + k%) (o9)(03)
|k1+ka|<1

|k1+k3|<1

%726<k3>%726
dr dry <
Z / wl+k2 85 () 110 () 110 Tan S

k,ko€A
\k1+k2|<1
|k1+ks|<1

l72 12
2 / ) Y W P
2 S
o (k1)20-30) () 146 (g3 ) 149
\k1+k2|<1

|k1+ks3|<1
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dr dmy
Z 1+4e 65 0-2 1+6<0.3>1+§

\k1+k2|<1
|k1+ks|<1
1 dr) dr
S Z (k)1+4e=65 /A (09) 110 /A (og)170 <C (3.116)
\k1+1122|<1
|k1+ks|<1
Si |k + k3 < 1, tenemos que k; = —k3, por tanto k = ky, de esta manera
tenemos
k 24 k **26 k
/<> (ko) o2 fly) 52 dry <
kkocA YA (ioy + ki) (o 2><U3>
|k1+k2|>1
[k1+k3|<1

1

2 26<kj3>%—2€
<
Z / zal +k2 ( 2>1+6<03>1+5 dr dmy S

‘k1+k‘2|>1
‘k1+k3|<1

dr dmy <
Z 1+4e 65 0.2 1+5<0_3>1+5 ~

‘k1+k)2|>1
‘k1+k3|<1

1 dry dr
Z <k>1+46—65/A<0-2>1+6/A<0_3>1+6 <C (3.117)

|k14-ka|>1
‘k1+k3|<1

Siky+ky <1, Ky = —ky, k3 =k, entonces tenemos que

25 k *726 k 1 o
Z / 2 3>2 dT dTQ ,S
kko€A (ioy + k 02)(03)

|k1+k2\<1
|k1+k‘3‘>1

>l*26

(k)22 (k3) 2 §
Z 4 (kp)2(-30)( >1+6<J3>1+5 dr dr S

k,kacA
|k1+k2\<1
|k1+k3|>1

1_ 1_
> (k) b2 ) 2 b dn <
% (1=39)¢ >%(1—35)<02>1+5<03>1+5 2
|k1+k2‘<1
|k1+kz|>1

(3.118)
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dT dr <
N 267§6 Z 1+2e >1+5<03>1+5’V

\k1+k2|<1
|k1+ks|>1
1 1 dry / dr
< <C 3.119
™ (k)2 ; (k1 +2e-20 /A (02)170 [ (o3)'+ (3.119)
|k1+ka|<1
|k1+k3|>1

Si [k + ko > 1y [ky + ks > 1,

<’i0’1 + k%>1735 Z ‘kl —|—]€2|1735|/{Z1 + k2|1736<k1>1736
2 |k‘1 +k2|1—36|k1 + k2|1—36<k1>1—116<k1>1—45<k1>1—46
<k1>1—116<k2>1+6<k1>1+5 (3'12())

26 1726 1 9
S [ i s
e (i1 + ki) (02)(03)

|k1+ko|>1
|k1+ks|>1

é 2€<k3>%—26
dr dry <
Z / wl—l—kQ 38 (g5) 10 () 110 T T2 3

k,ko€ A
|k1+l€2‘>1
|k1+k3|>1

2e

/ ()22 (k)2 ™
o (eg) 0 (i) 10 (Joy ) 1130 () 140 (g ) 10

dr dry <
k,ko€A

|k14-k2|>1

ks > 1

L =—2€ k %25
Z <12> < 3>1 dr dm ,S
A (ko) 140 (Jeg) 140 (Eo ) 2 (1100 () 5 (A=118 (5) )148 () 14

k,ko€A
|k1+ko|>1
|k1+ks|>1
/ ! dr dr <
T T2
142e—25 142e—26 146 146 ~
ke A (k) TR0 (k) T2 (09) 10 (o) 1
|k1+k2‘21
|k1+ks|>1
Z 1 Z 1 / dry / dr <C
T \142¢_25 _9 146 1446
DTN (D PR RS T R N
[k1+k2|>1 |k1+k2|>1
|k1+k3|>1 |k1+k3|>1

(3.121)

Luego por lo obtenido en los items 1,2,3 y 4 tenemos el resultado.
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