Introduccion al Analisis Real
Guia actualizada de clase

Sergio A. Carrillo Torres
Leonardo F. Chacon Cortés

Facultad de Ciencias
Sede Medellin










Introduccion al analisis real
Guia actualizada de clase






Introduccion al analisis real
Guia actualizada de clase

Sergio A. Carrillo Torres
Profesor Asistente Escuela de Matematicas, Facultad de Ciencias
Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin

Leonardo F. Chacén Cortés
Profesor Asociado Departamento de Matemdticas
Pontificia Universidad Javeriana, Sede Bogota

UNIVERSIDAD

NACIONAL

DE COLOMBIA

Medellin, Colombia, 2023



515
C17 Carrillo Torres, Sergio Alejandro
Introduccién al andlisis real : guia actualizada de clase / Sergio A. Carrillo Torres,
Leonardo F. Chacon Cortés. — Primera edicion. — Medellin, Colombia : Universidad
Nacional de Colombia. Facultad de Ciencias, 2023.
463 péginas : ilustraciones

ISBN: 978-958-505-394-6

1. ANALISIS MATEMATICO. 2. ESPACIOS METRICOS.
3. SUCESIONES (MATEMATICAS). 4. SERIES (MATEMATICAS).
5. FUNCIONES. 6. CONVERGENCIA. 7. NUMEROS COMPLEJOS.
8. FUNCIONES DIFERENCIABLES. I. Chac6n Cortés, Leonardo F. II. Titulo

Catalogacion en la publicacién Universidad Nacional de Colombia. Sede Medellin

Introduccidn al andlisis real. Guia actualizada de clase.
© Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin.
Centro Editorial de la Facultad de Ciencias

© Sergio A. Carrillo Torres
© Leonardo F. Chacon Cortés

ISBN impreso: 978-958-505-393-9
ISBN digital: 978-958-505-394-6
Medellin, Colombia

Primera edicién: Octubre de 2023
Medellin, Colombia, 2023

Disefio de portada: Sebastidn Acevedo
Oficina de Comunicaciones de la Facultad de Ciencias

Diagramacion: Sergio A. Carrillo Torres

Prohibida la reproduccién total o parcial por cualquier medio sin la autorizacion escrita del titular de los derechos
patrimoniales.

Impreso y hecho en Medellin, Colombia.



Indice general

Indice general

[Indice de figuras|
[Prefaciol
[Introduccion]

1 e hasica

1. Los niumeros real
|1.1. Preliminares: Numeros naturales y el principio de induccion|
[1.2." Conjuntos numerables y no numerables| . . . .. ... ... ....
[1.3. Cuerpos y conjuntos ordenados|. . . . . . . ... ... ... ....
1.4, Losnumerosreales| . . . ... ... ... ... ... ... ...,

[2. Espacios métricos y espacios normados|
[2.1. MEtricas y normas|. . . . . . . . . .o ou vt e e
[2.2. Conjuntos abiertos y cerrados|. . . . . . . .. .. ... .. .....
[2.3. Intertory clausural. . . . . . . . ... Lo

3. Compacidad y conexidad|
[3.1. Conjuntos compactos| . . . . . . . . . . v it

3.3. Conjuntosconexos| . . . . .. .. .. ... ... ... .. .. ...
3.4. ElconjuntodeCantor|. . . . . .. ... ... .. ..........

4._Sucesiones|

|4.1. Sucesiones en espacios metricos| . . . . . . ... ... ...

|4.3. Sucesionesde Cauchy|. . . . . .. ... ... ... .. .......

VI

11
11
14
22
28
36

41
41
46
52

61
61
66
69
71



I

Indice general

54,

Criterios de laraizy delcociente . . . . . .. ... ... ... ...

53.

Criterios de Dirichlety Letbniz) . . . . . .. . ... ... ... ...

5.6.

Reordenacion de series y series multiples| . . . . . ... ... ...

57,

El Teoremade Tannery| . . . . . ... ... ... ... .......

|6. Aplicaciones continuas|

|6.1.  Limites de aplicaciones| . . . . . . . . ... ... ... .......
|6.2.  Aplicaciones Continuas| . . . . . . . . ... ... ... .......
|6.3.  Aplicaciones continuas definidas en compactos y en conexos| . . . .
|6.4.  Aplicaciones uniformemente continuas|. . . . . . . .. .. .. ...
[6.5. Limites laterales y discontinuidades de funciones reales| . . . . . . .
7 Fund Tif: rables
[/.1. Derivada de funcionesrealesl . . . . . ... ... ... ... ....
|7.2.  Valores extremos y el Teorema del valormedio| . . . ... ... ..

[7.3. Comportamiento local y derivadas| . . . . . . ... ... ......
(/4. ElTeoremade Darboux|. . . . ... .. ... ... ... .....
(7.5. Lareglade L'Hopital| . . . . . ... ... ... ... ... .....
[7.6. ElTeoremade Taylor| . . . . . ... ... ... ... .......

8. La integral de Riemann|

B1

La definicion de integral (Riemann y Darboux)| . . . ... ... ..

B2.

Propiedades generales de lategral| . . . . . .. ... ... .. ..

BA.

Derivacion bajo el signo de integracionf. . . . . . . ... ... ...

B3.

Caracterizacion de integrabilidad| . . . . . . .. ... ... .. ...

B6.

Algunas aplicaciones de laintegral| . . . . . ... ... ... ....

BT

Integrales impropias|. . . . . . ... ... .. Lo 0oL

[9. Sucesiones y series de funciones|

9.1. Convergenciauniforme| . . . . . . . . ... ... ...
19.2. Convergencia uniforme, continuidad y el M-test de Weierstrass| . . .
[9.3. Convergencia uniforme, diferenciacion e integracion| . . . . . . . .
9.4. El Teorema de aproximacion de Weierstrass| . . . . . . . ... ...
[9.5. Regla de Leibniz para integrales impropias|. . . . . . .. ... ...

0.6.

Algunas funciones extranas| . . . . . .. ... ... ... .. ...,

101
101
106
111
114
122
126
136

141
141
146
151
156
162

173
173
183
190
197
199
203

211
212
220
225
232
235
240
253



Indice general I

(I Proyectos| 307
{10. Numeros reales y complejos| 309
[10.1. Algunos numeros 1rracionales| . . . . . ... ... ..o 309
|10.2. Fracciones continuas simples| . . . . . .. ... ... ........ 317
|10.3. Extension de algunos resultados al caso complejo| . . . . . . . . .. 324
[11. Criterios de convergencia de series| 337
[11.1. El segundo criterio del cociente|. . . . . . . ... ... ... .... 337
[11.2. Los criterios de Kummer, Raabe y Jamet| . . . . . . . ... ... .. 342
(I1.3. El Teorema de continuidad de Abell. . . . . ... ....... ... 350
(12. Otros resultados sobre diferenciabilidad| 357
[12.1. Funcionesconvexas| . . . . . . ... ... ... ... ... ..... 357
[12.2. Laformulade FaadiBrundl. . . . . ... .. ... ......... 365
|12.3. Sobre funciones suaves y el Teorema de Borel-Peano| . . . . . . . . 373
|12.4. Diferenciabilidad del resto en la formula de Taylorf . . . . ... .. 378
13. Resul r ri funcion 387
[13.1. Algunas identidades trigonométricas| . . . . . . . . .. . ... ... 388
[[32. Productos infinitos] . . . . . . ... .. ... ... .. ... .. .. 402
g33. Lafuncion Gammal . . . . . . . . . . ... ... .. 409
[14. Sobre espacios de funciones| 419
{14.1. Espacios con producto interno| . . . . . . ... ... ... ..... 419
|14.2. Longitud de curvas y funciones de variacion acotada] . . . . . . . . 424
(14.3. El Teorema de Stone-Welerstrass| . . . . . . ... ... ... . ... 435
454

[Indice alfabéticol 460

[Indice onomasticol 463






Indice de figuras

[I.I. Unabiyeccionentre Zy N[ . . . .. ... ... ... ... ..... 16
|1.2. Elcaminodelaserpiente.. . . . . ... ... ... ......... 18
[1.3. Otrocaminoposible.| . . . . ... ... ... ... .. ....... 18
(1.4, Elarbolde Calkin-Wilfl. . . . . ... ... ... ... ...... 21
[1.5. Lafuncion parteentera [-]| . . . . . .. ... .. ... ... ... 31
|1.6.  Una biyeccion explicita entre (0, 1]y (0,1).] . . . .. ... ... .. 38
E. El borde de la bola By, ((0,0), 1) para p = 1, 22yp=o0) .. ... 47
[2.2. Un semicirculo como conjunto abierto en el semiplano superior] . . 50
[2.3. K es cerrado, convexo y simétrico. Ademas 0 <r<Ty[lx[[x=r] . 59
[3.1. Construccion del conjunto de Cantor C.| . . . . . . .. ... .. .. 73
[5.1. Otro argumento para sumar la serie geométrica.| . . . . . . ... .. 104
5.2. Lasuma de la serie geométrica derivada.|. . . . . . . ... ... .. 105
5.3. Algunas particionesde N”| . . . . ... ... .. ... ....... 131
15.4. Los conjuntos Ay, By y suunion dadaporCy.|. . . . . . . ... .. 133

[6.1.  El camino vy conecta a xo con x. También es valida una curva formada |

| por unidn finita de segmentos paralelosalosejes.| . . . . . . . . .. 154
|6.2. La grafica de f soportaun cuadrado.| . . . . . ... ... ...... 155
|6.3.  Algunas discontinuidades para funciones reales.| . . . . . . . .. .. 164
[6.4. Graficadelafuncion de Thomael. . . . . ... ... ... ... .. 165
|6.5. Reciproca de la funcion de Thomae.| . . . . . . . .. ... ... .. 171
(7/.1. Lagraficadelafuncione.| . . . . ... ... ... ... ..., 180
[7.2. Interpretacion geométrica del Teorema de Lagrange.| . . . .. . .. 185
[7.3. Interpretacion geométrica del Teoremade Rolle.|. . . . . . . . . .. 185
[7.4. Interpretacion geométrica del Teorema de Cauchy,. . . . . . . . .. 186
[7.5. El signo de la derivada y el comportamiento localde f.| . . . . . . . 193
[7.6. La grafica del Ejemplo|7.3.6/en una vecindad de 0. . . ... .. .. 194

[7.7. Interpretacion geométrica del Teorema de Flett.| . . . . . . . .. .. 196




Indice de figuras

VI
[8.1. Interpretacion geométrica de la desigualdad de Young.,| . . . . . .. 242
8.2, Laconstante de Euler-Mascheront) . . . . . ... .......... 245
[8.3. Eltriangulo A, ylaregionR,,.| . . . . .. .. ... ... ... ... 247
8.4. Eltnangulot,| . ... ... .. ... .. ... ... .. . ... 247
8.5. Areas bajo las curvas de % y % ................... 261
[9.1. Los primeros pasos para generar la curva de Hilbert.|. . . . . . . .. 299
9.2. La funcion ® no es analitica en ningin punto.| . . . . . .. ... .. 302
[9.3. La grafica de la funcion p, de pertodo 2. . . . . . . .. ... .. .. 304
|11.1. Regiones de convergencia de la serie bi-geométrica aplicando el se- |

| gundo criteriodel cociente Iy IL| . . . . ... ... ... ... ... 341
[12.1. La grafica de una funciébn convexa.| . . . . . . . . ... .. ... .. 358
[12.2. Convexidad, continuidad y diferenciacion.f . . . . . . . .. ... .. 360
[12.3. La funcidn gg. Su integral produce la funcion .| . . . . . . . . . .. 375
3.1 . Lafuncion Gammal . . . . . . . . . ... Lo 410
|14.1. Rotar uno de los ejes para emplear el caso planar| . . . . . ... .. 424
|14.2. Aproximacion poligonal de unacurva, . . . . . . .. ... ... .. 425
|14.3. Lacurvade Kochesel limitey.| . . ... ... ... ........ 433




Prefacio

Este libro surge del desarrollo de los cursos de Andlisis Matemdtico sobre la recta
real impartido por los autores durante los afios 2018 a 2022. Su objetivo principal es
ofrecer al lector una exposicion actualizada de temas cldsicos de una forma autocon-
tenida, asumiendo requisitos basicos en fundamentos de matemadticas y cdlculo en
una variable.

El texto se ha inspirado y guiado en la exposicion del ya clasico libro Principles
of Mathematical Analysis de Walter Rudin [113]], ademds de su contraparte latino-
americana Curso de Andlisis Matemdtico vol. I del autor brasilero Elon Lages Lima
[87]]. Estos textos han sido utilizados por generaciones de matematicos, y en parti-
cular por los autores, para impartir esta asignatura. Sin embargo, el presente texto
propone ahondar en ideas basicas a través de resolucion de problemas en temas re-
lacionados con la materia. Estos incluyen sumas de series, valores particulares de
funciones especiales, integrales y desigualdades notables, ademas de teoremas olvi-
dados en la literatura actual. De esta forma, nos enfocamos en detalles y aplicaciones
dentro del propio Andlisis Real cldsico en una variable, mas no en la biisqueda de
generalidad. Esto por ejemplo se ve reflejado en solo estudiar la integral de Riemann
mas no las integrales de Riemann-Stieltjes, de Lebesgue o de Henstock-Kurzweil.

Respecto al término actual, es natural que el lector cuestione su validez... ; Acaso
una demostracion en matemadticas pierde veracidad con el tiempo? Por supuesto que
no. Al referirnos a una exposicion actualizada queremos enfatizar en el trabajo de
recopilacion de pequefios detalles dispersos en articulos y en la web que complemen-
tan los argumentos usuales bien expuestos en las referencias clasicas. Por ejemplo,
Jexiste una demostracién mds sencilla y directa que el argumento de Euclides para
comprobar que hay infinitos nimeros primos? ;Es posible dar una biyeccién explici-
ta entre Q y N*, o entre [0,1) y (0,1)? ;1/4 es un punto del conjunto de Cantor?
(Cuadl es la regla de L’Hopital para limites de sucesiones? ;Por qué los Teoremas del
valor medio de Lagrange y Cauchy y el Teorema de Rolle son equivalentes? El lector
encontrard las respuestas mas adelante y en el desarrollo de los ejercicios planteados.

Este libro incorpora en su exposicién de manera natural més de cien articulos
de las revistas The American Mathematical Monthly, Mathematics Magazine, The
Mathematical Gazette, entre otras, especializadas en publicar material inédito sobre
temas elementales. Ellas han sido la fuente de muchos argumentos novedosos que
enriquecen al texto. Por otra parte, el lector encontrard numerosos resultados que han
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sido tomado de estos articulos y propuestos como ejercicios guiados. La invitacién
es siempre intentar resolver los problemas por cuenta propia, y luego consultar los
articulos citados. De esta manera se da un paso mds en la formacién adentrandose en
la literatura cientifica y contrastando los razonamientos propios con los explicados
en cada referencia.

Un objecién posible a desarrollar un texto con muchos detalles o aplicaciones
es la imposibilidad de usarlo como texto guia, por limitaciones de tiempo versus la
extension del material. No somos ajenos a esta opinion y para balancear esta situa-
cién hemos dividido al libro en dos partes. La primera expone la teoria basica desde
los axiomas de los niimeros reales hasta sucesiones de series y funciones, pasando
por la topologia bésica de los espacios métricos y los procesos del andlisis como
limites, derivadas e integrales. Algunas secciones dentro de esta parte se plantean co-
mo material opcional —series miltiples, el Teorema de Tannery, aplicaciones de la
integral—, pero siguen haciendo parte del cuerpo del texto. La segunda parte profun-
diza en temas paralelos que se pueden desarrollar con las herramientas de la primera
parte y en aplicaciones, pero que no constituyen un vacio en la formacién si no son
explicados en clase. De hecho, el material de esta parte del libro se gener6 a partir de
exposiciones asignadas a nuestros estudiantes como parte de su evaluacion. La idea
era la misma que defendemos en los pérrafos anteriores: evidenciar el andlisis real en
la practica a través de literatura actual. Esta metodologia logré inculcar en muchos
de ellos una premisa fundamental: la matemética es una ciencia activa y cambiante
que se beneficia de investigacion e ideas novedosas en todos los niveles. Por estos
motivos esta segunda parte la hemos denominado como Proyectos.

Cada seccién posee una lista de ejercicios, de manera que las técnicas desarro-
lladas en ella sean suficientes para resolverlos. Esto también incluye a los proyectos,
donde se ha hecho un esfuerzo por recopilar y proponer ejercicios en cada tema. El
libro ofrece un total de 500 problemas, 390 en la primera parte y 110 en la segunda.
Algunos son ejercicios cldsicos y como menciondbamos antes, otros corresponden
a resultados de articulos que encajan perfectamente con los temarios de la seccién.
Es importante mencionar que esta lista se logré consultando diversos libros de dis-
tintas nacionalidades (Espafia, Francia, Estados Unidos, Austria) que han impactado
a los autores a lo largo de sus carreras. Ademads de los libros de W. Rudin y E. L.
Lima sefialamos las siguientes referencias, donde los lectores también encontraran
mads ejercicios y diferentes planteamientos de la asignatura:

= [10] T. M. Apostol. Mathematical Analysis. Addison Wesley series in mathe-
matics. 2nd ed. Addison-Wesley, 1974.

= [42] P. N. de Souza and J. N. Silva. Berkeley Problems in Mathematics. Pro-
blem Books in Mathematics. Springer New York, 2004.

= [55] F. Galindo Soto, J. Sanz Gil, and L. A. Tristan Vega. Guia prdctica de
cdlculo infinitesimal en una variable real. Editorial Paraninfo, S.A., 2003.
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= [84] A. Kriegl. Analysis I. Skriptum von Vorlesung iiber Analysis 1. Winterse-
mester 2003/2004, Universitat Wien.

= [90] J. E. Marsden, M. J. Hoffman, and U. M. J. Hoffman. Elementary Classical
Analysis. W. H. Freeman. 1993.

= [109] J. P. Ramis, A. Warusfel, X. Buff, J. Garnier, E. Halberstadt, F. Moulin,
M. Ramis, and et al. Mathématiques Tout-en-un pour la Licence 1. 4e édition.
Dunod, Paris. 2022.

Este libro fue escrito en TeXstudio (https://texstudio.org/), versién 4.3.0
para Windows y las graficas fueron generadas a través del paquete TikZ de Latex. Co-
mo cualquier texto, este libro no estard libre de erratas, que por supuesto son nuestra
responsabilidad. Si el lector encuentra alguna, tiene sugerencias o comentarios, por
favor déjanoslo saber.

Para concluir sefialamos que este libro es adecuado para un primer curso de Andli-
sis Real a desarrollarse en uno o dos semestres académicos. Puede servir como texto
guia para docentes que busquen una opcidn alternativa y compartan la visién que he-
mos adoptado aqui. Por otra parte, puede servir como libro de consulta y fuente de
ejercicios y proyectos para asignar a estudiantes o para profundizar en aplicaciones.
Finalmente, puede servir como herramienta de diversion para personas apasionadas
por las matemadticas con gusto por resolver problemas. Esperamos que nuestros lec-
tores puedan disfrutar y aprender del texto como lo hicimos los autores al escribirlo.

Antes de terminar, queremos agradecer a las distintas instituciones y personas
que nos ayudaron a desarrollar este proyecto. Primero a la Facultad de Ciencias de la
Universidad Nacional de Colombia, sede Medellin, por su interés y apoyo en la publi-
cacion del libro, asi como al Centro Editorial y la Oficina de Comunicaciones de esta
dependencia. A los jurados por su cuidadosa lectura, correcciones y sugerencias que
sin duda ayudaron a mejorar el texto. También a los departamentos de matematicas
de la Universidad Sergio Arboleda y Pontificia Universidad Javeriana en Bogota por
darnos el tiempo para trabajar en este libro y la oportunidad para impartir la asignatu-
ra de Andlisis Real durante estos afios. Por dltimo, a nuestros estudiantes, quienes sin
duda fueron la motivacién para empezar este proyecto. Por su dedicacién, preguntas
y curiosidad matematica: {Muchas gracias!

Octubre de 2023.
Sergio A. Carrillo
Leonardo F. Chacén.
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Introduccion

Este libro estd dirigido a estudiantes de una carrera de matemdticas con una base
s6lida en Fundamentos de Matematicas, Calculo Diferencial e Integral. De esta for-
ma, asumimos que el lector estd familiarizado con el manejo de sistemas numéricos,
induccién matemdtica y el lenguaje de conjuntos, funciones y relaciones. Algunos
apartados se benefician de ideas de Algebra Lineal, en particular sobre la nocién de
espacios vectoriales y determinantes, pero este tema no es un verdadero requisito.

El texto se ha intentado desarrollar de forma autocontenida. La primera parte del
libro, sobre la teoria bésica y procesos del anélisis, estd dividida en nueve capitulos.
Estos abarcan los axiomas de los nimeros reales, las nociones de espacios métri-
cos, compacidad y conexidad, ademds del célculo de sucesiones y series de nimeros
reales. Por supuesto, se incluye el concepto de limite, derivada e integral de Riemann
en una variable real y el caso de espacios de funciones acotadas, convergencia uni-
forme y el comportamiento de las construcciones analiticas respecto a ella. Por otro
lado, la segunda parte sobre proyectos se divide en cuatro capitulos que incluyen
mads detalles sobre nimeros irracionales y una introduccién a los nimeros complejos,
criterios novedosos de convergencia de series, resultados especificos sobre diferen-
ciabilidad y ejemplos de espacios de funciones. El lector podra encontrar el contenido
detallado de cada seccién al comienzo de las mismas. Al final de cada una de ellas se
incluye una lista de ejercicios de distintos niveles que se espera puedan ser resueltos
con el material especifico de cada seccion. Ejercicios de dificultad considerable o que
requieran conocimiento de otras dreas estdn marcados con un asterisco ().

Antes de entrar en materia, encontramos til recordar algunas nociones de Teoria
de Conjuntos de manera informal. De esta forma aprovechamos para fijar la nota-
cién que serd usada de manera sistemadtica a lo largo del texto. Emplearemos letras
mayusculas para denotar conjuntos, como A, B,C, E, F, X o Y y letras minudsculas co-
mo a, b, c, x oy para denotar elementos de un conjunto. La relacién de pertenencia
se escribe como a € A y su negaciéon como a ¢ A. El simbolo

ACB

indica contenencia de conjuntos, es decir, que para todo x € A se verifica que x € B.
Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos, es decir, A C By B C A.
El conjunto vacio se denota por 0.
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Las operaciones usuales entre conjuntos se denotardn como es habitual. De esta
forma, dados A, B C X escribiremos

AUB={xeX:x€Aox€eB} ANB={xeX:x€AyxeB}
para la union e interseccion entre A y B, respectivamente. Ademads, escribiremos
X\A={xeX:x¢A}

para denotar al complemento de A en X. Por otra parte, dada una familia de subcon-
juntos A, € X, con @ € J, donde J # 0 es un conjunto que sirve como conjunto de
indices, escribiremos

UA(, ={xeX:existeaeJconxeA,}
aeJ

MA(, ={xeX: paratodo @ € J,x € A,},

acJ

para su union e interseccion, respectivamente. En este caso, las leyes de De Morgan
aseguran que

N\ e =\ 40, x| 4] =[x\ A0

aelJ aelJ aelJ aelJ

Otra operacion entre conjuntos que requeriremos es el producto cartesiano A X B.
Este consiste en todas las parejas ordenadas (a, b), talesquea € Ay b € B.

Una aplicacion f : A — B es una regla que a cada elemento de a le asigna un
tnico elemento f(a) de B. En este caso, A se conoce como el dominio de f'y B como
el codominio de f. Una formalizacién de esta idea es definir a f como un subconjunto
de A X B que satisface que para todo a € A, existe un tinico b € Btal que (a,b) € f.En
otras palabras, f esta definida para todo elemento de A y ademas si (a, b), (a,b’) € f,
entonces b = b’. Este valor se denota por b = f(a) y es la asignacion que hace f al
elemento a. Dos ejemplos de aplicaciones generales son: la aplicacién identidad dada
por

dy : X > X, idy(x) = x.

Ademais, una inclusién C C A induce la aplicacién
tc:C—A, ux) = x,

para todo x € C.
Dada una aplicacién f : A — B podemos calcular dos tipos de conjuntos: image-
nes directas e imagenes inversas. Més especificamente, si C C A, escribimos

f(C)=1{beB: existe c € C con f(c) = b}
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para denotar la imagen directa de C por f. Andlogamente, si D C B,
f(D)=1{a€A: f(a) € D)

es la imagen inversa de D por f. El comportamiento de estas imagenes bajo las
operaciones de conjuntos se puede resumir de la siguiente forma:

SiAg € A; C A, entonces f(Ag) C f(A1). Ademds, si By C By C B, entonces
[ (Bo) € f71(BY).

f (UgesAe) = Uges f(An), para cualquier familia de subconjuntos A, de B.
Ademas f (Noes Ae) € Naes f(AQ).

f_l (Uae] Bll) = Uae] f_l(B(l) y f_l (mael Bll) = ﬂae] f_l(B(t)v para cual-

quier familia de subconjuntos B, de B.

» Si By C By C B, entonces f~'(B; \ By) = f~1(B1) \ f~1(By).

Una aplicacién f : A — B se dice inyectiva o 1 -1 (uno auno) si dados ap,a; € A
con agy # ap, entonces f(ap) # f(ar). De forma equivalente, si f(ag) = f(a;), enton-
ces ap = a;. Por otra parte, si f(A) = B, se dice que f es sobreyectiva o simplemente
sobre. Una aplicacién biyectiva es aquella que sea inyectiva y sobre.

Recordamos que si f : A — By g : B — C son aplicaciones, su composicion
go f:A — C sedefine a través de la regla

(g o f)a) = g(f(a)),

y consiste en primero aplicar f al punto a y luego aplicar g al resultado f(a). Note
que la aplicacién identidad actiia como neutro para esta operacion de composicion,
es decir,

foidi=f, idgof=T.

Si C € A podemos considerar la restriccion flc : C — B dada simplemente por
la misma regla, es decir, f|c(x) = f(x), si x € C. En términos de la inclusién y la
composicion, tenemos que

fle = fouc.

Finalmente, una aplicacién f : A — B es biyectiva si y solo si existe una apli-
cacibon h : B —» Atalque foh = idgy ho f = id4. La aplicacién i se conoce
como la inversa composicional de f'y se denota por 1 = f~!. También se dice en esta
situacién que f es invertible. Note que si f : A — By g : B — C son invertibles,
tambiénloes go fy

(gof) ' =flog™

El lector encontrard util comprobar por cuenta propia las afirmaciones resumidas
en esta introduccion y regresar a ellas cuando sea necesario.
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Capitulo 1

L.os numeros reales

El objetivo de este capitulo es introducir de manera axiomadtica el cuerpo orde-
nado R de los ndmeros reales y explorar algunas de las consecuencias del axioma de
completitud. Por ejemplo, la propiedad arquimediana de los nimeros racionales, la
existencia de raices n-ésimas, o el principio de intervalos encajados. Incluimos tam-
bién algunas preliminares sobre induccién matemadtica y sobre conjuntos contables y
no contables.

1.1. Preliminares: Numeros naturales y el principio de in-
duccion

Asumimos que el lector estd familiarizado con las propiedades bésicas de los
nimeros naturales, enteros y racionales. Para diferentes aproximaciones de la funda-
mentacion de los nimeros naturales, por ejemplo via los axiomas de Peano, consultar
[L8].

En este curso emplearemos las notaciones

N={0,1,2,3,...}, N* =N\ {0}

para los conjuntos de los niimeros naturales y de los nlimeros naturales sin el cero,
respectivamente. El conjunto N estd dotado de una suma y un producto ademads de
un orden. Sin embargo, sus elementos no poseen inversos aditivos (salvo el 0). Al
extender N agregando dichos inversos obtenemos el conjunto

Z={0,%1,£2,%£3,...}

de niimeros enteros (la letra Z proviene de la palabra alemana para ndmero: der Zahl).
Por otra parte, los elementos no nulos de este conjunto no poseen reciprocos o in-
versos multiplicativos (salvo +1). Entonces, al extender Z afiadiendo estos inversos
llegamos al conjunto

Q={a/b:a€Z,be N}
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de los niimeros racionales. Como veremos més adelante, este es un ejemplo de un
cuerpo ordenado, en el sentido en que posee una suma y producto compatibles entre
si, ademads de un orden que también es compatible con estas operaciones.

Una de las principales herramientas al trabajar en N es el principio de induccion
matematica. Este presenta diversas formas equivalentes, entre ellas destacamos la
siguiente.

(Principio de induccion matematica) Sea C C N y ng € N. Suponga que ng € C
y es el minimo elemento de C. Si ademds dado cualquier n € C, esto implica que
n+1 € C, entonces se concluye que C = N\{0, 1,...,n9—1} = {ng,no+1,n9+2,...}.
En particular, si ng = 0, entonces C = N.

Por otra parte, el conjunto C puede estar definido a través de alguna propiedad o
enunciado P, digamos C = {n € N : P(n) es vélida}. En esta situacién el principio
de induccidn asegura que si P(0) es valida y que dado cualquier n, si P(n) es valida,
esto implica que P(n + 1) también lo es, entonces se concluye que P(k) es valida para
todo k € N.

Otra version del principio de induccién es la llamada induccion fuerte, donde se
asume en el paso inductivo que dado n, si P(j) es valida para todo j = nyg,...,n,
entonces P(n + 1) es valida.

Ejemplo 1.1.1. Recordemos que p > 2 es primo si sus tnicos divisores son 1y p.
Denotaremos por
P:={2,3,5,7,...} CN,

al conjunto formado por estos nimeros.

Un caso fundamental de como aplicar induccién fuerte es demostrar que todo
natural n > 1 se puede escribir como producto de potencias de primos. Sin = 2, el
resultado es valido. Supongamos ahora que el enunciado es valido para todo 2 < j <
n, para algin n. Entonces n + 1 tiene dos opciones. Si es primo, hemos terminado.
De lo contrario, podemos escribir n + 1 = mk, con 1 < m,k < n. Por hipétesis de
induccién, m y k son productos de potencias de primos, y asi n + 1 también lo serd.
Por el principio de induccién fuerte, concluimos que el enunciado es valido para todo
nx=2.

Es posible comprobar que dicha escritura es dnica, y asi se obtiene el siguiente
resultado clasico.

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo niimero natural n > 1 se
puede representar de manera tinica como producto de potencias de niimeros primos

k
] My _ mj
n=pg P, = pj’
J=1

donde p| < --- < py son primos y cada mj es un natural positivo.
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Terminamos esta seccién con el principio de buena ordenacién, que asegura que
todo subconjunto de niimeros naturales tiene un elemento minimo.

(Principio de buena ordenacién) Sea A C N un subconjunto no vacio. Entonces
existe ng € A tal que ng < n, para todo n € A.

El principio de induccién es, de hecho, equivalente al principio de buena orde-
nacidn. Veamos aqui una de las implicaciones. Asuma que el principio de induccién
es valido y sea A C N no vacio. Si 0 € A, entonces 0 es el menor elemento de A. Si
0 ¢ A, considere el conjunto C = {n € N : {0,1,2,...,n} € N\ A}. Entonces, por
hipétesis 0 € C. Como A # (), vemos que C # N. Por tanto, el principio de induccién
no puede ser valido para C, es decir, debe existir n € C tal que n + 1 ¢ C. Esto
significa precisamente que ngp = n+ 1 € A y que este es el minimo elemento de A. La
afirmacion reciproca se propone en el Ejercicio|l.1.8

Ejercicios

Demostrar los siguientes enunciados empleando alguna forma del principio de
induccién matematica.

1.1.1 a) Sin e N*, entonces n < 2"". Mds atn, n < (3/2)".

b) Sin > 3, entonces 2n + 1 < 2". Ademds n®> < 2", sin > 4.

1.1.2 Sin € N*, entonces

1:3.--2n—1) 2< 1
2420 ) " an+l

1.1.3 Determinar desde qué valor de n € N las siguientes igualdades son validas y
demostrarlas por induccién:

l+ 1 +1 N 1 _n
1-3 3.5 5.7 @n-D@2n+1) 2n+1’
L S S 1 3 1 1
3 8 15 -1 4 2n 2mn+1)
2N -1 N
] (_1)11 1
+ —
1.14 SiNeN ,entonces; . = ;n+N'

1.1.5 Los niimeros de Fibonacci se definen recursivamente por Fop = 0, F; = 1y
F,=F,_1 + F,—,n>?2. Comprobar que

Fi+F3+---+Fy_ | =F, Fo+F4+--+Fy=Fyag—-1.
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1.1.6 Demostrar la formula de Binet

n__ n
=u n>0’

N >

donde ¢ = —1/¢ son las soluciones de x*> = x + 1. Mostrar
ademds que para todo n € N, ¢" + ¢" siempre es un nimero entero.

Fy

1+2‘/§ y lﬁ — 1—2‘/5 —

1.1.7 Si X es un conjunto con n elementos, entonces el conjunto de sus partes p(X)
(el conjunto formado por todos los subconjuntos de X) tiene 2" elementos.

1.1.8 Muestre que el principio de buena ordenacién implica el principio de induccion
matematica.

Indicacién: Sea P una propiedad tal que P(0) es vdlida, y si P(n) es valida para
algin n, entonces P(n + 1) es valida. Defina A = {k € N : P(k) no es valida}, y
compruebe que suponer A # () conlleva a una contradiccion.

1.2. Conjuntos numerables y no numerables

En esta seccién recordamos las nociones de conjuntos finitos, numerables y no
numerables. En particular, mostramos que Q es numerable. Ademds incluimos el
famoso método de la diagonal de Cantor para construir un conjunto no numerable.

La primera aplicacién de N es que este conjunto nos permite contar o numerar
los elementos de conjuntos finitos. Mdas especificamente, consideramos la siguiente
definicion.

Definicion 1.1. Dados dos conjuntos A y B decimos que son equipotentes si existe
una aplicacién biyectiva f : A — B. Con esta terminologia decimos ademds que un
conjunto A es:

= Finito si es vacio o existe n € N* tal que A es equipotente con {1,2,...,n}. El
nimero n se conoce como el cardinal de A y se escribe n = |A| = #A. Si A no
es finito, decimos que es infinito.

= Numerable o contable si A es finito o es equipotente a N. De lo contrario,
decimos que A no es numerable o no es contable.

Siguiendo esta definicidn, la idea de que un conjunto A sea infinito numerable nos
dice que podemos indexar sus elementos a través de N. Dada f : N — A biyectiva y
escribiendo f(n) = a,, esto significa que

A={ap,a1,a2,...},

donde cada elemento de la lista solo aparece una vez. Antes de proseguir incluimos
la siguiente nocidn.
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Definicion 1.2. Si X # 0 es un conjunto, diremos que una aplicacién x : N — X es
una sucesion de elementos de X. Dicha x se suele denotar también por x = {x,},en a
través de la lista que define. En este caso, la lista puede repetir elementos.

La idea del cardinal de un conjunto es una nocién intuitivamente clara cuando
dicha coleccién es finita. Determinar el valor exacto se puede hacer mediante técnicas
combinatorias y de conteo. Veamos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 1.2.1. Sea S, el conjunto de aplicaciones biyectivas de {1, ..., n} en si mis-
mo. Una tal aplicacién f estd determinada por los elementos f(1), f(2),... f(n). El
primer término f(1) puede tomar cualquier valor en {1, ..., n}, luego tiene n posibi-
lidades. Al ser f biyectiva, f(2) tomard valores en {1,...,n} \ {f(1)}, es decir, tiene
n— 1 posibilidades. Prosiguiendo de esta manera, vemos que el total de posibilidades
es

nl=n-n-1)---2-1,

es decir, |S,| = n!. Este valor se conoce como el factorial de n. Por otra parte, el
nimero de formas de elegir k£ elementos de un conjunto dado de n elementos es

n\ n! _nn—=1)---(n—k+1)
(k) T klm—-k)! k! '

Este valor se conoce como un coeficiente binomial y se suele leer como n combinado
k. Laigualdad anterior se debe a que tanto n(n—1) - - - (n—k+1) como (’;)k! cuentan el
nimero de formas de posicionar n objetos distintos en una fila formada por k espacios.

Ejemplo 1.2.2. Dadom € Ny ky,...,k; € Ntalesque m = ky + ko + -+ + kj, se
define el coeficiente multinomial
m
ki,ka, ... k;

como el nimero de formas posibles de depositar m objetos en j urnas, de forma que
en la primera urna se coloquen k; objetos, en la segunda k>, y asi sucesivamente.
Note que este proceso se puede realizar primero eligiendo k; objetos entre los m
posibles y depositdndolos en la primera urna. Luego elegir k> de los m — kj restantes
y depositarlos en la segunda urna y asi sucesivamente. En el dltimo paso quedardn
m—ky —---—kj_1 = k; objetos que se depositardn en la ultima urna. Este argumento
demuestra que

m _[m\[m -k m—ky—ky—---—kj1) _ m!
k1,k2,...,kj B ki ko kj _kl!kz!"‘kj!.

En particular, este cociente siempre es entero.

Para conjuntos que no son finitos la intuicién sobre la cantidad de elementos
puede fallar. Tenemos los siguientes ejemplos clasicos.
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Ejemplo 1.2.3. Los conjuntos N y N* son equipotentes, por ejemplo, empleando la
biyeccion fy : N — N* dada por fy(n) = n + 1. Mds generalmente, dado ky € N, la
aplicacién fi, : N = N\ {0, 1, ..., ko}, definida por fi,(n) = n + ko + 1 establece una
biyeccidn entre estos conjuntos.

Ejemplo 1.2.4. Los conjuntos de nimeros pares e impares
2N :=1{0,2,4,...} ={2n:n e N}, 2N +1:={1,3,5,...}={2n+1:neN}
son contables, propiedad que se obtiene empleando las biyecciones
f:N - 2N, f(n) =2n, g:N—-2N+1, g(n)=2n+1,
respectivamente.

Ejemplo 1.2.5. El conjunto de nimeros enteros Z es numerable como se puede co-
rroborar mediante el siguiente diagrama:

Figura 1.1: Una biyeccién entre Z y N.

La idea intuitiva es emplear la representacion geométrica de Z y trazar un camino
que conecte todos sus puntos en un orden determinado, pasando por cada uno de ellos
precisamente una vez. Es posible especificar esta biyeccion a través de las férmulas

fiNoZ, fmy=-"E1

,sinesimpar,y f(n)= > sin es par.

Sin embargo, para ejemplos concretos serd suficiente dar un diagrama que evidencie
una biyeccion.

Proposicion 1.1. Sea A un conjunto contable y E C A infinito. Entonces E es conta-
ble.

Demostracion. Enumeremos A a través de una biyeccion, digamos A = {ag, ay, ... }.
Sea n; el minimo ndmero natural n tal que a, € E (que existe por el principio de
buena ordenacién). Luego, sea n; el minimo nimero natural n tal que a, € E \ {ay, }.

Procediendo de manera inductiva, si ny,...,n; € N han sido definidos, sea ng.; el
minimo nimero natural n tal que a, € E \ {ay,,,...,a,). Como E tiene infinitos
elementos, E \ {ay,,...,a,} # 0, para todo k € N*. Se sigue que la aplicaciéon

f(k) = ap, es una biyeccioén entre N y £ como era requerido. m|
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Ejemplo 1.2.6. Para demostrar que el conjunto de ntimeros primos # es contable, por
la proposicion anterior basta demostrar que no es finito. Tal vez la prueba més antigua
de este hecho se deba a Euclides y procede por contradiccion. Si existieran solo finitos
ndmeros primos, digamos pi, p2, ..., Py, considere ¢ = (p1p2---pn) + 1 € N que
satisface ¢ > pj, para todo j = 1,...,N. Pero g no es divisible por ningin p;, de
lo contrario, p; dividiriaa 1 = g — (p1p2 - - - pn). Por el Teorema Fundamental de la
Aritmética[l.1] g deberia ser divisible por alglin nimero primo, pero hemos visto que
esto es imposible. Esta contradiccién permite concluir la demostracion.

Existe una prueba atin més simple y menos conocida dada en [115] que presenta-
mos a continuacion. Sea n > 2 arbitrario. Como n 'y n + 1 son primos relativos entre
si, el ndimero N, = n(n + 1) debe tener al menos dos factores primos. Andlogamente
N> y N> + 1 son primos relativos entre si, y por tanto

N3 =No(Na+1)=nn+1)nHr+1)+1)

debe tener al menos tres factores primos distintos. Como este proceso se puede con-
tinuar indefinidamente, deben existir infinitos nimeros primos. En conclusién, pode-
mos numerar P = {p1, p2, p3,...},donde py =2 < pr, =3 <p3=5<---.

Nota 1.2.1. Existen mas demostraciones de la infinitud de P, varias de ellas em-
pleando Andlisis Matemdtico. Una de ellas, debida a Euler consiste en mostrar la
divergencia de la serie de los reciprocos

(o)

1 1 I 1 1 1
Z—I —:§+§+§+7+"':+00,
pe?’p n:lpn

ver Ejercicios [5.4.7] [8.6.12] y [13.2.4] Si # fuese finito, dicha serie seria una suma
finita y por tanto convergente.

Para unién de conjuntos contables tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.2. Si {A,},en+ es una sucesion de conjuntos numerables, entonces
(e}

A= UA" es numerable.
n=1

Demostracion. Numerando cada conjunto A, = {X,1, X;2, Xu3, . . . } = {Xnk}ren, pode-
mos disponerlos en el diagrama

X11,  X12, X13, X14,
X21, X22, X23, X24,
X31, X32, X33, X34,

De esta forma podemos numerarlos siguiendo algliin camino que pase exactamen-
te una vez por cada uno de ellos. Un ejemplo clésico es
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Figura 1.2: El camino de la serpiente.

La férmula exacta para describirlo, cuando los conjuntos son disjuntos dos a dos,
se establece en el Ejercicio [I.2.6] Otra manera posible puede ser la mostrada en la

Figura[[.3]

En el caso que los conjuntos no sean disjuntos, los caminos planteados deben
omitir los elementos repetidos. Invitamos al lector a proponer otros diagramas que
induzcan una biyeccién entre A y N*. m|

/2 e
o o
o o ot

x41/ X42/'

Figura 1.3: Otro camino posible.

Tenemos varias consecuencias interesantes de este resultado.

Corolario 1.1. Si A es contable, entonces sus productos cartesianos A" = AX---XA
(n veces) son contables.
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Demostracion. Procedemos por induccidn sobre n. Si n = 1, esta es la hipdtesis del
enunciado. Ahora, suponiendo que para algin n, A" es contable, basta observar que

Al = U{a} x A"
acA

En efecto, cada {a} X A" es equipotente a A" via la aplicacién (a, x) € {a} X A" —
x € A". Por tanto, estamos expresando a A"*! como unién contable de conjuntos
contables. El resultado se sigue de la Proposicion[I.2] Finalmente, por el principio de
induccién la afirmacién es valida para todo n > 1. O

Ejemplo 1.2.7. El conjunto de los nimeros racionales Q es numerable. Para ello
consideremos los subconjuntos

Q" :={a/beQ:a/b> 0}, Q :={a/beQ:a/b<0},

y escriba Q = Q™ U {0} U Q*. Note que Q* y Q™ son equipotentes via la funcién
f:Q" - Q7, f(x) = —x. Por tanto, basta mostrar que Q* es enumerable. Para ello
escribimos

Q"= UAk, donde A; = {n/k € Q : n € N*}.
k=1

Como cada Ay es contable, también lo es Q* por la Proposicién|1.2}

Concluimos esta seccion con el ejemplo cumbre del mérodo de la diagonal debido
a Georg Cantor. Esta idea nos serd titil para demostrar mas adelante que los nimeros
reales R no son contables.

Ejemplo 1.2.8 (Un conjunto no contable). Sea
E ={0, 1}N :={x:N — {0, 1} : x es una aplicacién}

el conjunto de sucesiones de 0’s y 1’s. La idea de la demostracién es por contradiccion
suponiendo que es posible listar todos los elementos de E, digamos

x1 = (x11, X12, X13, X14, ...)
x2 = (x21, X2, X23, X245, ...)
x3= (x31, X32, X33, X34, ...)°

donde cada x,; € {0, 1}, n, k > 1. A partir de esta lista construimos la nueva sucesién
X = (X, X2, X3,...),

definida por las siguientes condiciones: paracadan > 1, x, = 1 six,, =00x, =0
si x,, = 1. El método consiste en fijarnos en los elementos de la diagonal en el
anterior arreglo y elegir cada entrada de x* de forma que su entrada n-ésima difiera
de la entrada n-ésima de x,,. Por tanto, x* # x,, para todo n > 1. Esto contradice que
x* € E porque no puede aparecer en dicha lista. En conclusion, £ no es contable.
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Ejercicios
1.2.1 (El tridngulo de Blaise Pascal) Comprobar que para 1 < k < n, se verifica que
n n n+l1
+ = .
k k-1 k

1.2.2 Probar que el nimero de soluciones de la ecuacion

h+bh+- -+ =m,

donde /;,...,l e Nes (’";fl_l). Ademas, el numero de soluciones de la misma
ecuacion tales que [y,...,I; € N* es (’Z__ll)

Indicacién: interprete una solucién como la eleccién de k — 1 casillas de un
arreglo horizontal de m + k — 1 casillas. Para el caso /; > 1, restar k a ambos
lados de la ecuacién y aplicar el caso anterior.

1.2.3 Mostrar que el producto cartesiano NXN es un conjunto numerable empleando:

a) Un diagrama de caminos.
b) Laaplicacién f : N XN — N*, f(m,n) =2"2n + 1).
¢) Laaplicacién f : N XN — N*, f(m,n) = 2"3".

1.2.4 Determine qué conjuntos son finitos, contables o no contables:

a) Q™" el conjunto de matrices de tamafio mxn con coeficientes racionales.

b) El conjunto Q[f] := {ag + ajt + --- +aut" : n € N,ay,...,a, € Q} de
polinomios en la variable ¢ con coeficientes en Q.

¢) GL,(Q) :={A € Q™" : det(A) # 0}, el grupo general lineal, de matrices
cuadradas de tamafio n con coeficientes racionales que son invertibles.

d) SL,(Q) :={A € Q™" : det(A) = 1}, el grupo especial lineal sobre Q.

e) YX, el conjunto de aplicaciones de X a Y, donde X y Y son conjuntos
finitos no vacios.

f) Elconjunto {x : N — {0, 1,2} : x es una aplicacion}.

g) Upnen+ Bp, donde B, = {f : {1,...,n} > N : f es una aplicacién}.

1.2.5 [28] El objetivo de este ejercicio es describir una biyeccién explicita entre N
y Q a través del drbol de Calkin-Wilf. Este grafo también se conoce como el
drbol de Stern-Brocot gracias a trabajos de M. Stern en 1858 y A. Brocot en
1861.

Este grafo tiene como vértice superior a 1/1. Luego, a partir de cada vértice
n/m se crean dos mas: a izquierda n/(n+m) y a derecha (n+m)/m. Los primeros
pasos lucen como sigue:
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Figura 1.4: El 4rbol de Calkin-Wilf.

Comprobar las siguientes propiedades de esta construccion:

a) El numerador y denominador de cada vértice son primos relativos entre
si.
b) Cada n/m € Q* aparece en algin vértice.

¢) Cadan/m € Q" aparece exactamente una vez como vértice del drbol.

Indicacién: (b) por contradiccidn, si existen elementos de Q* que no aparecen
como vértices, escoja entre ellos aquellos con denominador minimo s, y dentro
de estos aquel con numerador minimo r. Considere los casos r > sy r < s para
llegar a una contradiccién. Aplique un argumento similar para (c).

Ahora, si listamos los racionales en los vértices de izquierda a derecha, pasando
por cada fila obtenemos

112132314352534154738572

1’2°1°372°3°1°4’3°5°2°5’3°4°1°'5°4°7° 3 8’5’7’2’7""('1 1
Comprobar que el denominador de una fraccion de la lista coincide con el
numerador del siguiente término. De esta forma obtenemos la aplicacién bi-

yectiva

oo
f(n+1)
donde {f(n)},50 = {1,1,2,1,3,2,3,1,4,3,5,2,5,3,4,1,...}.
Finalmente, analizar el drbol para comprobar que los hijos de f(n)/f(n + 1)
son f2n+ 1)/ f2n+2)y f2n+2)/f(2n + 3). Por las reglas de construccion,
concluir que f(0) =1y

f@n+1)=f(n), fCn+2)=f(m)+ f(n+1), n>0.
Es posible demostrar que la lista (1.1]) se puede generar iterando la funcién

1
Lx]+ 1= {x}’

neNr—

glx) =
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empezando con x = 1, ver [6, pp. 104-107]. Aqui |-] denota la funcién parte
entera y {x} = x — | x] denota la parte fraccionaria de x, ver Seccién

1.2.6 (*) La aplicacién
1
m:NXN — N, n(n,k):z(n+k+1)(n+k)+k

se conoce como la funcion de emparejamiento de Cantor quien la introdujo en
1877 [29] como ejemplo explicito de una funcién cuadrética que establece una
biyeccién entre dichos conjuntos. Completar las siguientes indicaciones para
demostrar que 7 es biyectiva.

a) Sin < n’, entonces m(n,k) < mn(n’,k) y si k < k', entonces n(n, k) <
n(n, k’). Emplear esto para mostrar que r es inyectiva.

b) Dado m € N, para resolver n(n, k) = m, considere las variables s = n + k,
t = w ym = t+ k. Parat > 0, considere la solucién s > 0 de la
ecuacion s> + s — 2t = 0, dada por

‘= V8r+1-1

2

que es una funcién estrictamente creciente en t. Empleando las desigual-
2
dadest<m=1+k<t+(s+1)= CHHD

V8m+1-1
Sﬁf<

, muestre que

\/8m+1—1‘

s+ 1, esdecir, s =
-

Por tanto, para calcular n y k a partir de m basta calcular s como antes y

+1
t=s(s2 ), k=m-t, n=s-k.

Esto demuestra que & es biyectiva.

1.3. Cuerpos y conjuntos ordenados

En esta seccién nos ocuparemos de definir las nociones de cuerpos y conjuntos
ordenados, asi como sus propiedades bdsicas. Nuestro objetivo serd introducir los
nlimeros reales de manera axiomdtica a través de las propiedades que exploraremos
a continuacion.

Definicion 1.3. Un cuerpo es una tripla (K, +, -) donde K # 0 es un conjunto con dos
operaciones binarias

+ : KXK—>K, - KXK—->K
(x,y) = x+y, (x,y) > x-y =y,

que satisfacen las siguientes propiedades:
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i) Axiomas para la suma

(x+y)+z=x+(y+2),paratodo x,y,z € K.
= x+y=y+x paratodo x,y € K.

Existe un elemento de K, denotado por O, tal que x + 0 = x para todo
x€eK.

Para cada x € K existe un y € K tal que x + y = 0. Este elemento se
denota por —x y se llama el inverso aditivo de x.

ii) Axiomas para el producto

= (xy)z = x(yz), para todo x,y,z € K.
= xy = yx, paratodo x,y € K.

= Existe un elemento de K, distinto de 0, que denotaremos por 1, tal que
1x = x1 = x, para todo x € K.

= Para cada x € K distinto de cero, existe un y € K tal que xy = 1. Este
elemento se denota por 1/xy se llama el reciproco de x.

iii) Axioma de distributividad
= (x+y)z = xz+ yz, paratodo x,y,z € K.

Nota 1.3.1. Aunque en nuestro lenguaje es costumbre llamar a una aplicacién entre
conjuntos f : A — B, como una funcién, este adjetivo lo emplearemos solo en el
caso en que el conjunto de llegada sea un cuerpo.

El ejemplo més familiar de cuerpo es el conjunto de los nimeros racionales Q con
su suma y producto usuales. Por otra parte, dado un cuerpo K, considere la funcién

t:N-—> K, tn)=n-1=1+---+1.
N————

nveces

En general, esta funcidn no es inyectiva (por ejemplo, en los enteros médulo p con
p primo). Cuando lo es, estamos afirmando que K contiene una copia de N, a saber,
t(N). Para simplificar notacion, escribimos simplemente n = n - 1. En estas condi-
ciones, vemos que K también contiene una copia de Z, al admitir inversos aditivos.
Ademads, K contiene una copia de Q porque también contiene los inversos multipli-
cativos de sus elementos no nulos.

En el contexto de cuerpos son vélidas todas manipulaciones algebraicas basicas
que estamos acostumbrados a utilizar de manera inconsciente. Entre dichas propie-
dades basicas destacamos las siguientes.

Ejemplo 1.3.1. Si K es un cuerpo, x,y € Ky xy = 0, entonces x = 0oy = 0. En
efecto, si x # 0y y # 0, entonces 1/x,1/y € K. Sin embargo

oty (Y
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Luego xy tendria reciproco y por tanto xy # 0.

Ejemplo 1.3.2. Si K es un cuerpo, x,y,z € K, z # 0y xz = yz, entonces x = y. Esto
se sigue del ejemplo anterior porque estamos suponiendo que (x —y)z = 0 pero z # 0.

La segunda nocién que requerimos es la de conjunto ordenado. Nos restringire-
mos al caso de érdenes totales, es decir, que cualquier par de elementos se puedan
comparar entre si.

Definicion 1.4. Una pareja (X, <) es un conjunto ordenado si X # @ y < es una
relacion binaria que satisface:

= (orden total) Si x,y € X, entonces x <y, x =yo0y < Xx.

= (transitividad) Si x < y e y < z, entonces x < z.

Emplearemos también las notaciones usuales y > xsix < y; x < ysix <yox = y.
Andlogamente paray > x.

Ejemplo 1.3.3. Los conjuntos N, Z y Q con el orden usual son conjuntos totalmente
ordenados. Sin embargo, con otros tipos de orden esta propiedad puede cambiar. Solo
por mencionar un ejemplo considere N con la relacién de divisibilidad: n | m si existe
k € N tal que m = nk. Esta relacion es transitiva, pero no un orden total. Por ejemplo,
los elementos 2 y 3 no son comparables, es decir, ni 2|3 ni 3|2 son validas.

En este contexto adjetivos como maximo, minimo, cotas superiores e inferiores
tienen sentido. Precisamos dichos conceptos en la siguiente definicién.

Definicion 1.5. Sea (X, <) un conjunto ordenado y A C X, distinto de vacio. Si existe
Xo € X tal que
a < xp, paratodo a € A,

decimos que A estd acotado superiormente y que xg es una cota superior de A. Si
ademads xy € A decimos que xg es el mdximo de A.

Al intercambiar < por >, xo es una cota inferior de A y A se dice acotado infe-
riormente. Si xq € A, este se llama el minimo de A.

Las nociones base para el desarrollo del Andlisis Matemaético sobre los nimeros
reales son la de supremo e infimo.

Definicion 1.6. Sea (X, <) un conjunto ordenado y A C X acotado superiormente. Si
el conjunto de cotas superiores de A tiene un minimo a € X, este se llama el supremo
de A y lo denotaremos por

a = supA.

De la misma manera, si el conjunto A es acotado inferiormente y su conjunto de cotas
inferiores tiene maximo S € X, este se conoce como el infimo de A y se denota por
B =1infA.
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Nota 1.3.2. Por definicion, si existe @ = sup A este satisface que:
1. a < @, paratodo a € A.

2. Sib < supA, existe a € A tal que b < a < supA. De lo contrario, b seria una
cota superior de A menor que su supremo.

Condiciones similares son vélidas para el infimo de un conjunto.

Definicion 1.7 (Axioma del supremo). Sea (X, <) un conjunto ordenado. Si todo
subconjunto @ # A € X que es acotado superiormente posee supremo en X, decimos
que (X, <) tiene la propiedad del supremo o que satisface el axioma de completitud.

De la misma forma se puede plantear el axioma del infimo, pero de hecho ambos
son equivalentes, como lo demuestra el siguiente resultado.

Proposicion 1.3. Si (X, <) satisface el axioma del supremo, entonces todo B C X aco-
tado inferiormente posee infimo. En efecto, si L = {a € X : a es cota inferior de B},
entonces

sup L = inf B.

Demostracion. Por hipétesis, L # (. Ademas
a<b, paratodoael,beB. (1.2)

Luego todo elemento de B es cota superior de L. Por hipétesis, como L resulta ser
acotado superiormente, entonces @ = sup L € X existe. Como « es la minima cota
superior de L, por (1.2)) concluimos que

a<b, paratodob € B.

Por tanto, @ es cota inferior de B. Para terminar, observe que por definicién de L,
si @ < @3, entonces 8 no puede ser una cota inferior de B, es decir, 5 ¢ L. En otras
palabras, esto significa que si 8 € L, entonces 8 < «. Por definicién de infimo,
concluimos que a = inf B. O

Ejemplo 1.3.4. El conjunto N no es acotado superiormente porque dado n € N,
entoncesn+ 1 e€Nyn<n+1.

El conjunto E = {1/n € Q : n € N*} en Q es acotado superiormente y sup E = 1.
Por otra parte, es acotado inferiormente por 0. Ademds, si a/b € Q cona,b € N*,y
tomamos N € N con b/a < N, entonces 0 < 1/N < a/b y por tanto ningin racional
positivo es cota inferior de E. En conclusién, inf E = 0.

La estructura que se obtiene al fundir la nocidn de cuerpo con la de orden es la de
cuerpo ordenado. En este caso las reglas basicas de manipulacién de desigualdades
son la base de la siguiente definicién.
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Definicion 1.8. Un cuerpo ordenado es una cuadrupla (K, +, -, <) donde (K, +, ) es
un cuerpo, (K, <) es un conjunto ordenado y ademas

= Six <y,entonces x +z <y+z, paratodo z € K.

= Six<yyz>0,entonces xz < yz.
Entre las propiedades generales de desigualdades destacamos las siguientes.
Proposicion 1.4. Sea (K, +, -, <) un cuerpo ordenado. Entonces:

1. Si x>0, entonces —x < Q.

2. Six>0ey>0, entonces xy > 0.

3. Six#0, entonces x* > 0. En particular, 1 > 0.
4. Six>0, entonces 1/x > 0.

5. Si0<x<y, entonces 0 < 1/y<1/x.
Demostracion. Para (3) destacamos dos casos. Si x > 0, por (2) tenemos que x> =
x-x>0.S1x <0, por (1) —x > 0y por tanto 2 = (=x)(=x) > 0. Para (4), si
por el contrario 1/x < 0, por el segundo axioma de la definicion anterior tendriamos
1 = (1/x)x < 0, que es absurdo. Finalmente, si 0 < x < y, por (4) 1/x,1/y > 0y por
(2), 1/(xy) > 0. Asi multiplicando la desigualdad 0 < x < y por 1/(xy) se obtiene el
resultado. O

Ejercicios

1.3.1 (Sumas geométricas finitas) Si a # 1 es un elemento de un cuerpo K, entonces

1= n+1
l+ta+d+ - td = —2
1-a
1-ad"n+1-
1+2a+3a>+-+nd" ! = a(in 7 na), para todo n € N*,
—-a

1.3.2 (Teorema del Binomio) Mostrar que para elementos x € y en un cuerpo K y

n € N, se verifica que
n
no_ P\ k. n—k
(x+y)" = § (k)xy :

k=0

1.3.3 (Teorema multinomial) Si x1, x,...,x; € K son elementos de un cuerpo, en-
tonces

m l:
(X +x 4+ +x)" = l)xl‘xlz---x.’.
4

1%2 ]
L+h++lj=m (ll’ b, ...

donde la suma se toma sobre todas las posibles soluciones /,...,[; € N de
Iy + b + -+ [; = m. Indicacion: induccion en j.
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1.34

1.3.5

1.3.6

1.3.7

1.3.8

Sea K un cuerpo ordenado y asuma que cada x € K con x > 0 tiene una raiz
cuadrada, es decir, existe &€ € K con & > 0 tal que &2 = x (se denotard & = /x).
Mostrar que dicha raiz es Unica. Demostrar ademds que si x,y € Ky x > y,

entonces
N :\/x+vj—y2+\/x—vj—y2.

7+ VI3 1+ VI3

Por ejemplo, comprobar que 5 >

El orden de Sharkovsky < sobre N* estd definido por
1€2<2<9--29227<22592%3 9927125923 <---15<3.

Note que primero se listan los nimeros impares de forma decreciente, luego
los impares por dos, luego por 2 y asi sucesivamente. Esto incluye a todo N*
salvo por las potencias de 2 que se listan al final.

a) Calcular las cotas inferiores del conjunto de nimeros primos # en este
orden. ; Tiene minimo o infimo?

b) Determine si A = {6" : n € Nt} tiene mdximo, minimo, cotas inferiores e
infimo en este orden.

¢) Comprobar que / < k siy solo si 2/ < 2k.

Nota 1.3.3. Este orden fue descubierto en 1964 por el matematico ucraniano
O. Sharkovsky (1936-2022) en relacion con los periodos de sistemas dindmi-
cos discretos inducidos por aplicaciones continuas f : I — I, donde / es un
intervalo de la recta real. Para mds informacién y una demostraciéon de este
resultado, ver [26]].

Considere la funcién f : Q — Q dada por
2

_ -2

fip=p 2

Mostrar que si p> < 2, entonces p < f(p)y f(p)*> < 2. De la misma forma, si
p? > 2, entonces f(p) < py f(p)* > 2. Concluir que

a) A= { peQt:p’< 2} es acotado superiormente y no tiene supremo en Q.

b) B= { peQt:p’> 2}, aunque acotado inferiormente, no tiene infimo en Q.

Argumentar por qué un cuerpo finito K no puede ser un cuerpo ordenado. Por
ejemplo, los enteros médulo p, K = Z/pZ, con p primo.

Un subconjunto P C K de un cuerpo K es un cono positivo si satisface que:
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= Es cerrado para la suma y para el producto, es decir, si x,y € P, entonces
x+y,xy€eP,

= PN(-P)=0,donde —P ={—x€ K : x € P},
n K=PU{0}U(-P).

Demostrar que K es un cuerpo ordenado si y solo si existe un cono positivo
P c K. Indicacién: P={xe K: x>0lox>ysix—yeP.

1.3.9 Dado un cuerpo K, denotaremos por
K[f] :={ag+ait+---+a,t" :neN,ay,...,a, € K}

al anillo de polinomios en la variable ¢ con coeficientes en K. Con las opera-
ciones usuales de suma y producto este conjunto falla en ser un cuerpo a falta
de reciprocos. Sin embargo, es posible construir el cuerpo de funciones racio-
nales en una variable t, con coeficientes en K. Este cuerpo se denota por K()
y se identifica con

K(t) :={p®)/q() : p,q son polinomios con coeficietes en K 'y g # 0}.

Comprobar que K(¥) es un cuerpo con las operaciones usuales. Ademads, para
el caso K = Q, comprobar que

P :={p()/q() € Q(r) : el coeficiente del mayor grado de p(#)q(t) es positivo}

es un cono positivo en el sentido del Ejercicio|1.3.8

1.4. Los numeros reales

El punto de partida de este curso es el siguiente teorema que admitimos sin de-
mostracion.

Teorema 1.2. Existe un tinico cuerpo ordenado y completo (R, +, -, <).

Existen varias construcciones de R, por ejemplo a través de las cortaduras de R.
Dedekind [113], Appendix] o como el completado Q con su distancia usual.

Este teorema enuncia la existencia del cuerpo de los nimeros reales como el
unico cuerpo ordenado y que ademads satisface la propiedad del supremo (Definicion
[1.7). A lo largo de la seccién veremos algunas de las consecuencias fundamentales
de este axioma.

Los elementos de R se conocen como nimeros reales. Como discutimos en la
seccidn anterior, R contiene a una copia de Q. Por simplicidad escribimos Q C R. Los
elementos de R \ Q los llamaremos niimeros irracionales. De forma gréfica, al ser R
totalmente ordenado podemos representarlo como una recta donde una vez sefialado
el punto 0 y a su derecha el punto 1, todos los demds elementos de Q se pueden



1.4. Los ndmeros reales 29

ubicar sobre la recta empleando argumentos geométricos elementales. Los puntos de
la recta que no son racionales representardn entonces a los ndmeros irracionales.

La recta real R es el espacio natural donde habitan constantes famosas definidas
a través de procesos del Andlisis (Iimites, series, integrales) tales como

V2 :=sup{re Q : ©? < 2} ~ 1.414213,

n—+oco

1 n
e:= lim (1 + —) ~ 2.718281 (nimero de Euler),
n

(o0

(-1 _Jl dx
-1 V1 - x2

1
£Q3) = Z P ~ 1.2020569 (constante de Apéry),

~ 3.1415926 (pi),

n=1
1 1,2
d I'(5
w = ZJ T = () ~ 2.622057 (constante de la lemniscata),
0 Vi—-r4 2V2m
1 1
v:= lim (1 + 3 +---+——1In n) ~ 0.57721 (constante de Euler-Mascheroni),
n—+oo n
o (D"
G = ————— =~ 0.915965 (constante de Catalan).
= (2n + 1)?

De manera intuitiva al interpretar los nimeros reales como expansiones decimales
infinitas, ver Proyecto|10.1} el axioma del supremo garantiza que valores como

V2= sup{1,1.4,1.41,1.414,1.4142,1.41421,1.414213, ...},

existan en R.

Nota 1.4.1. Un problema importante en Teoria de Numeros es determinar si un
nimero real es irracional o no. El Andlisis Matemético es una herramienta para tal
fin, sobretodo con niimeros definidos a través de sus procesos fundamentales. En el
Capitulo [5] (Teorema [5.4) veremos que e es irracional. También lo son 7y £(3), ver
el Proyecto La irracionalidad (y trascendencia) de w también es conocida y
fue obtenida por T. Schneider en 1937, ver [[132]. Estudiaremos esta constante en el
Ejercicio del Proyecto Sin embargo, es un problema abierto determinar
la irracionalidad de y y G. Para una recopilacion de constantes relevantes el lector
puede consultar el libro [52].

A lo largo del texto emplearemos la notacién habitual para intervalos:

(a,p)={xeR:a<x<b}, [a,p] ={xeR:a < x< Db},
(a,b] ={xeR:a<x<b}, [a,+00)={xeR:x>al.
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De la misma forma consideraremos los intervalos [a, b), (a, +0), (=00, b), (—o0, b].
En particular, escribiremos

R* := (0, +00), R™ :=(—00,0).

En general, decimos que I C R es un intervalo si dados x,y € I, para todo z tal que
x < z<ysecumplequeze€l.

La primera consecuencia fundamental, que recupera el Ejemplo|1.3.4en R, es la
Ilamada propiedad arquimediana.

Teorema 1.3 (Propiedad arquimediana). Si x > O ey € R, existe n € N* ral que
nx > y.

Demostracion. Basta demostrar que el conjunto
A={mxeR:meN}

no es acotado superiormente. En efecto, si lo fuese, entonces y no seria cota superior
de A, de donde se sigue la existencia de dicho n.

Si suponemos que A es acotado superiormente, por el axioma del supremo existe
a = supA € R. Como x > 0, entonces @ — x < a. Recordando la Nota(2), existe
mx € Atalque a—x < mx < a. Luego a < (m+1)x, pero (m+1)x € A, contradiciendo
que «a era dicho supremo. En conclusion, A no puede ser acotado superiormente. O

Nota 1.4.2. Dados x,y € R*, la propiedad arquimediana implica que el conjunto
{meN:y<mx}

es no vacio, y por el principio de buena ordenacién, este conjunto debe tener un
minimo #. Por tanto,

(n—1x<y<nx

Esto muestra que dicho natural dado por el teorema anterior se puede tomar de forma
Optima.

Note que tomando x = 1 en la demostracién anterior, vemos que N C R no
es acotado superiormente. Es inmediato comprobar también que inf £ = 0, donde
E = {,11 € R : n € N}. De hecho, estas afirmaciones son equivalentes entre si, ver

Ejercicio[I.4.3]
Ejemplo 1.4.1. Sea e € Ry x,y € R (independientes de €). Entonces:
1. Si0 < x < ¢, para todo € > 0, entonces x = 0. De lo contrario, x > 0y por la

propiedad arquimediana existe n € N* tal que 0 < 1/n < x, en contradiccién
con la hipétesis (para € = 1/n).
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2. Si x £ y+ ¢, para todo € > 0, entonces x < y. De lo contrario, y < x y por
la propiedad arquimediana, existe n € N* tal que 0 < 1/n < x — y, es decir,
vy + 1/n < x, contradiciendo la hipétesis.

3. Six+ € <y,paratodo € > 0, entonces x < y.

Antes de proseguir con mds consecuencias del axioma del supremo necesitamos
una herramienta, la llamada funcién parte entera. Dado r € R*, consideremos los
intervalos disjuntos [nr, (n + 1)r), para cada n € Z. La Nota|l.4.2{implica que

R =, + D).

nez

En particular, si r = 1, para cada x € R existe un tnico entero n € Z tal que
n<x<n+l. Este se denotard por | x] := n.

Este valor se conoce como la parte entera de x. Note ademds que [x] = x siy solo
si x € Z. En algunas ocasiones también usaremos la funcién parte fraccionaria de x,
denotada por {x} y definida como

{}:R—=1[0,D), {x} = x—Lx].

La grafica de la funcién parte entera se ilustra en la Figura Invitamos al lector a
esbozar la grafica de la funcion parte fraccionaria.

st
41 e—o
3+ e—oO
s oo
1+ e—o0
t } } } P } } t }
4 -3 2 -1 1 2 3 4 5
o—iP
e—0 2f

Figura 1.5: La funcién parte entera |- .

Teorema 1.4 (Densidad de Q en R). Sean x,y € R con x < y. Entonces existe g € Q
tal que x < g < y.

Demostracion. Como y — x > 0, por la propiedad arquimediana existe n € N* con
(y—x)n>1. Asi
nx <nx+1 < ny. (1.3)
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Seanm = |nx + 1| € Zy g = m/n. Veamos que ¢ satisface las desigualdades requeri-
das. Por su definicién, m < nx+1 < m+1 y por tanto nx < m, es decir, x < g. Ademds,
por la segunda desigualdad en (1.3), m < nx+ 1 <ny,asim <nyyq <y. O

Teorema 1.5 (Existencia de raices). Para todo niimero real x > 0y n € N¥, existe un
linico niimero real y > 0 tal que y" = x. Este valor se denota por y = x'/".

Demostracion. La unicidad se sigue de la desigualdad 0 < y§ < yj, vdlida siem-
pre que 0 < y; < y; (aplicar induccién en n para demostrarla). Para demostrar la
existencia considere el conjunto

E={teR:t>0,7 <x.

El valor y buscado sera precisamente sup E. Para ver que este elemento existe debe-
mos comprobar que:

1. E no es vacio. Considere s = —5 que satisface 0 < s < 1. Por tanto

"< < s?<s<ux, esdecir, s € E.

2. E esta acotado superiormente. Si k > x + 1 > 1, entonces k" > --- > k* > k >
x+ 1> x,yportanto k ¢ E. En otras palabras, E C [0, x + 1) y asi es acotado.

Por el axioma del supremo, y = sup E existe. Veamos ahora que y" = x descar-
tando los demads casos:

1. Siy" < x, entonces existe 0 < hy < 1 tal que (y + hy)" < x, que contradice
la naturaleza de supremo de y porque y + hg € E pero y + hg > y. En efecto,
empleando la desigualdad (I.5) del Ejercicio [I.4.6] vemos que para todo 0 <
h<l,

(v +h)" = y" < nh(y + by < nh(y + 1),

y ademads
x—=y"

hy+1)"'<x-y" siysolosi 0<h<—-.
nh(y + 1) x—y" siysolosi o+ DT

Es suficiente tomar Ao con esta restriccién para concluir que (y + ho)'~! — Y <
x —y" estoes, (y + hp)" < x, como requeriamos.

2. Siy" > x, considere el niimero ky = (y* — x)/ny"~! que satisface 0 < ko < y.
Veamos que esto implica que y — kg es cota superior de E, hecho que contrade-
ciria que y es dicho supremo. Para ello, si t > y — ko, por la desigualdad
vemos que

Y=<y = (y—ko)" < nkoy™ ! =y"—x, esdecirx <7

La forma contrareciproca de esta afirmacién indica que si ' < x, entonces
t <y — ko, demostrando lo requerido.
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O

Nota 1.4.3. Aunque es posible definir también a* para a, x > 0 a través de supremos,
esperaremos a estudiar esta operacion en el Capitulo [8) Ejemplo [8.6.2| como aplica-
cién del logaritmo natural definido como una integral. Mientras tanto, se asumiran
las propiedades bdsicas de operaciones con exponentes cuando sea necesario.

Ejemplo 1.4.2. [19] La raiz V2 es un nimero real. Veamos que no es racional. De
lo contrario, escriba V2 = a/b con a,b € NT minimos satisfaciendo esta relacion.
Ademds, como a® = 2b?, esto implica que también

2b—a
V2 = )
a—b

De la desigualdad 1 < V2 < 2 vemos que b < a < 2b, y portanto 0 < 2b—a < ay
0 < a — b < b contradiciendo la minimalidad de a y b.

Terminamos esta seccion recordando la funcién valor absoluto y algunas de sus
propiedades. El valor absoluto de un niimero real a se define como

lal=a, sia>0 la| = —a, sia <0.

En otras palabras, |a| := max{a, —a}. En particular, | + a| = |a| y también +a < |a|. A
partir de aqui es fécil comprobar que para b > 0,

x| <b siysolosi —-b<x<b. (1.4)

Una aplicacién sencilla de esta condicién estd dada por la siguiente desigualdad
fundamental.

Proposicion 1.5 (Desigualdad triangular). |x + y| < |x| + |y|, para todo x,y € R.

Demostracion. Como —|x| < x < |x]y —|y] <y < |y, basta con sumar estas desigual-
dades y aplicar (1.4). O

Ejemplo 1.4.3 (Desigualdad triangular invertida). Otra forma qtil de la desigualdad
anterior es

[1xl = [yl < |x =yl valida para todo x,y € R.

Para demostrarla, note que por desigualdad triangular, [x| = [x —y + y| < |x — y| + [y
y por tanto |x| — [y| < |x — y|. Intercambiando los papeles de x e y concluimos la
desigualdad restante.
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Ejercicios

1.4.1

1.4.2

1.4.3

14.4

1.4.5

1.4.6

1.4.7

1.4.8

[21] Si n,k > 1 son enteros tales que n no es la potencia k-ésima de un entero,
entonces n'/k e R\ Q.

Indicacién: Si n'/* Q, mostrar que b = min A existe, donde A = {{ € N* :

ik ez, j=1,....,k—=1}.Sim = n"*|, sea c = bn'’* — bm. Comprobar que
c € N*, ¢ <byceA. Esto contradice la minimalidad de b.

a) Sear € Qy x € R\ Q. Demostrar que r + x,r - x € R\ Q. Ademds
x!/me R\ QsineN".

b) (Existen nimeros irracionales x, y tales que x’ € Q? Indicacion: La solu-
cién usual es x = V2 V2 (1a constante de Gelfond—Schneider) que se sabe
que es irracional. {Quién deberia ser y?

¢) Considere ahora x = log;(4) ey = V10. Mostrar que son irracionales y
calcular x”.

Para mas informacion sobre este problema ver la Proposicién [10.2] Proyecto

[10.1

Sea x € R\ Q. Determinar condiciones sobre a, b, c,d € Q para que fj:g sea

irracional.

Encontrar el sup e inf de los siguientes subconjuntos de R:

a) (xeR:x2<x+1}. b) {0.9,0.99,0.999,...}.

Comprobar que las siguientes afirmaciones son equivalentes entre si: a) el
enunciado de la propiedad arquimediana, b) N no es acotado superiormente,
c)inf{l/neR:neNt} =0.

Factorizando la expresion dada, demostrar que para nimeros reales 0 < a < b
y n € N*, es vilida la desigualdad

' —d" < nb-ap"". (1.5)

(Desigualdad de Bernoulli) Demostrar que

(1+a)">1+na, paraunndmeroreala > —1,a# 0y n > 2 entero.
(Quépasasia=006n=1?
Sean ag, by, a,b € R, n € N* y € > 0. Demostrar las siguientes afirmaciones:

a) Si0<a<b,entonces a < Vab < 42 <.

b) max{a, b} = “=A g minjq, p) = b=
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c) Si

|a—a0|<m1’n{ |b — bo| <

€ 1} e

2ol + D) [ 7 2(agl + 1)
entonces |a - b — ag - by| < €.

d) [15] Si

0< |a—a0|<m1’n{

< 1}.
n(1 + |al)"

entonces |a" — ag| < €.

1
| <€

=

2
e) Siby# 0y |b— byl <min {@, Ellg)l }, entonces ’

149 a) Sean by,...,b,,t1,...,t, € R*. Sia;/by,...,a,/b, € [a,b], demostrar
que

a+---+ay, fiay +--- + thay,

b _ ,b].
b1+---+bn€[a’ Loy t1b1+---+tnb,,€[a ]

b) Mostrar que
a; ay+---+ap

min — < — < mdx —.
1<j<n bj b1 +'--+bn 1<j<n bj

¢) Sea p(x) = ap+ajx+---+a,x" un polinomio de grado n, con los a; > 0.
Si 0 < x <y, demostrar que (x/y)" < p(x)/p(y) < 1.

1.4.10 Seana,b € Ry 0 < A < 1. Entonces:

a) min{a, b} < da + (1 — )b < max{a, b}.
b) Sia,beQya#b,entonces A € QN[0,1]siysolosida+(1—-2A)beQ.

¢) (Densidad de los nimeros irracionales) Dados a,b € R con a < b, existe
xeR\Qtalquea < x<b.

1.4.11 Comprobar las siguientes propiedades de la funcién parte entera, védlidas para
todo x,y € R:

a) | x+m]|=|x]+m,simeZ.
by lx]+ 1yl <lx+yl <|x]+y]+ 1.

1.4.12 Demostrar que

Lx] +

x+1J+---+{x+uJ=LMJ,
n n

para todo x € R, n € N*, Indicacién: basta hacerlo para 0 < x < 1. Luego
. j j+1 ;
considere cada caso ﬁ <x< %, conj=0,1,...,n—1.
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1.5. El principio de intervalos encajados

Esta seccion incluye algunas propiedades del supremo e infimo asi como la de-
mostracion de que toda cadena decreciente de intervalos cerrados y acotados de R
tiene interseccidn no vacia. Como aplicacién mostraremos que R no es contable.

Teorema 1.6 (Principio de intervalos encajados). Para cada n € N considere un
intervalo I, = [a,,b,] C R con a, < b,. Suponga que I,,1 C I, para todo n € N.

Entonces
ﬂ 1, # 0.

Demostracion. Considere los conjuntos
A={a,eR:neN*} B=1{b,eR:neN")}

de extremos inferiores y superiores de los intervalos dados. La hipétesis sobre las
contenencias de los intervalos equivale a que

ag<a1<ar < <La,<day1 <bpy1 b, << by <by < by.

Estas desigualdades implican que a; < by, para todo j, k € N, es decir, A estd acotado
superiormente por cada elemento de B. Por el axioma de completitud existen a =
supAy b = inf B. Ademis

a<by, paratodokeN, yportanto a<b.
Finalmente, como a,, < a < b < b, para todo n, concluimos que [a, b] C (Ve In. O
Corolario 1.2. R es no numerable.

Demostracion. Si R fuese numerable seria posible escribir R = {ry, r,r3,...}. Fije
un intervalo cerrado y acotado /; tal que | ¢ I; y a partir de él construya un intervalo
cerrado y acotado I, tal que I, C I y rp ¢ I». Procediendo por induccién, para cada
n € N* hallamos un intervalo cerrado y acotado I, C I, 1 tal que r, ¢ I,. Por el
principio de los intervalos encajados, existe ¢ € (), In- Pero ¢ # r,, para todo
n € N*. Esto contradice que todos los ndmeros reales estaban en la lista inicial. Asf,
R no puede ser numerable. m|

Sefialamos que una demostracion alternativa del corolario anterior se puede lo-
grar empleando la expansion decimal de los nimeros reales y el método de la diago-
nal de Cantor. Note que como (0, 1) es equipotente con R, ver Ejercicio basta
con trabajar con este intervalo.

Terminamos esta seccién con algunas propiedades extra del supremo y el infimo
que serdn ttiles en el estudio de la integral de Riemann, Capitulo[§]
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Proposicion 1.6. Sean A, B C R subconjuntos acotados. Las siguientes afirmaciones
se verifican:

1. SiA+B:={x+yeR:xeA,ye B}, entonces sup(A + B) = supA +supB e
inf(A + B) = inf A + inf B.

2. SiA’ CAyparacadaa € A existea’ € A’ cona < d’, entonces supA = supA’.
3. Si B' C By para cada b € B existe b’ € B’ con b’ < b, entonces inf B = inf B’.

Demostracion. (1) Sean @ = supA y S = sup B. Entonces paratodoa € A, b € B
tenemos que a + b < a + B. Por tanto, sup(A + B) < a + . Por otra parte, a + b <
sup(A + B), asi que fijado b, a < sup(A + B) — b, es decir sup(A + B) — b es cota
superior de A y asi @ < sup(A + B) — b. Entonces b < sup(A + B) —a, paratodo b € B
de donde concluimos que 8 < sup(A + B) — «, es decir @ + 8 < sup(A + B). De ambas
desigualdades se concluye la igualdad requerida. El caso del infimo se demuestra de
la misma forma.

(2) Como A’ C A, entonces sup(A’) < sup(A). Ahora, si a € A, por hipdtesis
a < a’ < sup(A’), para alglin a’ € A’. Por tanto, sup(A’) es cota superior de A y asi
sup(A) < sup(A’) de donde se concluye la igualdad. (3) se demuestra de la misma
forma. O

Ejercicios

1.5.1 ;Es vélida la propiedad de los intervalos encajados para I, = (a,,b,) 0 I, =
[an, +00)?

1.5.2 Demostrar que la funcién

v:R—>(-1,1), definida por ¢(x) =

1+ |x|

es biyectiva. Concluir que (-1, 1) no es contable. Construya una biyeccién
entre (—1,1) y (a,b), donde a < b, para concluir que (a,b) no es contable.
Misma pregunta para (a, +00) y (=00, b).

1.5.3 Mostrar que (0, 1) y (0, 1] son equipotentes empleando los siguientes métodos:

a) Escoja un conjunto contable {a;,ap,...} € (0,1) y use la funcién f :
(0,1) - (0, 1] que envia{ay, az,...}en{l,a,as,...}ylos demas puntos
los deja fijos.

b) [144] Escriba (0,11 = Uy, (757 2|y 0. 1) = U, [757- 1) y considere

1
la funcion biyectiva (lineal) mas simple f, : (n I ] [L] %) dada por
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fulx) = ﬁ + % — x. Compruebe que estas funciones se pueden escribir
bajo una sola férmula dada por
1 1
+ - X,
L1/x]+1  [1/x]

f:0,1] =00,  fln=

y que f es biyectiva. El hecho sorprendente de este resultado es que exista
una férmula cerrada para esta biyeccion.

075 T
05 + \
025 T N

Figura 1.6: Una biyeccién explicita entre (0, 1]y (0, 1).

Emplear el ejercicio anterior para concluir que cualquier intervalo I € R (que
no se reduzca a un punto) es un conjunto no numerable.

1.5.4 Un ntimero z € R se dice algebraico si existen n € Ny ag,...a, € Z tales
que ap +ajz+ -+ -+ a,z" = 0. Denotemos por A al conjunto de nimeros reales
algebraicos.

a) Comprobar que Q C A. Ademis, V2, V3 + V5, {/p € A, donde p es
primo y n € N*,

b) Demostrar que A es contable. Indicacién: si zg es algebraico, sea h(zg) el
minimo de los enteros n + Z;f:o la;|, tomado sobre todas las ecuaciones
l[ao+aiz+---+a,z" = 0] de las que zg es solucién. Mostrar que para cada
k € N, la ecuacién h(x) = k tiene solo un nimero finito de soluciones.

c) Concluir que existen niimeros reales que no son algebraicos. Tales nime-
ros se denominan trascendentes. Concluir también que R \ A no es con-
table. Para ejemplos explicitos de niimeros trascendentes ver el Ejemplo

[T0-1.1} Proyecto[T0.1

1.5.5 () [56] Es posible demostrar que A es un cuerpo con las operaciones de R.
Ademéds F. von Lindermann demostré en 1882 que m ¢ A. Empleando estas
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observaciones se puede demostrar directamente que R \ A no es contable. Para
ello considere la funcién f : [0, +00) — R\ A dada por

T+x, Sim+x¢A,
f) =

mT—x, Sim+xé€A.

Demostrar que f estd bien definida. Ademads es inyectiva: si f(x) = f(y), en-
tonces

x=|f)—nl=1fQ@) —nal=y.

Por tanto, R\ A contiene un conjunto no contable, concluyendo asi el resultado.
Para una demostracion de la trascendencia de r el lector puede consultar [[62]].

1.5.6 Sea C C R un conjunto acotado superiormente. Mostrar que ¢ = sup C si y solo
si ¢ es cota superior de C y para todo € > 0, existe x € C tal que ¢ — € < x.
Formular y demostrar la afirmacién andloga para el caso del infimo.

1.5.7 Sea® # A C R acotado inferiormente. Si —A := {—-a € R : a € A}, comprobar
que
inf A = —sup(—A).

1.5.8 Sean A, B C R conjuntos no vacios acotados superiormente. Entonces

a) sup(A U B) = méx{sup A, sup B}.
b) Si A C B, entonces sup A < sup B.

Formular y demostrar enunciados similares para el caso del infimo.

1.5.9 Sean A, B C R subconjuntos no vacios acotados superiormente. Se definen los
conjuntos

A-B:={a-beR:a€A,be B}, r-A:={r}-A={raeR:ae€A}.
Si @ = supA y S = sup B, demostrar las siguientes afirmaciones:

a) SiA,BC[0,+c0), entonces sup(A - B) = a - 8.

b) Sir >0, entonces sup(r - A) = ra.
Formular y demostrar enunciados andlogos para el inf y para r < 0.
1.5.10 Considere dos subconjuntos A, B C R no vacios.

a) Six <y,paratodo x € Aey € B, entonces supA < inf B.

b) Suponiendo a), mostrar que sup A = inf B si y solo si para todo € > 0,
existen x e Aeye€ Btalesquey —x < €.






Capitulo 2

Espacios métricos y espacios
normados

El objetivo de este capitulo es introducir los conceptos de espacio métrico y es-
pacio vectorial normado como modelos abstractos donde es posible trabajar con la
nocién de distancia. Esto incluye como casos particulares a los nimeros reales y
mds generalmente al espacio euclideo R?. Estudiaremos las definiciones de conjun-
tos abiertos y cerrados, las operaciones de interior y clausura asi como las nociones
de puntos interiores y de acumulacion. Estas herramientas sentaran las bases para es-
tudiar en capitulos posteriores el concepto de limite, pilar fundamental del Célculo.

2.1. Meétricas y normas

Los espacios métricos son aquellos donde existe una nocion de distancia, es decir,
podemos medir o cuantificar cuando un par de puntos estin cerca o lejos. La manera
de axiomatizar este concepto se explica a continuacién.
Definicion 2.1. Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto no
vacioy d : X X X — R es una funcién —Illamada métrica o distancia— que satisface
las siguientes propiedades:

= (Positividad) d(x,y) > 0, paratodo x,y € X y d(x,y) = 0 si y solo si x = y.

= (Simetria) d(x,y) = d(y, x), paratodo x,y € X.

= (Desigualdad triangular) d(x,y) < d(x, z) + d(z,y), para todo x,y,z € X.

La tercera propiedad abstrae la condicion, de la geometria euclidiana, de poder
construir un tridngulo a partir de tres segmentos dados.
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Ejemplo 2.1.1 (Métrica discreta). Todo conjunto X # () se puede dotar de estructura
de espacio métrico a través de la funcién

1 si x#y,
dD<x,y>={0 G ey

conocida como la métrica discreta.

Ejemplo 2.1.2 (Métrica usual de R). El valor absoluto en R permite de manera natu-
ral definir la distancia entre puntos de la recta real a través de la férmula

d(X,)’):|x_}7|, X,J’ER-

Las propiedades discutidas al final de la Seccién[1.4] en particular la Proposicién[I.5]
implican que d es una funcién de distancia.

Una clase fundamental de espacios métricos, muy empleados en Andlisis, son los
llamados espacios de Banach, en honor al matematico polaco Stefan Banach. En este
punto del curso introducimos su estructura base, generalizando las propiedades del
valor absoluto en R a normas sobre espacios vectoriales.

Definicién 2.2 (Espacios vectoriales normados). Sea E un espacio vectorial real.
Una norma sobre E es una aplicacién || - || : E — R, que satisface las siguientes
propiedades:

» (Positividad) ||v|| = 0, y ||v]| =0 siy solosiv = 0.
= (Homogeneidad) ||4 - v|| = || |||, paratodov € Ey A € R.
= (Desigualdad triangular) ||v + w|| < [|v]| + ||w]|, para todo v,w € E.

En este caso la pareja (E, || - ||) se conoce como un espacio vectorial normado. Note
que la homogeneidad y la desigualdad triangular expresan la compatibilidad de la
norma con las operaciones de producto por escalar y suma en E, respectivamente.

Todo espacio vectorial normado (E, || - ||) también es un espacio métrico porque
toda norma induce una métrica a través de la funcion

d||.||(v, w) = [lv—w, v,weE. (2.1)

Es inmediato comprobar que esta funcién es en efecto una métrica a partir de las
propiedades de la Definicion

Ejemplo 2.1.3 (El espacio euclideo). Para cada entero d > 1 consideramos el espacio
vectorial R cuyos puntos seran denotados por d-tuplas

x= (‘xl"""xd)’
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donde las operaciones son las usuales, operando por componentes.
Este espacio estd dotado del producto interno (o producto punto) dado por

d

<"'>:RdXRd_>R’ <x’y> 5=ijyj, -’C=(xl,---’xd),y=(Y1,---,)’d)-
=1

Esta aplicacion es bilineal, simétrica (es decir {x,y) = (y,x)) y estd definida positi-
vamente, esto es, (x, x) > 0. Ademads este valor es nulosi y solosix =0 = (0,...,0).
Este producto induce la norma euclidea dada por

d 1/2

el = Vi, x) = | > 1y

J=1

El espacio normado (R, ||-]l») serd llamado el espacio euclideo. La razén de su nom-
bre es que esta norma mide la distancia cldsica de un punto al origen, via el Teorema
de Pitagoras. Es claro que esta aplicacion es positiva y homogénea. Como es habitual,
la demostracion de la desigualdad triangular representa una mayor dificultad. En este
caso, esta es una consecuencia de la famosa desigualdad de Cauchy-Schwarz (2.2))
que demostraremos en un momento. A partir de ella vemos que

I+ yl3 = (x +y.x +y) = (X, x) + 2(x, y) + (.¥)
= [lxl3 + 2 ¢x. y) + IIyll3
< lIxl3 + 21 <x. y) | + 1Iyll3
< |lxll3 + 2lixllllyllz + lIyll3 = Alxllz + 1yll2)?,

y asi la norma euclidea satisface la desigualdad triangular. La forma general de estos
resultados se puede consultar en el Proyecto|14.1

Proposicion 2.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). El producto interno de R? sa-
tisface que
[, p) | < llxlla - Iyllo.  para todo x,y € RY. 2.2)

La igualdad se tiene si 'y solo si x e y son linealmente dependientes, es decir, uno es
muiltiplo escalar del otro.

Demostracion. Siy = 0, el resultado es claro. Ahora, si asumimos que y # 0, consi-
dere @ € R y note que

0 < [lx — ayll3 = {(x — ay,x — ay) = x|} - 2a (x,y) + >|lyli3. (2.3)

El término de la derecha es un polinomio cuadritico en @ que alcanza su minimo en
ay = {x,y)/ ||y||§. Asi, li se sigue de evaluar lb en «. Finalmente, si en (2.2)
se tiene la igualdad, también se tendrfa en (2.3) de donde x — agy = 0. O
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Finalizamos esta seccién con una familia de normas sobre R? que incluyen de
manera natural a la euclidea. Para la demostracién de la desigualdad triangular em-
plearemos una herramienta que serd justificada en el Proyecto sobre funciones
convexas y diferenciabilidad.

Ejemplo 2.1.4 (Las normas || - ||,). Sea p > 1. La p-norma en R< se define por la

férmula
1/p

d
lxll, = 2§|xﬂp . parax = (x,...,x) € RY.

Note que para p = 2 esta norma corresponde al caso euclideo. El caso limite p = +c0
también tiene sentido, ver el Ejercicio[2.1.5] y estd dado por

X||loo 1= mAax |x;|.
Il = mitx b

La desigualdad triangular para los casos p = 1 y p = +oo es facil de demostrar y
la omitimos. Para los demads valores, la desigualdad correspondiente lleva su nombre
en honor al matematico aleman Hermann Minkowski (1864-1909).

Proposicion 2.2 (Desigualdad de Minkowski). Dados p > 1y x;,y; € R, j =
1,...,d, se tiene que

d 1/p d 1/p d 1/p

Dbyl < Dl | D (24)
j=1

= j=1

Demostracion. Considere p > 1y la funcién h(f) = t. Como h” (t) = p(p — Dt"™2 >
0 para ¢ > 0, vemos que la funcién es convexa, es decir,

h(at + (1 — )s) < Ah(@) + (1 — Dh(s), paratodot,s>0,y0<A<1. (2.5

Considere x = (x1,...,%7),y = OV1,...,Yq) € R4 y sean A = |[|x|,, B = [[yll,.
Como (2.4) es valida six = 0 6 y = 0, basta considerar el casoenque A > 0y B > 0.
Si ponemos

| y;l A
= — = — /l = —
A’ T A+B
en la desigualdad (2.5)), y luego sumamos las d desigualdades obtenidas llegamos a

j=1,....d,

d d d
(il + Iy DP Z |x,|P Byl

(A + By +B AP J1A+BBP

Jj=

A partir de aqui y de la desigualdad |x; + y;|” < (Ix;| + |y;|)*, podemos concluir

4. O
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Ejercicios

2.1.1

2.1.2

2.13

2.14

2.1.6

Sea (X, d) un espacio métrico. Demostrar las siguientes desigualdades:

a) ld(x,y) —d(z,w)| < d(x,z) + d(y,w), para todo x,y,z,w € X.
b) ld(x,z) — d(y,2)| < d(x,y), para todo x,y,z € X.

Sea (E, || - ||) un espacio normado. Imitando el Ejemplo(1.4.3] demostrar que

| VIl = [Iwll | <|v—=wll, para todo v,w € E.

Sea d una métrica sobre X, p € X y r, M > 0 fijos. Demostrar que las siguientes
aplicaciones también son métricas sobre X:

a) d”(x,y) = min{M, d(x,y)}. d) dp(x,y) = d(x,p) + d(p,y) si
b) d.(x,y) =r-d(x,y). x#y,ydp(x,x) =0.

' __dxy)
) d'(xy) = 1+d(x,y)

Sea E un espacio vectorial real con una métrica d. Demostrar que d proviene
de una norma si y solo si satisface

a) (Homogeneidad) d(ax, ay) = |a|d(x,y), paratodo x,y € E, @ € R.

b) (Invarianza por traslaciones) d(x+z,y+z) = d(x,y), paratodo x,y,z € E.

|x =yl

;La métrica d(x,y) = ————
{ (x,y) T+ =)

sobre R proviene de una norma?

Sea p > 1. Demostrar que la p-norma en R? satisface
Ixlleo < I1xll, < d'Pllxllco,  para todo x € RY,

En particular, de aqui se deduce que lim ||x][, = |lx||. Para desigualdades
p—+oo

que relacionen los valores ||x||, para distintos p, ver el Ejercicio

Para 0 < p < 1 también es posible definir ||x|[, := (Z?Zl Ilep)l/”, para x =
(x1,...,xq) € R4, En este caso, demostrar que la desigualdad triangular no es
vélida, pero si la desigualdad invertida

e +yllp = 1l + [yl

Indicacién: imite la prueba de la desigualdad de Minkowski, pero usando ahora
que la funcién A(f) = ¥ es concava hacia abajo.
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2.1.7 Sea (X, d) un espacio métrico, ¥ # @ un conjunto no vacioy f : ¥ — X una
aplicacion inyectiva. Demostrar que (Y, dy) es un espacio métrico, donde

dy(yo,y1) = d(f(yo), f(y1)).

X _
1+|x|

—|’ define una métrica sobre R, ver Ejercicio

Por ejemplo, dy(x,y) = Hﬂy

2.1.8 (x) Sea (X, d,) un espacio métrico, para cada n € N*. Demostrar que:
a) Paracada p > 1 yn € N*, el producto cartesiano H;?:I X=X x---xX,
es un espacio métrico con cada una de las funciones
" 1/p
d’(x,y) = Z; Gy |5 d0y) = max i),
j:
donde x = (x1,...,%,), ¥y = V1,..., ) € H?:lxj-

b) (Requiere series, ver Capitulo |5) Considere el conjunto X = [, X, =
{x = {xp}nen+ : X, € X, paran > 1}. Mostrar que la funcién

> 1 dn(x"’y”)
D = M1 (v v
(xvy) ; 2n 1 +dn(x’1’y”)’

define una métrica sobre X.

2.2. Conjuntos abiertos y cerrados

Introduciremos aqui dos nociones topoldgicas bdsicas para subconjuntos de es-
pacios métricos: los conjuntos abiertos y sus complementos, los conjuntos cerrados.
Discutiremos sus propiedades bdsicas asi como algunos ejemplos.

Sea (X, d) un espacio métrico. Dado xyp € X y r > 0, definimos

Bay(xo,r) :={xe X :d(x,xp) <r} (2.6)

como la bola abierta con centro en xy y radio r. Insistimos en la notaciéon donde el
subindice d indica la métrica que estamos empleando. Para el caso de espacios nor-
mados (E, || - ||) escribiremos simplemente Bjj.(xo, 7). De la misma forma, definimos
la bola cerrada con centro en xo y radio r por

By(xo,r) = {x € X : d(x,x0) < r}.

Ejemplo 2.2.1. En (R, | - |) las bolas abiertas coinciden con los intervalos abiertos
porque
B|.|(x0,r) = {X eR: |X— XO| < I"} = (XO —r,Xxo+ i‘).

Reciprocamente (a, b) es la bola con centro (b + a)/2 y radio (b — a)/2.
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Ejemplo 2.2.2. Para la métrica discreta (X, dp) las bolas abiertas se reducen a dos
conjuntos:

Bg,(x0,r) ={x0}, si0<r<1, 'y By, (x0,7r)=X, sir>1.
Esto se debe a que dp solo asume los valores 0 y 1.

Ejemplo 2.2.3. En el espacio euclideo (R, - |I») las bolas abiertas corresponden a
nuestra intuicién de bolas como discos (d = 2) e interiores de esferas sélidas (d = 3).
Sin embargo, si cambiamos esta norma por || - ||, para 1 < p < +oo las bolas van a
cambiar de apariencia. Por ejemplo, para d = co, obtenemos

Byj1.((0,0),1) = {(x1, x2) € R? : |x| < 1y |xa] < 1},

es decir, la bola es el interior de un cuadrado. Para otros valores de p obtenemos las
graficas de la Figura 2.1 donde se indican solos los bordes en cada caso. El lector no
tendré problema en identificar cada caso segin el valor de p.

Figura 2.1: El borde de la bola By, ((0,0), 1) para p = 1, %, 2y p=oo.

En general, en (R%,]| - llo) la bola cerrada EH.”m(a,r) =la;—ra +r] X ---X
[ag—r,aq+r] concentroena = (aj,...,aq) € R4 es un ejemplo de una d-celda. Por
definicién una d-celda es el producto cartesiano de intervalos cerrados, es decir,

[a1,bi]1X - X [ag, bg) :i={x €RY :a; < xj<bj, j=1,...,d}.

Nota 2.2.1. En todo espacio vectorial normado (E, || - ||) las bolas abiertas son con-
Jjuntos convexos. Recordemos que C C E es convexo si

dadosv,w e Cy0<A<1, entoncesAdw+ (1 —A)yveC.

Geométricamente {Aw + (1 —A)v € E : A € [0, 1]} representa el segmento de recta que
une a v con w.
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Para comprobar que By (vo, r) es convexo tome v, w € B (vo, 7). Entonces

d||.||(/lw + (l - /l)v, V()) =||/lW + (1 - /l)v - V()”
=[[Aw = vo) + (1 = (v = vo)l
<Aw=wll+ (X =Dllv=woll < Ar+ (1 = D)r =,

para todo 0 < A < 1, como era requerido. Otra propiedad interesante es que las bolas
B = Byj(0, r) centradas en O € E satisfacen —B = B, donde —B := {-v € E : v € B}.
En efecto, ||v|| < 1 siysolosi||—v|| < 1. Se suele decir que B es simétrico respecto a
0. Para normas en R que realicen una forma predeterminada con estas propiedades
como bola unitaria cerrada, ver el Ejercicio

Definicion 2.3 (Conjuntos abiertos). Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que

= Un conjunto U C X es abierto si para todo x € U existe r = r(x) > 0 tal que
By(x,r) C U. Si U es abierto y xg € U se dice que U es una vecindad de xy.

» Un conjunto C C X es cerrado si su complemento X \ C es abierto.

Note que por definicion estas son nociones complementarias: A C X es abierto si
y solo si X \ A es cerrado.

Antes de dar algunos ejemplos incluimos las siguientes propiedades bésicas de
estos conjuntos. Cabe recalcar que la siguiente proposicién es el punto de partida para
definir la nocién mas general de espacio topoldgico. Aunque no estudiaremos estos
espacios en este libro, insistimos en que todas las nociones que se puedan definir en
términos de conjuntos abiertos o cerrados, mas no en términos de métricas, se pueden
extender al contexto de espacios topoldgicos.

Proposicion 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces
1. 0y X son abiertos.

2. Si{Ugy}aer es una familia arbitraria de conjuntos abiertos, entonces la union
Uwer Uq es abierta.

3. SiUy,...,U, son abiertos, entonces la interseccion ﬂ?zl U; es abierta.
De la misma forma, tenemos que
1. 0y X son cerrados.

2. Si{Cqylaer es una familia arbitraria de conjuntos cerrados, entonces la inter-
seccion (e Co es cerrada.

3. SiCy,...,C, son conjuntos cerrados, entonces la union U’}zl Cj es cerrada.
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Demostracion. Demostramos solo las afirmaciones sobre conjuntos abiertos, dado
que los enunciados sobre conjuntos cerrados son equivalentes a estas via tomar com-
plementos y las leyes de De Morgan.

Para (2) sea x € (Jyes Uq- Luego x € Up para algin 8 € I. Al ser Ug abierto,
existe rg > 0 tal que By(x,75) € Ug C (Uqser Ua» y asi esta unidn es abierta. Para (3),

six € ﬂjzl U,y cada U es abierto, existe r; > 0 con By(x,r;) C Uj, j=1,...,n.
Si tomamos r = min{ry, ..., r,}, es inmediato verificar que By(x,r) C ﬂ?ﬂ U,. Por
tanto, esta interseccion es abierta. O

Presentamos ahora algunos ejemplos para clarificar estas nociones.

Ejemplo 2.2.4 (Las bolas abiertas son conjuntos abiertos). En cualquier espacio
métrico (X, d) los conjuntos By(xg,r) son abiertos. En efecto, si x € By(xp, r), to-
me 0 < p < r—d(x, xp). Entonces, si y € X satisface d(y, x) < p, por la desigualdad
triangular, vemos que

d(y,xp) <d(y,x) +d(x,xp) <p+d(x,x9) <r.
Asi comprobamos que By(y, p) € By(xg, ).

Ejemplo 2.2.5. En un espacio con la métrica discreta (X, dp), todo conjunto es abier-
to y cerrado a la vez. En efecto, si A C X, como

A= i

acA

y cada {a} = By, (a, 1) es abierto, entonces A es abierto. Otro ejemplo de esta situacion
es (Z,] - |) con el valor absoluto usual. En este espacio tenemos que

Bn,1)={meZ:|m-n|<1}={n}, nez,
y por tanto los conjuntos de un elemento son bolas abiertas.

Ejemplo 2.2.6. En (R, |-|) por los Ejemplos y los intervalos (a, b) son con-
juntos abiertos. Por otra parte (g, +c0) y (—co, a) son abiertos al ser unién de abiertos,

por ejemplo
(@+0)=| Jaby= | ] @b = J@a+).
j=1

b>a keNk>a

Ahora, los intervalos cerrados [a, b] son conjuntos cerrados porque R \ [a,b] =
(—00,a) U (b, +00) son abiertos. Si a = b, vemos los conjuntos puntuales {a} también
son cerrados. Los intervalos (a, b] no son ni abiertos ni cerrados. Finalmente, a partir
de la densidad de Q y R \ Q, Teorema [I.4] y Ejercicio [[.4.10] vemos que Q ni es
abierto ni es cerrado.

Las condiciones sobre intersecciones finitas de abiertos y uniones arbitrarias de
cerrados en la Proposicién [2.3] son necesarias, como lo muestra el siguiente ejemplo.



50 Capitulo 2. Espacios métricos y espacios normados

Ejemplo 2.2.7. En (R, ||) considere los intervalos abiertos U,, = (—1/n, 1/n),n € N*,
Si x € N,ean+ Un, esto significa que |x| < 1/n, para todo n > 1, que a su vez implica

que x = 0. Por tanto,
() Ua =10},

neN*

que no es abierto. De la misma forma, si C,, = [%, 1- %] para n > 2, se sigue que

(59
U C,=1(0,1) no es cerrado.
n=2
En este punto podemos sefialar que cada conjunto abierto U C X en un espacio
métrico (X, d) es, por definicidn, la unién de bolas abiertas. Esto se debe a que

U =) Bax, r(x), 2.7)

xeU
donde r(x) > 0 es como en la Definicién[2.3]

Ejemplo 2.2.8 (Abiertos en subespacios). Si (X, d) es un espacio métricoy Y C X,
entonces Y adquiere de manera natural estructura de espacio métrico restringiendo d
a Y x Y. Denotaremos este espacio por (Y, dy). En este caso las bolas en Y se obtienen
a partir de la igualdad

Ba,(yo,1) = Ba(yo,r) N Y.

Esta propiedad junto con la igualdad (2.7) demuestra que un conjunto V C Y es
abierto en (¥, dy) siy solo si

V=UnY, donde U C X es abierto en (X, d).

De hecho ya hemos visto esta situacién en el Ejemplo con Z < R. Otro
ejemplo es el semiplano superior cerrado H = {(x,y) € R> : y > 0} en el espacio
euclideo (R2,]|-]l»). El conjunto A = {(x,y) € H : x> +y? < 1} es abierto en H porque
A = By,((0,0),1) N H, pero no lo es como subconjunto de R?, ver Figura

Figura 2.2: Un semicirculo como conjunto abierto en el semiplano superior.
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Finalmente, en el caso de un espacio vectorial normado (E, ||-||) estas afirmaciones
son aplicables a cualquier subconjunto £y C E. Sin embargo, (Ey, || - ||g,) solo serd
un espacio vectorial normado si Eq es un subespacio vectorial de E.

Ejercicios

2.2.1 Mostrar que en un espacio métrico (X,d), si U C X es abiertoy F € X es
cerrado, entonces U \ F es abiertoy F'\ U es cerrado.

2.2.2 Comprobar a partir de las definiciones, las siguientes afirmaciones sobre sub-
conjuntos del espacio euclideo:

a) Hy ={(x1,...,x7) € R?: x; > 0} es abierto.

b) Hy ={(x1,...,xq) € R?: x; > 0} es cerrado.

) A={(x,y) €R?>: x>0, 0 <y < 1/x} es abierto.
d) [0,1]x Q C R? no es abierto.

2.2.3 Sea (X, d) un espacio métrico, xop € X y r > 0. Demostrar que la bola cerrada
By (xo, 1) en efecto es un conjunto cerrado de X. Ademas, para espacios vecto-
riales normados (£, || - ||), estos conjuntos son convexos. Si xg = 0, también son
simétricos respecto a0 € E.

2.2.4 Comprobar que toda d-celda [a;, b1] X - - - X [aq, bg] en R es convexa.

2.2.5 a) Mostrar que la funcién

) |x]
1(x, llpex = max {le, [yl + >

es una norma en R2. Graficar la bola By, ((0,0), 1).

b) Grafique las bolas By,((0,0),1) € R? para varios valores de p € (0, 1).
;,Son conjuntos convexos?

2.2.6 Mostrar que si A C R? o B C R? es abierto en el espacio euclideo, lo mismo es
vilidoparaA+B:={x+yeR?:x €A,y € B).

2.277 a) Sean d; y d métricas sobre un conjunto X. Mostrar que si existe @ > 0
tal que

di(x,y) < adr(x,y), paratodo x,y € X,

entonces By, (xo, r) € By, (xo, ar). Concluir que si U es abierto en (X, dy),
entonces es abierto en (X, dp).
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b) Si existen a, 8 > 0 tales que
Bdr(x,y) <di(x,y) < ady(x,y), paratodo x,y € X,

entonces U es abierto en (X, d;) si y solo si es abierto en (X, d,). En este
caso decimos que las métricas d; y d son equivalentes. Para el caso de
un espacio vectorial £, dos normas |- || y || - ||" son equivalentes si existen
a, B > 0 tales que

BIVI<IVI" < elvll,  paratodov € E.

¢) Aplicar estos resultados y el Ejercicio[2.1.5|para mostrar que un conjunto
U C R? es abierto respecto a la norma || - || si y solo si lo es respecto a
alguna de las normas || - || ,, con p > 1.

2.2.8 (x) Demostrar que cualquier conjunto abierto U de R es la unién de una familia
contable de intervalos abiertos disjuntos.
Indicacién: si x € U, sean a, = inf{a < x : (a,x) € U}, by = sup{x < b :
(x,b) C U}y I, = (ay, by). Mostrar que U = |,y I, donde cada dos de estos
intervalos, si son distintos, son disjuntos.

2.3. Interior y clausura

A todo subconjunto de un espacio métrico es posible calcularle dos conjuntos
asociados: su interior (el abierto mds grande contenido en €l) y su clausura (el cerrado
mas pequeiio que lo contiene). En esta seccidn estudiamos estas construcciones y las
nociones asociadas de puntos interiores y puntos de acumulacién o limite.

Definicion 2.4. Sea (X, d) un espacio métrico y A € X. Decimos que a € A es un
punto interior de A si existe un conjunto abierto U € X talquea € Uy U C A. El
conjunto Int(A) de puntos interiores de A se conoce como el interior de A.

Se sigue de la definicién anterior que Int(A) € A. Ademas, por definicién de
conjunto abierto tenemos que a € Int(A) si y solo si existe » > 0 tal que By(a,r) C A.
Ademads tenemos la siguiente caracterizacion.

Proposicion 2.4. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Si U C A es abierto,
entonces U C Int(A). En otras palabras,

Int(A) = U U. (2.8)

UcA
Ues abierto

En particular, A es abierto si 'y solo si Int(A) = A.
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Demostracion. La primera afirmacién se deduce de la igualdad (2.8)). Para demos-
trarla, note si x pertenece a dicha unidn, existe un abierto V. C A con x € V. Asf x es
punto interior de A. La contenencia restante se justifica de la misma forma.

Para la dltima afirmacién note que Int(A) es abierto al ser unién de abiertos.
Entonces si A = Int(A), A es abierto. Por otra parte, si A es abierto, A hace parte de
la unién (2.8) y asi A = Int(A) como requeriamos. O

Los conjuntos cerrados también admiten caracterizaciones similares.

Definicion 2.5. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Decimos que x € X es un
punto de acumulacion (o también punto limite) de A si para todo € > 0 tenemos que

Bi(x,e) N (A\ {x}) # 0. (2.9)

El conjunto de puntos de acumulacién de A se denotara por A’ y recibe el nombre de
conjunto derivado de A.

En esta definicién podemos reemplazar las bolas abiertas por conjuntos abiertos
U C X tales que x € U, y requerir que U N (A \ {x}) # 0, para todos estos conjuntos.
Otra observacién que usaremos sistematicamente es la siguiente: si (2.9) no es vélida
y x ¢ A, entonces By(x,€) C X \ A.

Proposicion 2.5. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Entonces A es cerrado si y
solo si A’ C A.

Demostracion. Por definicién de conjunto cerrado debemos demostrar que X \ A es
abierto si y solo si A” C A. Primero supongamos que X \ A es abierto y sea x € A’.
Si fuese vélido que x € X \ A, al ser abierto existiria r > 0 tal que By(x,r) € X \ A,
contradiciendo la condicién (2.9) (para € = r). Por tanto x € A.

Reciprocamente, suponga que A” C A. Si x € X \ A, entonces x ¢ A’, es decir,
existe € > 0 tal que la condicion (2.9) no es vilida. Pero By(x,€) N (A \ {x}) = 0
implica que By(x,€) € X \ A porque x ¢ A. Este razonamiento muestra que todo
punto de X \ A es un punto interior, es decir, este conjunto es abierto, como debiamos
demostrar. O

Deﬁnigi()n 2.6. Sea (X,d) un espacio métricoy A C X. La clausura de A se define
comoA=AUA".

La clausura también se puede caracterizar a través de una propiedad sobre sus
puntos. En efecto, x € A si y solo si para todo € > 0 tenemos que

Bu(x,e) N A # 0. (2.10)

En efecto, si x € A, lainterseccion (2.10) contiene a x y por tanto no es vacia, mientras
que si x € A"\ A, por (2.9), la interseccion (2.10) tampoco es vacia.
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De esta caracterizacion es inmediato verificar que
siACB, entoncesA C B. (2.11)

Note ademds que en general Int(A) C A C A, para todo A C X.

Con estas observaciones podemos demostrar las siguientes caracterizaciones de
la clausura, andlogas a las del interior de un conjunto. En particular, veremos que la
clausura de un conjunto es el conjunto cerrado mas pequeiio que lo contiene.

Proposicion 2.6. Para todo A C X en un espacio métrico (X, d), se verifica que:
1. A es cerrado.

2. A es cerrado siy solo si A = A.

3.
A= ﬂ F. (2.12)

F e cetrado
Demostracion. (1) Debemos ver que X\A es abierto. Six € X\A = (X\A)N(X\A),
entonces x ¢ Ay x ¢ A’. Por tanto, existe r > 0 tal que By(x,r) C X \ A. Para concluir
basta ver que By(x,r) € X\ A’ porque asi By(x,r) € (X\A)N(X\A"). Tome entonces
y € X con d(y, x) < r. Recordando el Ejemplo[2.2.4] si 0 < p < r — d(y, x) entonces
By(y,p) € By(x,r) € X \ A, es decir, By(y,p) N A = 0. Por definicién de punto limite
concluimos que y ¢ A’.
(2) Si A es cerrado, por la Proposici(’)n A’ C Ayasi A = A. La reciproca se
sigue de (1).
(3) Como A C A y por (1), A es cerrado, dicha interseccidn estd contenida en A.
Reciprocamente, si A € F y F es cerrado, por li obtenemos que A C F = F,y
asi A estd contenido en la interseccién requerida.

O

Asf como las nociones de conjunto abierto y cerrado son complementarias entre
si, el interior y la clausura de un conjunto se pueden obtener uno del otro a través de
complementos. M4s precisamente,

Int(A) = X\ X\ A, A=X\Int(X)\A). (2.13)

Estas afirmaciones se pueden demostrar directamente a partir de las caracterizaciones
(2-8) y 2.12). Por ejemplo, para la primera igualdad, note que U C A es abierto si y
solosi X\ A € X\ U = F es cerrado. De esta forma podemos reindexar y escribir

Int(A) = U U= U X\F=X\ ﬂ F=X\X\A4,

UcA X\ACF X\ACF
Ues abierto Fes cerrado Fes cerrado

donde aplicamos las leyes de De Morgan. La segunda propiedad se demuestra de la
misma manera.
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Veamos ahora algunos ejemplos de como aplicar estas propiedades.

Ejemplo 2.3.1. En cualquier espacio métrico (X, d) se verifica que

Int(Int(A)) = Int(A) A = A,
porque Int(A) es abierto y A es cerrado.

Ejemplo 2.3.2. Si a € A’, entonces cada bola con centro en a contiene infinitos
puntos de A. En caso contrario, si existiera € > 0 tal que Bg(a,e) N (A \ {a}) =
{x1,...,x,}, tome r = min; <<, d(a, x;) > 0. Esto muestra que By(a,r) N (A \ {a}) =
0, contradiciendo que @ € A’. En conclusién, si un conjunto tiene puntos limite,
entonces debe ser infinito.

Ejemplo 2.3.3. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X y A no tiene puntos
limite, entonces A es automaticamente cerrado porque A = AUA’ = AU = A. Esta
situacién se da por ejemplo cuando A es finito, como lo muestra el ejemplo anterior.

Ejemplo 2.3.4. En un espacio (X, dp) con la métrica discreta, como todo subconjunto
es abierto y cerrado a la vez, entonces Int(A) = A = A paratodo A C X.

Ejemplo 2.3.5 (Conjuntos con un unico punto de acumulacién). Suponga que en
(X, d) existen x € X y una sucesion de puntos {x,},en+ tales que

1
0 <d(xp,x) <—, paratodon>1. (2.14)
n

En este caso E = {x], x2, x3,...} es un conjunto con infinitos puntos y £’ = {x}. Esta
situacién la estudiaremos en detalle en el Capitulo ff] cuando precisemos la nocién de
limite de una sucesidn.

Comenzamos por demostrar que E es infinito. Si no lo fuera, como x ¢ E, tene-
mos que p = min{d(x, x,) : n € N*} > 0. Si N € N* es tal que 1/N < p, la condicién
no seria valida para xy. Esta contradiccion muestra que E debe tener infinitos
elementos.

Veamos ahora que x € E’. Dado € > 0, por la propiedad arquimediana podemos
tomar N € N* con 1/N < e. Luego muestra que xy € By(x, €) N (E \ {x}).

Para terminar, mostramos que si y # x, entonces y no es punto de acumulacién
de E. En efecto, como d(x, y) > 0 podemos elegir N € N* tal que 1/N < d(x,y)/2. Si
n > N la desigualdad triangular muestra que

1 1
d(y, xp) 2 d(x,y) = d(x, xp) > d(x,y) = — > 5d(x.y).

Para encargarnos de los puntos restantes xi,...,xy-; € E sea ¥’ = min{d(y, x,,)/2 :
n=1,...,N—-1,x, # y} > 0y r = min{r’,d(x,y)/2} > 0. Esta eleccién demuestra
que By(y,r)N(E\{y}) =0 yportantoy ¢ E’.

En conclusidn, E es infinito y E’ tiene un Unico elemento.
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Ejemplo 2.3.6. En (R, | - |) tenemos que
Int(a, b) = (a, b), (a,b) =[a,b], (a,b) =la,b].

Para ello basta con justificar la igualdad intermedia. Si x € (a, b) tome € > 0 con
(x—€,x+¢€) C (a,b), de donde la condicion se verifica y asi x es punto limite de
este conjunto. Si x =a 6 x = btomando 0 < € < (b—a)/2 es claro que (x—€,x+€)N
(a,b) # 0, asi que los extremos del intervalo también son puntos limite del mismo.
De la misma forma se puede justificar que

Int[a, b] = (a, b), Int[a, b) = (a, b), (a,b] = [a,b],

asi como calcular el interior y la clausura de otro tipo de intervalos. Consideremos
ahora el conjunto

A={l/neR:neN'} quesatisface Int(A)=0, A" ={0}, A =AU{0).

Laigualdad A" = {0} es un caso particular del Ejemplo con x, = 1/n. Siguiendo
la misma idea es posible construir un conjunto B con exactamente dos puntos de
acumulacién, por ejemplo, trasladando A. En efecto,

B={1/neR:neN"JU{2+1/neR:neN*"}, cumple que B’ = {0,2}.

Por otra parte, el conjunto de ndmeros racionales Q ofrece un ejemplo mas in-
teresante donde se tiene que

Int(Q) = 0, Q =R, Q=R

Todas estas igualdades se deducen de la densidad de Q y R \ Q en R. Por ejemplo,
ninglin nimero real puede ser un punto interior a Q porque todo intervalo abierto
contiene nimeros irracionales y asi Q no contiene intervalos.

En general, se emplea el mismo lenguaje sobre densidad para conjuntos cuya
clausura sea todo el espacio.

Definicion 2.7 (Conjuntos densos). Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que D C
Xesdensoen XsiD=X.

Continuando en el contexto de los niimeros reales tenemos la siguiente propiedad
que relaciona la clausura de un conjunto con su supremo o infimo.

Proposicion 2.7. Sea 0 # E C R acotado superiormente (resp. inferiormente). En-
tonces supE € E (resp. Inf E € E).

Demostracion. Establecemos el enunciado para el supremo y = sup(E). Siy € E C
E, hemos terminado. Siy ¢ E, dado € > 0, el nimero y — € < y no puede ser cota
superior de E, y por tanto existe i € E tal que

y—e<h<y Asihe(y-ey+e)NE\{}

es decir y € E’ como queriamos probar. |
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Ejercicios

2.3.1 (Problema de la clausura-complemento de Kuratowski) Sea (X, d) un espacio
métrico y A € X. ;Cudl es el nimero maximo de conjuntos distintos que se
puede obtener aplicando repetidamente las operaciones de clausura y comple-
mento a A? La respuesta es 14. Este resultado se debe a Kazimierz Kuratowski
quien lo demostré en [85]] (1922). Encontrar un conjunto A C R que resuelva
el problema de Kuratowski.

2.3.2 Construir un conjunto acotado en R que tenga exactamente N > 3 puntos de
acumulacion. Misma cuestion para una cantidad contable de puntos.

2.3.3 a) En un espacio métrico (X, d) considere el conjunto B(xo, ) como en el
Ejercicio Demostrar que la clausura de B;(xo, r) estd contenida en
este conjunto. ;Son iguales?

b) Demostrar que en (R4, || - |2),
By, (x0, 1) = {x € RY : [|x = xoll2 < 7).

Mostrar la misma afirmacion para bolas en espacios normados (E, || - ||).
Indicacién: considere puntos de la forma x + A(x —xp), 0 < A < 1.

2.3.4 Sea (X, d) un espacio métrico, £ C X y E’ su conjunto derivado. Mostrar que
E’ es cerrado. Ademas E y E tienen los mismos puntos limite. ; Tienen E y E’
los mismos puntos limite?

2.3.5 Sean (X, d) un espacio métrico. Determinar la veracidad de las siguientes afir-
maciones demostrandolas o dando un contraejemplo.
a) AUB=AUBYyANB=ANB.
b) m = Uy Ay
¢) Int(A) U Int(B) = Int(A U B) e Int(A) N Int(B) = Int(A N B).
d) A e Int(A) tienen la misma clausura.
e) Ay A tienen el mismo interior.

f) Desdensoen X (es decir D= X) siysolosiInt(X \ D) = 0.

2.3.6 Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. La frontera de A se define por

0A:=AN(X\A).
Demostrar las siguientes propiedades:

a) 0(X \ A) =0A.
b) 0A es cerradoy 0A N Int(A) = 0.
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¢) 0A = (0 siy solo si A es abierto y cerrado.
d) A = Int(A) U dA.
e) A es abierto siy solo si 0A = A\ Asi ysolosi 0A C X \ A.
f) A es cerrado siy solo si 0A C A.

2.3.7 Considere los conjuntos de niimeros algebraicos A y nimeros trascendentes
R\ A, ver el Ejercicio Comprobar que son ambos densos en R.

2.3.8 Sea A = U, (an, by) C [0, 1] unién contable tal que para cada r € Q N (0, 1),
existe n € N* tal que r € (ay,, b,). Mostrar que A =10,1] y 0A = [0,1] \ A.
Indicacién: recuerde (2.13).

2.3.9 (%) Sea {0} # G C R un subgrupo aditivo, es decir, G es cerrado bajo sumas e
inversos aditivos. Demostrar que G esde laformaG = Z-t = {n-te R: n € Z},
para algin 7 > 0, o que G es denso en R.

Indicacion: Sea T = inf(GNR*) > 0y analice los posibles casos: 7 > 0y 7 = 0.
2.3.10 (%) Sea K C R? cerrado, convexo y simétrico respecto a 0. Suponga que K

contiene una bola euclidea centrada en el origen. Bajo estas condiciones defina
lxllx :=inf(d e R* : 17! - x € K},

ver Figurapara un ejemplo particular de K en R%. Demostrar que (R?, ||-||x)
es un espacio normado para el cual K = {x € R? : |lx|lx < 1}. Esta norma se
conoce como el funcional de Minkowski y resuelve el problema de encontrar
una norma en R para la cual K es la bola unitaria cerrada.

Indicacioén: la simetria de K demuestra que || — x||g = ||x||z. Si x,y € R4 no son
cero, entonces x’ = x/||x||x, ¥’ = ¥/llyllx € K. Por convexidad,

llxllx , lyllx

= y' = (lxllx + lIyllx) ' (x +y) € K,
lxllx + Iyl lellx + [yllx

es decir, ||z]lx < 1. ;Como implica esto la desigualdad triangular?
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YEK: |1

Figura 2.3: K, es cerrado, convexo y simétrico. Ademds 0 <t < 1y ||x|[x = r.






Capitulo 3

Compacidad y conexidad

En los cursos de Célculo existen dos teoremas fundamentales sobre funciones
continuas f : I — R, donde I C R es un intervalo. Estos son los Teorema del va-
lor intermedio y el Teorema del valor extremo (valido para I = [a, b]), que seran
tratados en el Capitulo[6] El presente capitulo estudia las propiedades intrinsecas del
conjunto / que hacen que estos teoremas sean validos. En el primer caso, I es conexo,
mientras que en el segundo caso I = [a, b] es compacto. Estudiaremos las principa-
les propiedades de estas nociones, incluyendo los Teoremas de Cantor, Heine-Borel
y Bolzano-Weierstrass. Ademas, se incluye una breve seccidn sobre el conjunto de
Cantor como ejemplo de un conjunto no vacio, compacto, no numerable y sin puntos
aislados.

Es importante recalcar que histéricamente la propiedad de compacidad se vislum-
bra por primera vez con el Teorema de Bolzano de 1817 (todo conjunto infinito en
[a, b] C R tiene un punto de acumulacién) y mds adelante con el mismo resultado para
conjuntos acotados de R?, Teorema de Weierstrass Luego, M. Fréchet (1906) es
quien extrae la esencia de la propiedad de Bolzano-Weierstrass definiendo la nocién
que hoy en dia se conoce como ser secuencialmente compacto, ver Proposicion [3.4]
Sin embargo, la nocién moderna empleando cubrimientos por abiertos (1929) emer-
gi6 de la escuela rusa de Topologia liderada por P. Alexandrov y P. Urysohn. Esta
es una propiedad en general mds fuerte que ser secuencialmente compacto. Afortu-
nadamente, en el caso del espacio euclideo, todas ellas son equivalentes, Teorema

B4

3.1. Conjuntos compactos

Como explicdbamos en el Capitulo [2| las nociones que se pueden expresar en
términos de conjuntos abiertos, o cerrados, se extienden de manera inmediata a espa-
cios topoldgicos. Este capitulo serd desarrollado desde esta perspectiva donde dare-
mos las definiciones de compacidad y conexidad sin emplear la métrica del espacio,
en aras de que el lector se pueda beneficiar de esta abstraccién en cursos futuros.
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Comenzamos incluyendo la siguiente propiedad de los espacios métricos que en
lenguaje topoldgico, se expresa diciendo que estos espacio son 75 o de Hausdorff.
Como su demostracién emplea la métrica, esto no es algo vélido en contextos mas
generales.

Proposicion 3.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Dados x,y € X, x # Y, existen
abiertos U,V C X disjuntos (UNV =0) talesque xe Ueye V.

Demostracion. Six # y,entonces r = d(x,y) > 0. Tome U = By(x,p)yV = Bs(y,p),
con 0 < p < r/2. Si estos abiertos se intersecaran existiria z € X con d(x,z) < py
d(y,z) < p. Pero la desigualdad triangular implica que

r=d(x,y) <d(x,z) +d(,z) < 2p,
contradiciendo la eleccién de p. Asi U NV = 0. O

Otra propiedad de naturaleza métrica es la de ser acotado y por supuesto depen-
derd también de la métrica que se emplee.

Definicion 3.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que E C X es acotado si
existe M > 0 tal que d(x,y) < M, para todo x,y € E.

Otra forma equivalente de expresar el hecho de ser acotado es requerir que exista
una bola B;(xg, r) tal que
E C Bi(xo, ).

En efecto, si E es acotado y fijamos algin xy € E, entonces para todo x € E,
d(x,x9) < M < 2M y por tanto x € By(x9,2M). Asi E C Bg(xo,2M). Reciproca-
mente, si E C By(xo, r), entonces d(x,y) < d(x, xo) + d(xg,y) < 2r, paratodo x,y € E
y asi es acotado segtin la definicién anterior.

Ejemplo 3.1.1. Un intervalo de la forma (a, b) o [a, b] es acotado en (R, | - |) mientras

que R no lo es. Sin embargo, si cambiamos de métrica, por ejemplo, (R, d") donde

|x =yl
d(x,y) = —————,
y) =17 )]
ver Ejercicio [2.1.3] entonces todo subconjunto de R seria acotado porque este caso
0<d'(x,y) <1, paratodo x,y € R.

Definicion 3.2. Sea (X, d) un espacio métrico y A € X. Una familia de conjuntos
U = {Uglqes, €s un cubrimiento por abiertos para A si cada U, es abierto en X y
A C Uges Uy Note que si A = X, esta contenencia es de hecho una igualdad.

Definicion 3.3. Sea (X,d) un espacio métrico y K C X. Decimos que K es com-
pacto en X si para todo cubrimiento por abiertos U = {U,}qes de K, existen finitos

ai,...,q, € J tales que
n
Kc| U,
j=1
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Vale la pena anotar que si X es compacto, este requerimiento nos dice que X =
U?: 1 Ua;, porque la unién es un subconjunto de X.

En términos practicos la definicién de compacidad nos dice que todo cubrimiento
por abiertos de K posee un subcubrimiento finito. Esta no es una nocioén intuitiva, pero
es muy adecuada para codificar las propiedades intrinsecas que estudiaremos de estos
espacios. Para familiarizarnos con ella presentamos algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 3.1.2. En cualquier espacio métrico, todo conjunto finito es compacto. Por
otra parte, considere un espacio (X,dp) con la métrica discreta y K € X un sub-
conjunto compacto. Entonces K debe ser finito. Esto se debe a que, en este caso,
U = {{x} : x € K} es un cubrimiento por abiertos de K. De la definicién anterior
vemos que es posible extraer un subcubrimiento finito de U, es decir, K solo tiene
finitos puntos.

Ejemplo 3.1.3. Sea (X, d) un espacio métricoy K C X compacto. Existen dos formas
naturales de construir cubrimientos de K:

1. (Todo compacto es acotado) W = {B;(xp,7) : r > 0}, donde xp € X es fijo y el
radio varia arbitrariamente. Si x € Ky r > d(x, xp), entonces x € By(xg, 1), y
asi U es un cubrimiento por abiertos de K. Por compacidad existen 0 < r; <
-+ < ry tales que

K C | ) Ba(xo,rj) = Ba(xo, n),

n
Jj=1

y asi K es siempre acotado.

2. U = {By(x,€) : x € K}, donde ahora el radio € > 0 es fijo. Por compacidad
existen finitos xi, ..., x, € K tales que

n
K C U By(xj, €).
j=1

Por tanto K se puede cubrir por finitas bolas de radio constante.

Ejemplo 3.1.4. Un intervalo abierto en R no puede ser compacto en R. Por ejem-
plo, para (—1, 1) considere el cubrimiento por abiertos !l = {U,},>2, donde U, =
(—1 + %, 1- }l) Como U, € Uz C ---, ningln subcubrimiento finito de U cu-
bre al intervalo porque dados enteros 0 < n; < ny < --- < n, tenemos que

7:1 Un_/ = Unm ¢ (=L 1).

Nota 3.1.1. En un espacio métrico (X, d), dado K C X recordemos que (K, dg) es un
espacio métrico en si, Ejemplo[2.2.8] La nocién de compacidad de hecho no distingue
el espacio ambiente. Esto significa que K es compacto como subconjunto de X si y
solo si (K, dg) es compacto.
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Supongamos que K es compacto relativo a X. Para mostrar que el espacio (K, dy)
es compacto, tome un cubrimiento por abiertos B = {V,}.es de K, es decir K =
Uges Va. Como V, C K es abierto relativo a K, V, = U, N K, donde U, C X es
abierto relativo a X. De esta forma vemos que K C | J,c; U, y al ser compacto en X,
podemos encontrar finitos a1, ...,a, € J tales que K C U?Zl Uq;. Esto implica que
K= U;le V4, como queriamos demostrar. La reciproca es igual.

Estudiamos a continuacion la relacion entre conjuntos compactos y cerrados.
Proposicion 3.2. Sea (X, d) un espacio métricoy K C X compacto. Entonces

1. K es un conjunto cerrado.

2. Si F C K es cerrado en X, entonces F es compacto.

3. Si F C X es cerrado, entonces K N F es compacto en X.

Demostracion. Para (1) es suficiente ver que X \ K es abierto, es decir, que todos sus
puntos son interiores. Sea p € X \ K. Dado ¢ € K, como p # g, por la Proposicion
existen abiertos V,, W, C X disjuntos tales que p € V, y g € W,. Por tanto, la
familia X = {W,},ck es un cubrimiento por abiertos de K. Al ser compacto, existen
finitos puntos ¢, ...,q, € K tales que K C U?zl W,;- Si consideramos el conjunto
V=V, n---NV,, este conjunto es abierto al ser interseccion finita de conjuntos
abiertos y ademds p € V. Note ademas que V N K = 0, hecho que se deduce de
Vy; N W, =0, para todo j. En conclusion V C X \ K es la vecindad de p requerida.
Para (2), por la Nota[3.T.1| basta demostrar que F' es compacto como subconjunto
de (K,dg). Sea B = {V,}qes un cubrimiento de F por abiertos de K. Por hipétesis,
X \ F es abierto en X, y por tanto K \ F = (X \ F) N K es abierto en K. Asi K =
(K\ F)U Uges Vo y BU{K \ F} es un cubrimiento por abiertos de K. Al ser (K, dk)
compacto, podemos extraer un subcubrimiento finito, digamos K = (K\F )UU?: 1 Vay-
Esto implica que {Vy,, ..., Vy,} €s un subcubrimiento finito de F, y por tanto F es
compacto en K. Finalmente, (3) se deduce de (1) y (2). ]

Pasamos ahora a revisar la definicién de compacidad pero empleando conjuntos
cerrados. Supongamos directamente que (X, d) es compacto. Si U = {U,}qey €S un cu-
brimiento por abiertos de X, tomando complementos esto significa que los conjuntos
cerrados F, = X\ U, satisfacen (,c; Fo = 0. Por compacidad existen finitos indices
at,...,a, € Jtales que X = U7=1 Ua;» 0 tomando complementos, m7=1 Fo; = 0.
Entonces, ser compacto significa que dada cualquier familia de conjuntos cerrados
{F4}ees con interseccion vacia, podemos seleccionar de esta, finitos conjuntos con
interseccién también vacia.

Una forma equivalente de expresar esta implicacién es su forma contrarreciproca:
Si {Fq}qes €s una familia de cerrados de X, tales que

n
si para todo {ay,...,a,} C J, ﬂFaj +0, entonces ﬂFa # 0. 3.1
j=1 acl
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Una familia de cerrados que satisface la premisa en (3.1) se dice que tiene la propie-
dad de interseccion finita. En estos términos hemos demostrado la siguiente afirma-
cién.

Proposicion 3.3. Si (X, d) es un espacio métrico compacto y {F4}aey es una familia
de conjuntos cerrados no vacios con la propiedad de interseccion finita, entonces
ﬂ Fo #0.

aeJ

Teorema 3.1 (Cantor). Sea (X, d) un espacio métrico y {K,},en una familia de sub-
conjuntos compactos, novaciosde X. SiKo2 K1 2 --- 2 K, 2 K41 2 - - -, entonces
(o]

ﬂ K, # 0.
n=0

Demostracion. El resultado se sigue de la proposicion anterior aplicada al espacio
(Ko, d|k,)- En efecto, la familia de compactos dada estd en Ky y satisface la propiedad
de interseccion finita: dados enteros 0 < ny < np < - -+ < ny,, por hipdtesis ﬂ’le Ky; =
K,, # 0. ' O

Proposicion 3.4. Sea (X, d) un espacio métricoy K C X compacto. Si E C K es un
conjunto infinito, entonces E tiene al menos un punto de acumulacion en K.

Demostracion. Por contradiccién suponga que E no tiene puntos de acumulacion

en K, es decir, si g € K, entonces g ¢ E’. Veremos que esta hipétesis implica la

existencia de un cubrimiento por abiertos de K que no admite subcubrimientos finitos.

Como g € K no es punto de acumulacion de E, esto significa que existe un abierto

V, € X tal que g € V, pero V, N (E \ {g}) = 0, en otras palabras V, N E C {g}. En
particular,

sig€ E, entonces V, NE = {g}. 3.2)

Por construccion B = {V,},ex es un cubrimiento por abiertos de K. Pero la condi-
cién (3.2)) nos dice que para cubrir a un punto gg € E es necesario emplear el abierto
V4, de B. Como E es infinito, no es posible prescindir de ningtin miembro la familia
{V4o}qoeE para cubrir a K, hecho que contradice su compacidad. O

Ejercicios
3.1.1 a) SeaK ={1/n:n e N*}U{0} c R. Demostrar directamente de la defini-
cién que K es compacto.

b) Comprobar que la coleccién de abiertos U = {(1/2n, 1/n)},en 52 cubre
(0, 1/2), pero ninguna subcoleccidn finita cumple la misma propiedad.

c) Argumentar por qué la familia de discos con centro en (,0) y radio » > 0
es un cubrimiento por abiertos del semiplano {(x,y) € R? : x > 0}.
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d) Mostrar que la coleccién de discos con centro (7, 7) y radio r > 0,r € Q,
es un cubrimiento por abiertos contable de {(x,y) € R? : x, y > 0}

3.1.2 Sea (X, d) un espacio métrico. Demostrar que la interseccidn arbitraria de sub-
conjuntos compactos de X es compacta. Muestre también que la unién finita
de conjuntos compactos es compacta.

3.1.3 Trabajando en los espacios euclideos, determinar por qué ninguno de los si-
guientes conjuntos es compacto:

a) Z, c) {(x,y,z)eR3:x2+y2—z2=1},
b) QnJo,1], d) {(x,y,2) €R3: 7z = xy).

3.2. El Teorema de Heine-Borel

El siguiente teorema provee los primeros ejemplos no triviales de conjuntos com-
pactos de la recta real, a saber, los intervalos cerrados y acotados. Su demostracion se
hace a través del método de biseccién y emplea el principio de intervalos encajados,
Teorema

Teorema 3.2 (Borel-Lebesgue). Todo intervalo cerrado y acotado [a,b] en (R,] - |)
es compacto.

Demostracion. Por contradiccion, si Iy = [a, b] no fuera compacto existiria un cubri-
miento por abiertos ! = {U,}4es que no admite un subcubrimiento finito.

Dividamos a Iy en los dos intervalos [a, b%] y [b%, b], que también son cerra-
dos y acotados. Por tanto, alguno de ellos no admite un subcubrimiento finito de 2,
porque de lo contrario ambos lo harian y [a, b] también. Llamemos a este intervalo
I = [a1,b1].

Iterando este proceso podemos construir inductivamente una sucesion de interva-
los I, = [ay, by], n > 0 que satisfacen:

1. h2h2L2 -2, 212,
2. Lalongitud de I, es b, — a, = (b — a)/2".
3. I, no admite un subcubrimiento finito de .

Por el Teorema de los intervalos encajados, existe ¢ € (", 1,. Como ¢ €
[a, b], existe un indice B € J tal que ¢ € Ug, que al ser abierto debe contener un
intervalo de la forma (c — €/2,c + €/2), para algin € > 0. Si elegimos un entero
positivo N con (b — a)/2" < €, se sigue que Iy C Up, contradiciendo la condicion (3)
arriba. m|
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El mismo resultado es valido en mds dimensiones. Trabajando en R - 1]o),
la geometria de una d-celda [ay,b1] X --- X [ag4, bg] permite repetir la demostracion
anterior. En este caso el papel de la longitud lo juega el didmetro de la d-celda,

6 = b — all2,

que geométricamente corresponde a la maxima longitud que alcanzan un par de pun-
tos dentro de este conjunto, compare con la Definicién i.5]y el Ejercicio Esta
vez la biseccion se realiza dividiendo cada intervalo [a;, b;] es dos partes iguales, de
donde resultardn 2¢ d-celdas, cada una con didmetro §/2. Ademads, el principio de
intervalos encajados se emplea en cada una de las componentes para conseguir un
punto en la interseccion de todas las d-celdas elegidas. De esta forma obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 3.3. Toda d-celda [ay,b1] X - - X [aq, byl en (R4, || - ||») es compacta.

Este teorema abre paso a la famosa caracterizacion de conjuntos compactos del
espacio euclideo: los conjuntos cerrados y acotados. Cabe recalcar que aunque todo
espacio compacto es cerrado y acotado (Proposicion[3.2]y Ejemplo[3.1.2), la afirma-
cidn reciproca no es cierta en general, como lo muestra la métrica discreta, Ejemplo

B.12

Teorema 3.4 (Heine-Borel). Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un
conjunto K C R? del espacio euclideo:

1. K es compacto.
2. K es cerrado y acotado.

3. Cada subconjunto infinito de K tiene un punto de acumulacion en K.

Demostracion. Note que (1) implica (2) y (1) implica (3), son validas en cualquier
espacio métrico, ver las proposiciones y Para mostrar que (2) implica (1)
basta tomar una d-celda I C R? tal que K C 1. Por el Teorema I es compacta y
por la Proposicién K también lo es.

Para finalizar demostraremos que (3) implica (2). Si K no fuese acotado, para
cada n € N* podemos encontrar x,, € K con ||x,|l > n. Entonces el subconjunto
E = {x1,x2,x3,...} € K es necesariamente infinito. Veamos que E no tiene puntos
de acumulacién. Si x € R?, tome N € N con N > ||x|>. Si m > N + 1, recordando el
Ejercicio2.1.2{ vemos que

lxm = xll2 = [lxmll2 = llxll2 >m - N > 1.

Sir = minf||x, — x| : m=1,...,N, x,, # x} > 0y r = min{l,r’} vemos que
By, (x,r) N (E \ {x}) = 0. Por tanto E” = ( contradiciendo la hipétesis sobre K.
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Si K no fuese cerrado, existiria x € K’ \ K. Empleando la definicién de punto de
acumulacién (para € = 1/m, m € N*) existe x,, € K tal que

1
0<|lx=xulh < —.
m

En esta situacion el Ejemplo [2.3.5| muestra que el conjunto E = {xj, x2,x3,...} C K
es infinito y satisface E’ = {x}, contradiciendo nuestra hipétesis. En conclusion, K
debe ser cerrado y acotado, lo que termina la demostracién. m|

Con estas herramientas concluimos de manera inmediata el siguiente resultado,
que para el caso d = 1 coincide con el Teorema de Bolzano.

Corolario 3.1 (Weierstrass). Todo subconjunto infinito acotado E en R¢ tiene un
punto de acumulacion en R%.

Demostracion. Tome una d-celda I tal que E C I. Gracias al Teorema Ies
compacto. Por tanto, el resultado se sigue del Teorema de Heine-Borel [3.4] O

Nota 3.2.1. El lector atento se preguntara por qué usamos la norma euclidea y no otra
p-norma en las demostraciones anteriores. La respuesta es que las pruebas seguirian
siendo vélidas. Usar p = 2 simplemente corresponde a nuestra intuicién geométrica.

Por otra parte, el Ejercicio[2.2.7|demuestra que ser abierto en RY no depende de
la p-norma empleada. Como la nocién de compacidad depende solo de los conjuntos
abiertos, vemos que ser compacto en R, - |l) es lo mismo que serlo en cualquier
®RL -l p)con 1 < p < +oo. Mas generalmente, el Ejercicio demuestra que
todas las normas sobre R? son equivalentes. Por tanto las nociones de abierto, cerrado
y compacto tampoco dependen de la norma en RY.

Ejercicios
3.2.1 Determinar si los siguientes conjuntos son compactos:

a) QxQ. o) {xeR x|, =2}, p> 1.
b) {(x,y) eRZ: x* +y* =1}, d) La frontera de A C R? acotado.

3.2.2 Sean K; Cc R", K, C R™ compactos. Mostrar que K; X K, € R" x R" = R"*™
es compacto. Sin=m, K1 + K, ={x+y e R" : x € K1,y € K>} es compacto.

3.2.3 Sea C C R? no contable. Entonces C tiene un punto de acumulacién en R,
Mas atn, todos los puntos de C, excepto tal vez un nimero contable de ellos,
son puntos limite de C. Indicacién: C N By, (0, N) debe ser infinito, para algin
N € N*. Ademis, si x € C\ C’, tome r, > 0 tal que By ,(x,7) N C = {x}.
Luego elija gx € By, (x, r/2) N Q7.

3.2.4 Sea V, C R? un abierto no vacio tal que V, es acotado, para cada n € N*.
Demostrar que si V,, € V,,_ para todo n > 2, entonces (,~, V,, # 0.
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3.3. Conjuntos conexos

Continuamos este capitulo con la nocién de separacién y de conexidad. El ob-
jetivo de esta seccién es demostrar que los conjuntos conexos de la recta real son
exactamente los intervalos. Para dimensiones superiores, existe una caracterizacion
de conexidad en el caso de conjuntos abiertos que serd tratada en el Ejemplo [6.3.3|
del Capitulo[6]

Definicion 3.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que dos subconjuntos no
vacios A, B C X estdn separados si AN B = AN B = 0. Ademds, la pareja (A, B) es
una separacion de un conjunto C C X si C = AU By A, B estan separados.

Un conjunto C € X es conexo si no admite separaciones, es decir, no se puede
descomponer como la unién de dos conjuntos no vacios que estén separados. Un
conjunto C C X es disconexo si no es conexo.

Ejemplo 3.3.1. En (R, |- |) los intervalos A = (-1,0) y B = (0, 1) estin separados y
por tanto el conjunto C = (—1,0)U(0, 1) no es conexo. Por otra parte, C = Q tampoco
es conexo porque los conjuntos

A=(-,V2)NQ,  B=(V2,+0)NQ,
forman una separacion de Q dado que A = (—oo, \/5] y B=]| V2, +00).

Ejemplo 3.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico, C C X y (A, B) una separacion de C.
Si D C C es conexo, entonces D CA 6D C B.

Podemos demostrar esto por contradiccion. De ser falso, existirian x € DN Ay
y € DN B. Considere la pareja (D N A, D N B), formada as{ por conjuntos no vacios.
ComoDNAN(DNB)CANB = 0, tenemos que DN AN (DN B) = (. De la misma
forma, DN BN (D NA) = 0. Por tanto, (D N A, D N B) seria una separacién de D,
contradiciendo que D es conexo.

Ejemplo 3.3.3. Supongamos que (X, d) es un espacio métrico y que existen conjuntos
abiertos no vacios U, V C X disjuntos tales que

X=UUV.

Como U = X\ VyV = X\U,entonces U y V también son cerrados en X, es
decir U = Uy V = V. Por tanto (U, V) forma una separacién de X y X no puede
ser conexo. Reciprocamente, si X no es conexo, existe U C X no vacio tal que U
es abierto y cerrado a la vez. En efecto, por hipdtesis existe una separacién de X,
digamos (U, V). Esta pareja satisface que X = UUVyUNV =UNV = 0. En
particular, U N V = 0, condicién que muestraque U C X\ V=UyVCX\U = V.
Por tanto U y V son cerrados en X y asi U es un conjunto no vacio, abierto y cerrado
ala vez.

En conclusién, empleando los enunciados contrareciprocos obtenemos el siguien-
te resultado.
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Proposicion 3.5. (X, d) es un espacio métrico conexo siy solo si sus vinicos abiertos
y cerrados a la vez son 0 y X.

Ejemplo 3.3.4. El ejemplo anterior se ilustra bien en espacios (X, dp) con la métrica
discreta. Si tomamos @ # U C X, sabemos que U es abierto y cerrado a la vez,
Ejemplo Como X = UU X\ U), (U, X\ U) es una separaciéon de X cuando
U+#0yX\U # 0. Asi X debe tener al menos dos puntos y en este caso X no es
conexo. De esta forma, si (X, dp) es conexo, entonces X tiene un solo elemento.

Nuestro objetivo aqui es caracterizar los conjuntos conexos de la recta real. Gra-
cias al axioma del supremo, estos conjuntos admiten una representacién sencilla.

Teorema 3.5. Un conjunto E C R es conexo si y solo si es un intervalo, es decir,
para todo x,y € E, si x < 7 <Yy, entonces z € E.

Demostracion. Vamos a demostrar el siguiente enunciado equivalente: E no es co-
nexo siy solosiexistenx,yc€ EyzeRtalesquex<z<yyz¢E.
Si existen tales elementos, considere los conjuntos

A=(-00,2)NE, B=(z,+0)NE.

Entonces (A, B) es una separacién de E porque los conjuntos son disjuntos, x € A,
y € B, y ademds estan separados —note que A C (—0,z] y B C [z, +00)—.
Reciprocamente, asuma que E no es conexo y que (A, B) es una separacion de
él. Tome x € A, y € B e intercambiando el papel de los conjuntos si es necesario,
suponga que x < y. Como A N B = (), necesariamente x < y. Consideremos el valor

z :=sup(A N [x,y]). 3.3)

Por la Proposici(’)n z€AN[x,y]l. Asi,z e [x,y]yz € A.Pero AN B =0, por
tanto z ¢ B y obtenemos que

xX<z<)y.

Tenemos dos casos. Si z ¢ A, entonce x # z, luego x < z < y y hemos terminado
porque z ¢ AU B = E. Por el contrario, si z € A, como A N B = 0, entonces z ¢ B. En
particular, z no es punto de acumulacién de B, es decir, existe 77 €e Rconz <z <y
pero 7 ¢ B. Recordando vemos que 7 ¢ Ay asi 77 ¢ E. Por tanto, 7’ era el
numero requerido. m|

Este teorema y el Ejemplo3.3.3|implican ademaés la siguiente afirmacion.

Corolario 3.2. Los iinicos subconjuntos de R que son abiertos y cerrados a la vez
sonRy 0.



3.4. El conjunto de Cantor 71

Ejercicios
3.3.1 Determinar todos los subconjuntos compactos y conexos en (R, | - |).

3.3.2 Comprobar que en un espacio métrico (X, d) los conjuntos

B(xo, 1) y {yeX:dxoy) >r}
estdn separados, ver Ejercicio[2.3.3]

3.3.3 Un espacio métrico (X, d) se dice rotalmente disconexo si sus Unicos subcon-
juntos conexos no vacios son de la forma {x}, con x € X. Demostrar que X C R
es un espacio totalmente disconexo si y solo si no contiene intervalos. Por
ejemplo, Q y R \ Q son totalmente disconexos.

3.4. El conjunto de Cantor

En esta seccién estudiaremos un subconjunto de la recta real con propiedades que
a primera vista contradicen nuestra intuicion. Se trata del conjunto ternario de Cantor,
descubierto por Henry John Stephen Smith en 1875 y socializado a la comunidad
matematica por Georg Cantor en 1883. En general, los conjuntos de Cantor aparecen
de manera natural en varias dreas como el andlisis en cuerpos p-adicos, la teoria de
sistemas dindmicos cadticos y la teoria de fractales.

Comenzamos con la nocidn de puntos aislados.

Definicion 3.5. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Decimos que x € A es un
punto aislado de A si x ¢ A’. Esto significa que existe € > 0 tal que By(x, €)NA = {x}.
Un conjunto A se dice discreto si todos sus puntos son aislados.

Ejemplo 3.4.1. Para la métrica discreta (X, dp) todos los puntos de cualquier con-
junto A € X son aislados, dado que Bg,(x,1/2) N A = {x}, para todo x € A. Esto re-
concilia el adjetivo de espacio discreto con la definicién anterior porque todo A € X
es un conjunto discreto.

Ejemplo 3.4.2. Un conjunto finito A = {xi,..., x,} es discreto porque si elegimos
€ = min|<j<<n d(x}, x;), entonces By(x;,e) N A = {x;}, paracada j = I,...,n. Mds
aln, ya sabiamos del Ejemplo que A no puede tener puntos de acumulacion.

Ejemplo 3.4.3. En (R,] - |), el intervalo [a, b] y el conjunto A = Q no tienen puntos
aislados. Ademads, todos los puntos de A = Z y de B :_{l/n € R :n e N*}son
aislados, mientras que el unico punto de acumulacién de B = {0} U B es O.

Los conjuntos cerrados sin puntos aislados reciben una denominacién especial.

Definicion 3.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto P C X es perfecto si
es cerrado y cada uno de sus puntos es un punto de acumulacién de P.
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En otras palabras, si P es perfecto, no tiene puntos aislados y P’ = P. En la recta
real vemos entonces que [a, b] es perfecto, mientras que Q no lo es, al no ser cerrado.

La pregunta que motiva la construccién que veremos sobre el conjunto de Cantor
es encontrar un subconjunto A de R que satisfaga las siguientes propiedades:

1. Ser compacto, 3. No contener puntos aislados,

2. Tener interior vacio, 4. No ser numerable.

En general, dicho conjunto se conoce como un conjunto de Cantor. Las propie-
dades (1) y (3) nos dicen que dicho conjunto es perfecto. Més atin, el Ejercicio|3.4.4
muestra que en general un conjunto perfecto del espacio euclideo no puede ser nu-
merable. Entonces nuestra tarea se centra en encontrar un conjunto de la recta real
que sea perfecto, acotado y con interior vacio.

La construccién cldsica de un conjunto con estas caracteristicas se describe a
través de los siguientes pasos:

= Paso 1: Considere el intervalo cerrado Iy = [0, 1]. Al dividirlo en los tres inter-
valos de la misma longitud [0, 1] = [0, 1/3] U (1/3,2/3) U [2/3, 1], y retirando
Jo = (1/3,2/3), obtenemos el conjunto cerrado

Iy =1p\ J,=10,1/3]U[2/3,1].

= Paso 2: Iteramos el paso 1 en cada intervalo cerrado que conforma a /I;, es
decir, retirando los intervalos intermedios abiertos J3 := (1/9,2/9) y Js :=
(7/9,8/9), se obtiene

L=0L\({J3UJy) =1[0,1/91U[2/9,3/9]U[6/9,7/9]1U[8/9,1].

= Paso n + 1: Si se ha obtenido /,, como unidn de intervalos cerrados, trisecamos
cada uno de ellos y removemos el intervalo intermedio abierto, para obtener
I,,+1. Se sigue por induccién que I, consiste en 2" intervalos cerrados disjuntos,
cada uno de ellos de longitud 1/3". Ademas

In+1 = In \ (J2"+1 U J2"+2 RNV, J2n+l).

El conjunto ternario de Cantor se define como el conjunto que resulta de repetir
este algoritmo indefinidamente, es decir,

C:i= ﬁ] = [0,1]\01,, (3.4)
n=0 =2

y estd conformado por los puntos que restan una vez se remueven todos los medios
tercios J;. Un esquema de este proceso se explica en la Figura[3.1]
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1/3 2/3 Paso 1

1 1
1/9 2/9 7/9 8/9 Paso 2

{i DA 7T T s

Paso n
Figura 3.1: Construccién del conjunto de Cantor C.

Es inmediato verificar que los extremos de los intervalos cerrados que conforman
a los conjuntos /,, pertenecen a C. Pero este conjunto contiene mas elementos, ver
Ejercicios[3.4.2]y De hecho este es un conjunto no contable. M4s precisamente,
tenemos el resultado anunciado anteriormente.

Teorema 3.6. El conjunto C es un conjunto de Cantor.

Demostracion. El conjunto C es cerrado al ser la interseccién de los conjuntos ce-
rrados I,,, y es acotado porque C C [0, 1]. Por el Teorema de Heine-Borel Ces
compacto.

Para demostrar que C tiene interior vacio, basta ver que este no contiene ningtn
intervalo abierto L € [0, 1]. Si £ > 0 es su longitud, gracias a la propiedad arqui-
mediana existe N € N* tal que 1/3" < £. Si L C C, entonces L C Iy, y al ser un
intervalo, L deberia estar contenido en alguno de los intervalos Iy que conforman
a Iy. Pero esto es imposible porque la longitud de L es mayor que la de Iyx. En
conclusion, Int(C) = 0.

Veamos ahora que todos los puntos de C son de acumulacién. Sea x € Cy U
cualquier intervalo abierto tal que x € U. Dado n € N, sea I, el intervalo cerrado
que hace parte de I, y tal que x € I,, ;. Sitomamos n suficientemente grande, podemos
concluir que I,y € U. Si x, € I, es un extremo de este intervalo tal que x, # x,
entonces x, € C. Esto demuestra que cualquier vecindad de x contiene puntos de C,
yasixe (.

Finalmente, C no es numerable porque la Figura[3.T|establece una corresponden-
cia biyectiva entre C y el conjunto de las sucesiones con valores en {0, 1} del Ejemplo
[1.2.8] que sabemos es no numerable. O

Nota 3.4.1. Otra de las propiedades sorprendentes de C es que tiene medida (longi-
tud) nula, a pesar de ser no contable. Esta propiedad serd explorada mds adelante al
estudiar la integral de Riemann, ver Ejemplo[8.5.2]en el Capitulo [§]
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Ejercicios
3.4.1 Mostrar que si K es un conjunto compacto y discreto, entonces K es finito.

_1\n+l
3.4.2 [14] Considere los numeros ¢, = % - % oot 3),, . Mostrar que ¢, €

C, interpretando geométricamente. Ahora, empleando la serie geométrica, ver
Secci6én .3 mds adelante, obtenemos que

i(_l)m— o] or tanto
T T VR A

1 o 1 1
C"_Z‘S DI

Jj=n+1
Esta desigualdad demuestra que 1/4 es un punto limite de C y asi 1/4 € C.

3.4.3 Demostrar que C es totalmente disconexo, es decir, que si ) # A € C es conexo,
entonces A se reduce a un punto, ver Ejercicio[3.3.3]

3.4.4 Completar los argumentos para demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.7. Si P C RY es perfecto, entonces no es numerable.

a) Como P tiene puntos limite, debe ser infinito. Por contradiccidn, supon-
gamos que P es contable, digamos P = {x, x2,...}.

b) Fije r > 0y sea V| = By,(x1,7). Como x; € P’, es posible elegir x,, €
P N Vi con x,, # x. Considere una segunda bola V5 = B, (x,,,7’) tal
que

Va={xeR:w-xyla <l SV, xi ¢ Vs,

ver Ejercicio Argumente porqué esto es posible.

c) Iterando el numeral anterior, suponiendo que hemos construido V,, se
sigue la existencia de una bola V,,4 tal que

Vorl Vo X0 € Visl, Vasi NP #0.

d) SiK, =V,NP,entonces K} 2 K» 2 --- 2 K, 2 Ky41 2 --- es una
cadena decreciente de compactos no vacios. Obtenga una contradiccién
analizando el conjunto (" | K,,.

Como [a, b], C y R son conjuntos perfectos, concluya que no son numerables.

3.4.5 (*) Empleando el Ejercicio [2.2.8| mostrar que F C R es cerrado si y solo si
R\ F = Upem(@m, byy) s unidn disjunta de intervalo abiertos, donde M C N.
Bajo estas condiciones, demostrar que F es perfecto si y solo si b, # a,y, para
todom # m’, m,m’ € M. Emplear este resultado para concluir nuevamente que
el conjunto ternario de Cantor C es perfecto.



Capitulo 4

Sucesiones

El objetivo de este capitulo es sentar las bases del Calculo a través de la nocién de
limite de una sucesion. Este concepto cobra sentido en cualquier espacio métrico y
se puede emplear para caracterizar los puntos limites de un conjunto. Ademds de sus
propiedades fundamentales incluimos una seccién con el calculo de limites en R, el
criterio de Stolz-Cesaro y la férmula de Stirling. Se discutird el concepto de sucesion
de Cauchy para asi definir la nocién de espacio métrico completo y su relacion con
compacidad. El objetivo principal de estas nociones es demostrar la completitud de
RY, Teoremal4.6] Este resultado en el fondo es consecuencia del axioma del supremo
via el principio de los intervalos encajados y el Teorema de Heine-Borel. Finalmente,
trabajamos con subsucesiones para asi enunciar el Teorema de Bolzano-Weierstrass
en estos términos. Para el caso real trataremos ademds las nociones de limite superior
e inferior, que serdn de vital importancia a la hora de estudiar la convergencia de
series en el siguiente capitulo.

4.1. Sucesiones en espacios métricos

Sea (X, d) un espacio métrico. Recordemos de la Definicién del Capitulo
que una sucesidn en X es una aplicaciéon x : N — X que representaremos por x =
{x,}nen. El valor x, se denomina el n-ésimo término de la sucesion x. En ocasiones
escribiremos {x,},en € X para denotar que la sucesion toma valores en X.

Definicion 4.1. Decimos que la sucesion {x;, },en converge a x € X si para cada € > 0,
existe N = N(e) € N (el cual s6lo depende de €) tal que

d(x,, x) < e, paratodon > N. “4.1)

En este caso emplearemos la notacién lim x, = x o x, — x cuando n — +oo.

n—+oo

También decimos que x es el limite de los x,, cuando #n tiende a infinito.
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Note que la condicién (.1)) nos dice que x, € By(x,€), si n > N. Este requeri-
miento es equivalente a que dada cualquier vecindad de x, esta contenga a todos los
puntos de la sucesion, salvo un nimero finito de ellos.

Ejemplo 4.1.1. Toda sucesién constante x,, = x converge a dicho valor. En este caso,
dado € > 0, cualquier N € N es vélido para concluir el resultado. Por otra parte,
en un espacio discreto (X, dp) si x, — x cuando n — +o0, entonces la sucesién es
eventualmente constante. En efecto, si escogemos 0 < € < 1, digamos € = 1/2, existe
N € Ntal que es valida si n > N. En la métrica discreta esto implica que x, = x,
como habfamos afirmado.

Ejemplo 4.1.2. En (R, | - |) tenemos que

lim - =0.

n—+oo n
Para ello necesitamos demostrar que dado € > 0 existe N € N tal que si n > N,
entonces |1/n — 0] = 1/n < €. Este valor N siempre existe como lo demuestra la
propiedad arquimediana: basta tomarlo de manera que 1 < Ne. Asi, sin > N entonces
1/n < 1/N < €. De la misma forma,

1
lim — =0, para todo p > 0.

n—+oo np
En este caso, dado € > 0 tomamos N € N tal que 1 < Ne'/?.

Es importante notar que la convergencia de una sucesién a un punto es equiva-
lente a la convergencia de sus distancias a 0 (en R), esto es,

lim x, =x, en(X,d) siysolosi lim d(x,,x) =0, en(R,|-]).
n—+oo n—+oo
Finalizamos esta seccidn con algunas propiedades de cardcter general sobre 1imi-

tes de sucesiones.

Teorema 4.1. Sea x = {x,,},eny una sucesion en un espacio métrico (X, d).
1. Si x converge, entonces su limite es tinico.
2. Si x converge, entonces es acotada (el conjunto {x, € X : n € N} es acotado).

Demostracion. (1) Si x, — xcuandon — +ocoy x’ # x, tome r > 0 tal que By(x, r)N
By(x’,r) = 0. Eligiendo € = r en la definicién de limite, existe N € N tal que
Xn € By(x,r)sin > N. Por tanto x,, ¢ By(x’,r) y asi x,, 7 x’ cuando n — +oo.

(2) Fije ¢ > 0 de su predileccién. Entonces existe N € N tal que d(x,, x) < €
para todo n > N. Si R = méx{ey, d(xo, X), . .., d(xn-1,x)} > 0, se sigue que d(x,, x) <
R, para todo n € N, es decir, {x, € X : n € N} C By(x,R).

O
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Ademéds, la nocién de limite permite dar otra caracterizacién de puntos de acu-
mulacién de un conjunto, que naturalmente depende de la métrica. En la siguiente
demostracién encontraremos enunciados que ya se han mencionado en el texto, ver

Ejemplos L33y 233

Teorema 4.2 (Caracterizacion de puntos de acumulacién). Sea (X,d) un espacio
métrico, A C X y a € X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ac A
2. Cada vecindad de a contiene infinitos puntos de A.

3. El punto a es el limite de una sucesion en A \ {a}.

Demostracion. (1) implica (2). Esto fue demostrado en el Ejemplo [2.3.2} si existiera
€ > O tal que By(a, e)N(A\{a}) = {x1, ..., x,}, bastaba tomar r = min; <<, d(a, x;) > 0
para concluir que By(a,r) N (A \ {a}) = 0, y llegar a una contradiccién.

(2) implica (3). Elijaa; € By(a, 1)\{a}. Suponiendo que se ha escogido a,, € A con
a, € By(a, }1) \{a,ai,...,a,-1}, como cada vecindad de a tiene infinitos puntos de A,
el conjunto By(a, ﬁ) \a,ai,...,a,} debe contener elementos de A, asi que podemos
elegir a,;; € A alli. De esta manera hemos construido una sucesion {a,},eny € A\ {a}
con a, # a, Sin # mYy que satisface

1
0 <d(ay,a) < —, neN*.
n

Asia, — asin — +co, compare con la Proposicion 4.3 mds adelante.

(3) implica (1). Asuma que existe {a,},en € A \ {a}, con @, — a. Dado € > 0,
existe N € N tal que a, € By(a, €), sin > N. En particular, ay € By(a,e)N(A\{a})y
asiaeA’. m|

Ejercicios
Para los siguientes ejercicios suponga que (X, d) es un espacio métrico y que
{xntnen, {yn}nEN cX.

4.1.1 Suponga que lim,—, o X2, = lim;,_, oo X2,41 = Xx. Mostrar que lim,;,_, oo X, = X.
Misma pregunta, ahora suponiendo que lim,_, e Xppej = X, para todo j =
0,1,...,p—1,donde p € N* es fijo.

4.1.2 Suponga que {x,}.en es periddica de periodo p, es decir, x,4, = x, para todo
n € N. Si la sucesion converge, ;qué podemos concluir sobre ella?

4.1.3 Demostrar que si x, = xy y, — y cuando n — +oo, entonces
lim d(x,,y,) = d(x,y).
n—+oo

Indicaci6n: Recuerde el Ejercicio[2.1.1]



78 Capitulo 4. Sucesiones

4.1.4 Demostrar que una sucesion de nimeros reales {a,},en satisface 1im,—, o @, =
0 siy solo si lim,_, 4 |a,| = 0. Generalice esta propiedad para sucesiones en
un espacio vectorial normado (E, || - [|).

4.1.5 Sea X un conjunto no vacio y d;,d, dos métricas equivalentes (en el sentido
del Ejercicio[2.2.77) definidas en €. Si {x,},erv €s una sucesién en X, demostrar
que x, — xen (X,d;) siy solosi x, — xen (X, d). En particular,

x, > xen (R |-]l,) siysolosi x,— xen®%| [,

para todo p > 1, ver Ejercicio[2.1.5]

4.2. Calculo de sucesiones en R

En esta seccion desarrollamos las propiedades bésicas para calcular limites en
R, incluyendo la compatibilidad con las operaciones elementales y el orden, algunos
limites especiales y el criterio de Stolz-Cesaro. Antes de comenzar sefialamos que
el célculo de sucesiones en el espacio euclideo R4, - |I») se reduce al cdlculo en R
porque es suficiente trabajar componente a componente.

Proposicion 4.1. Considere una sucesion {x, = (ain,...,04n)}nen €n R - 1)
Entonces x, — x = (a1, ...,aq) siy solosiaj, — aj, paratodo j=1,...,d, cuando
n — +oo. En simbolos,

1fm (@1, dgp) = ( lfm arp,..., lim ad,n)eRd.
n—+oco n—+oo

n—+oo

Demostracion. Si x, — x cuando n — +oco, como |a;, — a;| < [|x, — x|, se sigue
que a;, — a;j paracada j = 1,...,d. Reciprocamente, dado € > 0, elija N € N tal
que laj, —a;l <€/ Vd,sin>Ny j=1,...,d. Por tanto,

4 12
2
hen = xlh = | > laja—ai?| <€
J=1
de donde se deduce el limite requerido. m|

La siguiente proposicién contiene la compatibilidad de los limites con las opera-
ciones de cuerpo de R.

Proposicion 4.2. Sean {a,},cn, {by}nen sucesiones en R tales que lim a, = a 'y

n—+oo

lim b, = b. Entonces:

n—+oo

1. lim |a,| = lal.
n—+00

2. lim a,+b,=a=b.

n—+00
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3. lim a,b, = ab.

n—+oo

4. lim a,/b, = a/b, siempre que b, # 0 para todony b # (.
n—+00

Demostracion. (1) se sigue de la desigualdad triangular invertida, Ejemplo [I.4.3]
Para (2), dado € > 0, tome N, N, € N tales que sin > Ny, |la, —al < €/2ysin > N,
|b, — b| < €/2. Por tanto, si n > max{Nj, N,}, obtenemos

(@, = by) — (a£b)| <la, —al+1b, —b| <e,

como se requeria. Para (3), como {b, },cn es acotada, tomemos una constante M > 0
tal que |b,| < M, para todo n. Dado € > 0, escoja N; € N tal que |a, —al < €/(2M), si
n > NjyelijaN, € Ntal que |b, —b| < €/(2(|lal + 1)) sin > N,. Paran > max{N, N}
vemos que

|anby — ab| = |(an — a)bp + a(by — b)| < |bylla, — al + lallb, — bl
< Mla, — al + (lal + DIby, — bl

€ €
<M— + +1)— ,
o Tl Dy = e

como se deseaba. Finalmente, para (4) es suficiente mostrar que 1/b,, — 1/b cuando
n — +oo. Para el valor |b|/2 > 0, existe N; € N tal que |b, — b| < |b|/2, sin > Nj.
Luego,

|b|

2
bl —|b,| £ \b, — b| < —, { — < —, sin>Nj.
bl = |by| < by | B Yy asi b, ib] S1n 1

Para terminar, como

b, b

1 1‘_

b,-b 2
< 2| n |’
b, b 14

dado € > 0, elegimos N, € N tal que |b, — b| < Ibl*e/2, sin > N,. La desigualdad
requerida serd vélida entonces para todo n > max{N;, N,}. |

Presentamos ahora propiedades utiles entre limites y la relacién de orden en R.

Proposicion 4.3. Sean {a,},en, {bn}nen ¥ {Xn}nen sucesiones de niimeros reales. Las
siguientes afirmaciones se verifican:

1. Si0<a, <by, paratodon > Nyy lim b, =0, entonces lim a, = 0.
n—+oo

n—+00

2. (Limites encajados) Si a,, < x,, < b, paratodon > Ngy lim a, = lim b, =
n—-+oo n—-+oo

a, entonces lim x, = a.
n—+0co

3. (Limites y desigualdades) Si a, < b, para todon > Ny, lim a, = ay
n—+oo

lim b, = b, entonces a < b.

n—+00
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Demostracion. Para (1), dado € > 0, elijaN € Ncon N > Nyytalque 0 < b, =
|b, — 0] < €,sin > N. Por tanto, |a, — 0| = a, < b, < €, para estos valores de n. Para
(2), note que de (1) aplicado a0 < x,, — a, < b, — a,, obtenemos que x, — a, — 0
cuando n — +o00. Asi,

lim x, = lim (x,—a,)+a,=0+a=a.
n—+oo n—+oo

Finalmente, para demostrar (3) asuma por contradiccién que b — a < 0. Tomando
€ = (a—b)/2 > 0, deberia existir N > Ny tal que sin > N, entonces |b,—a,—(b—a)| <
(a—b)/2. Esto implicaria que b, —a, < (b—a)/2 < 0, contradiciendo la hipdtesis. O

A continuacién incluimos algunos limites bésicos. Vale la pena anotar que aunque
en un curso de Calculo estos valores se hallan a través de propiedades de las funcio-
nes bésicas, ellos se pueden deducir también con métodos elementales, en particular,
empleando limites encajados.

Proposicion 4.4. Sea p > 0y a € R. Entonces los siguientes limites son vdlidos:
a

n
Ii =0
n—1>I-+l:loo (] + p)n

1. lim p'"=1. 3

n—+oo

2. lim n'/" =1.

n—+00

Demostracion. (1) Supongamos primero que p > 1y considere x, = p'/* — 1 > 0.
Entonces p = (1 + x,,)" y por la desigualdad de Bernoulli, Ejercicio[l.4.7, obtenemos

-1
p=1+nx,, es decir OanSp .
n

Tomando n — +oo, por limites encajados concluimos que x,, — 0, que es equivalente
al limite deseado. Si 0 < p < 1, el resultado se sigue del limite lim,,_, ;o (1/ p)l/ " =1.

(2) Sea x, = n'/" =1 > 0, es decir, n = (x, + 1)". En este caso la desigualdad
anterior no es suficiente y es necesario emplear el siguiente término de la expansién
binomial, Ejercicio es decir,

2
n=x,+1)">1+nx, + (Z)xﬁ >1+ (;)xﬁ, yportanto 0<x,< \/j,
n

de donde se sigue el limite requerido.
(3) Fije un entero k > a y tome n > 2k. Empleando la expansion binomial obte-
nemos L o
s Mok = =1 (n - ()
a1+ p) >(k)p == 1) 1=k + D2 >(2) 2.

Para la dltima desigualdad tuvimos en cuenta los k factores de la forma n — j, con
0<j<k-1:comon>2k>2j,setiene que n — j > n/2. De esta forma obtenemos
la desigualdad
n 2kk1 1
= = )
1+ p)n pk nk-a
de donde se sigue el resultado. m|

0
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Ejemplo 4.2.1. El dltimo limite de la proposicién anterior nos indica en particular
que el crecimiento exponencial es mayor que el crecimiento polinomial. Por ejemplo,
de (3) se deducen limites como

71000 | 5,25
m G/2r
También, si tomamos 0 < x < 1,y escribiendo x = 1/(1+p) (donde p = (1/x)—1 > 0)
obtenemos limites de la forma
lim x" =0, 4.2)

n—+oo
o también 1im,,_, ;e 72022 x" = 0.
Existe una relacién importante entre sucesiones mondétonas y su supremo o infi-

mo, segun sea el caso. El siguiente resultado es una herramienta til para determinar
la existencia de limites, por ejemplo para sucesiones definidas de manera recursiva.

Definicion 4.2. Decimos que una sucesion {a,},cn de nimeros reales es:

= Mondtona creciente (resp. estrictamente creciente) si a, < ap41 (resp. a, <
an+1), para todo n.

= Mondtona decreciente (resp. estrictamente decreciente) si ay.1 < ap (resp.
an+1 < ay), para todo n.

Asi, {a,}nen €s monotona creciente si y solo si {—a,},en €s mondtona decreciente.

Teorema 4.3. Sea {a,},en una sucesion monotona creciente. Entonces la sucesion
converge si y solo si es acotada superiormente. En este caso
lim a, = sup{a, € R:m e N}
n—+oo

Para sucesiones monaotonas decrecientes el limite existe si y solo si es acotada infe-
riormente y se calcula a través del infimo.

Demostracion. Consideramos solo el caso de sucesiones mondtonas crecientes. En
este caso hace falta mostrar que si la sucesion es acotada, entonces converge a dicho
limite. Por hipétesis, a = sup E existe, con E = {a,, € R : m € N}. Dado € > 0, como
a — € < a, debe existir ay € E tal que a — € < ay < a. Al ser creciente la sucesion, si
n > N, entonces

a—-€<ay<a,<a, esdecir |a,—al <e,
como se requeria. O

Este resultado ayuda a garantizar la existencia de un limite, mas no da informa-
cién sobre su valor. Para hallarlo es necesario analizar mas detalladamente la sucesion
a tratar.
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Ejemplo 4.2.2. Considere la sucesién definida recursivamente por

a
ar=1,  au =4+ ? (4.3)
Para demostrar su convergencia veremos que es acotada y creciente. Para la primera
afirmacién usamos induccién para comprobar que a, < 6. El cason = 1 es claro, y
si suponemos que la desigualdad es vélida para algin n, entonces también se verifica
que ay41 =4+ a,/3 <4 +6/3 =4 +2 = 6. Para mostrar que es creciente también
procedemos por induccién. Como a; = 1 < 13/3 = a, el caso base es valido. Al
suponer que a, < dn4+1, para cierto n, vemos que
an+1 a
pin =4+ 2= >4+ 2 =q,,.
3 3
Asi, por el Teorema[d.3] a = lim,,_, . a, existe. Para hallarlo tomamos n — +co en
(#.3) para concluir que a = 4 + a/3 y asi a = 6. Note que implicitamente usamos el
siguiente hecho: si lim,_, ;. a, = a, entonces lim,_,+« ay+1 = a.

Definicion 4.3. Decimos que una sucesion {a,},cy en R tiende a infinito (+0) si
para cada M > 0, existe N € N tal que a, > M, para todo n > N. De manera similar,
decimos que la sucesion tiende a menos infinito (—oo) si para cada M > 0, existe
N e N tal que a, < —M, para todo n > N. Es usual emplear la notacion

lim a, = oo,
n—+oo

segun sea el caso.

En realidad esta nueva definicion se puede reducir a casos ya conocidos. En efec-
to, es inmediato comprobar que:

1. lim,— 0 a, = 400 siy solo si lim,— e —a, = —c0.

2. Si a, > 0 para todo n, salvo finitos indices, entonces lim;,_, 0o @, = +00 si y
solo si lim,, 400 1/a, = 0.

Ejemplo 4.2.3. Sean p, ¢ € R[x] polinomios de la forma p(x) = ayx* +---+ajx+ag
y qg(x) = byx™ + -+ - + byx + by, con a; # 0, b,, # 0. Entonces tenemos los limites:

aig/by,, sik=m,

. p@) 0, sim>k,
Iim — =
n—+eo g(n) +00, sik >m,aib,, >0,
—00, sik>m,apb,, <0.

Estos valores se comprueban multiplicando el numerador y denominador por un fac-
tor de la forma 1/n", con N elegido segtin sea el caso.
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Proseguimos con una regla de calculo que se puede interpretar como una version
de la regla de L’Hopital para sucesiones, debida al matemadtico austriaco O. Stolz
(1842-1905) y al matematico italiano E. Cesaro (1859-1906).

Teorema 4.4 (Stolz—Cesaro). Sean {a,},en, {Pnlnen Sucesiones de niimeros reales
donde {by},cn es estrictamente creciente y b, — +co si n — +oo. Entonces la exis-
tencia del limite

,  Qpyl —ap . . ., Qn
lim ——— =L, implica que lim — = L.
n—+00 by — by n—+co by

Demostracion. Dado € > 0, escoja N e Ntal que L — € < ﬁ < L + €, para todo
n > N. Multiplicando estas desigualdades por b, — b, > 0 y sumdndolas desde N a

algin k — 1 > N obtenemos
(L= €)(bk —bn) < ai —an < (L + €)(br — by).

Podemos tomar k suficientemente grande para que by > 0y W < €. Al dividir
por by y reagrupar los términos encontramos que

Ay an bN bN
——-L—-—+L— 1-—],
bi b b E( by )
y por tanto
a bn\ lanl+IL- byl
——Ll<ell-— |+ ————— < 2e.
b ‘ e( bk) b ¢
Esto demuestra que lim,,_, ;o a,/b, = L, como era requerido. O

Ejemplo 4.2.4. Para mostrar que

1+ V244
lim =1,

n—+oo n

aplicamos el criterio de Stolz-Cesaro a las sucesiones a, = 1+ V2+---+nyb, =n
(creciente y que tiende a +00). Como

n+ a}’l - z n
Ayl — Ay = Vln+1, bpy1 — by, =1 'y lim A R TN n=1,

se verifica el valor inicial.

Terminamos esta seccion de cdlculo con la famosa férmula de Stirling descubierta
por el matematico escocés J. Stirling (1692—1770). Ella determina el comportamiento
asintético en infinito de la funcién factorial. Aunque en este punto no tenemos desa-
rrolladas las herramientas necesarias para demostrarla, consideramos importante que
el estudiante esté familiarizado con ella y en cémo aplicarla. La demostracién serd
dada en el Ejemplo[8.6.5]
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Ejemplo 4.2.5 (La férmula de Stirling). Esta férmula afirma que

n!

im ——
n—=+0 \2mn(n/e)"
y permite estimar expresiones que contengan a la funcién factorial. Aqui e denota al
nimero de Euler, Seccién [5.3] Por ejemplo, para los coeficientes binomiales centra-
dos (2"), si escribimos A, = n!/( V2rn(n/e)"), tenemos que

n

2n
2n\  (2n)! Ay, 4" ( n )
= = , or tanto Iim ——— =1. 4.4
(n ) n'2 A2 \mn P koo 41 ) mn Y

Una consecuencia inmediata de la férmula de Stirling es la férmula de Wallis

I

que expresa a 7 como dicho producto infinito. En efecto, podemos escribir este pro-
ducto como

N an? il 4n?
Ii = I - DOont D
N oo 11 A2 =1 Neteo EI Qn—1)2n+ 1)
42NN|4
= lim —————
N+ (2N)12(2N + 1)
, 42N N Vg
N oo 22N+ 1 2
ﬂN(N)

donde el dltimo paso se justifica empleando (#.4). Algunas propiedades sobre pro-
ductos infinitos serdn tratadas en el Proyecto[13.2

Ejercicios
En estos ejercicios se pueden asumir las propiedades de las funciones elementa-

les, como trigonométricas, exponenciales y logaritmo, cuando sea necesario.

4.2.1 Sean {X,}nen Y (¥, }nen sucesiones en (R4, || - ||») tales que x, = xy y, — y
cuando n — +oo. Comprobar que

xn+yn_>x+y9 <xn’yn >— <x9y>v ”xn”p_>”x”pa 1 SPS"‘OO,
sin — 4oo0. Ademas si a, — a en R, mostrar que

lim a,x, = ax.

n—+oo
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4.2.2 Determinar los siguientes limites justificando cada caso:

a) lim Vn?+n- vn, o lim a2 ) pen.
e n—+eo  \ (2n + 1)?P
by lim Vn+1- n,
n—+oo
Va+1-+n lim E

c) Iim n—+00 \/l’l+
n—+oo
d) lim n—\/n+a‘\/n+b a,b > o 1/n
n—+co i) Iim (n +4”)
0, n—+oo
. Vn !
e) lim j) lim (n +2" + 2_") "

n—+0o ’ n—+oo
n+ y/n+ \n

1/n
1 1

m A _3 ky lim {(1+=+---+—| .
f tim Nn+ 1=, >n3110( 2 n)

4.2.3 Sean x,aj,...,a; > 0y 0 < a < b. Determinar los siguientes limites, justifi-
cando cada caso:

a) lim n\zf;l -1 o lim a4 prrl _
e n—o+oo g + bt
. P R/ , I/n
b) nl_l)llloo(\/ﬁ D" =0. f) ngl:P (a’{+---+a2) —ln<1ja<xka]
P o 1/n _
C) n1—1>r-il—’loo(\/ﬁ 1) =L g) lim —LnXJ =X
n—+oo n
d) lim Yn+x=1. h) lim X" = 1" =méx{x, 1}, x# 1.
n—+oo n—+oo

Indicacion: (c) (1 + 1/n)" < 3, ver Teorema[5.4]

4.2.4 Utilice el criterio de Stolz-Cesaro para determinar los siguientes limites, donde

peENya>0:
o 1+22 44 2\

a) lim - : d) lim ( ”) .

— 400 n—+oo \ 1
17 +2P + ... 4+ nP

b) lim T o) If n1n(n) .

n—+0co npP* n—+co In(2) + In(3) + - - - + In(n)
/2 . ... 1/ e n

o lim 4O *oral 5 lm In5) + In 7) +1n(n)

n—+o0o nf\/ﬁ N—+00 n2 .

sin(1) + sin(1/V4) + - - - + sin(1/ Vn2)
mm
n—+oo W
_ sin(a) + 22 sin(@/2) + - - - + n? sin(e/n)
h) lim 3 .

n—-+oo n
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4.2.5 Se consideran las siguientes sucesiones {a, },en definidas por recurrencia. De-
mostrar las desigualdades propuestas, decidir si las sucesiones son crecientes
o decrecientes, y estudiar la existencia de su limite. En caso de ser posible,
determinar dicho valor.

a) a, < 3,donde a; = V3 y any1 = V3 + ay. En este caso el limite a da

sentido a la expresion
a= \/3+ V3+ V3+---,

b) an <2, donde a; = V2 Y dpst = +[2 + N

¢) a, <2,donde a; = \/iyanﬂ = 2o,

2
a,

1 +4a2

dyaj=a>0yau = . Indicacién: 4x2/(1 + 4x?) < x, si x > 0.

4.2.6 Seaa € (0,1)y {x,}sen definida recursivamente por
Xni1 = ax, + (1 — a)x,-1, n>2,

con xgp, x; prefijados. Demostrar que la sucesién es convergente y hallar su
limite en términos de a, xo y x;. Indicacién: ;qué recurrencia satisface y, =
Xp—Xp—17 Tener en cuenta la serie geométrica li Respuesta: x,, — xo+ %
4.2.7 Estudiar la convergencia de la sucesion {a,},en+ en R definida recursivamente
pora; =1yap =1+ ai Su limite da sentido a la fraccion continua infinita

n

1
1+

1+

1
1+

1+

Indicacién: el Ejercicio[I.1.5|puede ser ttil. Para mds informacion sobre fraccio-
nes continuas ver el Proyecto[10.2

4.2.8 (Algunos limites con logaritmos) Asumiendo la existencia del logaritmo natu-
ral In : (0, +00) — R y las siguientes propiedades: In estrictamente creciente,
In(ab) =Ina +1Inby In(1 + x) < x si x > 0, comprobar los siguientes limites:

a) lim In(n) = +co. ¢) lim +/In(n) = 1.
n—+oo N—+00
1 . In(n+1)
B tim 2 _o 0. d) lim =D

n—+oo nbP n—+oo ln(n)
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Indicaciones: (a) In(2") = n-1n2. (b) Si 0 < g < p, entonces In(n?) < n9. (d)
In(1 + 1/n) < 1/n. La funcién logaritmo serd construida en el Ejemplo
empleando integrales.

4.2.9 Demostrar las siguientes afirmaciones sobre sucesiones de nimeros reales:

P . dan
a) Si lim a,4+1 —a, = a, entonces lim — =a.
n—+oo n—+oco n
b) Si lim a, =ay lim #; +---+ 1, = +o0, donde cada ¢, > 0, entonces
n—+oo n—+oo
., hap+---+t,a .
lim ——— ™ = 4. Deduzca en particular que
n—+co [+ -+ 1

L oar+-+ay
Iim —— =a.
n—+oo n

¢) Usar el logaritmo y (b) para mostrar que si ademads a, > 0, entonces

lim {fa;---a, = a.
n—+oo

4.2.10 (*) Emplear la férmula de Stirling y el logaritmo natural para justificar los
siguientes limites, donde p > 1 es un entero fijo:

@) lim n!'/" = +oo. i em'T
e e) lm — =
, n!3 n—+eo nT(pn)! \/ﬁ
b) lim =0.
n=+eo (3m)] £ Hm ' = ¢,
—+00
(3n\,| @774 V3] _ " ;
) nEIPoo(n)/ —2\/% =1. 2 HETOO(Znn!)l/n -1
1714
d) lim —%
n—+co (n+ p)!

4.2.11 (Media aritmético-geométrica) Sean ag, by nimeros reales positivos. Defini-
mos recursivamente

a, + b,
2 b

ap+1 = bn+1 = Vapby.

Suponga que 0 < by < ap. Demostrar que la sucesién {a,},en €s decreciente,
{bn}nen es creciente, y que 0 < a,11 —byy < %(an —b,), para todo n € N. Con-
cluir que ambas sucesiones convergen al mismo limite M(ag, bp). Este valor se
conoce como la media aritmético-geométrica entre ay y bg. Demuestre que:
a) M(ag,by) = M(an,by), paratodo N € N.
b) M(Aagy, Abg) = AM(ag, by), para todo A > 0.

c) (Cudl es el valor de M(a, a)?
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Nota 4.2.1. Gauss descubri6 la media aritmético-geométrica en relacién con
su estudio de funciones elipticas. En efecto, se verifica que

n2 Jﬂ/ 2 do
M(a.b) Jo g2 cos26 + b2 sin® @
ver el Ejemplo y el Ejercicio

4.3. Sucesiones de Cauchy

Comenzamos esta seccion con un limite especial y piedra angular de la teoria de
funciones analiticas: la serie geométrica de razén a, con |a| < 1 dada por

oo

1
Zd’: lim l+a+-- +d" = . (4.6)

n—+oco 1-a
n=0

Este limite se deduce ficilmente de la formula 1 +a +--- +a" = (1 —a"*V)/(1 - a),
Ejercicio[1.3.1] del limite y del Ejerciciod.1.4]para el caso en que —1 < a < 0.

Las sucesiones de Cauchy permiten trabajar con sucesiones convergentes sin ha-
cer referencia a su limite. Para motivar la definicién consideremos la expansion deci-
mal de un nimero real x > 0. Se define la sucesién

X0 = ao, n—ao+zl—0]eQ a €N, aj€{0,1,...,9},j>1, 47

donde los coeficientes se elijen recursivamente por
ap = |xJ, ap = [10(x - ap) an = [10"(x = x—1) ).

De esta forma, la desigualdad que define a la parte entera implica que

an < decit 0 < 1
xn—l—()rl+x,2_1_x<xn+1—0n, €S aecir _X—Xn<10n.
Por tanto x,, — xsin — +oo. Esta es una manera alternativa de mostrar que Q es den-
so en R. Para mas informacion sobre estas expansiones, ver el Proyecto- 10.1] El punto
que queremos destacar aqui es que las diferencias de la sucesion (4.7) satisfacen

| < -9 9 i 1 9 1 1 N
Xm — X —_— —_— s = —, m>n.
T A 10/ DT £4105 10 1-1/10 10

Esto implica que estas diferencias son tan pequeilas como se requiera, cuando los
indices son suficientemente grandes. Esta es una condicién que se puede verificar
en Q sin hacer referencia alguna al punto x. Abstrayendo esta situacién tenemos la
siguiente definicidn.
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Definicion 4.4. Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesion {x,},en en X es de
Cauchy si para cada € > 0, existe N € N tal que

d(x,, x,) < € para todo n,m > N.

Diremos que un espacio (X, d) es completo si toda sucesion de Cauchy con valores
en X converge a algtin punto de X.

En esta terminologia nuestro objetivo es demostrar que (R,| - [) es un espacio
completo. En este sentido, los nimeros irracionales llenan los espacios de la recta
que le hacen falta a Q para ser completo.

Proposicion 4.5. Si {x,},cn es una sucesion convergente, entonces es de Cauchy.

Demostracion. Dado €/2 > 0, tome N € N como en la definicién de convergencia.
Sin,m > N, entonces por la desigualdad triangular obtenemos que

d(Xp, Xm) < d(xy, X) + d(x, xXp,) < g + g =€,

como era requerido. O

Al igual que las sucesiones convergentes, las sucesiones de Cauchy son acotadas.
En este caso necesitamos explorar un poco m4s esta condicion. Para ello empleare-
mos la siguiente herramienta.

Definicion 4.5. Sea (X, d) un espacio métrico. El didmetro de un conjunto E C X se
define por
diam E = sup d(x,y).
x,yeE

En estos términos un conjunto es acotado si y solo si su didmetro es finito.
Ejemplo 4.3.1. Note que esta definicién coincide con la intuicién geométrica de
didgmetro para un circulo en R2. Por ejemplo, para un rectingulo su didmetro es la

longitud de sus diagonales y lo mismo es vélido para d-celdas en RY. Para d = 1
vemos que el didmetro de los intervalos [a, b], (a, b], [a,b) y (a,b) es b — a.

Otra observacion inmediata es que
sSiACB, entonces diam A < diam B.

La nocién de didmetro permite rescribir la propiedad de Cauchy como sigue.

Lema 4.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces {x,},en es de Cauchy si y solo si
diam E,, — 0 cuando n — +oo, donde E,, = {x € X : k > n} = {x,, Xxus1, ... }.

Demostracion. Ser de Cauchy significa que dado € > 0, existe N € N tal que € es
cota superior del conjunto {d(x,, x,,) : n,m > N}. Por tanto, si n > N, vemos que

diam E, < diam Ey < €. El reciproco es idéntico. O
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Teorema 4.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:
1. Si E C X, entonces diam E = diam E.

2. Sea {K,}nen una familia de subconjuntos compactos, no vacios de X tales que
Kyo2Ki2---2K,2Ky12---.8i

lim diam K, = 0,

n—+oo

entonces (), , K, consiste en un tinico punto.

3. En particular, si en R tenemos intervalos encajados o 2 1, 2 L 2 --- 2 1, =
[an, byl 2 -, tales que b, — a, — 0 cuando n — +oo, entonces (", I, se
reduce a un vnico punto.

Demostracién. (1) Como E C E, entonces diam E < diam E. Para la desigualdad
restante, sea € > 0 y tome p,q € E. Empleando la caracterizacién (2.10) sobre la
clausura de un conjunto, obtenemos p’,q" € E tales que d(p,p’) < e y d(q,q’) < €.
Por la desigualdad triangular tenemos que

d(p,q) <d(p,p)+d(p',q")+d(q',q) < 2e + diam E.

Como los puntos p y ¢ fueron arbitrarios se sigue que diam E < 2¢ + diam E y como
€ fue arbitrario, concluimos que diam E < diam E, como se requeria.

(2) Por el Teorema de Cantor Mo Kn # 0. Si x,y son elementos de esta
interseccion vemos que

0 <d(x,y) < diam K, sin>0.
Sin — 400, la hipétesis implica que d(x,y) =0y asix = y. (3) se siguede (2). O
Teorema 4.6. 1. Todo espacio métrico compacto es completo.

2. R4 |- l) es un espacio completo.

Demostracion. (1) Sea {x,},en una sucesiéon de Cauchyen XyseaE, = {xpy € X : k >
n}. Porel Lema[zﬂ']sabemos que diam E, — 0sin — +oo. Entonces E,, = E,1U{x,},
E,.1 € E, y tomando clausuras, E,;; C E,. Si ponemos K, = E,., como todo
cerrado de un compacto es compacto, Proposicion (2), cada K, es compacto y
asi obtenemos una familia encajada de conjuntos compactos. Por el teorema anterior
vemos que diam K,, — 0 sin — +oo y por tanto (° K, = {x}, para cierto x € X.
Finalmente, como x, € E,, C K,,, obtenemos

0 < d(xy, x) < diam K,.

Asi, sin — +oo, d(x,,x) — 0, es decir, x, — x en X y por tanto la sucesién dada es
convergente.

(2) Dada una sucesién de Cauchy {x,},cx en R4, como es acotada, existe una bola
cerrada B C RY que la contiene. Por el Teorema de Heine-Borel B es compacta.
Por tanto, {x,},en €s una sucesién de Cauchy en un espacio compacto y por (1), la
sucesion debe ser convergente. m|
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Ejercicios

4.3.1 Demostrar o dar un contragjemplo a las siguientes afirmaciones, donde {x;,},en
V {Vu}nen son sucesiones en R:

a) Si|x,41 — x| < 1/2", para todo n € N, entonces {x,},en converge.
b) Si xp+1 — x, < 1/2"%, para todo n € N, entonces {x,},en converge.

¢) Sixp+1 — x, — 0 cuando n — +co, entonces {x,} es de Cauchy.

4.3.2 Sea {x,;,}men una sucesion en un espacio métrico (X, d) que satisface que
d(xp, x,) < 1/n+1/m, paratodom,n € N*.
Comprobar que la sucesién es de Cauchy.

4.3.3 Sea {x,},en una sucesion en un espacio métrico (X, d). Sea 0 < A < 1 de forma
que d(x,, Xp11) < Ad(xp, x,_1), para todo n € N*, Demostrar que la sucesién
dada es de Cauchy.

4.3.4 Suponga que {xp}uen Y {Vnlnenw son dos sucesiones de Cauchy en un espacio
métrico (X, d). Demostrar que la sucesion de nimeros reales {d(x,, y,,)}nen con-
verge.

4.3.5 Sea X un conjunto y di,d, métricas definidas sobre él, satisfaciendo las con-
diciones del Ejercicio Demostrar que {x,},en es de Cauchy en (X, d)
si 'y solo si lo es en (X, d»). Emplear esto para comprobar que (R<, || - || p) €s
completo, paratodo 1 < p < +co.

4.3.6 Mostrar que en un espacio métrico (X,d), si E C X y diam(E) < &, entonces
existe xo € X tal que E C By(xo, 9).

4.3.7 Comprobar que el didmetro de la d-celda [a1, b;] X [a2,b2] X - -+ X [ag4, bg] en
el espacio (R, || - |I,) es |Ib — all,, donde b = (by,...,ba), a = (ay,...,dq) y
p > 1. Interprete geométricamente.

4.3.8 a) Siguiendo el mismo algoritmo de la expansidon decimal de un ntiimero
real, demostrar que todo x > 0 admite también una expansién en base 3,
es decir,

x:ao+z3_j1, ap €N, a; €{0,1,2},j > 1.
j=1

b) A partir de esta expansién probar que x € C (el conjunto ternario de
Cantor) siy solosiag =0ya; €{0,2}, j > 1.

¢) Comprobar nuevamente que 1/4 € C, Ejercicio Ademds mostrar
que 1/10,1/12,1/13 € C.

439 Sea E c [0,1] el conjunto de nimeros reales cuya expansiéon decimal solo
contiene los digitos 1y 2. ; E es contable? ;es denso en [0, 1]? ;es perfecto?
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4.4. Subsucesiones

Las subsucesiones son sucesiones que se obtienen extrayendo valores de una su-
cesion dada. Como veremos, ellas juegan un papel fundamental en espacios compac-
tos, y resultan utiles para calcular limites. El objetivo principal de esta seccion es
demostrar el Teorema de Bolzano-Weierstrass sobre sucesiones acotadas en el espa-
cio euclideo.

Definicion 4.6. Sea x : N — X una sucesion con valores en X. Una subsucesion de x
es una aplicacion de la forma x o 0 = {xz(n)}nen, donde o : N — N es estrictamente
creciente.

La funcién o simplemente esta seleccionando un subconjunto infinito o(N) =
{o(n) : n € N} de N, ordenado de manera natural. Una notacién mds habitual para
denotar la subsucesion correspondiente es poner o(k) = ng conng <ny <np < ---y
escribir {xp, Jren.

Proposicion 4.6. Sea (X, d) un espacio métrico y x = {x,}nen una sucesion conver-
gente. Entonces toda subsucesion de x converge al mismo valor

Demostracion. Si x,, — x, considere la subsucesion x o o-. Dado € > 0, existe N € N
tal que d(x,,x) < €, sin > N. Como o es estrictamente creciente, existe ky € N tal
que o(kp) > N, y por tanto o(k) > N, si k > ko. En particular, d(xsx), x) < €, para
k > ko. O

Ejemplo 4.4.1. Algunas aplicaciones o : N — N estrictamente crecientes son
on) =n+l, om)=2n ochn) = n?, o(n) =nm+1), oM@ =n!, o) =n"

Las dos udltimas se toman desde n > 1. Por la proposicién anterior observe que como
1/n — 0, lo mismo es valido para 1/0(n), cuando n — +oo.

Ejemplo 4.4.2. Una sucesion puede tener subsucesiones que converjan a limites dis-
tintos. Por ejemplo, x, = (—1)" no converge, pero xp, = 1y x2,+1 = —1. Un ejemplo
mads interesante es considerar la sucesion r,, = 7(n), donde 7 : N — Q es alguna apli-
cacion biyectiva, esto es, r, es una numeracién de Q. Como Q es denso en R, para
cada xp € R, existe una subsucesion {ry, }reny € Q tal que r,, — xp cuando k — +oo.

Ejemplo 4.4.3. Las subsucesiones se pueden aplicar de manera préctica para deter-
minar el limite de una sucesion convergente. Fije 0 < s < 1 y considere

n+1 n

X, = 5", que satisface 0 < 5" <" < <5< 1.

Asi {x,},en es decreciente y acotada inferiormente. Por el Teorema.3] x = 1im,,—, o0 Xp

existe. Considerando la subsucesion xa, = s2" vemos que

x= lim s = ¥

n—+00
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Por la desigualdad anterior 0 < x < s, luego la tnica solucién compatible con esta

condicion es x = 0. De la misma forma, fijado a > 0, considere
a n
Yn=n5s,

que satisface y,4+1 < y, siempre que 1/n < (1/ s)V/4 — 1. Por tanto, {Vnlnen €5 even-
tualemente decreciente y acotada inferiormente, y asi y = lim,_, ;. y, existe. Consi-
derando y,, obtenemos que

y= lim 2n)*s*" :HEIPOOZ“-yn-s” =2%.y-0=0,

n—+oo
en concordancia con la Proposicién @.4](3).

En este punto estamos listos para demostrar el resultado principal de esta seccion,
que relaciona la nocién de compacidad empleando conjuntos infinitos con puntos de
acumulacién y la idea de subsucesiones convergentes.

Teorema 4.7. 1. Sea (X,d) compacto. Entonces toda sucesion en X tiene una
subsucesion convergente.

2. (Bolzano-Weierstrass) En (R%, || - |l»), toda sucesion acotada tiene una subsu-
cesion convergente.

Demostracion. (1) Sea x = {x,},en una sucesiéon en X. Considere el conjunto £ =
{x, € X : n € N}. Tenemos dos opciones. Si E es finito, digamos E = {p; ..., pm},
comoN = UTZI x'(p ), al menos alguno de los x(p ;) debe ser infinito (union finita
de conjuntos finitos es finita). Esto significa que existen infinitos naturales n; < ny <
n3 < --- tales que x,, es constante, para todo k € N*, y por tanto esta subsucesion es
convergente.

La segunda opcién es que E sea infinito. Por la Proposicion este conjunto
tiene un punto de acumulacién x € X. Pero por el Teorema [4.2] sobre caracterizacion
de puntos de acumulacidn, x es el limite de una sucesién en E \ {x}, es decir, x es el
limite de una subsucesion de {x;;},en.

(2) Si la sucesién es acotada, existe una bola cerrada en R¢, y por tanto compacta,
que la contiene. El resultado se sigue de (1).

O

Ejemplo 4.4.4. Un ejemplo interesante para reflexionar sobre el Teorema de Bolzano-
Weierstrass es la sucesion {cos(n)},en dada por la funcién coseno evaluada en los na-
turales. Como |cos(x)| < 1, para todo x € R, esta sucesion debe tener una subsucesion
convergente. Sin embargo, resulta dificil construirla explicitamente.

Un ejercicio més asequible en este punto del texto es comprobar que ninguna de
las sucesiones {cos(n)}en, {sin(n)},en son convergentes. Por contradiccion, asuma
que lim cos(n) = a. Entonces

n—+oo

0= lim cos(n+ 1) —cos(n) = lim cos(n)cos(1) — sin(n) sin(1) — cos(n).
n—+oo

n—+0o
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Por tanto, lim,,—, 4+ sin(n) = b, donde b = a(cos(1) — 1)/sin(1). Como sin(n + 1) =
sin(n) cos(1) + cos(n) sin(1), tomando limite en esta igualdad vemos que

b = bcos(l) + asin(1).
Un célculo directo implica que a = 0. En conclusion,

lim sin(n) = lim cos(n) = 0,
n—+oo n—+oo

contradiciendo la identidad cos?(x) + sinz(x) = 1, vélida para todo x € R. Por otra

parte, en el Ejemplo [I0.1.2] del Proyecto [I0.1] veremos que los conjuntos {cos(n) :

n € N} y {sin(n) : n € N} son densos en [—1, 1]. El desarrollo de las funciones

trigonométricas se hard en el Proyecto[I3.1]

Terminamos esta seccién con una construccidon que serd ttil mas adelante. Dada
X = {x,}nen €n un espacio métrico (X, d), denotaremos por Ey el conjunto de limites
de subsucesiones convergentes de x, es decir,

Ey ={x € X : existe x o 0 = {x, Jren, tal que x,, — xsik — +oo}. 4.8)

Este conjunto resulta ser siempre cerrado en X, ver Ejercicio Para ilustrar
este hecho incluimos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.4.5. Si x es una sucesién que converge a x, por la Proposicion {.6| obte-
nemos que E, = {x}. En el caso de R, tenemos los siguientes ejemplos:

X = {n}HENa Ey = (D,

x = {1+ D"y, Ey =10,2},
x ={(=D"/(1 + 1/n)}yen, Ey ={-1,1},
x = {t()}pen, T : N — Q biyectiva, E, =R.

Como vemos, el conjunto E, siempre es cerrado en R.

Ejercicios
4.4.1 Seao : N — N estrictamente creciente. Demostrar que o(n) > n, para todo n.

4.4.2 Emplee subsucesiones para recuperar los limites en R:

a) p'/" = 1, con p > 0. Indicacién: o(n) = n(n + 1).
b) n'" - 1. Indicacién: (1 + 1/n)" < 3 puede ser util para mostrar que la

sucesion es eventualmente decreciente.

4.4.3 Suponga que {x,},en es una sucesion de Cauchy en un espacio métrico (X, d).
Si existe una subsucesion {x,, Jxen que converge a un punto x € X, demostrar
que toda la sucesion {x,},en converge a x.



4.5. Limites superior e inferior 95

4.4.4 Emplear el principio de los intervalos encajados para dar una demostracion
directa del Teorema de Bolzano-Weierstrass en el caso de R. Indicacién: Si la
sucesion {x,},en € Ip = [a, b] asume infinitos valores, bisecar Iy y escoger la
parte /1 de Iy que contenga infinitos valores de la sucesion.

4.4.5 Comprobar que en un espacio métrico (X, d) una sucesion {x,},en €s densa en
X (la clausura del conjunto {x, € X : n € N} es X) si y solo si paracaday € X
existe una subsucesion {x,, }xen tal que x,, — y si k — +oo.

4.4.6 Hallar el conjunto Ey para las sucesiones:

LA+ +50=(=DY,  ©) x=1(n),conT:N - QN[0,1]
sin(nr/k), k € N* fijo. una biyeccion.

a) x
b) xn

4.4.7 Sea (X, d) un espacio métrico y sea x = {x, },eiy una sucesién con valores en X.
Mostrar que E, dado por es un conjunto cerrado. Indicacién: siy € E7,
existe n; € N tal que x,,, # y. Elegidos nj < ny <--- < ng_1, tome x € E, con
d(x,y) < 2756 y ng > ny—y con d(xy,, x) < 2756, donde 6 = d(x,,,y) > 0. Asi
d(xn,y) < 21756y X0 — 3.

4.5. Limites superior e inferior

A diferencia del limite usual que puede no existir, toda sucesiéon de nimeros
reales posee limite superior y limite inferior, si agregamos los valores +oo a la recta
real. Estos limites poseen varias caracterizaciones que estudiaremos a continuacion.
Ademds, son fundamentales al trabajar con criterios de convergencia de series, como
lo veremos en el siguiente capitulo.

icion 4.7. = {x,,}heny una sucesio U . i -
Definicion 4.7. Sea x na sucesion de niimeros reales. Considere el con
junto Ey de limites de subsucesiones convergentes (a valores en R U {+oo}) de x. Los
limites superiores e inferiores de x se definen por

limsupx, :=supEy,  liminfx, := inf Ey, (4.9)

n—+00 =+

respectivamente. Otra notacién usual es lim x;, y lim x,,, respectivamente.

Note que E consiste de Ey como en 1D afiadiendo si es necesario +co. De la
misma forma, el supremo e infimo se toman en la recta real extendida

R = [—00, 0] = R U {+c0}.

De esta manera dichos valores siempre existen y se calculan como el maximo y mini-
mo valor de todos los limites de subsucesiones convergentes de x.
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Nota 4.5.1. Si x = {x,},en €s una sucesién acotada, digamos x,, € [a, b], para todo
n, como E, es un conjunto cerrado, Ejercicio se sigue que Ey C [a, b]. Note
también que limsup,_,, ., X, = +oo significa que existe una subsucesién de x que
no es acotada superiormente. De la misma forma, afirmar que liminf,_ e X, = —c0
equivale a que x tenga una subsucesion que no es acotada inferiormente.

En el caso convergente, los nuevos valores (#.9) se reducen al limite usual.

Proposicion 4.7. Una sucesion x = {x,}nen en R converge al valor x si y solo si
limsup,,_, o *n = liminf, ;e X, = x.

Demostracion. Si la sucesién converge a x, entonces E, = {x}, de donde sup E, =
inf E, = {x}. Reciprocamente, si estos valores coinciden es porque E, = {x} de donde
X, — xXSin — +oo, O

Ejemplo 4.5.1. Para las sucesiones del Ejemplo obtenemos los valores

X, =n, lim sup x,, = +o0, lim inf x,, = +o0,
n—+oo n—+0oo
X, =1+ (=1)", lim sup x,, = 2, liminf x,, = 0,
n—+oo n—+oo
=" . .
Xy = ———, limsup x, =1, liminf x, = -1,
1+1/n 400 n—-+oo
xp =7(n), 7 : N — Q biyectiva, lim sup x,, = +o0, liminf x, = —oo.
n—+oo n—+oo
Ejemplo 4.5.2. Sea {p,},en+ la sucesién de nimeros primos p; = 2, p» = 3,
p3 =35,.... Como existen intervalos de tamafio arbitrario que no contienen nimeros

primos se verifica que
lim sup (pp+1 — pn) = +o0.

n—+0o
En efecto, dado k € N*, ninguno de los k enteros consecutivos (k + 1)! + 2, (k+ 1)! +
3,...,(k+ 1!+ kes primo.
Por otra parte, la conjetura de los niimeros primos gemelos asegura que
H; := lll;rgjgof (Pn+1 — pu) = 2.

Esto equivale a asegurar que existen infinitas parejas de primos de la forma (p, p +2).
Aunque la dificil conjetura sigue abierta, el trabajo revolucionario de Yitang Zhang
(2013) [147)] mostré que H; < 70000000. La cota fue mejorada posteriormente. El
lector puede encontrar mas informacién en [[105]].

En lo que sigue demostraremos solo las propiedades del limite superior, dado que
el limite inferior se puede recuperar de este a partir de la férmula

liminf x,, = — lim sup(—x;,).

=400 n—+00

Esta relacion se sigue de manera inmediata del Ejercicio



4.5. Limites superior e inferior 97

Teorema 4.8. Sea x = {Xn}nenw una sucesion en R. Entonces x* = limsup,_, ., X, s
el inico elemento de R que satisface:

1. x* e Ex,
2. Si x* <y, entonces existe N € N tal que x,, <y, para todon > N.
De la misma forma, x, = liminf,_, . x, es el vinico elemento de R que satisface:
1. x, € Ex,
2. Siy < x., entonces existe N € N tal que y < x,, para todon > N.

Demostracion. Primero verifiquemos que x* satisface (1) y (2). Para (1) tenemos tres
opciones. Si x* = 400, {x, € R : n € N} no es acotado superiormente y por tanto
existe una subsucesion {x,, Jren con x,, — +00. Si x* € R, como Ey es cerrado, por
la Proposicién [2.7)x* € E,. Finalmente, si x* = —oco, esto significa que x,, — —oo si
n — +oo, de donde Ex = {—o0} = {x*}.

Para (2), en el caso x* = +00 no hay nada que verificar. Supongamos que x* € R,
en cuyo caso x es acotada superiormente, digamos x, < M. Si (2) no se verificara,
para cada N € N existiria ny > N tal que y < x,,. Asi, para N = 1, podemos elegir
ny =2 1lcony < x,.S51in <ny <--- < n han sido elegidos, para N = ni_; + 1,
existe ny > ng—1 +1 > ng_1 cony < x,,. Por tanto la subsucesion x o o = {x;, Jren
estd contenida en el intervalo [y, M]. Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass [4.7]
x o o debe tener una subsucesion convergente, que a su vez es subsucesion de x. Si
su limite es x’, entonces x” € [y, M] y asi x* < x’. Esto contradice la naturaleza de
supremo de x*. Finalmente, si x* = —oo, (2) es precisamente la definicién de que
X, — —00 81 n — +00.

Para verificar la unicidad, sean x’, x’" dos valores que verifican (1) y (2). Si x” #
x”, digamos x’ < x”, escoja x’ < t < x”’. Como x’ satisface (2), existe N € N tal
que x, < t, para todo n > N. Esto implicaria que E, C [~c0,1], contradiciendo que
X' e Ex. |

Dada una sucesion x = {x,},en en R, consideramos los conjuntos Ej := {x, € R :
n > kY = {xg, Xx+1, ..., } que satisfacen

EoDE 2 - DEDE 2.

Al tomar supremo e infimo a esta cadena de conjuntos obtenemos las desigualdades

v

supEg>supE| >--->supEr>supEgy >0,
infEy <infE| <--- < infE, < inf Ej4

IA

Por tanto, la sucesion {sup Ej}xen €s mondtona decreciente y {inf Ey }xen €S mondtona
creciente.



98 Capitulo 4. Sucesiones

Analicemos qué puede suceder con la sucesién de supremos:

1. Si existiera k € N tal que sup E; = +oo, es porque E; no es acotado. Como
Eri1 = Ep \ {xx}, Ex41 tampoco es acotado y asi sup Egy] = +00. Se sigue que
sup E, = 400, para todo n > k. En este caso se verifica que limsup,_, ., X, =
+00.

2. Si cada Ej es acotado superiormente, sup Ex € R. Por el Teorema[4.3] la suce-
sidn {sup Ey}renw converge (en R) si y solo si es acotada inferiormente y su limi-
te se calcula a través del infimo de dicha sucesion. En caso contrario sup Ey —
—oo si k — +o0, que a su vez implica que lim sup,,_, , ., X, = lim;,—, 400 X, = —00.

Por tanto, en los casos en que limsup,,_, , ,, X, = 00, vemos que este valor coin-
cide con el limite de la sucesion {sup E;}ren. Para el caso en que el limite superior
sea un ndmero real este resultado también es valido, como lo muestra el siguiente
teorema.

Teorema 4.9. Sea {x,},en una sucesion en R. Entonces

lim sup x,, = ka sup{x, >k = inf sup{x,}
—+00

n—+oo n>k
liminf x,, = lim inf{x,},>x = sup inf{x,}.
n—+oo k—+00 keN =k

Demostracion. Demostraremos la primera igualdad en el caso del limite superior,
cuando x* = limsup,_,,. X, € R. La segunda igualdad es inmediata porque la su-
cesion de supremos es decreciente (Teorema {.3). Si x* € R, la sucesién dada es
acotada, cada sup Ex € Ry a := limy_, ;. sup Ex € R, como se discuti6 en el parrafo
que precede esta demostracion. Para probar que @ = x*, es suficiente mostrar que «
satisface las propiedades (1) y (2) del Teorema@

(1) Por definicién de limite, para € = 1, existe Ny € N tal que

O<supE;—a=|supE;—al <1, sil> Nj.

Como @ —1 < a < sup Ey,, por la Nota[I.3.2)(2) debe existir n; > N tal que @ — 1 <
Xp, < sup Ey,. Estas desigualdades muestran que |x,, — @] < 1. Inductivamente,
suponga que escogimos ) < np < -+ < ng_1 tales que Ix,,j—al <1/j,j=1,...,k-1.
Para € = 1/k, existe Ny € N tal que O < supE; —a < 1/k, si ]l > N;. Como
a—1/k < a < supEp, con k' = max{Ny, n;_; + 1}, debe existir ny > k' > ny_; con
a - 1/k < x,, < sup Ey . Por tanto

1

|xnk - al < %’

y de esta manera la subsucesion {x,, }xery construida inductivamente satisface que
Xp, = @Sk — +oo.
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(2) Si @ <y, digamos y = @ + €, con € > 0, por definicién de limite sabemos que
existe N € N tal que sup Ex — @ = |sup Ex — @| < €, si k > N. En particular,

SupEy <a+e=y, yasix, <y, paratodon > N,
como era requerido. O

La caracterizacion dada en este teorema permite establecer propiedades de los
limites superior e inferior de forma alternativa, y en ocasiones, mds sencillamente
que a partir de la definicién original.

Ejemplo 4.5.3. Si a, < b,, para todo n > N, entonces

lim sup a, < limsup b, liminf a,, < liminf b,,.

n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo

Note que esta propiedad no es aplicable a limites, sin antes garantizar que los limites
de ambas sucesiones existen, ver la Proposicién {.3(3).

Para demostrar la primera desigualdad, si » > k > N, entonces a, < b, <
sup;s b;. Por tanto, este supremo es cota superior para el conjunto {a, € R : n > k} y
por tanto sup;,; a; < sup;s; b;. El resultado se sigue al tomar k — +oo.

Ejercicios
4.5.1 Sean {a,}nen ¥ {by}nen sucesiones de nimeros reales. Demostrar que

lim sup (a, + b,) < lim sup a,, + lim sup b,,,
n n n

liminf a, + liminf b, < liminf (a, + b,),
n n n

siempre que la suma de los limites no sea de la forma +co0 — co § —co0 + oo.
Ademés si lim,,—, 1« b, = b converge, entonces

limsup (a, + b,) = b + limsupa,, liminf(a, + b,) = b + liminf a,,.
n n n n

4.5.2 Sean {a,}en, {bn}nen Sucesiones de nimeros reales.
a) Siay, b, > 0, mostrar que

lim sup(a,b,,) < lim sup a,-lim sup b,, liminf a,-liminf b, < liminf(a,b,),
n n n n n n

siempre que el producto de los limites no sea de la forma (+o0) - 0.

b) Silim,_, . b, = b > 0, entonces

lim sup (a,b,) = b - limsupa,, liminf(a,b,)=>bliminfa,.
n n n n

Indicacion: sup,, .~ anbim > Sup,sy anby, € infy, >k anby, < inf,> anb,.
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4.5.3 Sea {a,},en+ una sucesion de nimeros positivos. Mostrar que

1
i . S—
0 IR = mint (1 /an)
(interpretando a 1/0 = 400 y 1/(4+00) = 0, segtin sea el caso).

4.5.4 Considere la sucesion de Farey dada por

1 1 2 1 2 3 1 2 3
— X)) = =, X3 = =, X4 = —,X5 = —,Xg= —,X7=—=,X8§ = —, X9 = —,....
2T AT T NS = XS N = X8 = o X9 =

Hallar el conjunto E, asi como los valores lim sup,, x,, € lim inf), x;,.

X1 =

4.5.5 Calcular el limite superior e inferior de las siguientes sucesiones:

a) xp = # d) x, = cos(”;m).
b) x, =35 - 5. e) xn=l+nsin(”—2").
c) x, = sin(%). ) x, = (1 - %) sin %)

4.5.6 (Regla general de Stolz—Cesaro) Demostrar las siguientes propiedades:

a) Sea {y,}uen+ una sucesion de nimeros positivos tal que y; +- - - +y, — +0co
sin — +o0. Entonces, para cualquier sucesion {x,},en+ en R se tiene que

oLX L X+t x ) X1+ +x . X
liminf =* < liminf ——— < lim sup ——— < limsup —".
n—+00 y, n—+o00 Y|+ -+ yy n—4o0 Y1+t Yy n—+oo Yn
Concluir que si lim x,/y, existe, entonces 1lim =% = 1im x,/y,.
n—+co n—+oo YT Hn  psico

b) Sea {b,},en+ una sucesion creciente en R tal que b, — +o00 sin — +o0.
Entonces, para cualquier sucesion {a,},en+ €n R se tiene que
n+l1 — +1 — dn

a . .a ) a . a
———" < liminf = < limsup — < limsup —

) . a
lim inf
n—=+00 Opy1 — Oy n—+00 Oy n—+oo bp n—too bpi1 — by

Concluir el Teorema .4 como caso particular de esta desigualad.
c) Dada una sucesién {a,},en+ en R se verifica que

aj+---+a “+a

liminf a,, < liminf ———= < lim sup = < limsupa,,.

n—+oo n—+oo n n—+oo n—+oo
Indicacién: (a) Sean s, = x1+- - +x, Yty = y1+---+y,. Silimsup,_, o, Xn/yn =
aya # +oo, para @ < a existe N € N tal que x,/y, < a paran > N. Sume
estas desigualdades y opere para concluir que s, — sy—1 < a(t, — ty—1). Luego,
divida por ¢, y tome limite superior en esta desigualdad. (b) y (c) son casos
particulares de (a).



Capitulo 5

Series

En este capitulo estudiaremos un tipo especial de sucesiones en R dadas por las
sumas parciales de una sucesién dada. Estos objetos se conocen como series numéri-
cas. Presentaremos sus propiedades generales asi como algunos criterios para deter-
minar la convergencia o divergencia de las mismas. Entre ellos destacamos el criterio
de comparacidn, de la raiz y el cociente, asi como el de Dirichlet y Leibniz. Otros
criterios de convergencia serdn incluidos en los Proyectos y Ademas dis-
cutiremos el proceso de reordenacion de series, incluyendo el Teorema de Riemann
y su aplicacién a series indexadas por conjuntos contables. Como aplicaciones in-
cluimos una seccién sobre el nimero e de Euler asi como un estudio preliminar de
series de potencias, de fundamental importancia en la teoria de funciones analiticas.
En efecto, muchas de las funciones basicas del Calculo se definen a través de series,
ver el Capitulo[9] Finalmente, y como contenido opcional, incluimos el Teorema de
Tannery sobre el intercambio de limites y series y su aplicacion a series dobles.

5.1. Series numéricas

Definicion 5.1 (Series numéricas). Sea {a,},en una sucesioén en R. Consideramos la
sucesion {s,},en de sumas parciales definida por s, = ag + a; + - -+ + a,. Decimos
que la serie 3 ° ; a, converge a s si

lim s, = s.
n—+oo

En dado caso escribiremos . a, = s. También es comin referirse a s como la
suma de la serie dada.

Nota 5.1.1. Recalcamos que la nocién de serie también es valida en espacios vecto-
riales normados (E, || - ||), porque alli tenemos la suma de vectores y la norma. Sin
embargo, nos centraremos solo en el caso real.
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Nota 5.1.2. Esta definicidn de suma satisface la propiedad de traslacion

(o) (o] (o)
n=0 n=1 n=m+1

Por tanto, si la serie 2210 a, converge a s, entonces la sucesion de colas {},,, an}men
tiende a cero. En simbolos,

lim a, =0.
m—+oo
n=m

Nota 5.1.3. En muchos casos, los términos a, de la serie bajo estudio no estan defi-

nidos para todo n € N, sino a partir de un valor natural ng. En este caso escribiremos
. (9]

la serie como 2,2, dn.

Las sumas parciales de una sucesion {a,},en estdn definidas recursivamente por
Sy = dy + Sy—1. (5.1

Por tanto, si la serie } , a, converge a s, entonces a, = S, — Sp—1 — § — 5 = 0. Asf
tenemos la siguiente afirmacion.

Proposicion 5.1. Si Y. a, converge, entonces 1im a, = 0.

n—oo

Sin embargo, esta condicién dista de ser suficiente para concluir convergencia.

Ejemplo 5.1.1 (Serie armodnica). Los niimeros armonicos se definen como H, =
1+ % + 4 % y su limite recibe el nombre de la serie armonica, dada por

11 1 o 1
l+—F—4—Feee= .
+ 5 + 3 + 1 + Z "
n=1
Su divergencia fue demostrada por Nicolas Oresme en su libro Quaestonies super
Euclidis Geometriam, (1348) [27]]. Esta conclusién se sigue de la desigualdad

2”1
1 1 1 1 o
it Tt e Am e Ty MEL
k=1

En efecto, si N > 0, entonces

Z

y por tanto las sumas parciales de la serie armdnica no son acotadas.
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Ejemplo 5.1.2 (Serie geométrica). Recordando la Seccién la serie geométrica
de raz6n a converge si y solo si |a| < 1. A partir de ella es inmediato verificar que

an” = anm“ = —, paralal < 1,c € R.
: l-a
n=m j=0

Ejemplo 5.1.3 (Series telescépicas). Toda sucesion {b,},en se puede ver como la
sucesion de sumas parciales de alguna serie, poniendo ay = bo y a, = b, — b,—1. La
serie

i an = by + i(bn —bu-1)
n=0 n=1

es llamada una serie telescopica. Ella converge si y solo si lim,_, . b, existe, y este
limite es la suma de la serie.

Ejemplo 5.1.4 (Series de términos positivos). Si a, > 0 para todo n, entonces, por
la ecuacion , la sucesién de sumas parciales {s,},en €s de términos no-negativos
y es monétona creciente. Por el Teorema la serie converge si y solo si {sy}en €S
acotada superiormente. Note también que en este caso, para que {s,}en sea acotada
basta que lo sea una subsucesion de la misma.

Aplicando el criterio de sucesiones de Cauchy obtenemos el siguiente resultado
que serd ttil en demostraciones posteriores.

Proposicion 5.2. Una serie 37, a, en R converge si'y solo si para todo € > 0, existe
N € N tal que

m
Zaj <€, para todom > n > N.
Jj=n
Un ejemplo de cémo aplicar este criterio es en la relacion entre convergencia
usual y absoluta. Para ello recordamos la siguiente definicion.

Definicion 5.2. La serie ), a, se dice absolutamente convergente sila serie 3 |a,|
converge.

Proposicion 5.3. Si una serie converge absolutamente, entonces converge.

Demostracion. Basta aplicar la desigualdad triangular,

para verificar que . a, satisface la condicién de Cauchy de la Proposicién O

En la Seccién veremos ejemplos donde el reciproco de esta proposicion es
falso.
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Ejercicios
5.1.1 Mostrar que

[ (o)

Z 1 1 Z 11
nzln(n+1)(n+2)---(n+k)_k-k!’ nle,,Fn+2_F1F2_

donde k € N* y F, denota el n-ésimo nimero de Fibonacci, Ejercicio [I.1.5]
Indicacién: son series telescopicas.

5.1.2 Demostrar que

2
a a .
a2t 1_a"t 1—a8 = E PR converge si |a| # 1,

yquesusumaesa/(l —a)silal <1y 1/(1—a)silal > 1. Indicacién: recordar

-1 __1_
7 = 73 — 72> donde x # £1.

5.1.3 Justifique geométricamente a través de la Figura[5.1| (semejanza de tridngulos)
la suma de la serie 3,0 " = 1=, para0 < r < 1.

T

~ =

1 ﬁ\

1 r P2 i

Figura 5.1: Otro argumento para sumar la serie geométrica.

5.1.4 Usar el Ejercicio[I.3.1] para comprobar la suma de la serie geométrica derivada

1+2r+3r% +--- an

n=1

lr] < 1.

)2’

Compruebe también esta identidad recurriendo a la Figura Una férmula
mads general se dard en del Ejemplo[9.3.3]
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5.1.5

5.1.7

— =
‘Jk

Figura 5.2: La suma de la serie geométrica derivada.

Considere una serie ), > b, que se obtiene a partir de otra ;> ) a,, agregando

ceros entre a,, y a,,, para una sucesion {n;jren € N estrictamente creciente.
. oo . o ‘4

Comprobar que si . ° , a, converge a s, la serie . ° , b, también converge a s.

(Abel-Pringsheim) Si 3} * ; a, es una serie convergente de términos positivos y
{a,}nen €s mondtona decreciente, entonces

lim na, = 0.

n—+oo
Demostrar este enunciado primero empleando la condicién de Cauchy con
m = 2n para mostrar que nap, — 0y luego acotar por (2n + 1as,+1 < 4nap,
para tratar el caso de indices impares. Utilizar esta propiedad para comprobar
nuevamente la divergencia de la serie armonica.

Demostrar que la serie Zflo:o x, de vectores {x, = (a1, .. .,0d)}neN CONVErge
en (R, ]| - ||o) si y solo si cada serie )} ° a;,, j = 1,...,d converge en R. En
este caso
(o) (o) (o)
d
S craan = | NS aan| B
n=0 n=0 n=0

. s, . .2 [eS)
Sea (X, d) un espacio métrico y {x,},en una sucesion en X. Suponga que > ° A,
es una serie convergente de términos positivos. Demostrar que si

d(xp, Xp41) < Ay, paratodon € N¥,
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entonces {x,},en €s una sucesiéon de Cauchy. ;Por qué esto generaliza el Ejer-
cicio

5.1.9 Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado y completo respecto a la métrica
inducida por dicha norma. Si {v,},en €s una sucesién en E y la sucesion de
numeros reales definida por

Sp = ol + il + - - + [lvall

converge, demostrar que la sucesién de vectores w,, := vo+vy+- - -+, converge
en E. En particular, esta propiedad es valida en RZ. También en (Cp(Y, X), |I-Iy),
ver Teorema[9.3] Indicacién: Imitar la demostracién de las Proposiciones[5.2]y
5.3

5.2. Criterios de convergencia

En general, determinar el valor de la suma de una serie convergente es un proble-
ma dificil. Sin embargo, decidir sobre su convergencia es una tarea razonable que se
puede llevar a cabo a través de distintos criterios que se han desarrollado a lo largo
del tiempo. En este capitulo y en los Proyectos [[1.1] y [T1.2] estudiaremos varios de
ellos, siendo su base el criterio de comparacion.

Teorema 5.1 (Comparacion). Asuma que 0 < a,, < by, para todo n > Nj.
1. Si 3. b, converge, entonces 3., a, converge.
2. 8i ), ay diverge, entonces " b, diverge.

Demostracion. Sean s, = ag+ay +---+ayyty, = bo+by+---+b,. Si}> b,
converge, dado € > 0, por el criterio de Cauchy, existe N € N tal que |t,, — #,| < €,
m > n > N. Por tanto, si m > n > max{N, Ny}, entonces

ISm = Sl <t — 1, <€,
y asi 3,7, a, converge. (2) es equivalente a (1). O

Corolario 5.1 (Paso al limite). Suponga que a,,b, > 0 para todo n > Ny. Las
siguientes afirmaciones son vdlidas:

.o, a . .
1. Si lim = =c > 0, entonces Yo Gn converge si'y solo si 3,7 4 b, converge.

2.8 lim 2 =0y Y bn converge, entonces 3. a, converge.

N . .
3. 8i lim —= = +ooy 3’ b, diverge, entonces Y, a, diverge.



5.2. Criterios de convergencia 107

Demostracion. (1) Por definicién de limite, para € = ¢/2 > 0, existe N > Ny tal que
lan/b, —c| < c¢/2, esdecir c¢/2<a,/b, <3c/2, n>N.

El resultado se sigue del criterio de comparacion.

(2) Si dicho limite es cero, para € = 1, existe N > Ny tal que a,/b, < 1, es decir,
0 < a, < b,. De nuevo, la conclusién se sigue del criterio de comparacién. (3) En
este caso b, /a, — 0y el mismo razonamiento concluye el resultado. |

Ejemplo 5.2.1. Sea 0 < s < 1, @ € Ry consideremos la serie Z n%s". Como
n=0

n(Y sn . a

Iim — = lim — =0, aratodo 0 < s <sp <1,
n—+oo sg n—+00 (SO/S)” p 0

y ZZ":O sg converge, lo mismo es valido para la serie original.

El argumento usado en el andlisis de la serie arménica, Ejemplo [5.1.1] se puede
generalizar en el siguiente criterio de condensacién debido también a Cauchy.

Teorema 5.2 (Condensacion). Sea {a,},en+ una sucesion monotona decreciente de
términos positivos. Entonces Y’ | a, converge si'y solo si la serie },° 2" am con-

verge. Ademds
[ee] (o] [s+]
Zan < Z 2nazn < ZZan.
n=1

n=1 n=0

kay, ambas

Demostracion. Sea s, = aj+ay +---+a,yty =ay+2a +---+2
mondtonas crecientes de términos positivos.
Si n < 2, dividiendo el conjunto {1,2,...,25! — 1} en bloques de longitud 2/,

j=0,1,...,k, obtenemos la desigualdad

k

k
0< Sy < Sok < Sok+l_] = Z(azj +azit++ Clzj+l_1) < 22102_/ = Ik. (52)
=0 =0

Entonces, si ., , 2"aon converge, por el criterio de comparacion, ;| a, converge.
Si n > 2, dividiendo en bloques de tamafio 2/, obtenemos que

k—1 k—1
j ar | e L
Sp = Sok = ay +Z(Cl2]‘+1 +--tayn)>a; +22]a2,~+1 = ? + E > E >0, (5.3)

J=0 J=0

y el resultado se sigue de nuevo del criterio de comparacién. Finalmente, las desi-
gualdades requeridas se siguen de (5.2)) y (5.3) al hacer n,k — +co. i
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Ejemplo 5.2.2 (La funcién zeta de Riemann). Consideramos la serie

1

_’
npP
n=1

[

pER.

Por la Proposiciénbasta estudiar el caso p > 0. Como la sucesion {1/n”},cn+ €S
decreciente y positiva, el criterio de condensacién de Cauchy indica que esta serie
converge si y solo si la serie

o o0

1
Z 2]‘W = Z 2=Pk converge.

k=0 k=0

Como esta es una serie geométrica de razén 2'7, esta converge si y solo si p > 1.

Por tanto, la formula
1
{(s) = Z} ;,
—

define una funcién para s > 1. Esta es la famosa funcién zefa de Riemann.

Nota 5.2.1. Determinar el valor de la suma para el caso p = 2 se conoce como el
problema de Basilea y fue resuelto por L. Euler en 1734 quien demostrd que
2

{(2):1+2i2+3—12+4i2+~-:%. 54
En el Ejemplo[5.7.2] veremos una manera de deducir esta sorprendente féormula. Para
{(4) vea el Ejercicio En general, los valores (2k), para k € N* se pueden
expresar explicitamente en términos de los nimeros de Bernoulli, como lo veremos
en el Teorema [13.2] del Proyecto Note que el caso p = 3 fue mencionado en la

Nota|[I.4.1]del Capitulo|[I}

Ejemplo 5.2.3. Consideremos la serie de términos positivos
Z i 1+ l 4+ oo 4 l
n? 2 nl

Note que la sucesion {a, = H, /n*} e+ es decreciente porque la desigualdad a4+ <
ay equivale a n*H,,1 < (n+1)*H,, es decir,a 1 < (2 + %) (1 + %) H,, que claramente
es valida. Por el criterio de condensacién de Cauchy basta estudiar la convergencia

de la serie
Hpn
Z 2”(1’2#1 = 2 .
n=0
Ella converge porque Hy» < t, = n+1 (. paraa; = 1/)y 3 ,(n+1)/2" converge
gracias al Ejemplo[5.2.1] Del Ejemplo [5.6.6| mds adelante podemos deducir que

> 1 1
Z;nz(1+§+ )—1+Z —1+§(2 D+ 3)-1)=2{03),

relacion debida a Euler.
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Otra consecuencia interesante del criterio de comparacién es la extensioén de la
desigualdad de Cauchy—Schwarz para series.

Teorema 5.3 (Desigualdad de Cauchy—Schwarz). Asuma que las series de niimeros
reales 37 az, DI b2 convergen. Entonces Yo Anby converge absolutamente y

o o 1/2 o 1/2
Stz S| S|
n=0 n=0 n=0

Demostracion. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz para sumas finitas, Proposi-
cién 2.1] sabemos que

N N 12y 1/2
Dlabal <| > 2| | D 02| <alB2
n=0 n=0 n=0

donde A = 3™ a2, B = 2o b2. Por tanto, la serie Yo lanby| converge al ser de
términos positivos. La desigualdad se sigue de tomar N — +co. O

(9]

Nota 5.2.2. Dada una serie convergente ) | a, de términos positivos, siempre es
posible construir otra serie },°, A,, también convergente cuyos términos crecen a
mayor velocidad que a,, en el siguiente sentido:
A
lim == = +co.
n—+co @,
Por ejemplo, sea A, = a,/ \/ry, donde r, = a,+a,.1 +- - eslacolade la serie inicial.
Note que r,, — 0, y por tanto A,/a, = 1/+/r, — +co. Observe ademas que {ry},en+
es decreciente y asi
Aan

\/a(\/a'i' VrrH—l) = an(l +

Al dividir por +/r, + +/rp+1 concluimos que A, < 2(+/r, — /ry+1). El criterio de
comparacién indica entonces que ;| A, converge porque Y, 2(\r, — \Fps1) =
24/ry.

Por otra parte, si }° | d, es una serie divergente de términos positivos, es posi-
ble construir otra serie Z;"zl D, también divergente cuyos términos crecen a menor
velocidad que d, de forma que

—
7‘) < 20y = 2(ry = Fav1).

n

, n
Iim — =0.
n—+o0o n

En este caso basta tomar D, = d,/s,, donde s, = d{ + --- + d,. Como s5,, = +00,
vemos que D,/d, = 1/s, — 0. Ademds, al ser {s,},en+ creciente, tenemos que

k
dn+1 dy+k dn+j  SN+k — SN SN
I > J — — 1 —

SN+1 SN+k =

SN+k SN+k SN+k
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Esto en particular demuestra que la serie ), > | D, no satisface la condicién de Cauchy,
Proposicion[5.2] y por tanto diverge.

La construccién de > A, se debe a du Bois Reymond y la de }.7°, D, fue
hecha por N. Abel, ver [[11]. Para un argumento geométrico sobre el comportamiento
de estas series ver el Ejercicio[8.7.3

Ejercicios

5.2.1 Aplicar el criterio de comparacién para dar una demostracién alternativa de la
Proposicion [5.3] Indicacion: 0 < ay, + |an| < 2la,|.

5.2.2 Determinar la convergencia o divergencia de la serie ) a,, donde:

:—M d) a, = !

a) a n - nl+l/n’
Inn 1

b) an=n—p,P>0- e) anzln(l—;).

) B n?+1

c an_n+\/ﬁ. f) a, =1/nnn,

Indicacion: (b) Ejercicio b). Las series en (e) y (f) se pueden sumar
explicitamente de forma sencilla.

5.2.3 Determinar para qué valores del pardmetro @ > 0 las siguientes series conver-
gen o divergen:

- 1 - 1
@) ;n-(lnn)a' 2 nzz;ln-lnn-(lnlnn)a'

b) Zsin (n™). d) Za‘n('”.
n=1 n=1

Nota 5.2.3. En cursos de Célculo las series (a) y (b) suelen tratarse con el crite-
rio de la integral, ver Proposicién[8.6] Sin embargo, el criterio de condensacién
de naturaleza més elemental también sirve para este propdsito.

5.2.4 Emplear las desigualdades del Teorema [5.2] para mostrar que

I <{(p) < T_o>

sip>1 vy en particular que lim {(p) =1.
p—+oo
5.2.5 Imitar la demostracién del criterio de condensacién para obtener el siguiente
enunciado mds general: Fije un entero g > 2 y sea {a,}en+ monétona decre-
. 2 . LR o) s 3 oo n
ciente de términos positivos. Entonces ", a, converge siy solo si >} " q"az
converge.
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Ademas

[ee)

Zan <(g- 1)-iq”aqn Sq-ian.
n=0 n=1

n=1

5.2.6 (Criterio de comparacion de cocientes) Sean {a,}nen, {bn}nen sucesiones de
nimeros reales positivos y asuma que existe N € N tal que

an+1 < bn+l i
an by

paran > N.

Mostrar que si Y, b, converge, entonces ). a, converge. Indicacion: emplee el
producto telescopico
_ QN+m Aan+1

AN4m = —— **°
AN+m-1 an

an.

5.2.7 Sea }, | d, una serie divergente de términos positivos.

a) Demostrar que

- d d
Z " diverge, pero que Z 1—n2 converge.
n=1

1+d, — 1 +nd,
b) ;(Qué se puede decir sobre la convergencia de i L
¢ P s LT+ nd,

Indicacién: d, = ln sin=m’yd, = niz en los demds casos.

‘/’

d 1 1 — d
¢) Sis, =d; +---+d,, entonces — < — —. Concluya que Z —;’
s

S,21 Sn—1 Sn =1 Sn

converge.

5.2.8 Sea {a,},en+ una sucesion de nimeros reales.

. a
a) Sia, >0y 37, a, converge, entonces ., g Y 2wy VanGns1 tam-
bién convergen.
b) Si 3°, a, converge absolutamente, entonces Y.* | a2 converge.

¢) Si Y7, a, converge absolutamente, ), | |a,|’ converge, paratodo p > 1.

5.3. El numero de Euler

Como aplicacién de la teorfa desarrollada hasta este punto del texto estudiaremos
en esta seccion una de las constantes fundamentales del Anlisis. Se trata del niimero
de Euler que se define como la suma de la serie

o 1
e:=za.

n=0
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Esta serie converge porque sus sumas parciales se pueden acotar por

n n o0
1 1 1
sn:l+z]ﬁ<l+zlﬁ<l+_zlﬁ:1+2:3'
J= J= J=

Ademéds la serie converge rdpidamente y podemos estimar su valor observando que

[

S| 1 1 1
0 — 5, = — = . 5.5
o7 ;(n+j)!<(n+l)!;(n+1)J‘1 — (5-5)

Existen formas equivalentes de calcular e, como el siguiente limite fundamental.

n
Teorema 5.4. ¢ = lim (l + —) . Ademds e es un niimero irracional.
n—+oo n

Demostracion. Considere s, = ;?:0 /j'lyt, =1+ %)”. Por el Teorema del Bino-
mio, Ejercicio[I.3.2] podemos escribir

= (n) 1 n\l nn-1---(m-j+1) 1
t,,:1+2(,)—., donde(,)—.: < (5.6)

jln/ jln/ nij!

j=1
porque n —[ < msil > 1. Por tanto t, < s,, para todo n > 1. Tomando limite superior

obtenemos que
limsupt, < e. (5.7

n—+oo

Por otro lado, fijando m y dado n > m, tenemos que

1 1 j-1 1 1 j-1
=1+ —[1—=]---[1- >1+ ) —(1-—]---|1- .
S (o R (e RO WA o Rl Uy

J=1

Tomando limite inferior (en n) vemos que

. 1 1
liminft, >1+1+ —+---+ — =g, paratodom > 1.
n—+o00 2! m!

Finalmente, haciendo m — +co (note que esto es posible porque ya sabemos que
estos limites existen), concluimos que

e < liminf 1,. (5.8)

n—+oo
Las desigualdades (5.7]) y (5.8) demuestran el limite requerido.
Para mostrar que e es irracional procedemos por contradiccién. Si e = p/q, con
p,q € N*, aplicando la desigualdad (5.5) para n = g obtenemos que

1
0<glle-sy) <-<1
q

Pero de sus definiciones deducimos que gle,g!s, € N. Por tanto, la desigualdad
anterior indicarfa la existencia de un entero en el intervalo (0, 1), hecho que es falso.
Por tanto, e no puede ser racional. m]

Nota 5.3.1. Es posible también demostrar que e es trascendente. El lector puede
consultar [62] para una prueba de este hecho.
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Ejercicios

5.3.1

5.3.2

5.33

534

5.35

5.3.6

Mostrar que (1 — %)” — 1/e y (empleando subsucesiones) que (1 + %)” - 2,

cuando n — +oo.

Empleando la expansiéon binomial, mostrar que la sucesién ¢, = (1 + %)” es
estrictamente creciente.

[143] Sea u, = (1 + %)”“. Mostrar que

u 1\ n
n—1 “(1+ ’
Uy, n-1) n+1

y emplear la desigualdad de Bernoulli, Ejercicio [1.4.7} para concluir la de-

sigualdad u,_;/u, > 1, es decir, la sucesiéon {u,},en+ es decreciente. Como
u, — e sin — +oo, y recordando que t, < s, = ;?:0 1/j!, deduzca las

desigualdades
1 n 1 n+1
(1+—) <e<(1+—) , n>1.
n n

Es posible mejorar la segunda desigualdad cambiando el exponente n + 1 por

n+ %, ver el Ejercicio|12.1.10

Demostrar que

n+ D" <enl, n>1,

usando induccién y la primera desigualdad del Ejercicio[5.3.3]

k k
e(lf) Sk!Sek(lf) , k>1.
e e

Indicacién: multiplicar las desigualdades del Ejercicio[5.3.3|paran=1, ..., k1.

Demostrar que

[44] La siguiente es una demostracién alternativa (2018) de la irracionalidad
de e basada en la igualdad e = 1 + % (1 + % (l + %(1 .- ))) y en propiedades
de la sucesiéon

1 1 1

Xp = — + + + ...
n nn+1l) nn+1n+2)

Demostrar las siguientes afirmaciones:

a) x, esuna serie convergente y x, = %(1 + Xpe1)-
b) {x,}nen+ es estrictamente decreciente y positiva.

de=l+x=1+11+x)=1+311+i0+x3) ="
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Si e fuera racional, por (c) cada x, lo seria, digamos x, = p,/g, con py, g,
enteros positivos, primos relativos entre si. Por (@), pn+1/qn+1 = (0pn — gn)/qn
y como la primera fraccién es irreducible, g, > ¢,+1. Empleando (b) concluya
que p; > p2 > p3 > --- > 0 llegando a una contradiccidn.

5.4. Ciriterios de la raiz y del cociente

Los criterios que presentamos en esta seccion son de gran utilidad para determinar
la convergencia absoluta de una serie. En realidad, tanto el criterio de la raiz como el
del cociente (también conocido como criterio de la razén de D’ Alembert) consisten
en comparar la serie dada con una serie geométrica. Ambos criterios se expresan en
términos de limites superiores e inferiores y por tanto son versiones mas precisas que
las estudiadas usualmente en cursos de Célculo.

Teorema 5.5 (Criterio de laraiz). Dada la serie 3., a,, considere a = lim sup Vlanl.

n—+oo

1. Sia <1, la serie Z,‘f’:o a, converge absolutamente.
. . woo .
2. Sia > 1, laserie )., a, diverge.
3. Sia =1, el criterio no da informacion sobre la convergencia.

Demostracion. (1) Si @ < 8 < 1, por el Teorema [.8] (2), existe N € N, tal que si
n > N, entonces V|a,| < B. Por tanto,

la,| <B*, n=N.

Por el criterio de comparacién, la serie 3 a,| = ZnNz_Ol lan| + X"y lan| converge.
(2) Por el Teorema (1), existe una subsucesion {a,, Jien tal que {/la,, | — a,
sik — +oo. Como a > 1, existe K € N tal que ’W > 1,sik > K, estoes |a,,| > 1.
En particular, |a,| / 0 si n — +o0 y dicha serie no puede converger.
(3) Las series 220:1 1/n®, s = 1,2, satisfacen @ = 1, pero una converge y la otra
diverge. O

Teorema 5.6 (Criterio del cociente). Considere la serie 37 ,a, en Ry asuma que
existe Ny € N tal que a,, # 0, para n > Ny. Entonces:

An+l
dp

1. Silimsup,_, < 1, la serie converge absolutamente.

2. Si1 < liminf,_,e |1

o B la serie diverge.
n

An+1
a’l

An+1
an

3. Siliminf,_, 4o <1 < limsup,_,, , el criterio no decide sobre la

convergencia de la serie.
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An+1
An

Demostracion. (1) Sia = limsup,_,, < 1, fije @ < B < 1 ydetermine N € N,

N > Ny, tal que si

Adp+1

n> N, entonces

<B

day

Teorema(2). Por tanto, |a,+1| < Blan|, n > N. De esta forma tenemos que
lan+1l < Blanl,  lansal < Playsal < Blanl, ..., lanwl < Blanl.
De manera equivalente,
lanl < BB~ Nanh = CB",  n=N,

donde C > 0 es independiente de n. Por el criterio de comparacion, la serie 3. la,| =
N-1 o0
Yoso lanl + X2y lan| converge.

2)Sil < liminf, |“Z“ |, por el Teorema (2) para el limite inferior, existe

N e N, N > Ny, tal que 1 < |a,+1l/|a,l, sin > N. Por tanto,
lan| > lan-11 > -+ > lay+1| > lan| > 0.

y la condicién a,, — 0 si m — 400, necesaria para la convergencia, no se cumple.
(3) Podemos emplear las mismas series que en la demostracion del criterio de la
raiz para concluir. O

El criterio de la raiz es mds preciso que el del cociente, en el sentido que explican
las siguientes desigualdades fundamentales.

Teorema 5.7. Sea {c,},en una sucesion de niimeros reales positivos. Entonces

., - ~Cntl . . . Cn+l
liminf < liminf {/c, < limsup {/c, < lim sup . 5.9
n—+00  Cy n—+oo n—-+oo n—+oo n
En particular,
.1 Cn+l . .
si lim =c, entonces lim A{/c, =c.
n—+eo ¢y n—-+o0

Demostracion. Sea a = limsup,,_, ., CZ“ . Si @ = +00, no hay nada que probar. Si es
n

finito, tome a < . Entonces, existe N € N tal que

Cn+l
Cn

sin>N, entonces

<B.

Argumentando como en la demostracion del Teorema[5.6] concluimos que
cn < BB New) = CBY,  esdecir  {fc, <CY"B, n>N.

Tomando limite superior a ambos lados de la desigualdad obtenemos

limsup {/c, < lim C'"g=p.
n—+oo

n—+oo

Como S > « fue arbitrario, vemos que limsup,_,, ., {/c, < @, como se requeria. La
desigualdad restante se demuestra de la misma forma. O
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Nota 5.4.1. Para una serie Z,‘;":O a, de términos distintos de cero el teorema anterior
demuestra que si lim, 4o |a,/a,—1|1 = a existe, entonces lim,_ e la,|'/" también
existe y es igual a . Por tanto, en este caso el criterio de la raiz da la misma infor-
macion que el criterio del cociente. En general, este criterio depende del comporta-
miento de cada razén consecutiva |a,/a,—1|, mientras que el criterio de la raiz estudia
la media geométrica de estas fracciones, porque

lan /" = (

Empleando las desigualdades entre medias geométrica y aritmética, ver Ejercicio
[7.3.7] de hecho podemos estimar estos valores por

dp ||dn-1 ai

1/n
— ] lao|!/".

ao

dp-1||An-2

ar e n-1 n_
n |an|1/" |a0 ’ + + anp—2 Q-1
< o < (5.10)
al ...y aa| @ | T laglt/ n
a anp-1 dan
A partir de estas desigualdades podemos concluir que si lim,,— .+ la,/a,-1] = @,
1/n

entonces 1fm,,_, ;o0 |a,|'" = a. En efecto, si @ > 0 empleamos el Ejercicio4.2.9] que
lao|'" — 1 y ambas desigualdades en . En el caso @ = 0 basta tener en cuenta
solo la desigualdad de la derecha. Estos argumentos estdn basados en [39] y [60,
Theorem 20].

Ejemplo 5.4.1. Las desigualdades del Teorema en general son estrictas. Como
ejemplo considere la serie

(o9

U 1 o

Zam—§+§+?+3—2+§+3—3+---, azn—y, aZ”H_%'
m=1

Para aplicar el criterio de la raiz, como X/as, = 1/ 312, Raon+1 = 1/2%, obtene-

mos

liminf {/a, =

n—+co

1
\/_ = lim sup {/a,,.

n—-+00

1
1/(3 n o) n+1
Para el criterio del cociente, Gonel _ 2 (—) y Bone2 _ (—) . Asi
ayp  2\2 am+1 \3

, . ~0n+l . Ap+1
lim inf =0 < 400 = lim sup .
n—teody n—+co  Qp
Note que para esta serie el criterio del cociente no provee informacion, mientras que

el criterio de la raiz si permite concluir convergencia.

Ejemplo 5.4.2. Considere la sucesién ¢, = n. Recordando que (n + 1)/n — 1, se
sigue la férmula lim,— n'/" = 1. De la misma forma

lim — =e,

n—+o0 \/_
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porque al escoger ¢, = n" /n! obtenemos

 Cntl o (n+ D™ o (n+ 1)
lim = lim —————— = lim =e.
n—+eo  C, n—+oo (m + l)l n" N—+00 n

Terminamos esta seccién con una revision sobre series de potencias con coefi-
cientes reales.

Definicion 5.3. Una serie de potencias es una serie de la forma

(9]

Z an(x — x9)", donde a,,x, xo € R.
n=0

El valor xy se conoce como el centro de la serie.

En este sentido, una serie de potencias es una funcién de la variable x. Estas
funciones se denominan analiticas y su estudio completo se realiza en un curso de
Variable Compleja. En este texto nos limitaremos a desarrollar algunas de sus pro-
piedades bdsicas, en particular, como modelos de series para aplicar los criterios de
la raiz y del cociente.

Teorema 5.8 (Féormula de Hadamard). La serie de potencias 3., , a,(x — xo)" con-
verge absolutamente para |x — xo| < Ry diverge si |x — xo| > R, donde

] n
R=—, a=limsup vlay|.
a

n—+oo

Sia =0, R = 400 (converge en todo R). El valor R y el conjunto (x9 — R, xog + R)
se denominan el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la serie,

=p

An+1
an

respectivamente. Ademds, si a, # 0 a partir de algiin N € N y lim,_,
existe, entonces R = 1/p.

Demostracion. Aplicando el criterio de la raiz a a,(x — xp)" la serie converge si
lim sup v/|a,(x — x0)"| = |x — xo| - lim sup +/|a,| < 1,
n n

de donde se sigue el primer enunciado. Al aplicar el criterio del cociente a a,,(x — xp)"
obtenemos que la serie converge si

| ana (x = x0)"™*! .
lim |————| = |x— xp|- lim
n—+oo an(x — xo)” n—+co

Aan+1
ay

< 1.

Si suponemos que lim |a,.1/a,| = B, por el Teorema B = im0 Vlay|, de-
n—+oo
mostrando asi la segunda afirmacion. O
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Ejemplo 5.4.3. El ejemplo fundamental es la serie geométrica

1
1-x

(o)
1+x+x2+---=Zx"= -l<x<l1.

n=0
En este caso el centro es xg = 0, los coeficientes son a, = 1 y radio es R = 1. Ademads
la serie diverge en los extremos x = +1 del intervalo de convergencia. Por otro lado,
tenemos la serie

00
2 4 2n 1

14+ x4+ x +...:Zx = —1<x<1,

n=0

-2

cuyo centro es xo = 0, az, = 1y azy+1 = 0. En este caso lim sup,, la,] = 1. Note que
no es posible aplicar el criterio del cociente porque la serie tiene infinitos términos
nulos. Esta serie también diverge en los extremos x = +1. Una situacion andloga la
presenta la serie

~
x+ 2+t a8 = szn,
n=0
donde a,, = 2" sim = 2" y es 0 en los demds casos. Calculando su radio de con-
vergencia a través de la subsucesién ay» = 1 obtenemos que R = 1. En este caso el
criterio del cociente tampoco es aplicable.

Ejemplo 5.4.4. Considere las series
— X i x"
DY
n=0 n n=0 n

Ambas tienen radio de convergencia R = 1 y la primera converge en el extremo
x = —1 (Ejemplo[5.5.1)mds adelante), pero diverge en x = 1, mientras que la segunda
converge en ambos extremos. En general, para cada serie particular hay que analizar
el comportamiento en los extremos por separado.

Finalizamos esta seccion con el estudio del producto de Cauchy entre series
numéricas. Para series de potencias, si se multiplican formalmente y se agrupan los
coeficientes con la misma potencia de x obtenemos

ianx”-ibnx” = i Zajb”‘f x". (5.11)

n=0 n=0 n=0\ j=0
Basados en esta situacién y poniendo x = 1 consideramos la siguiente definicién.

Definicion 5.4. Si Y. ja, y 2>, b, son dos series de niimeros reales, su producto
de Cauchy se define como
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Aunque el producto de Cauchy de series convergentes no necesariamente conver-
ge, ver Ejemplo [5.5.3] més adelante, cuando alguno de los factores converge absolu-
tamente la situacion mejora substancialmente.

Teorema 5.9 (Mertens). Suponga que las series 3,7 o an, 2. b convergena sy t,
respectivamente, y sea Y, ¢, su producto de Cauchy. Si 3, a, converge absolu-
tamente, entonces ), ¢, converge a st.

Demostracion. Sean s, = 3 o a, ty = X5 bk, un = Xk 'y Bn = t, —t. Entonces
Up = aoty + ayty—1 +- -+ apty = agBn + 1) +a1(Byu—1 +1) + - - -+ a,(Bo + 1) = syt + vy,

donde y,, = aoB, +a1B,-1 + - - +a,Bp. Para terminar de demostrar la afirmacién basta
ver que lim, 0y, = 0. Para ello, sea a = 7 la,| y tome € > 0. Por hipétesis
Brn — 0sin — 400, asi que podemos elegir N tal que |8,| < €, si n > N. Entonces

[Val < lanBo + - -+ + an-N+1PN| + |Bn+1an-N + - - + Braol

<lapBo + -+ + an-n+18n| + €.

Como lim,—+ a,, = 0, manteniendo N fijo y tomando limite superior sobre n obte-
nemos lim sup,, |y,| < ea. Pero € fue arbitrario, asi que lim inf,, |y,| = lim sup,, |y, = 0

como se requeria. O

En el Teorema [I1.6|del Proyecto [I1.3] veremos un resultado paralelo al teorema
anterior, sin la hipdtesis de convergencia absoluta.

El teorema anterior garantiza en particular que el producto de Cauchy de dos
series de potencias con radio de convergencia positivo también converge y que la
igualdad en es valida en la interseccion de los intervalos de convergencia de
las series de la izquierda.

Ejemplo 5.4.5. La funcion exponencial se define por la serie

N 23 ®n
e=1l+x+—=+—---= —,
2! 3l n!
n=0
con centro en xo = 0y coeficientes a, = 1/n!. En este caso la serie converge para todo
x € R como lo demuestra el criterio del cociente. Ademads, es claro de la definicion
que

e*>1+x, para x > 0. (5.12)

Por otra parte, una de las propiedades fundamentales de esta funcion es que

e =" e, x,y €R. (5.13)
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Para demostrarlo podemos aplicar el Teorema 5.9 para multiplicar

B DIEN:
n=0 m=0 n=0 k=0
2

1 n k.n—k _ °°(x+y)n_ x+y
n! O(k)xy =2, P

n=0

=l

estableciendo asi la igualdad. Esta propiedad en particular implica que e* # 0 para

todo x € R porque e*e™ = ¢ = 1.

Ejercicios

54.1 a) Comprobar que cualquiera de las siguientes condiciones para una suce-
sién {a, }nen en R implica que a, — 0 cuando n — +oo:

i) lim sup la,| < 1. i) limsup | 22| < 1.
n—+oo | dp
b) Aplicar el enunciado anterior para concluir que
k n |
lim ——— = lim — = lim — =0,
n—+oo (1 + p)y"  noteopl  notoo plt
donde p>0,k>0yxeR.
5.4.2 Discutir la convergencia de las series )’ a, con
_ (2n)'(3n)! Inn\"
D o = (5]
n! Inn
b) a, = —. e) a, =1/(nn)"".
nn
1
n = ,Xx€R.
©)a T+

5.4.3 Comprobar los siguientes limites:

1/n
o lim (n+ D(n+2)---(n+n)) :g.

n—+oo n

G IO

(n+2)(n+4)---(n+20)"" 33
¢) lim =

n—+oco n

(considere subsucesiones).
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5.4.4 Determinar limsup, V|a,|, liminf, V|a,|, lim sup, ”2—;1 y liminf, “(’1‘—;1 para
las siguientes series:
a) Yoan=1+a+b+a*+b*+---,con0<a<b<l.
by Y opan=a+1 +aP+a*+ad +a*+---,con0<a<1.
o (m+ (=1D)H12 @22 anr  @hHr  @31H?
et D i L L I U
p— Cn+(=Dm12  AHr  GH%2  BH2 9)?
5.4.5 Fijelq| < 1y p > 0. Determinar el radio de convergencia de las series:
[ee) (o8] (o) 2
n? n n! n n
a)Zq -x". d)Zx. g)z4n+3nx.
n=0 n=0 n=0
o X"
b) nPx". e) nlx". h) Z TR
n=0 n=0 n=0

) > on. ) i(lnn)zx”. i) i(l + %) X
n=0 n=0 n=1

5.4.6 Demostrar que si a, € Z, para todo n € N, con infinitos términos no nulos,
entonces el radio de convergencia de la serie 3, a,x" es a lo mds 1.

5.4.7 [98] El objetivo de este ejercicio es demostrar la divergencia de las series de
reciprocos de los enteros libres de cuadrados y de los nimeros primos.

a) Un nimero n € N* se dice libre de cuadrados si no es divisible por
ningtin entero de la forma j2, con j > 1. Sea

K =1{1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,...}

el conjunto de estos nimeros. Si )¢ 1/n = 1+1/2+1/3+1/5+1/6+- - -,
argumentar por qué

1 1 1
k<;ke7<k ;jz 2:;1'"’

y concluir por comparacién que la serie ,cx 1/n diverge.

b) Demostrar que la serie de reciprocos de los primos ’ ,cp 1/p diverge. En
efecto, por contradiccidn, si esta convergiera a algin valor b, aplique la

desigualdad (5.12)) para mostrar que

e’ > exp Zl =l_[el/”>l_[(l+%)2 Z %,

p<n p<n p<n k<n,keK

y obtener una contradiccién con el numeral anterior.
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El Ejercicio 8.6.12| contiene més informacion sobre la serie 3. ,ep 1/p.

5.4.8 (%) La funcion de Mobius p : N* — R se define por u(1) = 1 ysin =
p]f‘ plr‘" > 1 es su descomposicién en factores primos, u(n) = (—1)" si
ky =---=k- =1,y um) =0 para los demds casos.

a) Mostrar que

1 sin=1,
D Hld) =

. )
e 0 sin>1.

donde la suma se toma sobre todos los divisores d de n. Indicacion: sin =
p’f‘ ‘e p’,‘* > 1, los divisores d que contribuyen a la suma son p? <y,
conej=001.

b) Demostrar que ), u(n)/n® converge absolutamente para s > 1y que

i%.i’i’?:l, para s > 1.

n=1 n=1

Esto muestra de forma alternativa que {(s) # O para s > 1.

5.5. Ciriterios de Dirichlet y Leibniz

Los criterios presentados en esta seccidn estdn basados en la siguiente férmula,
andloga a la de integracion por partes para la integral de Riemann, Proposicién[8.7(1).

Lema 5.1 (Sumas por partes). Dadas las sucesiones {a,}nen, {bn}nen, considere s, =
Y=o @k con s_1 = 0. Entonces

q g-1
Dty = sulbn = buat) + 5gbg = spibp,  0<p<q.
n=p n=p

Demostracion. Recordando que a, = s, — s,—1 obtenemos

q q q q-1
Z anby, = Z(sn = Sp-1)by = Z Snbn — Z Snbpi1,
n=p n=p n=p n=p-1
de donde se sigue el resultado. m|

Teorema 5.10 (Dirichlet). Suponga que las sumas parciales s, de 3., a, son aco-
tadas. Si
bo=by=2by>---, 'y lim b, =0,

n—-+00

entonces 3, o a,b, converge.
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Demostracion. Si|s,| < M, como b,, — b,4+1 > 0, entonces

q g-1

D auba| = > sulby = bus1) + 5qbg = 5,1y

n=p n=p
q- q-1

< > I5ul(b = busr) + Isglbg + Isp-1lby < M| > by = bus1) + by + by | = 2Mb,.
n n=p

Dado € > 0, tome N € N tal que si p > N, entonces b, < by < €/2M. La convergen-
cia de la serie se sigue del criterio de Cauchy, Proposicién[5.2] O

Teorema 5.11 (Leibniz). Dados b, > 0, la serie alternante 3, (—1)"b, converge si

bop=by=2by>--- 'y lim b, =0.
n—+0oo
Demostracion. Tome a, = (—1)" en el criterio de Dirichlet. O

Antes de presentar los ejemplos finales de esta seccion, recordamos la nocién de
convergencia condicional.

Definicién 5.5. Si una serie ), a, converge, pero Y, , |a,| diverge, decimos que
la serie 37, a, converge condicionalmente.

Ejemplo 5.5.1. El criterio de Leibniz muestra inmediatamente que la serie alternante
2o (=1)"/(n + 1) converge. De hecho esta serie se puede sumar explicitamente y su
valor es
o (—1) 11 1
=l--+-—-=-+---=1n2.
n+ 1 27374 !
n=0
Por otra parte, la serie no converge absolutamente. Otro ejemplo de la misma natura-
leza es la serie de Gregori-Leibniz
o (-1 1
D"

1

1 n
Ll 375777
que converge condicionalmente. En el Ejemplo del Capitulo [8| veremos cémo
obtener estas sumas. El método cldsico se dard en el Ejemplo [I1.3.1] empleando el
Teorema de continuidad de Abel, ver el Proyecto(11.3

Ejemplo 5.5.2. La condicién de decrecimiento en el criterio de Leibniz es necesaria
para concluir la convergencia de la serie. Por ejemplo, aunque b, = \f+ o — 0, es-
ta sucesion no es decreciente y de hecho 32 ,(—1)"b, diverge. En efecto, escribiendo

(e8]

1" ! -1
Z( Vo= Z[ z n+<—1>"«/ﬁ}_Z Zn+< 1y v

n=2

vemos que el primer sumando converge, pero el segundo diverge gracias a la desi-
gualdad 1/(n + (=1)"+/n) > 1/(2n), n > 2. De esta forma, concluimos la divergencia
de la serie original.
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Ejemplo 5.5.3. Por el criterio de Leibniz la serie 3. % converge. Si la multipli-

camos por si misma usando el producto de Cauchy obtenemos la serie

. o0 i 1
ch = Z(_l) Z Vo —k+Dk+1)

n=0 n=0 k=0

Como(n—k+ 1)k+1) = (% + 1)2 - (% - k)2 < (% + 1)2 , vemos que

n

2 2(n+1)

lenl = Y2 n+2
“n n

Por tanto, la condicién ¢, — 0 no se satisface y 3. ¢, diverge.

Ejercicios

5.5.1 Utilice el criterio de Leibniz para concluir la convergencia de las series:

N (=" N n_—n
@) Y ~——p>0. ) (=
n=0 n=1
b —D)"In{1+ —|.
) 2( ) n( n) ) 2oy
5.5.2 Estudie la convergencia de la serie de Bertrand HZ:; W conx,a,B €R.
Respuesta: converge absolutamente si |x| < 1y diverge si [x| > 1. Six = 1,
converge absolutamente sia > losia=1yg>1.Six=a=1yp <1,

entonces diverge. Si x = —1, la serie convergesia > 0osia =0y S > 0.

5.5.3 (Sobre el criterio de Leibniz) Considere una sucesion {b,},en mondtona de-
creciente con b, — 0 si n — +oo, y la serie alternante 7 ,(—1)"b,. Si
Sp = Z;?:O(—l)fb j» demostrar las siguientes afirmaciones:

a) {sonlnen+ €s monotona decreciente y {sp,-1}qen+ €S mondtona creciente.
Ademas, s7,,+1 < 52;.

b) Aplicar el Teorema para mostrar que ambas sucesiones convergen y
que su limite B es el mismo. Concluir que

Son+1 < B < sy, paratodo n € N.

En particular, 0 < by — by = 51 < B.

¢) Mostrar que |s, — B| < b,,41, paratodo n € N.
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5.5.4 Sea {a,}nen una sucesion k-periddica (a,+x = a,) tal que ag+ay+- - -+ag-1 = 0.
Demostrar que la serie

S a
;)/ln-nkl

converge, para todo 4 > 0.

[Se]

En particular, Z
n=0 . .
calcular esta suma en términos de integrales.

n

converge para p,q € N*. Ver el Ejercicio |8.6.4] para
pn+gq

5.5.5 Determine, en cada caso, los valores 6 € R para los cuales las series
(o) (o)

sin(n6) cos(nb)
2w 2

n=1 n=1

son convergentes. Indicacion: recordar las identidades (13.7) y (13.6)). La suma
de estas series serd dada en el Ejemplo [I3.1.1]del Proyecto [I3.1]

5.5.6 () (Desigualdad de Carleman) Si 3’ | a, es una serie de nimeros reales no
negativos, entonces la serie ), , v, converge, donde y, = (ajaz-- ay)tn y

ademas
(o8] (e8]
Snsed

n=1 n=1

Seguir los siguientes pasos para completar la demostracién dada por K. Knopp
(1882-1957) de este resultado:

a) Emplee sumas por partes, Lemay L = ,ll — L para mostrar que

nn+1) — n+l’
q q

Jj=1 j=1 j=1

a +2ax + -+ +nay,
nn+1)

q
aj, dondec, =

b) Aplique la desigualdad entre medias geométricas y aritméticas a los va-
lores ja;/(n+1), j=1,...,n, Ejercicio[7.3.7} para mostrar que

(n‘)l/n
n+1

(P

V-
Luego aplique el Ejercicio para terminar la demostracion.

Para mas informacidn sobre esta desigualdad junto con otras posibles demos-
traciones, ver [48]].
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5.6. Reordenacion de series y series multiples

En esta seccidn discutimos brevemente el proceso de cambiar de orden los térmi-
nos de una serie en R. El resultado principal es el Teorema de Riemann que indica que
si solo tenemos convergencia condicional, entonces podemos reordenar una serie de
manera que el resultado de sumar la serie obtenida sea cualquier valor de R U {+oo}.
Ademas, introducimos una nocién de convergencia para series indexadas por con-
juntos contables y exploramos su caracterizacion a través de convergencia absoluta.
Esto en particular permite sumar series absolutamente convergentes a través de blo-
ques. Como ejemplo fundamental discutimos algunos célculos con la funcién zeta de
Riemann doble.

Definicion 5.6. Considere una serie Z;":O a,. Una reordenacion de la misma es una
serie de la forma

(59

Z Ag(n)»

n=0
donde o : N — N es una biyeccion.

Teorema 5.12. Si ), a, converge absolutamente, toda reordenacion Y, Gc(n)
también converge, y todas ellas convergen al mismo valor.

Demostracion. Sean s, =ap+aip+---+anyy 8, = ar0) + de(1) + - - + dg(n). Por el
criterio de Cauchy, para todo € > 0 existe N € N, tal que si n,m > N, entonces

m

> ol <e

Jj=n

Escoja p € N* tal que {0,1,...,N} C {0(0),0(1),...,0(p)}. Entonces, si n > p,

ap,ai,...,ay se cancelan en la diferencia s, — s),. Por tanto,
’
s, — sy, < €.
Esto demuestra que lim,,, ;o 5, = lim,_,, 5, cOmo se requeria. O

Teorema 5.13 (Riemann). Si 3,7, a, converge condicionalmente y & € R U {00},
existe una reordenacion ), a(n) qite converge a a.

Demostracion. Considere las sucesiones

_ lan| + an _ lan| — an

pn— 2 ’ Qn— 2 s

de forma que p,, g, = 0, p, — gn = an Y pn + gn = lay|. En efecto, si a, > 0 entonces
Pn = au, g, = 0, mientras que si a, < 0, entonces p, =0y g, = —a,.

Note que por hipdtesis, Y, pn V 2., g divergen, porque de lo contrario, ), |a,|
seria convergente. Sean P, P», ... los términos no-negativos de ), a, en el orden en
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que aparecen, es decir, los términos no nulos de la sucesién {p,},en+. Sean también
01, 0>, ... los valores absolutos de los términos negativos de ), a, en el orden en
que aparecen, es decir, los valores no nulos de {g, }en+.

Fije « € R. Como las series >., P, v >, O, solo difieren de >, p, yV X.,,qn €0
términos que son cero, ellas también divergen. Por tanto, podemos escoger my, k|
nimeros enteros de forma que sean los minimos que satisfacen

Xp =Pttt Py za, yi=Prt Py = (Qr 4+ 0 S
Luego considere a los minimos enteros m;, k; de forma que
xp=Pr+- 4 Pp —(Q1+ -+ 0x)+Puyr1+- -+ Py 2 a,

y2=P1+"'+Pm1_(Ql+"'+Qk1)+Pm1+1+"'+Pm2_(Qk1+1+“‘+Qk2)Sa'

Continuando inductivamente consideramos las sumas x, = Py + -+ Py, y yy =
Py +--- = QO,, donde my, k, se eligen de manera que

Xp2a, y<a x,—P, <a y,+0 >a,

es decir |x, —a| < Py, y lyn — @] < O, .
Este proceso genera la reordenacién de ), a, dada por

Pit oot Py = Q1= = Qi +Pmys1 + -+ Py = Oge1 = = Opy +---

El objetivo consiste en demostrar que ella converge a a. Si {s;}jen+ denota la suce-
sién de sus sumas parciales, empleando los enteros my, my + ki, k; + my,mo + ko, . ..
para descomponer a N* en intervalos, la eleccién de m,, y k, establece las siguientes
propiedades:

1. Si j =k,—1 +my,, entonces s; = x,. Si j = m, + k,, entonces s; = y,.
2. Siky—1 +m, < j<m,+k,, entonces

ywSa<sj, yasi |[sj—al=a-s;<a-y, <0,

3. Simy, + k, < j <k, + my41, entonces

@<sj<x, yportanto |[sj—a|=sj—a@<x,—a<Py,.

Como {P,;}nen+ ¥ {—Om}men+ son subsucesiones de {a,},en+ y @, — 0O cuan-
do n — +oo, entonces P, 0, — 0 si m — +oco. Las desigualdades establecidas
anteriormente permiten concluir que

lim s; = a,
Jj—o+oo

como era requerido. El caso @ = +oo es similar, ver Ejercicio[5.6.1] o
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Nota 5.6.1. Existe una versién més general de este teorema para series de vectores en
R4, conocido como el Teorema de Lévy-Steinitz que afirma que las sumas de reorde-
naciones de series en R¢ son un espacio afin de R¢. Para el caso d = 1 esto se verifica
porque el conjunto de sumas (en R) de una serie o bien es vacio (divergencia), es un
punto (convergencia absoluta) o bien es todo R (convergencia condicional). El lector
puede consultar [112]] para mas informacién.

En general, construir ejemplos explicitos del Teorema de Riemann es una cues-
tién delicada. Presentamos a continuacion el ejemplo cldsico empleando la serie
armonica alternada.

Ejemplo 5.6.1. Recordando el Ejemplo[5.5.1]y el Ejercicio sabemos que

n2=1--+---4+—---
" 27371757
In(2) 1 1 1 1
> _O+2+0 4+0+6+0 8+ .
Sumando estas igualdades, obtenemos una reordenacién de la serie original
3 1 1 1 1 1
511’1(2)—1+0+§—§+§+0+§—Z+"‘
_1+1 1+1+1 1+1+1 1
3 257 4 911 6

que converge a otro valor. Para mas ejemplos de reordenaciones de esta serie, ver el
Ejemplo|11.3.2

Ejemplo 5.6.2. Considere el conjunto S (N) de todas las biyecciones o : N — N. El
Teorema de Riemann permite mostrar que S (IN) no es contable. En efecto, fije una
serie 3., a, que converge condicionalmente, digamos a, = (-1)"/(n+1). Considere
la aplicacién

f:R—-> SN, a+— f(a) = oy,

donde o, se escoge de forma que la reordenacion 3. do,n) converga a a. El teo-
rema anterior implica que dicha f existe. Ademads f es inyectiva porque si o, = 0,
entonces @ = 37 Ao, (n) = Dipeq dop(n) = B- Por tanto, S (N) contiene un conjunto no
contable, a saber f(R), y por tanto no puede ser contable.

Como aplicacion del Teorema de Riemann presentamos una formulacién equiva-
lente de convergencia absoluta empleando indices de conjuntos A que sean infinitos
contables. En la prictica A suele ser un subconjunto de NV, para algin N € N*.

Definicion 5.7. Sea A un conjunto infinito contable de indices y {a, € R : p € A}.
La serie }; ,e4 ap se dice sumable a s € R si para todo € > 0, existe un conjunto finito
Ip(e) C A tal que para todo conjunto finito / tal que Iy(e) C I C A se tiene que

Zap—s < E.

pel
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Proposicion 5.4. Sea A un conjunto infinito contable. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. La serie }.,cp ap es sumable.

2. Existe una biyeccion o : N* — A tal que la serie Zji | o)) es absolutamente
convergente.

3. Para toda biyeccion o : N* — A, la serie Z‘]’il ao(j) es absolutamente conver-
gente.

4. La serie ¢4 lap| es sumable.
En los casos (1), (2)y (3) el valor de las sumas coincide.

Demostracion. Para demostrar que (2) y (3) son equivalentes, sean 01,0 : N* — A
dos biyecciones. Entonces 7 = o Voo : NT — N* es biyectiva. Si b; = ag,(j) y
b’ = agyj), entonces by . = dgy(j) = doy(j) = bjy por tanto 372, de(j) €s una
reordenacion de Z;‘;l aoy(j)- El Teorema demuestra que estas series convergen o
divergen simultdneamente.

Veamos ahora que (1) y (2) son equivalentes. Suponga que (1) es vélida y que
la serie es sumable a s. Fije € > 0y Iy(e) como en la definicién anterior. Considere
ahora una biyeccién arbitraria o : N* — A y tome N = N, € N minimo tal que
Io(e) €1 ={o(1),...,0(N)}. Sesiguequesin>Nyl' =1U{c(N +1),...,0n)},
entonces

n
Zag(j)—s = Zap—s < €.
j=1 pel’

()

Por tanto, la serie }},” | ao(n) converge a s. Si esta serie no convergiera absolutamente,
el Teorema de Riemann [5.13|implicarfa que existe una reordenacion de esta serie que
converge a otro valor, pero el argumento del parrafo anterior descarta esta posibilidad.

Si (2) es vélida, estamos suponiendo que Z;‘;l ao(j) converge absolutamente a
un valor s. Asi, dado € > 0, podemos elegir N tal que |ZT:1 agj) — 8| < €/2 si
m>Ny Z;‘;NH las(j)| < €/2. Por tanto, si ponemos Ip(€) = {o(1),...,0(N)}, dado

un conjunto finito / 2 /y(e), tomando N’ > N tal que I C {o(1),...,0(N")} se sigue
que
N’ 0
Zap—s= Zag(j)—s— Z ap| < €/2+ Z las(jl < €.
pel J=1 PElT(D).es (NN j=N+1

Por definici6n, concluimos que 3,4 @, es sumable con suma s.
Finalmente, (4) es equivalente a (1) gracias a la equivalencia entre (1) y (2) porque
Z;’;l las(j)| converge. O
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Aplicando esta caracterizacion de ser sumable podemos recuperar facilmente cri-
terios de convergencia, por ejemplo el criterio de comparacion.

Corolario 5.2. Sea A un conjunto infinito numerable. Si |ay| < by, para todo p €
A, salvo un niimero finito de indices, y ) ,e4 by es sumable, entonces Y. ,cp ap es
sumable.

Una aplicacién interesante de la caracterizacion del teorema anterior es que per-
mite demostrar facilmente que una serie que converge absolutamente se puede sumar
por bloques. Recordamos que {A,},en €s una particiéon de un conjunto A si estos
conjuntos son disjuntos dos a dos y su unién es todo A.

Proposicion 5.5 (Series por bloques). Sea A un conjunto infinito numerable y 3’ ,cs a,

una serie de niimeros reales sumable a s. Si {A,},en es una particion de A, entonces
. o B

cada suma Y’ ,cu, ap es sumable, digamos a by, y 3.,” by = .

Demostracion. Cada )’ ,c4, ap €s sumable gracias al anterior criterio de compara-
cién, comparandola con la serie original. Ahora, dado € > 0, sea Iy(€/2) C A finito
tal que para cada conjunto finito I 2 Iy(e/2), |Zp€1 ap — s| <€/2.

Denote por B={n € N : Iy(e/2)NA, # 0} que es finito. Si J 2 Bes finito y m =
|/], para cada n € J, tome un conjunto finito 7, € A, de forma que Ip(€/2) C U,cs In

y

Entonces
€ €
an—s = Z bn—Zap +ZZal,—s <§+§=6.
neJ neJ pel, neJ pel,
Esto demuestra que ),y b, €s sumable con suma s y por tanto que convergea s. O

Ejemplo 5.6.3. Si A = N, ejemplos de particiones comunes son N = 2N U (2N + 1)
en indices pares o impares, N = 3N U (3N + 1) U (3N + 2) dependiendo del resto del
nimero al dividir por 3, o en general separando por resto al dividir por un nimero
arbitrario k > 2. De esta forma, si 3 ° ; a, converge absolutamente, se verifica que

00 00 00 o0 k=1 oo
Zan = ZaZn"'ZaZrH—ls Zan = Zank+j- (5.14)
n=0 n=0 n=0 n=0 j=0 n=0

[

, 1 1 ) 1 32 n°
P 0,02 =Y —+ 5 -, - -Tp
or ejemplo. £(2) ;)(Zn+1)2 ;4;12 ya“;)(znuﬂ 4 8

la misma forma,

ot i 1 (@ _@_n

2 2 17"
~ n o 2n+1) 4 2 12
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Ejemplo 5.6.4. SiA = N? y 2 (nm)eN2 dnm €S Una serie sumable, entonces su suma
también estd dada por cualquiera de las series

00 00 SN © n 0 n—1
PIDICTEDIPICTEDIPICEEDN CEPICHLLI
n=0 m=0 m=0 n=0 n=0 j=0 n=0 j=0

[ee] (e8] [ee] (o8] (e8]

Z Z Ap+mm + Z Z Ap.n+m = Z app + Z apm + Z Apms
n=0 m=0 m=1 n=0 m>n>0 n>m>0

m m m

Figura 5.3: Algunas particiones de N2.

Ejemplo 5.6.5. Considere dos series }°  a, y 2.7, b, de nimeros reales que con-
vergen absolutamente a s y ¢, respectivamente. Defina la serie

Z C(n,m)» donde Cnym) = anbpy, (515)
(n,m)e(N*)?

indexada por A = (N*)%. Sea o : N* — (N*)? la biyeccién inducida por la Figura
Entonces las sumas parciales de Z;‘;l lco(jy| en indices de la forma n(n+1)/2 son

n k
larbi| + lazbi| + larbal + -+ + lawbi| + lan-1bal + -+ + larbal = > larllbier il

Estos valores son precisamente los términos que conforman el producto de Cauchy
entre las series Y, 7| lanl y 25,7 |bal. Como |co(j)| = 0, se sigue del Teorema de Mer-
tens que la serie 2;11 lco(jy| converge . En efecto, la subsucesion {s,(,+1)/2 nen+
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de sumas parciales s, = |co1)l + -+ + [com)| €5 convergente y por tanto {s,,}nen+
es acotada, ver el Ejemplo Por tanto, la serie es sumable. El Teorema
de Mertens también garantiza que la serie converge a s - ¢ porque al sumar por los
bloques A, = {(I,n+1-1) € (N*)? : 1 =1,...,n}, obtenemos

Z ayb, = i [Zn: albm_]_[} =5-1
(n,m)e(N*)? n=1

Note que un caso particular de esta situacion es la serie geométrica doble

Xy = Il Iyl < 1. (5.16)
(n%;Nz IT=x-» x)(l »’

Ejemplo 5.6.6 (La funcién zeta de Riemann doble [[137]). Consideremos la serie
doble

1
(s, s") = Z o sz =l
1<m<n

donde sumamos sobre el conjunto A = {(n,m) € N2 : 1 < m < n}. Con las restriccio-
nes sobre sy s* podemos acotar esta serie doble por

o (n-1 00
1|1 1 1 1
€<S’S’>=Z[ZW]WZ;”2 (150 )=,

n=2 \m=1

y deducir asf su convergencia via el Ejemplo[5.2.3]
Esta funcién satisface numerosas identidades. Para establecer algunas de ellas,
fijado un entero N > 1, considere las sumas finitas

N

Ge=Y 4 = Y =

n=1 (n,m)EAN

donde Ay = {(n,m) e N> : 1 <m < n < N}. Al expandir el producto {n(s){n(s") y
descomponer la cuadricula {1,...,N} x{1,...,N}en{(n,m) : m > n} U{(n,m) : m <
n} U {(n, n)}, obtenemos la relacion

INGIN(S') = In(s, s") + In(s', ) + In(s + 57).

En particular, si s > 1 y s > 1 podemos tomar N — +oo para obtener la férmula de
reflexion

L) =L(s, 8 )+ (5", 8) + L(s+ 5), s, s > 1.

Por ejemplo, se verifica la relacion

L)% =24(2,2) + {(4).
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Es posible obtener mas identidades de este tipo para los valores limite s* = 1.
Consideremos por ejemplo el caso s = 2. A partir de la relacion algebraica

1 1 1 1

2 2 = ot 2
nm (n+m)m (n+m)’n  (m+m)ym

sumando sobre (n,m) € {1,...,N} x{1,..., N} obtenemos
al 1 al 1
1 2) — —_— =2 _ 5.17
IN(DEN(R) ;l T ;l e (5.17)

El término de la derecha consiste en sumar 1/( jzm) sobre el conjunto Cy = {(j,m) €
N2:1<m<N,m+1<j<m+ N}y por tanto

N

1
Iv2,1) < Z_l i <L,

porque Ay € Cy € A. Al hacer N — +oco concluimos que an 1 W - {(2,1).

Figura 5.4: Los conjuntos Ay, By y su unién dada por Cy.

Para analizar el término de la izquierda en (5.17) note que

N N m+N

1 1
Z(n+m)m2 ZZ Z W:&V(l’z)*_ Z nm2’

m=1 j= m+1 (n,m)eCy (n,m)eBy

porque Cy = Ay U By, como lo indica la Figura[5.4] Pero

=

N N+m N+m

D Y ) I ) M AP IR

(n,m)eBy m=1 n=N+1 n=N+1 m=1




134 Capitulo 5. Series

cuando N — +oo, gracias al criterio de Stolz-Cesaro. Teniendo en cuenta estas rela-
ciones, al tomar limite en la ecuacidn (5.17) obtenemos que limy_; e {N(1)EN(2) —

¢n(1,2) = 24(2, 1). Como muestra que {n(1){n(2)—dn(1,2) = {n(2, D+{n(3),
concluimos que £(2,1) + £(3) = 2{(2, 1), es decir

£2,1) =203, (5.18)

identidad debida a L. Euler. Un razonamiento similar permite determinar el valor de
{(4) en términos de {(2), ver el Ejercicio[5.6.6]

Ejercicios
5.6.1 Demostrar que si ), a, converge condicionalmente, existe una reordenacién
Ym0 Gor(n) UE CONVErge a +00 y otra que converge a —oo.

5.6.2 a) [49] Demostrar que la serie arménica diverge asumiendo que converge y
justificando por qué en ese caso es posible escribir

1 1 1 1 1 1
S2;;:(1+§+§+"')+(§+Z+g+"')=Simpa_r+Spar.
Concluya comprobando que S par = S /2 pero Simpar > S par-

b) [12] Considere a,b > 0y r,s, p,q > 0 tales que rp + gs < 1. Mostrar que
la serie

- 1
S = di ,
; W Hapms+by e
poniendo S = S par + Simpar Y probando que Simpar > Spar Y S par = S/2.
5.6.3 La funcion eta de Dirichlet se define por la serie alternada

=

— (n+1)s

[Se]

n(s) =

Demostrar que la serie converge para s > 0y que 77(s) = (1 — 2!7%){(s), para
s > 1. Luego aplicar el Ejercicio [5.5.3] para mejorar las desigualdades del
Ejercicio por

)

1
m<§(§)<— paras>1.

1 -2

5.6.4 Demostrar el criterio de Cauchy para series sumables: la serie ) ,e4 ap €8 su-
mable si y solo si para cada € > 0 existe un conjunto finito Ip(e) C A tal que
para todo par de conjuntos finitos A 2 1 2 J 2 Iyp(e) se verifica que

S af<e

pel\J
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Emplear este criterio para comprobar nuevamente que si |a,| < by y 2 pea bp
es sumable, 1o mismo es valido para }; e ap.

5.6.5 Emplear la serie geométrica y una particién adecuada de N para establecer
nuevamente el Ejercicio[5.1.2]

5.6.6 (D. Zagier [146]]) Considere los términos

1 1 1

Apm = + +
" mn3  2m2n?2  mdn

= G, n,m2 1.

Comprobar que ay, ,—aminn—Amm+n = % Empleando la misma notacién del
. ’ ’ ’ men .

Ejemplo[5.6.6] compruebe que al sumar estas ecuaciones sobre 1 < n,m < N

se obtiene la relacién

(N(z)2 = Z Anm — Z 2am,n+m = Z Appn — Z 2a]m

1<n,m<N 1<n,m<N n=1 (j,m)eBy
= 5§N<4> - > 2am.
(jim)eBy

Hacer N — +o0 para concluir que
5
(@) = 5L@),

Asi, la férmula £(2) = 1mp11ca el valor {(4) =

5.6.7 [T7] Sea K el conjunto de enteros libres de cuadrados, ver Ejercicio [5.4.7]
Comprobar que la aplicacién (m, k) € N* x K — m?k € N* es una biyeccion.
Justificar por qué se deduce que

1 1 2 ,
an Zm4s Zst y ast 1;;@:243 sis> 1.

n=1 m=1 keXK

En particular, ) ;e k% ={(2)/{4) = 15/72.

5.6.8 [137, p. 105] Una versién mds general de (5.18)) indica que para p > 2 entero
se verifica que

P
{p+D)=4p, D+L(p-1.D)+--+{2,p-1) =§(P,1)+Z§(P—j+1,j)-

Jj=2

a) Imitar los argumentos del Ejemplo|[5.6.6 partiendo de la identidad

I [ ”i I
nmP  (n+mmP  (n+m)Pn = (n + myP~imi+1

y sumando sobre 1 < n,m < N para demostrar dicha generalizacion.
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i -1 ; . . .
b) Escribiendo 2{(p + 1) = 2{(p, 1) + ?:2 Lp-1j+1, )+, p—j+1)
y empleando la férmula de reflexion concluir que

p-1
2(p, 1) = pllp+ D)= Y L(DLp + 1= ).

Jj=2

5.6.9 a) Sea A un conjunto infinito contable y {a, : p € A} C [0, +c0). Entonces
2.pea @p €s sumable si y solo si el conjunto § = {3 ,¢;ap : I C A finito}
es acotado superiormente. En este caso, la suma de ) ,c4 ap es sup S.

b) SiB#0y{b,: pe€ B} C|[0,+c0), se puede definir

Dby i=sup{ > b, :1C Bfinito}.

pEB pel
Mostrar que si esta cantidad es finita, entonces B = {p € B : b, # 0} es
a lo mds contable. Indicacion: si B, = {p € B : b, > 1/n}, mostrar que

B =y Byy IByl/n < ZpeBn b.

5.7. El Teorema de Tannery

Esta seccién es opcional y estd dedicada a profundizar en la nocién de limites
y series mediante el Teorema de Tannery. Este resultado es muy similar al M-test
de Weierstrass que estudiaremos en el Capitulo 9] —por esta razén no suele ensefar-
se explicitamente—. Sin embargo, encontramos 1til incluirlo como herramienta para
establecer dos férmulas basicas: un limite destacado para e* y una solucién al proble-
ma de Basilea. Ademds, para tratar el intercambio de series dobles. Sefialamos que
también existen versiones de este resultado para integrales impropias y productos
infinitos, que serdn dadas en el Ejemplo[0.3.7]y en el Teorema[I3.6] respectivamente.

Teorema 5.14 (Tannery). Considere s(n) = Zj'io fi(n), suma finita o serie conver-
gente, donde n € N. Si para cada j, lim,_,, f;(n) = f; existe, | fj(n)] < M; y la serie
Z;io M; converge, entonces

i 500 = )
Demostracion. Note primero que sin — +oo en la desigualdad |f;(n)| < M, tenemos
que |fj| < M; para todo j. Dado € > 0, existe N(e) € N tal que X’ .y M; < €/3.
Por hipotesis, para cada j, existe Nj(e) € N tal que |f;(n) — fj| < €/(3N(¢)), para
n > Nj(e). Tomando N(e) = max{Nj(e), .. . Ny (€)}, se sigue que

oo N(e) 00
s(n)—ij < Z|fj(n)—f,-|+2 | Z M; <N(e)3NE(E) +2§ =€,
J=0 J=0 j=N(e)+1

para todo n > N(e). O
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Una situacion interesante que esta contemplada en el teorema anterior es cuando

m(n)

s(n) = Z fin), donde {m(n)},en C N satisface m(n) — +co.
j=0

Bajo dichas hipétesis la conclusion del teorema, en forma mas sugestiva, es la validez
del intercambio de limites:

m(n) )
Jim, 2 fm =), lim fin
J= J=

Presentamos ahora dos ejemplos relevantes de como aplicar esta relacion.

Ejemplo 5.7.1. Fijado x € R tenemos que

. x\" . = (n)\x/ o X/ X

lim {1+ —-) = lim == — =

n—+oo n n—+0o0o0 !
A=l

generalizado asf la féormula del Teorema En este caso el Teorema de Tannery es

aplicable a m(n) = ny fi(n) = (’;)xj/nj. En efecto, fi(n) — x//jlsin — +oo,y
recordando la desigualdad lb tenemos que |fj(n)| < X}/ j!.

Ejemplo 5.7.2 (El problema de Basilea). [64] Empleando d4ngulos dobles tenemos la
identidad trigonométrica

1 1 [ R U
sin% @ 4sin2§coszg 4 sinzg coszg 4 si

si 8 # nr, n € Z. En particular,

1
1= = —
)
sm’zr 4

1 1 1
coa T am| T 12|
sin® % sin” 5 4= | si

Continuando de esta manera obtenemos que

13 2 7S
1=— —_— = — —_— (5.19)
¥ L ()T & e ()
Para acotar los términos internos empleamos la desigualdad de Jordan
26
= <sing,  0<6<Z, (5.20)
m 2

ver Ejemplo (12.1.2 que implica que 0 < fj(n) := 1/(4" sin? ((Zg,ltll)”)) <1/@2j+ 1)~
Por otra parte, como

., . . 4
NI—IEIOON sin(x/N) = x, entonces nl_l)er fi(n) = m,
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donde N =2"y x = (2j + 1)x/2. Por el Teorema de Tannery concluimos que

1 SR ?

= — —_—, d 1 _—

2 Z 2+ 12 e dectt Z Qn+12 8

]_0 n=0
De esta forma obtenemos finalmente que

o | 1 2 ?
2) = + + — tant 2)=—.
{2 n; ot a Ty y portanto  £(2) = —

Los valores de £(2k), para k € N* serédn calculados en el Proyecto [13.1]
Finalmente presentamos una aplicacién al intercambio de series dobles.

Proposicion 5.6. Sea {a;i}ren una sucesion doble de niimeros reales. Asuma que
[s6] [ee]
cada M = 37 lajil converge y que 3, =0 M j converge. Entonces

o0 (o) (o) [ee)
PICTEDIPICIS
=0 k=0 k=0 j=0

Demostracion. Si fi(n) = Yi_,ajx, entonces fj = lim,_ o fj(n) = X2, ajx existe,
gracias a la convergencia absoluta de dicha serie. Ademads, por hipdtesis |f;(n)] <
2ui—olajxl < M;. Por tanto, el Teorema de Tannery demuestra que

(o] [se] n oo [se] [s]
5 3= i, 3o = jim 3 S0 =33 e
n—+oo
j=0 k=0 k=0 j=0 k=0 j=0
como se requeria. |

Ejemplo 5.7.3. Las hipétesis de la proposicién anterior son necesarias. Considere
por ejemplo la sucesion doble dada por aj; = 2kisij >k, a ij=-lyajr=0si
j < k. Los términos se pueden visualizar de la siguiente manera:

T

% 3> =1 0

5 -1 0 0

-1 0 0 O

Entonces

o o o | i—1 0
> D= Yo+ 2] = 325 ==
j=0 k=0 =0 | k= j=
iiaj,kzi aj;+ Z 2| = io 0
k=0 j=0 k=0 | j=k+1 j=0

En este caso no es posible intercamblar el orden. En efecto, si M; = 377 jlajil =

1+%+ +——2—5,laserlez M no converge porque M; — 2 si j — +oo.
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Ejercicios

5.7.1 ;Por qué no es posible aplicar directamente el Teorema de Tannery en la pri-

mera igualdad de (5.19) en el Ejemplo

5.7.2 Comprobar los limites

n

. 1 R ol
D Jim, )5 =0 D i ) =t

k=1
N n—1 "_ 1
n T e-1"

5.7.4 [[72] Comprobar que lim (—) = lim (—) +(—) +
n—+oo — n n—+oo\n n
j_

n—+oo\ n n

1 n n
5.7.3 Demostrar que lim (—) +(—) +

Indicacion: si fi(n) = (1 — j/n)"7,0 < j < n—2, observe que fi(n) es de-
creciente respecto a n. Asi, alcanza su mdximo valor en n = j + 2, de donde
fi(n) <4/(j +2).

5.7.5 Comprobar que si lim,_, 1o x, =0y 0 < A < 1, entonces

n
lim Z A"x;=0.
n—+oo
Jj=0






Capitulo 6

Aplicaciones continuas

El objetivo de este capitulo es estudiar la nocion de continuidad de aplicaciones
entre espacios métricos. A partir del concepto de limite se definird esta importante
nocion y se determinaran sus propiedades fundamentales, entre ellas su comporta-
miento sobre conjuntos compactos y conexos y como consecuencia los Teoremas del
valor extremo y del valor intermedio. También trataremos la nocién de continuidad
uniforme, que siempre es vélida para aplicaciones continuas definidas sobre compac-
tos. Finalmente, concluimos el capitulo con el estudio de limites laterales y tipos de
discontinuidades de funciones reales.

6.1. Limites de aplicaciones

Definicion 6.1. Sean (X,d) y (Y,d’) espacios métricos, E C X, xo € X un punto de
acumulacién de E, es decir xp € E’,y f : E — Y una aplicaciéon. Diremos que g € Y
es el limite de f(x) cuando x tiende a xy, en simbolos

}LI?O f)=q 6 f(x)—>q, six— xp,
si para todo € > 0, existe 6 = d(xp, €) > 0 que satisface que
sixe Ey0<d(x,xg) <6, entonces d'(f(x),q)<e. 6.1)
En términos de bolas abiertas estas condiciones nos dicen que
six € By(xg,0) N E, entonces f(x)e€ By(q,e€).

En otras palabras,
By(x0,6) NE C ™' (B (g, €).

En esta definicién € describe los radios de las bolas abiertas en Y con centro en g,
y por tanto describe las vecindades abiertas de este punto. Asi, requerimos que f(x)
se encuentre cerca de g siempre que x esté suficientemente cerca de xp.
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Note que xg es solo un punto de acumulacién de E. Podemos tener dos casos:

1. Sixg € E’\ E, entonces f no esta definida en xg, pero su limite si puede existir.
En el caso real, esta situacion se ilustra con funciones definidas en intervalos
abiertos E = (a, b) y su comportamiento en xo = a 6 b.

2. Si xg € E, entonces f estd definida en el punto, pero bien puede suceder que
limy—, f(x) # f(x0).

Nota 6.1.1. Se debe prestar atencion al orden en que aparecen los cuantificadores en
esta definicién. Un ejercicio necesario para interiorizar esta nocidén es suponer que
lim,_,,, f(x) = g no es vélido. Si esto no ocurre es porque existe € > 0, tal que para
todo 6 > 0, existe x = x(d) € E tal que

d(-x’ X()) <6 y d/(f(X), Q) 2 €.

Es posible extender las propiedades de limites de sucesiones a este caso mediante
el siguiente resultado fundamental.

Teorema 6.1. Bajo las condiciones de la Definicién

Ilim f(x)=¢q siysolo si lim f(x,) =gq,
X— X0 n—-+oo

para toda sucesion {x,}pen+ C E \ {xo} tal que x, — xo sin — +oo.

Demostracion. Asuma que lim,_,,, f(x) = q 'y sea {x,},en+ una sucesion en E tal que
Xp — Xxo. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que es valida. Para este 0, existe N € N
tal que d(x,, xg) < 6, si n = N. Por tanto, d’(f(x,),q) < € para estos valores de n y
asi f(x,) — g cuando n — +oo.

Reciprocamente, si lim,_,, f(x) = g no se satisface, siguiendo la Nota para
cada n € N* podemos escoger § = 1/n y encontrar una sucesion {x,},en+ en E tal
que x, — xp pero f(x,) /> g, cuando n — +oo. O

El Teorema4.1]y las proposiciones {.1]y f.2] demuestran asi lo siguiente.

Proposicion 6.1. Sean (X,d) y (Y,d’) espacios métricos y xo € X. Las siguientes
afirmaciones son vdlidas:

1. Dados f :ECX — Yyxg€E', siq=1im,,,, f(x) existe, entonces es tinico.

2. Si f,g: X — Rson funciones, lim,_,, f(x) = Ay lim,_,x, g(x) = B, entonces

lim f(x)ig(,x) =A+B, lim f(_x)g(x) = A-B, Hm @ _ é

=—, siB#0.
x—x g(x) B St

3. Siy=~_1,.., fa): X — R4, entonces

lim y(x) = (Ay,...,Ay) siysolosi lim fi(x)=Aj,para j=1,...,d.
xX—XQ xX—X(
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Respecto a la composicién de aplicaciones tenemos el siguiente resultado que
describe las posibilidades del limite, ver el Ejercicio

Proposicion 6.2. Sean f : ECX - Yyg: F CY — Z aplicaciones entre espacios
métricos con f(E) C F. Fije puntos xo € E’, g € F' y asuma que f(x) — q si x — X
y que g(y) — z 5iy — q. Entonces tenemos los siguientes casos:

1. Si existe una vecindad U C X de x tal que f(x) # g para x € U N E, entonces
g(f(x)) = z cuando x — xo.

2. En otro caso, lim,_,y, g(f(x)) puede o no existir. En caso de hacerlo, este valor
debe ser g(q).

Demostracion. Note que go f : E C X — Z estd bien definida por que f(E) C F.
Sea {x,},en+ una sucesion en E \ {xg} tal que x,, — x¢ si # — +co. En el primer caso,
existe N € N tal que sin > N, entonces x,, € UNE. Por el Teorematenemos que
f(x,) = gsin — +00. Como f(x) # g en U, podemos aplicar de nuevo el teorema a
gy lasucesion {f(x,)}>n C F \ {g} para concluir que g(f(x,)) = zsin — +oo.

Si la hipétesis en (1) no es valida, esto significa que existe una sucesion {x;,},en+
tal que f(x,) = g. Silim,_,,, g(f(x)) existe, evaludndolo a lo largo de esta sucesion,
vemos que su valor debe ser g(f(x,)) = g(g). O

Por otra parte, para aplicaciones con valores en un espacio métrico completo
como R, existe un analogo al criterio de Cauchy para la existencia del limite.

Proposicion 6.3. Sea f : E C X — Y una aplicacion, xy € E’ y asuma que (Y,d") es
completo. Entonces lim,_,y, f(x) existe si'y solo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que para todo x,y € By(xg,6) se verifica que d'(f(x), f(y)) < €.

Demostracion. Si el limite existe y vale ¢, basta tomar ¢ > 0 asociado a €/2 en
la definicion anterior. Si d(x,xp) < 0 y d(y, x9) < &, se sigue que d'(f(x), f(y)) <
d'(f(x),q) +d'(q. f0)) < €/2+ €/2 = €.

Reciprocamente, asuma la condicién de Cauchy y sea {x,},en+ una sucesion en
E\{xo} tal que x,, — x¢. Verifiquemos que { f(x;)},en+ €s de Cauchy en Y. Dado € > 0,
elija 8 > 0 como en el enunciado. Si N € N es tal que d(x,, x,) < 6 si m,n > N,
entonces d’(f(x,), f(xn)) < € como se requeria. Como el espacio (¥, d”") es completo,
el limite lim,— . f(x,) existe. Veamos ahora que este valor es independiente de la
sucesion elegida. Si lim,—, 0 f(x,) = g y lim,400 f(yn) = ¢, para otra sucesion
{Vn}nen+ en X tal que y, — xg, tenemos que

d'(q.q') < d'(q, f(xn)) + d'(f(xn), fOn) + d'(fOn), )

Fijado € > 0y eligiendo n suficientemente grande, es claro que d’(q, f(x,)) < €/3
vy d'(f(yn),q") < €/3. Por otra parte, la condicién de Cauchy de la hip6tesis implica
que d’'(f(xn), f(yn)) < €/3, siempre que d(x,,y,) < &, para cierto &' > 0 adecuado.
En efecto, como x,,y, — Xxp, podemos elegir n grande de forma que d(x,,y,) <
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d(xy, x9) + d(x9,y,) < &. En conclusién, podemos deducir que d’(¢q,q’) < €, para
todo € > Oy asi d'(g,q") = 0, es decir ¢ = ¢’. El resultado se sigue entonces del
Teorema[6.11 o

Concluimos esta seccién con algunos ejemplos para ilustrar la definicién. Nuestro
caso central, de funciones reales, serd retomado en la dltima seccién de este capitulo,
donde estudiaremos con més detalle, limites laterales y discontinuidades.

Ejemplo 6.1.1. Considere E = {1/n € R : n € N*}, donde E’ = {0} y la funcién
f : E — R dada por f(1/n) = 1/n!. En este caso f no estd definida en 0, pero
f(x) > 0six - 0.Dadoe > 0,si6 = ey |l/n—0] < 0, entonces |f(1/n) — 0] =
I/n'<1/n<éd=c¢

Ejemplo 6.1.2. Considere la funcién f : R — R dada por

] x sixeQ,
ﬂ”‘{o six¢ Q.

Entonces, f s6lo posee limite en el punto xy = 0.

1. Se verifica que lim,_,g f(x) = 0 porque dado € > 0, podemos elegir 6 = €. Si
|x — 0] < 6, y x es racional, entonces |f(x) — 0] = |x| < § = €. Si x es irracional,
|f(x)] = 0 < €. En cualquier caso, |f(x)| < € de donde se sigue el limite.

2. Dado xp € R, xp # 0, si tomamos una sucesion {x,},en+ en Q tal que x, — xg
sin — +oo, entonces f(x,) = x,;, — Xp. Pero si tomamos otra sucesion {x;, },en+
en R\ Q tal que x,, — xg si n = +o0, entonces f(x,) =0 — 0sin — +oo. Por
tanto, siguiendo el Teorema lim,_,, f(x) no existe.

Ejemplo 6.1.3. Considere la funcién g : R2\ {(0,0)} — R definida por
Xy

Note que g no esté definida en (0, 0) y que (0, 0) es punto limite de £ = R2\ {(0,0)}.
Podemos comprobar que g(x,y) — 0 si (x,y) — 0 directamente de la definicion.
Dado € > 0, sea § = €. Como 2ab < a* + b?, para todo a, b > 0, se sigue que

g(x,y) =

x2 +y?

<
8lr.yl < ——

1
= 511G V-

Por tanto, si ||(x, y)|l2 < J, entonces |g(x, y)| < €, como se requeria.
Ejemplo 6.1.4. La funcién F : RZ\ {(0,0)} —» R dada por la férmula

xy
F(x,y) = 5
(y).ﬁ+ﬁ
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no tiene limite cuando (x.y) — (0,0). Considere por ejemplo las sucesiones (1 0),

29
(0.1) y (L. 1) cuyo limite es (0,0) si n — +o0. Como F(1,0) = F(0.1) = 0y
F (,ll, %) = %, F no puede verificar el Teorema porque tiende a distintos valores
por diferentes sucesiones. Mds atn, F es constante a lo largo de cada recta que pasa
por el origen. Sobre la rectas {x = 0} y {y = 0} vemos que F(0,y) = F(x,0) = 0,

mientras que sobre la recta de pendiente m # 0, y = mx, tenemos que

F(x,mx)=1L x#0,

+m?’
que claramente solo depende de m.
Nota 6.1.2. En adelante nos referiremos a aplicaciones de la forma vy : [a,b] — R4
COmo curvas.
En general, una estrategia para comprobar que un limite no existe hacia un punto
(x0,yo) en el espacio euclideo R¢, d > 2 es evaluar la funcién en varias curvas Y que

pasen por dicho punto, en buisqueda de valores o limites distintos a lo largo de las
mismas. Para d = 2 algunas posibilidades son y —yg = m(x—xg)*,conm # 0y a > 0.

Ejercicios
6.1.1 Sea (X, d) un espacio métrico, f,g: EC X — R, xg € E’, y asuma que

lim f(x) = A < B = lim g(x).
X—X0

X— X0

Mostrar que existe 0 > 0 tal que f(x) < g(x) para todo x € E N By(xp,9).
Indicacién: e = (B—A)/2 > 0.

6.1.2 a) Sean f,g: E C X — Rtales que f(x) < g(x), paratodox € E. Sixg € E’,
lim,_,y, f(x) = Ay lim,,, g(x) = B existen, entonces A < B.
b) Formular y demostrar la propiedad de limites encajados, Proposicién 4.3
(2) en este contexto.
6.1.3 Sea (X, d) un espacio métrico, f : E C X — R, xo € E’, y asuma que lim f(x)
X— X0
existe. Mostrar que f es acotada en una vecindad de xg.
6.1.4 [108] Analice el limite lim,_,, g(A(x)) en los siguientes casos, donde g : R —

R dada por g(x) = 0si x # 0y g(0) = 1, para comprobar que los tres casos de
la Proposicion [6.2] pueden ocurrir:

a) h(x)=xyxo=0. ¢) h(x) = f(x) como en el Ejemplo
b) h(x) =|x]y xo=1/2. 6-12]y xo = 0.

6.1.5 Determinar si las siguientes funciones f : R?\ {(0,0)} — R tienen limite en
(0,0) y calcularlo en caso de existir:
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X 2
@) [ = F 0) fx.y) = @zfﬁ
X3 x2y3
b) f(x,y) = m, d) f(x,y) = X+ (2 + )2

6.1.6 (x) Sea d > 2, Y un espacio métrico y f : R\ {0} - Y una aplicacion.
Demostrar que limy,_,9 f(x) = ¢ siy solo si para toda curvay : [0,1] — RZ\ {0}
tal que lim,,g y(¢) = 0, se verifica que lim,_,¢ f(y(?)) = q.
Indicacion: emplear sucesiones {x,},en y una curva formada por los segmentos
de recta que unen a x, con X1, para cadan € N.

6.2. Aplicaciones Continuas

El objetivo de esta seccidn es introducir la nocién de continuidad para aplicacio-
nes entre espacios métricos a través de limites y también estudiando el comporta-
miento de la imagen inversa de conjuntos abiertos y cerrados.

Definicion 6.2. Sean (X, d)y (Y, d") espacios métricos, f : E C X — Y una aplicacion
y xo € E’. Decimos que f es continua en x si para todo € > 0, existe 6 = 6(xp, €) > 0
tal que

six € Eyd(x, xp) <6, entonces d'(f(x), f(xp)) < €.

En particular, asumimos que f estd definida en xy. En términos de bolas abiertas,
requerimos que By(xp, ) N E C f~ 1By (f(x0), €)).

Diremos que f : X — Y es continua en un subconjunto C C X si lo es en cada
uno de los puntos de C.

Si xp es un punto aislado de E, es decir xo € E \ E’, entonces toda funcién
f i+ E C X — Y es continua en xy. Esto se sigue de la existencia de r > 0 tal que
Bu(xo,r) N E = {xp}. Entonces, dado € > 0, tomando 6 = r, sid(x, xg) <dconx € E,
se sigue que x = xo y asi f(x) = f(xp). Por tanto, la nocién de continuidad cobra
interés cuando xo € EN E’. Recordando la Definicién[6.1]esto significa precisamente
que

Jim f(x) = f(xo).

Aplicando el Teoremal6.1] si f es continua en xp y tenemos una sucesion {x, },en+ en
E tal que x, — xp si n — +oo, entonces

lim f(x,) = f( lim x,,).
n—+oo n—-+oo

En este sentido las funciones continuas son aquellas que conmutan con limites.

La continuidad también se puede expresar en términos de conjuntos abiertos y
cerrados. Sefialamos que el siguiente teorema es el punto de partida de la nocién de
aplicacion continua entre espacios topoldgicos.
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Teorema 6.2. Sean (X,d) y (Y,d’) espacios métricos.

1. Una aplicacion f : X — Y es continua si y solo si para cada V C Y abierto,
f~YV) C X es abierto en X.

2. Una aplicacion f : X — Y es continua si y solo si para cada C C Y cerrado,
f1(C) C X es cerrado en X.

Demostracion. Para (1), suponga que V C Y es abierto y fije xo € f~1(V). Al ser
abierto, existe € > 0 tal que By (f(xp), €) € V. Entonces existe 6 > 0 tal que

Ba(x0,6) € f~ (Ba(f(x0), €) € f1(V).

Note que la primera contenencia se debe a la continuidad de f. Por tanto, todo punto
de f~1(V) es interior y asf este conjunto es abierto en X. La afirmacién reciproca se
demuestra de la misma manera empleando V = B (f(xp), €). Finalmente (2) se sigue
de (1) y de la igualdad

vy =x\ 1w,

entre dichos conjuntos. O

Ejemplo 6.2.1 (Aplicaciones identidad y constantes). La aplicacion identidad
id : (X,d) — (X,d) es continua. Basta tomar § = € o empleando conjuntos abier-
tos notar que id~'(U) = U, si U C X. Por otra parte, las aplicaciones constantes son
continuas. En efecto, si fijamos y € Yy definimos ¢, : X — Y por ¢y(x) =y, x € X,
entonces

;'(V)=X, siyeV, '(V)=0, siyeV,

donde V C Y es abierto.

Ejemplo 6.2.2 (Composicion de aplicaciones continuas es continua). Si f : X - Yy
g 1 Y — Z son aplicaciones continuas entre espacios métricos (X, d), (Y,d")y (Z,d"),
también lo es g o f : X — Z. Esto se sigue de la igualdad

go ' Wy =g '(f (W)

Por otra parte, si solo suponemos que f es continua en xy y g es continua en f(xp),
entonces g o f es continua en xp. En efecto, dado € > 0, por la continuidad de g,
existe n > 0 tal que si d'(y, f(x0)) < n, entonces d”’(g(y), g(f(x0))) < €. Para este
n > 0, usando la continuidad de f, existe 6 > O tal que si d(x,xp) < 0, entonces

d'(f(x), f(x0)) < 7. Por tanto,
sid(x,x0) <6, entonces d”(g(f(x)),g(f(xp))) < €.

Ejemplo 6.2.3 (Normas). Si (E,|| - ||) es un espacio vectorial normado, entonces
Il-1l - E — R es continua dado que, por el Ejercicio|2.1.2]

VI = 1wl < llv=wll,  v,weE.

En particular, el valor absoluto | - | : R — R es continuo.
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Ejemplo 6.2.4 (El dlgebra de funciones continuas). Si (X, d) es un espacio métrico y
f,g : X — R son continuas en xp € X, también loson f + g, f - gy f/g, siempre que
g(xo) # 0, gracias a la Proposicién[6.1](2). Si denotamos por

C°X):={f:X - R : fescontinua en X} (6.2)

al espacio de funciones continuas definidas en X, con valores en R, estas propiedades
demuestran que C°(X) es cerrado bajo sumas y productos. En este sentido, este con-
junto tiene estructura de dlgebra sobre R. Ademds R C C°(X), identificando a cada
a € R con la funcién constante ¢, de valor a.

Ejemplo 6.2.5 (Proyecciones, polinomios y funciones racionales). Las proyecciones
ﬂj:Rd—ﬂR, mi(x) = xj, x=(x1,...,xq9),

del espacio euclideo son continuas en todo su dominio. Dado € > 0, es suficiente
tomar a § = €y aplicar la desigualdad

7 j(x) — mj(xo)l < [lx — xoll>.

Recordemos que un polinomio en las variables x = (xy, ..., xg) con coeficientes
reales es una funcién dada por una suma finita

— mp _np my
P(x) = § Amymy...mgXq Xy~ Xy

donde my,my...,mg € Ny ayy, m,..m, € R. Entérminos de las proyecciones, tenemos
que

— § my my Mg
P_ aml,mz...,mdﬂl 71'2 ﬂ-d ’

es una suma finita de productos finitos de funciones continuas, y por tanto todo poli-
nomio es continuo en R?. Si denotamos por R[x] = R[xy, x2,...,x4] al conjunto de
dichos polinomios, entonces

R[x] € CORY).

Aqui recalcamos que hay un abuso de notacién porque en el rigor del Algebra Abs-
tracta un polinomio no es una funcién. Sin embargo, en este texto identificaremos a
un polinomio con la funcién que define.

Una funcién racional se define como el cociente de dos polinomios y por tanto
serd continua en aquellos puntos donde el denominador no se anule. Por ejemplo, en
R3 la funcién

ﬂ% + 37@ — 3

=—=—— esdecir X, v,2) =
/ 57r‘1‘+67rz f@xy.2)

x> +3y -z
5x* + 6y

es continua en R \ {(x,y,z) € R? : 5x* + 6y = 0}.
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Ejemplo 6.2.6 (Conjuntos de nivel). Si f : X — R es continua, entonces cada con-
junto

fllo=xeX: f=c
es un conjunto cerrado de X. Esto se sigue del Teorema [6.2] porque cada conjunto
puntual {c} es cerrado en R. Otra manera de demostrar esta afirmacién es tomar un

punto limite xo de f~'(c). Por el Teorema existe {X,}nen+ una sucesién en f~'(c)
tal que x, — xp si n — +o0. Entonces, como f es continua,

flxo) = lim f(x,) = c, es decir xg € f1(¢).
n—+oo
Esta propiedad permite concluir sin dificultad que conjuntos como
A={ey eR7 x4y =1}, B={nyzweR -y +2 4w =2)

son cerrados en el correspondiente espacio euclideo porque son conjuntos de nivel de
funciones polinomiales.

Ejemplo 6.2.7. Una curvay = (fi,..., fs) : X — R? es continua si y solo si cada
una de sus componentes fj, j = 1,...,d es continua. Esto se deduce inmediatamente
de la Proposicién (3). Note que en términos de proyecciones, podemos escribir

fi=mjoy.

Ejercicios

6.2.1 Si f: X — Y es una aplicacidn entre espacios métricos y X es discreto, enton-
ces f es continua.

6.2.2 Si f: R — R es una funcién que satisface limy,_,g f(x + h) — f(x —h) = 0, para
todo x € R, ; f es continua?

6.2.3 Aplicando la definicién de limite (argumento € — ¢), establecer la continuidad
de las funciones suma, producto, tomar reciprocos y potencias

+:RXR->R, - :RXR—->R, (:R\{0} >R\{0}, e,:R—->R,
donde «(x) = 1/xy e,(x) = x", n € N. Indicacion: Ejercicio(l.4.8

6.2.4 Sea (X, d) un espacio métricoy f : X — R continua. Demostrar que si f(xg) >
0, para algin xp € X, existe una vecindad U C X de xp tal que f(x) > 0, para
todox e U.

6.2.5 Sean f,g : X — R continuas. Probar que el conjunto {x € X| f(x) = g(x)} es
cerrado, y que los conjuntos {x € X | f(x) > g(x)} y {x € X| f(x) < g(x)} son
abiertos. Ademads, mostrar que las funciones F1, F» : X — R dadas por

Fi(x) = max{f(x), g(x)}, F2(x) = min{f(x), g(x)},

son continuas.



150 Capitulo 6. Aplicaciones continuas

6.2.6 Sean f,g,h: R — R tales que

lirr(l)f(x) = lirr(l)g(x) =a€eR, y 0<h(x) <1, paratodo x € R.
X— X

Demostrar que
ling) h(x)f(x) + (1 — h(x))g(x) = .

6.2.7 a) Sea f : R — R una funcién continua tal que f(x) = f(2x) para todo
x € R. Demostrar que f es constante.

b) Seana € R\ {0,+1},b e Ry f: R — R una funcién continua tal que
flax +b) = f(x), para todo x € R.

Demostrar que f es constante. Indicacién: Considere primero el caso b =

0. Luego, hacer x = ¢ + ﬁ y aplicar el caso anterior.

6.2.8 Sea f : R — R una funcién y asuma que existe al menos un xp € R donde f es
continua. Si suponemos que

f(x+y)=f(x)+ f(y), paratodox,ye€R,
demostrar que existe a € R tal que f(x) = ax.

6.2.9 Interpretando a R™" como el espacio de matrices cuadradas de tamafo n con
entradas en R, considere la funcion determinante det : R™" — R. Demostrar
que GL,(R) = {A € R™™(R) : det(A) # 0} es un subconjunto abierto de R™",
Ademis SL,(R) = {A € R™"(R) : det(A) = 1} es un conjunto cerrado.
Indicacion: ;qué tipo de funcién es el determinante det : R™"* — R?

6.2.10 a) Sea f : R — R continua y mondtona creciente. Si {a,},en C R, emplear
el Teorema4.8| para demostrar que

1fm sup f(ay) = f(h’m sup a,,), lfminf f(a,) = f(h’m infa,,).
n—-+oo n—+oo

n—+oo n—+oo

(Son validas las igualdades si se remueve alguna de las hipétesis sobre
f?
b) Emplear la version fuerte de la regla de Stolz-Cesaro, Ejercicio y

la funcién exponencial para demostrar que si {a,},en €s una sucesion de
términos positivos, entonces

liminf a, < liminf {/a; ---a, < limsup {/a; ---a, < limsup a,.
n—+oo

n—+0oo n—+oo n—+00

Ademds, recuperar el Teorema[5.7)a través de estos resultados.
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6.3. Aplicaciones continuas definidas en compactos y en co-
nexos

La continuidad de aplicaciones entre espacios métricos también se ve reflejada
en su comportamiento sobre conjuntos compactos y conjuntos conexos. Como vere-
mos, las aplicaciones continuas preservan estas propiedades bajo imdgenes directas.
Como consecuencias se obtendrdn los Teoremas del valor extremo y del valor inter-
medio. Incluimos algunas aplicaciones como la existencia de raices reales de polino-
mios de grado impar y una caracterizacién de conjuntos abiertos conexos del espacio
euclideo.

Teorema 6.3. Si f : X — Y es una aplicacion continua entre espacios métricos y
K C X es compacto, entonces f(K) es compacto.

Demostracion. Sea {V,}qes un cubrimiento por abiertos de f(K). Como f es conti-
nua, cada f‘l(Va) es un conjunto abierto en X. Se sigue entonces que { f‘l(VO{)}aE 7
es un cubrimiento por abiertos de K porque

ke r'gwye U vel = o

aeJ aeJ
Al ser compacto, existen indices aj,...,q@, € J tales que K C ;le f‘l(V(,_/.), de
donde se puede deducir que f(K) C U;?:l V4. Por tanto, f(K) es compacto. O

Empleando este resultado para aplicaciones con valores en espacios euclideos y
recordando el Teorema de Heine-Borel, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.1. Si f : X — R? es continua y X es un espacio métrico compacto,
entonces f(X) es cerrado y acotado.

Mas atn, en el caso de funciones definidas sobre compactos y con valores en la
recta real se deduce que toda funcién alcanza mdximo y minimo.

Teorema 6.4 (Teorema del valor extremo). Si f : X — R es continua y X es un
espacio métrico compacto, existen xo, x| € X tales que

sup f(x) = f(x1), inf f(x) = f(xo),

xeX xeX

es decir
f(xo) < f(x) < f(x1), para todo x € X.

Demostracion. Como f(X) € R es cerrado y acotado, sup f(X) e inf f(X) existen y
por la Proposicion [2.7|ambos pertenecen a f(X), de donde se sigue el resultado. O

Note que el teorema cldsico de Calculo del valor extremo corresponde al caso
X = [a, b] de un intervalo cerrado y acotado en R.
Pasamos ahora a la relacion entre conjuntos conexos y aplicaciones continuas.
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Teorema 6.5. Si f : X — Y es una aplicacion continua entre espacios métricos y
C C X es conexo, entonces f(C) es conexo.

Demostracién. Suponga que (A, B) es una separacién de f(C), es decir, AN B =
AN B = 0, donde A, B C Y no son vacios. Vamos a demostrar que (G, H) es una
separacién de C,donde G = CN f ~1(A) yH=CNFf ~1(B). Esto contradeciria que C
es conexo, y por tanto f(C) no puede tener separaciones.

Es claro que G y H no son vacios. Como A C A, entonces G C f~1(A) € f~1(A).
Pero f es continuay asi f ~1(A) es cerrado. Por tanto, G C f ~1(A) de donde se deduce
que f(G) C A. Por definicién de H, f(H) € B,y como A N B = 0, concluimos que
G N H = 0. De la misma manera, H N G = 0. O

Aplicando el teorema anterior a funciones reales y recordando que los conjuntos
conexos de la recta real son los intervalos, Teorema recuperamos el teorema
clasico del valor intermedio para funciones continuas.

Teorema 6.6 (Teorema del valor intermedio). Si I C R es un intervaloy f : I - R
es continua, entonces f(I) es un intervalo.
En particular, si I = [a,b] y f(a) < ¢ < f(b), entonces existe xq € (a,b) tal que

fxo) = c.

Ejemplo 6.3.1. Todo polinomio p(x) = X2+ s, X2 - - +ay x+ag con coeficientes
reales de grado impar tiene al menos una raiz real. En efecto, como
lim p(—n) = —oco, Ilim p(n) = +oo,
n—+oo n—+oo

existen xg < 0y x; > 0 tales que p(xp) < 0y p(x;) > 0. Por el Teorema del valor
intermedio, existe xg < ¢ < xj tal que p(c) = 0.

Ejemplo 6.3.2 (Puntos fijos). Toda funcién continua
f:10,11 = [0,1]

tiene un punto fijo, es decir, existe xo € [0, 1] tal que f(xg) = xo. Para demostrar
esta afirmacién considere la funcioén h(x) = f(x) — x, que es continua en [0, 1]. Como
h(0) = f(0) € [0,1], h(0) > 0y h(1) < O porque f(1) € [0,1] y asi f(1) < 1.
Si A(0) = 0 6 (1) = 0 hemos terminado. De lo contrario, /(0) > 0y A(1) < O.
Por el Teorema del valor intermedio, existe xo € (0, 1) tal que h(xp) = 0, es decir,
f(xo0) = xo.

Otra demostracién, por contradiccion, es suponer que h(x) # 0, para todo x €
[0, 1]. Entonces la funcién

h —
Hey = MO _ @ —x
Al 1f(x) — x|
seria continua y nunca se anularfa. Sin embargo, H(0) = 1 y H(1) = —1, en contra-

diccién con el Teorema del valor intermedio.
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Nota 6.3.1. El ejemplo anterior es un caso particular del famoso Teorema del punto
fijo de Brouwer. Este afirma que una funcion continua f : K — K definida en un
conjunto K € R¢ compacto y convexo tiene un punto fijo. En particular, toda funcién

f: B—> B
continua tiene un punto fijo, donde B C R¥ es una bola euclidea cerrada.

Ejemplo 6.3.3 (Abiertos conexos del espacio euclideo). Un conjunto C C R se dice
conexo por caminos si para cada par de puntos xp, x; € C existe una curva continua
v :[0,1] = C tal que y(0) = xo y y(1) = x;.

Ejemplos de estos conjuntos son los conjuntos convexos, ver Nota[2.2.1] porque
en este caso podemos tomar y(7) = ¢t-x1 + (1 —1)- xg. Asi, intervalos en R, semiplanos
en R? y bolas abiertas o cerradas en R son conjuntos conexos por caminos.

Aunque las nociones conexidad y conexidad por caminos son en general distintas,
para el caso de conjuntos abiertos del espacio euclideo ellas coinciden. En efecto,
tenemos el siguiente resultado:

Sea 0 # U C R abierto. Entonces, U es conexo si y solo si es conexo por caminos.

Supongamos que U es conexo por caminos. Si U no fuera conexo, existiria una
separacion (A, B) de U. Tome xo € A 'y x; € B. Por hipétesis, existe y : [0,1] = U
continua tal que y(0) = xo y y(1) = x;. El Teorema demuestra que y[0,1] € U
es conexo. Luego, el Ejemplo [3.3.2] indicarfa que y[0, 1] € A 6 ¥[0, 1] C B, que es
imposible. Esta contradiccion implica que U debe ser conexo.

Reciprocamente, supongamos que U es conexo. Fije xo € U y sea

V={xeU: existey : [0,1] — U continua, y(0) = x,y(1) = x}. (6.3)

Para demostrar que U es conexo por caminos, basta mostrar que U = V. Como U
es conexo, sus inicos subconjuntos que son abiertos y cerrados a la vez son 0 y U,
ver Ejemplo [3.3.3] Entonces, si probamos que V es abierto y cerrado, se seguird que
U = V. En efecto, V no es vacio porque xy € V (use la curva constante igual a x).

Para demostrar que V es abierto fijex e VC Uy vy : [0,1] = U con y(0) = xp
y y(1) = x. Como U es abierto en R, existe r > 0 tal que By,(x,r) € U. Si
lly — x|l < r, considere la curva ¢ : [0, 1] — U definida por

W(0) = y(21), 0<

Q=1 -y+2(1-1)-x,

ver Figura [6.1] Se sigue que ¢ es continua y que conecta a xo con y. Por tanto,
By ,(x,r) € V y V es abierto. Finalmente, para demostrar que V es cerrado, se de-
muestra que U \ V es abierto en U. En efecto, si x € U \ V, es porque no es posible
conectar a X con xp por una curva continua. Si r > 0 es tal que By ,(x,r) € U,
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\ X0 \

Figura 6.1: El camino y conecta a x, con x. También es valida una curva formada por unién
finita de segmentos paralelos a los ejes.

entonces ningln otro punto y de esta bola se podria conectar con xg por una curva
continua: de lo contrario, y se podria emplear para conectar a xy con x, conectando
x con y por un segmento de recta, y luego siguiendo el camino que conecta y con xg.
Asi By,(x,r) C U\ V, y por tanto U \ V es abierto.

Nota 6.3.2. En la demostracién anterior podemos tomar incluso curvas continuas
formadas por un nimero finito de segmentos de recta paralelos a los ejes coordena-
dos. Basta con modificar la definicién de V en requiriendo que 7y satisfaga esta
condicién. Dejamos los detalles al lector.

Ejercicios

6.3.1 (La imagen inversa de un conjunto compacto bajo una aplicacién continua es
un conjunto compacto? Misma pregunta para conjuntos conexos.

6.3.2 Aplicar el Teorema del valor intermedio para demostrar las siguientes afirma-
ciones e interpretarlas geométricamente:

a) Si f :la,b] — [a, b] es continua, existe xg € [a, b], tal que f(xg) = xo.

b) Si f : [a,b] — [0,1] es continua, existe xo € [a,b] tal que f(xp) =
w‘

c) Si f:]0,1] — R escontinuay f(0) = f(1), existe xo € [0, 1] tal que
S(x0) = f(xo + 1/2).

d) Si f:]0,1] —» R escontinuay f(0) = f(1), existe xo € [0, 1] tal que
f(x0) = f(xo+ 1/3). Indicacion: si g(x) = f(x+1/3)— f(x), x € [0,2/3],
entonces g(0) + g(1/3) + g(2/3) = 0.

e) Generalizar estos resultados para n € N* con n > 2.
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6.3.3

6.3.4

6.3.5

6.3.6

6.3.7

6.3.8

Mostrar que si f : R — Q es continua, entonces es constante. Indicacion:
Ejercicio[3.3.3]

Sea (X, d) un espacio métrico conexo. Si X tiene mds de un punto, entonces no
es contable. Indicacién: fijado x¢ € X, considere la funcién x — d(x, xg) que
es continua.

Sea f : [0,1] — R una funcién continua tal que f(0) = f(1) =0y f(x) >0
para todo x € (0, 1). Demostrar que existe un cuadrado con dos vértices en el
eje x y los otros dos en la grafica de f, ver Figura[6.2]

RN

0 1

Figura 6.2: La grafica de f soporta un cuadrado.

Nota 6.3.3. Considerando a la grafica de f junto con el segmento [0, 1] X {0}
como una curva cerrada, este ejercicio resulta ser un caso muy particular del
Problema del Cuadrado Inscrito (Square Peg Problem) [92].

Sea (X, d) un espacio compacto y f, g : X — R dos funciones continuas.
a) Si f(x) < g(x), para todo x € X, existe k > 0 tal que k + f(x) < g(x), para
todo x € X.
b) Si0 < f(x) < g(x), para todo x € X, demostrar que existe 4 > 1 tal que
A f(x) < g(x), paratodo x € X.

Sean f,g : [0,1] — [0, 1] funciones continuas tales que f(g(x)) = g(f(x)),
para todo x € [0, 1]. Comprobar que existe xy € [0, 1] tal que f(xg) = g(xp).
Indicacién: si g(x) < f(x) para todo x y @ es el maximo valor tal que g(@) = a,
mostrar que también g(f(a)) = f(a).

Sea f : [a,b] — R continua y {x,},en+ una sucesion en [a, b]. Demostrar que
para todo a > 0, la serie

converge.

i F 1) = F(xn)
n(l

n=1

(Es vélido el resultado si el intervalo de definicion de f no es compacto?
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6.3.9 Demostrar que un conjunto K € R? es compacto si y solo si cada funcién
continua f : K — R es acotada.

6.3.10 Sean (X,d) y (Y,d’) espacios métricos, Ko 2 K} 2 K» 2 --- 2 K, 2 K1 2
- una cadena decreciente de compactos no vaciosen X,y f : X — Y una
aplicacion continua. Demostrar que f (ﬂ;"zo K,,) = Mo f(Kn).

6.3.11 Sea (X, d) un espacio métrico compacto y f : X — X una aplicacién tal que

d(f(0), f(y) <d(x,y),  xyeX x#y.

Demostrar que f tiene un tnico punto fijo, es decir, existe una tnica solucién
de la ecuacién f(x) = x. Indicacion: minimice F : X — R, F(x) = d(f(x), x).

6.3.12 (Normas equivalentes) Demostrar, completando los siguientes pasos, que todas
las normas sobre R? son equivalentes, en el sentido del Ejercicio[2.2.7}

a) Es suficiente mostrar que una norma arbitraria || - || es equivalente a || - |;.
Considere la aplicacién R4 1 - I — R dada por x — ||x||'. Demostrar
que

[l = Iyl < Il =yl < allx =yl

donde @ = maxi<j<qllejll” > 0, e; = (0,...,1,...,0), y concluir que
dicha aplicacidn es continua.

b) Justifique por qué los valores ¢; = minyg,=1 l1zll" y c2 = max)g,=1 llzll’
existen. Concluya que

cillxlly < llxll" < callxll;,  para todo x € R%.

6.4. Aplicaciones uniformemente continuas

En esta seccion exploramos la nocién de aplicaciones uniformemente continuas
donde el valor de ¢ se puede escoger de manera independiente del punto en cuestion
y solo depende del valor de € dado. Como ejemplo fundamental se definen las apli-
caciones de tipo Lipschitz. Un caso de particular interés es la aplicacion que mide la
distancia de un punto a un conjunto.

Definicion 6.3. Sea f : X — Y una aplicacion entre los espacios métricos (X,d) y
(Y,d"). Decimos que f es uniformemente continua en un conjunto £ C X si para todo
€ > 0, existe 6 = 6(e) > 0 tal que para todo xg, x € E,

sid(x, xp) <0, entonces d'(f(x), f(x0)) < €.

Note que esta definicion, primero, depende del conjunto E donde se trabaje. Se-
gundo, el valor ¢ solo depende de € mas no de los puntos del conjunto E. De esta
forma, el adjetivo uniforme cobra sentido.
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Ejemplo 6.4.1 (Aplicaciones de tipo Lipschitz). Una aplicacién f : X — Y entre
espacios métricos es de Lipschitz si existe una constante K > 0 tal que

d'(f(x), f(x0)) < K -d(x,x9), paratodo x,xg € X.

Estas funciones conforman uno de los ejemplos principales de funciones uniforme-
mente continuas. En efecto, dado € > 0, podemos elegir 6 = €/2K y concluir que

sid(x, xp) <6, entonces d' (f(x), f(x0)) < K -d(x, xp) < €.

Ejemplo 6.4.2. Toda funcién afin f : R — R, f(x) = ax + b es de tipo Lipschitz con
constante K = |a|. Lo mismo es valido para la funcién valor absoluto f(x) = |x| con
K =1y maés generalmente la funcién norma || - || : £ — R en un espacio vectorial
normado, Ejemplo[6.2.3

Ejemplo 6.4.3. Considere f : [0, +00) — R dada por f(x) = +/x. Note que

|Vx = W = [Va = Wil Va = Wl < IVE= WI(Vx+ V) = lx =yl (6.4)

Asi, dado € > 0, basta tomar 6 = € para concluir que f es uniformemente continua
en [0, +c0). Sin embargo, f no es de tipo Lipschitz porque si 0 < x < y, el cociente

W=Vl
y-x W+ Vx

no es acotado.

Ejemplo 6.4.4. En el caso real, una herramienta ttil para establecer la condicién de
Lipschitz de funciones diferenciables es el Teorema del valor medio, Corolario
que estudiaremos en el préximo capitulo. Por ejemplo, para la funcién f(x) = cos(x),
dados x,y € R, existe &, entre x y y tales que

|cos(x) — cos(y)| = [sin(&xy)| lx =yl < lx = y.

Por tanto, esta funcion es de tipo Lipschitz con K = 1. El mismo razonamiento aplica
a la funcién g(x) = sin(x).

Ejemplo 6.4.5. La funcién f(x) = x* no es uniformemente continua en R. Por con-
tradiccion, si lo fuera, tendriamos que para todo € > 0, existe > 0, tal que para todo
x,y €R,

si |x —y| < 6, entonces Ix2 - y2| < €.

Eligiendo € = 1, si existiera tal 6 > 0, tomando y = x + ¢/2 obtenemos que
X2 = (x+6/2)*| = |6x + 6%/4| < 1, paratodo x € R,

desigualdad que es falsa, porque implicaria que R es acotado.
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Ejemplo 6.4.6 (La distancia a un conjunto). En un espacio métrico (X,d), siA C X
y x € X, la distancia de x a A se define por

dist(x,A) = 1’n£ d(x,a).
ae

Esta férmula define una funcién dist(-,A) : X — R que satisface
dist(x, A) — dist(y, A)| < d(x,V), (6.5)
y por tanto es de Lipschitz con K = 1. Para demostrar la desigualdad, sia € A,
dist(x,A) < d(x,a) < d(x,y) +d(y,a), esdecir dist(x,A)—d(x,y)<d(y,a).
Como a es arbitrario, concluimos que
dist(x, A) — d(x,y) < dist(y, A), y asi dist(x, A) — dist(y, A) < d(x, ).

Intercambiando los papeles de x e y, podemos concluir (6.5).

En general, no es valido que la distancia entre x y A se alcance en alguin punto de
A, es decir, que exista ag € A tal que dist(x, A) = d(x, ap). Por ejemplo, considere en
el espacio euclideo R? el semiplano A = {(u,v) € R? : u > 0} y el punto x = (1, 0).
En este caso dist(x,A) = 1y se alcanza justo en el punto b = (0,0) ¢ A. Por otra
parte, incluso si A es cerrado esta propiedad no es vélida. Considere por ejemplo el
espacio X = {—1}U (0, 1) C R con la métrica inducida por la métrica usual de la recta
real, x = -1y A = (0, 1). Entonces dist(x,A) = 1, pero no existe un elemento en el
espacio que alcance dicha distancia.

En este punto, destacamos un caso positivo, cuando A = K C X es compacto en
un espacio arbitrario X. Entonces, para cada xy € X, existe x; € K tal que

dist(xg, K) = d(xg, x1).

Para demostrar esta afirmacién note que la funcién f : X — R dada por f(x) =
dist(x, {xo}) = d(x, xo) es continua y por el Teorema del valor extremo, f|gx alcanza
su minimo en algtn punto de K.

Nota 6.4.1. Si suponemos que A C R es un cerrado del espacio euclideo, también
se verifica que
dist(x,A) = ||x — yll, paraalginy € A.

En efecto, como a = dist(x, A) = infy,ea ||x — w||2, existe una sucesién w, € A tal que
[lx—w,|| = asin — +oo (recuerde la Proposici(’)n. Por tanto, la sucesion {w,, },en
resulta ser acotada. Entonces por el Teorema de Bolzano-Weierstrass existe una
subsucesion {w,, }yen convergente, digamos w,, — y. Como A es cerrado, entonces
y € Ay ademds
e =yl = Lim [jx — w2 = dist(x, A),
k—+00

como requeriamos. En el Proyecto veremos una afirmacién similar, vélida en el
contexto de espacios con producto interno.
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El siguiente es un criterio, en términos de sucesiones, ttil para determinar cudndo
una aplicacion es uniformemente continua.

Proposicion 6.4. Una aplicacion f : X — Y es uniformemente continua en E C X si
y solo si para todo par de sucesiones {x,}nen, {Vulnen en E tales que d(x,,v,) — 0,
se sigue que d'(f(xy,), f(yn)) — 0 cuando n — +co.

Demostracion. Si f es uniformemente continua, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que si
x,y € Eyd(x,y) <6, entonces d'(f(x), f(y)) < €. Si d(x,,y,) — 0sin — +oo, tome
N e N tal que d(x,,y,) < 6, paratodo n > N. Asi d'(f(x,), f(y,)) < €sin > Ny por
tanto d’(f(x,), f(yn)) = 0sin — +co.

Reciprocamente, si f no es uniformemente continua, existe €y > 0 tal que para
todo § > 0, existen x,y € E tales que d(x,y) < & pero d’(f(x), f(¥)) = €. Eligiendo
6 = 1/n, n € N*, existen x,, y, € E con

d(xn,yn) < 1/n pero d'(f(xn), fOm)) 2 €.
Entonces d(x,,, y,) — 0 pero d’(f(x), f(yn)) > 0sin — +co. O

Usando este criterio podemos comprobar nuevamente que f(x) = x> no es uni-
formemente continua en R. Por ejemplo, si x, = n+ 1/ny y, = n entonces |x,, — y,| =
1/n — 0, pero Ix,zl - y,zll =2+ 1/n* - 2sin — +co. En este ejemplo cabe notar
que las sucesiones empleadas no son acotadas. En caso contrario, si restringimos f
a un intervalo compacto, la funcién si serd uniformemente continua. En efecto, si
—R < x,y < R, entonces

o =% = e+ 3] lx = )] < 2Rlx = .
Esta afirmacion también es consecuencia del siguiente resultado més general.

Teorema 6.7. Si f : X — Y es una aplicacion continua entre espacios métricos y X
es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Dado p € X, por continuidad para cada € > 0 existe 6, = 6(p,€) > 0
tal que sig € By(p,d,), entonces d'(f(p), f(q)) < €/2. Asilafamilia {By(p,d,/2)}pex
es un cubrimiento por abiertos de X. Por compacidad, existen py,...,p, € X tal es
que X = U, Ba(pj,6p,/2). Consideremos

1
0= 3 min{6,,,...,0,,} >0, valor que solo depende de €.

Sid(p,q) < ¢, existe j = 1,...,ntal que p € By(pj,6,,;/2). Por tanto, d(p, p;) <
0p,/2 y esto implica que &’ (f(p), f(p;)) < €/2. Por otra parte,
O,
d(q,pj) <d(q,p) +d(p,pj) <o+ % < 6p;s
de donde se sigue, por la eleccién de 6, que d'(f(g), f(p;)) < €/2. En conclusién,
d'(f(p), f(@) <d'(f(p). f(pj) + d'(f(p)), f(@) <€,

y por tanto f es uniformemente continua en X. O
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Ejercicios

6.4.1 Si f: X — Y es uniformemente continua, demostrar que si {x,},en € X s una
sucesion de Cauchy, entonces { f(x;,)}sen € Y es una sucesion de Cauchy.

6.4.2 Determinar cudles de las siguiente funciones son uniformemente continuas en

R:
a) f(x)=x". e) f(x) = sin(x’).
b) f(x) = 1 +1x2' f) f(x) = xsin(x).
c) f<x>=<cos2x>3. 9 f(x)=e".
d) f(x) = 2ix2- h) f(x) =1In|x.

6.4.3 a) Dadon € N*, mostrar que si x,y > 0, entonces

1/n |1/n

<lx-y

‘xl/n_y

Indicacion: por el Teorema del Binomio a” + " < (a + b)", sia,b > 0.

b) Mas generalmente, si0 < @ < 1y x,y > 0, entonces
[x* =y < |x = y".

S 1@ 1-
Indicacién: si 0 < x <yy 0 <7 =y/x <1, entones =5 < 15 = L.

Concluir que la funcién x € [0, +o0) > x* es uniformemente continua en su
dominio, mas no es de Lipschitz.

644 SeaA CR?y f : A — R uniformemente continua alli. Las siguientes afirma-
ciones se verifican:

a) Si A es acotado, entonces f es acotada. Indicacion: si f no fuera acotada
elija {ap}ueny € A cona, — a € A tal que f(a,+1) > f(a,) + 1. Si
b, = a,41, entonces |a, — b,| — 0 pero |f(a,) — f(by)| /» 0sin — +oo.

b) f se extiende continuamente a A. En efecto, para cadaa € A’, lim,_, f(x)
existe. Indicacion: Por el Ejercicio sia, € Aya, — a € A, entonces
{f(ay)}uen es de Cauchy y por tanto convergente, digamos f(a,) — b.
Mostrar que lim,_,, f(x) = b.

Emplear estas propiedades para comprobar que f(x) = 1/x",n € Nty g(x) =
sin(1/x) no son uniformemente continuas en (0, a].

6.4.5 Si f : X — Y es uniformemente continua en su dominio, entonces para todo
€ > 0, existe 0 > 0 tal que si diam(E) < ¢, entonces diam(f(E)) < &.
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6.4.6

6.4.7

6.4.8

6.4.9

6.4.10

6.4.11

Sean X,Y y Z espacios métricos. Si f,g : X — R son aplicaciones de tipo
Lipschitz, demostrar que « - f + 8 - g es de Lipschitz, para todo a,5 € R.
Ademas si f : X — Yy g : Y — Z son de Lipschitz, entonces g o f :
X — Z es de Lipschitz. Demostrar las mismas afirmaciones para aplicaciones
uniformemente continuas. En el caso real ;qué pasa con el producto de tales
funciones?

Una funcién f : R — R se dice periddica de periodo p > 0 si f(x + p) = f(x),
para todo x € R. Demostrar que si f es continua y periddica de periodo p,
entonces f es uniformemente continua.

Hallar una férmula para f(x) = dist(x,S?) y comprobar que f es continua,
donde S¥ := {x € R*! : ||x|l, = 1} es la esfera d-dimensional.

Sea (X, d) un espacio métrico, x € X y A C X. Demostrar que

dist(x, A) = dist(x, A).

Sea (X, d) un espacio métrico.

a) SiA C Xy x € X, demostrar que dist(x,A) = 0 siy solo si x € A. En
particular, si F' C X es cerrado, este es el conjunto de ceros de una funcién
continua:

F = f50), con f(x) = dist(x, F).

b) Sea F C X un conjunto cerrado. Para cada n € N*, considere
U,={xeX : dist(x, F) < 1/n}.

Demostrar que F = (", U,. En conclusién, un conjunto cerrado en un
espacio métrico es la interseccién contable de conjuntos abiertos (con-
junto Gg).

c) Demostrar que un conjunto abierto en un espacio métrico es la unién
contable de conjuntos cerrados (conjunto F).

Sea (X, d) un espacio métrico y A, B C X dos subconjuntos cerrados disjuntos.
Considere la funcién

dist(x, A)

f:X->R, fx)= dist(x, A) + dist(x, B)’

Demostrar que f es continua, 0 < f(x) < 1, paratodo x € X, f~'(A) =0y
i3 =1.

Concluir que si U = f‘l([O, 1/2)yV = f‘l((1/2, 1]), entonces U y V son
abiertos que separan a Ay B, es decir, UNV = 0,A C Uy B C V. Esta
propiedad topoldgica se denomina normalidad 6 T4.
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6.4.12 Dado un espacio métrico (X,d) y A, B C X, la distancia entre A y B se define
por
dist(A,B) = inf d(a,b).
15 ( ) ae}AI,lheB (a )

a) Comprobar que dist(A, B) = inf,e4 dist(a, B) = infpep dist(b, A).
b) Demostrar que si K C X es compacto, C € X es cerradoy K N C = 0,
entonces dist(K, C) > 0.

¢) Dar un ejemplo de dos conjuntos A y B en un espacio euclideo, cerrados
y disjuntos tales que dist(A, B) = 0.

6.4.13 (*) (Teorema del nimero de Lebesgue) Sea (X, d) un espacio métricoy K € X
compacto. Si U = {U,}qes €s un cubrimiento por abiertos de K, demostrar que
existe 0 > 0 con la siguiente propiedad: si A C K satisface diam(A) < ¢,
entonces existe @ € J tal que A C U,. El nlimero ¢ es llamado un niimero de
Lebesgue para el cubrimiento L.

Indicacién: si K C Uy, U---U Uy, y K\ Uy # 0,1 =1,...,n, considere la
funcién f : K — R dada por

f(x) = % > dist(x, K\ Ua)).
=1

Comprobar que 6 = min{f(x) : x € K} > 0 satisface lo requerido.

6.5. Limites laterales y discontinuidades de funciones reales

La geometria de la recta real permite hacer un andlisis més detallado a la hora de
estudiar limites de funciones definidas alli. En particular, al aproximarnos a un punto
solo hay dos direcciones posibles. En esta seccion estudiaremos limites laterales asi
como limites infinitos y al infinito. Ademas, analizaremos los tipos de discontinuida-
des posibles, incluyendo el caso de funciones mondtonas.

Definicion 6.4 (Limites laterales). Dada f : (a,b) — R, definimos el limite a derecha

de f en xy € (a,b) como f(xg) = lim f(x) si
x—»xa'

para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que si xp < x < xg + J, entonces |f(x) — f(xar ) <e.

De la misma forma, el limite por izquierda de f en xq es f(x;) := lim f(x) si
x—>x6

para todo € > 0, existe ¢ > 0, tal que si xo — 6 < x < xg, entonces |f(x) — f(x;)| < €.

En el primer caso se emplea la notacién f(x) — f (xar ) cuando x — xar , mientras
que en el segundo se escribe f(x) — f(x;) cuando x — x;.
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Nota 6.5.1. 1. En términos de sucesiones, f(x;) = ¢ siy solo si f(t,) — ¢ si
n — +oo para toda sucesion {f,},en €n (xo,b), tal que 1, — xg sin — +oo.
También f(x;)) = g siy solosi f(z,) = g sin — +oo para toda sucesion {f, }nen
en (a, xo), tal que t,, = xp sin — +oo.

2. Es posible estudiar también limites de funciones definidas en conjuntos £ € R
que no son intervalos. En este caso debemos considerar puntos de acumulacién
por derecha y por izquierda. Por ejemplo, xo € E’, (punto de acumulacién de
E a derecha) si para todo € > 0, (xg, xo + €) N E # (. El conjunto E’ se define
de la misma forma.

Se deduce de la definicién que lim f(x) existe siy solo si f ()car ), f(xy) existen y
X— X0

f(xg) = flxp) = Jim f(x).

Definicion 6.5. Sea f : I — R definida en un intervalo /. Un punto xy €  donde f
no es continua es llamado una discontinuidad de f. Decimos que xg es una disconti-
nuidad simple o de primer tipo si f(x;) y f(x;) existen. De lo contrario, xo se dice
de segundo tipo. Denotaremos por

Sy:={xel: fesdiscontinua en x}

al conjunto de discontinuidades de f.

Hay dos maneras es las que f puede tener una discontinuidad simple en xp. Pri-
mero, Si f(xar ) # f(x;), en cuyo caso el valor de f(xo) es irrelevante. Segundo, si
f (xg ) = f(xy) # f(x0)- En cualquier caso, el valor

fxg) = f(xp)

se conoce como el salto de f en x.
Presentamos a continuacién algunos ejemplos en relacion a estos conceptos, ver
también la Figura[6.3]

Ejemplo 6.5.1. La funcién parte entera f(x) = |.x] tiene discontinuidades simples en
cada nimero entero n 'y

f=n f@)=n-1,  f(")-fn")=1

Por otra parte, la funcioén parte fraccionaria g(x) = {x} = x — [x] también tiene
discontinuidades simples enn € Z 'y

g(n*) =0, g(n) =1.

Note ademads que esta funcion es periddica de periodo 1.
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Ejemplo 6.5.2. Las funciones

Fx) = sin(1/x), six#0, (x) = xsin(1/x), six#0,
*) = 0, six =0, g = 0, six=0,

son continuas en R\ {0}. Sin embargo, en x = 0 f(0*) y £(07) no existen. Por ejemplo,
si consideramos la sucesion x,, = =1/nmr — 0 si n — +o0 entonces f(x,) = 0, pero
para y, = +1/(2nmn + n/2) — 0 tenemos que f(y,) = =1. Por otra parte, g si es
continua en 0 porque

lg(x)] < |, y por tanto  g(x) — 0, si x — 0.
Ejemplo 6.5.3. Considere las funciones

1, sixeQ, ) ox, sixeQ,
IQ(X)_{O, sixeR\Q, g(x)‘{o, sixeR\Q.

El mismo razonamiento del Ejemplo muestra que g no es continua en ningtin
punto de R, mientras que g solo es continua en x = 0. Una manera intuitiva de
entender por qué g tiene este comportamiento es ver que las graficas de las funciones
x — 0y x — x se intersecan precisamente en x = 0.

La funcion 1g se conoce como la funcion de Dirichlet y es el ejemplo notable de
una funcién que no es integrable en el sentido de Riemann, como lo estudiaremos en

el Capitulo[§] ver Ejemplo[8.1.1]

Figura 6.3: Algunas discontinuidades para funciones reales.

Ejemplo 6.5.4. La funcion de Thomae f : (0,1) — R se define como

Six= g, p,q € N*, primos relativos entre sf,

1
q 9
0, sixesirracional.

fx) =
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Esta funcioén satisface que

lim f(x) =0, para todo xg € (0, 1).
X— X0

En efecto dado 0 < € < 1, tome N € N* tal que ﬁ <€e< j’ Asi, los nimeros
: . 1121 3 1 N-1
rgc1ongles en (0, 1) que no s.atlsfacen If(Ol < € 80N 5,3,5, 25570 No- >N -
Si elegimos ¢ > 0 tal que ninguno de estos niimeros esté en (xg — 9, xo + 0) \ {xo},
entonces |f(x)| < € alli. En conclusién, f es continua en los nimeros irracionales del

intervalo (0, 1) y discontinua en Q N (0, 1).

"'ff;\

A /

Figura 6.4: Grifica de la funcién de Thomae.

p .

Un nombre curioso dado por John H. Conway a esta funcién es la de estrellas
sobre Babilonia (Stars over Babylon) dada la forma de su gréfica.

En la recta real, al igual que en el caso de sucesiones, podemos definir los limites

lim f(x) = oo, lim_f(x) = oo, lim f(x) = L € RU {0},

X—=X0 X=Xy

de manera satisfactoria, para funciones definidas en intervalos que tengan como punto
limite a xg, o sobre intervalos no acotados a derecha o izquierda, respectivamente. Por
ejemplo, si f : (b, +00) — R decimos que f(x) — L € R cuando x — +oo si para
todo € > 0, existe M = M(e) > 0 tal que si x > M, entonces |f(x) — L| < €. Ademads
estos limites se pueden caracterizar en términos de sucesiones como en el Teorema
6.1

Ejemplo 6.5.5. Ejemplos clésicos de Calculo incluyen

1 1
Ilim — =0, lim — = +oo, lim In |x| = —c0, lim tan(x) = +oo.
X—+00 X x—0t X x—0 x—mr/2”
En estos casos las funciones presentan discontinuidades de segundo tipo en los puntos
correspondientes.
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Por otra parte, es necesario analizar en cada caso limites que incluyan formas
indeterminadas como

0 o0
n’ > +00 — OO, O X (iOO), 009 ’ +OOO
0" o0
Una de las herramientas fundamentales para tratar este tipo de limites es la derivada
y laregla de L’Hopital que serdn estudiadas en el siguiente capitulo.

Ejemplo 6.5.6 (El teorema de los nimeros primos). Para x > 0, considere la funcion

m(x) := Z 1

PEP,p<x

que cuenta cudntos nimeros primos menores o iguales a x hay. Como existen infinitos
nimeros primos, entonces lim,_,.o m(x) = +oco. Por otra parte, el teorema de los
niimeros primos asegura que

. 7(x)
m =
x—+co x/ In(x)

(6.6)

estableciendo una forma asintética simple para la funcién n(x). Este teorema fue
demostrado de manera independiente por Jacques Hadamard y Charles de la Vallée
Poussin en 1896. Aunque la prueba supera los alcances de este libro —se puede
consultar en [62]—, si podemos ilustrar una consecuencia interesante empleando este
limite. Se trata del siguiente resultado, cuya prueba estd tomada de [63]: el conjunto

FP)=1{p/lqe Q" : p,qeP)

de cocientes entre nimeros primos es denso en R*. Para ello veremos primero que
dado @ > 1, existe m(a) € N* tal que

[, " NP £0, para todo 1 > m(a). (6.7)

Para esto considere la funcién L(x) = log,(n(x)In(x)/x), x > 2. Aqui log, () =
In(#)/ In(@) denota el logaritmo en base « de .

Analicemos la situacién [a”, @1 NP = 0, es decir, n(a’*") = n(a”), donde
r € N*. En este caso,

r+1 r+1
L@ - L) = log,, [M) = log,, (%) =e(r)-1,

In(a")/a”

donde €(r) = log, (#) — 0 sir — +oo. Note que asegura que L(x) — 0
si x — +oo. Estos dos limites nos permiten elegir un entero m(a) suficientemente

grande de manera que simultdneamente

L@ -L@>-1/2, 'y ek)<1/2,  para k2mla).
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Si existiera un entero r > m(a) tal que m(x) fuera constante en [a, a1, entonces
tendriamos que L(a” *h_ L) =e(r)-1<-1/2 y a su vez la desigualdad contraria.
Como esto es imposible concluimos que 7(x) no puede ser constante en [a”, ' *!],
es decir, que ( se verifica para todo n > m(a).

Veamos ahora la densidad de F(P). Sean ¢ > € > 0. Demostrar que [c—€,c+€]N
F(®) # 0, equivale a mostrar que existe algtn primo ¢ tal que [(c—€)q, (c+€)g]NP #
0. Para esto, escoja > 1 tal que o < ££.Seaademds g € P tal que g > ™ [(c—e),
con m(a) como en (6.7). Entonces

log, (¢ + 99) ~ log, (¢ - ) = log, () > log, (@) =2

Por tanto, existe n € N* con [n,n + 1] C [log,((c — €)g), log,((c + €)¢)], 0 de manera
equivalente, [@”, @1 C [(c - €)q, (¢ + €)g]. Como " < (¢ - €)q < a", entonces
n > m(a). La propiedad (6.7) implica que [(c—€)q, (c+€)gINP # O como se requeria.

Continuamos esta seccion con una discusion sobre la naturaleza de las disconti-
nuidades de funciones mondtonas.

Definicion 6.6. Una funcion f : (a, b) — R es mondtona creciente (resp. decreciente)

six <y implica que f(x) < f(y) (resp. f(y) < f(x)).
Si las desigualdades son estrictas se dice que f es estrictamente monotona.

En particular, f es mondtona creciente si y solo si —f es monétona decreciente.
Por esta razén enunciaremos los siguientes resultados solo para el caso de funciones
crecientes.

El siguiente teorema se puede interpretar como la contraparte del Teorema
para funciones reales.

Teorema 6.8. Sea f : (a,b) — R una funcion mondtona creciente. Las siguientes
afirmaciones son vdlidas:

1. Sia < x < b, entonces

sup f() = f(x7) < f(x) < f(x7) = Jnf f(®.

a<t<x

En particular, f solo tiene discontinuidades de primer tipo.

2. Si f es acotada inferiormente en (a,a + r) C (a,b) (resp. superiormente en
(b —r,b) C (a,b)) para algiin r > 0, entonces f(a*) existe (resp. f(b™) existe)
y
fa)y= inf f(), resp.  f(b7)= sup f(2).

a<t<a+r b—r<t<b

3. Sia < x<y< b, entonces

FGT) < fOO).
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Demostracion. (1) Al ser f mondtona creciente, dado x € (a, b), el conjunto A =
{f(®) € R:a <t < x}esacotado superiormente por f(x). Por tanto, @ = sup A existe
y @ < f(x). Veamos que @ = f(x™). Para ello, tome € > 0. Como a — € < a, existe
0>0talquea<x-d<xya—-—€e< f(x—90) < a Portanto,six -6 < s < x,
entonces

la—f(s)l=a—f(s) <a-f(x-906) <k,

como se requeria. La demostracién para f(x*) se hace de la misma forma.
Para (2), el argumento es el mismo que antes. Por ejemplo, si f es acotada en el
intervalo (b — r, b), entonces 8 = sup{f(t) e R: b —r <t < b}existey 8 = f(b").
Finalmente para (3), sia < x < y < b, la desigualdad requerida se sigue de (1),
notando que

foy= inf f = if f@).  f67)= sup f()) = sup f(1).

a<it<y X<ty

[m]

En general, el conjunto de discontinuidades simples de una funcién real, defini-
da sobre un intervalo, es finito o contable, Ejercicio Este hecho admite una
demostracion mas sencilla en el caso de funciones mondtonas.

Teorema 6.9. Si f : (a,b) — R es una funcion monotona creciente o decreciente,
entonces su conjunto de discontinuidades S y es finito o contable.

Demostracion. Supongamos que f es mondtona creciente. Por el teorema anterior,
si xp € S ¢, entonces flxg) < f(xg). Podemos escoger entonces ry, € Q con flxg) <
Iy, < f (xg ) y definir la funcioén r : §  — Q dada por xo > ry,. El resultado anterior
también muestra que si xo, x; € S r y xo < X1, entonces f’ (xar ) < f(x7). Esto a su vez
demuestra que

Ix <f(x?)—) Sf(xf) < Fy-

Asi la aplicacion r es inyectiva y S ¢ debe ser finito o contable. m|

Ejemplo 6.5.7 (Continuidad de funciones estrictamente monétonas). Dado un inter-
valol € Ry f : I — R estrictamente mondtona, entonces f : I — J es biyectiva,
donde J = f(I). Ademas, si f es continua, entonces f~! : J — I también serd
continua.

Para demostrar estas afirmaciones supongamos que f es creciente. El hecho de
que sea biyectiva se sigue de su inyectividad. En efecto, si x # x’, entonces f(x) #
f(x), porque si por ejemplo x < x’, obtendriamos f(x) < f(x).

Ahora, si f es continua, por el Teorema del valor intermedio@ J esun intervalo.
Seaa = f(a) € J,cona € [ y suponga que y, — a sin — +oco, donde y, = f(x,),
x, € I. Para demostrar la continuidad de f‘1 basta mostrar que x, — a sin — +oo.
Supondremos que a no es un extremo de I, el caso restante se hace de la misma
forma. Sea entonces € > 0 tal que (a —€,a+¢€) C IyseaJ = f(a—€,a+ €). Por
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continuidad J* = (f(a — €), f(a + €)) = (B,7) es un intervalo que contiene a . Si
€ = min{y — a,a — B} > 0 es la distancia de @ a los extremos de J’, como y, — «,
existe N € N tal que |y, — a| < € para todo n > N. Por tanto,

Ba-€ <y, <a+€ <vy

y al aplicar f concluimos que a — € < x, < a + €, es decir, |x, —a| < e sin > N como
se requeria.

Nota 6.5.2. En general, no es cierto que si f : X — Y es una funcién continua y
biyectiva entre espacios métricos, su inversa f~! : ¥ — X sea continua. Por ejemplo,
considere f : [0,1] U (2,3] — [0,2] dada por f(x) = xsix € [0,1]y f(x) =x—1si
x € (2, 3]. Esta funcién es continua y biyectiva. Su inversa f -1:70,2] = [0, 1]U(2, 3]
esta dadapor f'(y) =ysiye [0, 1]y f ') =y+1sil <y<2 Luego f!noes
continua (en y = 1). Note también que f~'[0,2] no es ni compacto ni conexo.

Existe otra herramienta para determinar cuando una funcién acotada es continua
en un punto y consiste en analizar cémo oscilan sus valores alrededor de dicho punto.
Aunque el siguiente concepto se puede definir entre espacios métricos arbitrarios,
restringimos nuestra atencién al caso real. Los siguientes resultados solo serdn usados
en la Seccién

Definicion 6.7. Dada una funcién acotada f : [a,b] — Ry el intervalo B(xg,r) =
(xo — r, xo + 1), la oscilacion de f en B(xy, r) se define por

osc(f, xo, 7) := sup |f() = f(s)l,

1,s€[a,b]NB(xo,r)

valor que existe porque f es acotada. Entonces la funcién r +— osc(f, xg, ) es una
funcién mondétona creciente y por tanto

osc(f, xp) := lim osc(f, xg, r) = inf osc(f, xo, 1),
r—0* r>0

existe. Este valor se conoce como la oscilacion de f en xy.
A través de la definicion de limite se sigue el siguiente resultado esperado.

Proposicion 6.5. Si f : [a,b] — R es una funcion acotada y xy € [a, b), entonces f
es continua en xg si y solo si osc(f, xg) = 0.

Ejemplo 6.5.8. Para la funcién f(x) del Ejemplo [6.5.2] observe que osc(f,0,r) = 2
porque por ejemplo |sin(1/f) — sin(1/s)] = 1+ 1 = 2 parat = 1/(nw + n/2) y
s = 1/(nm —n/2), con n € N* suficientemente grande. Asi concluimos que

osc(f,0) = 2.

Para la funcién de Dirichlet 1g, del Ejemplo el maximo valor que alcanza
[1g(#) — 1g(s)| en cualquier intervalo abierto es 1y por tanto

OSC(IQ,X()) =1, X0 € R.
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Dado € > 0, consideremos el conjunto
Are = {x € [a,b] : osc(f, x) > €}.
La proposicién anterior demuestra que

Sy ={x€[a,b]: f esdiscontinua en x} = UAf’f = U Afi/ne (6.8)

e>0 neN+

Una propiedad interesante de estos conjuntos es que son cerrados, como lo muestra
el siguiente lema. Por tanto, podemos concluir que el conjunto de discontinuidades
de f es unién contable de conjuntos cerrados.

Lema 6.1. Si f : [a,b] — R es acotada, para todo € > 0 el conjunto Ay es cerrado.

Demostracion. Supongamos que X, € Arcy X, — Xo sin — +00. Si xg ¢ Agpe,
podemos escribir osc(f, xg) = € — ¢, para algtin § > 0. Seleccione r > 0 tal que
osc(f, xp,7) < € —d/2yn € N tal que |x, — xg| < r/2. Esta eleccién implica que
(X, —7/2,x, +7/2) C (x9 — 1, X0 + 7). Asi

osc(f, x,,r/2) < €—0/2 que asu vez implicaria que osc(f, x,) < € — /2 < €,

contradiciendo que x, € Ay.. Esto demuestra que Ay contiene todos sus puntos

limite y por tanto es cerrado. O
Ejercicios
6.5.1 Sean xy,..., X, € R nimeros reales distintos. Construir una funcién f : R - R

que sea continua sélo en estos puntos.

6.5.2 Comprobar que la funcién g : R — R definida por

_ | sin(x), sixeQ,
8x) = { cos(x), sixeR\Q.

s6lo posee limite y es continua en un conjunto numerable de puntos.

6.5.3 Determine las graficas de las siguientes funciones y el tipo de sus discontinui-
dades. Si x( es una discontinuidad de la funcién f, calcular f(xar ), f(x5)y su
salto, en caso de existir:

a) f(x) = 1% - xJ, sinx L)
b) f(X):xLXJ’x>O’ d) @ €R, f(x) = |X|a’ s1x # 0,

o) f(x)=lx]+ Vx—[x], 0, six=0.
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6.5.4 a) Mostrar que la funcién de Dirichlet 1g es periddica de periodo T > 0,
para todo 7 € Q.

b) Extienda la funcion de Thomae a todo R a través de la definicién

1 six= g #0, pe€ZgeNT, primos relativos entre sf,

f) =47

0, sixesirracional.

Si x = n € Z, note que f(n) = 1 (eso incluye el cason = 0 = 0/1).
Demostrar que f es periddica de periodo 1. Ademds, f es continua en ca-
da nimero irracional y posee una discontinuidad simple en cada nimero
racional.

6.5.5 [46] Considere a g : (0,1) N Q — R dada por g(p/q) = q,si 0 < p < g son
enteros primos relativos entre si. Comprobar que 1im,_,, g(x) = +oo, para todo
r € (0,1) N Q. Por tanto, g se aproxima a infinito en todos los puntos de su
dominio, ver Figura[6.5]

204+ -

10 +

i 4
Rl— -
Wi o4 -
PN

e

Figura 6.5: Reciproca de la funcién de Thomae.

6.5.6 Sea f : (b,+o0) — R una funcién mondtona creciente. Suponga que existe
{Xn}nen €n (b, +00) con x, = +o0y f(x,) = L € RU {£oo} sin — +oo.
Demostrar que f(x) — L si x — +oo.

6.5.7 a) Demostrar la Proposicién[6.3]

b) Si f : [a,b] — R es una funcién mondtona acotada y xg € (a, b), demos-
trar que

osc(f, x0) = |f(xg) = f(xg)l-

(Cudnto vale la oscilacion de f en los extremos del intervalo?
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6.5.8

6.5.9

Sea E = {x,}nen € R un conjunto contable y considere una serie convergente
Z:;o ¢n de nimeros positivos. Defina las funciones

o0

=" ST p = 3 .

1, six>x,, =

Mostrar que j, y F son funciones mondtonas crecientes. Estudiar la continui-
dad de la funcién F : R — R (puede usar el M-Test de Weierstrass y
demostrar que tiene discontinuidades exactamente en los puntos de E. Mostrar
que las discontinuidades son de primer tipo y calcular F(xy) — F(x)).

(x) Sea f : (a,b) — R. Demostrar que el conjunto de discontinuidades simples
de f es finito o contable.
Indicacioén: el conjunto de discontinuidades simples de f es igual a

{xela,bl: f(x7) < fGU{x € lab]: f(x7) > fx))}
Ulx € [a, 0] - ltm (1) < f(0)} U {x € [a, b] - lim f(1) > f(x)}.

Para x en el primer conjunto asocie la tripla (p,g,r) € Q® de forma que: i)
f(x) < p<f(xh),i)sia<qg <1< x, entonces f(f) < p,iii)six <r<r<b,
entonces f(f) > p. Para x en el tercer conjunto, asocie la tripla (p, g, r) € Q3
tal que: i) lim,,, f(¥) < p < f(x),1)sia < g <t<xo0x <t <r<b,entonces
f(®) < p. Demostrar que, en cada caso, la funcién x — (p, g, r) es inyectiva.
Hacer una construccidn similar para los conjuntos restantes.



Capitulo 7

Funciones diferenciables

Este capitulo introduce una de las herramientas fundamentales del Célculo de
funciones reales, a saber, la derivada y el proceso de diferenciacién. A lo largo del
mismo estableceremos las reglas de calculo para derivadas y su aplicacion al estudio
de valores extremos y monotonicidad, incluyendo derivadas laterales. Como resul-
tados fundamentales presentamos el Teorema del valor medio en sus diferentes ver-
siones, el Teorema de Darboux sobre la propiedad del valor intermedio y la regla de
L’Hopital. También trataremos la férmula de Taylor y de manera concisa la nocién de
funcién analitica. Aunque nuestro objetivo principal es la diferenciacion de funciones
reales, se incluye una breve discusion sobre derivadas parciales y un caso particular
de la regla de la cadena en varias variables, que serd util en capitulos posteriores.

7.1. Derivada de funciones reales
Definicion 7.1. Una funcién f : (a,b) — R es diferenciable en xq € (a, b) si

f(x0) = lim f0) = flxo) _ lim flxo+1)— f(xo).

X—X0 X — X0 t—0 t

(7.1)

existe. El valor f’(xy) también se denota por f(xo), %(xo) 0 0, f(xp), y se denomina
la derivada de f en xg. Si f es diferenciable en todos los puntos de (a, b), la funcién

f" :(a,b) > R sellama la derivada de f.

Si f : (a,b) — R es diferenciable en xy, podemos emplear sucesiones para hallar
su derivada. Recordando el Teorema|[6.1] vemos que si {#,}e+, {X,}nerr+ son sucesio-
nes en R tales que 7, —» 0y x,, = xo si n — +co, entonces

oo = tim LXMW =IO g, fOw) = f)

n—+oo i n—+oo Xn — X0

Note que xg + t,,, x,, € (a, b), si n es suficientemente grande.



174 Capitulo 7. Funciones diferenciables

En el caso real, la derivada de una funcién f : (a,b) — R en un punto xg se inter-
preta como la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (xg, f(xp)).
Esta recta viene dada precisamente por la funcién

x = f(xo) + f(x0)(x = xp).

En este sentido, esta recta es la mejor aproximacidn lineal de f cerca de xy. En efecto,
si escribimos

Jf(x) = f(xo) + a(x — xo) + r(x),

donde a € Ry r(x) queda determinada por esta ecuacion, el requerir que

. r(x)
lim
X—=X0 X — xO

=0

es equivalente a que f sea diferenciable en xy y @ = f’(xg). Para ello basta despejar
r(x) y recordar el limite (7.1) de la definicién anterior.

Nota 7.1.1. Es importante reflexionar sobre las propiedades de R que hacen posible la
definicion de derivada. Ademds de la métrica para poder hablar de limites, requerimos
de la estructura de cuerpo para realizar la resta y el cociente en (7.I). Sin embargo,
esta definicion se puede extender a aplicaciones F : (a,b) — E con valores en un
espacio normado (E, || - ||) a través de la férmula
Py — fim PO~ FO0).
X=X X — X

donde 1/(x — xp) es un escalar que multiplica al vector F(x) — F(xp), y el limite se
toma respecto a la norma dada. Si este limite existe, se dice que F es diferenciable en
X0.

Para el caso del espacio euclideo E = R, si v =Ul,...,fa) : (a,b) — RY es
una curva, se verifica que y es diferenciable en x¢ si y solo si cada f; lo es en xo,
j=1,...,d,yendicho caso

Y (x0) = (f{(x0), - - ., f7(x0)).

Esto se sigue de manera inmediata de la Proposicion [6.1[3). Geométricamente y se
interpreta como una curva en R? y 9/(xo) como el vector tangente a la curva en el
punto y(xp). En este caso la recta tangente a y en x( se parametriza por

AER > y(x0) + - ¥ (xp).

Esta recta pasa por el punto y(xp) cuando 4 = 0 y tiene como direccién la indicada
por el vector y’(xp).

El primer resultado cldsico que presentamos es que diferenciabilidad implica con-
tinuidad. Por supuesto, el reciproco es falso, ver Ejemplo[/.1.7
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Teorema 7.1. Si f : (a,b) — R es diferenciable en xy € (a, b), entonces f es continua
en xo.

Demostracion. Basta calcular

= x0) = f'(x0)- 0 =0,

1
N

lim f(x) — f(xp) = lim M(x
X— X0 X—X X — X0

para concluir el resultado. O

A continuacién presentamos las reglas bésicas de célculo con derivadas de fun-
ciones reales. Salvo por la regla de la cadena, la demostracién es elemental.

Proposicion 7.1 (Reglas de cdlculo con derivadas). Sean f, g : (a,b) — R funciones
diferenciables en xq € (a, b). Entonces:

1. f =+ g esdiferenciable en xo y (f £ g)'(x9) = f'(x0) = g’ (x0).
2. (Regla de Leibniz) f - g es diferenciable en xg y

(f - &) (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g"(x0)-
3. Sig(xo) # 0, f/g es diferenciable en xy y

Y f(x0)g(x0) — f(x0)g (x0)
=| (x0) = 5 :
g g(x0)

Teorema 7.2 (Regla de la cadena). Si f : (a,b) — (c,d) es diferenciable en xy y
g : (c,d) — R es diferenciable en f(xy) € (c,d), entonces go f : (a,b) — R es
diferenciable en xg, y

(g0 f) (x0) = &' (f(x0)) - [’ (x0).
Demostracion. Recordando el Teoremal6.1] es suficiente demostrar que

g o flxo +1t,) —go fxo)

” — &'(f(x0)) - f'(x0),

cuando n — +oo, para cada sucesién {t,},eny en R tal que t, — 0 sin — +oo.
Dividimos este limite en dos casos:

1. Si f(xo) # f(xo +1,), paratodo n > Ny, entonces la fraccion anterior es igual a

8(f(xo + tn)) — 8(f(x0)) f(x0 + 1) — f(x0)
S(xo + 1,) — f(x0) In ’
porque el cociente es distinto de cero. De esta expresion se sigue el valor re-

querido porque {f(xp + #,)}nen €S una sucesioén que tiende a f(xp), gracias al
Teoremal[7.11
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2. Si f(xg) = f(xo + t,) para infinitos n, podemos dividir la sucesién {z,},en €n
dos subsucesiones: los {s,} tales que f(xo) # f(xo + su), y los {7,} tales que
f(xo0) = f(xo+71,). Como f es diferenciable en xg, calculando su valor a través
de la sucesion {7, } obtenemos

fxo +70) = f(%0) _

f(x0) = lim 0.
n—+oo Th
Por otra parte,
m 8U G0+ ) = g(FG0) _
n—+oo Tn
1im SO0 90 = 8UCO) _ 0y = 0,

donde el primer valor se obtiene por la definicién de 7, y el segundo gracias
al primer caso. Entonces, (g o f) (xp) existe y es igual a 0, como se debia
demostrar.

O

Nota 7.1.2 (Derivadas de orden superior). Si f : (a,b) — R es diferenciable, también
podemos preguntarnos por la diferenciabilidad de f” : (a,b) — R. En caso de existir
esta sera denotada por f” y se conoce como la segunda derivada de f. Procediendo
de esta manera, obtenemos funciones

F

cada una siendo la derivada de la anterior. Si la funcién f existe decimos que f
es n veces diferenciable y dicha funcién es llamada la derivada n-ésima de f. Otra
notacidn que se suele emplear es

F"(xo) =

n
Z’x}’j (x0),
donde x es la variable de la que depende f. Note que si " (x) existe, f"~D(x) estd
definida en una vecindad de xj y es diferenciable en xo. En esta situacion £ es
diferenciable en dicha vecindad.

Finalmente, si f admite derivadas de todos los ordenes en su dominio, decimos
que f es infinitas veces diferenciable.

Nota 7.1.3. Es posible calcular las derivadas de orden superior de una composicion
g o f con el uso repetido de la regla de la cadena y la regla de Leibniz. Por ejemplo,

(go f)'(x) = g (FCNF"(x) + & (FEN(F ()%,
(g0 NP@) = g (FENFD ) + 3" (FCL O (x) + gD FCNF ().

La férmula general para (g o £)™ es conocida como la formula de Faa di Bruno, cuya
naturaleza es en realidad combinatoria. Esta serd tratada en el Proyecto [12.2]
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Con las reglas de cédlculo podemos derivar funciones polinomiales y racionales
como lo muestran los siguientes ejemplos. Para ilustrar algunos fenémenos que ocu-
rren con funciones diferenciables haremos uso de la funcién seno y algunas de sus
propiedades.

Ejemplo 7.1.1. Es inmediato comprobar que si f(x) = c es constante, entonces
f'(x) = 0,y quesi f(x) = x, entonces f'(x) = 1. Empleando induccién y la re-
gla del cociente se sigue que

d
d—(x”) =nx""!,  paratodon €Z,
x

y sin < 0, se requiere que x # 0. En general, toda funcién racional es diferenciable
en los puntos donde su denominador no se anula. Por ejemplo, la funcién

1
f(X) = m, donde a > 0,

es diferenciable en toda la recta real y

2 6a>x> -2
fm=——ﬁ%p furniijg,ﬂWm=—

(1 +ax (1 +ax

24a*x(ax* — 1)
(1 + ax?)*

En general, FfD(x) = P,(x)/(1 + ax?)"*!, donde los P,(x) son polinomios de grado n
que se calculan mediante la recurrencia

P,oi(x)=(01+ axz)P;l(x) —2(n+ DaxP,(x).
Por tanto, f es una funcion infinitas veces diferenciable en R.

Ejemplo 7.1.2. Considere la funcion

_ | xsin(1/x), x#0,
ﬂ”‘{o, x=0.

Por la continuidad de la funcién seno, f es continua en todo x # 0. Pero ademads
|f(x)| < |x|, para todo x € R, de donde se sigue que f también es continua en x = 0.
Sin embargo, f no tiene derivada alli porque el limite

£ = i L2210

= limsin(1/x) no existe.
x—0

Ejemplo 7.1.3. Consideremos ahora la funcién

) = xsin(1/x), x# 0,
§WX) = 0, x=0.

Al igual que antes, g es continua en R y ademds es diferenciable en toda la recta.
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En efecto, de las reglas de célculo se sigue que

g (x) = 2xsin(1/x) —cos(1/x), six#0,

reen 1o 8(x) — g(0)
g(O)—)lcl_r)n X -

=1 in(1/x) = 0.
1 xgl(l)xSln( /x)=0

Es interesante notar que aunque g’ existe en todo R, no es una funcién continua (en
x = 0). Este es un ejemplo directo que ilustra la existencia de funciones diferen-
ciables cuya derivada no es continua. La dnica desventaja es que emplea funciones
trigonométricas, que no han sido desarrolladas en el texto. Es posible también, con al-
go mds de trabajo, dar ejemplos de esta situacién empleando funciones polinomiales
a trozos, ver Ejercicio

Ejemplo 7.1.4. La funcién

2 o 2
x“sin(1/x%), x#0,
h(x):{o (/ ) x:O

resulta ser diferenciable en todo R, con #’'(0) =0y
’ . 2 2 2
h'(x) = 2xsin(1/x°) — — cos(1/x7), x # 0.
X

En este caso aunque /4 es acotada en cualquier vecindad de 0, 4’ no es acotada en
dicho lugar. Por ejemplo, si elegimos x,, = 1/ v/zn, con n € N* obtenemos h’(x,) =
2(=1)"*! \/mn — oo, recordando que sin(n) = 0y cos(nn) = (=1)".

Ejemplo 7.1.5. La funcién

_ X2, x€Q,
””‘{—ﬁ,xeR\Q

solo es continua en x = 0 y ademaés es diferenciable alli. En efecto,

_ 2
F©) = tim L= FO g X

x—0 X x—=0 X
Claramente la funcién no puede ser diferenciable en ningtin otro punto de su dominio.

Ejemplo 7.1.6 (Derivadas parciales). Aunque definir la nocién de derivada para una
funcién f : U € RY — R donde U es abierto, es una cuestién que atafie a un curso
de Anélisis en Varias Variables, la nocién de derivada parcial es posible abordarla
con herramientas de una variable real. En efecto, sea xo = (x(l), e xg) e Uy elija
una direccione; = (0,...,1,...,0) € R4 (la dnica componente distinta de cero es la
Jj-€ésima) entre las d posibles de los ejes coordenados. Entonces la curva

teRr—>x0+tej€Rd,
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que describe la recta que pasa por xg con direccion e, estard en U para valores de ¢
cercanos a 0, digamos si t € (—r, r). Entonces t € (—r,r) = f(xo +fe;) es una funcion
de variable real. Si su derivada

af d f(xo +tej) — f(xo)
—_— = — : = 1/
Ox;j (*o) dt(f (xo + te)) -0 ) t
~ Hmf(x?,...,x?+t,...,x2)—f(x?,...,x2)
t—0 t ’

existe, esta es llamada la derivada parcial de f respecto a x; en x.

Al ser en realidad derivadas de una variable, las reglas de calculo descritas en la
Proposicidén [7.1|son vélidas en este contexto. A efectos practicos los célculos se rea-
lizan derivando respecto a la variable indicada, considerando las demds como cons-
tantes.

En el caso de funciones de variable real, asi como existen limites laterales, tam-
bién es posible definir derivadas laterales. Terminamos esta seccién con una breve
discusién de este concepto.

Definicion 7.2 (Derivadas laterales). Decimos que la funcién f : [a,b] — R posee
derivada por derecha en a (resp. derivada por izquierda en b) si

Jf(x) - f(a) Jf(x) - f(b)
X—a

file = Jim, e f10) = li T

existe.

Recordando la Secci(’)n vemos que si xp € (a, b) es un punto interior, entonces
S/ (xp) existe si y solo si fi(xp) y f’(xo) existen y son iguales. Por otra parte, la
demostracion del Teorema|[7.1]aplicada a limites laterales muestra que si f : (a,b) —
R tiene derivadas laterales en xo, entonces f es continua en xo, incluso si f}(xp) #
f!(xo0), es decir, si f no es diferenciable en xg.

Ejemplo 7.1.7. La funcién valor absoluto f(x) = |x|, aunque continua en todo su

dominio, solo es diferenciable cuando x # 0. En efecto, f/(x) = 1six >0y f'(x) =

—1 si x < 0. Sin embargo, f’(0) no existe porque

f(&x) - f(0)
x—0

= lfim = = 1, y f(0)= lim M:—l,

7(0) = lim
f+( ) x—07F x—=0* X x—0~ x-=0
son valores distintos.
Por otra parte, la funcién raiz cuadrada g(x) = +/x, definida para x > 0 es dife-
renciable si x > 0 con derivada
X — /X 1 1
¢ (xp) = lim Rl CI

x>x X — X X—Xo \/)_c+\/x_0:2\/x_0’

pero g, (0) = lim,_,+ 1/ vx = 400 no es finito.
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Nota 7.1.4. Como hemos visto, es facil imaginar funciones continuas en R que no
admitan derivada en un ndmero finito de puntos. Para un conjunto contable como Z
esto también es vélido, como lo ilustra la extension de ¢(x) = |x| para |x| < 1, a través
de la relacion ¢(x + 2) = ¢(x), ver Figura[12.1]

Figura 7.1: La grafica de la funcién ¢.

Otro ejemplo es la funcidn ag(?) = dist(¢, Z) que es periddica de periodo 1 y satisface

lag(s) —ap(®)| < |s — 1], para todo s,f € R, (7.2)

como se vio en el Ejemplo[6.4.6] Note que estas dos funciones estén relacionadas por
@(x) = 2ap(x/2).

Por tanto, ¢ también satisface que |p(s) — ¢(?)| < |s — t|, para todo s, € R.

Mas sorprendente atn es la existencia de funciones continuas en R que no son
diferenciables en ningdn punto. En el Capitulo [9] veremos ejemplos de esta sorpren-
dente situacion.

Ejercicios
7.1.1 Fije xg € R, m € Z y considere la funcién f(x) = (x — xp)™. Mostrar que f es

diferenciable infinitas veces en R \ {xp} y que

1 d'f

n! dx"

() = (’")(x — )",
n
Aqui estamos empleando el coeficiente binomial definido por

(a/)'_l (a/)':a/(a/—l)---(a/—n+1)

0) n n!

2

donde @ € Ry n € N*. ;Cudndo se anula dicho coeficiente?

7.1.2 Sea n € N*. Determine el nimero de veces que f(x) = x" - |x| es diferenciable
enx=0.
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7.1.3 Sea f : (a,b) — R diferenciable en xy € (a, b). Demostrar que

m flgxo) - f(xo).

f(x0) =1
g—1 gxp — Xo

JSo(x)  fi(x)
go(x) gi1(x)

Jo(x)g1(x) — f1(x)go(x) denota dicho determinante, comprobar que
iRl h A ‘
g &1 g8 &

7.1.4 Sean fy, f1,80.81 : (a,b) — R diferenciables. Si F(x) =

F' = +

(Puede generalizar este resultado para determinantes de mayor tamafio?

7.1.5 Sean f,g,h : (a,b) — R funciones tales que f(x) < h(x) < g(x) para todo
x € (a,b). Mostrar que si f y g son diferenciables en xg, f(xg) = g(xp) y
f'(x0) = g’ (x0), entonces h es diferenciable en xo y /' (xp) = f’(x0) = g’ (x0).

7.1.6 Siy,y : (a,b) — R son curvas diferenciables, mostrar que su producto interno
(y,¥) : (a,b) — R también es diferenciable y que

) =)+ (nv).

Ademés, siy(¢) # (0, ...,0), entonces f(¢) = |ly(?)||» es una funcién diferencia-
ble con derivada dada por

son Y@,y (1)
FO="hon

7.1.7 (Regla de Leibniz general) Si f, g : (a,b) — R son funciones n veces diferen-
ciables en x, entonces

n

f 2"w=>) (’;)f@(x)g("‘f)(x).

=0
Mas generalmente, si fi, ..., fj : (a,b) — R son funciones n veces diferencia-
bles en x, entonces
SR H0= Y (" e
dx" ! Lib,....l; ’

li+-+lj=m

donde la suma se toma sobre todas las posibles soluciones /y,...,[; € N de
Iy + I + -+ +1; = n. Indicacion: induccion en j.

7.1.8 Si f'(xp), g’ (x0) existen, g’(xp) # 0,y f(x0) = g(x0) = 0, demostrar que

fim £ _ S(x0).
=x g(x)  g'(xo)
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7.1.9 Sea f: (a,b) — (c,d) biyectiva y diferenciable.

a) (La funcién inversa f‘1 : (¢,d) — (a,b) es diferenciable?

b) Asumiendo que f~! es diferenciable en (c, d), demostrar que f’(xg) # 0
para todo xg € (a,b) y que

1
G0 = 5
F (100

para todo yg € (¢, d).
7.1.10 En este ejercicio puede asumir que d,(e") = €, ver Ejemplo

a) Considere el cambio de variable x(7) = €', donde x > 0. Si g(¥) = f(x(r)),
dg o _ . df
entonces —(f) = x5, . De esta forma

0"(9) = (x0:)" (f), ~ neN™.

b) Mostrar que 8¥((1 — ")");=0 = 0sik <ny &' ((1 — &)")=o = (=1)"n!.

¢) Calculando la derivada de f(x) = (1 — x)* en x = 1 de dos maneras
distintas concluya que

n n

n : n .
J=Dik =0, sik<n, (,)—11‘”:—1”!.
ZX)()J sik<n oy QLD =1

J=1 J=1

7.1.11 Sea f : (a,b) — R una funcién diferenciable y {¢,},en, {Sn}nenw dos sucesiones
en (a, b) tales que lim,,_, 1o t, = lim;, 400 S, = Xp.

a) Sia<t, <xy<s, <b,entonces

nl_f)filoo f(s;z) : {(tn) _ f’(xO)- (7.3)

. Sn — X P
b) Sixg<t,<s,y {/ln == 0} es acotada, entonces (|7.3) es valido.
Sn = In ) pen

7.1.12 [58]|] Para cada entero k > 1 considere la funcién

1 1 4 r 5
&wggm}%R Mﬂ=&@w4f+&
a) Calcular g (x) y comprobar los valores
gie1(1/3%) = g(1/3% = 1/9%, g1(2/3% = 5/9*,

8ho1(1/3%) = g1(1/3%) = 4, g,2/3% = 0.
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b) Mostrar que la funcién g : [0, 1] — R definida por g(0) = 0y g(x) = gi(x)
si 1/3% < x < 1/3K! es diferenciable en (0, 1].

c) Si0 < xp <1, tome un entero k > 1 tal que 1/3F < xo < 1/3%1. Como
1/9% < g(xp) < 1/9% ! alli, deduzca que

9

g(x0) < 3 < 9xg.

X0

Concluir que g es diferenciable en x = 0y g’(0) = 0.

d) Finalmente, como g’(1/3%) = 4, g’(x) no puede ser continua en x = 0.

Consultar [58] y [[103]] para otros ejemplos de esta naturaleza.

7.2. Valores extremos y el Teorema del valor medio

Decimos que una funcién f : X — R definida en un espacio métrico tiene un
mdximo local en xy € X si existe r > 0 tal que f(xg) > f(x), para todo x € B;(xo, r).
Si requerimos la desigualdad invertida, decimos que f tiene un minimo local en xy.
Asfi, f tiene un maximo local en xg si y solo si —f tiene un minimo local en xg.

Para funciones diferenciables de variable real, la derivada provee un criterio para
determinar puntos donde se alcanzan maximos y minimos.

Teorema 7.3. Sea f : [a,b] — R una funcion. Las siguientes afirmaciones son
vdlidas:

1. Si fi(a) existe y f tiene un mdximo local en a, entonces f[(a) < 0. Si f tiene
un minimo local en a, entonces f(a) > 0.

2. Si f(b) existe y f tiene un mdximo local en b, entonces f'(b) > 0. Si f tiene
un minimo local en b, entonces f’(b) < 0.

3. Si f tiene un mdximo o minimo local en xo € (a,b) y f'(xo) existe, entonces
f'(x0) = 0.

Demostracion. Basta considerar el caso de maximos locales, porque los resultados
para minimos se siguen de este aplicados a —f.

Si f tiene un méaximo local en a, existe 6 > O tal que f(a) > f(x)sia < x < a+J.
Por tanto, para estos valores de x,

f@-f@ _,
X—a
Tomando x — a* obtenemos que f](a) < 0. Ahora, si f alcanza un maximo en b,

f@) = f®) _

x-b 7
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para valores de x cercanos a la izquierda de b. Haciendo x — b~ en esta desigualdad,
concluimos que f”(b) > 0. Finalmente, si f alcanza un maximo local en un punto
interior xo € (a,b), por el razonamiento anterior f'(xp) = fi(x0) < 0y f'(x0) =
f1(x0) = 0. Asi, f/(x9) = 0 como se requeria. ]

En el caso del enunciado (3) es necesario que el punto sea interior. Por ejemplo,
si f(x) = x, con x € [0, 1], f tiene un minimo en 0 y un maximo en 1, pero f’(x) = 1,
para todo x. Por otra parte, si f’(xg) = 0, xo no tiene porque ser ni maximo ni minimo
local, como lo ilustra la funcién f(x) = x> en x = 0.

A continuacién discutiremos el Teorema del valor medio para derivadas y algunos
enunciados equivalentes.

Teorema 7.4 (Teorema del valor medio - Cauchy). Sean f,g : [a,b] — R continuas
y diferenciables en (a, b). Entonces, existe xy € (a, b) tal que

(f() = f(@)g (x0) = f(x0)(8(D) - g(a)).

Demostracion. Si definimos

h(x) = (f(b) = f(@)g(x) = (8(D) = g(a) f(x),

entonces h es continua en [a, b], diferenciable en (a, b) y ademas h(a) = f(b)g(a) —
f(a)g(b) = h(b). La demostracidn estard completa si mostramos que existe xo € (a, b)
tal que /’(xg) = 0. Por el Teorema del valor extremo /4 alcanza maximo y minimo en
[a, b]. Si los méximos y minimos se alcanzaran en los extremos, como h(a) = h(b),
entonces h seria constante y hemos terminado. De lo contrario, al menos alguno de
estos valores se debe alcanzar en un punto interior al intervalo, como se requeria
mostrar. |

El caso g(#) = t recupera la versién més habitual de este teorema.

Corolario 7.1 (Teorema del valor medio - Lagrange). Sea f : [a,b] — R continua y
diferenciable en (a, b). Entonces, existe xg € (a, b) tal que

f) = f@) = f'(xo)b - a).

Corolario 7.2 (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcion continua y dife-
renciable en (a, b) tal que f(a) = f(b). Entonces, existe xo € (a, b) tal que f’(xgp) = 0.

La interpretacién geométrica del Teorema del valor medio (Lagrange) y del Teo-
rema de Rolle se encuentran en las Figuras y respectivamente. En el primer
caso, el teorema indica la existencia de un punto xy € (a, b) tal que la recta tangente a
la gréfica de f es paralela a la recta que pasa por (a, f(a)) y (b, f(b)). En el Teorema
de Rolle estas rectas son paralelas al eje x. Note también que el punto x( no tiene por
que ser Unico.
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f(b)

fla)

Figura 7.2: Interpretacion geométrica del Teorema de Lagrange.

(a, f(@)) /\ (b, f(b))

Figura 7.3: Interpretacion geométrica del Teorema de Rolle.

La versiéon de Cauchy del Teorema del valor medio también admite una inter-
pretacion geométrica. Suponiendo que las cantidades involucradas no son nulas, este
teorema indica que

_ fx0)  g(x0)
HEF0 - f@ k) - s@)
Esto se interpreta diciendo que la recta tangente a la curva ¢t € [a,b] — y(t) =
(f(2),g() € R? en el punto ¢ = xp es paralela a la recta que une (f(a), g(a)) con
(f(D), g(b)). En efecto, la recta que une a estos dos puntos se parametriza por

A€ R — A(f (D), g(D)) + (1 — D)(f(a), g(a))
y su direccidn estd dada por el vector (f(b) — f(a), g(b) — g(a)). Por tanto,
Y (x0) = (f'(x0), &' (x0)) = p - (f(b) = f(a),8(b) - g(a)),

es decir, los vectores tangentes asociados son proporcionales, como se requeria, ver

Figura[7:4]
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(f(), g(b))

(f(x0), 8(x0))

Figura 7.4: Interpretacion geométrica del Teorema de Cauchy.

Nota 7.2.1. Los Teoremas del valor medio de Cauchy, de Lagrange y de Rolle son
equivalentes entre si. Hemos demostrado ya que la versién de Cauchy implica
la versién de Lagrange, Corolario y esta a su vez implica el Teorema de Rolle.
Un momento de reflexion nos permite observar que la demostracion del Teorema del
valor medio de Cauchy en realidad estd demostrando el Teorema de Rolle, y por tanto
son equivalentes. Por otra parte, el Teorema de Rolle también implica directamente
el Corolario porque basta con aplicarlo a la funcién

h(x) = flx) — LD =@ f(b) f(a)

El hecho que la version de Lagrange implique la de Cauchy sera indicado en la Nota
[7.4.1] de 1a siguiente seccién.

Ejemplo 7.2.1 (Nimeros algebraicos). Recordemos que un nimero irracional & €
R\ Q es algebraico si existe un polinomio P(x) = a,x" +- - -+a x+ap con coeficientes
en Z tal que P(¢) = 0, ver el Ejercicio[I.5.4] En este caso, se verifica que

Ig— BI > én, (7.4)
q

para todo p/q € Q con g > 1, donde A se escoge de forma que

0<A<min{l,1/M,|E-&l,...,IE —&nl}

Aqui M = SUP ye[£-1,£+1] |P'(x)] > 0yé&l,...,&n € R son las distintas raices reales de
P(x), diferentes a &.

Para demostrar (7.4)), suponga por contradiccién que existen p,q € Z con g > 1
tales que |£ — p/gql < A/q" < A. Esto implica que p/g € [§ - 1,£+ 1]y que p/q # &,
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j = 1,...,m. Por el Teorema del valor medio existe xo entre p/q y & tal que
|P(p/@)l = |1P(p/q) — P(&)] = |P'(x0)l - I€ — p/ql. De esta forma, vemos que

5
q

S P/l _la"Pp/gl 1 A
- M qu - qu qn

contradiciendo la desigualdad de partida. Note que ¢"|P(p/q)| = |a,p"+ - -+a1 pg"~' +
aoq"| = 1 porque la cantidad en valor absoluto es un entero distinto de cero.

Vale la pena recalcar que la condicién fue empleada por J. Liouville pa-
ra construir explicitamente nimeros reales que no son algebraicos, ver el Ejemplo

[10.1.T]en el Proyecto[I0.1]

Finalizamos esta seccion con algunos resultados para varias variables. El primero
de ellos es una extension del Teorema del valor medio para curvas, compare luego

con el Ejemplo|10.3.7

Proposicion 7.2 (Desigualdad del valor medio). Sivy : [a,b] — R4 es continua y es
diferenciable en (a, b), entonces existe ty € (a, b) tal que

ly®) = y@ll2 < (b = a)lly' (to)ll2-

Demostracion. Defina la funcién ¢ : [a,b] — R dada por ¢(1) = {y(b) — y(a), ¥(1)).
Ella es diferenciable en (a,b) y ¢’(t) = {y(b) — y(a),y'(t)). Por el Teorema del va-
lor medio existe 7o € (a,b) tal que ¢(b) — p(a) = ¢'(tp)(b — a). Empleando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

() = ¥(@)ll3 = le(b) = (@) = (b= @)l ()| < (b = a)llyb) = Y@l (@)ll2.

Note que si y(b) = y(a) el enunciado es valido trivialmente. En caso contrario, po-
demos cancelar el factor ||y(b) — y(a)|l> en la desigualdad anterior para concluir el
resultado. O

El segundo resultado es una aplicacién del Teorema del valor medio para estable-
cer una caso particular de la regla de la cadena. Este serd empleado en la Secci6n|[8.4]
para determinar la regla general de Leibniz para derivacion bajo el signo integral.

Lema7.1. Sea F : U C R — R una funcion definida sobre un abierto. Suponga que
i F _: . ,

Fxrs e B eXisten en una vecindad de xog € U y que son continuas en este punto.
Entonces, existen funciones G1,...,Gg 1V C RY > R definidas en una vecindad V

de 0 € R? que son continuas en el origen y tales que

d d
oF
F(x0+h)=F(xo)+ E g(xo)hj+ E Gj(h)hj, hI(hl,...,hj)EV.
j=1 J j=1
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Demostracion. Haremos primero el caso d = 2 para aclarar el método empleado. Si
xo = (x1,x2) vy ho = (h1, hy), podemos escribir

F(xo+h)—F(xo) = [F(x1 + h1,x2 + hp) = F(x1 + hy, x2)|[+[F(x1 + h1, x2) — F(x1, x2)],

siempre que xo + h € U. Como F admite derivadas parciales en U, podemos aplicar
el Teorema del valor medio de Lagrange para asegurar la existencia de &; entre x; y
Xj+hj, j = 1,2 de manera que

OF
F(xi + hi,x2) — F(x1,x2) = %(61,)62)}11,

oF
F(xy +hy,x2 + hy) — F(x1 + hy,x2) = %(xl + hy,&)hs.

Si definimos
6F

oF oF oF
Gi(h) = (flyXZ) - 8_(x1’x2) Go(h) = —(xl +h1,6) — a—(xl,x2)

para h como antes, la hipétesis sobre la continuidad de las derivadas parciales de F
en xg, implican que G(h), G2(h) — 0si h — 0. Definiendo G1(0) = G,(0) = 0, se
sigue que estas funciones satisfacen las condiciones requeridas.
Para el caso general, si escribimos
d-1
F(xo +h) = F(xo) = ) F(xo+kj) = F(xo + kjs1),

j=0
conky = h, k; = (hy,...,h4-1,0),..., kg1 = (h,0,...,0), podemos aplicar el
Teorema del valor medio a cada sumando y proceder como antes. Se dejan los detalles
al lector. m|

Teorema 7.5 (Regla de la cadena). Sea U C RY abierto. Suponga quey = ( fl, e fa):
(a,b) — U es diferenciable en ty. Sea F : U C R? — Ry suponga que 0x1 R
existen en una vecindad de y(tg) € U y que son continuas en este punto. Entonces
Fovy:(a,b) = R esdiferenciable en ty y

d 4 oF )
—(Foy)ty) = ; i, (YO0

Demostracion. El lema anterior nos permite escribir

F(y(®) — F(y(to)) ( @ ))fj() fj(to)
t—1t B

Z G600~ ytaop L=,

donde las funciones Gy, . . . , G estan definidas en una vecindad del origen, son conti-
nuas en este punto y se anulan alli. La férmula se sigue de hacer t — #y en la ecuacién
anterior. En efecto, y(r) — (1) y por tanto G ;(y(t) — ¥(tp)) — 0, para todo j. ]

La versién general del teorema anterior garantiza la validez de la férmula sin
necesidad de requerir la continuidad de las derivadas parciales de F.
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Ejercicios

7.2.1 Aplicar el Teorema de Rolle para demostrar la siguiente version del Teorema
del valor medio: Si f, g, : [a, b] — R son continuas y diferenciables en (a, b),
entonces existe xg € (a, b) tal que D’(xg) = 0, donde

f) g(x) h(x)
D(x) = |f(a) g(a) h(a)
f() gb) hb)

es el determinante dado. ;Qué se obtiene si h(x) = 1?

7.2.2 a) Sea f : (0,+c0) — R diferenciable y asuma que f'(x) — 0 si x — +co.
Definiendo la funcién g(x) = f(x + 1) — f(x), demuestre que g(x) — 0 si
X — 400,

b) Fije 0 < @ < 1y considere la sucesién a, = (n + 1)* —n®. Demostrar que
{an}nen es decreciente y a,, — 0 cuando n — +oo.

¢) Mostrar que sucesidon b, = arctan(n + 1) — arctan(n) es decreciente y
satisface que b, — 0 cuando n — +co.

7.2.3 Sea f : [a,b] — R continua y diferenciable en (a, b). Suponga ademads que
f@a) = f(b) =0y f(x) # 0 para cada x € (a,b). Demostrar que dado k € R,
existe al menos un xy € (a, b) tal que

1’ (x0)
=k
fxo)

Indicacién: considere F(x) = f (x)e k.
7.2.4 Sean Cy,Cy,...,C, € R tales que Coy + % +e C’;l‘l + ni"l = 0. Demostrar
que el polinomio Cy + C1x + - - - + Cp,x" tiene al menos una raiz entre Oy 1.

7.2.5 Sean f,g : R — R tales que f es diferenciable y g(0) = g(1) = 0. Si
f0gx)+ f(x) =1, para todo x € R,
demostrar que existen infinitos & € R tales que f(¢) = 1.

7.2.6 Sea f : (a,b) — R una funcién diferenciable y {t,} e, {Sn}nen dos sucesiones
en (a, b) tales que lim,,—, 100 t,, = lim,, 00 5, = Xo. Mostrar que si f” es continua
en (a, b), entonces el limite (7.3) es valido.

7.2.7 Sea f : (0,1] — R continua, con derivada finita para x € (0, 1), y de forma que
|f’(x)] < 1. Demostrar que lim,,_, .« f(1/n) existe. Indicaciéon: muestre que la
sucesion es de Cauchy.
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7.2.8 Suponga que f : [a,+o0) — R es diferenciable y que limy_, o f'(x) = +o0.
Demostrar que f no es uniformemente continua en [a, +00).

7.2.9 Sea f : (a,b) — R diferenciable en dicho intervalo. Entonces f es de Lipschitz
en (a, b) siy solo si f” esta acotada en (a, b).

7.2.10 Asuma que f : (0, +o0) es diferenciable, f(x) — Lsi x - +coy f’ es unifor-
memente continua en (0, +00). Demostrar que f/(x) — 0si x — +co.

7.2.11 (Férmula de Euler) Sea F : RY — R una funcién con derivadas parciales
continuas. Suponga que F' es homogénea de grado A € R \ {0}, es decir

F(txy,...,txg) = F'F(x1,. .., xq),

para todo ¢ € R, x € R?. Demostrar que

d

OF
> 517 ) = AFR).

J=1

7.3. Comportamiento local de funciones reales a través de
sus derivadas

Una consecuencia importante del Teorema del valor medio de Lagrange es que
el signo de la derivada determina si la funcién es monétona. Iniciamos esta discusion
con el caso de funciones diferenciables en intervalos abiertos.

Teorema 7.6. Sea f : (a,b) — R diferenciable. Las siguientes afirmaciones se veri-
fican:

1. Si f'(x) = 0, para todo x € (a,b), entonces f es mondtona creciente.
2. Si f’(x) <0, para todo x € (a, b), entonces f es mondtona decreciente.
3. 8i f'(x) =0, para todo x € (a, b), entonces f es constante.

Demostracion. Por el Teorema del valor medio, Corolario sia < s <t<b,
existe xo tal que

J(@0) = f(s) = f(x0)t = 9).

El resultado se sigue de analizar los valores de la derivada en cada caso. O
Veamos algunos ejemplos practicos de cémo emplear estos criterios.

Ejemplo 7.3.1 (Polinomios y fracciones parciales). Sea p(x) = a,x" +---+ajx+agp
un polinomio de grado n (a, # 0). Si p se anula en n + 1 puntos, es decir, existen
Xp < x1 <--- < Xx,tales que p(x;) =0, j=0,1,...,n, entonces p(x) = 0.
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Podemos demostrar esto por induccién sobre n. Sin = 0, p(x) = ag y si p(xg) = 0,
entonces ag = 0. Ahora, supongamos que el enunciado es vélido para algiin n y sea p
un polinomio de grado n+ 1 que se anula en los puntos yg < y; < -+ <y, < ¥p41. Por
el Teorema de Rolle, existen n puntos x; cony; < x; < yj;s1, j = 0,1,...,n tales que
p’'(x;) = 0. Como p’ es un polinomio de grado n, se sigue por hipdtesis de induccién
que p’ = 0. Porel Teorema p es constante y ademds p = 0 porque p(y;) = 0. El
principio de induccién matemédtica implica que la afirmacién es vélida para todo n.

Considere ahora dos polinomios p(x) y g(x) de grados n y m, respectivamente. Si
n < my suponemos que g(x) = (x — A1) ---(x — 4,,) se factorizaen R con 4| < A <
.-+ < Ay, entonces es valida la descomposicion en fracciones parciales

pY) 4 N
a0 ; - YT gay

Note que si llamamos g;(x) = g(x)/(x — 4;), g; es un polinomio de grado m — 1y
al hacer x — A; obtenemos ¢;(1;) = g'(4;). De esta forma, el polinomio R(x) =
p(x) — ;.”:1 a;q;(x) tiene grado menor a m. Como R(4;) = p(A;) — a;q;(4)), al elegir
los a; como se indica arriba, vemos que R se anula en m puntos distintos, a saber,
en x = A, paral = 1,...,m. Por el parrafo anterior, R(x) = 0 que equivale a la
descomposicion deseada.

Ejemplo 7.3.2. Partiendo del hecho de que la funcién exponencial f(x) = e* es
positiva, ¢® = 1,y f/(x) = ¥, podemos deducir que

l1+x<e*, paratodoxceR. (7.5)

Para ello considere la funcién g(x) = e* — x — 1. Ella es diferenciable en R, g(0) =
1-1=0yg(x) = e — 1. El objetivo es entonces mostrar que g(x) > g(0), si
x € R. Para esto veamos que g es creciente en [0, +00) y decreciente en (—oo,(].
Como g”’(x) = ¢* > 0, entonces g’(x) es creciente en R. Por tanto,

six >0, entonces 0 = g'(0) < g'(x) = ¢* -1, y si x < 0, entonces e — 1 < 0.
Esto implica que g exhibe el comportamiento mondtono que habfamos enunciado.

Ejemplo 7.3.3. Suponiendo conocidas las identidades

i(sin(x)) = cos(x), i(cos(x)) = —sin(x), (7.6)
dx dx

y los valores sin(0) = 0 y cos(0) = 1, podemos deducir la identidad trigonométrica
sin(x)2 + cos(x)2 =1, valida para todo x € R. (7.7)

Para ello considere la funcién i(x) = sin(x)? + cos(x)>. Ella es diferenciable yh(x) =
2 sin(x) cos(x) — 2 cos(x) sin(x) = 0. Por tanto, debe ser constante. Pero como A(0) =
0% + 12 = 1, se sigue que & es idénticamente 1 como querfamos mostrar.
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Ejemplo 7.3.4. El Teorema [7.6(3) también admite un andlogo en varias variables:
si U C RY es un abierto conexoy F : U — R es una funcién que posee derivadas

parciales tales que g—f](x) =0,paratodox e Uyl =1,...,d, entonces F es constante.
En efecto, fije xo € U. Como U es conexo por caminos, ver Ejemplo
dado x € U, podemos elegir una curva continua y = (f,..., fy) : [0,1] — U con

v(0) = xo9 y y(1) = x. Incluso, podemos suponer que y estd formada por un nimero
finito de segmentos de recta paralelos a los ejes, ver Nota[6.3.2] Escribamos entonces
[0,1] = [to, 1] VU [t1, 2] U --- U [ty1, thl,con O =g < t1 < h < - < 1 < t, =1
y tales que y; = yl[tj,,jﬂ] : [tj,tj+1] — U es un segmento de recta, en particular,
diferenciable. Por la regla de la cadena, Teoremay el Teorema 3), cada Fovy;
es constante porque

d N OF dfi - _
S (Foy)n) = IZ] YO G 0 =0.

De esta manera, F(xo) = F(y(0)) = F(y(t1)) = F(y(©2)) = --- = F(y(tn) =
F(y(1)) = F(x). Como x fue arbitrario, se sigue que F es constante en todo U.

Podemos detallar més el andlisis del Teorema para el caso de derivadas la-
terales y obtener un reciproco para los dos primeros enunciados del Teorema
ver Figura[7.5] Para no sobrecargar la escritura solo consideramos el caso de valores
positivos de las derivadas involucradas.

Proposicion 7.3. Sea f : [a,b] — R una funcion. Las siguientes afirmaciones son
vdlidas:

1. Si fi(a) > 0, existe § > 0 tal que si a < x < a + ¢, entonces f(a) < f(x).
2. 8i f7(b) > 0, existe 6 > 0 tal que si b — 6 < x < b, entonces f(x) < f(b).

3. Si f'(x0) > O para un punto xy € (a, b), existe 6 > 0 tal que si xg—06 <t < xg <
s < xo + 0, entonces f(t) < f(xg) < f(s).

Demostracion. Para (1), si fi(a) = lim,—.+(f(x) — f(a))/(x — a) > 0, se sigue que
existe § > 0 tal que (f(x) — f(a))/(x—a) > 0, paraa < x < a + 6, ver Ejercicio[6.1.1]
Por tanto, f(x)— f(a) > 0 para estos valores de x. (2) se demuestra de la misma forma
y (3) es consecuencia de (1) y (2). m]

Ejemplo 7.3.5 (Puntos criticos). Si f : (a,b) — R es diferenciable, los xg € (a, b)
tales que f’(xg) = 0 se conocen como puntos criticos de f. El Teorema asegura
que los méximos y minimos locales de f son puntos criticos. Sin embargo el recipro-
co no es cierto porque f(x) = x> tiene un punto critico en x = 0 que no es ni maximo
ni minimo.
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Si f'(x0) = 0y ademas f”(xp) existe y f”(xg) # 0, xo se llama un punto critico
no degenerado. De hecho, si f”'(xp) > 0, entonces xy serd un minimo local de f. En
efecto, por la Proposicion[7.3](3), existe 6 > 0 tal que si

Xp—0<t<xg<s<xp+d, entonces f'(r) < f'(x9) =0 < f'(s). (7.8)

Asi, sixg — 0 < x < X, para algin x < t < xp tenemos que

fG0) = F) _

Xo— X

'@ <0 yasi f(xo) < f(x).

Si xp < x < xp + ¢ el mismo argumento muestra que f(xg) < f(x), como queriamos
concluir. Por el contrario, si f”/(xg) < 0, entonces xy es un maximo local de f, hecho
que se sigue de aplicar el argumento anterior a —f. Por otra parte, note que por la
Proposicién[7.3|(3) via la condicién en (7.8), los puntos criticos no degenerados de f
son aislados.

Para el caso en que f”(xo) = 0, es necesario analizar las derivadas de orden

superior, ver el Ejercicio

Corolario 7.3. Si f : [a,b] — R es mondtona creciente (resp. decreciente), entonces
si los valores f](x0) o f'(xo) existen para algin xy € [a,b], deben ser positivos o
cero (resp. negativos o cero).

Demostracion. Si, digamos, f(xp) < 0, se verificaria que f(x) < f(xo) para valores
X > X( cercanos a xp, contradiciendo que f es monétona creciente. O

U

0 b-96 b xo—(s X0 X()+5

Figura 7.5: El signo de la derivada y el comportamiento local de f.

La diferencia clave entre la Proposicion[7.3]y el Teorema[7.6|es que, por ejemplo,
si solo asumimos que f’(xg) > 0 para un punto xg € (a, b), no podemos concluir que
Sity < t; < Xxg, entonces f(ty) < f(t1). llustramos esto en el siguiente ejemplo. Por
supuesto, si f’ es continua en xg, entonces f’(x) > 0 para x en una vecindad de xg y
en este caso si podemos concluir estas desigualdades cerca de xg, via el Teorema(/.6

Ejemplo 7.3.6. Considere la funcién

x%sin(1/x) + 5 six#0,

J@=1, six=0.
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Entonces f es diferenciable en toda la recta, con f'(0) = 1/2 'y f'(x) = 2xsin(1/x) —
cos(1/x) + 1/2,si x # 0, aunque f” no es continua en 0. Recordando que cos(mm) =
(=)™, conm € Z vemos que si x, = 2n + D)wry y, = 2nn, con n € Z \ {0}, entonces

F(1x0) = —% <0, P/ = % -0,

Por tanto, como 1/x, y 1/y, pueden ser tan pequefios como se desee, el Corolario[7.3|
implica que f no puede ser monétona en ninguna vecindad de 0, ver Figura[7.6]

-016 -014 -012 -01 -008 -006 -004 -00 002 004 008 008 0.1 012 014 016

Figura 7.6: La gréfica del Ejemplo en una vecindad de 0.

Ejercicios
7.3.1 Sea f : R — R una funcién. Suponga que existen constantes M, € > 0 tales que
If(x) — ()| < M|x —y|'*¢,  paratodo x,y € R.

Demostrar que f es constante.

7.3.2 Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas y diferenciables en (a, b), tales
que g’'(x) = f'(x), para todo x € (a,b). Mostrar que existe ¢ € R tal que
g(x) = f(x) + c para todo x € [a, b].

7.3.3 Demostrar que si f : (a,b) — R es diferenciable y f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0)
sobre este intervalo, entonces f es estrictamente creciente (resp. decreciente)

y por tanto invertible. Mostrar que en este caso su inversa f~! también es dife-
renciable. La derivada de f~! se calcul6 en el Ejercicio m

7.3.4 Emplear las propiedades de las derivadas para comprobar las siguientes desi-
gualdades, validas para x > 0:
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7.3.5

7.3.6

7.3.7

7.3.8

X 1 X
a) Vi+x<l1l+=. d) >1=2.
2 Vx+1 2
b) 1+x)*<l+ax,si0<a<l. ¢) —— < arctan(x) < x.
1+x2 -
¢) sin(x) < x. ) 1—%Sln(x)§x—1.

Indicacién: en (f) es suficiente comprobarlas para x > 1 y luego aplicarlas a
s=1/x€(0,1).

Sea p > 0y x € [0, 1]. Demostrar que

l-px<(A-=xFsip>1, vy (Q1-x<1-px,sip<l.

[118]] €™ 0 7¢ ,;quién es mayor? Tome x = 7 — 1 > 0 en la desigualdad (5.12)
para resolver esta pregunta . Mas generalmente, emplear derivadas para mostrar
que x° < e*, si x > 0. Comprobar asi que

lim (n¢ + &MY/ = e.

n—+oo

(Medias aritmética y geométrica)

a) Seanay,...,a, >0yAy,..., 4, >0talesque 4; +:--+4, = 1. Demostrar
que
A A P 2 2
ap;ay ---ap < 1a1 + az + - - + Auay.

. s oL o aj
Indicacién: Emplear ll con los valores r; = TaT

Ay luego multiplique las desigualdades obtenidas.

—1,eleveala

b) En particular, si 4; = --- = A, = 1/n, entonces
n ayt+a+---+a

<(may-a)'" < 172 =

1/ay+1/apy+---+1/a, n

Estas se conocen como las desigualdades de la media geométrica y arit-
mética. El término de la izquierda se conoce como la media armdnica
de los valores ay, . . ., a,. Compare estas desigualdades con los resultados
del Ejercicio|4.2.9

(Desigualdad de Young) Comprobar que el caso n = 2 en el ejercicio anterior

se puede escribir como
a’ bl
ab < — + —,
P q
donde a,b > 0, p > 1y 1/p+ 1/q = 1. Obtenga esta desigualdad de manera

alternativa comprobando que

tP o 14 ﬁq
min| — +
p q

>0
Luego haga r = 1. Volveremos sobre esta situacién en la Seccion 8.6

) =qaf, dondea,S>0.
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7.3.9

7.3.10

7.3.11

Demostrar que sia,b > 0cona # by 0 < x < 1/2, entonces

Vab < axbl_x;a]_xbx - a;b'

El valor (a*b'~* + a'=*b*)/2 se conoce como la media de Heinz entre a 'y b.
(Quéseobtieneenx =0y x =1/2?

Demostrar que a’+b? < 2'%(a+b)?, paratodoa,b > 0y 0 < 6 < 1. Indicacién:
maximizar (¢ + 1)/(t + 1), con ¢ > 0.

(Flett) [54]] Sea f : [a, b] — R diferenciable con f’(a) = f’(b). Entonces existe
a < & < btal que
fO-I@ _
¢E—a

Geométricamente esto significa que si las tangentes a la curvay = f(x)enay
b son paralelas, existe £ tal que la tangente a f en este punto pasa por (a, f(a)),

ver Figura

Figura 7.7: Interpretacion geométrica del Teorema de Flett.

Indicacion: Asuma que f’(a) = f'(b) = 0, (cambiando f(x) por f(x) — f'(a)x).
Siy(x) = W para x # ay ¥(a) = f'(a) = 0, debemos mostrar que existe
&€ (a,b)cony/ (&) = 0. Siy(b) =0, aplique el Teorema de Rolle. Si y(b) > 0,
mostrar que ¥’ (b) < 0y por tanto existe a < x; < b con ¥(x1) > y(b) > 0 =
¥(a). Por continuidad, existe a < x, < x; con ¥(x2) = ¥(b) de donde se sigue
el resultado. El caso y/(b) < 0 es similar.

Para un recuento reciente de este teorema y algunas extensiones, ver [65]].
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7.4. El Teorema de Darboux

Esta seccidn estd destinada al Teorema de Darboux. Este enuncia que las deriva-
das de funciones reales poseen la propiedad del valor intermedio, incluso si estas no
son continuas, como en el Ejemplo Entre sus aplicaciones esta el estudio de
puntos de inflexion, Ejercicio[7.4.2

Incluimos la demostracion a continuacién. Referimos al lector a los Ejercicios
[7.4.5]y[7.4.6para demostraciones alternativas mds recientes de este resultado clésico.

Teorema 7.7 (Darboux). Sea I C R un intervalo, f : I — R diferenciable en todos
los puntos de I (con derivadas laterales en los puntos extremos de I, en caso de
tenerlos). Entonces cada niimero entre dos valores de f’ es un valor de f.

Demostracion. Para fijar ideas supongamos que I = [a,b]y fi(a) < A < f/(D).
Si consideramos g(x) = f(x) — Ax, entonces g% (a) < 0y g~(b) > 0. Por tanto, la
Proposicion[7.3]implica que

g(t1) < gla), &) < g(b), para ciertos 71, 1; € (a, b).

Como g es continua, por el Teorema del valor extremo esta alcanza un minimo en
algtin punto xq de [a, b]. Por las desigualdades anteriores, xo debe estar en (a, b). Asi
g (x0) =0y f'(x9) = A como se requeria. O

Corolario 7.4. Si f:[a, b]— R es diferenciable, f’ no tiene discontinuidades simples.

Nota 7.4.1. El Teorema de Darboux permite dar un argumento directo para compro-
bar que el Teorema del valor medio de Lagrange implica la versién de este teorema
debida a Cauchy, bajo la hipétesis adicional que g’(x) # 0 en (a, b). En efecto, el
Teorema [7.7muestra que

o bien g’(x) > 0 para todo x € (a,b), o0 g'(x) <0 para todo x € (a, b).

Por tanto, g es invertible y g~! es diferenciable, ver Ejercicio Aplicando el
Teorema del valor medio, Corolario alafuncion u = foglenx = gla)y
x; = g(b) obtenemos

fB) = fl@) _uGo)—ux) _ o @)
b —s@ " WO OO = 5=

donde ¢ = g‘l(f). Esta demostracion fue tomada de [41]].

Ejercicios

7.4.1 Sea f : [a,b] — Rdiferenciable. Demostrar que si xo € (a, b) y lim,_,y, f'(x) =
+00, entonces f’(xp) no puede existir. Formular y demostrar el mismo enuncia-
do en el caso xop = a 0 xop = b. Ejemplifique estos hechos con las funciones
f(x) =x"" x> 0yn>2 entero.
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7.4.2 [100] Sea f : (a,b) — R tal que f” existe en (a, x9) U (xg, b). Se dice que f
tiene un punto de inflexion en xg si f”’ cambia de signo en xg, es decir, existe
6>0talque f(x) >0sixg<x<x+dy f"(x) <O0sixg—9d < x < xp (0
viceversa). Suponga que f tiene un punto de inflexion en xo. Demostrar que:

a) Si f”(xp) existe, entonces f”'(xp) = 0.

b) Si f’(xp) existe, entonces f’ es continua en x.

Note que ni f”(xp) ni f”’(xp) tienen por qué existir. Este es el caso de f(x) =
—x2—2x,six>Oyf(x)zxz,sixso.

7.4.3 Sea f : (a,b) — Rdiferenciableyy,...,t, € (a,b). Mostrar que si Ay, ..., 4, >
0 satisfacen A; + --- + 4, = 1, entonces existe £ € (a, b) tal que

A f )+ 4 A f (1) = f1().

744 Seal C R un intervaloy f : I — R diferenciable, incluyendo los puntos
extremos de I, en caso de haberlos. Sea D el conjunto de valores de /'y C =
{Jw eR:s,tel,s# t}. Justificar por qué C € D C C. Concluir que

D=C.

7.4.5 [95] Completar los siguientes pasos para obtener una demostracion alternativa
del Teorema de Darboux:

a) Sean Dy C como en el ejercicio anterior. Para demostrar el teorema se
mostrard que D es un intervalo. Comprobar que basta entonces demostrar
que C es un intervalo.

. —f(b V—fd
b) Sip = LOL® , _ 1O/

€ C,cona < cy b < d, considere la funcién

F((1=da+tc)— f(1 — )b+ td)
g(t) =

(1-ta+tc)—((1-0b+td) 0<r<l.

Interprete geométricamente. Comprobar que g estd bien definida, es con-
tinua, su imagen estd contenida en C, g(0) = py g(1) = g. Asi, gracias al
Teorema del valor medio, g([0, 1]) € C es un intervalo. Concluir que C
es un intervalo.

7.4.6 [101]] Sean Iy f como en el Teorema de Darboux y asuma que A es un nimero
ubicado estrictamente entre f'(a) y f'(b), donde a < b, a, b € Int(1).

a) Considere las funciones f;, f, : I — R definidas por

f(a), sit=a, f(b), sit=b,
® = _ ) ® = _ )
Ja f—(tz_f: (a), Sit+#a, Jo f—(’:_g(b), sit# b.

Comprobar que ambas son continuas en /'y que f,(b) = fp(a).
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b) Si A esta entre f,(a) = f'(a) y f.(b), aplique el Teorema del valor inter-
medio para funciones continuas para mostrar que existe s € (a, b] tal que
A = fu(s). Luego aplique el Teorema del valor medio para concluir que
A = f’(x), para cierto x € (a, ).

¢) SiAdestaentre fr(a)y fp(b) = f'(b), aplique el mismo razonamiento para
concluir que 4 = f’(x), para cierto x € I. Esto demuestra de nuevo el
Teorema de Darboux.

7.5. Laregla de L’Hopital

En esta seccién desarrollamos la regla quizds més famosa para calcular limites a
través de derivadas, a saber, la regla de L’Hopital. Ella es valida para limites usuales,
limites laterales o limites al infinito. El siguiente enunciado se plantea para limites a
izquierda. Las consideraciones para limites a derecha o limites usuales son similares.

Teorema 7.8. Sean f, g : (a,b) — R funciones diferenciables, donde g’(x) # 0, para
todo x € (a,b) y asuma que

)
g/ (x)

a, @ € RU {£o0}. (7.9)

Si f(x) = 0, g(x) = 0 cuando x — a, o si g(x) — +oo, cuando x — a, entonces

lfm@:a

7.10
x—a g(x) (7.10)

La regla también es vdlida si a = —oo.

Demostracion. Trataremos solo el caso en que a,@ € R. Las demds posibilidades
siguen la misma idea de demostracién o se pueden obtener a partir de este caso, ver
Ejercicio Por ejemplo, el caso a = —oo se obtiene empleando el cambio de
variable t = —1/x.

Si a,a € R, por hipétesis, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

(0
g' ()

Dados a < x <y < a + 4, por el Teorema del valor medio de Cauchy,

S -f»
g(x) —g(y)

Al suponer que f(u), g(u) — 0 si u — a, podemos tomar x — a para obtener que

NS

oM

si0<t—a<o, entonces

—al < €/2.

al < €/2. (7.11)

<€/2 <€,
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demostrando este primer caso.

Si ahora suponemos que g(u) — +oo cuando u — a, escojamos ¢ > 0 como antes
pero ademas tal que g(x) > g(y) > 0,sia < x <y < a+ 6y conyun valor fijo. En
este caso, multiplicando a por (g(x) — g(y)/g(x) = 1 — g(y)/g(x) obtenemos

que
<£(1_@)<£,
2

2 g(x)

glx)  gx) g(x)

y por tanto

@_a‘ L8O WO, €

< + = <¢,
8(x) gx) gl 2
tomando x suficientemente cerca a a. Esto concluye la prueba del segundo caso. O
Ejemplo 7.5.1. La funcién exponencial e* = 3} x™/m! por definici6n satisface
xn+1
e > ——,
(n+1)!

paratodon € Ny x > 0. Por tanto x*/e* < (n+ 1)!/xy

lim — =0.
x—+oo e¥

Este resultado también se puede obtener del uso repetido de la regla de L'Hopital
porque lim,_, ;00 €° = +00 y %(ex) = ¥,

Ejemplo 7.5.2. Podemos calcular

1 1
lim xIn(y) = fim D _ gy X o,
x—0* x—0+ 1/x x—0* —1/)(2 x—07F
aplicando la regla de L’Hopital porque el denominador 1/x — +oco si x — 0*. Un
limite similar es
—1/(1 = x) 1 -1 1

Ii Y—DiIn(l-x) = i =— lim ——2 = —.0-(-a) =
AR D=0 = B e 2 T e i 1o T =l

vélido para @ € R\ {0}.

Nota 7.5.1. Es natural preguntarse si existen relaciones entre las reglas de Stolz-
Cesaro y de L’Hopital. De hecho, la regla de Stolz implica la regla de L"Hdpital en el
caso en que g : (r,+00) — R satisface que g’'(x) # 0si x > ry g(x) - +oo cuando
x — +o0. En efecto, por el Teorema de Darboux[7.7] g’(x) > 0six > r 6 g'(x) < 0si
x > r. Pero el comportamiento de g en infinito implica que g’ es positiva y por tanto, g
es estrictamente creciente en su dominio. Veamos ahora que el limite implica el
limite (7.10), para a = +oo. Para comprobarlo basta hacerlo por sucesiones crecientes
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{ty}new €n (r, +00) tales que #, — +oo cuando n — +o0. En este caso {g(#,)},en €s de
nuevo una sucesion creciente tal que g(t,) — +oco cuando n — +co. Por el Teorema
del valor medio[7.4] existe 7, < s, < t,11 tal que

S(tr) = f(t0) _ f,(sn)
gltnr1) —8(t) g (sn)

Como s, — +oo cuando n — +oo, la regla de Stolz-Cesaro 4.4y el limite (7.9)
implican que

lim f(tn) - 1lim f(ln+1) _f(tn) - 1im f/(sn) —a
n—+oo g(ty)  noteo g(tyy1) — g(ty)  no+e0 g/(sy)

como era requerido.

Ejercicios
7.5.1 Demostrar la regla de L’Hopital, Teorema|7.8| para los casos @ = o0, a = +o0.

7.5.2 Aplicar laregla de L’ Hopital para justificar los siguientes limites. Puede asumir
las propiedades bésicas de las funciones elementales necesarias. Recuerde que
x4 = e x50,

b -1 _ 1/x
a) lim = In(b). b > 0. o) 1im = LFD T €
x—0 X x—0 X 2
In(1 + x)
b) lim —— =1.
) om P ) lim tan(x) - x g

¢) lim(1 + x)l/x —e. 10 x(1 — cos(x)) 3
x—0
x—sin(x) 1

, I+x)In(1+x)—x 1 P
=— Iim ——= = —.
) ;lcl—% x2 2 8) xl—% tan(x) —x 2

7.5.3 Justificar los siguientes limites, donde «, x € R:

) 1\" ) 1 (Y,
a) lim n||1+-] -1]|=a. ¢) lim |cos|—|+2sin|—]|| =e".
n—+oo n n—+o0o n n

2+n+3)
b) lim | ———| =e. . x\"?
)n—>+oo{ n2+2 ) ¢ d) nEToo(l-i-;) =e".
754 Siaj,a,...,a, >0, entonces

X—+00

nx
) a%/x+---+a,1,/x
Iim | ———— | =aax---a,.
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7.5.5

7.5.6

7.5.7

7.5.8

7.5.9

Considere las funciones
f(x) = x + cos(x)sin(x), g(x) = "W (x + cos(x) sin(x)), x> 0.

Compruebe que f’(x)/g’(x) — 0 si x — +oco pero que lim,_ f(x)/g(x) no
existe. ;/Por qué no se contradice la regla de L’Hopital? Este contragjemplo se
debe al matemaético austriaco Otto Stolz (1842-1905). Para otros ejemplos de
esta naturaleza ver [20].

Sea f : (a,+o0) — R una funcién. Demostrar que:
a) Si f es diferenciable y lim f’(x) + f(x) = a, entonces lim f(x) = a.
X—+00 X—+00

b) Si f es dos veces diferenciable y Hl}l f(x)+2f"(x)+ f(x) = @, entonces
lim f(x) =a.

x—+00

Generalice estos resultados. Indicacién: f(x) = f(x)e*e ™.

a) Suponga que f estd definida en una vecindad de xo y que f”’(xp) existe.
Demostrar que

lim fGo+h) + flxo —h) —2f(x0) _
h—0 h2

1 (x0).

b) Demostrar que si f alcanza un maximo en xg, entonces f”’(xg) < 0. De la
misma forma, si f alcanza un minimo alli, entonces f”’(xg) > O.

Sea f : (a,b) — R dos veces diferenciable en xy. Mostrar que

f(xo) = 2f(x0 — h) + f(xo0 — 2h)
h2 '

f"(x0) = lim

Mais generalmente, si f es diferenciable n veces en xp, entonces se verifica la
formula de Griinwald-Letnikov

n

n o1 n - :
7 00) = Jim - > (j)(—l)’f(XO - jh).

j=0
Indicacién: recuerde el Ejercicio(/.1.10)]

a) [4]] (Criterio de diferenciacién para convergencia de series) Sea f : R —
R una funcién real tal que f”’(0) existe. Entonces la serie 3,7, f(1/n)
converge absolutamente si y solo si f(0) = f"(0) = 0.

1+u

Indicacién: calcular el limite lim,—g f(x)/x ™, con 0 < u < 1 y usarlo

para comparar la serie dada con ) | 1 /nlt,

b) Emplear este criterio para discutir la convergencia de las series 3> | sin(ﬁ),
pI (cos(%) - 1), pI (arctan(%) - ,ll) y2,a,0<a<l.
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7.6. El Teorema de Taylor

Esta seccion estd dedicada a estudiar una versiéon mds general del Teorema del
valor medio, que incluye derivadas de orden superior. Este constituye el Teorema de
Taylor que permite aproximar una funcién con n derivadas por un polinomio de grado
n que recupera los valores f(x), j =0,1,...,n — 1 en un punto dado xo.

Comenzamos la discusién considerando un polinomio p(x) = ag + ai(x — xp) +
ar(x—x0)%+- - +ap(x—xp)" de grado n con coeficientes reales, centrado en un punto
xo. Entonces los coeficientes a; se puede expresar en t€rminos de las derivadas de
p en xo. En efecto, evaluando en x = x¢ obtenemos que ay = p(xp). Derivando p y
evaluando de nuevo en xg resulta que a; = p’(xgp). En general, derivando j veces p y
evaluando en xo (Ejercicio[7.1.1)), resultard que

jlaj=pP(x),  j=0,1,,...,n (7.12)

Por tanto, para polinomios de grado n se verifica la formula de Taylor

NG )
EEDY #(x ~ x0)’. (7.13)
=

La idea del Teorema de Taylor es aproximar a una funcién f : (a,b) — R, que
sea n veces diferenciable en (a, b), por su polinomio de Taylor de grado n en el punto
Xo € (a, b), definido por

17 (n)
f (XO)(x—xo)Z o 70
2! n!

f(x0) + f(x0)(x = x0) + (x = xo)".
El primer resultado que estudiamos es el orden de aproximacién de este polino-
mio. El resultado se basa en el siguiente lema fundamental.

Lema 7.2. Sear : (a,b) — R, nveces diferenciable en el punto xy € (a, b). Entonces

r(xo) = (xg) = -+ = r'"(xp) = 0 siy solo si lim ) =
X—X0 (_x — xo)”

Demostracion. Primero note que como r es n veces diferenciable en xg, esto indica
que cada r(j)(x) existe en una vecindad de xg, para j = 0,1,...,n — 1 y ademaés es
continua en xo, es decir, r(x) — r(xp) si x = xp.

La demostracion se basa en la regla de L’Hopital. Si suponemos que r(xg) =
F(xp) = = r™(xg) = 0, entonces r')(x) - 0six — x9, j=0,1,...,n— 1. Por
tanto, podemos aplicar repetidamente el Teorema[7.§] para concluir que

A C)) y r'(x) P S CON A € 1)
lim = =...= - -

= W .= = 0
x—x0 (X — x0)" x>0 n(x — xo)"* ! x—xo n!(x — xp) n! ’
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donde en el tltimo paso empleamos la definicién de 7" (xg). Reciprocamente, si su-
ponemos que r(x)/(x — xp)"* — 0 cuando x — Xxp, se deduce también que

. () . r(x)
lim ——— = P E—

- o — xa YT = .
X— X0 ()C - xO)j X— X0 (x - X())n (x XO) O, J O, 1’ el

Para j = 0 esto indica, por la continuidad de r en xp, que r(xp) = 0. Luego para j = 1
obtenemos que ' (xg) = lim,_, ,(r(x) — r(x0))/(x — xo) = lim,_,,, r(x)/(x — x0) = 0.
Inductivamente, si asumimos que /=" (x() = 0, para j — 1 < n, de nuevo por la regla
de L’Hopital vemos que

o) _ o P r(x)

J! xox ji(x—x9)  x—x0 (x—x0)

De esta manera concluimos que r(xg) = r'(xg) = -+ = r(x0) = 0, como era
requerido. o

Con esta herramienta podemos establecer facilmente el siguiente resultado. Note
que el caso n = 1 fue discutido al comienzo de este capitulo.

Teorema 7.9 (Taylor). Si f : (a,b) — R es n veces diferenciable en xy, la funcién R,
definida por

Oy, ) R.(x
f(x) = Z f ( O)(x - x0) + R,(x), satisface  lim A =
= =3 (= x0)"
Reciprocamente, si p(x) es un polinomio de grado n tal que % — 0 cuando

X — X, entonces p(x) es el polinomio de Taylor de f de grado n en xy.

Demostracion. Por su definicién, R, es n veces diferenciable en xg porque f lo es.
Recordando se sigue que R,(xp) = R),(xp) = -+ = Rff) (x9) = 0. Por tanto,
el lema anterior establece el limite requerido. Reciprocamente, si r(x) = p(x) — f(x)
satisface lim,_, , r(x)/(x — x9)", el mismo lema implica que

PP = fPx0),  j=01,...,m,
y el resultado se sigue recordando la férmula ((7.13). O

El resto R,(x) obtenido en el teorema anterior se puede rescribir de diferentes
formas. La siguiente versién permite expresar este valor en términos de f.

Teorema 7.10 (Férmula de Taylor con resto diferencial - Lagrange). Sea f : [a, b] —
R una funcion y n € N* tal que £V es continua en [a,b] y f™ existe en (a,b).
Dados xo, x € (a, b), existe & = &y, entre xo y x tal que

n=l ()
£(x) = Z f j(!xo)

J=0

ARG

n!

(x—xo) + (x = xp)".
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., ) ‘ . ., .
Demostracion. Sea p(x) = Z?:(l) w(x — xp)/. La discusion previa muestra que

V0 = fPxo),  j=01,...n-1.
Si M es el valor definido por la igualdad
f(x) = p(x) + M(x = x0)",

el teorema requiere demostrar que M = f(¢)/n! para algiin £ entre xq y x. Para ello
aplicaremos el Teorema de Rolle a la funcién

¢(0) = f(0) — p(t) — M(1 — xo)",

y a sus derivadas. Primero, note que qﬁ(j)(xo) =0sij=0,1,...,n— 1. Ahora, como
d(x0) = 0 = ¢(x), existe x| entre xg y x tal que ¢'(x;) = 0. Luego, como ¢’(xg) =
0 = ¢'(x)), existe x; entre xo y x; tal que ¢”'(xp) = 0. Continuando de esta forma,
tras n pasos encontraremos un punto x, entre xo y X, tal que ¢(")(xn) = 0. Como
¢(”)(t) =f W) —nIM parat € (a,b), vemos que € = x, es el punto requerido. m|

Note que el teorema anterior en el caso n = 1 se reduce a la expresién f(x) =
f(x0)+f/(€)(x—x0) que es precisamente el Teorema([7.1]del valor medio de Lagrange.

Otra forma de expresar el resultado del Teorema es poniendo x = xo + A.
Como ¢ estard entre xg y xo + h, podemos escribir & = xg + 6h con |6] < 1. De esta
forma, la férmula de Taylor se escribe como

fﬁ(xO)}ﬁ - f(n—l)(x())hn_1 s f(")(xo + Hh)h".

f(xo +h) = f(xo) + f'(xo)h + 71 (n—1)! n!

Al comparar las expresiones obtenidas en los Teoremas[7.9]y[7.10] vemos que si
f es n veces diferenciable en (a, b) y f(”‘l) es continua en [a, b], entonces podemos

escribir
(x = x0)"
n

Ru(x) = (£*(©) = f"(x0)) ———,

!

para cierto & = &y, , entre xo y x. El Teorema demuestra que para esta eleccion
de ¢ se verifica que f™ (&) — f™(xp) — 0si x = xo. Sin embargo, este limite solo
es vélido para dicho &y, , que depende de x¢ y x, afirmacion que no es suficiente para
concluir que £ sea continua en Xxo.

Terminamos esta seccidn con una breve discusion sobre clases de funciones dife-
renciables.

Definicion 7.3 (Clases C"). Decimos que f : (a,b) — R es de clase C" en (a, b) si su
n-ésima derivada existe y es continua en dicho intervalo. El conjunto de funciones n
veces diferenciables en (a, b) serd denotado por C"*(a, b).
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Gracias a las reglas de célculo de derivadas vemos que C"(a, b) es un espacio
vectorial real. En general, estos espacios son distintos para diferentes valores de n
(Ejercicio y tenemos las contenencias estrictas

- C"Ya,b) € Ca,b) € ---C*(a,b) € C'(a,b) € C%a, b).

La interseccién de estos espacios produce el espacio de funciones infinitas veces
diferenciables sobre (a, b), denotado por

C¥(a,b) := ﬂ C"(a, b).
n=0

Es comiin referirse a las funciones f € C*(a, b) como funciones suaves.

Ejemplo 7.6.1. Ejemplos de funciones en C*(R) son los polinomios, funciones ra-
cionales p(x)/q(x) tal que ¢ no se anula en ningin punto de R, e*, sin(x), cos(x),
arctan(x) y compuestas de estas funciones.

Al disponer de todas las derivadas de una funcién suave, podemos no solo aso-
ciarle su polinomio de Taylor en un punto sino también su serie de Taylor.

Definicion 7.4. Dada una funcién f suave en (a,b) y xo € (a,b), la serie de Taylor
de f en xy € (a,b) se define por

- p(n)
Z A ('xo)(x -
i nl

Si xg = 0 esta serie también se conoce con el nombre de serie de Maclaurin de f.

Sin embargo, no hay razén para concluir ni que esta serie es convergente en algin
punto x # xo del dominio de f, ni que si converge, lo haga a f(x). El primer ejemplo
de una funcién f cuya serie de Taylor converge a un valor distinto de f(x) se debe a
Cauchy quien en 1823 propuso la funcién

F(x) = e‘l/"z, six#0, F(0) =0.

Ella resulta satisfacer F(0) = 0, paratodo n € Ny ademds F € C®(R), ver Ejercicio
Por tanto, su serie de Taylor en 0 se reduce a la serie 0, pero F(xg) # 0 si xg # 0.
Otra funcién con esta misma naturaleza se detalla en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.6.2. Considere la funcién

e six>0,
Jx) =

0 six <0.



7.6. El Teorema de Taylor 207

Note que 0 < f(x) < 1, para todo x € R. Es inmediato verificar que f™(x) = 0, si
x < 0y también ff")(O) = 0. Para x > 0, aplicando induccién sobre n, concluimos
que

Pn(x) _1/x x>0

fO) = =52
donde p, es un polinomio de grado n — 1, definido por la recurrencia
Pi) =1, pua () = () = @nx = Dpa(),

compare con el E]erc101om Por tanto, como lim,_,o+ e~ 1/¥/x%" = 0, se sigue que
f(")(O) 0. En conclusién, f € C*(R)y f(”)(O) 0, para todo n. Claramente, la serie

de Taylor 3 - rz,(o)x” = 0 no converge a f(x), para ningin x > 0.

Definicion 7.5. Sea f : (a,b) —» Ry xy € (a, b). Decimos que f es analitica en xg si
existe r > 0 de manera que f se puede representar como

[

F) = an(x—x)",

n=0

para x € (xg — r, xo + 1) C (a, b). Decimos que f es analitica en (a, b) si lo es en cada
punto de su dominio. El espacio de dichas funciones sera denotado por C*“(a, b).

Como veremos mds adelante en el Capitulo [9] una funcién analitica es infinitas
veces diferenciable en el intervalo de convergencia (xg — r, xo + ) y su derivada se
calcula por

[ee)

£ =) nan(x = xo)",

n=1
ver Ejemplo[9.3.3] Esta seguird convergiendo en el mismo intervalo. Como ella es de
nuevo una serie de la misma naturaleza, concluimos por induccién que f es infinitas
veces diferenciable en (xg — r, xo + 1) y que

(9]

FO@) =D ntn= 1)+ (n = k+ Da(x = x0)" ™.

n=k

En particular, evaluando en x = xp recuperamos la identidad

ARED)

a, = |
n.

s neN,

que habiamos comprobado para polinomios al inicio de la seccién. En conclusién,
una funcién f es analitica en xy si y solo si ella estd dada por la suma de su serie de
Taylor en xg, en un intervalo de la forma (xg — 7, xg + ). También vemos que es valida
la contenencia estricta

C“(a,b) € C*(a,b),

como lo ilustra el Ejemplo
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Nota 7.6.1. Existen muchos mas resultados en esta direccién, por ejemplo, el Teo-
rema de Borel-Peano que serd tratado en el Proyecto que ilustra que la serie de
Taylor de una funcién suave puede ser arbitraria. Por otra parte, existen funciones
suaves que no son analiticas en ningin punto, ver Ejemplo[9.6.4]

Ejercicios
7.6.1 (A qué se corresponde la férmula (7.12) para el caso p(x) = x"?

7.6.2 Sea f : (a,b) — R, n veces diferenciable, xy € (a,b) tal que f'(xg) = --- =
F"D(x0) = 0y f®(x0) # 0. Demostrar las siguientes afirmaciones:

a) Sin es par, entonces f alcanza un maximo local en xp si f M (x0) <0 y f
alcanza un minimo local en xq si f™(xo) > 0.

b) Sin esimpar, f no tiene ni un maximo ni un minimo local en xjp.
c) Ejemplificar estos hechos con f(x) = Xk, ke N*,

7.6.3 Para k € N* considere las funciones

2k+1 . _ 2k .
T G x>0, e 1 six#0,
For(x) =

F X) =
21 () 0, six <0, , six = 0.

Demostrar que F/ ,(,’,')(0) = 0 para todo m,n € Ny que cada F, es suave en R.
Ninguna de ellas es analitica en x = 0.

7.6.4 Sea f € C*(a,b) y asuma que existen constantes C, p > 0 tales que
’f(")(x)‘ < Cp'n!, para todo x € (a,b),n € N.

Demostrar que f € C“(a, b). El resultado completo se presentard en el Teorema
[12.4]del Proyecto[12.2]

7.6.5 (Teorema de Taylor generalizado) Sean f,g : [a,b] — R funciones con n-
ésima derivada en (a, b) y derivada (n — 1)-ésima en [a, b]. Fije xy € [a,b].
Entonces, dado x € (a, b), x # xp, existe £ entre x y xg tal que

i) . el ) _
- > L9906 oy 6@ = 1@ g0 - 3 ES g
= I = A
(7.14)

a) Para fijar ideas, tome x con xy < x. Considere las funciones
F() = f(z)+2 i )< -1, G() = g(z)+Z : J( E Oty te Lxo.al

Comprobar que F’(f) = (’((n t)l), fP0y G = (Z‘n f)l)' (1),
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b) Muestre que F’'(£)(G(x) — G(xp)) = G'(&)(F(x) — F(xp)) para algiin & €
(x0, X) y que esta ecuacioén implica (7.14).
¢) Sig(x) = (x— xp)", (7.14) demuestra el Teorema de Taylor

d) (Qué se obtiene si en vez de usar G(¢) en el razonamiento se hubiera
empleado G(7) = g(r) — g(x) donde g’ no se anula?

7.6.6 Sean f, g funciones con N-ésima derivada en (a,b) y sea xo € (a,b) tal que
f(j)(xo) = g(f)(xo) = 0, paratodo j = 0,1,...,N — 1. Suponga también que
g™ (x) # 0 en (a, b). Demostrar que

W _ Y0
x—x0 g(x) g(N)(xO) ’

Indicacién: bien puede intentar aplicar el Ejercicio[7.6.5|o la regla de L’Hopital.

7.6.7 (Desigualdades de Hadamard-Landau [138]]) Fije a € RU{—o0} e I, = (a, +00).

Sea f € C%(I,) tal que
Mo = sup|f(x)l, My =sup|f' (x|, Mz =sup|f’(x)
xel, xel, xel,

son finitos. Entonces
M? < cMoMs,

donde c =4siaesfinitoyc=2sil, =R.

Indicacién: Tome # > 0. Para a finito aplique el Teorema de Taylor para en-
contrar £ € (x, x +2h) con f'(x) = ﬁ (f(x+2h) = f(x)) = hf" (£). Mostrar que
|f ()| < hM, + h M, y encontrar s que minimice esta expresion. Si I, = R,
existe x < &, < x + htal que f(x + h) = f(x) + f'(xX)h + f”(&,)h?/2. Por tanto,
2hlf" ) = 1f e+ h) = flx = h) + (f" &) = [ EDRP /2] < 2Mo + Mal® y
proceder como en el primer caso.

Considere a = —1 y la funcién f(x) = 2x> = 1,si -1 < x <0y f(x) = %

si x > 0. Muestre que f € C*(—1, +00) y My =1, M| = M, = 4. Por tanto, la
constante 4 en la desigualdad anterior es Optima.

Nota 7.6.2. El caso a = —oo fue demostrado por Hadamard en 1914 mientras que el
caso «a finito fue dado por Landau en 1913. Estas desigualdades fueron generalizadas
por Kolmogorov (1939) quien demostré en [78]] que

n n—k k
(sup If(’“)(x)l) < Crn (sup If(X)I) (sup If(”)(x)l) :
xeR xeR xeR

para f € C"(R) y 0 < k < n. Las constantes C,x son 6ptimas y son nimeros raciona-
les que se pueden calcular explicitamente. M4s informacién se puede consultar en el
articulo de Schoenberg [121]].






Capitulo 8

La integral de Riemann

El origen del Célculo integral se remonta al computo de Arquimedes del drea bajo
una pardbola. Sin embargo, la primera definicién se da en los trabajos de I. Newton y
G. W. Leibniz en los siglos XVII y XVIII empleando antiderivadas, esto es

b
J fdr = F(b) - F(a), F'(1) = f(),
a
resultado que hoy conocemos como uno de los Teoremas Fundamentales del Célculo.
Cabe destacar que en esta época las funciones que se consideraban eran en su mayoria
definidas por series de potencias.

Posteriormente, fue A. L. Cauchy (1789-1857) quien propone la definicion cons-
tructiva de la integral de f : [a, b] — R como el limite de sumas de la forma

fo)ty —to) + f(t)(t2 — t1) + -+ + a1ty — ta1),

donde P = {a = to,t1,...,t, = b} es una particién del intervalo dado. Cauchy de-
mostré que el limite de estas sumas cuando ||P|| = max;<j<,(t; — tj-1) — 0 existe
suponiendo que f es continua. Por otra parte, B. Riemann (1826-1866) motivado por
sus estudios sobre convergencia de series de Fourier y en aras de extender la validez
del Teorema Fundamental del Célculo a funciones menos regulares, propuso una de-
finicién andloga para funciones acotadas, pero en vez de emplear los extremos de los
intervalos [#;_1,;], emple6 el valor de f en un punto arbitrario &; € [t;_1,;]. Dichas
sumas se conocen actualmente como sumas de Riemann y su limite da lugar a la
nocién mds famosa de integral. También, una aproximacion equivalente fue desarro-
Ilada por J. G. Darboux (1842-1917) a través de sumas superiores e inferiores, esto es,
en vez de emplear f(&;) se calculan las sumas con los valores M; = SUPsefr, .11 fOy
mj = fnf,q,j_l,tj] f(1), respectivamente.

Existe una generalizacién de esta teoria de integracion, donde en vez de emplear
las cantidades #; — #;_1 se utilizan los valores a(#;) — a(t;-1), donde a : [a,b] — Res
una funcién monotona creciente. La integral resultante se conoce como la integral de
Riemann-Stieltjes y surgi6 con los trabajos de T. Stieltjes (1865-1894) sobre modelos
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de distribucién de masa en la recta real. Esta integral posee propiedades andlogas a
la de Riemann (caso a(f) = ) y permite estudiar sumas finitas, series e integrales de
Riemann de manera unificada.

El siguiente paso en el desarrollo de la teoria moderna de integracién fue dado
por H. Lebesgue (1875-1941). Su construccidn es conceptualmente distinta y requie-
re del desarrollo de la nocién de medida (longitud en dimensién uno, area en dimen-
sién dos). Las dificultades de este concepto se compensan con su utilidad al proveer
resultados satisfactorios sobre el limite de integrales de sucesiones de funciones y
sobre la completitud de espacios de funciones cuya norma se define a través de dicha
integral.

Otra teoria de integracién moderna es la desarrollada de manera independiente
por R. Henstock (1937-2007) y J. Kurzweil (1926-2022). Esta integral generaliza la
integral de Riemann y a su vez extiende la clase de funciones integrables en el senti-
do de Lebesgue. Su construccién no requiere el concepto de medida. En vez, se basa
en la integral de Riemann que requiere que para todo € > 0, exista un ¢ > 0 tal que
s ||Pl| < 6, entonces | f(£1)(11 —10) + f(§2) (12 —11) +- - -+f(§n)(tn—tn—1)—fi7 f(ndi] < e.
La diferencia fundamental yace en reemplazar la constante § por una funcién
0 : [a.b] — (0, +00) que regule las longitudes de los intervalos involucrados.

En este libro nos restringiremos a la integral cldsica de Riemann. Aunque parti-
remos de la definicién de Darboux, demostraremos la equivalencia con la aproxima-
cién de Riemann. Desarrollaremos las principales propiedades como estabilidad por
operaciones bdsicas, reglas de cdlculo, desigualdades fundamentales y Teoremas del
valor medio. Por supuesto, se desarrollardn los Teoremas Fundamentales del Célculo
y el Teorema de Taylor con resto integral. Incluimos también una seccion sobre la
derivacion bajo el signo de integracién y algunas aplicaciones como la construccién
del logaritmo, la constante de Euler-Mascheroni, sumas de series y la demostracién
de la férmula de Stirling. Aunque no trataremos la integral de Lebesgue, que corres-
ponde a un curso mas avanzado, demostramos la caracterizacion de integrabilidad
en el sentido de Riemann en términos de conjuntos de medida cero. Finalmente, es-
tudiaremos el caso de integrales impropias definidas como limites de integrales de
Riemann. El lector interesado puede consultar [[113, Capitulo 6] para el desarrollo
de la integral de Riemann-Stieltjes, [[129] para la integral de Lebesgue y [25] para
informacién histdrica sobre las teorias de integracién mencionadas anteriormente.

8.1. La definicion de integral (Riemann y Darboux)

Definicion 8.1. Un conjunto finito de la forma P = {tp,t1,...,t,} cona =ty < t; <
-+ < t, = b se llama una particion de [a, b]. El valor

[|1P|] := 1r1<1ja<)§1 At;, donde Atj:=tj—tj_1 >0,

se conoce la norma de P. Ademds, si Py P* son dos particiones de [a, b] tales que
P C P* decimos que P* es mds fina que P.
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La idea geométrica que se emplea para introducir la integral de una funcién aco-
tada f, es la de aproximar el drea bajo la grafica de f. Esta aproximacién se puede
realizar por rectangulos sobre o debajo de esta curva. M4s precisamente, tenemos la
siguiente definicion.

Definicion 8.2 (Sumas de Darboux). Sea f : [a,b] — R una funcién real acotada.
Dada una particién P = {fy, t1,...,1,} de [a, b], consideramos los valores

M;:= sup f(2), mj:= inf ]f(t), j=1,...,n.

teltj-1.;] teltj1.t)
Las sumas de Darboux inferior y superior de f asociadas a P se definen como

S(P.f) =) miAt,  S(Pf)= ) MM,
j=1 =1

J

respectivamente.

Note que si m = infiepqp1 f(£) y M = sup,cp, 4 f(1), entonces m < mj < M; < M,
para cada j. Como
n
> Atp=b-a,
=1

obtenemos las desigualdades
mb—a)<s(P,f) <SP, f)<M®b - a). 8.1)
Note ademads que si s;, s} € [tj_1,1,], entonces f(sj),f(s;.) € [mj, M;] y por tanto

lf(sp) = F(SDI < Mj — my. (8.2)

De aqui deducimos que

J

lf(sj) = f(sIAL; < S(P, f) = s(P, f).
=1

Una pregunta natural es cémo se comportan estos valores cuando refinamos la
particion dada. Supongamos que P = {#g,t1,...,t,} C [a,b] y sea P* = P U {f*} otra
particién que es obtiene al agregar un punto ¢* € (¢;-1, t;), para algtin /. Si escribimos

m) = inf Jo, m/ = inf f().

teltp-y .t telr*,1]

Como m;, m;’ > my, vemos que

SP', ) = my(t =) +m) =1+ > miAG = mAn+ Y mAt; = (P, f).
j#EL1<j<n j#EL1<j<n
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De la misma forma, para las sumas superiores tenemos que S (P*, f) < S (P, f). Apli-
cando estas desigualdades repetidamente, se deduce que

si P C P¥, entonces  s(P, f) < s(P*,f), S(P*,f)<S(P,f), (8.3)
para particiones de [a, b]. En particular, si P; y P, son particiones de [a, b], entonces

s(Py, ) < S (P2, f). (8.4)

En efecto, como P; U P, es mds fina que P y P;, entonces s(Py, f) < s(P1UP,, f) <
S(PL VU Py, f) <S(Pa, f), como se requeria.

Finalmente, las desigualdades en (8.I) indican que los conjuntos de nimeros
reales {s(P, f)}p y {S(P, f)}p son acotados superior e inferiormente, respectivamente.
Por tanto, la siguiente definicién cobra sentido.

Definicion 8.3 (Las integrales inferior y superior de Darboux). Dada una funcién
acotada f : [a,b] — R, los valores

b b
J f(t)dt := sup s(P, f), J flod = f S(P. ),
Ja P a

donde P varia sobre todas las particiones del intervalo [a, b], se conocen como la
integral inferior y la integral superior de f sobre [a, b], respectivamente. Diremos

que f es integrable en el sentido de Darboux (o simplemente integrable) si ﬂj f(ndet =
fZ f(®)dt. En esta situacion, este valor comiin se denotard por

b
J f(®dt.

a

Notemos que las integrales inferior y superior de una funcién acotada siempre
existen. De hecho, gracias a la desigualdad en (8.4) tenemos que

b b
s(P, f) < J f(nde < J f(®dt < S(P, f), paratoda particion P de [a, b].

Ejemplo 8.1.1. Consideremos una funcién constante f(¢) = ¢, definida sobre [a, b].
Para cualquier particion P de este intervalo es claro que M; = m; = c. Por tanto,
s(P, ) =S(P, f) = c(b — a) y asi la funcién es integrable con

b
J cdt = c¢(b — a).

a

En contraste, la funcién de Dirichlet 1o del Ejemplo restringida al intervalo
[a, b] satisface que m; = 0y M; = 1. Por tanto,

b b
J lo(dt =0 < 1= J lo(Hdt,

a a

y no es integrable.
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La primera propiedad que sefialamos es que es posible calcular la integral supe-
rior e inferior solo empleando particiones que refinen a una particién dada.

Proposicion 8.1. Sea f : [a,b] — R acotada y Py una particion de [a, b]. Entonces

b b
J Jf(@dt := sup s(P, f), J fydt = if S(P, f),

Ja PoCcP
donde el supremo e infimo se toma sobre las particiones P de [a, b] mds finas que Py.

Demostracion. Note que A’ = {s(P, f) : P particion de [a,b] talque Pg C P} C A =
{s(Q, f) : Q particién de [a, b]}. Como Q U Py es una particién de [a, b] que contiene
a @, las condiciones de la Proposicion (2) se satisfacen y asi sup(A) = sup(A”).
La demostracion para la integral superior es similar. O

Un criterio ttil para determinar la integrabilidad de una funcién acotada es la
siguiente condicién de tipo Cauchy.

Proposicion 8.2 (Condicién de Cauchy). Una funcién acotada f : [a,b] — R es
integrable en este intervalo si y solo si para todo € > 0, existe una particién P de
[a, b] tal que

S(f,P)—s(f,P) <e. (8.5)

Demostracion. Si f es integrable y € > 0, recordando la Nota[I.3.2]sobre el supremo
e infimo, existen particiones P y P; de [a, b] tales que

b € b €
J flodt =2 < s(Pr,f), Sy, f) < J flodt+ 3.

a

Entonces si P = P; U P,, gracias a la desigualdad (8.4) tenemos que

b b
S(P.f) = s(P.f) < S(P2. f) — 5(Py. f) < J Flodt + § + § —J Fodt = e,

porque la integral superior e inferior coinciden. Reciprocamente, dado € > 0 y una
particién P como en el enunciado, por la definicién de integral superior e inferior
podemos acotar

b b
0< J f(t)dt —J fdt <SP, f)—s(P,f)<e.

Como € > 0 fue arbitrario concluimos que fz f(dt = jz f(t)dt como se requeria. O
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La condicién expresada en la proposicion anterior se mantiene al tomar particio-
nes mds finas que la particién dada. En efecto, si (8.5) se verificay P C P*, entonces
también

S(P*, f)—s(P", f) <€,

gracias a las desigualdades en (8.3).

Por otra parte, no es claro cudl es el comportamiento de las sumas superiores e in-
feriores cuando se trabaja con particiones cuya norma ||P|| tiende a cero. El siguiente
resultado indica cémo proceder.

Lema 8.1. Sea f : [a,b] — R acotada. Para todo € > 0, existe 5 > 0 tal que si
IIP|| < &, entonces

b

MRﬁ—Jf@m<a

a

< €.

b
J fdr = s(P, f)

Demostracion. Note que es suficiente demostrar el enunciado para la integral supe-
rior, porque para la integral inferior basta aplicar el caso anterior a —f. En efecto,

b b
mwﬁmm>yﬂmeJMﬁ

como lo muestra el Ejercicio Ahora, para sumas superiores, tratamos primero
el caso en que f(¢) > 0 en [a, b]. Dado € > 0, existe una particiéon Py = {tg, t1,..., s}
de [a, b] tal que

b

S(Py, f) < J fodt + €/2.

a

Si M = sup,ep,p f(1) > 0, elijamos 0 < 6 < €/(2nM). Sea P = {rg,r1,...,rx} una
particién de [a, b] tal que ||P|| < 6. Entonces podemos escribir al conjunto de indices
como la unién disjunta {1,...,k} = AU B, donde A esta conformado por los indices /
tales que [r;-1, 7] C [#j-1,2;], para algin j = 1,...,n. Esta situacion se denotard por
[ < j. El conjunto B serd el complemento de A. Por definicidn, B tiene a lo més n
elementos, uno por cada intervalo [ry_1, r/] que contenga a alguno de los 7;.

Sil < j,entonces M; = sup,c,, ) f(O) < Mj=sup,, .1 f(O)y 2i<jAr < Atj.
Como por hipétesis estas cantidades son positivas, entonces )< MAr; < M ;At;. Por
otra parte, si I’ € B, entonces My Arpy < M6. De esta forma

n

b
S(P,f)= ; MAr; + ZZI;M,/AW < Z‘ M At; + nM§ < J f(Odt + e,
€ 'e j=

Ccomo s€ requerl’a.
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En general, como f es acotada, sea ¢ € R tal que f(¢) + ¢ = 0 en [a, b]. Como

b b
SPf+c)=SPf)+cb-a), y J (f(t)+c)dt=J f@dt + c(b - a),

a

ver el Ejercicio[8.1.2] basta con aplicar el caso anterior a f + ¢ para concluir. m]

Podemos expresar el resultado anterior como

b b
”%%SGUS=mem, Iﬁgf@ﬁﬁ=Lf®m~

a

Asi, f es integrable si y solo si estos limites tienden al mismo valor.

Terminamos esta seccién con otra manera equivalente de definir integrabilidad,
esta vez, empleando sumas de Riemann. A diferencia de las sumas de Darboux, es-
tas utilizan puntos determinados en cada subintervalo de una particiéon dada. Mas
especificamente, tenemos la siguiente definicién.

Definicion 8.4 (Sumas de Riemann). Diremos que la pareja (P, &) es una particion
punteada de [a,b] si P = {ty,t1,...,t,} es una particién de este intervalo y & =
(é1,...,&) € R"estal que t;_1 < & < tj, paratodo j = 1,...,n. En este caso, si
f :la,b] — R es una funcién acotada se define

S(PE f) = ) FEDAL
j=1

como la suma de Riemann de f relativa a (P, ).

Definicion 8.5. Decimos que f es integrable en el sentido de Riemann, con integral
I°(f) € R si para cada € > 0, existe § > 0 tal que para toda particién punteada (P, &)
de [a.b] con ||P]| < ¢, se verifica que

(P&~ Ta(f)| < e
En este caso emplearemos la notacion

() = lim X(P,é, ).

IPII—0

Nota 8.1.1. Si (P, ¢) es una particion punteada de [a, b], entonces
s(P, f) < Z(RE, f) <SP f). (8.6)

Ademés, si f es integrable y P es una particién de [a, b], tenemos que

<SP f)—s(Pf). 8.7

b
mﬂaﬁ—mem

Esto se debe a que tanto esta suma de Riemann como el valor fz f()dt pertenecen al
intervalo [s(P, f),S (P, f)].
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Teorema 8.1. Sea f : [a,b] — R acotada. Entonces f es integrable en el sentido de
Darboux si y solo si lo es en el sentido de Riemann y ambos valores coinciden, es
decir

b
| = 1 see..

a

Demostracion. Asuma que f es 1ntegrable en el sentido de Darboux Por el Lema
dado € > 0 existe 6 > 0 tal que S (P, f) < f fdt+€/2 yf fdt—€/2 < s(P, f) si

[|P|| < o. Gracias a la desigualdad (8 , (P&, f)— fa fdtl <SP, f)—s(P, f) <e,
como se queria mostrar.

Reciprocamente, si f es integrable en el sentido de Riemann, entonces, para cada
€ > 0 existe 6 > 0 tal que si ||P|| < ¢ entonces [Z(P,¢, f) — I’a’(f)l < €/4. Fijada
tal P = {t0,11,...,1,}, por definicion de M; y m;, existen «;,5; € [t;_1,1;] tales que
Mj < fap) + 355 Y fB)) — 35— < m,- Entonces

S@ﬂ<ZQ@H

j=1

€
T ) Zf(a,)mj <L+ 3.
De la misma forma, s(P, ) > Ig(f) - % Esto demuestra que S (f, P) — s(f, P) < €.
Por el criterio de Cauchy, f es integrable en el sentido de Darboux. Luego fZ f(®dt

existe, y por las desigualdades anteriores vemos que fZ fdt < S(P, f) < IL(f)+€/2
yI2(f) < s(P,f) + €/2 < fi’ f(t)dt + €/2. Esto muestra que

<e€/2

b
Jﬂmwﬁm

y como € > 0 fue arbitrario, fi’ f(ndt = I2(f). ]

Ejercicios
8.1.1 Mostrar que ||P*|| < ||P|| para particiones P C P* de un intervalo [a, b] dado.

8.1.2 Sean f,g : [a,b] — R funciones acotadas, ¢ € Ry P, Py, P, particiones de
[a, b]. Comprobar las siguientes afirmaciones:

a) S(Pf+c)=SP, f+cb—a)y s(P, f+c) = s(P, f)+c(b—a). Por tanto,

b b b b
J (F(O) +c)dt = J f(t)dt +c(b—a), J (F(H)+c)dt = J f(t)dt+c(b—a).

by S(P.f+8) <S(P.f)+S(P.g)ys(P.f)+s(P.g) <s(Pf+g).
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c) s(P1, f)+s(Py,8) < s(PLUPy, f)+s(P1UP,,g) < f_Z(f(t)+g(t))dt. De la

misma forma, fs(f(t) +g()dt < S(P1UP, f+2) <S(P1, )+S(P2,9).
Tomando supremos e infimos concluir que

b b b
J oy + J o0t < J (1) + g

a a

b b b
< J (f() + g()dt < J f(dt + J g(ndt.

8.1.3 Suponga que f : [a,b] — R es integrable en el sentido de Riemann. Demostrar
que si {(Py, &n)}nen €s una familia de particiones punteadas de [a, b] tales que
[|P,]l = 0 sin — +o0, entonces

b
Jim 2= | o

a

En particular,

(b a) 1 (?
nL“PooEZf( )= s [ o

8.1.4 (Célculo de Fermat para la integral de una potencia) Seann € N*, b > 0y
0 < r < 1. Calcular las sumas inferiores y superiores de f(x) = x"* asociadas a
cada particion {0, br'™, ..., br, b} y hacer m — +oco para demostrar que

anL J’ dt <J dt < bn+l,,n¥

1—1""+1__0 0 1_rn+1'

Tomando r — 17 concluir que f es integrable en [0, b] y

b +1
bl’l
J "'dt = .
0 n+1

Mostrar que este argumento es valido para n = @ > 0 real positivo.

8.1.5 (x)Sea f : [0,a] — R acotada e integrable. Demostrar que la serie 3. | f(aq")q
converge paratodo 0 < g < 1y que

Jim a(1 - g) ZO flag")q" = L flodr.

En realidad la hipétesis sobre acotacion se puede reemplazar por la condicién
mads débil de que |t f(¢)| sea acotada para t € (0, a], para algin 0 < a < 1.

Nota 8.1.2. La expresién en el limite se conoce como la integral de Jackson,
util en g-Calculo.
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8.2. Propiedades generales de la integral

En la seccidn anterior establecimos maneras equivalentes para determinar cudndo
una funcién real acotada es integrable. En adelante escribiremos

Rla,b] :={f : la,b] —» R : f esacotada e integrable},

para denotar dicho espacio. El hecho que este conjunto tiene estructura de espacio
vectorial se deduce de la siguiente proposicion.

Proposicion 8.3. Sean f,g : [a,b] — R integrables y « € R. Entonces

1. f+gya- fsonintegrables sobre [a, b], fZ f@)+gdt = IZ fde + fz g)drt
y [P f@dt = a- [ .

2. Sea a < ¢ < b. Entonces f : [a,b] — R es integrable si'y solo si fliac1 ¥ flich]
son integrables. En este caso

b c b
J f(t)dt=J f(t)dt+J f(t)dt.

a a c

Demostracion. (1) Para suma de funciones el resultado es consecuencia del Ejercicio
[B.1.2] Para productos por escalar, si @ > 0 tenemos que S(P,a - f) = a-S(P,f)y
s(P,a- f)=a- s(P, f). Por tanto,

b b b b
J a- f(Hdt = a-J f(®dt y J a- f(Hdt = a-J f(0dt.

a a

Sia <0, tenemos que S(P,a- f)=a-s(P,f), s(Pa-f)=a-S(P,f)y asi

b b b b
J a- f(H)dt = a.J fodt y J a- f(t)dt = a.J f(0)dt.

a a a

La integrabilidad de f permite concluir el resultado en ambos casos.
(2) Considere los conjuntos

A = {s(P, fliac)) : P particion de [a, c]},
B = {s(P, flc.p)) : P particién de [c, b]}.

Entonces A + B = {s(P, f) : P particién de [a, b] y ¢ € P}. Aplicando la Proposicién
(1) y la Proposicion[8.1]a Py = {a, ¢, b}, vemos que

b c b
J f(®)dt = sup(A + B) = sup(A) + sup(B) = J f(dt + J f(t)dt.

a a C
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De la misma forma se demuestra que IZ f(ndet = f_g f(Hdet + ff f(t)dt. Entonces

+

b b
J f(t)dt—J f(ndt

JC f(t)dt - J f(t)dt

b b
J f(ndt —J fdr =

Como los sumandos son mayores o iguales a cero, su suma es cero si y solo si cada
sumando es cero. Esto demuestra que f : [a, b] — R es integrable si y solo si fljq Y
flic,p) son integrables. La férmula para la integral se sigue de estas igualdades. O

Con el criterio de Cauchy obtenemos la integrabilidad de funciones continuas y
mondatonas.

Proposicion 8.4. Sea f : [a, b] — R una funcion acotada.
1. Si f es continua, entonces es integrable. En otras palabras, C°a, b] C Rla, b].
2. Si f es monotona, entonces f es integrable.

Demostracion. Sabemos por el Teorema que f es uniformemente continua. Por
tanto, dado € > 0, existe 6 > O tal que si x,y € [a,b] y |[x —y| < J, entonces
lf(x)—f()| < €/(b—a).Sea P = {1y, t1,...,t,} una particién de [a, b] tal que ||P|| < 6.
Por el Teorema del valor extremo , paracada j=1,...,nexisten s;, s;. € [tj-1,1)]
tales que M; = f(s;) y m; = f(s;.). “omo |s; — s}l < At < 6, concluimos que

S(P.f) = s(P.f)= ) (M;—mpAt; < ﬁj:zlmj e

J=1

Se sigue que f es integrable sobre [a, b], gracias a la Proposicién (8.2

Para el segundo enunciado basta asumir que f es mondtona creciente y no es
constante. Por tanto, f(a) < f(b). Si P = {fty,t1,...,t,} €s una particién de [a, b] se
sigue que m; = f(tj-1) y M; = f(t;). De esta manera

S(P, f)=s(P, f) = Z(f(tj)—f(tj—l))Atj <[Pl Z(f(tj)_f(tj—l)) = IPIICf (D)= f(a)).

J=1 J=1

Dado € > 0 basta tomar una particién P tal que ||P|| < €/(f(b) — f(a)) para concluir
el resultado, nuevamente via la Proposicion [8.2] O

Teorema 8.2. Sea f : [a,b] — [m, M] integrable y ¢ : [m,M] — R continua.
Entonces ¢ o f : [a,b] — R es integrable.

Demostracion. Comprobaremos que la condicién de Cauchy [8.2|es vélida para f o ¢.
Dado € > 0, como ¢ es uniformemente continua en [m, M], podemos elegir 0 < 6 < €
tal que para todo s, t € [m, M] con |s — | < ¢, se verifica que |¢(s) — d(?)| < €.
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Por hipétesis, como f es integrable, existe una particiéon P = {#g,t1,...,t,} de
[a,b] tal que S (P, f) — s(P, ) < 6°. Sean

M;f = sup &(f(0), mj = inf ]¢(f(t)), j=1,...,n

reltjo1.t)] teltj-1.t;

Dividimos al conjunto de indices {1,...,n} = AU B como unién disjunta donde j € A
SiMj—mj<d6yj€eBsiM;—m;>9.

SijeA, como|f(s)— f(O < M;—mj,sis,te€[tj,t;], gracias ala eleccion de
o tenemos que |[p(f(s)) — d(f(#))| < €. A partir de esta desigualdad, tomando supremo
y luego infimo, concluimos que M;f -m’ <e

Por otra parte, si j € By ponemos K = sup ¢, a1 [¢(s)l, entonces M;f - mj < 2K.
Ademas

5 Atj< (M —mAt; < S(P,f) - s(P, f) < &%,
JEB JEB

es decir, }; jep Af; < 6. Empleando las desigualdades obtenidas concluimos que

S(P.fog)=s(P.fog)= > (M;—m)At;+ > (M} - m)At;

JEA JjEB
<€) Atj+2K ) Aty < e(b—a)+2K6 < (b-a+2K)e.
€A jeB
Como e fue arbitrario, se sigue que ¢ o f € R[a, b]. O

Corolario 8.1. Si f, g : [a,b] — R son integrables, también lo es f - g : [a,b] — R.

Demostracion. Por el teorema anterior f2 € R[a, b]. La afirmacién se sigue de la
igualdad

Fog= (f+8’-(f-g)
‘8= 2 :

via la Proposicion[8.3] m]

Veamos ahora como el proceso de integracidn preserva desigualdades.
Proposicion 8.5. Sean f, g : [a,b] — R integrables.

1. Si f(t) = 0 en [a,b], entonces IZ f(dt = 0. Ademds, si g(t) < f(t) en [a,b],
entonces fz g(ndt < IZ f(vdt.

2. La funcion t — |f(t)| es integrable y

b
< J Lf(D)ldr.

b
J f(t)dt

En particular, si |f(t)| < M, entonces ’fz f(t)dt| <M - a).
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Demostracion. Para (1), por hipotesis M;,m; > 0y asi S(P, f), s(P, f) > 0, de donde
se sigue la desigualdad. Si f(f) > g(¢), aplicando lo anterior a f — g y la linealidad de
la integral, concluimos la desigualdad.

Para (2), tomando ¢(f) = [f| en el Teorema vemos que |f| € R[a,b]. Sea
c==+ltalque | [” f(0dil = ¢ [° f()di = 7 cf(t)dt. Como cf(r) < |f(2)], integrando
en ambos lados de esta desigualdad concluimos el resultado deseado. O

Teorema 8.3 (Teorema del valor medio para integrales I). Sean f,p : [a,b] —» R
funciones tales que f es continua y p integrable. Si p no cambia de signo en [a, b],
entonces existe c € (a, b) tal que

b

b
J S@Op(dt = f(c)J p(t)dt.

a a

En particular, existe ¢ € (a, b) tal que

b
J Jf@dt = f(&)(b - a). (8.8)

Demostracion. Asumamos que p(t) > 0, para todo ¢ € [a, b]. Por el Teorema del
valor extremo sabemos que m = infrefqp) f(1) y M = sup,, ) f(?) existe. Entonces,
multiplicando las desigualdades m < f(t) < M Eor p(t) e integrando sobre [a, b]
obtenemos que m [* p(n)dt < [? f(Op(Hdt < M [ p(d)dt. Por hipétesis, [ p(t)dt >

0. Si fﬁ p(t)dt = 0 hemos terminado. Caso contrario, deducimos que

a

b
< . fOp(ndt o

<= <
I, p(odt

El resultado se sigue de aplicar el Teorema del valor intermedio[6.6|a f. Finalmente,

la ultima igualdad se obtiene para el caso p(t) = 1. O

Nota 8.2.1. La igualdad (8.8) admite una interpretacion geométrica cuando f es po-
sitiva: el area bajo la curva f en [a, b] coincide con el area del rectangulo de base
b —ay altura f(¢), para algin € € [a, b].

Ejercicios
8.2.1 Sea h : [a,b] — R integrable, # > 0 y suponga que fZ h(x)dx = 0. Demostrar
que A(x) = 0 en los puntos de continuidad de .

8.2.2 Sean f, g : [a,b] — R funciones integrables.

a) Siinfiepqp) f(¢) > 0, entonces 1/ f € Rla, b].
b) max(f,g), min(f,g) € Rla,b]y |f|’ € Rla,b],sip > 0.
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¢) Si asumimos que f2 € R[a, b], (es cierto que f € R[a, b]? Misma pre-
gunta suponiendo que |f| € R[a, b] o 3 e Rla,b).

n

1
8.2.3 Mostrar que la sucesién dada por a, = J dt es mondtona decreciente y

0 2+1
convergente hacia 0.

824 a) Sea f : [a,b] —b> R una funcién monétona decreciente. Comprobar que
(b-a)f®) < [, f(Odt < (b-a)f(a).
b) Sea f : [0, +00) — R mondtona decreciente. Separando por intervalos de
longitud uno, mostrar que Z?:l f(hH< fg f(dr < Z?;& .

c) Sea a, = rll(l + Lz +- 4 \/Lﬁ) Compare este valor con una integral

f
adecuada y muestre que

2(Va+1-1)<na, <2+vn-1.
Deducir que {a,},en+ es decreciente y que lim,,—, . a, = 0.
8.2.5 Argumentar como en el ejercicio anterior para demostrar el conocido criterio
de convergencia de series:

Proposicion 8.6 (Criterio de la integral). Si f : [0,+c0) — R es mondtona
decreciente, entonces ), f(n) converge si'y solo si L = limy_, e fév f(dt
es finito. Ademds

L< Zf(n) < L+ f(0).
n=0

8.2.6 Sea f : [0, +00) — R una funcién continua tal que f(x) — L cuando x — +oo.
Demostrar que dado a > 0, se verifica que

Iim r f(nx)dx = alL.

n—+oo 0

Indicacioén: dividir [0, a] = [0, ¢/n] U [c/n, a], para ¢ adecuado y n grande.

8.2.7 Sea f € C'a, b] y defina || flla.61 = Supyepqp) |/ (). Demostrar que

lim U If(x)l”dx) = Wl
n—+oo a
8.2.8 Sean f, g : [0, 1] — R continuas y mondtonas crecientes. Demostrar que

1 1 1
L f(t)dt-J g(t)dtsj f(ng(ndt.

0 0

Indicacién: si ¢(x) = g(x) — fé g(t)dt, se debe mostrar que f(l) FfO@(dt > 0.
Aplicar el Teorema del valor medio para integrales para mostrar que existe
€0, )talque p(x) 0si0<x <€y P(x) >05sié < x < 1. Emplee esto
para acotar la integral requerida.
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8.3. Teoremas Fundamentales del Calculo

En esta seccién desarrollamos las dos versiones del Teorema Fundamental del
Célculo que nos indican las relaciones entre los procesos de derivacion e integracion.
En pocas palabras, ambas versiones indican que en efecto estos son procesos, inver-
so el uno del otro. Como consecuencias interesantes estableceremos el Teorema de
Taylor con resto integral y otra version del Teorema del valor medio para integrales.

Teorema 8.4 (Teorema Fundamental del Célculo I). Sea f € R[a, b] y considere la
funcion F : [a,b] — R dada por

F(x) = J ftydt.

Entonces F es continua. Ademads, si f es continua en el punto xgy, entonces F es
diferenciable en xg y

F'(x0) = f(x0).

Demostracion. Por hipétesis, f es acotada, digamos |f(#)] < M, parat € [a,b]. Si
a < x <y < b, tenemos que

'y
F() - F(x)| = J Foydt

X

< M(y - x),

es decir, F' es de tipo Lipschitz en [a, b] y en particular es continua alli. Ahora, si f es
continua en xp, dado €, existe ¢ > 0 tal que si |t — xo| < J, entonces |f () — f(xp)| < €.
Por tanto,

Ft) - F(s)

- (f (1) = f(x0)) dt

<€,

— f(x )‘

sixg— 0 <s<xp<t< xg+ 6. Estoimplica que F’(x9) = f(xo). O

Una consecuencia de este teorema es que toda funcién continua f : [a,b] — R
posee una antiderivada, a saber, F : [a,b] — R dada por F(x) = f; f(t)dt satisface
F’(x) = f(x). Por otra parte, si consideramos la funcién complementaria G(x) =
f L f(Ddt, como F(x) + G(x) = fz f(t)dt, es decir, esta suma es constante, deducimos

que
d b

- U f(t)dt] - _f0),
x X

en los puntos x de continuidad de f.
El segundo teorema fundamental establece la siguiente relacién que es la base del
célculo de integrales como antiderivadas.
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Teorema 8.5 (Teorema Fundamental del Calculo II). Sea f : [a, b] — R diferencia-
ble y asuma que [’ € Rla, b). Entonces

b
J f'dt = f(b) - f(a).

a

Demostracion. Sea € > 0. Por la condicion de Cauchy, existe una particion P =
{to, t1,...,t,} tal que S(P, f') — s(P, f’) < €. Aplicando del Teorema del valor medio

para derivadas existe & € [tj_1,t;] tal que f(t;) — f(tj—1) = f'(£;)At;. Entonces
tenemos la suma telescopica

S(PE [ = ) FENA = ) f(t) = Ft-) = f(b) - fla).

=1 =1
Recordando la desigualdad (8.7), vemos que
b

f(b) = f(a) - J f'(0dt

a

< E.

Como € > 0 fue arbitrario, concluimos que estos valores coinciden. O

El lector atento se preguntard por qué se incluye la hipétesis sobre la integrabili-
dad de f’. Esta es necesaria para poder integrar dicha funcion. En efecto, V. Volterra
logré exhibir en 1881 funciones f que son diferenciables, cuya derivada f” es acotada
pero no es necesariamente integrable. El Ejemplo [0.6.3]ilustra esta situacion.

Dos consecuencias de este teorema son las reglas de cdlculo conocidas como
integracion por partes e integracion por substitucion.

Proposicion 8.7. 1. (Integracion por partes) Si f,g : [a,b] — R son diferencia-
bles con derivada integrable, entonces

b b
J Fg (i = F(b)g(b) — f(@g(a) - J FOg()dr.

2. (Cambio de variable) Sean g : [c,d] — R continua y f : [a,b] — R diferen-
ciable con derivada integrable tal que f(la, b]) C [c,d]. Entonces
b (D)
J g(f@)f (ndt = J g(s)ds.
a fla)
Demostracion. La primera afirmacién es consecuencia de la regla de Leibniz para el
producto y el teorema anterior. Para la segunda afirmacién, como g es continua, la
funcién G(x) = ff g(s)ds es una antiderivada de g y por tanto

f(b)
L( : g(s)ds = G(f(b)) - G(f(a)).
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Como también

b b
J g(f@O)f (Ddt = J (Go f) (ndt = G(f(b) — G(f(a),)
deducimos la igualdad requerida. O

En este momento estamos en posicién para dar una demostracién del Teorema
de Taylor, donde el resto se expresa a través de una integral. Veremos que este es
consecuencia de integrar por partes adecuadamente.

Teorema 8.6 (Férmula de Taylor con resto integral). Sea f : [a,b] — R tal que f
existe y es integrable alli. Entonces

() .
f()—Zf(O) xo)f+Lo(f T (s, xefabl

Demostracion. Por el segundo Teorema Fundamental del Calculo podemos escribir
f(x) = f(xo) + fjo f'(s)ds, que corresponde al caso n = 1 de la férmula anterior. Si
f"" existe y es integrable alli, podemos integrar por partes para obtener

J s = =07 - J (s— 0" ()ds = (x—xo)f (xp) + J (x=$)/"()ds,

de donde resulta la férmula para n = 2. En general, si sabemos que la férmula se
verifica para n — 1, entonces integrando por partes el resto

X _ -1
+J CZ 0 o syds,

(n—-1)!

X _ \n-2 _
Lo (fn —S)z)r £ V(s)ds = “()(C )1)—, F700s)

se llega a la férmula para n. Note que este proceso se puede realizar tantas veces
como f es diferenciable con derivadas de orden superior integrable. O

Nota 8.3.1. El teorema anterior demuestra nuevamente la version del Teorema de
Taylor con resto diferencial con la hipétesis adicional de que £ sea continua,
es decir, f € C"[a, b]. En efecto, por el Teorema del valor medio para integrales [8.3]
como la funcién s — (x — s)*~! no cambia de signo en [xg, x], existe & entre xg y x
tal que

(x — Xo)

X _ -1 _ -1
[ s = s | By = g Sl

Nota 8.3.2. Otra forma posible de expresar el resto es como

(x—s) ' (x = xo)" [! n-1 o(n
Rn<x>=L0( s = T | (=0 = s

igualdad que se sigue del cambio de variable s = xg + #(x — xp). La clase de diferen-
ciabilidad de la funcién R,(x)/(x — xo)" serd tratada en el Proyecto[12.4]
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Finalizamos esta seccién con otra version del Teorema del valor medio para inte-
grales, util en el estudio de series de Fourier y la transformada de Laplace.

Teorema 8.7 (Teorema del valor medio para integrales II). Sea f : [a,b] — R inte-
grable. Las siguientes afirmaciones se verifican:

1. Si¢:la,b] = R es decreciente y p(t) > 0, entonces existe & € (a, b) tal que

b &
J Fop)dr = ga(a)J Fodr,

a

2. Si¢:la,b] = R es creciente y ¢(t) > 0, entonces existe & € (a, b) tal que

b

b
J fOe@)dt = ¢(b) L f(t)dt.

3. Si¢: [a,b] = R es mondtona, entonces existe ¢ € (a, b) tal que
b & b
| et = @) | s+ o) | rioar
a a 3

Demostracion. Para (1) si F(x) = f fl f(t)dt, ella define una funcién continua en
[a,b]. Sim = infyefqp) F(x) y M = sup,(, ) F(x), estos valores son finitos gracias al
Teorema del valor extremo. Si ¢(a) = 0, entonces ¢ = 0 y no hay nada que demos-
trar. De lo contrario, ¢(a) > 0. Por el Teorema del valor intermedio para funciones
continuas basta demostrar que

b
elaym < J FOe)dr < p(a)M. (8.9)

a

Estableceremos esta desigualdad empleando sumas de Riemann.

Como f es integrable, es acotada, digamos |f(#)| < L, en [a, b]. Dado € > 0, como
¢ es integrable, Proposicion [8.4] existe una particién P = {fo,11,...,1,} de [a, b] tal
que S (P, ¢) — s(P,¢) < €/L. Escribamos

n

b tj n tj
| roetnar =Y | - ei-onpodre Y a0 | s =1+ n
a : j=1 tj-1

j=1 Y11

Podemos acotar la primera integral por

n t/-

1<) | Ll - gttr < LGS Pap) - 529D < e,

j=1 Y11

recordando la desigualdad (8.2).
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Para acotar I, note primero que por la definicién de la funcién F, IZ,'_] fdt =
F(tj) — F(tj-1). Por tanto, sumando por partes como en el Lema obtenemos

n—1 n-2
b= @t)(F(tjs) = F) = > (@t) = @t )IF(tj1) + @lta1)F (D),

J=0 J=0

porque 7 F(ti1) — F(t)) = F(tj1) = F(a), F(to) = F(a) = 0y F(t,) = F(b). Como
¢ es mondtona decreciente, cada factor que multiplica a los F(z;,1) es positivo y asi

n-2

I < @) = @t )M + ¢t )M = p(@)M.
=0

De la misma forma, me(a) < I5. En conclusién, teniendo en cuenta las desigualdades
anteriores, concluimos que

b
—€+ pla)ym < J fOe®)dt < € + p(a)M.
a
Como € > 0 fue arbitrario, se sigue la validez de @

Para (2) basta aplicar (1) a@(t) = ¢(b—a—1)y f(t) = f(b—a—1) y luego aplicar
el cambio de variable s = b — a — ¢ en las integrales resultantes. Finalmente, (3) se
obtiene de (1) directamente: si ¢ es mondtona decreciente, aplique (1) a ¢(x) — ¢(b),
y si ¢ es mondétona creciente, aplique (1) a ¢(x) — ¢(a). O

Ejercicios

8.3.1 Usar el Ejercicio y el calculo de integrales de funciones bésicas para
comprobar los siguientes limites:

1 « 1 - n T
s D - s - _Z
@) HEIPDO nPl ]Z:; I p+1 H n1—1>IPoo = n2+ 2 4
1<, (jr) 2 . 1
b) lim — " sin|=| ==, g) lim ' ———=In(1+V2),
n—+oco p £ n T n—+oo = n2 + j2
I o i\ 7 1
o — jn — , _ { L Jl=Z"__
c) nErPDO " Z el =e¢—1. h) ngrilm i arctan(n 175
j=1 j=1
o i 1 n
d) lim - =1In2. i) lim —_— =
n—+00 = n+j n—+oo = 2 — j2 2
. ¢ nj+ j2 T
e) lim — = 0. j) lim = —.
n—+oo = (n + ])2 n—-+oo JZ:; n+ ]3 3 \/§
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8.3.2 Determine todas las funciones continuas f : [0, 1] — R tales que

X 1
J fdt = J f(Hdt, paratodo x € (0, 1).
0

X

8.3.3 a) Sea f:[0,+0c0) — R continua tal que lim,_,; f(x) = a. Demostrar que

lim — J f(dt =a.
X—+00 X
b) Sia>0y f(0)+ f(1)+--- + f(n) # 0, para todo n € N, entonces

i o f(nadr ~
n—+oo f(0) + f(1) + -+ f(n)

8.3.4 Sea f : [a,b] — R de clase C! tal que f(a) = f(b) = 0. Si Ll;f(x)2dx =1,
demostrar que

b 1 b b 1
J xf(x)f (x)dx = -5 U f’(x)zdx] U X f(x)2dx] 27

n+k—1

8.3.5 Aplicar el Teorema de Taylor con resto integral a la funcién f(x) = x , con

n,k € N* y con centro xo = 0, para obtener la integral

! _ an—1 k-1 __(n - DIk -1)! n+k—1
Jo(x LA Py T

Mostrar que esta integral es equivalente a su valor en x = 1, a saber

1
el k=1, (m= DIk — 1!
Jo(l D' de = T

8.3.6 Sean f, g : [a,b] — R continuas. Aplicar el Teorema del valor medio para de-
rivadas a las funciones F(x) = f ; fdty G(x) = f;: g(t)dt para demostrar
que existe & € (a, b) tal que

b b
8(§)J f(t)dt=f(§)J g(ndt.

El caso g = 1 es el Teorema del valor medio para integrales.

8.3.7 (Wayment) Sea f : [a,b] — R continua, con f(a) = f(b). Entonces existe
& € (a,b) tal que

3
€ - a)f(©) = J Floyd.

Interpretar geométricamente. Indicacion: recuerde el Teorema de Flett, Ejerci-
cio[7.3.11} La demostracién original estd dada en [[139], ver también [65] p.
1155].
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8.3.8 Sea g una funcién diferenciable en x = 0. Demostrar que la serie

©  rl/n

Z J g(1)dt

n=1+0
converge absolutamente si y solo si g(0) = 0. Indicacién: Ejercicio[7.5.9]

8.3.9 Considere la funcién f(x) = fg S?}r—(lt)dt, x > 0. Demostrar que es diferenciable,

calcular su derivada y probar que f(x) > 0, para todo x > 0.

8.3.10 (Bernstein) Sea I C R un intervalo abiertoy f € C*({) tal que fD(x) >0, para
todon € Ny x € I. Entonces f € C“(1).

Indicacién: Tome a < x < ben Iy sea R,(x) = f(x) — Z;:é %(x —a)l.
Empleando el signo de las derivadas de f mostrar que f(b) > R,(b). Luego,
expresando a R,(x) como resto integral, y empleando que f" es mondtona
creciente, justificar por qué
(x—a) (
0<R,(x) < —= - 1) R, (D )— 1),
8.3.11 (%) Sea f : [a,b] — R continua. Por el Teorema [8.3| si x € (@, b) podemos
elegir &, € (a, b) tal que j; f(dt = f(&£0)(x — a). El objetivo de este ejercicio
es estudiar el comportamiento de £, como funcion de x.

f()

a) [67] Asuma que f es diferenciable en a y f’(a) = f](a) # 0. Entonces

m&—e -1

xoa x—a 2
Esto indica que cuando x — a, &, se aproxima al punto medio entre a y
x. Para demostrar este resultado use el Teorema de Taylor para escribir
f@® = f(a) + f'(@)(t — a) + e(t)(t — a), con €(t) — 0 sit — a. Integrando,
escriba [* f(0)dt = f(a)(x—a)+ L2 (x—a)* + [* e(t)(1 — a)dr. Evaluando
ent = &, en la primera ecuacién y empleando la definicion de &,, obtenga

X
, —-a -a "(a) €)1 — a)dt
F@ETS s gt L@ SO O
xX—a xX—a 2 (x—a)
Argumente por qué
T e(t)(t — a)dt -

1im M — 0, Iim G(fx)fx a — O,

x>a  (x—a)? x—a x—a
y deduzca el resultado.

b) [13]] Si f es k veces diferenciable en a, f(a) = f'(a) = --- = f* V(@) =0
y f®(a) # 0, empleando el mismo argumento que antes, demostrar que
&r—a 1

lim = .
xsa x—a  (k+ 1)k
Es posible obtener mas resultados en esta direccién para la versién mas general
del Teorema del valor medio para integrales, ver [122].
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8.4. Derivacion bajo el signo de integracion

En esta seccion desarrollamos una regla de cdlculo para derivar funciones defini-
das por integrales. Esta técnica recibe el nombre de regla de Leibniz para integrales
y resulta util para calcular integrales definidas, dando una alternativa donde los méto-
dos de integracion usuales no resultan efectivos. En este contexto la regla también
se conoce como el truco de Feynman en honor a R. Feynman quien se destacé por
el uso que le dio a esta regla para calcular integrales de considerable dificultad. La
extension de esta regla para integrales impropias serd tratada en la Seccién[9.5]

Teorema 8.8. Sea ¢ : [a, b] X [c,d] — R una funcion continua. Si definimos

b
¢ led =R g =J (s, 1),

a

entonces g es continua. Ademds, si % existe y es continua en [a, b] X [c, d], entonces
g es de clase C' en[c,d]y
b9
’ 14
(r) = J —(s, 1)ds.
g r (

Demostracion. La continuidad de g se deduce de la continuidad uniforme de ¢ sobre
el compacto [a, b] X [c, d], como en la demostracién del Teorema Ahora, si %—f es
continua alli, esta funcién también es uniformemente continua. Por tanto, dado € > 0,
existe 0 > 0 tal que si (s,1), (s",¢) € [a,b] X [c,d] y ||(s, 1) — (5", 1)|]2 < O, entonces

Op o0 . , ,
E(set)_a(s’t) <

€
2(b-a)

En particular, por el Teorema Fundamental del Célculo II, si O < [t —#| < dy
t,ty € [c, d], entonces

dp " (dp dyp el — 1o
1) = @(s,10) = —— (s, 10)(t — 1p)| = —— (8, 7) = —(s,10) |d7| < ,
‘<ﬁ(s ) — ¢(s,10) o (s, 0)( — 19) Jzo(é‘l (s,7) o (s,10) |dT 6—a)
para todo s € [a, b]. Asi, dividiendo por [t — fg| encontramos que
2(1) — g(t) Jb ¢ Jb (s, 1) = g(s,10) _ Dy e(b - a)
2 | (s, tp)ds| = — L — (5,1 |ds| <
—1 S ds =) —1o g (510 |ds| < T <€

Esto demuestra la férmula dada para g’(¢). La continuidad de g’ se deduce como en
la primera parte del enunciado. m|

Ejemplo 8.4.1. Es posible calcular la integral

a,b>0

/2 dt
Ha,b) = Jo (acos(t)? + bsin(r)?2)?’
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explicitamente aplicando el teorema anterior. Para ello considere la integral auxiliar

/2 dt
J(a,b) = .
(@,5) JO acos(£)? + b sin(r)?

Empleando el cambio de variable # = tan(¢) y la funcién arcotangente, ver Ejemplo
mas adelante, obtenemos el valor

7r/2 t 2 +o00 d
Ja, b) = J _see®” o J _du
o a-+ btan(r)? o a4+ bu?
_ 1J+°<> du _ arctan ((b/a)l/zu) o I
Cal)y 1+0laud (ab)!/2  2vab

Ahora, tomando las derivadas de J respecto a a y b, obtenemos las férmulas

oJ /2 cos(t)? 3 T

da L (@cost)2 + b2~ a2
oJ /2 sin(7)? 3 T

ob L (acos(?)? + bsin(t)?)? =  4a2p32

gracias al Teorema[8.8] Por tanto,
oJ oJ n ( 1 1 )

la,b)y=————-—= -+ —|.
@b == "o = ivag\a b
Note que el resultado confirma el valor I(a, @) = 5%, que es posible calcular directa-
mente de la definicién de 1.

Finalizamos estableciendo una férmula general para funciones definidas por inte-
grales. Su demostracion requiere la regla de la cadena en varias variables.

Teorema 8.9. Sea ¢ : [a, b] X [c,d] — R una funcion continua tal que %—f existe y es
continua en [a,b] X [c,d]. Si u,v : [c,d] — |a, b] son continuamente diferenciables
alli, entonces la funcion g(x) = f;gg @(t, x)dt es diferenciable en [c,d] y

v(x)

d (W 0y
— U o(t, x)dt) = p((x), XV (x) — e(u(x), x)u’(x) + J — (¢, x)dt.
dx Ox

u(x) u(x)

Demostracion. Considere la funcion
Z

F(x,y,2) = J @(t, x)dt,
y

donde a < y,z < by x € [c,d]. Laregla de Leibniz y el Teorema Fundamental
del Calculo implican que
oF

2 O OF OF
- — d - == —_— = .
P L 8x(t’ x)dt, N oy, x), 7 @(z, x)

Como g(x) = F(x,u(x),v(x)), la férmula se sigue de la regla de la cadena, Teorema
o
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Nota 8.4.1. En particular, si

g(x) = L o(x, 1)dt,

donde ¢ : [0,a] X I C R? 5 R, (r,t) — (1, t) es una funcién continua con derivada
parcial G /dr también continua, se verifica que g es diferenciable y

g'(x) = ¢(x, x) + r a—"p(x, fydt.
0 or

Esta férmula serd empleada en el Proyecto [12.4]

Ejercicios
8.4.1 Considere las funciones
X \2 1 =22 (P+1)
— - _
f(x) = (JO e dt) s g(X) = J() ﬁdl‘, x €R.

Muestre que f’(x) + g’(x) = 0, para todo x € R. Por tanto, f(x) + g(x) = 7.
Concluir que

+00 X
J‘ fﬁﬁ:lmljeﬂwmzlﬁ. (8.10)
0 X—+00 0 2
"n(1 + s7)

8.4.2 Considere I(s) = J dt, definida para s € [0, 1]. Escribir
0

2+1
1

I(1) - 1(0) = J I'(s)ds,

0

calcular la derivada interna con la regla de Leibniz e integrar explicitamente el
resultado para obtener el valor

Jl In(1 + t)dt _ 7r1n(2)‘

0 2 +1 8

8.4.3 Considere la funcién f(¢) = fg" !9 cos(t sin §)d6. Mostrar que 1f'(t) = 0, y
concluir que f es constante. Por tanto

2n
J €% cos(sin 0)do = f(1) = £(0) = 2.
0
Indicacién: calcule (%(e’ €0s0 sin(z sin 6)).
8.4.4 () Sea f € C®(a,b)cona <0 < by f(0) = 0. Demostrar que si g(x) = f(x)/x,
x # 0y g(0) = f'(0), entonces g € C*(a, b).

Indicacién: mostrar que f(x) = xf(l) f’(xs)ds. Una generalizacion de este re-
sultado se presenta en el Corolario[12.2]del Proyecto [12.4]
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8.5. Caracterizacion de integrabilidad

El objetivo de esta seccidn es dar una caracterizacién de integrabilidad en térmi-
nos de las discontinuidades de la funcién. El resultado se debe a H. Lebesgue y em-
plea la nocién de conjuntos de medida cero.

Para intervalos de la forma J = (a, b), [a, b), (a, D], [a, b], emplearemos la nota-
ciéon |J| = b — a para denotar su medida o longitud. Un tipo de funciones titiles para
expresar la longitud como una integral son las funciones caracteristicas. Si X # 0 es
un conjunto y A C X, la funcion caracteristica sobre A se define por

1, x€A,
IA(X)‘{ 0, xeX\A.

Para el caso X = R y para un intervalo J como antes se comprueba facilmente que

b
J 1;(0)dt = |J|. (8.11)
a

Note que solo consideramos esta nocién para conjuntos de esta naturaleza geomé-
trica sencilla. Otro caso posible es definir la longitud |U| de un abierto U de R, via el
Ejercicio[2.2.8] como la suma de las longitudes de los intervalos que lo conforman. El
problema general de determinar qué es la medida de un subconjunto de R se trata en
cursos mds avanzados junto con la teorfa de integracién de Lebesgue. Sin embargo,
la idea de medida cero se puede estudiar directamente.

Definicion 8.6 (Conjuntos de medida nula). Decimos que un conjunto A C R tiene
medida cero ¢ nula si para todo € > 0 existe una familia de intervalos abiertos {/; }xen+

tales que
AQU[k y Z|Ik|<6.
k=1 k=1

Si ademas la familia se puede escoger finita, se dice que A tiene contenido nulo.

Lema 8.2. Sea {A }} jen+ una familia contable de conjuntos de medida cero. Entonces
U321 Aj tiene medida cero.

Demostracion. Por hipotesis, dado € > 0y j € N podemos escoger una familia
{I;k}ken+ cuya unién contiene a A; y Z,‘:’:l I1;x] < €/2/. Entonces la familia de inter-
valos {1} jken+ €s contable, su union contiene a U;’;l Ay ademas

(o) (o8] E
NAEDILEE
jk=1 =1

Por tanto dicha unién tiene medida nula. O
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Ejemplo 8.5.1. Todo conjunto de un elemento {xy} tiene medida cero, pues basta
elegir el intervalo I = (e/2 — xg, xo + €/2) de longitud €. Gracias al lema anterior
vemos que cada conjunto numerable de R tiene medida cero, por ejemplo, el conjunto
de nimeros racionales Q satisface esta propiedad.

Ejemplo 8.5.2. El conjunto de Cantor C es un conjunto no contable de medida cero.
En efecto, recordando la notacion de la Secci(’)n sabemos que C = ﬂ:’zo I,,, donde
I, consistia de 2" intervalos cerrados de longitud 1/3". Asi, dado € > 0 y tomando
N € N tal que (2/3)" < ¢, llegamos a la conclusién deseada porque C C Iy.

El siguiente teorema se basa en la nocién de oscilacién de una funcién en un
punto, ver la Seccién [6.5]y es tomada de [128, Appendix 1.2]. Antes de enunciarlo
recordamos que denotamos por S el conjunto de discontinuidad de una funcion real.
Este conjunto se obtiene como unién de los conjuntos Ay, := {x € [a, b] : osc(f, x) >
€}, con € > 0, como en (6.8).

Teorema 8.10 (Lebesgue). Sea f : [a,b] — R acotada y S ¢ C [a, b] el conjunto de
puntos de discontinuidad de f. Entonces f es integrable si'y solo si S ; tiene medida
cero.

Demostracion. Asuma que Sy tiene medida cero. Dado € > 0, como Ay C Sy,
podemos elegir una familia de intervalos abiertos {I;}xen+ tales que Sy C U2, Ik
Y 2oy il < €. Por el Lema Ase C [a,b] es cerrado y por tanto compacto.
Asi, podemos elegir N > 1 tal que Are C I := U?’: , Ij. Luego, el complemento
[a,b] \ I de esta unién resulta ser compacto. Ademds, si z € [a,b] \ I, existe un
intervalo J; centrado en z tal que sup; i, pins. 1S (0) — f(s)| < €, porque z ¢ Age. Por
compacidad podemos elegir un nimero finito de estos intervalos, J;,,...,J;,, que
cubran a [a, b] \ I.

Si consideramos la particién P de [a, b] conformada por los puntos extremos de
los intervalos Iy, ..., Iy, J;, ..., J;,, obtenemos que

N
SP,f)—s(P,f) < 2MZ|Ij| +elb—a)<(2M + b - a)e,
j=1
donde |f(#)| £ M. Asi f satisface la condicién de Cauchy y por tanto es integrable.
Reciprocamente, si f es integrable en [a, b], como Sy = ;> | Af,1/s, gracias al
Lema es suficiente demostrar que cada Ay, tiene medida cero. Dado € > 0,
por integrabilidad sabemos que existe una particién P, = {ry,...,tn} de [a, D] tal
S(P, f)— s(P, f) < €/2n. Note que si I; = (tj_1,1;) interseca a Ay,1/,, entonces
Mj=m;= sup f(H)~ Mnf f(0)zsupf)~f f(1) 2 ose(f.x0) = 1/n,
t€j

reltjo1.t)] teltj1.t) tel;

para todo xo € I; N Ay 1/,. Esto muestra que

N

1 €

- > 1< > (Mj=mpAt; = S(P, f) = (P, f) < 5~

n |]|—. ( j m]) t; S(P, f) = s( ’f)<2n
{jZAf,l/nﬂijﬁ(D} j=1



8.5. Caracterizacion de integrabilidad 237

Estos intervalos cubren a A1/, salvo por algunos de los puntos extremos {fo, . .., x}.
Ademas su longitud suma a lo més €/2. Agregando los intervalos (¢; — m, tj +
m) por cada indice j necesario, obtenemos una coleccion finita de intervalos que
cubrena Ay, y cuyalongitud es menor a €. Por tanto A 1/, tiene medida cero, como
se debia mostrar. O

Ejemplo 8.5.3. Comprobamos en el Ejemplo que la funcién de Dirichlet 1g
no es integrable en ningtn intervalo [a, b]. Esta funcién es discontinua en todo punto
y ast Sig),, = l[a,b]. Como ningin intervalo tiene medida cero, Ejercicio
verificamos nuevamente que dicha funcién no es integrable.

Ejemplo 8.5.4. La Proposicién [8.4] demuestra que toda funcién f : [a,b] — R con-
tinua o mondtona es integrable. Esto también es consecuencia del teorema anterior,
porque en el primer caso Sy = 0, y en el segundo S ; es finito o contable, Teorema
En ambas situaciones S  tiene medida cero.

Ejemplo 8.5.5. El teorema anterior permite demostrar de manera alternativa el Teo-
rema y el Corolario [8.1| sobre composicién y producto de funciones integrables.
Si suponemos que f, g : [a, b] — R son integrables y ¢ es continua, note que

Sf.gQSfUSg, S(po‘fQSf.
Como lamedidade S sy S, es cero, lo mismo pasara con los anteriores subconjuntos.

Nota 8.5.1. La teorfa de integracion de Lebesgue se basa en la idea de integrar pri-
mero funciones de la forma 14, donde A C R es un conjunto medible. La integral de
14 corresponde a su medida. Note que es un caso particular de esta situacion.
Luego, el tipo de funciones que se consideran son aquellas que se pueden aproximar
por funciones simples, es decir, combinaciones lineales de la forma ZT: en Ajs don-
de los a; € Ry los conjuntos A; son disjuntos entre si. La integral de estas funciones
simples se extiende por linealidad. Finalmente, la integral de una funcién general f
se obtiene como limite de integrales de funciones simples que aproximan a f.

Para el caso de la integral de Riemann el tipo de conjuntos que aparecen son
solamente intervalos. De hecho, podemos comprobar la siguiente afirmacion.

Lema 8.3. Dados f € Rla,b] y € > 0, existe una funcion simple ¢ = Z’}zl mili )
con ¢(t) < f(¢), para todo t € [a, b] y tal que

< E.

b b
J f(t)dt—J e()dt

a

Demostracion. Como f es integrable, existe una particiéon P = {ty,...,t,} de [a, b]
tal que |f2 f(®)dt — s(P, f)| < e. Si definimos ¢(¢) = Z;le mjly;_,.1,)(t), donde m; =
infserr;_ .01 £(5), ¥ (ta) = f(#n), esta serd la funcion requerida. En efecto, se sigue de

(8.11) que [ @(r)dr = s(P, ) y ademds @(r) < f(#), para todo t € [, b]. O
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Terminamos esta seccién con una aplicacion del lema anterior, de importancia en
el Andlisis de Fourier.

Teorema 8.11 (Lema de Riemann-Lebesgue). Si f € R|a, b], entonces

lim J
X—+00

a

b b

f(@® cos(xt)dt = lim J f(@®) sin(xt)dt = 0.

X—+00 a
Demostracion. Primero mostramos que el resultado es valido para Z;f’zl @;ly;, donde
los I; C [a, b] son intervalos. Por linealidad basta con hacerlo para funciones del tipo

1;. Para fijar ideas supongamos que I = (c, d). Entonces

sin(xdc) — sin(xd)

X

-0 six—> +oo.

= = <

d
J cos(xt)dt

c

b 2
J 1,(2) cos(xt)dt :

a

Un calculo similar establece el otro limite. Ahora, dada f € Rl[a, b] arbitraria, tome
€ > 0. Por el lema anterior podemos tomar una funcién simple ¢ : [a,b] — R tal que

o) < f@O) y | £ty - <p(t)dt| < €/2. Por tanto,

b

b
J (f () — @(1)) cos(xt)dt + J (1) cos(xt)dt

a a

<

b
J f(®) cos(xt)dt

a

b
J () cos(xt)dt| < €/2 + €/2 = €

a

b
< J (f(O) = @(0) dt +

si x suficientemente grande para que

IZ o(t) cos(xt)dt‘ < €/2. El limite con sin(x?) se
demuestra de 1a misma forma. O

Ejercicios

8.5.1 Dado un conjunto X # 0y A,B C X, demostrar las siguientes propiedades
sobre funciones caracteristicas:
a) A C Bsiysolosila(x) < 1p(x), paratodo x € X.

b) 1aup(x) = 14(x) + 1p(x) — 14np(x), para todo x € X. En particular,
Laus(x) < 14(x) + 15(x) con igualdad cuando A N B = 0.

¢) SiAc UL, A, entonces 14(x) < B 14,(x), para todo x € X.

d) Si A = ;. A, es una unién disjunta, entonces 14(x) = 377 14,(x),
para todo x € X.

8.5.2 Suponga que [a, b] C Uj}lz | 1;, para ciertos intervalos abiertos /;. Entonces

N
b-a< ) Il
j=1
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853

854

855

8.5.6

8.5.7

8.5.8

859

Demostrar un resultado similar si [a, b] C U".‘; iy Z;’.‘;l 7| converge.

Indicacidn: si U C [c, d], tome la integral sobre [c, d] en la desigualdad
Ligp(x) < Z =1 1 Ij(x). Para el segundo caso, use la compacidad.
Comprobar que un intervalo (que no sea un punto) no tiene medida cero. Usar

esto para demostrar que si A C R tiene medida cero, entonces debe tener inte-
rior vacio.

Suponga que [a,b] = U U E es una unién disjunta, donde U = (J;”,(as, b,)
es una unién disjunta de intervalos abiertos tales que }.° b, —a, < b — a.
Demostrar que E no puede tener medida cero.

Considere un intervalo (a,b), 0 < L/2 < b — a y sea {ri}ren+ Una numeracion
de (a,b) N Q. Defina los intervalos

L L
Ik:(rk_m,k 2k+2 N(a,b), k>1

ysea U = ;. Ix C (a,b). Comprobar las siguientes afirmaciones:

a) U es abierto y es denso en (a, b).

b) Escriba, via el Ejercicio2.2.8] U = |, (ax, b,) como uni6n contable de
intervalos disjuntos. Si §,, = {k € N* : I C (ay, b,)}, entonces S, NS, =
Oparan #myN" =J> S,

¢) Mostrar que (an, by) = Ukes, Ir y por tanto la longitud de U satisface

(o)

1= 3h-as 3 Swi=Se 32 -4

n=1 keS,

Esta construccién demuestra que existe un abierto denso U C (a, b) con longi-
tud positiva y tan pequefia como se desee.

Sea f : [a,b] — R de tipo Lipschitz. Demostrar que si A C [a, b] tiene medida
cero, lo mismo es valido para f(A).

Mostrar que la funcién de Thomae, Ejemplo , es integrable y fé f(x)dx =
0.

Si A € R, demostrar que S|, = 0A es la frontera de A. Ahora, si A C [a, b]
concluir que 14 es integrable en [a, b] si y solo si 0A tiene medida cero.

Sea h € Rla, b]. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) [21h@n)ldt =0
b) h = 0 en todos sus puntos de continuidad.

¢) {x € [a, b] : h(x) # 0} tiene interior vacio.
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8.6. Algunas aplicaciones de la integral

En esta seccidn, que puede ser de cardcter opcional, incluimos algunos resultados
que han sido mencionados a lo largo del texto y que se pueden demostrar mediante el
uso de integrales. Entre ellos destacamos la construccidn del logaritmo, la desigual-
dad de Young y el célculo de la suma de algunas series. Otra aplicacién al cdlculo de
longitud de curvas serd tratada en el Proyecto[14.2]

Comenzamos con una versién mas general de la desigualdad de Young, que fue
tratada en el Ejercicio Las siguientes demostraciones son tomadas de [45]].

Lema 8.4. Sea f : [0,+00) — R una funcion continua, estrictamente creciente y tal
que f(0) =0y limy_ e f(x) = +00. Entonces

F(x) X
J f_l(s)ds + J f(s)ds = xf(x), paratodo x > 0.
0 0

Demostracion. Las hipétesis sobre f implican que f~' : [0, +c0) — R estd bien
definida, es estrictamente creciente, continua y £~'(0) = 0. Definiendo la funcién

X f(x)
F(x) = J f(s)ds + J N (s)ds — xf(x),
0 0

demostraremos que F' es diferenciable y F’ = 0. Como F(0) = 0, se sigue que F =0
como se requiere. Consideramos dos casos:

1. Sih > 0, escribimos

x+h f(x+h)

F(x+h)— F(x) = J |7 (s) - x| ds.
(x)

X

/()= fx+ )] ds + L

Como fy f~! son crecientes obtenemos

x+h

f (x+h)
@ = s lds+ [ [ e - s

fx)

F(x+h)-F(x) ZJ

= —h(f(x+h) = f(x)).

Ademas

x+h

S (x+h)
F(x +h) — F(x) sJ |7 (e + ) = x| ds
(x)

X

[f(x+h)—f(x+h)]ds+Jf

= h(f(x+h) = f(x)).

2. Si h < 0, escribimos

X

f(x)
b= golas+ | [e=ro)]as
f(x+h)
Argumentando igual que antes vemos que F(x+h)—F(x) > —h(f(x+h)— f(x))
yF(x+h)—F(x) < h(f(x+h) - f(x).

F(x+h)—-F(x) :J

x+h
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Ambos casos demuestran que

F(x+h)—F(x)
h

—If(x+h) = fO)l < < |fle+h) = fol,

para h # 0. La férmula F’(x) = 0 se sigue de hacer 2 — 0 en estas desigualdades y
de la continuidad de f en x, argumento que concluye la demostracién. Vale la pena
notar que estas consideraciones son necesarias porque f no se asume diferenciable,
y por tanto la diferenciabilidad de F no se puede garantizar a priori. O

Teorema 8.12 (Desigualdad de Young). 1. Sea f : [0,+00) — R continua, es-
trictamente creciente tal que f(0) = 0y limy_;0 f(x) = +00. Si a,b > 0,
entonces

a b
ab < J f(s)ds + J FN(s)ds.
0 0
La igualdad es vdlida si y solo si b = f(a).
2. Sia,b>0yp,q>1sontales que 1/p+ 1/q =1, entonces

P pa
absa—+—.
p q

La igualdad es vdlida si y solo si a? = b1.

Demostracion. La desigualdad requerida es A(a, b) > 0, donde

a b
A(a,b) = L f(s$)ds + L f_l(s)ds — ab.

El lema anterior demuestra que A(a, f(a)) = 0, asi que basta con comprobar que
A(a, b) > A(a, f(a)), con igualdad si y solo si b = f(a). Para ello consideramos dos
casos. Primero, si f(a) < b, note que f(a) < s < b implica que a = 1 (fa) <
f71(s) < f~'(b). Por tanto, f~!(s) — a es una funcién continua, positiva y estricta-
mente creciente. Como

b
A(a,b) — A(a, f(a)) = J (f(-a)ds=0
fla)

la igualdad se obtiene si y solo si b = f(a), via el Ejercicio En el segundo caso
b < f(a). Aqui escribiendo

f(@)
Ala, b) ~ Aa, f(a)) = J (a=r)ds=0
b
y usando que a — f~!(s) es continua, positiva y estrictamente decreciente llegamos a
la misma conclusién. Esto demuestra (1). Finalmente (2) se sigue de (1) empleando
[y =5y fTs) =570 O
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La interpretacién geométrica de este teorema se visualiza en la Figura|S.1

8 oy

Jo f(x)dx

Figura 8.1: Interpretacién geométrica de la desigualdad de Young.

Nota 8.6.1. La hipétesis lim,_, o f(x) = +0o se impone para asegurar que el dominio
de f‘l sea de nuevo el intervalo [0, +0c0). Si asumimos que lim,_, . f(x) es finito o
que f : [0,c] — R estd definida en un intervalo finito, los resultados anteriores se
mantienen, simplemente restringiendo a al dominio de f y b al dominio de f~'.

Continuamos ahora con las desigualdades de Holder dadas por el matemético
aleméan Otto Holder (1859-1937), tanto en su version discreta como continua.

Proposicion 8.8 (Desigualdades de Holder). Sean p,q > 1 tales que 1/p + 1/q = 1.

1 Six=(x1,..., %),y =01,...,Yd) € R4, entonces

/q

d d ey !
A DT DT (8.12)
j=1 j=1 =1
De forma equivalente, | {x,y) | < |lx||,|lyll;-
2. Si f,g :la,b] — R son integrables, entonces

b b Up (b 1/q
J FOg(ldi < U If(t)lpdt] U |g(r>|‘fdr) .

a a

El caso p = q = 2 es la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales.
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Demostracion. Para (1) es suficiente demostrar la desigualdad parax # Oy y # 0.
Bajo esta hipotesis, aplicando la desigualdad de Young para a = |x/|lxll, y b =
lvel/llyllg» & = 1,...,d y sumando las d desigualdades obtenidas se llega al resultado.

Para (2) empleamos la misma idea. Asumiendo que A = fs lf(HPldt >0y B =
J 2 lg(®)?|dt > 0, la desigualdad de Young muestra que

lf(DgOI/AB < [f(DIP /AP + |g(n)]?/B1.

Integrando sobre [a, b] y simplificando se obtiene la desigualdad requerida. Si A = 0
o B = 0, la desigualdad se verifica trivialmente, ver Ejercicio[8.5.9] O

Nota 8.6.2. La desigualdad de Holder permite dar otra demostracion de la desigual-
dad de Minkowski, Proposicion [2.2] Escribiendo

(el + iDP = el + Ly D" + Iyl + Ly hP Y,

y sumando sobre j = 1,...,d se obtiene
d d d
DU+ = bl + LD+ > Iyl + Ly
j=1 j=1 j=1

Al aplicar (8.12)) a cada suma de la derecha y simplificando se llega al resultado.

Ejemplo 8.6.1 (La funcién logaritmo). El logaritmo natural de x se define por

*dt
In(x) := J - x> 0. (8.13)
1
Si0 < x < 1 seentiende que In(x) = — fl dt/ty por tanto In(x) < 0 en dicho intervalo.

Por otra parte, In(x) > 0si x > 1 y In(1) = 0. El primer Teorema Fundamental del

Célculo demuestra que In(x) es diferenciable y
d 1
— =—.
dx( n(x)) P

Como 1/x € C*(0, +o0) vemos que In(x) es infinitas veces diferenciable alli. Ademas,
como su derivada es positiva, la funcién es estrictamente creciente en (0, +00). Entre
sus propiedades fundamentales destacamos que

In(xy) = In(x) + In(y), para todo x,y > 0. (8.14)

Demostramos solo el caso y > 1 en (8.14), siendo los demas muy similares. Como
x < xy, la propiedad se sigue de

Xy X Xy y
ln(xy)=J d :J ﬂ+J di =1n(x)+J ds = In(x) + In(),
1! 1t x ! 1S

donde en la dltima integral empleamos el cambio de variable t = xs.
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Note que en particular,
In(1/x) = —In(x), x> 0.

La férmula demuestra que In(x") = nln(x), para x > 0y n € N. Co-
mo x"x™" = 1, tomando logaritmos vemos que 7 In(x) + In(x™) = In(1) = 0 y asi
In(x™) = (-n)In(x). Ademds, para p/q € Q tenemos que qln(xp/q) = In(xP) =
pIn(x) y por tanto In(xP/?) = (p/q) In(x). Por tanto,

In(x") = rin(x),

para x > 0y r € Q. En particular, In(2") = nln(2) y In(2™) = (-n)In(2). Esto
demuestra que In(x) no estd acotada ni inferior ni superiormente en (0, +c0). Como
ella es estrictamente creciente esto demuestra que In : (0, +o0) — R es biyectiva y
lim In(x) = —c0, Iim In(x) = +oo.
x—0" X—+00
Podemos establecer mas limites de esta naturaleza. Por ejemplo, si x > 1 por el
Teorema del valor medio para derivadas sabemos que In(x) = In(x)—In(1) = (x—1)/&,
para cierto 1 < &, < x. Por tanto, In(x) < x si x > 1. Ahora, dado r € Q con r > 0,
si tomamos 0 < ry < r como rgIn(x) = In(x®) < x™, deducimos que In(x)/x" <
1/rox"™"°, y en particular
. In(x)
lim =

x—+o00  xT

0. (8.15)

Ejemplo 8.6.2 (Funciones exponenciales). Otra aplicacion del logaritmo es dar una
definicién sistematica de a*, para a > 0y x € R. Note que desde un punto de vista
fundacional hasta el momento solo hemos definido este valor cuando x = p/q € Q,
g > 0,viael Teorema aP!? = (a'/9)?, donde a'/? existe gracias a dicho resultado.

Como In : (0, +00) — R es biyectiva, posee una funcién inversa E : R — (0, +00).
Asi obtenemos que E(0) = E(In(1)) = 1 y larelacién (8.14)) se expresa como

E(x+y) = EQE®Y), xyeR. (8.16)

En particular, E(—x)E(x) = E(0) = 1 y E(—x) = 1/E(x). En particular, E(n) = E(1)"
sin € Z. Ademas E(p/q)? = E(p) = E(1)” si p/q € Qy por tanto E(p/q) = E(1)P/4.
Esto indicaria que E(x) puede dar sentido a la expresién E(1)*, con x € R\ Q.

Como la derivada de In(x) siempre es positiva los ejercicios[7.1.9]y[7.3.3|demues-
tran que E también es diferenciable y su derivada se calcula por la regla

E’(In(0)) - % =1, esdecir E'(x)=E(x),

donde x = In(#) € R. Por supuesto, E(x) no es otra que la funcién exponencial cldsica
¢*, introducida en el Ejemplo Asumiendo que %C(ex) = ¢*, podemos demostrar
esto notando que y(x) = E(x) — e* satisface la ecuacién diferencial

Y (x) =y(x), y(0)=0.
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Por tanto, d—‘i(E(—x)y) = —E'(—x)y(x) + E(=x)y’(x) = 0, es decir E(—x)y(x) es cons-
tante. Al evaluar en x = 0 concluimos que y(x) = 0, para todo x € R. En conclusién

E(x) = €%, xeR.

En particular, E(1) = e y la ecuacién (8.16) no es otra que (5.13)). Por tanto, ¢* cobra
el sentido de elevar e a la potencia x € R. En general, sia > 0y x € R se define

at = ex-ln(a) )

Aligual que antes, a”/4 coincidir4 con su definicién a través del Teorema Ademas
a™?Y = a*a® y a* = 1/a*. Es inmediato comprobar que esta funcién es infinitas
veces diferenciable y %(ax) = In(a)a*. Analizando el signo de la derivada, si a > 1,
entonces a* es creciente y si 0 < a < 1 la funcién es decreciente. Finalmente, como
la funcién es continua tenemos la siguiente regla de calculo:

six, — x, entonces a™ — a* cuando n — +oo.

Por supuesto también tenemos los limites 1im,_, 1o @* = +00 y lim,_,_,a* = 0 si
a > 1.Para 0 < a < 1 los valores de estos limites se intercambian. Finalmente,
podemos extender el limite de la siguiente manera: si @ € Ry b > 0, entonces

1 a
lim n(’z) - 0. (8.17)
X—+00 X

Los argumentos son similares al anterior ejemplo y se dejan al lector.

Ejemplo 8.6.3 (La constante de Euler-Mascheroni). Consideremos la sucesién
1 1
Dy=1+=-+-+—-—-—In(n+1),
2 n

que geométricamente representa la diferencia entre el area de rectingulos de base 1
yaltura1/j, j=1,...,ny el drea bajo la curva f(x) = 1/x, ver la Figura[8.2]

f=1/x

Figura 8.2: La constante de Euler-Mascheroni.
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Empleando las propiedades del logaritmo podemos escribir la diferencia como

1 n+2 1 1
D,.1—-D, = —1In = —In{1+ .
n+1 n+1 n+1 n+1

Gracias a las desigualdades

2
x—%sln(1+x)£x, x>0, (8.18)

1

aplicadas en la forma 0 < x — In(1 + x) < x%/2 al valor x = -3

obtenemos que

0<Dpy-Dy < ———— < —.
m T = om0 22

Por tanto, la sucesion {D, },en+ €s creciente y por el criterio de comparacién aplicado
a la serie telescopica ), ° | (Dpy1 — D,), ella converge. Su limite se conoce como la
constante de Euler-Mascheroni y se denota por

n—+oco n—+oo

1 1 1 1
y=1lml+-+---+—=In(r)= lim 1+ -+---+—-—-In(n+1).
2 n 2 n

La tdltima igualdad se sigue de que In(n + 1) — In(n) = In(1 + 1/n) - 0sin — +co.
Su definicién no permite aproximar de forma rapida su valor. De hecho, en [[145]]

se demuestra que

1
<D,-v<—,
Xn+1) STV S,
es decir, la tasa de convergencia es proporcional a 1/a. Para demostrar estas desigual-
dades argumentaremos de forma geométrica como en la referencia original. Sea R,
la region pseudotriangular acotada por y = 1/x y la recta horizontal y = 1/(n + 1)

desde x = n hasta x = n + 1. Por tanto,

n+1
. dt 1 1
A Ry) = ———=1 +1)-1 -—.
rea(Ru) L t n+1 n(n + 1) = In(m) n+1

Observe ahora que ZZ;’Z Ry = D, — Dy j41 y por tanto, haciendo j — +oo,

D,—-vy= Z Area(Ry).
k=n

Por una parte, gracias a la concavidad de la funcién y = 1/x, R, estd contenido
en el tridngulo A, de la Figura M Asi Area(R,) < Area(A,) = %(% - ﬁ) y por
tanto D, —y < 272 % (% - k%) = 1/(2n). Otra forma geométrica de interpretar esta
desigualdad es desplazar horizontalmente todas las regiones Ry, kK > n a la region

n<x<n+1.
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f)=1/x

Ry

Ryt

n n+1 n+2

Figura 8.3: El tridngulo A, y la regién R,,.

Para la desigualdad restante, acotamos inferiormente el drea de R, por la del
tridngulo 7, que conecta los puntos (n+ 1, nlﬁ) y (n+2, nlﬁ) y con base sobre n+ 1 <
x < n+ 2. Se sigue que

. . 1 1 1
Area(R A == -
rea(R,) > Area(t,) 5 (n 1 2) s

desplazando 7, a lo largo de su diagonal hasta situarlo con base sobre n < x <
n + 1 como en la Figura[8.4] De nuevo, sumando estos valores llegamos al resultado
deseado. Para otro ejemplo de andlisis geométrico de otras sucesiones que convergen
ay, ver [43].

fx)=1/x

Tn

n n+1 n+2

Figura 8.4: El triangulo 7,,.
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Ejemplo 8.6.4. [79] Partiendo de la identidad

2n 2n+1
1+

>k =

e 1+x

si integramos de 0 a 1 y luego tomamos n — +co obtendremos que

11 1 o EDF M dx
1_§+§_Z+"'_Z _Ll+x_1n(2).

1 ,2n+2 1 .
En efecto, note que 0 < [, %dx < [ox*2dx = 5= — O0sin > +co. De la

2n+3
misma forma, de la igualdad

2,
n ' ok 1+x4n+2
QD= 1+
k=0

se obtiene que

© 1Nk 1
1_l+l_l+...zz( D :J dx__=n
375 7 £ o l+x2 4

El valor de la integral serd justificado en la siguiente seccidn, Ejercicio|8.7.4

La dltima aplicacién que incluimos en esta seccién es la demostracion de la
férmula de Stirling dada en el Ejemplo[4.2.5]

Ejemplo 8.6.5 (La férmula de Stirling y las integrales de Wallis). Considere la suce-
sién u, = In(n!) — (n + %) In(n) + n, cuyas diferencias vienen dadas por

1 n+1
Upe1 — U, =1—|n+=]In .
2 n

Esta diferencia es comparable con 1/n* porque

o I=(f+3)n@+0  x—(1+3)n+x 1
x—0* x2 x—0* x3 B 12’

donde aplicamos la regla de L’Hopital dos veces para llegar al resultado. Por el cri-
terio de paso al limite, la serie Z;":l (u,+1 — u,) converge absolutamente y por tanto
lim,,_, oo u,, = c existe. Si ponemos C = e, podemos escribir
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Para determinar el valor de este limite empleamos las integrales de Wallis

/2
1, = J cos(x)"dx, n €N, (8.19)
0

Note que Iy = 7, I; = 1y aplicando integracion por partes,

/2
Ly = (n + 1)J cos(x)" sin(x)2dx = (n + 1)U, — I42).
0

Por tanto,

n+1 2n-1)---1 2n)! w© 7w _ (2n
Lo = ——1I,, y Iy = Io = 22247 820
T YR Q)2 YT (@n)---222 2 (n) (8.20)

La recurrencia también implica que (n + 1)I,1,,;| es independiente de n y asi

T
(n+ Dlylyy = oy = 5

Por otra parte, si x € [0,71/2], cos(x)"™! < cos(x)" y entonces I+ < I,. Combi-
nando estas desigualdades con la recurrencia anterior obtenemos

+1 1 I
BTl o, yasi lim 2L =1
n+2 I, n—+oo [,
Este limite demuestra que
n 12 T
lim nl, = lim “n+ DL | = 4/=. (8.21)
n—+oo n—+oco\n + 1 ]n+1 2

Finalmente, tomando el limite de la subsucesiéon V2nl,, y simplificando obtenemos

=, (8.22)

Esto demuestra que C = V2x. En conclusion,

n!

Vn(n/ey

=" —-e=C= V2, sin— +oo,

que es precisamente la férmula de Stirling.
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Ejercicios
8.6.1 El objetivo de este ejercicio es demostrar que si 1 < r < r/, entonces
[xll» < [lx]l, < d%_r*l'llxllr/, para todo x € RY. (8.23)

a) Parala primera desigualdad, basta suponer que x # 0. Tome y; = [xg|/||x||,-.
Entonces y; < 1y por tanto y,’; < ¥;- Sume estas desigualdades para con-
cluir que [lx]l,r < [lxl],-

b) Demuestre la segunda desigualdad en (8.23)) aplicando (8.12) para los
valores |x;", [yl =1y p=1r/r.

c) Plantear y demostrar desigualdades semejantes para una funcién integra-
ble f : [a,b] — R.

In(1 +
8.6.2 Demostrar las desigualdades en (8.18]). Deducir que lfn(l) I +x) = 1. Ademas
xX— X

aplicar este limite para deducir directamente que

In(1 1y
E(l):lﬁ%E(u): lim(1 + x)'/* = 1Iim (1+-) e
x— X

x—0 n—-+oo n

8.6.3 [51]] Sea {a,},en+ una sucesidn estrictamente creciente de nimeros positivos
tal que lim,,—+ ap+1/a, = 1. Entonces

an

, Apy1 | 1=
Iim =e.
n—+oo a,

Note que esto generaliza el Teorema sobre el ndmero e tomando a, = n.
Indicacion: aplicar el Teorema del valor medio para acotar
ap+1 — A 1 —dp

a
2 < In(ane1) — In(a,) < =
an+1 ay

8.6.4 Emplear el mismo razonamiento que en el Ejemplo para demostrar que

(o8]

-k dr
Z D J con A4 > 0. En particular,

= -,
e Ak +1 0 1+¢
0 (_l)k 1 -1
Z T = L ma’t, para enteros p,q > 0.
k=0

Nota 8.6.3. Estas integrales se pueden expresar en términos de la funcién di-

gamma ¥, Ejemplo gracias al Ejercicio del Proyecto Para

valores racionales de A, se pueden calcular explicitamente gracias a la Propo-

sicién del Proyecto [I3.1]
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8.6.5 a) [24] Emplear la integral f(l)(l NtP~lde = b(b Ty con b > (0 para escribir

1 a—l 2 ... 2n
Z(a+2j)(a+2j+1) J(l NN+ 2+ + 2Nde

1 a-1 2n+2
t 1-1¢
= J ¥dr
0 1+1¢

Hacer n — +oo y justifica por qué se sigue que

1 lta—l
= dt, > 0.
jz(;(a/+2j)(a+2j+1) J01+t N
Tomar @ = 1 y @ = 1/2 para concluir que
1 1 1
cee = In(2
123456 n(2).
1 1 1 1 172 1 I
coo= = | ——dt= = arctan(t'/?)| ==.
13757 911" 4J1+ 5 arctan(to) = g

b) Usar que % f(l)(l — 0% ldt = m con b > ( para demostrar que

a > 0.

1 1 — )}
J #dt
0

(a+3n)(a/+3n+1)(a/+3n+2) 2! 1+1t+12

c) (Cémo se generalizan estas formulas para la serie de reciprocos con k
factores consecutivos?

8.6.6 Sea f : [0,1] — R continuamente diferenciable tal que f(0) = 0. Use la
desigualdad de Cauchy-Schwarz para demostrar que

1 1/2
swvws&fwﬂ :

x€[0,1]

8.6.7 Decimos que una curvay = (fi,...,f1) : la,b] — R es integrable en [a, b]
si cada f; lo es alli. En este caso se define la integral de y sobre [a, b] por

componentes como fz y(tdt = ( J s fidt, ..., fZ fd(t)dt). Empleando la de-

sigualdad de Holder para sumas, demostrar que

b
< [ @l sip>1.
a
p

b
J y(t)dt

Los casos p = 1 y p = 400 son inmediatos.
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8.6.8 Emplear la constante de Euler-Mascheroni y para comprobar los limites

1 1 1 1 0%
Hm 1+ = +—+-- — ~In(n) =In(2) + £
nl)IPoo+3+5+ +2n_1 2n(n) n()+2,
1 1 1 1
Iiml--+—-+4+--+4+4 —— — — =1n(2).
dm =gyt Ty T, T @

8.6.9 [22] Comprobar que las desigualdades del Ejercicio equivalen a

1/n 1/n

_°c
(n+1)/n

e

1/n(n+1)
< <
¢ y (n + )/n

Siyn:1+%+---+ﬁ—ln(n):ln(%%---r‘%—":ll),muestreque

112 ,1/23 ..e‘/"(”“)) -

0 <¥n <¥n+1 <In(e P

Esto demuestra de forma alternativa que y = lim,— ;. v, €Xiste.

8.6.10 Demostrar que las integrales de Wallis verifican las siguientes identidades:

/2 . 2n.,,12
(@) I, = ['" sin(x)"dx, I = 27n!
(b) 2n+1 (21’1 I 1)‘ .

8.6.11 [40] (Otra demostracién de £(2) = n2/6) Considere las integrales A, = I, y
/2
B, = J 2 cos()?dt.
0

a) Integrar por partes dos veces en A, para introducir el factor x> y demostrar
que A, = 2n— D)nB,_| — 2n’B,,.

b) Dividir por n’A, la igualdad anterior y emplear (8.20) para obtener que
1 2B, 2B,

l’l2 An—l An )

¢) Mostrar que

Ao A, 6 A,

Z”: 1 2By 2B, n* 2B,
== =

=k

d) Emplear la desigualdad de Jordan (5.20) para acotar

m\2 (72 ) ) 2 A
B, <|= in(t H*dt = ——"—.
”—(2) Jo sin(e)” cos(r) 42+ 1)

Hacer n — +o00 en (c¢) para concluir que {(2) = /6.
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8.6.12 (%) Completar el siguiente argumento para demostrar que
> pzinny) -1, yz2,
p<y

donde la suma se extiende sobre todos los niimeros primos p < y. En particular,
la serie arménica de los primos }’ ,cp 1/p diverge.

(a) Mostrar que e > (1-x)"", para0 < x < 1/2.

(b) Fijey >2,ysea N, ={n €N : nestd compuesto solo de primos p < y}.

Entonces
l_l 1 3 (1 N 1 N 1 N ) 1
_ -1 PULESC ISR e
by LD p p-p ner, "

WL n(y]+1) > Iny. Como (1,2, ..., yJ} €

l_l ! — > Iny.

poy 1 7P

bl 1
(c) Demostrarque 3~ = > |
N, concluir que

(d) Tome x = 1/p en (a) y aplique el logaritmo a ambos lados de la desigual-
dad anterior para concluir que

Z 119 + Zl% > In(Iny),

p<y Py
Como 37, n]—z > Y p<y #, se sigue el resultado.

Nota 8.6.4. Mas aun, el Teorema de Mertens asegura que

M=lim > 1/p—In(nn) =y+ > (1/p+In(1-1/p))
e psn peP
converge. Este valor M =~ 0.261497212847 se conoce como la constante de
Meissel-Mertens. El lector puede consultar [62), p. 466] para la demostracion.

8.7. Integrales impropias

En esta seccién estudiaremos una forma natural de extender la integral de Rie-
mann al caso funciones o intervalos no acotados. La idea bésica es calcular limites de
integrales usuales cuando la variable se aproxima al punto singular. Ademds veremos
algunos criterios para convergencia, andlogos al caso de series numéricas.

Sea I € R un intervalo. Diremos que una funcién f : I — R es localmente
integrable en [ si es integrable sobre cada intervalo cerrado [c,d] C I.

Durante esta seccidn nos enfocaremos en intervalos de la forma [a,b) cona < by
b € RU {+co}. Entonces que f sea localmente integrable alli significa que lo es sobre
cada [a, x], para todo x € (a, b). Para otros intervalos se trabaja de forma similar.
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Definicion 8.7. Si f : [a,b) — R es localmente integrable, decimos que f es inte-
grable en el sentido impropio en [a, b) si

X
Iim J f(t)dt existe y es finito.
x—-b~ J,
El valor de este limite se conoce como la integral impropia de f sobre [a,b). Es
comun denotar este valor por el mismo simbolo que antes, fz f(®dt. Note que por

definicion, si f z f(t)dt existe, entonces

b
lim J f(®dt = 0.
x—-b~ |y
En el caso de intervalos de la forma (a, b] cona < by a € RU{—c0}, la definicién
anterior se modifica para requerir la existencia del limite

b
lim J f(dt.
x—a* |,
Para el caso f : (a,b) — R basta pedir la existencia de ¢ € (a, b) tal que f sea
integrable en el sentido impropio en (a,c] y [c, b) y se define fs f(ndt = _f; f(Hdt +
ff f(®)dt. Es inmediato comprobar que este valor no depende del punto c elegido. Asi
por ejemplo una integral sobre R = (—co, +00) se entiende como

—00 X

0
St + lim r f(n)dt,
—=00 J

como dos limites separados. Finalmente, si f : (a,b) — R estd definida salvo quizds
en un nimero finito de puntos a = ay < a; < -+ < dp—1 < dp = b y asumimos que f
es localmente integrable en cada intervalo (a;_1, a;), decimos que f es integrable en
el sentido impropios sobre (a, b) si lo es en cada uno de dichos subintervalos. En este
caso se define [, f(ndr = 31 o f(0a.

Antes de continuar veamos que para el caso de funciones acotadas definidas sobre
intervalos acotados, la definicién anterior coincide con la integral usual.

Proposicion 8.9. Sea f : [a,b) — R acotada y localmente integrable. Entonces f
es integrable en el sentido impropio alli. Ademds, si se extiende f a f : [a,b] = R
definiendo f(b) € R arbitrariamente, entonces f es integrable sobre [a,b]y

b .
J f(ndt = HIBJ f(n)dt.

Demostracion. Sea M > 0 con |f(f)] < M parat € [a, b]. Dado € > 0 elija ¢ € (a,b)
con M(b —¢c) < €/4. Como f es integrable en [a, c], existe una particién P de este
intervalo tal que S (P, f) — s(P, f) < €/2. Entonces Q = P U {b} es una particién de
[a, b] tal que

SO, f)—s(0,f)<2MbB-c)+S(P.f)—s(P,f)+(b—c) <e.
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Por el criterio de Cauchy, f es integrable en [a, b]. Finalmente, si x € (a, b) entonces

b X b
mem—qumtzjjbmthw—xyeo six—> b,

como S€ requerl’a. O

Destacamos las siguientes propiedades bésicas de integracién que se extienden de
manera inmediata para integrales impropias. Las enunciamos para el intervalo [a, b),
siendo las modificaciones para el caso (a, b] evidentes.

Proposicion 8.10. Sean f,g : [a,b) — R funciones.

1. (Linealidad) Si f, g son integrables en el sentido impropio, también lo es af +
Bgy

b b b
J af(t) + Bg(ndt = on f()dt +/3J g(ndt.

2. Si F'(t) = f(t) parat € [a, b), entonces f es integrable en el sentido impropio
alli si y solo si lim,_,,- F(¢) existe. En este caso

b
Jf@m:F?FM—FM)

a

3. (Integracion por partes) Sean f, g diferenciables en [a, b) con derivada local-
mente integrable alli. Asuma que lim,_,- f(t)g(t) existe. Entonces IZ f(Hg(t)dt

converge siy solo si fﬁ f()g’'(t)dt converge y se tiene la relacion

b

b
vammm=ggﬂ%m—ﬂmgm—megma

a a

La regla de cambio de variable también es vélida para integrales impropias. De-
jamos los detalles al lector.

Nota 8.7.1. Un caso particular del teorema anterior para antiderivadas es cuando
F : [a, +c0) es diferenciable y lim,, . F(f) = 0. Entonces tenemos que

+00
F(t) = —J F'(s)ds, x> a.
t
Una férmula andloga se verifica para funciones definidas en intervalos de la forma
(=00, b].

Para el caso de funciones no-negativas tenemos criterios de convergencia y anélo-
gos al caso de series numéricas de términos no-negativos.
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Proposicion 8.11. Sean f, g : [a,b) — R localmente integrables.

1. Si f(x) > 0, para todo x, entonces f es integrable en el sentido impropio en
[a, b) siy solo si F(x) = f; f(t)dt es acotada en [a, b).

2. (Criterio de comparacion) Si existe ¢ € (a,b) tal que 0 < f(x) < g(x), para
x € (c,b)ysi IZ g()dt converge, entonces fu f(®)dt converge.

3. (Paso al limite) Asuma que existe ¢ € (a, b) tal que f(x) > 0y g(x) > 0 para
x € (¢, b). Silimy_p- f(x)/g(x) =L >0, IZ g()dt converge siy solo si IZ f(Hdt
converge.

Demostracion. Para (1) observe que F' es mondtona creciente. Por tanto, el resultado
es consecuencia del Teorema Para (2) como ff f® < G = ff g(t)dt para

x € (¢, b), si fﬁ g(dt converge, (1) muestra que G(¢) es acotada, de donde se deduce

la convergencia de ﬁ’ f(@) y por tanto de fs f(®). (3) es consecuencia de (2) de la
misma forma que el Corolario es consecuencia del criterio de comparacién para
series. m|

Continuando con funciones no-negativas, tenemos la siguiente propiedad que es-
tablece la posibilidad de estudiar la convergencia de una integral impropia a través de
series.

Proposicion 8.12. Sea f : [a,b) — R no negativa y localmente integrable. La in-
tegral impropia f z f(0)dt converge si y solo si existe una sucesion {x,},en+ en la, b)
creciente con x, — b tal que la serie numérica

Xn+1
Z J f()dt converge.

n=1**n

En este caso, si {y,}nen+ es una sucesion en [a, b) creciente con y, — b se verifica
que

b 1 b n+1
J fydt = J) fOdt + Zr Fdt.

a n=1 Yn

Demostracion. Por la proposicion anterior, f es integrable en el sentido impropio en
[a,b) siy solo si F(x) = fz f(t)dt es acotada alli. Como F' es mondnota creciente,
ella serd acotada si y solo si limy_, o F(xy) existe y es finito, para alguna sucesion
{xn}nen+ como en el enunciado. El resultado se sigue de notar que

Xn+1

X1 N-1
J f(t)dt + Z J F(0dt = F(xy).

a n=1**n
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Finalmente, discutimos brevemente el caso de convergencia absoluta de inte-
grales. Si f : [a,b) — R es localmente integrable alli, también lo serd |f|. Decimos
que f es absolutamente integrable (en el sentido impropio) en [a, b) si la integral
J z | f(#)|dt converge. Para mostrar que la convergencia absoluta implica convergencia
haremos uso del siguiente criterio de Cauchy.

Lema 8.5. Sea f : [a,b) — R localmente integrable. Entonces | 2 f(®)dt converge si
v solo si para todo € > 0 existe ¢ € (a, b) tal que para todos ¢ < x <y se verifica que

|2 f(nydt| < e.

Demostracion. En términos de la funcién F(x) = fz f(t)dt, la condicién dada nos
dice que para todo € > O existe c = b — 6 € (a,b) tal que |F(y) — F(x)| < € para
todo x,y € (b — 6,b). Para el caso b € R reconocemos esta condicién como un caso
particular de la dada en la Proposicién[6.3]sobre existencia de limites de aplicaciones
con valores en espacios completos. De alli se sigue el resultado. Para el caso b = +co
se aplican las mismas ideas que en la dicha proposicién. O

Proposicion 8.13. Si f : [a,b) — R es absolutamente integrable (en el sentido
. . b .
impropio) en [a, b), entonces | . J(Ddt converge y ademds

b
< J |f(®ldt.

a

b
J f(t)dt

a

Demostracion. Si IZ |f(1)|dt existe, se verifica que

y
J f(odt

y
< J |f(0ldt, paratodoa <x<y<b.
X

Por tanto, la condicion de Cauchy es valida para f'y fZ f(t)dt converge. Finalmente,
por la Proposici(’)n sabemos que HZ f(t)dt| < f;c |f(1)|dt, para todo x € [a,b). La
desigualdad se sigue al hacer x — b™. O

Concluimos esta seccidn con varios ejemplos de integrales cldsicas, incluyendo
la funcién arcotangente y la integral de Dirichlet.

Ejemplo 8.7.1. Considere la funcién f(x) = 1/x% cona # 1y x > 0. Entonces

1
Ydar 1@ 1 I oo, a>1,
T T =1 ,
ot —a|, —a 0t1l-«a = @<l
v gp gl |77 - 1 L oa>1
— = = lim - =l ’
A l—al tot0 ]l —a 11—« 400, a< 1.

Para o = 1 ambas integrales divergen porque f(l) dt/t = ln(t)l(l) = In(1)—lim,_,o+ In(?) =
—coy [17dt/t = im0 In(f) = +00.
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Ejemplo 8.7.2 (La funcién arcotangente). Esta funcién corresponde a la inversa de
la funcidn tangente. Sin embargo, partiremos de la definicién a través de integrales
dada por
Y odr
arctan(x) := | ——,
J() 1+172

para x > 0y arctan(—x) = —arctan(x). Por el primer Teorema Fundamental del
Célculo, esta funcion es diferenciable y su derivada viene dada por %(arctan(x)) =
1/(1 + x%). Al ser positiva vemos que la funcién es estrictamente creciente en todo R.
Empleando la desigualdad 1/(1 + ¢?) < 1/, el criterio de comparacién muestra que

la integral impropia [ Iroo % converge. En particular, el limite

/s . o dt
— = lim arctan(x) = —
27 oo o 1422

existe y es una definicién concreta de la constante . Asi lim,_,_., arctan(x) = —x/2.
Como la funcién es creciente, vemos que arctan : R — (—x/2,7/2) establece una
biyeccidén entre estos dos conjuntos.

Ejemplo 8.7.3. La convergencia absoluta de una integral impropia no implica su
convergencia. El ejemplo clasico es la integral de Dirichlet

J’ * sin(x)

0 X

dx.

Note que f(¢) = sin(¢)/t se extiende continuamente en ¢ = O con valor f(0) = 1, y por
. . . . . +00 .
tanto esta integral solo es impropia en infinito. Para mostrar que fo |s1n(x)/x| dx

diverge, seguimos la Proposicién y analizamos la serie )7, ff::l)” de.
Esta diverge porque

(n+1)m |Sin(x)| 1 (n+1)m 1 T
dx > in(x)ldx = ——— | sin(x)dx = ———
L,r x Tt e J Isin(Coldx = C e Jo S0 = T

de donde se sigue el resultado.
Para demostrar que la integral inicial converge empleamos la misma idea escri-
biendo

(o)

J+°° sin(x) e Z J<"+1>” sin(x) e i(‘”" J’f sin(f) i@
X

0 X par R = o l+nm

donde se aplico el cambio de variable x = ¢ + nxr en cada sumando. Como 0 < b, =
I jlfr(l;)dt < L [Tsin(t)dt = 2/(nm) — 0sin — +00, y {by}uen es decreciente,
la convergencia de la serie se sigue del criterio de Leibniz y la convergencia de la
integral de la Proposicion

Otra manera de analizar la integral es integrar por partes sobre [1, +c0) para ob-

tener .
J % sin(x)

1 X

+ cos(x)

5 dx.

dx =cos(1) - J

1 X
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Por tanto, la primera integral tiene el mismo caricter que j]+°° cos(x)/x2dx. Esta con-
verge absolutamente gracias al criterio de comparacién porque |cos(x)/x*| < 1/x% y
| Tm dx/x* converge.

Finalmente, es posible calcular el valor de esta integral a través del lema de
Riemann-Lebesgue, [82]. Primero, recordando la identidad trigonométrica

sin ((n + %)9)

1
3 +os(8) +cos(20) + - + cos(nd) = — s

ver la ecuacion ((13.8) en el Proyecto(13.1} al integrar de 0 a 7 se obtiene que

do == (8.24)

7 sin ((n + %)0) P
Jo 2sin(6/2) 2

Consideremos ahora la funcién

0<0<m.

11 2sin@/2)-0
¢(0) = 6  2sin(6/2)  26sin(4/2)

Ella se puede extender de manera continua en el origen poniendo ¢(0) = 0. En efecto,
limy_o ¢(0) = 0, como lo muestra la regla de L’Hopital aplicada dos veces. Por el
Teorema [8.11] obtenemos que

lim r #(@) sin((n + 1/2)0)d6 = 0.
n—+oo 0

Asi (8.24) muestra que

. 1
7 sin((n + 5)80
Iim J Mdg_ﬂ‘
0 0 2

n—+0co

Empleando el cambio de variable x = (n + %)9 obtenemos el valor

+00
J SIND e~ lim

0 X n—+oo

(n+1/2) sin(x) T
J dx = =.
0 X 2
Ejemplo 8.7.4 (Media aritmético-geométrica). [96] Para O < b < a consideramos la

integral

+00 dx J+oo dx

0 2+ +DY)

L(a,b) = J

—o /(22 + a2)(x2 + b2) )

Como tenemos las acotaciones 1/(x> + a%) < 1//(x2 + a®)(x2 + b?) < 1/(x* + b?),
se sigue la convergencia de esta integral. Empleando el cambio de variable
ab

20=x— —,
X
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obtenemos las relaciones

2 2 v N ) 2 2
dt:x +abdx, 2, a+b =(x +a”)(x +b), t2+ab=(x +ab).
2x2 2 4x2 4x2
Luego de un célculo directo, llegamos a la igualdad
oo dt
Lia.b) = J - L(T(a, b))

—o \/(ﬂ +((a+b)/2)) (12 + ab)

donde T'(a, b) := %, \/(E) Por tanto la funcién L es invariante por 7.

El Ejercicio demostré que la media aritmetico-geométrica entre a 'y b defi-
nida por M = M(a, b) = lim,_,« @, = lim,_, ;. by, existe, donde (a,, b,) = T"*(a, b)
(la composicién de T consigo misma n veces). Empleando este limite concluimos
que .

, ® dx T
L(a,b) = nl_l)IPm L(ay, b,) = LM, M) = ZJO R Mab)

Esta representacion integral es debida a Gauss. Este argumento de invarianza de L
por T se debe a D. J. Newman (1985).

Ejercicios
8.7.1 Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias con pardmetros
p,a €R:
r+0o dt (+00 1 1 04
a) ) e) n(—+x)dx.
Jo =1t Jo X
rl (+0o d
py | — f X dv.a>0.
Jo 1 —cos(?) Jo 1+x¢
[+ gin(f rl
o [ D, 9 | In)in( = xdx.
i Jo
r+00 r+0o
d) sin(1/x)Pdt. h) x sin(x*)dx.
J1 JO

8.7.2 Sea f : [a,b) — R continua e integrable en el sentido impropio alli. Demostrar
que el primer Teorema Fundamental del Calculo se sigue verificando, es decir

4
dx

Casos particulares de esta relacién son

d ((* d
E(J_wf(t)dt)=f(x), a(

para f definida en el intervalo correspondiente.

r f(t)dt) = f(x), x € [a, b).

a

J S (t)dt) = —f(x),

X
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8.7.3 [L1] Considere las series },> | A,y >.o- | D, dela Nota|5.2.2| Emplee la Figura
para interpretar a A, y D, como dreas. Concluya de los valores f(r)l dx/\x =
2411y f:x’ dx/x = +oco la convergenciade 3, | A, y divergenciade 3,7, D,,.

-
==

T'n+1 I'n r S1 Sn-1 Sn

Figura 8.5: Areas bajo las curvas de % y L.

8.7.4 Comprobar que

1 +00
dt d
arctan(l) = J = J 1 +xx2 = ;_T
1

o 1+ 2
mediante el cambio # = 1/x. Emplee la misma idea para mostrar que
4
arctan(1/x) = 5 arctan(x), x> 0.

Por otra parte, demostrar que

1-—x n
arctan(x) + arctan(1 " x) =7 x> -1. (8.25)

(Qué valor constante se obtiene cuando x < —1? Para una justificacién trigo-
nométrica de (8.23), ver [104].

8.7.5 Emplear Z%ﬁo(— D¥(x* + x**2) como en el Ejemplo mpara comprobar que

dx.

11 < (—l)k+(—1)k_J11+x2
3.5 7 S LAk Ak+3 T g T+t

Puede calcular esta integral mediante fracciones parciales o a través del cambio
de variable s = x — x~! para obtener

1 2 0
1+x ds 1 0 T
dx = — = — arct Vo) = .
J01+A,4x Los2+2 \/Qarcan(s/ )‘_w Vi
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8.7.6 La funcidn arcoseno se define a través de la integral
. Toodt
arcsin(x) := J ,
0 V1-72

Su interpretacion geométrica se discute en el Ejemplo(14.2.7|del Proyecto|14.2
Comprobar las siguientes afirmaciones:

0<x<l1.

a) Enx = 1lafuncién estd definida y existe como integral impropia. Ademds

se extiende a —1 < x < 0 por la férmula arcsin(—x) = — arcsin(x).
b) arcsin(x) = arctan( \/L) para x > 0. Indicacién: t = u/ V1 — u?.
1-x2

1—x _x_ 1 . .
c) arctan( @) = 7 — 5y arcsin(x), si x > 0.

1
dt
d) Concluir que T arcsin(1l) = J .
2 0 V1-72

8.7.7 Usar las integrales de Wallis para mostrar que

+00 d
X b4 2m
J' 3 > l: T , mEN,a>0.
o (2 +a?ym+ 22m+1 g2m+1\

8.7.8 Emplear los cambios de variable x = /nsin(f) y x = y/ntan(f) para demostrar
que las integrales de Wallis (8.19) se pueden escribir como

Vn x2 n +00 2 n
\/ﬁlzn_,.l = J (1 - —) dx, \/ﬁ[zn_z = J (1 + —] dx.
n n

0 0

Luego, usar las desigualdades 1 —t < e~'sit € [0,1]ye” < (1 +£)7'sit>0,
para demostrar que

+00

Vnly,11 SJ e dx < Vnly,—;.
0

Hacer n — +o0 y usar (8.21]) para concluir de nuevo el valor (8.10).
8.7.9 Considere la integral J = fg/ 2 In(sin(x))dx que es impropia en x = 0. Demos-
trar que converge. Luego completar las indicaciones para hallar su valor:
a) Poner x = n/2 — u para mostrar que J = fg/ 2 In(cos(x))dx.
b) Sustituir u = m — v para mostrar que J = L’: n In(sin(x))dx. Asi 2J =
I In(sin(x))dx.

c) Finalmente sustituir x = 2z y usar la identidad sin(2¢) = 2 sin(¢) cos(f)
para concluir que 2J = 4J + n1n(2) y por tanto

/2 P
J In(sin(x))dx = —= In(2).
0 2
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8.7.10

8.7.11

Este tipo de argumentos se pueden extender para la misma integral sobre el
intervalo [0, 7r/4]. En este caso la integral se puede calcular empleando la cons-
tante de Catalan, ver [[130]].

Aplicar el cambio de variable x = btan 6 a la integral L(a, b) del Ejemplo([8.7.4]
para demostrar que

n/2 J"/z do
M(a,b)  Jo  \[42cos? 6 + b2 sin2 6

El argumento original de Gauss fue demostrar que esta integral era invariante
por T. Estos calculos fueron luego detallados por Jacobi, ver [37, Theorem 1].

(*) (Las integrales de Fresnel) Los valores

+00 +0o0 oo oo
C= J cos(x?)dx = J sy, s = J sin(x?)dx = J S 4y
0 \/L_t —oo 0 \/ﬁ

se conocen como las integrales de Fresnel. Demostrar que ambas convergen,
pero no absolutamente. Completar el siguiente andlisis basado en [[136] para
determinar su valor explicito:

—00

a) Considere las funciones auxiliares

o(t) = J cos(t(x* + 1)) S0 =J sin(f(x? + 1)) .

x2+1 © X2 +1

Entonces c(t) = cos(t)g(t) —sin(?) f(¢), s(t) = sin(¢)g(¢) + cos(?) f(¢), donde

dx.

e sin(zx2) [ cos(tx?)
f@) = LO S dx, g = Lo o

Mostrar que estas funciones estan definidas para todo ¢ € R.

b) Escribir f(t) = g « s(l;flu)) f} y luego como una serie alternante adecuada

para demostrar que

sin(fu) du (™" du ,
0< (I)SJ J — =2+n/t > 0sit > +o0.
TO=] @y <) Va

Aplicar un razonamiento similar para ver que g(f) — 0 si t — +co, y por

tanto lo mismo es vélido para c(¢) y s(¢). Indicacion: recordar el criterio
de Leibniz, Ejercicio[5.5.3]

¢) Como f(t+h) = [*o rsin(ie? D) gx con r = VT + h)Ji, t > 0y h pequefio,

oo xz
es posible escribir

Jae+h-f@o 1 J+°° (x* — r) sin(rx?) J

h Crt+t ) (2 + D2 +12)
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Haciendo & — 0 encontramos que

d
21 o

1 (™ x(sin(rx?)) o x2 cos(1x?)
= — = P dx = T dx
2t ) oo X241 e X241

, o1 [*° (¢ = Dsin(tx?)
ro=z] S

Por tanto, f es diferenciable para ¢ > 0 y su derivada se halla derivando
bajo el signo integral. Realizar un razonamiento similar para hallar g’(¢).

d) Mostrar que f'(¢) = % —g, g = f_ﬁ + f(r). Luego hallar ¢’(7) y s'(¢)
para justificar, via la Nota[8.7.1] que

oo i du
c(t) = L (Csin(u) + S cos(u)) W’
s(t) = J B (—C cos(u) + S sin(u)) %

t

Hacer t — 0% para mostrar que c(0) = 2CS y s(0) = —C? + §2%. Como
por (a) c(0) = /2 y s(0) = 0, se concluye que

Fig
C=§=,/=
2



Capitulo 9

Sucesiones y series de funciones

El objetivo de este capitulo es estudiar la nocién de convergencia en espacios de
funciones acotadas y mas precisamente, convergencia uniforme. En el caso real es-
tudiaremos su comportamiento respecto a continuidad, diferenciacion e integracion.
También veremos dos aplicaciones importantes. Primero, el M-test de Weierstrass
para determinar la continuidad de funciones definidas a través de series. Esta herra-
mienta permite por ejemplo establecer la continuidad y diferenciabilidad de las series
de potencias y de la funcidn zeta de Riemann. Segundo, el Teorema de aproximacion
de Weierstrass sobre la posibilidad de aproximar funciones continuas definidas en
un intervalo [a, b] a través de polinomios. Por otra parte, se estudiard la extension
de la regla de Leibniz para derivar funciones definidas por integrales impropias. Fi-
nalmente, el capitulo concluye con ejemplos de funciones que exhiben propiedades
inusuales, por ejemplo, funciones continuas que no son diferenciables en ningin pun-
to y funciones diferenciables cuya derivada no es integrable.

9.1. Convergencia uniforme

El objetivo de esta seccion es estudiar las nociones de convergencia puntual y
uniforme para sucesiones de funciones. Para este fin introduciremos el espacio nor-
mado de funciones acotadas sobre un conjunto y sus principales propiedades. Bajo
esta Optica presentamos varios ejemplos que indican el comportamiento patolégico
que pueden presentar los limites de sucesiones de funciones reales respecto a conti-
nuidad, diferenciablidad e integrabilidad.

Dado un conjunto no vacio ¥ # 0, consideramos el espacio

Cp(Y):={f:Y > R: fesacotadaen Y}

de funciones acotadas definidas sobre Y y con valores reales. En otras palabras f €
Cp(Y) siy solo si
Iflly := sup|f(I  es finito. .1
yey
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La pareja (Cp(Y), || - |ly) es de hecho un espacio vectorial normado. Las operacio-
nes de espacio vectorial estdn dadas por componentes, es decir,

(f+m =1 +g0), (@ iy =a-f»,  f.geC)acR,yel

Por otra parte, la férmula (9.1)) define una norma. Es inmediato verificar que esta es
positiva y homogénea. Para comprobar la desigualdad triangular note que

I(f + DN =1fO) + g < IfDI + g < MIflly + llglly, paratodoy € Y.

Por la definicion de supremo concluimos que

If +glly < Iflly + lIglly,
como se queria mostrar. Més aun, tenemos la siguiente afirmacion.
Proposicion 9.1. (C,(Y),|| - lly) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea {f,},en una sucesion de Cauchy, es decir, para todo € > 0, existe
N € N tal que si m > n > N, entonces ||f, — fully < €/2. En particular, siy € Y,
entonces

/) = fn O] < €/2. 9.2)

Por tanto, {f,,(y)},en €s una sucesion de Cauchy en R. Como la recta real es completa,
entonces

f() := lim f,(y) existeparacadayeY.
n—+oo

Veamos que f € Cp(Y) vy que f, — f en este espacio. Primero, fijando n y haciendo
m — +oo en (9.2)) obtenemos

I/2(0) — f()| < €/2, paratodoy€ Y,n>N.

Tomando el supremo concluimos que ||f, — flly < €/2 < € y por tanto ||f;, — flly = O
cuando n — +oco. Finalmente,

FOI<1fO) = DI+ 1D < €/2+ I fully, paratodoyeYyn>N.
En particular, || f||y es finito como se requeria. O
Con estas herramientas podemos introducir las siguientes definiciones.

Definicion 9.1 (Convergencia puntual). Una sucesion de funciones f, : ¥ — R
converge puntualmente sobre Y si para cada y € Y la sucesién de nimeros reales
{ /2" }nen converge. En este caso podemos definir una nueva funcién f : ¥ — R por
la regla

fQ) = ngrpm Fn ).
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Definicion 9.2 (Convergencia uniforme). Una sucesion de funciones f;, : ¥ — R
converge uniformemente a una funcion f : Y — R si para todo € > 0 existe un
N = N(e) € Ntal que sin > N, entonces

1) = O] <€, paratodoy € Y. 9.3)

Denotaremos esta situacion por f;, — f unif. en Y.

La diferencia entre estas definiciones es el orden de los cuantificadores. En el
caso de convergencia puntual requerimos que para todo € > 0 y paratodoy € Y,
exista N = N(e,y) € N tal que |f,(y) — f(y)] < €, sin > N. Por el contrario, para
convergencia uniforme, este N solo depende de €. En particular, las funciones f, — f
son acotadas sobre Y, es decir, f, — f € Cp(Y). Ademds, tomando supremo respecto a
y € Y en (9.3)), concluimos que ||f, — flly < €, sin > N. A partir de aqui es inmediato
verificar que

Jo— funif.enY siysolosi  lim |[|f, — flly = 0.
n—+oo

Por tanto, que f,, converja uniformemente a f sobre Y no es otra que la conver-
gencia usual en el espacio normado (Cp(Y), || - |ly) de la sucesién {f;, — f}nenw 2 0. Sin
embargo, en general ni f, ni f estan en Cp(Y), pero su diferencia si, ver Ejemplo
9.1.5]

Otro criterio para establecer esta convergencia es el ya familiar criterio de Cauchy.

Proposicion 9.2 (Cauchy). Sea f, : Y — R una sucesion de funciones. Si para cada
€ > 0, existe N € N tal que

/() = ) < €, paratodom >n>Ney€Y,

entonces { f, }nen converge uniformemente a alguna funcion f :' Y — R.

Demostracion. La hipétesis equivale a que f;, — fi, € Co(Y) y que ||f; — fully < €,
sim > n > N. La demostracion es idéntica a la prueba de la Proposicion En
efecto, esta condicién implica que para todo y € Y, f(y) = lim, 4 f4(y) existe
como numero real. Luego tomando m — +oco vemos que ||f, — flly < e€sin>N. O

Terminamos esta seccion presentando varios ejemplos de sucesiones y su com-
portamiento respecto a continuidad, derivacién e integracion.

Ejemplo 9.1.1. La sucesién de funciones lineales f,, : R — R dadas por f,(x) = x/n,
n € N*, converge puntualmente a 0. Sin embargo, la convergencia no es uniforme
en R porque ||f;|[r = +oo. Por otra parte, si restringimos la sucesién a un intervalo
compacto [—7, r], entonces

“fn”[—r,r] = r/n,

y asi f, — O unif. en [—-r, r].
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Ejemplo 9.1.2. Sea f,(x) = x"(1 — x)", con x € [0, 1]. Como la funcién ¢ € [0, 1] —
#(1 — 1) alcanza un méximo en ¢ = 1/2 con valor 1/4 vemos que

I fullo,1 = (1/4)"
y por tanto f,, — 0 unif. en [0, 1].

Ejemplo 9.1.3. Considere f, : [0, 1] — R dada por f,(x) = x", n € N. Recordando
el Ejemplo 4.2.1] vemos que f,(x) converge a 0 si 0 < x < 1, mientras que f,(1) = 1.
Por tanto

0, si0<x<l,

1. six=1.

f(x) = lim f,(x) = {
n—+oo
La convergencia no es uniforme porque ||f, — flljo.1 = 1. Este es un ejemplo de una
sucesion de funciones continuas cuyo limite no es continuo.

Ejemplo 9.1.4. Definamos f, : [0,1] — R, por f,(x) = w*x(1 = x*)", conk > 1 fijo.
De nuevo por la Proposicién (3), fa(x) = 0, para cada x € [0, 1]. Sin embargo,

Jlf(t)dt nk 12, sik=1, Jl lim £(Odt = 0
= — mientras que m = V.
0 20+ 1) |4oo, sik>1, B Jo ot

Concluimos que en general no es posible intercambiar el limite con la integral. El
problema aqui yace en que la convergencia no es uniforme. En efecto, analizando
fa(x) = n*(1 — ¥ 1(1 = 2n + 1)x?) para 0 < x < 1, vemos que ella alcanza un
maximo en x, = 1/ V2n + 1y que

-1/2

— (4+00)(e” ) = +00, sin— 400

nk Y
sy = i = (1= 5]

porque k > 1.

Ejemplo 9.1.5. Cada una de las funciones f,(x) = /x* + %, n € N* es diferenciable
en R. Para determinar su convergencia, note que por la desigualdad tenemos que

1
[u0) = ()| < 7 feR

donde f(x) = |x|. Como f,(0) = 1/+/n, concluimos que ||f, — fllr = 1/Vn y por
tanto f, — f unif. en R. Pero f no es diferenciable en 0. Esto ilustra el hecho que el
limite uniforme de funciones diferenciables no tiene por qué ser diferenciable.

sin(nx)

Vi

Ejemplo 9.1.6. Sea f, : [0,1] — R, dada por f,(x) = . Como [sin(?)] < 1,

para todo t € R, vemos que

I £llio, 17 <

I
Vi
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y por tanto f, — f = 0 unif. en [0, 1]. Por otra parte, f;(x) = +ncos(nx) y en
particular f/(0) = vn — +oo, es decir, f/(0) / f/(0) = 0 cuando n — +oo. Por

tanto,

incluso si las funciones f,, y su limite son diferenciables, no es posible concluir

relacion entre f, y f’ sin requerir condiciones adicionales.

Ejercicios
9.1.1 Identificar al espacio (Cp(Y),|| - |ly) cuando Y es un conjunto finito.
9.1.2 Si f, g € Cp(Y), demostrar que ||f - glly < [|flly - llglly - Por tanto f - g € Cp(Y).

9.1.3

9.14

9.1.6

Discutir la convergencia uniforme (sobre [0, 1] si no se dice lo contrario) de las
siguientes sucesiones de funciones:

(1Y &) fulx) = X"(1 - x").
a) fa(x) = (x - ;) :

el—x _ ,l-nx
x P o= ——
b) fu(x) = . I-e
1 +nx N
©) fulx) = # g fu(x) = anz para x € R.
d) fulx) = m’x"(1 = x). 1) S0 = 7 para x 2 0.

Fije r > 0 y considere los subconjuntos de Cp[—r, r] de funciones pares e im-
pares, definidos por

P=AfeCl-rrl:f(-x)=f)}, I={feCl-rr]:f(=x)=-f0)}

respectivamente. Comprobar que P e 1 son subespacios cerrados de Cp[—r, r].
Misma pregunta para E = {f € Cp[-r,r] : fly = 0}, donde M C [-r,r] es un
subconjunto prefijado.

Sea {7, },en una enumeracion de Q. Considere las sucesiones de funciones

1, six=710,T1,...,Tn, ;
Jn(x) = oy gn(x) = 1lim cos(nlmx)*™.
0, en otros casos. Mm—s+00

Mostrar que f, y g, convergen puntualmente a la misma funcién f. ;La con-
vergencia es uniforme? Estos son ejemplos de sucesiones cuyo limite puntual
no es continuo en ningtin punto ni integrable en ningtn intervalo.

(Sucesiones que no convergen puntualmente en ningtin punto) Cada nimero
entero n > 1 se puede escribir de forma tinica como n = 2% + 1, con 0 < [ < 2K,
Sea

1, sil/2k<x<+1)/2%,
0, otros casos. '

Jn(x) 1= l[i ,Ll](x) =

2k ok
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9.1.8

9.1.10

Comprobar que f, no converge puntualmente para ningiin punto en [0, 1].

Demostrar que la sucesion
fulx) = n(x'" = 1), 0<x<l,

converge puntualmente a una funcién f(x). Determinar el valor f(x), mostrar
que fy(x) = f(x), para x € (0,1] y que f, — f unif. en cada intervalo [a, 1],
donde 0 < a < 1 es fijo. Sin embargo, la convergencia no es uniforme en (0, 1].

Mostrar que la sucesién
fu(x) = sin(x) cos(x)"

converge uniformemente a 0 en R. Indicacién: |f;| es periddica de periodo 7.
Verificar que alcanza un maximo absoluto en un a, € (0, 7/2) tal que cos(a,) =

vn/(n+ 1) ysin(a,) =1/ Vn + 1.

Sea g : [-1,1] — [0, 1] continua. Se define P, (x) recursivamente por Py =0y

8(x)* = Py(x)?

Ppi1(x) = Pp(x) + )

Comprobar las siguientes afirmaciones:

@) §(x) = Pus1(x) = (g(x) = Py(a)) (1~ 2522, Ademds, si g(0) = 0,
entonces P,(0) = 0.

b) 0.< Py(x) < Por1 (%) < g(), s Il < 1.

c) gx) — Py(x) < g(x)(l - %)n < %, si|x|] < 1. Indicacién: maximice

o =t(1-4). 120

Concluir que P, — g unif. en [—-1,1]. En particular, si gZ es un polinomio,
lo mismo es vélido para cada P,. Por ejemplo, para g(x) = |x| este resultado
construye una sucesién de polinomios P, tales que P, — x| unif. en [-1, 1].

Sea (X, d) un espacio métrico. Fije xo € X y para cada p € X, considere la
funcién f,(x) = d(x, p) — d(x, xp). Demostrar que |f,(x)| < d(xo, p), para todo
x € Xyque
Ifp — follx = sup 1fp(x) = fg(0)| = d(p, @).
Xe

Concluir que la aplicacién ® : X — Cp(X) dada por ®(p) = f, estd bien
definida y preserva las distancias (es una isometria).

Nota 9.1.1. Si X es la clausura de ®(X) en Cp(X), este ejercicio demuestra que
todo espacio métrico (X, d) se puede encajar en un espacio métrico completo
(X, d), de forma que X es denso en X.
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9.2. Convergencia uniforme, continuidad y el M-test de Wei-
erstrass

En esta seccién tratamos el comportamiento del limite uniforme de funciones
que son continuas sobre un conjunto. El resultado fundamental resulta ser que dicho
limite es de nuevo continuo. Ademads estudiaremos funciones definidas a través de
series y criterios importantes para determinar su continuidad, como el famoso M-test
de Weierstrass.

Sea (X, d) un espacio métrico. Emplearemos la notacién

Ch(X) = Ch(X) N CO(X)

para indicar el conjunto de funciones que son continuas y acotadas sobre X. Es im-
portante sefialar que si

X es compacto, entonces Cg(X) = CO(X),

gracias al Teorema del valor extremo

Teorema 9.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Si la sucesion de funciones f,, : X - R
converge uniformemente a f : X — Ry cada f, es continua en xy € X, entonces f es
continua en X.

Demostracion. Note que sin € Ny x € X, entonces

1F(x) = fxo)l <1 (x) = fu(O] + | fu(x) = fu(xo)l + | fu(x0) — f(x0)
<2f = fallx + 1fu(x) = fu(xo)l.

Dado € > 0, como f,;, — f unif. en X, existe N € N tal que si n > N, entonces
Ilf — fullx < €/3. Fijadoun n > N, por continuidad de f, en xq, existe § > 0 tal que si
d(x, xp) < 6, entonces |f,,(x) — fu(x0)| < €/3. La desigualdad anterior demuestra que
|f(x) = f(x0)| < €, sid(x, xp) < 6, es decir, que f es continua en xg. m|

Corolario 9.1. Cg(X) es un subespacio cerrado de (Cp(X), || - l|x)-

Demostracion. El Ejemplo muestra que Cg(X) es un subespacio vectorial del
espacio de funciones acotadas. Ademds, si f, € Cg(X) y fn — f unif. en X, el
teorema anterior demuestra que f € Cg(X ). Esto nos dice que Cg(X ) contiene a todos
sus puntos de acumulacién y por tanto es cerrado. O

Por medio del teorema anterior podemos argumentar nuevamente que la sucesién
fu(x) = x" dada en el Ejemplo[9.1.3no converge uniformemente en [0, 1] porque aun-
que cada f, es continua, su limite puntual no lo es. El Ejemplo[9.1.5|por el contrario
trata con convergencia uniforme de funciones y el l1imite hallado si es continuo.

Existe una situacién donde un tipo de reciproco del teorema anterior es cier-
to, conocido como el Teorema de Dini, debido al matemadtico italiano Ulisse Dini
(1845-1918).
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Teorema 9.2 (Dini). Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si la sucesion de fun-
ciones continuas f, converge puntualmente a una funcion continua f : X — Ry
ademds

Jor1(x) £ fu(x), para todo x € X,n € N,

entonces f, — f unif. en X.

Demostracion. Las desigualdades dadas implican que f(x) < f,(x). Si g, = fu — f,
entonces

() 20,  gui(x) < gn(x), y gn € CU(X).

Dado € > 0, considere los conjuntos
Ky=1{xeX : gu(x) > e} = g,'[€, +0).

Por continuidad, cada K,, es cerrado, y por tanto compacto. Ademds, Ko 2 K; 2
oKy DKy 2.

Consideremos el conjunto K = (17, K. Fijado x € X, como g,(x) — 0 si
n — +oo, entonces x ¢ K, si n es suficientemente grande. Por tanto, K = (. El
Teorema de interseccion de Cantor [3.1]implica que K, = @ para algtin ng € Ny por
las contenencias anteriores, K, = 0, si n > ng. Esto significa que

0 < gu(x) <, para todo x € X y 1 > n,
como queriamos demostrar. O

En lo que resta de la seccién estudiaremos series de funciones y condiciones
suficientes para su convergencia uniforme. El primer resultado fundamental es el
siguiente, que en el contexto adecuado se asemeja al criterio de comparacién para
series numéricas.

Teorema 9.3 (M-test de Weierstrass). Sea Y # 0 un conjuntoy f, : Y — R funciones
tales que
I fully < M, para todo n € N.

Si la serie numérica 3}, , M, converge, entonces la funcion f : Y — R dada por

FOEDIFAC)
n=0
estd bien definida y converge uniformemente en Y. En particular, si (Y,d) es un espa-

cio métrico y cada f, es continua en Y, entonces f es continua en'Y.

Demostracion. Por definicién, f(y) = lim,— 00 5,(y), donde s, = fo+ f1+: - -+ f,. Por
hipétesis, s, € Cp(Y). Como este espacio es completo, Proposicién 0.1} es suficiente
ver que {s,},en es una sucesion de Cauchy. Note que si m > n, entonces

IS = Sully = llfoe1 + -+ finm1 + funlly S My + -+ My + My,
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Como la serie 3, M, es convergente, su sucesion de sumas parciales es de Cauchy,
hecho que permite concluir que {s,},eny también lo es en Cp(Y). En conclusién,
{Su}nen converge uniformemente. Como su limite puntal es f, entonces s, — f unif.
en Y cuando n — +oo. Finalmente, si cada f,, es continua, también lo serd cada s, y
por tanto f, gracias al Teorema 9.1 O

Nota 9.2.1. Una serie de funciones ), fu, con f, : ¥ — R, se dice que converge
normalmente si la serie numérica 3, || f,lly converge. En estos términos, el teorema
anterior establece que si la serie converge normalmente, entonces converge como
elemento de Cp(Y). Este hecho es en realidad vélido para cualquier espacio vectorial
normado y completo (E, || - ||), ver Ejercicio[5.1.9]

A continuacién presentamos dos ejemplos cldsicos de como aplicar el M-test de
Weierstrass.

Ejemplo 9.2.1 (La funcién zeta de Riemann). Recordemos del Ejemplo que la
funcién zeta de Riemann se define por

1
{(s):zﬁ, s> 1.
n=1

Podemos comprobar que ella es continua aplicando el M-test de Weierstrass a las
funciones f,(s) = 1/n°. Fijado so > 1, tenemos que

1 .
[fn(9)] < % =M, SL § > 50.

Por tanto, la serie que define {(s) converge uniformemente en esta semirecta. Como
cada f, es continua alli, lo mismo se verifica para {. Como sg > 1 fue arbitrario
concluimos que £ € CO(1, +o0).

Ejemplo 9.2.2 (La funcién digamma). Esta funcién especial se define a través de la
serie

(1 1
w(x):=w<1)+2(—— ) w(l) = -,

n+l n+x
n=0

donde 1 es la constante de Euler-Mascheroni del Ejemplo [8.6.3] Para determinar su
dominio y continuidad debemos analizar las fracciones

1 a1
n+l n+x @+ Dn+x)

fn(x) =
Cada f, es continua en R \ {-n}. Ademds, fijado N € N*, si [x| < N < n/2, entonces
|x+n|>|n—-|x|| =n-|x| >n/2. Por tanto,

-1 _ 2+ D) _
n+ D@72~ 2

/()] < M,.



274 Capitulo 9. Sucesiones y series de funciones

El M-test de Weierstrass permite concluir que la serie ), f, converge uniforme-
mente en [-N, N]\ {0, -1,-2,...,—N} y define una funcién continua alli. En conclu-
sién

Y :R\{0,-1,-2,-3,...} > R
define una funcién continua.

Por otra parte, los criterios de Dirichlet y de Leibniz para series numéricas en la
Seccién[5.3] también tienen su contraparte en este contexto. Estos se pueden extender
de manera inmediata a series de funciones bajo las mismas hipétesis, reemplazando
el valor absoluto por la norma del supremo || - ||[x. Mdas precisamente, tenemos los
siguientes enunciados cuyos detalles dejamos al lector.

Teorema 9.4 (Dirichlet). Sea X # 0 un conjunto y {f,}nen, {g€nlnen S Cp(X) dos
sucesiones de funciones. Si las sumas parciales

$n(X) 1= fo(x) + f1(x) + -+ + fu(x)

estdn uniformemente acotadas en X, es decir, existe M > 0 tal que ||syl|lx < M, para
todo n € Ny ademds

go(x) > g1(x) > g2(x) = --- paratodox€ X, 'y gn— Ounif enX,

entonces la serie F(x) = 37 fu(x)gn(x) converge uniformemente en X. Si (X, d) es
un espacio métrico y fy, gn € C°(X), entonces F € C°(X).

Corolario 9.2 (Leibniz). Bajo las mismas hipotesis del teorema anterior, la serie
2me0(=1)"gn(x) converge uniformemente en X. Si (X, d) es un espacio métrico y cada
gn es continua en X, esta serie alternada también es continua alli.

Ejercicios

9.2.1 Sea (X, d) un espacio métrico y f, € Cp(X), tal que £, — f unif. en X. Demos-
trar que si f es continua y {x,},en €s una sucesion en X tal que 11’111 X, = X €
n—+o00

X, entonces
nl_f)l;l_loo fn(xn) = f(X)

9.2.2 Demostrar que

2 n
fulx) = (1 + %) S f(x) = ¢, unif. en [0, 1].

Calcular ademas f;(x,) — f(x,) con x, = ++/n para estudiar la convergencia
uniforme en una semirecta de R.

Indicacién: aplicar la desigualdad de la media aritmética y geométrica, Ejer-

cicio , an+1,a; =1,a; =1+ x%/n, para mostrar que {f;,(x)}yen+ €S
decreciente.
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9.2.3 Determinar el dominio de definicién y la continuidad de la funcién f(x) =
Yo Jn(x), donde:

. 2
a) fu(x) = Sm:;x) ) €) fu(x) = Gt
1
b) f(x) = x" arctan(x* + n?). d) fu(x) = %-

9.2.4 Comprobar que la funcién digamma  satisface la ecuacién funcional

1
Yx+1) —y(x) = —.
X

Emplear esta férmula para calcular y(k + 1) = (1) + 1 + § +--- + 1, k e N*.
Los valores ¥(p/q) para p/q € Q con 0 < p/g < 1 serdn determinados en la

Proposicién

9.2.5 Discutir la convergencia uniforme de las siguientes funciones (0 < § < m):

—1)tex —1)"
a) Z ﬁ, x € [0, +00). c) D , X € [0, +00)
o n — n+x
b) er; xe[0.1]. d) Z%,xe[@n—ﬂ.
n=1 n=1

9.2.6 Demostrar que si {a,},en €s una sucesion decreciente de nimeros reales tales
que a, — 0sin — +oo, entonces las series

Z a, sin(nf), Z a, cos(nf)
n=0 n=0

definen funciones continuas para 6 € (0, 2). Indicacién: Ejercicio[5.5.5]
9.2.7 Sea f,, : X — R una sucesion de funciones acotadas. Demostrar que si

lim sup ||fn||}(/" <1 0 lim su

n—+00 n—+oo ”f;z”X ,

Il e 1llx
p —

entonces ), f, converge uniformemente en X.

9.2.8 [123] El objetivo de este ejercicio es completar los siguientes pasos para de-
mostrar que la constante de Euler-Mascheroni y admite la representacion

[e9)

1 1
= Ii ———=1 -—
Y xg[ll+ = n* X" xg?’f (@) 1—x

Note la antisimetria en los exponentes de la primera suma.
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a) Mostrar que y = limy 10 1 + 3 + -+ 2 —In(m + 1).
j+1 oo 0 1
b) Comprobar que In(n + 1) = ?:1 ff % ﬁ = 1+ % = el I,T %
Deducir de estas expresiones que el término en el limite requerido es
© 1 n+1 dt & 1 n+1 dt
— - — ademds y = - - —1.
Z (n" L t* Y 4 ; n J t

n=1 n

t
J xu_x_ldu) dt
n

¢) Justificar las acotaciones

1 n+1 d[ n+1 1 l n+1
o<-| -] (___)dt=J
n* n n n* n

n+1 t —x—1 1
<xn*! J U du) dr =2 <=,
n n 2 n?

donde 1 < x < 2. Finalmente, justificar el paso al limite x — 1* usando
(b) para concluir el resultado.

9.3. Convergencia uniforme, diferenciacion e integracion

En esta seccién discutimos el comportamiento de la convergencia uniforme de
funciones reales respecto a integracién y diferenciacion.

Teorema 9.5 (Convergencia uniforme e integracioén). Si la sucesion de funciones
integrables f, : [a,b] — R converge uniformemente a f : [a,b] — R, entonces f es
integrable en [a,b] y

b b
Iim J f,,(t)dtzJ f(dt. 9.4)

—+00
n+a a

Demostracion. Sit € [a, b], entonces | f,() — f(O| < |Ifu = fllja,1, €5 decir

=lfn = flliapr + fu@® < fO) <M1 fo = flliapr + fa(D).
Por tanto, la integral superior e inferior satisfacen que

b b b

b
i < J i < J Fdr < (b—a)llfn—fll[a,bﬁJ 0.

a a a

_(b_a)“fn_f“[a,b] +J

a

Esto equivale a afirmar

b b
0< J oyt - J £t < 26— DIfs — fllao

Tomando n — +o0, vemos que la integral superior e inferior de f coinciden. Asi
concluimos que f es integrable en [a, b]. Finalmente, a partir de la desigualdad

b
< J ) = FOldt < (b= lfy = fllian

b b
J fn(t)dt—J f(ndr

se sigue el limite (9.4) al hacer n — +oo. m]
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Teorema 9.6 (Convergencia uniforme y derivacién). Sea f, : [a,b] — R una suce-
sion de funciones diferenciables tal que {f,(xo)}nen converge para algiin xo € [a, b].
Si f, — g unif. en [a,b], entonces {fy}neny converge uniformemente a una funcion
f : [a,b] — R que satisface

f(x) = HIP Fr(x) = g(x), para todo x € [a, b].

Demostracion. Sea € > 0. Como {f,,(x0)}sen €s de Cauchy, existe N € N tal que si

m > n > N, entonces |f,(x0) — fin(x0)| < €/2. De la misma forma, como f, — g unif.
en [a, b], podemos suponer que para estos indices se verifica que

/ 4 €

1/ () = frn(D] <

2(b—a)
Aplicando el Teorema del valor medio de Lagrange, Corolario se sigue que

00 = ) = D) + 0] < 55— e <

€
T2b-a) 2 ©-)

para todo ¢, x € [a, b]. Por tanto,

[f2(X) = fn (O] < [fn(x) = fin(x) = fu(x0) = fin(x0)| + | fu(x0) — fin(x0)| < €.

De esta manera, gracias la Proposicién[9.2] se sigue que f, — f unif. en [a, b], para
cierta funcién f : [a, b] — R.
Para comprobar la diferenciabilidad de f, fije x € [a, b] y considere los cocientes

- () — fo 1) —

MR R G =S
r—x

parat € [a,b] \ {x}. En estos términos, debemos demostrar que lim,_,, h(f) = g(x).

Para ello acotamos

h(t) = g(OI < |h(t) = hy O] + [hp () = f (O] + 1 (x) = g()L. (9.6)

Note que la primera desigualdad en (9.5) implica que |h,(t) — b (1)| < €/2(b — a). Al
igual que antes, esto demuestra que #,, — h unif. en [a, b]\ {x}, porque f,, — f. Como
lim_ by (1) = f7(x) y f(x) = g(x), el limite requerido se sigue de (9.6). m]

Nota 9.3.1. La demostracidn anterior se simplifica si asumimos que cada f;, : [a,b] —
R es continua. En efecto, si x € [a,b], por el segundo Teorema Fundamental del
Célculo, podemos escribir

, h(r) = T

Mﬂ;mm+Jﬂmm

X0

Como f,(x0) = yo, para algin yg € Ry f, — g unif. en [a, b], se sigue del Teorema

que

X

fu(x) = f(x) :=y0 + J g(Hdt, unif. en [a, b].

X0
Como cada f; es continua, también lo es g por el Teorema De nuevo, por el
Teorema Fundamental del Célculo, f’(x) = g(x), como se requeria.
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Aplicando los teoremas anteriores a series de funciones con las condiciones ade-
cuadas obtenemos resultados de intercambio entre la integral o derivada con la suma.

Corolario 9.3. Sea f, : [a,b] — R una sucesion de funciones. Las siguientes afir-
maciones son vdlidas:

1. Sicada fy, es integrable en [a,b] y si 3, fu converge uniformemente en [a, b],
entonces esta serie define una funcion integrable en [a, b] y

b & © b
J Fulydr = ZJ Fultydr.
4 n=0

n=0 -4

2. 8i 3.7 fu(xo0) converge para algiin xo € [a,b] y la serie 3. f, converge
uniformemente en [a, b, entonces ..’ f, converge uniformemente alli y

4 [Z fn] (x) = Z fi(x), paratodo x € [a,b).
dx port por

Ejemplo 9.3.1. La funcién definida por la serie

)

f(x) = n_z’

n=1

donde {-} denota la funcién parte fraccionaria, ilustra que una funcién puede ser inte-
grable en un intervalo [a, b], incluso teniendo discontinuidades en un conjunto denso
de [a, b]. Esta funcién es una modificacion del ejemplo original de Riemann para ilus-
trar esta situacion. Riemann consideré el término (nx) en vez de {nx}, donde (¢) = ¢
para —1/2 <t < 1/2 y extendida a R por laregla (x + 1) = (x).

Veremos que f estd bien definida para todo x € Ry que Sy = Q. El Teorema de
Lebesgue[8.10]implica que f es integrable en cualquier intervalo [, b]. Sin embargo,
queremos obtener la integrabilidad de f sin apelar a este resultado.

Para analizar la funcién f, sea f,(x) = {nx} /n*. Entonces f» es continua en todo
punto salvo enel conjunto S s, = {p/n € Q : p € Z}. Ademas |f,(x)| < 1/n2, para todo
x. Por el M-test de Weierstrass, la serie converge uniformemente en R y por tanto f es
una funcién continuaen R\ ;" ; Sz, = R\ Q. Para comprobar que f es discontinua
en cada punto de Q, tome p/q € Q, fraccion irreducible con g > 0. Entonces

1, =kq,k € N,
lim {nx} = "=

x—plq” {np/q}, otros casos.

En el segundo caso, esto se debe a que si np/qg no es entero, podemos tomar x tan
cerca de p/q de forma que |np/q]| < nx < np/q < |np/q] + 1. Como {-} es continua
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en cada intervalo de la forma (k,k + 1), k € Z, se sigue la férmula. De esta forma
vemos que

o0

1 2
lim f(x) = Z it Z {”qu} = 6”—6]2 + f(p/9).

x=plq k=1 n no divisible por g

y por tanto f no es continua en Q. Note que en la ultima igualdad usamos que {m} = 0,
sim € Z.

Finalmente, dado un intervalo compacto [a, b], cada funcién f,, es integrable alli
al tener solo un nimero finito de discontinuidades. El Corolario[9.3|implica entonces
que f es integrable en [a, b], aunque su conjunto de discontinuidades en este intervalo
es QNla,b].

Ejemplo 9.3.2. Recordando la funcién digamma del Ejemplo[9.2.2] tenemos que

_
(n+x)?°

fo(®) =

Empleando los mismos argumentos que antes se verifica que >, f»(x) converge
uniformemente en [-N, N] \ {0,—1,-2,...,—N} y define una funcién continua alli.
Por el Corolario[9.3|concluimos que i es diferenciable en su dominio y

[ee)

, 1
w(x)zz(n+x)2'

n=0

En particular, ¢’(x) > 0 y por tanto ¥ es creciente en cada intervalo que compone su
dominio. Continuando de esta manera, ¥ es de hecho C* en su dominio y

o (- Tk!
g (x+ n)k+1 ’

) =

Ejemplo 9.3.3 (Series de potencias). Considere una serie de potencias

F) = an(x—x)",
n=0
con radio de convergencia R > 0. Recordando la férmula de Hadamard del Teo-
rema (5.8 sabemos que 1/R = limsup,_,, ., Vla,|. Si fijamos 0 < r < R, gracias
al Teorema existe N € N tal que Vl|a,| < 1/r, si n = N. En particular, si
C, = max{1, |aol,|ailr, ..., lay|r}, concluimos que

(&
lay| < —nr, para todo n € N.
r

Esto significa que los coeficientes de una serie de potencias con radio de convergencia
positivo crecen a lo mds a una razén geométrica, ver también el Ejercicio[9.3.4]
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Estas estimaciones permiten demostrar que f define una funcién continua sobre
su intervalo de convergencia. En efecto, fijados 0 < p < r < R, si f,(x) = a,(x — xo)",

n
<G (8) =My paralr-xol <.

El M-test de Weierstrass demuestra entonces que la serie f(x) converge uniforme-
mente en [xg — p, Xo + p] ¥ en particular que f es continua alli. Como 0 < p < R fue
arbitrario, se sigue que f es continua en (xg — R, xo + R).

Consideremos ahora la serie que se obtiene al derivar término a término, digamos

(o)

g() = )" nay(x— xo)"!
n=1
Observe que (x — x0)g(x) = X", na,(x — xo)" tiene el mismo radio de convergencia
que f(x) porque

lim sup +/|na,| = lun n'" im sup vla,| = lim sup ]ayl,

n—-+oo n—+oo n—+oo

gracias al Ejercicio 4.5.2] Como multiplicar por x — xo no afecta el radio de conver-
gencia, podemos concluir que g(x) converge para |x — xp| < R. Al igual que antes, g
converge uniformemente en cada intervalo [xy — p, xg + p], con 0 < p < R. Estamos
entonces en condiciones de aplicar el Corolario[9.3|para concluir que f” = g, es decir,

(o)

f(x)= Z na,(x — xo)"_l, [x — xo| < R.

n=1

Como ya se habia discutido al final de la Seccién se deduce de esta forma que f
es infinitas veces diferenciable en (xo — R, xo + R) y que

_f ™) (x0)

> para todo n € N.
n!

Dos ejemplos concretos de esta situacién son la funcion exponencial y la serie
geométrica. En el primer caso tenemos que

(o) — (59

_(ex)_z ' :Z(n_l)yzex.

Para la serie f(x) = X, x" = 1/(1 = x), derivando sucesivamente obtenemos que
O = kA -0 = 32 n(n—1)---(n -k + 1)x"*, que se puede reescribir
como

(o9

k
1—x)k+1 Z( +) <l ©9.7)

n=
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También es posible integrar término a término una serie de potencias. Si

F(x) = ¢ + Z

F tiene el mismo radio de convergencia que fy F’(x) = f(x) si |x—xp| < R. Ademas,
por el segundo Teorema Fundamental del Calculo

F(x) = F(xp) + r f(ndt, [x = xol < 1.

X0

Por otra parte, la condicion de que una funcién sea analitica en un punto implica
que también lo serd en una vecindad de dicho punto, a saber, en su intervalo de
convergencia. Mds precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 9.3. Asuma que la serie de potencias f(x) = Y a,(x — xo)" tiene
radio de convergencia R > 0. Entonces f es analitica en cada punto del intervalo
(xo — R, xo + R) y ademads

)
flo) = Zf (1)(x x)", para |x — x1| < R —|x1 — xol.

n=0

Demostracion. Basta escribir x — xg = (x — x1) + (x; — xp) en f(x) para obtener

f(x) = Z ( )an(xl —x0)" H(x = x1)! = Z Z (;l,)an(xl = x0)" | (x = x1).

n=0 j= Jj=0 | n=j

El intercambio de las series se justifica via la Proposicién [5.6|porque

o0

= Z Janl(lx = 11+ 1 = xo])"

n=0

()an(xl—xo) x-x)| =

n=0 j

converge si |x — x1| + |x; — xo| < R. Finalmente, los coeficientes de la serie de Taylor
de f en x; se determinan como en la discusion previa antes del enunciado. O

Terminamos esta seccién con ejemplos de funciones elementales definidas por
series de potencias y algunas de sus propiedades.

Ejemplo 9.3.4. A partir de la serie geométrica 1/(1-1) = 3,7, t*,|1] < 1, hemos visto
que es valido integrar término a término. En particular, obtenemos las expansiones

k+1 2k+l

1n(1+x):Z(—l)k]:+l, arctan(x) = Z(— )" L <1 (9.8)
k=0

Como aplicacién de la expansion del logaritmo podemos comprobar que si r > 0,

X .
nln{l+ —) — x, unif. en |x| < r, cuando n — +co.
n
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En efecto, si tomamos n > r, entonces |x|/n < r/n < 1 y podemos acotar

) P 20 pkl r2
— _1) —
B nZ( D (k + Dnk+! Snz nk+l gy

k=1 n=1

X
nln (1 +3)-
n
de donde se sigue la convergencia uniforme. Esto a su vez implica que

x\"? .
(1 + —) — ¢*, unif. en |x| < r, cuando n — +c0.
n

De hecho, esta afirmacién es consecuencia de un resultado mds general.

Lema 9.1. Sea Y # 0 un conjunto, f, : Y — Ry asuma que f, — [ unif. en Y si
n— +c0. Si f : Y — R es acotada superiormente, entonces e — e/ unif. en Y.

Demostracion. Asuma que f(y) < M, para todo y € Y. Dado € > 0, por continuidad
de la funcién exponencial, existe > 0 tal que |¢/ — 1| < €/eM siempre que |f| < 6.
Tomando N € N tal que ||f;, — flly < 6 paran > N, obtenemos que

lefn0) — /0N = fD|e=10) _ 1] < M(e/eM) = ¢, paratodoy € Y,
de donde se sigue el resultado. O

Ejemplo 9.3.5 (Las funciones trigonométricas). Las funciones coseno y seno se de-
finen analiticamente por las series de potencias

2n © 2n+1
cos(x) = Z(— ) T sin(x) 1= Z(_ % (2x it (9.9)

Por el criterio del cociente, ambas convergen para todo x € R. Ademas, sus derivadas
estdn dadas por (7.6), como se demuestra derivando término a término cada serie.
Note también que de aquel ejemplo deducimos la relacion que en particular
implica que |cos(x)| < 1y |sin(x)| < 1, para todo x € R.

Demostremos ahora que debe existir & > 0 tal que cos(¢) = 0. De lo contrario,
como cos(0) = 1, se deberia tener que cos(x) = (sin(x))’ > 0, para todo x > O.
Luego sin(x) serfa una funcién estrictamente creciente. Como sin(0) = 0, se seguiria
que sin(x) > 0 si x > 0. Por tanto, si 0 < x < y, el Teorema del valor medio para
integrales demuestra que

Y
0 < (y—x)sin(x) < J sin(f)dt = cos(x) — cos(y) < 2.
X
Pero esta desigualdad no puede ser vélida si y se toma suficientemente grande.

Denotemos por &y/2 = inf{¢é > 0 : cos(¢) = 0}. Note que este valor existe y
es positivo porque es el infimo de un conjunto cerrado, Ejemplo [6.2.6] y Proposicién
Asi cos(&p/2) = 0y sin(&p/2) = +1. Como por definicién de esta constante,
cos(x) > 01 (0, &y/2), entonces sin(x) es creciente alli, y asi sin(&p/2) = 1.
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Consideremos ahora la funcién fangente definida por

sin(x)

tan(x) = [x|] < &o/2.

cos(x)’
Un célculo directo muestra que %(tan(x)) = 1/cos(x)%. Por tanto, la funcién tangente
es estrictamente creciente en (—&o/2,&0/2). Ademas lim,_,.¢) 2 tan(x) = +oo. Note
que para el limite a —co podemos usar que tan(—x) = — tan(x), hecho que se deduce
de cos(—x) = cos(x) y sin(—x) = —sin(x) a través de las series de potencias en (9.9).
En particular, tan : (=£&y/2,&0/2) — R es biyectiva.

Si denotamos por g : R — (=&y/2,&p/2) su funcién inversa, se sigue de los

ejercicios y que

, I _
g (tan(x))cos(x)z =1,  |xl<&/2

Como la férmula lb se puede expresar como tan(x)? + 1 = 1/ cos(x)?, concluimos
queg’(y)=1/(1+ y?). Finalmente, empleando el valor tan(0) = g(0) = Oy el segundo
Teorema Fundamental del Calculo concluimos que

g(y)=J

y
= arctan(y), en particular 0=,
1P (v), yenp &

donde 7 se defini6 en el Ejemplo En particular,
cos(w/2) =1, sin(r/2)=1.
Mas propiedades sobre las funciones trigonométricas se incluyen en el Proyecto|13.1

Ejemplo 9.3.6 (La expansion binomial). Paraa € R, @ # 0 consideramos la ecuacién

1+ x)y' (%) = ay(x), y(0) = 1. (9.10)

Es inmediato comprobar que yo(x) = (1 + x)® es una solucién de este problema. Por
otra parte, considere la serie de potencias

nw=1+y (:)x
n=0

donde el coeficiente binomial (i) es como en el Ejercicio Sia =m e N es-
ta serie se reduce a (1 + x)™ por el Teorema del Binomio. En los demds casos el
criterio del cociente establece que y;(x) tiene radio de convergencia R = 1 porque
(nil)/ (‘;) = . Para ver que y;(x) también satisface notamos que los coefi-
cientes binomiales satisfacen la recurrencia

B B \_(B+1
Pl )=} ke o
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Por tanto,

(1 +xy,(x) = (1 + %) ;(n + 1)(n i l)x”

- -1 — ([ — 1 a-1
=(1+x) oz(a )x" a (( )+ ( )] X" = ay(x).
; n Z n n—1

n=0

Ahora, como yo(x) # 0y yj(x) # 0 en (-1, 1) podemos considerar los cocientes de
estas soluciones y empleando la ecuacién (9.10) vemos que

Y i)
Yo yo(x)’

d
o de forma equivale d—(yl /yo) = 0.
X

Por tanto, y;(x) = cyp(x) para |x| < 1y para cierta constante ¢ € R. Evaluando en
x = 0 vemos que ¢ = 1y asf concluimos la expansién

(I+x)7 =1+ (Z)x I < 1. 9.12)
n=0

Esto demuestra que yp(x) = (1 + x)® es analitica en el intervalo (-1, 1). Por supuesto,
si calculamos los coeficientes de Taylor obtenemos que yf)")(O) =ala-1)---(a—n+1).
El andlisis anterior sin embargo es necesario para concluir que yg coincide con su
serie de Taylor en x = 0. Para el estudio de la serie binomial en los puntos frontera
x = +1 referimos al lector al Ejercicio [13.3.8]

Ejemplo 9.3.7 (Teorema de Tannery para integrales). Considere una sucesiéon de
funciones f;, : [a, +o0) — R integrables en el sentido impropio alli tales que

1. f, — f unif. en [a, b], para todo b > a.

2. |fu(x)| < g(x), para todo x > a, con g : [a,+c0) — R integrable en el sentido
impropio alli.

Entonces f'y |f| son integrables en el sentido impropio en [a, +o0) y

lim Jp" fu(Ddt =J " o,

a

para cualquier sucesion creciente {p,}eny €n R con p,, > a tal que p, — +oo.

Para demostrar esta propiedad note primero que f es integrable en cada intervalo
[a, b], al ser limite uniforme de funciones integrables. Ahora, por el criterio de com-
paracién f:oo | f()|dt converge porque |f(x)| < g(x), para x > a. Por tanto, f también
es integrable en el sentido impropio. Ahora, para demostrar el limite sea € > 0 y elija
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by > a tal que f;:o g() < €/3.Si N € Nes tal que ||f, — flliap < €/3(bp —a)y
Dn > by, para todo n > N, concluimos que

J ) fdt - rn fu(dt

a a

bo +0o Pn
sj|ﬂn<mmm+L V®W+JIA@W

b

+00
< (bo — alfn = flliape + ZJ gdt < €/3+2/3 =¢.
bo

Ejercicios

9.3.1 Considere la funcién f(x) = },, 1+1W Determinar donde converge absoluta-

mente, dénde converge uniformemente y donde es continua. /Es f acotada?

9.3.2 Mostrar que la sucesion f,(x) = 17— converge uniformemente a una funcion

fyque f'(x) = lim, 1 f;(x), para todo x # 0. {Qué pasaen x = 0?

9.3.3 Sea f : R — R una funcién continua. Demostrar que la sucesién de funciones

n—1 . x+1
fulx) = 12 f(x + 1) converge a g(x) = J f(dt,
n j:O n

X
uniformemente en cada intervalo [a, b].

9.3.4 a) Demostrar que el radio de convergencia de una serie de potencias f(x) =
Yo An(x = X0)" se puede caracterizar de la siguiente manera: es el tinico
nimero R tal que si 0 < r < R, entonces existe C = C, > 0 de manera
que |a,| < Cr™, paratodo n € N.

b) Considere la serie f(x) = 3,°, a,x" con a, = n. Dado € > 0, encuentre
el valor 6ptimo C¢ > 0 tal que |n| < C(1 + €)", para todo n € N. ;Qué
sucede con C, si e — 01?

9.3.5 Comprobar que sin : [-7/2,7/2] — [—1, 1] es biyectiva y que su inversa es la
funcién arcoseno dada en el Ejercicio

9.3.6 Mostrar que las formulas y (9.12)) son compatibles comprobando que

(4%(“‘ﬂ=(““} @eRneN.
n n

9.3.7 Las funciones coseno y seno hiperbolico se definen por

e +e &0 x2n e —e* e x2n+1
h = = S 1 h = = _—
cosh(x) 2 Z:(; Qo Sinh@ 2 Z:; n+1)!

Demostrar que cosh(x)? — sinh(x)? = 1, %(cosh(x)) = sinh(x) y %(sinh(x)) =
cosh(x).



286 Capitulo 9. Sucesiones y series de funciones

9.3.8 (Media logarftmica) [68] La media logaritmica entre a > 0y b > 0 se define

por L(a, b) = m Demostrar que

b
\/_b<L(ba)<%

Indicacién: si x = b/a > 1, esto equivale a

-1 1 h
\/}<x x+ o 1_sm (y)< cosh(y).
y

*he - 2

si x = ¢®. Mostrar esta tltima desigualdad comparando término a término
los desarrollos en series de potencia en O de estas funciones. En el Ejercicio
12.1.9|se da otra demostracién de este resultado. El articulo [68]] contiene mas
desigualdades asociadas a L(a, b).

9.3.9 Comprobar que la funcién arcoseno del Ejercicio es analitica en (—1, 1)
y estd dada por la serie

. © n x2n+1
arcsm(x) = Z ( n )m, |X| < 1.
n=0

9.3.10 Demostrar que la funcién zeta de Riemann es infinitas veces diferenciable en
(1, +00) y determinar una férmula para sus derivadas.

9.3.11 Comprobar que si @ > 0, entonces

(o8]

0 1 1
dx -1y J .

= —_—, _— = X dx.

2 e (an + 1)"+1 JO X Z::O an+ et Jy T

n=0 0

(o8]

1 ('d
En particular, Z — = J "
0

n" x*
n=1

9.4. El Teorema de aproximacion de Weierstrass

Este teorema hace rigurosa la idea intuitiva de que es posible aproximar a una
funcién continua por polinomios, por ejemplo interpolando sucesivamente puntos
de la funcién. En esta seccién revisaremos una de sus demostraciones debida a S.
Bernstein basada en ideas de Probabilidad. La versidn general de este teorema, debida
a M. H. Stone, serd discutida en el Proyecto[14.3]

Teorema 9.7 (Weierstrass). Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces existe
una sucesion de polinomios {py}nen C R[x] tal que p,, — f unif. en [a,b] cuando
n — +oo,
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En esta seccién denotaremos por

B[P

al conjunto de funciones polinomiales definidas en [a, b]. Un elemento de este con-
junto es simplemente la restriccién de un polinomio usual al intervalo [a, b]. Por otra
parte, recordemos que ser denso significa que su clausura es todo el espacio. En nues-
tro caso el teorema anterior indica que

R[x]jap) = C°la, b].

En otros términos, cada funcién continua f : [a, b] — R es un punto de acumulacién
de R[x](q,p1: dado € > 0, existe p € R[x]p) N By, (5 ), €s decir,

”f - p”[u,b] <€

Es importante recalcar que el dominio de las funciones que tratamos son interva-
los compactos. De hecho podemos fijar al intervalo [0, 1] como modelo para trabajar
porque dado otro intervalo [a, b], la funcion £, : [0, 1] — [a, b], £, p(x) = a+x(b—a),
con inversa f;’lb(t) = ;=% induce una aplicacion lineal biyectiva

Lap : C'la,b] = C°[0,11,  f > Lop(f) = folap.

Ella satisface que || fllja,5) = Il f © Cuplljo,1] y ademds preserva a R[x], es decir, p € R[x]
si y solo si L,p(p) € R[x]. Por esta razén, es suficiente demostrar el teorema para
funciones sobre [0, 1].

El argumento que presentamos a continuacién es constructivo y se debe al ma-
tematico ruso Sergei N. Bernstein (1880 — 1968).

Teorema (Bernstein). Sea f : [0, 1] — R continua. Entonces la sucesion de polino-

mios
n

pax) = (Z) 1 (kfm) 21 = %",

k=0
converge uniformemente a f en [0, 1], cuando n — +oo.

Demostracion. Sea M = ||flljo,1 y fije € > 0. Como f es uniformemente continua
sobre [0, 1], existe ¢ > O tal que si x,y € [0,1] y |[x — y| < &, entonces |f(x) — f(V)] <
€/2. Considere los polinomios

re(x) = (Z)xk(l - x)"k, 0<k<n.

Entonces rx(x) > 0 si x € [0, 1] y por el Teorema del Binomio, 7}_, 7x(x) = 1. Asf

£ = Pl = | D (F0) = fk/m) re(x)
k=0
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Podemos estimar esta suma dividiéndola en dos partes. La primera, sobre los k tales
que |k/n — x| < 6. Por tanto, |f(x) — f(k/n)| < €/2 y esta parte de la suma queda
acotada por (€/2) - 2k, jk—nx<sn Tk(X) < €/2. La segunda parte de la suma esta acotada
por

2Mx(1 — x) < M

2M <
MY WS s ) k= )P = o < o
k=0

k, |k—nx|>6n

donde usamos que x(1 — x) < 1/4en [0,1]y >}_,(k - nx)?re(x) = nx(1 - x), que se
justificard a continuacion. Finalmente, con estas desigualdades concluimos que

M

€
If = Pullioy = 5+ 555 <«

si n es suficientemente grande.
Para finalizar, a partir de (x +y)" = (Z)xky”‘k, derivando respecto a x y
multiplicando por x, dos veces, vemos que

n

nx(x+y)y" ! = Z k(n)xky"_k, nn—Dx*(x+y)"2 = Z (Z)k(k — Dxky*,

k=0 k k=0

Reemplazando y = 1 — x, obtenemos
n n
Z kri(x) = nx, Z k(k — Dri(x) = n(n — l)xz,
k=0 k=0

y por tanto, expandiendo el cuadrado interno, que 37 _,(k— nx)re(x) = nx(1-x). O

Nota 9.4.1. Este resultado se puede generalizar a funciones continuas f : [0, 1]¢ —
R. En efecto, para este dominio los polinomios de Bernstein se definen por

d
mwmwthﬂWmewwammm .....

() j=1 Ky
donde la suma (x) se toma sobre los (ki,...,kz) € N¢ con 0 < k;j < n;. Entonces se
verifica que py,,.n, — f unif. en [0, 119 siny,...,ng — +oo. La demostracién sigue

las mismas ideas que antes, aunque su escritura es mucho mds enrevesada.

Ejemplo 9.4.1 (Polinomios con coeficientes enteros). Veamos que el conjunto de
funciones polinomiales con coeficientes enteros Z[x]|j,) €s denso en (C%a, b1, 1l - 1),
para cualquier intervalo [a, b] C (0, 1). Por el Teorema de aproximacién de Weiers-
trass, es suficiente mostrar que

R[xl{ap) S ZIXIfap) € C°la, b,
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porque al tomar clausura en estas contenencias se concluye que Z[x]ip = COla, b).
De hecho, es suficiente demostrar que

siceRye>0, existeq e Z[x]tal que lla —gllp < €. (9.13)

En efecto, si esto es valido, dado p(x) = Z?:o a jxj € R[x] y € > 0, para cada
J=0,1,...n, podemos elegir g; € Z[x] tal que |la; — g,llja,p) < €/(n + 1). Por tanto,
sig=Y"_04q jx/ € Z[x], obtenemos que

n
1P = dllias < D llaj = gjlliamlie/ls < € porque |/l = b < 1.
=0

Para comprobar (9.13)) haremos uso de los polinomios

p-1 (_1)j+1 .
0,0 =p (=2 —(1=x)= Y (".)Txf € Zl,

=Y

donde p es un nimero primo. Note que Q) tiene coeficientes enteros porque p 'y j!
no tienen factores en comuin si j < p — 1 y por tanto p divide a (’J’) Ademds tenemos
xP + (1 —x)P < b+ (1 -a)f

p p

! - 0| = wp-

Ahora, dadox e Ry e > 0,seam = |a] € Zy p primo tal que 1/p < €/2y
pw, < €/2. Consideremos k = | p(a —m)] € Z,es decirm+k/p < a <m+(k+1)/p.
Por definicién, 0 < k < p — 1. Entonces ¢ = m + kQ,, € Z[x] satisface que

1 B 1
l = qlliap) = e —m—k/p+k/p—kQpllap < 5 kllp™ = Qplliap) < Sty < e

como era requerido.
Finalizamos esta seccién con una extension del Teoremal9.7] para de clase C™.

Teorema 9.8. Sea [ : [a,b] — R una funcion de clase C™. Entonces existe una
sucesion de polinomios {p,}nen € Rlx] tales que pﬁlj) — f(j) unif. en [a, b] cuando
n— +oo, para j=0,1,,...,m.

Demostracion. Aplicamos induccién sobre m. Sim = 0, este es el Teoremal[9.7} Si lo
suponemos vélido para algin m — 1, dada f tal que f" : [a,b] — R es continua, la
hipétesis de induccidén aplicada a f” nos dice que existe una sucesion {g, }nen € R[x]
tal que ¢ — () unif. en [a, b], para j = 0,1, ...,m — 1. Si ponemos

X

pal0) = f(@) + J an(0)dt € RIx],

a
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por el segundo Teorema Fundamental del Calculo se tiene que

|pn(x) = f(0)] = < (x=allgn = [l < (b= Dlign = flliaprs

J qn(t) = f'()dt

a

para todo x € [a, b]. De aqui se deduce que p, — f unif. en [a, b]. Como p;(x) =

gn(x) y pY*Y = g%, también se verifica que pi’ — U, para j = 1,...,m, como se
requeria. El principio de induccién permite terminar la demostracion. O
Ejercicios

9.4.1 Demostrar las siguientes afirmaciones:

a) Si f :[a,b] = Res continuay f(xg) = 0, para cierto xy € [a, b], existe
una sucesién de polinomios {p,},en tales que p, — f uniformemente en
[a, b], y tales que p,(xg) =0, paratodo n € N,

b) Si f : [-a,a] — R es una funcién continua par, entonces ella se puede
aproximar uniformemente por polinomios pares sobre [—a, a]. Formular
y demostrar la misma afirmacién para funciones impares.

9.4.2 Demostrar que Q[x](,,5) también es denso en COla, b).

943 Sife C°[0, 1], defina 1Al := sup,en |f(l) f(t)t”dt’. Demostrar que esta aplica-

cién define una norma sobre C°[0, 1].
Indicacion: si [||f]l] = O, usar el Teorema de Weierstrass para comprobar que

[y 02t = 0.
9.4.4 Sea f € C°[0, 1]. Comprobar que

1

lim (n+ 1)J " F@dt = £(1).

0

Indicacién: comprobarlo primero cuando f es un polinomio.

9.4.5 a) Si{pu}nen €s una sucesion de polinomios reales que convergen uniforme-
mente a 0 en un subconjunto no acotado § C R, entonces existe N € N,
tal que p, es constante, sin > N.

b) Mostrar que si f : R — R es una funcién continua, entonces no existe
una sucesién de polinomios {p, },en tales que p, — f unif. en R, a menos
que f sea un polinomio.

9.4.6 Sea f : [0,+00) — R continua y tal que lim,_, o f(x) = L existe y es finito.
Demostrar que f puede aproximarse uniformemente en R por combinaciones
lineales de funciones del tipo x > ¢ 7%, k € N.

Indicacién: considere g(¢) = f(—1In(¢)), 0 <t < 1.
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9.4.7 (Convergencia uniforme de polinomios con grado fijo) Sea £y el espacio vec-
torial de polinomios en x con coeficientes reales de grado a lo méds N.

a) (Férmula de interpolacion de Lagrange) Mostrar que un polinomio g(x)
de grado N queda determinado por sus valores en N + 1 puntos prefijados

X0, X1, ..., xy através de la formula
u X=X
— . . . - m
g(x) = ZO q(x;)C;(x),  donde £;(x) = OHN P
J= <m<.

m#j

Indicacion: [j(x;) = 0sii # jy 1sii = j. Luego recuerde el Ejemplo
731l

b) Fije [a, b], xo < x; < --- < xy en [a, b] y considere la aplicacién

N
L:RNT S oy, L) Y biti(x), b= (bobi,....by).
Jj=0

Mostrar que L es lineal y biyectiva.
¢) Emplear el numeral anterior para demostrar que

Ibll = sup |L(B)®)
t€la,b]

define una norma en RV*!. Como todas las normas en este espacio son
equivalentes (Ejercicio[6.3.12), concluya que una sucesion p,(x) = ag,, +
ajpXx+-- + aN,an en Py converge uniformemente en [a, b] si y solo si

{(aons @1.p» - - - » AN.n)Inex converge en RV Por tanto, p, — p unif. sobre
[a, b], donde

p(x) = ap+ayx + -+ ayx", cona;= lim aj,.

n—+0o

d) Llegar a la misma conclusién del numeral anterior ahora empleando la
aplicacion Ly : R¥N*! — Py, Lo(b) = Z?’:o bjx/ y la norma ||bl|' =
SUPyeqq.p1 1Lo(B) (D).

e) Demostrar que si {p,},en una sucesion de polinomios que converge uni-
formemente en [a, b] a una funcién continua f y f no es un polinomio,
entonces los grados de los p, no pueden ser acotados.

948 a) (x) Dadoa € (0,1), sea f : [-a,a] — R continua y tal que f(0) = 0.
Dado € > 0, demostrar que existe p € Z[x] tal que
Ilf - p”[—a,a] <E€.
Indicacién: Aplicar el Teorema de Weierstrass a ¢ € [-d*,d] — g(t) =
f(tl/k) con k € N impar para obtener q(t) = Z?:o ajtj con [|g — gll_g a1 <
€/4. Luego considere p(x) = Z;’.le_a ijfk con k suficientemente grande.
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b) La clausura de Z[x] como subconjunto de (C[-a,al, | - li=q.a1) €5

ZIX)-aa = {f € C’l-a,a] : f(0) € Z}.

9.5. Regla de Leibniz para integrales impropias

El objetivo de esta seccidn es extender la regla de Leibniz sobre derivacion bajo
el signo integral para integrales impropias. Para ello extendemos el concepto de con-
vergencia uniforme para funciones de dos variables. En realidad veremos que este
concepto se reduce al caso tratado en la Seccién 9.1

Trabajaremos con funciones definidas en intervalos de la forma [c, d) o [c, +0).
Los resultados que presentamos también son validos para intervalos (c, d] y (—oo,d].

Definicion 9.3. Sean F : [a,b]X[c,d) = Ry f : [a,b] = R. Decimos que F(x,t) —
f(x) uniformemente para x € [a,b] cuando t — d~, si para todo € > 0, existe 6 > 0
tal que sid — 6 < t < d, entonces

|F(x, 1) — f(x)| <, para todo x € [a, b].

En el caso d = +oo, esta desigualdad se requiere para ¢ > ¢. En cualquier caso esta
situacién se denotard por F(-,t) — f unif. en [a,b] cuando t — d".

Para cada t € [c, d) denotaremos por F(-,t) : [a,b] — R a la funcién dada por
x + F(x,1). Como en la Seccién0.1]se sigue que

F(,t) — f unif. en [a,b] siy solosi lﬁle IFC. 1) = flljap1 = O,
t—d-

es decir, requerimos que F(-,1) — f — 0 en el espacio Cyla, b], cuando t — d".
Recordando la caracterizacion de limites a través de limites de sucesiones, ver Nota

se sigue que
Hm [IFC,0) = flilapy =0 siysolosi lm [IFC, 1) = flliae) = O,

para toda sucesion {t,},eny C [c,d) tal que t, — d si n — +o0. Aplicando esta ob-
servacion, los resultados de convergencia uniforme y continuidad (Proposicién [9.1)),
integracion (Teorema y derivacién (Teorema [0.6), se extienden de manera in-
mediata a este contexto. Mas especificamente, tenemos el siguiente resultado cuyos
detalles se dejan al lector.

Proposicion 9.4. Sean F : [a,b] X [c,d) y [ : [a,b] — R tales que F(-,t) — f unif.
en x € [a,b] cuando t — d~. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

1. Si F es continua en [a,b] X [c,d), entonces f € C°[a, b].



9.5. Regla de Leibniz para integrales impropias 293

2. Si F(t,) : la,b] — R es integrable para cada t € [c,d), entonces f : a,b] —

R es integrable y
b

b
zh’r;l_‘[ F(s,t)ds = J f(s)ds.

a a

3. Asuma que %—i(-,t) : [a,b] — R existe y es continua para cada t € [c,d) y

‘;—i(-, t) — ¥ unif. en [a, b] cuando t — d~. Entonces y = f’.

Para el caso de funciones definidas por integrales tenemos el siguiente resultado.
Corolario 9.4. Sea ¢ : [a,b] X [c,d) — R continua. Entonces:
1. G:la,b] X[c,d) > R dada por G(x,t) := jz ©(x, T)dT es continua.

2. Sipara cada x € [a,b] la integral impropia

d
gx) = J o(x, T)dt converge y G(-,t) > gunif. enla,b] sit > d~, (9.14)

c
entonces g € COa, b).

3. Siexiste h: [c,d) — R tal que

d
lo(x, )| < h(t), (x,0) € la,b] X [c,d) ¥ J h(t)dT converge ,

c

entonces es vdlido y por tanto g € C'[a, b].

Demostracion. (1) Si fijamos ¢ < d’ < d, ¢ es continua en el compacto [a, b] X [c,d’]
y por tanto es uniformemente continua alli. Asi, dado € > 0 existe § > 0 tal que para
todo (x, 1), (y, 8) € [a,b] X [¢,d'], si ||(x,1) = (3, $)ll2 < &, entonces |¢(x, 1) — @(y, 5)| <
€/(2(d" — ¢)). Entonces, si (x1,t1), (x2,12) € [a, b] X [¢,d’], podemos escribir

G(x1,11) = G(x2,12) = G(x1,11) — G(x2,11) + G(x2,11) — G(x2,12)
15)

ZJ ¢(X1,T)—90(x2,7)dT+J o(x2, T)dr,

c n

y por tanto acotar
IG(x1,11) = G(x2, )| < (d" — ©)e + cltr — 1] < €/2 + cltr — 1],

donde ¢ = ||fllja.b]x[c.a']> Siempre que |x; — x| < 6. Tomando |¢; — #,| suficientemente
pequeiio se sigue que |G(x1, t1) — G(x2, 17)| < €. Asi se deduce la continuidad de G en
[a,b] X [c,d’] y como d’ fue arbitrario, G resulta ser continua en [a, b] X [c, d).

(2) Es una consecuencia inmediata de (1) y de la Proposicion @Kl).
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(3) Si suponemos que existe & : [c,d) — R como en el enunciado, por el crite-

rio de comparacién, Proposiciones [8.11(2) y g(x) existe para cada x € [a,b].

Ademas

d d

lo(x, T)ldT < J h(t)dr.

t

IGCx. 1) — g0l < j

t
Como lim,_,4- f;l h(t)dt = 0, se sigue que G(-,t) — g unif. en [a,b]sit > d". ]

En este punto tenemos todas las herramientas para poder extender la regla de
Leibniz a integrales impropias.

Teorema 9.9 (Regla de Leibniz para integrales impropias). Sea ¢ : [a, b]X[c,d) = R
tal que g—ﬁ : la, b] X [c,d) — R existe y es continua. Sean

d
ex,ydr y gx) =J @(x, 7)dr,

c

t

G(x,t) = J

(&
y asuma que satisfacen la condicion (1) del Corolario Si %—f(x, t) — Y unif. en
la,b] sit — d~, entonces g es de clase C' en [a,b] y

d

0
y(x)=g'(x) = J a—(’o(x, 7)dT.
x

c

En particular, el resultado es vdlido si existen funciones h, hy : [c,d) — R tales que

< hi(t), paratodo (x,t) € [a,b] X [c,d)

0
(e, D) < h(D), ‘%(x, )

y tales que le h(t)dt y fj h\(t)dt converjan.

Demostracion. Por laregla de Leibniz para integrales de Riemann, Teorema|[3.8]

oG "¢
a(x, nH= J a(x, T)dT.

c

Como % es continua en [a, b] X [c, d), el Corolario asegura que % es continua
en este dominio. Note que por definicion de ¢ tenemos que

t d

I _[* 9
I (x,7)dt = J I (x, T)dT.

c

. 0G )
o = i S = i |
La férmula g’(x) = y(x) se sigue de la Proposicién [9.4(3). Ademds, la Proposicién
1) muestra que  es continua en [a, b] y por tanto g es de clase C! alli.
Finalmente, si existen 4 y h; como en el enunciado, el Corolario [9.4(3) implica
que g(x) y ¥(x) convergen para todo x € [a,b], G(-,t) > gy %—f(-, ) — Y unif. en
[a,b] sit — d™. Asi, las condiciones de la primera parte son satisfechas. |
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Los resultados presentados en esta seccidon también son validos para intervalos
de la forma (—oo0,d] o (c,d), donde la integral es impropia en ambos extremos del
intervalo. Terminamos esta seccién con un ejemplo de esta situacién. Mds ejemplos
se incluyen en los ejercicios y en el Proyecto[I3.3]sobre la funcién Gamma.

Ejemplo 9.5.1. Considere la funcién definida por

+oo —xt —t
e —e
o(x) = J —dt, x> 0.
0 t

Esta integral es impropia para t = 0 y ¢ = +co. Para demostrar que converge nece-
sitamos analizar la funcién ¢(x,7) = (e™ —e™")/t, para x,t > 0. En este dominio
tenemos que g—x = —e™™ que es continua alli.

Fijemos un intervalo [a, b] C (0, +00). Aplicando el Teorema del valor medio para
derivadas a ¢(x, t) como funcién de x, podemos escribir

loCx, )] = le™llx - 11,

para cierto ¢ = & entre x y 1. Distinguimos dos casos. Primero, si 1 < ¢ < «x,
entonces e ¥ < ™. Segundo, si a < x < & < 1, entonces ¢4 < ™. En cualquier
caso obtenemos que

lo(x, ) < h(t) = b+ De™™!,  xela,blyt>0,

donde @’ = min{1, a}. Por otra parte,

Zen| <@ = e sixelablyr>0.

Como fg ®h(rydt y fg * hi(t)dt convergen, podemos aplicar el Teorema . para
concluir que

t t
0
J e(x,T)dt y J —‘p(x, T)dt
11 1/t 0x
convergen uniformemente en [a, b] cuando r — +o0, que ¢ converge y es de clase C!
en [a, b] y ademds

—XT +0o

¢'(x) = J ) —e Mdr =
0

X o

Finalmente, como ¢(1) = 0, por el segundo Teorema Fundamental del Calculo, ¢(x)—
¢(1) = — [| ds/s, es decir

+oo —xt _ -t

J € "¢ di=-In(x), x>0
0 t

En particular, deducimos la férmula

+00 e~ _ e—bl
J fdt =In(b/a), a,b> 0.
0
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Ejercicios

9.5.1 Verificar que es posible derivar || g ®e™¥dt = 1/x, x > 0, para obtener

+00 I’l'
J e Mdt = —, x> 0.
0 X

+00 d[
9.5.2 Resolver el Ejercicio(8.7.7|derivando J — = l, para x > 0.
0 PP+x%  2x

9.5.3 Considere la funcién

T
= dt, >a>-—1.
8(x) JO 7 x=a

Justificar por qué se puede calcular g’(x) con la regla de Leibniz y comprobar
que g(x) = In(x + 1).

9.5.4 Emplear la regla de Leibniz para demostrar las férmulas

t
J“’" sin(f)

0

+00 1_ 1
J (M)e—w: S+, xeR,

0

n
e Mdt = 3 arctan(x), x> 0.

La segunda férmula se extiende para x = 0 via el Ejemplo

+00 1 1 2t2
9.5.5 Comprobar que J In(l +a7r)
0 1+172

dt = nln(l + a), paraa > 0.
1 !

9.5.6 Demostrar que J t*'(In x)"dr = (-1)"

. W,six>—l,m€N.

9.5.7 Sea g(x) = fg © et cos(xt)dt. Aplicando la regla de Leibniz e integracion por
partes, demostrar que g’(x) = —xg(x)/2. Deducir que (exz/ 4gY(x) = 0y asf

+00
r
J e cos(xt)dr = %e‘xz/d'.
0

Emplear la misma técnica para demostrar que

+00

220 o
J etx/tdt:—\/_ezx, x> 0.
0 2

Indicacion: e® > s + 1 puede ser til para acotar la derivada del integrando.
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9.6. Algunas funciones extranas

Esta, la ultima seccion del texto, tiene como objetivo incluir ejemplos de fun-
ciones que a primera vista pueden contradecir nuestra intuicién. Por esta razén nos
solemos referir a ellas como patoldgicas. Entre ellas destacamos funciones que no
son diferenciables en ningiin punto, curvas que llenan el espacio, funciones diferen-
ciables con derivada no integrable y funciones suaves que no son analiticas en ningtin
punto. Ejemplos de otras funciones con comportamiento extrafio se incluyen en los
ejercicios.

Comenzamos la discusion con funciones f : R — R que satisfacen la propiedad
del valor intermedio: dados a < by & entre f(a) y f(b), existe ¢ € (a,b) tal que
f(c) = &. El Teorema del valor intermedio asegura que una funcién continua tiene
esta propiedad, asi como también la tienen las derivadas de funciones, gracias al
Teorema de Darboux[7.7] Sin embargo, existe funciones que satisfacen esta propiedad
sin ser continuas en ningin punto. Més ain, existen funciones f : R — R que son
sobreyectivas en todo intervalo, es decir que

f(a,b) =R, para todo intervalo (a, b) C R. 9.15)

Este tipo de funciones no pueden ser continuas en ningtn punto. En efecto, si f fuera
continua en xyp, dado € > 0 existiria ¢ > 0 tal que

f(xo =6, x0 +6) € (f(x0) — € f(x0) + €).

Esto impediria que f(xg—d, xo+0) = R. El siguiente ejemplo ilustra una construccién
ingeniosa de una funcion de este tipo.

Ejemplo 9.6.1 (La funcién en base 13 de Conway). Este ejemplo fue dado por J.
Conway empleando la expansion de los nimeros reales en base 13. Para este caso,
un algoritmo similar al descrito en la Seccién 4.3 permite demostrar que cada x > 0
se puede escribir de manera inica como

x:a0+z%, ao € N,a, €1{0,1,....9,A, B.C),
n=1

donde A = 10, B =11y C = 12. Escribiendo también ayg = bg+b113+--- b,,13", con
b; €{0,1,...,C} mediante el algoritmo de la division, de forma abreviada notamos

x=b,...biby.ayazas...13.
Esta expansion es unica si no admitimos colas infinitas con C. Por ejemplo, escri-

bimos 1 en vez de 0.CCC--- = 3%, C/13". Bajo estas convenciones la funcién de
Conway fc : R — R se define como una funcion par (fo(—x) = fo(x)) y para x > 0:
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1. Si su expansién en base 13 a partir de un punto es Ax;...x,Cy;yz..., con
xj,y1 €1{0,1,...,9}, entonces

n [e)

fc(x) = Z leo”‘j + l =X1X2 ... Xp.Y1Y2 - - -10 » (en base 10).

. 10/

j=1 =1

2. Si su expansién en base 13 a partir de un punto es Bx;...x,Cy;y;..., con
xj,y1 €1{0,1,...,9}, entonces fc(x) = —x1Xx2...X,.Y1Y2 - - -10-

3. fc(x) = 0 en los demas casos.

La intuicién bajo esta definicion es la siguiente. Si usamos los simbolos A = +,
B = —y C = . como lo hizo Conway originalmente, entonces, al escribir un nimero
en base 13 con esta notacion algunos nimeros cobrardn sentido en base 10, aunque
otros no. Por ejemplo, 320685 = 11-13* +2-133 +12-132+7-13+ 1 = B2C71
y fo(B2C71) = =2.71 si, pero 324 = 1 - 132+ 11-13 + 12 = 1BC(= 1 +.) no. De
esta manera, la funcién de Conway actia de manera no trivial en los nimeros cuya
expansion en base 13 cobra sentido en base 10 a partir de un punto.

Para demostrar que f¢ satisface seaz = +X{X3...X,.¥1Y2...10 € R escrito
en base decimal. Dado 0 < a < b, por la propiedad arquimediana existen m, N € N
tales que (13&]\,, TTJer) C (a,b). Como m/13N = (by...by.a; ...ay)i3 tiene una repre-
sentacion finita en base 13, podemos considerar el nimero

m m+1)

a=(by...bray...ayO0x1x2...x,Cy1y2...)13 € (B—N, SEL

donde 0 = A o B dependiendo del signo de x. Por construccion, f(a@) = z. Esto
demuestra para intervalos en (0, +00). Los demds casos se reducen a este em-
pleando la paridad de f.

En particular, f¢ no es continua en ningtin punto y tampoco es acotada en ningtin
intervalo. Otro ejemplo, no constructivo, de funciones con esta propiedad se da en el
Ejercicio[9.6.1

Discutimos ahora un ejemplo de curva que llena al espacio (space-filling curve).

Ejemplo 9.6.2 (La curva de Hilbert). Este consiste en una aplicacién
fu 110,11 = [0, 117

que es continua y sobreyectiva. Su construccidn es de naturaleza geométrica y se
basa en la idea de biseccion. En efecto, de ser posible construir dicha funcidn, si di-
vidimos el intervalo [0, 1]y el cuadrado [0, 1]* en 4 partes iguales, cada subintervalo
se podria enviar de manera sobre en algunos de estos subcuadrados. Este proceso
se podria iterar indefinidamente. La idea de Hilbert consiste en organizar estas fami-
lias de cuadrados de forma que subintervalos adyacentes se correspondan a cuadrados
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Figura 9.1: Los primeros pasos para generar la curva de Hilbert.

consecutivos segun dicho orden. Ademas, que se preserven las contenencias, es decir,
que si un cuadrado se corresponde a un intervalo, sus subcuadrados se correspondan
a subintervalos de dicho intervalo.

El orden que empleé Hilbert se puede visualizar en la Figura[9.1|donde se mues-
tran los primeros pasos del método.

De esta manera, cada t € [0, 1] queda determinado por una Unica sucesiéon de
intervalos encajados {,, ;}nen, €s decir ﬂ,‘:’zo wt = {t}. A esta sucesion corresponden
entonces una tnica sucesion de cuadrados cerrados encajados {Q,, /},en. Note que por
construccion las diagonales de estos cuadrados se relacionan por
diam(Qu1,) __ diam(Qo,)

di = cee =
iam(Qy,) > >
El valor fy(t) se define como el punto determinado por la interseccién ()" Qy.s, que

en efecto consiste de un tnico elemento gracias al Teorema [4.5]
La curva de Hilbert satisface las siguientes propiedades.

Teorema 9.10. La curva de Hilbert fi = (og,¥g) 2 [0,1] — [0, 1% es sobreyectiva
y continua. Ademds las funciones ¢y, ¥y : [0,1] — [0, 1] no son diferenciables en
ningtin punto de su dominio.

Demostracion. Para demostrar que fy es sobre basta notar que dado (xg, yo) € [0, 1],
existe una sucesion de cuadrados {Q,, ;},cn como antes, tales que {(xo, y0)} = ()~ On.s-
Esta sucesién de cuadrados proviene de una tnica sucesion de intervalos encaja-
dos en [0, 1] cuya interseccién determina un dnico punto #y € [0, 1]. Por definicién,
(x0,Y0) = fu(to).

En la n-ésima iteracion del proceso de construccion, [0, 1] se ha dividido en 4"
intervalos de longitud 1/4". Dado € > 0 escoja N € N tal que V5/2V < e < V/5/2N-!
yseal < 6 < 1/4N.Si s,t € [0,1] y 0 < s —t < ¢, entonces el intervalo [s, ¢]
interseca a lo méds dos de los subintervalos consecutivos anteriores. Sus imagenes
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estaran, en el peor de los casos, en dos cuadrados consecutivos, de lado 1/2V. Como
estos cuadrados forman un rectdngulo de diagonal V5/2", concluimos que

5
Ifu(s) = fu@®ll, < 2iN_ <e

Por tanto, fz es continua.
Dadon >3yt e [0,1], escojat, € [0,1] con |t —t,] < 10/4" y tal que fu(?) y
Jfu(t,) estén separados por al menos un cuadrado de longitud 1/2". Entonces

lou® —eu@l - 172" 2" Wu® —yut)l 2"
lt—t,  ~ 10/4" 10 It = 1| ~10°

de donde se sigue que estas funciones no son diferenciables en . |

Existen muchos ejemplos de tales curvas y funciones con este tipo de propieda-
des. Por ejemplo, el lector puede consultar [134] para ver que la curva de Koch (el
fractal copo de nieve, ver Figura[I4.3)) no es diferenciable en ningtin punto.

Ejemplo 9.6.3 (Derivadas no integrables). La segunda versién del Teorema Funda-
mental del Célculo[8.5]requiere de la integrabilidad de la derivada de la funcion. Esta
no es una hipétesis superflua, por ejemplo, la funcién del Ejemplo aunque di-
ferenciable, su derivada no es acotada en ningin intervalo de la forma [-r, 7] y por
tanto no puede ser integrable alli.

Por otra parte, existen funciones diferenciables, que a pesar de tener derivada
acotada, su derivada no es integrable. El primer ejemplo fue dado por V. Volterra
en 1881. Para los detalles de la construccién el lector puede consultar [[106]. Expli-
caremos aqui una modificacién mas sencilla del ejemplo de Volterra dada en [57].
Considere un conjunto abierto U € (0, 1) que sea denso en [0, 1] y tal que

U= U (an, by),
n=1

donde los intervalos (a,, b,) son disjuntos dos a dos y su longitud total no supere a

1/2, es decir, )., b, — a, < 1/2, ver Ejercicio Luego, para cada n, escoja
[cu,dy] € (ay, b,) determinado por las condiciones

cntdy  an+by

2 27

dy —cp = (b, - an)z-

En particular,
b, —ay, b, —ay,

7 (= n —an) > ——,

(9.16)

Cp—ay =
porque b, —a, < 1/2.

Ahora, consideramos una funcién continua f; : [0, 1] — [-1, 1] que satisfaga

dn
fn|[0,cn] = fnl[d,,,l] =0, J fa(dt =0, ”fn”[O,l] = |f(t)l = 1,con ¢, € (cy, dy).

Cn
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Por ejemplo, f,, puede ser una funcién lineal a trozos. Sea
A0S0 f@) =) ful.
n=1

Note que como los intervalos (a,, b,) son disjuntos dos a dos, para cada x € [0,1] a
lo més un sumando de esta serie es no nulo. Esta funcidn satisface que

S;=10,11\U.

En efecto, flq,.5,) = fa €s continua y por tanto f es continua en U. Para mostrar que
f no es continua en [0, 1] \ U, consideramos el caso en que x € (0,1]\ Uy x # ay,
x # by, para todo n € N*. Los demds casos siguen la misma linea de razonamiento.
Dado ¢ > 0, por la densidad de U debe existiry € U talque x — 6 < y < x. Si
y € (ap, by), entonces y < b, < x (de lo contrario x < b, y x estariaen U 0 x = b)).
De nuevo por densidad, debe existir z € U con b, < z < x. Si z € (ay, by,) se sigue que
b, < a, < b, < x (porque (ap, bp)y (a,, b,) son disjuntos). En particular, |£, — x| < ¢
pero |f(¢,) — f(x)| = |f(#,)| = 1. Por tanto, f no es continua en x.

Note que S no tiene medida cero porque la longitud de U es a lo mds 1/2,
compare con el Ejercicio Por tanto, el Teorema de Lebesgue demuestra
que f no es integrable en [0, 1]. Definamos ahora

(o9

Fm=ZJMML

n=1 0

De nuevo, para cada x € [0, 1], a lo mds uno de estos sumandos es no nulo. Veamos
que F es la funcién requerida mostrando que es diferenciable en [0, 1]y F’ = f. Esta
igualdad se verifica facilmente para los puntos x € U: si x € (ay, b,), tenemos que
F(x) — F(a,) = fzn fa(H)dt. Por el Teorema se tiene que F’'(x) = f,(x) = f(x),
porque f, es continua. Ahora, para los puntos x € S 7 \ {1} veamos que

Fy) - F
F(x) = lim FO) - F) -
yox* y—x

0.
Si x = ai, la igualdad se verifica porque Flig, ¢,] = 0. Si x # ay, para todo k, fije y tal
que x <y < 1. Tenemos dos casos:

1. Siy ¢ U2, (ck, di), entonces F(y) — F(x) =0-0=0.

2. Siy € (cp,dp), para algin p, como x < a, < c, <yyb,—a, <4, —ap)

por (9.16), tenemos que |F(y) — F(x)| = fip fp(t)dt' Sy-c¢p <dp—cp =
(by — ap)? < 16(c, — a,)* < 16(y — x)°.

De aqui se sigue el limite requerido. El mismo tipo de argumento demuestra que
F'(x) = 0, para todo x € S ¢\ {0}. Por tanto, la derivada de F' existe, es acotada y no
es integrable en [0, 1], como requeriamos.
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Terminamos esta seccidn con un ejemplo tomado de [76] sobre una funcién que
es C™ en toda la recta real pero que no es analitica en ningin punto.

Ejemplo 9.6.4. Consideremos la funcién
¢(x) = exp(-1/%)exp(-1/(x=1)?),  O<x<l,

y ¢(x) = 0 para los demads valores de x.

En términos de la funcién f del Ejemplo[7.6.2} ¢(x) = f(x*)f((x—1)?). Por tanto,
0<¢(x)<1,¢eC°R)yd™(0) = ¢"™(1) =0, si n € N. Note que ¢ es analitica en
RsalvoenOy 1.

Consideremos ahora las funciones

> 1 . .
O = D 00, ¢ = 79Qx - 12",
. .

J

La grafica de ® se bosqueja en la Figura@ La idea es que cada funcién ¢; falla en
ser analitica cuando 2/x — [2/x]| = 0, es decir x = k/2/, con k € Z. El conjunto de
estos puntos se reduce a

Q={m/2" :neN" me2Z+1},
quien resulta ser denso en R. Esto impedird que @ sea analitica en algiin punto de R.

0.0004
0.0003
0.0002

0.0001

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2

Figura 9.2: La funcién @ no es analitica en ningtn punto.

Mas precisamente, si x = k/2/ € Q, el hecho que ¢"(0) = 0 implica que ¢ j €s
suave allf, aunque no analitica. En el caso k < 2/x < k+1, como 2/x—[2/x] = 2/x—k,
¢; es analitica en dicho intervalo y ademas ¢5.")(x) = (2" !)¢(”)(2jx — [27x])). Por

tanto, ¢; es C* en R y cada serie Z;i | ¢(." )(x), n € N converge uniformemente gracias
al M-test de Weierstrass. El Corolario|9.3|muestra entonces que ® define una funcién
suave en R.
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Si @(x) fuera analitica en algtin x € R, lo seria también en una vecindad U de x.
En particular, en algtin punto de la forma xo = m/2" € UNQ. Como ¢ ;(x) es analitica
en xp para j = 1,...,n — 1, también lo seria @(x) = Z;in ¢ j(x). Pero d)(lk)(xo) =0
para todo k € N mientras que ®;(x) > 0 para x # xp en un intervalo centrado en xp.
Esta contradiccion muestra que @ no es analitica en x como se requerfa.

Finalmente, como ®(x) > 0 en R, la funcién F(x) = ffoo @(1)dt es creciente,
suave en R y tampoco es analitica en ningin punto.

Ejercicios

9.6.1 (x Requiere teoria de grupos) Considere el grupo cociente R/Q = {x+Q : x €
R}. Por el Teorema de Lagrange, |R| = |Q|-|R/Q| y por tanto |R| = |[R/Q). Existe
entonces g : R/Q — R sobreyectiva.

Sim:R — R/Q, n(x) = x + Q es la aplicacién cociente, entonces la funcién
f =gon: R — R satisface que f(a,b) = R para todo a < b. En efecto, si
z € R, tome x € R tal que g(x + Q) = z. Por tanto,

fx+r)=gr(x+r)=gx+r+Q) =gx+Q) =z re Q.
Mostrar que existe @ € (x + Q) N (a,b) y asi f(a) = z.

9.6.2 Considere la funcion

oo 3 n .

f@%zzxz)wﬁxl
n=0

donde ¢(x) = 2 - dist(2x,Z) es la funcién del Ejemplo [I.4.6] Comprobar que

f es continua. Sin embargo, f no es diferenciable en ningtin punto como lo

muestra el siguiente argumento dado por W. Rudin.

a) Dado x € R, para cada m € N* sea 6,, = +147", donde el signo se elije
de forma que no haya ningin entero entre 4" x y 4™(x + J,,). Considere el
cociente

_ e (x + 6m)) — p(4"x)

- Sm '

n

Mostrar que sin > m,y, = 0y si 0 < n < m, entonces |y,| < 4". Ademas,
por la eleccion de 0y, [yl = 4.
b) Emplear estas observaciones para acotar
3"+ 1
>
2

‘ﬂx+&0—ﬂm
1)

m

y concluir que f”(x) no existe.
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9.6.3 (La curva de Schoenberg) Considere y = (f, g) : [0, 1] — R2 definida como

_1 bl p(32”t) _1 b p(32n+lt) ~
flo) = 520 o 8= 520 = = 160,

donde p es la funcién par de periodo 2 dada por la Figura0.3]

vl - - D
wisd - — — - - — — —
Woede — — — — — — = =

il
i,
o
wiod-
i
wio

Figura 9.3: La gréfica de la funcién p, de periodo 2.

El objetivo de este ejercicio es demostrar que y es continua, tiene como imagen
[0, 11> y ademds no es diferenciable en ningtin punto de su dominio.

a) [119] Dado (xg,y0) € [O, 113, empleando su escritura binaria, digamos
X0 = Z;io azj/2j, Yo = Z;io a2j+1/21, donde cada a; = 0 o 1, comprobar
que f(3"10) = an y que ¥(10) = (x0,yo) donde

— 2a,
fh = Z .
3n+1
n=0

Por tanto, y es sobre. De hecho, este argumento muestra que y(C) =
[0, 1], donde C es el conjunto de Cantor, Ejerciciom

b) [114] Note que basta trabajar con f, porque g(t) = f(3t). Calcular

fO™) - f0) JA =97 - f1) _
9 1-9—" -

=(9/2)", 9" = (9/2)",

para n € N* y comprobar que f7(0) ni f7(1) existen.

¢) Sea ahora O < ¢ < 1. Para demostrar que f’(f) no existe considere k, =
19"t] e N, a, = k,/9"y b, = (k, +1)/9", de manera que a, <t < by, para
todon € N. Como b,, —a, = 9™ — 0sin — +oo, concluir que @, — ty
b, = tsin — +oo.
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d) Asuma que existen infinitos n € N para los cuales k&, es par y denote de
nuevo por k, a dicha subsucesion. Escriba f(b,) — f(a,) = S1+ 5> donde

S
.—

1

k
32

S) = (PO "k + 1)) = p(9* k).

| =
T

Si k < n, 95" < 1/9. Para estimar S; asuma el peor caso en que 9b, y
9%, estdn en un intervalo donde p decrece con pendiente —3. Asf

p(9b,) — p(9a,) > =3(9%b, — 9a,) = -3 - 9F".

Por tanto,

-1).

-1

3
D CEEE
k=0

Si k > n, 9%a,, es par y 9%b, es impar, y por la definicién de p obtenemos

l\)l'—‘

[e9) [ee)

1 1
= 32 o (plimpan — ppan) = 3 3 = = o

k: k:

o) = f@n) _gug g5 ORI +3
b, —a, 7

e) Asuma ahora que existen infinitos n € N para los cuales k, es impar
y denote de nuevo por k,, a dicha subsucesion. Modifique el argumento
anterior apropiadamente, esta vez acotando por arriba a S para obtener

Sf(bn) — f(an) 4(9/2)" +3 N
b, —ay 7

Concluir que

En cualquier caso, f”(¢) no existe paraQ <7 < 1.

9.6.4 (Funciones a@-Holder) Sea 0 < @ < 1. Una funcién f : [a,b] — R se dice de
tipo Hélder de exponente a (o simplemente a-Hdolder) si

o= sup  POZII e

xyelablxzy X —Y*

El espacio de tales funciones se suele denotar por C%*[a, b]. Comprobar las
siguientes afirmaciones:

a) La funcidén f,(x) = x* es a-Holder en [0, 1]. Sin embargo, f, ¢ Cc%810, 1]
para a < 3 < 1. Indicacién: Ejercicio[6.4.3]

b) Si tomdramos « > 1 en la definicién y f € C%?[qa, b], entonces f es
constante. Si @ = 1, la funcidn seria de Lipschitz.
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¢) Una funcién de Lipschitz es a-Holder. Ademads, si f € C%?[q, b], enton-
ces f es uniformemente continua en [a, b].

d) Si0 < a < B <1, entonces C%[a, b] € C"[a, b]. Indicacién: mostrar
que [|flle < max{2[|flla,p, I f1ls}-

9.6.5 [17,1123]] La funcion de Van der Waerden se define por

o= am,  ajn=22"

J
=0 2

donde ay(r) = dist(z, Z) es la distancia de ¢ al entero mds cercano. El objetivo
de este ejercicio es demostrar que f es a-Holder, para todo 0 < @ < 1 y sin
embargo f no es diferenciable en ningtin punto de la recta real.

a) Fije0 <a < 1.Dado 0 < |f| < 1, tome n € N tal que 2771 <l <27
Recordando la desigualdad mostrar que
n—1
Z laj(x + 1) — a;(x)| < nlf| < 27",
=0
Por otra parte, como 0 < a;(x) < 27/7!, entonces |a j(x+1)—a(x)| < 2771
Emplear esto para acotar la suma restante por 27" < 2|¢| < 2|#|* y concluir

lf(x+0) = fl < Moltl*,  x€R, .17

donde M, = 2 + sup,,g 27179

b) Sijtl > 1, como 0 < f(x) < 1, entonces |f(x +1) — f(x)| < 1 < |f|*.
Tomando M, como antes deduzca que (9.17) es valida para este caso.
Esto demuestra que f es a-Holder en R.

. {Cémo se puede estimar M, ?

c) Para demostrar que f no es diferenciable en ningtin punto x € R, para
cadan € Ntome k, = [2"x] € Zy u, = k,/2" < x < (k, + 1)/2" = v,,.
Justificar por qué

fOn) = flun) _ Zi a;(vn) = ()

Vi — Up = Vi — Uy

Como cada a; es lineal en [u,,v,], 0 < j < n, cada cociente en la suma
anterior coincide con (a;)) (x) = =1. Si f’(x) existiera, al hacer n — +oo
(Ejercicio[/7.1.11)) obtendriamos que

f(x) = i +1,
Jj=0

Como esta serie diverge, f’(x) no puede existir. Este argumento se puede
refinar para demostrar que de hecho f no admite derivadas laterales en
ningtln punto, ver [31].
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Capitulo 10

Numeros reales y complejos

Este capitulo consta de tres proyectos dedicados a profundizar sobre nimeros
irracionales y complejos. En el primero se explora la expansién decimal de un nime-
ro real como herramienta para determinar irracionalidad, ademdas de demostrar varios
teoremas sobre densidad debidos a Dirichlet. También se establece la irracionalidad
de constantes como 1, In(2), sin(1), cos(1) como consecuencia particular de un cri-
terio relacionado con ecuaciones diferenciales. Por otra parte, el segundo proyecto
discute otra expansién posible para un nimero real, esta vez empleando fracciones
generadas por un algoritmo dado por Gauss. Como caso particular determinaremos la
expansion en fracciones continuas del nimero de Euler e. Finalmente, el dltimo pro-
yecto trata sobre el cuerpo de los numeros complejos C. Este se enfoca en extender
resultados sobre sucesiones y series asi como continuidad, diferenciacién e integra-
cion de funciones de la forma f : [a, b] — C. Finalmente, se incluye la demostracién
clasica del Teorema Fundamental del Algebra.

10.1. Algunos nimeros irracionales

El objetivo de este proyecto es establecer la irracionalidad de algunas constantes
como 'y e conr e Q) {0}. Para comenzar discutimos la expansion decimal de un
nimero real y cémo a partir de ella podemos deducir la irracionalidad de un niimero.
Como ejemplos particulares presentamos los nimeros de Liouville que ademds resul-
tan ser trascendentes. Incluimos también el Teorema de Dirichlet sobre la densidad
del conjunto {na + m : m,n € N} con @ € R\ Q y la naturaleza de los niimeros de la
forma a%, cona > 0.

En este proyecto escribiremos (n,m) > 1 para denotar al maximo comiin divisor
entre dos enteros no nulos n 'y m. Ser primos relativos significa que (n,m) = 1.

Recordemos de la Seccién 4.3 que todo nimero real x > 0 admite una expansién
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decimal de la forma

[ee)

an

x=) Toe @n€(0.1.2,...9)
n=0

Empleando la serie geométrica podemos ver que si a partir de un punto la sucesion

{an}aen es periddica, entonces x es racional. En efecto, suponga que x tiene una ex-

pansién de la forma

X =dap,aiay...aidgs1 " ‘ak+pak+1 N ak+p [P

— +a_1+...+& ak+] +...+ak+p ak+] +...+(lkl
=do 10 10k 10k+1 10k+p 10k+p+1 10k+2p

[Se]
aj (273 Ai+1 Ai+p
=a0+—+---+—+é —_—t e+ —,
10 10k — 10]p+k+l 10]p+k+p
]:

que se repite a partir de a,1/10*! con periodo p > 1. Simplificando esta expresién
obtenemos

aj ai Afet 1 Al p 1
= + — 4+ e+ — + 4+ e+ .
X = q 10 lok (10k+1 10k+p) 1= ﬁ

que claramente es racional. Por ejemplo, x = 0.313131 ... satisface

3+ 1 1 31
x=|—+— = —.
10 102 1—% 99

Por supuesto, esto también se deduce de restar x a 100x = 31.3131... para obtener
99x = 31.

Reciprocamente, dado r = p/qg € Q,conp > 0,qg > 0y (p,q) = 1, su ex-
pansién decimal debe ser finita o eventualmente periddica. Podemos demostrar esta
afirmacidn aplicando el siguiente algoritmo:

1. Si p > g, reste de r su parte entera para escribir » = | r]+p’/q’,con0 < p’/q’ <
1. Si p’/q’ = 0, r es entero y hemos terminado. De lo contrario contintie con
p’/q’ en el siguiente paso.

2. Suponga 0 < p’ < ¢’. Factorice ¢’ = 295°¢" con (2,q") = (5,¢"") = 1 y escriba
pl 1 p//

q/ = 10¢ q//’

donde p” = 295" p’, ¢ = max{a,b} > 0,a’ = c—ay b = c - b. Entonces
P’ /q’ posee una expansion decimal finita o eventualmente periddica si y solo
si p”’/q"” 1o hace (multiplicar por una potencia de 10 solo traslada la coma
en dicha expansion). Si ¢ = 1, p’'/q’ = p”/10° y como p” < 10°, esta
fraccién tendrd una expansion decimal finita. En este caso hemos terminado.
De lo contrario ¢’ > 1 y continde con el siguiente paso.
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3. Aplicando el paso (1) a p”’/¢” basta tratar el caso 0 < p” < ¢” y (¢”,10) = 1,
es decir, ni 2 ni 5 son factores de ¢”’. Aplicando el algoritmo de la division,
para cada j € N¥, podemos encontrar enteros b; > 0y 0 < r; < g” tales que

10/ = biq" +r;.

Como {r;}jen+ solo asume valores entre 0 y ¢’ — 1, deben existir j; < j»
minimos tales que rj, = rj,. Por tanto, 10/1(1027/1 — 1) = 102 — 10/! =
q"(bj, — bj,) es un miltiplo de ¢”’. Como (¢”,10) = 1, entonces ¢’ debe
dividir a 1072771 — 1, digamos 10727/t — 1 = ¢""m. Por tanto,

24 24

p” _mp”  mp”
g’ mq”  10/-1

donde [ = j, — j; > 0. Note que mp” < 10/ — 1y asi mp” esta formado a lo
mas por [ digitos, digamos mp”’ = b\by...b;_1b; = 107y +102py + -+ +
10b;-y + bj,con b € {0,1,...,9}. Como

1 N 1 N
1001 100 102 ’
se sigue que

mp” (b b b by b, b
= —_— + —_— + .« + _ + + + .« + JE—— + s
100 - 1 (10 102 101) (1ol+1 10%+2 102

es decir, este nimero tiene una expansién decimal periddica y el algoritmo
termina.

Note que la idea intuitiva tras el paso (3) es que al dividir p” entre ¢” los digitos
que se obtienen serdn periddicos. El argumento anterior prueba que este siempre es
el caso. Resumiendo esta discusion hemos demostrado el primer resultado de este
proyecto.

Proposicion 10.1. Un niimero real x > 0 es racional si y solo si su expansion decimal
es finita o eventualmente periddica. Mds ain, si x = p/q con p,q € N* y (p,q) = 1,
la expansion decimal de x es finita si 'y solo si g = 2°5°, para ciertos a,b € N.

Ejemplo 10.1.1 (Nimeros de Liouville). Un niimero w € R es un niimero de Liouvi-
lle si para todo n € N* existe p/q € Q con ¢ > 1 tal que

4

1
w-=<—.

qn

0<

El Ejemplo demuestra que estos ndmeros no son algebraicos, es decir, son
trascendentes. En efecto, argumentando por contradiccion, si existiera un polinomio
P(x) € Z[x] de grado n tal que P(w) = 0, elijja/ € N tal que 1/2! < A, donde A es
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como en . Por hipétesis, existe p/q € Q tal que |w — p/g| < 1/¢"*". Esto impli-
caria que lw — p/q| < 1/ (ZZq”) < A/q", contradiciendo (7.4). Estos argumentos son
debidos a J. Liouville y datan de 1844.

Como todo nimero racional es algebraico, entonces los nimeros de Liouville son
irracionales. Ejemplos explicitos de este tipo de constantes son aquellas de la forma

w= Z % = 0, a1a2000a300000000000000000a40. . . (10.1)
k=1

donde a; € {0,1,...,9} y ax # O para infinitos indices. La Proposicién demues-
tra que estos nimeros son irracionales. Para demostrar que son de Liouville, dado
n € N* elija g, = 10" y p, = 10" 37_, ax/10*'. Entonces

(o0 [ee) [Se]

Pa| a 1 110 10 1
A ngzmw 2 100 oW T gt < g

k=n+1 k=n+1 Jj=(n+1)!

0<

como era requerido. En particular, el nimero
L = 0.1100010000000000000000010. ..

llamada la constante de Liouville es un ejemplo explicito de un nimero trascendente.

En el algoritmo usado para demostrar la Proposicién[I0.TJhemos empleado impli-
citamente la funcién parte fraccionaria. Recordemos que {-} : R — [0, 1) se define
por la ecuacién x = |x] + {x}. Es claro que esta funcién es periddica de periodo 1.
Requeriremos ademds las siguientes propiedades.

Lema 10.1. La funcién parte fraccionaria {-} : R — [0, 1) satisface:
L {x+y} = {x}+{y), si {x}+{y) < L. Ademds {x+y} = (x}+{}— 1, si {x}+{y} > L.
2. Six¢7Z {-x}=1-{xh
3. Si{y} > {x}, entonces {y — x} = {y} — {x}.
4. SineN* yn{x} < 1, entonces n{x} = {nx).

Demostracion. (1) Como 0 < {x} + {y} < 2, analizamos dos casos. Primero, si 0 <
{x} +{y} < 1,estoequivalea0 < x+y—|x]—|y] < 1lqueasuvezes x|+ |y] <
x+y < |x]+[y]+ 1. De la definicién de parte entera se sigue que [ x+y]| = | x] + |y].
Por tanto,

x+yt=x+y—-Ilx+yl=x+y—Lx] -yl ={x}+{h

Para el segundo caso, de 1 < {x} + {y} < 2,sededuceque |[x+y] =|x]+|y]+1yla
férmula se sigue como antes.

2)Como 0 ={0} ={x—x} ={x}+{-x}+a,cona =006 -1, pero {x}, {—x} > O,
necesariamente a = —1. (3) Escriba {y} = {y —x}+{x}+a,cona =06 —-1.Sia = -1,
tendriamos que {y} — {x} = {y — x} — 1 < 0, contradiciendo la hipétesis. Finalmente,
(4) se sigue por induccidn, aplicando (1). O
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Teorema 10.1 (Dirichlet). Sea a € R\ Q. Las siguientes afirmaciones se verifican:

1. Para cada € > 0, existe n € N* tal que {na} < e.
2. El conjunto {{na} € [0,1] : n € N} es denso en [0, 1].
3. El conjunto {na + m : n € N*,m € Z} es denso en R.

Demostracion. (1) Asumaque € < 1 ysea N € Ntal que 1/N < €. Seab = max A
con A = {{a},{2a},...,{Na}}. De esta forma A divide al intervalo [0, b] en N subin-
tervalos. Note que de estos intervalos, el de menor longitud tiene medida menor a
b/N. Por tanto,

< {ka}—{ja} ={(k— j)a} <b/N < 1/N < e,

para ciertos enteros 0 < k, j < N. Si k > j, tomando n = k — j hemos terminado. De
lo contrario, seam = j—k € N*. Como {-ma} < ¢, si elegimos p = | 1/{—-ma}]| € N7,
entonces p < 1/{—ma} < p + 1y en particular

0 <1 - p{-ma} < {—-ma}.
Por tanto, tomando n = pm y aplicamos el lema anterior, obtenemos
{na} = {pma} =1-{-pma} =1- p{-ma} < {-ma} < e,

como se requeria.
(2) Dado u € [0,1] y 0 < € < u, por (1) podemos elegir k € N* tal que {ka} < €.
Sij= Lﬁ], entonces j < ﬁ < j+ 1, es decir

0 <u- jlka} < {ka} < e.

Como jlka} < u < 1, el lema anterior muestra que jlka} = {(jk)a} y asi {(jk)a} €
(u — €, u + €). Esto demuestra que el conjunto dado es denso en [0, 1].
(3)Seax € Rye > 0. Como x — |x] € [0,1), por (2) existe n € N* tal que
0 < x—|x] —{na} < e, esdecir ¢ = | x|+ {na} € (x — €, x + €), como se requeria.
O

Ejemplo 10.1.2. [126] La sucesién x = {sin(n)},en tiene como conjunto de puntos
de acumulacion a [—1, 1]. Para esto sea yo € [-1,1] y elija xp € [0,2n] tal que
sin(xg) = yg. Por continuidad, para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si |x — xp| < 9,
entonces |sin(x) — yg| < €. Aplicando el Teorema mZ) con @ = 1/2m obtenemos

n € N tal que
X0 n )
0<—- {—} < —.
2r 2r 2r
En otras palabras 0 < xp—x; < 8, donde x| = 27 {%} Esto implica | sin(x1) — yp| < €.
Como x; = 271{%} = 271(% - k) = n — 2nk, donde k = | 5-] € Z, concluimos por

periodicidad que
| sin(n) — yo| < €.
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Asi yp es un punto limite de x como se queria demostrar. El mismo tipo de argu-
mento demuestra la misma afirmacion para la sucesion {cos(n)},en. En particular,
obtenemos las férmulas

lim sup sin(n) = 1, liminf sin(n) = -1,
n—+0o

n—+oo
y andlogamente para el coseno.

Pasamos ahora al caso de nimeros de la forma a“ con a > 0. Sobre este aspecto
incluimos la siguiente proposicion tomada de [91]].

Proposicion 10.2. Cada niimero racional en el intervalo I = ((1/ e)l/e, +00) es de la
forma a® con a irracional, o estd en el conjunto {1,4,27,...} = {n"}en+.

Demostracion. Considere la funcién f : (1/e,+00) — [ definida por f(x) = x*.
Como f(x) » +oosix = +ooy f'(x) = x*(1 +1In(x)) > 0si x > 1/e, entonces f
establece una biyeccion entre dichos intervalos. De esta forma, si r € I N Q existe un
unico a > 1/e tal que r = f(a) = a“. El enunciado es equivalente a demostrar que si
a es racional, debe ser un entero positivo. Escribamos a = n/m 'y r = b/c en forma
reducida. Entonces estos valores satisfacen que

(n/m)""™ =b/c, o deforma equivalente  n"c™ = b"m".

Debemos demostrar que m = 1. De la ecuacién anterior note que un primo divide a
¢ siy solo si divide a m", porque (b, ¢) = (n,m) = 1. Por tanto,

c =nm-.

Sim > 1y pesun primo tal que m = p’l, con (p,I) = 1, entonces ¢ = p'k, con
(p,k) = 1y ademds im = jn. Asi i(p/l) = jn, p/ debe dividir a j y en particular
p/ < j.Como p > 2, esto contradice la desigualdad j < 2/. En conclusién m = 1,
como se requeria. |

El dltimo resultado que presentamos, tomado de [94], establece la irracionalidad
de my e’, r # 0 racional, entre otras constantes. La idea empleada se remonta a
C. Hermite y fue utilizada por I. Nivent para dar una demostracion sencilla de la
irracionalidad de = [97]. Aunque el siguiente teorema es véalido para ecuaciones con
orden de derivacién n > 2, nos restringimos al caso més sencillo n = 2.

Teorema 10.2. Sea u : R — R una solucion no nula de la ecuacion
L(U)(x) = poU” (x) + p1U’(x) + poU(x) = 0,

donde po, p1,p2 € Qy pa # 0. Si dado b > 0, u(0), u(b),u’(0) y u’(b) son racionales,
entonces b es irracional.
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Demostracion. Multiplicando por un factor adecuado podemos suponer que los p;
son enteros. Por contradiccion, si b € Q, escribamos b = p/q con (p, q) = 1. Sean

2m

1
Fu®) = — (@) (p - g0/ = Lo (b - 2", meN.
m! m!
Destacamos las siguientes propiedades de estos polinomios:

1. fiu(x) > 0six € [0,b] y alcanza un maximo en x = b/2. Asi 0 < f,(x) <
C™/m!, donde C = (gb/2)>.

2. ,5,’”(0), f,ff)(b) € Z, para todo k > 0. En efecto, al expandir podemos escribir

2m

Sy = > el fm,

J=m

para ciertos ¢ € Z. Asi f22(0) = 0sik <my fi)(0) = klcx/m! sim < k < 2m.
Como fiu(x) = fu(b — x), entonces £ () = (=1} f(0).

Definamos ahora los polinomios auxiliares

2m
Fu@)= Y A0, men,
J=0

donde las constantes ¢; se definen recursivamente por 7o = 1, pat; — p1to =0y
P2tjs2 — pitj+1 + potj =0, J=2.

Estas recurrencias muestran inductivamente que pét j € Z, paratodo j > 0.
Si consideramos el operador L*(V) = po,V — p1 V' + poV”’, vemos que

2m
. ' j+1 j+2
LFa) = > tfpafd = puf™ + pof*™) = pafn
j=0
luego de reagrupar términos comunes a f,ﬁlj ) y usar las recurrencias que definen a los
t;. Por otra parte, la funcién P = pjuF,, + po(u'F,, — uF,,) satisface la identidad

P = F,,L(w) — uL*(F,),

como se comprueba directamente. Por tanto, P’ = —p,uf;,. Al integrar sobre [0, b],

b
—Dp2 JO u(?t) fm(Ddt = P(f)lg .

Como pét j € Z, lo mismo es valido para p%mF ,(,?(0) y p%mF ,(,? (b), I > 0. Esto se debe

[ 2m—j, j j+1
aque p3"Fy)(x) = X2 p3" oyt (o).
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Por hipétesis, u(0), u(b),u’(0),u’(b) € Q. Si A denota el producto de los deno-
minadores de estos valores cuando se expresan en fracciones reducidas, se sigue que

b
Ap%m P(t)|0 es un entero, para todo m € N. Como

b
ApY" P@)|g = -ApY"™! L (o) fu(D)dt,

y u no es idénticamente cero, concluimos que

]

b bApy™ 1 C™[ulljo,p
0 <Ap%m+1 J u(0) fn(Hdi] < ) ' [0,5]
0 nm:

siendo [lulljo.5) = Supsepopy (DI > 0. Si tomamos m suficientemente grande para
que el término de la derecha sea menor a 1, llegamos a una contradiccién porque el
término intermedio es un entero. En conclusion, b debe ser irracional. ]

Corolario 10.1. Las siguientes constantes son irracionales:
1. P’ yn.
2. €', sin(r), cos(r), %(e’ + e™"), para cada racional r # 0.
3. In(r) con r racional positivo y r # 1.

Demostracion. (1) Sin? € Q, considere la solucién u(x) = sin(zx)/7 de la ecuacién
y"” + i’y = 0. Esto contradiria el teorema anterior para b = 1. Por tanto, 7% es
irracional. A su vez m también debe serlo, de lo contrario su cuadrado seria racional.
2)Sie" € Qconr € Q, r # 0, considere la ecuacién y —y = 0 y la solucién
y(x) = €*. La eleccién b = r contradice el teorema anterior. Para los demas valores
basta emplear el mismo razonamiento pero aplicado a las ecuaciones y” =y = 0.
(3) En su forma contrarreciproca, si In(r) = p/q € Q, entonces de acuerdo con (2),
r = eP/4 no serfa racional. ]

Nota 10.1.1. La ecuacién L(U)(x) = 0 del teorema anterior se puede resolver explici-
tamente. En efecto, si up, to son las soluciones del polinomio pom2 + pim+ pg =0,
entonces U(x) toma alguna de las formas

A1 + e e + Lpxet'r, A1 cos(Bx) + Ae™ sin(Bx),

dependiendo de si yy, o € Ry py # o, Sip, o ERypuy =, 0osiu; =a+ipeC
y W» = a — if3, respectivamente. Los valores 4, A € R son constantes arbitrarias que
se determinan empleando los valores U(0) y U’(0).

Existen mds técnicas para demostrar la irracionalidad de niimeros reales. Entre
ellas destacamos el articulo [66] que incluye una demostracion de la irracionalidad
de la constante de Apéry £(3).
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Ejercicios

10.1.1

10.1.2

10.1.3

10.1.4

10.1.5

10.1.6

10.1.7

10.1.8

10.1.9

Encontrar la expansion decimal de 211/105.

[74] Sea A9 C N* el conjunto de niimeros enteros positivos en cuya expansion
decimal no aparece el 9. Demostrar que la serie de Kempner (1914)

Zl—1+l+ +l+i+i+ i+i+
) 8§ 10 11 18 20

l’lEAg

converge. Misma pregunta para A ; definido analogamente, con j = 1,2,---,8.
Indicacién: ;cudntos términos hay en Ag menores que 10"?

(Coémo se debe modificar la demostracion de la Proposicion [10.1]si x se ex-
pande en otra base que no sea la base decimal?

Demostrar que si xp € R satisface una ecuacién polinomial de la forma

e N4, =0, concj €Z,

entonces x € Z 6 x € R\ Q. Aplicar esto para comprobar que V2 + V3 'y m!/"
son irracionales, donde m € N no es la potencia n-ésima de un entero.
Indicacién: si x = a/b con (a,b) = 1, entonces @ = —b(c;a" ' + -+ + ¢, ).

Mostrar que b = 1.

Emplear los nimeros de la forma (10.1) para demostrar que el conjunto de
nimeros de Liouville no es contable. Concluir también que el conjunto de
numeros trascendentes R \ A no es contable.

Seaad e R\Qy f:R — R una funcién continua tal que f(x) = f(x+ 1) =
f(x + @), para todo x € R. Demostrar que f es constante.

. . . o o
Calcular el radio de convergencia de las series )~ cos(n)x" y 3.7 | sin(n)x".

Demostrar que tan(r) € R\ Q para r € Q, r # 0. Indicacién: expresar cos(2x)
en términos de tan(x).

Mostrar que, siempre que no sean nulos, arcsin(r), arccos(r), arctan(r) € R\ Q,
para r € Q en el dominio de cada funcién.

10.2. Fracciones continuas simples

En la Seccién y en Proyecto estudiamos la representacién decimal de
los nimeros reales. Este proyecto tiene como objetivo introducir otra representacion



318 Capitulo 10. Nudmeros reales y complejos

posible a través de limites de un tipo especial de fracciones. Esta escritura revela pa-
trones interesantes para ciertos nimeros que son imperceptibles en su representacion
decimal. Nuestra exposicidn se basa principalmente en [99].

Dados xg, x1, . . ., X, nimeros reales positivos, excepto tal vez xg, escribiremos

1

[‘xo"xl"""xn] ::'x0+ 1 b

X1 +
1

Xy +

1

o+ —

Xn

para denotar dicha fraccién. Por tanto, tenemos que

[x0, X15 ..., X,] = X0 + ; = X0, X1seo., Xpy_] + i . (10.2)
[x1,...,x,] Xy,
El primer objetivo de esta seccidn es estudiar el limite de {[xg, X1, . . . , X, ]}nexw cuando
cada x; es entero.

Sea entonces {a,},eny Una sucesion de enteros positivos, excepto tal vez por ap.
Entonces cada valor [ag,aj,...,a,] es un nimero racional. Es posible describir la
fraccion reducida que resulta de cada uno de estos valores a través de las sucesiones
{Pninen ¥ {gn}nen definidas recursivamente por

p-2=0,p_1=1, pp=apypp-1+ pu-2, (10.3)
g-2=1,9-1=0, gn=angn-1+ gn-2, (10.4)

con n € N. Notemos que pg = a9, go = 1, y en general p, y g, son enteros, porque
cada a, lo es. De hecho, {g,},civ €s una sucesion estrictamente creciente, es decir

l=go<q1 <@ < <@u<gn1<--.

Ademds estos valores satisfacen las siguientes relaciones.

X + _
Lema 10.2. [ag,aq,...,d,, x] = M, para todo x > 0. En particular,
Xqn + qn-1
lag,ay,...,a,] = &, n €N,

n

Demostracion. Por induccién sobre n. Si n = 0 la férmula es inmediata. Asumiendo
que es valida para algtn n — 1, gracias a (10.2)), (10.3) y (10.4) obtenemos que

1
[a(),ala""a}’l’x] = |:a07a1""9al1+;

_ (an + 1/X)pn-1 + pn—2 _ XPnt Pn-1

- (an + 1/X)qn-1 + qn-—2 Xqn + qn-1 '

Por tanto, la relacién es valida para n. El principio de induccién permite concluir la
prueba. La segunda afirmacién se sigue de nuevo de (10.3) y (10.4). m]
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De hecho las fracciones p, /g, son reducidas como lo demuestran las siguientes
relaciones.

Lema 10.3. Para cada n € N se verifica que

Pndn-1 — Pn-149n = (_l)n_l, Pnqn-2 — Pn-29n = (=D)"ay,. (10.5)
En particular, p, y q,, son primos relativos.

Demostracion. Para la primera férmula aplicamos induccién. Para n = 0 la férmula
es clara. Ahora, si asumimos que p,gn—1 — Pn-1qn = (-1)""!, entonces Pn1qn —
Pnn+1 = (@n+1Pn + Pu-1)qn — Pn(@ns1Gn + Gn-1) = ~(Pngn-1 — Pn-14n) = (—1)" como
se requeria. A partir de aqui se sigue que p, v g, son primos relativos porque cada
factor que tengan en comtin deberfa ser un factor de (—=1)*~!.

Para la segunda formula basta observar que el lado izquierdo de la ecuacion es

(@npn-1 + pn—2)Qn—2 - pn—Z(anQn—l + gn-2) = (pn—lQn—Z = Pn-2qn-1)0n = (_1)11—20”’
como se queria mostrar. O

Con estas herramientas podemos demostrar que la sucesion {[ag, ai, . . . , @, ]}nen
de niimeros racionales inducida por {a, },en siempre es convergente y su limite es un
numero irracional.

Teorema 10.3. Sea {a,},cn una sucesion de niimeros enteros positivos, excepto tal
vez por ag. Entonces la sucesion {p;/q,}nen descrita en el Lema converge a un
nimero w. Estos valores satisfacen las desigualdades

@<...<&<M<...<w<...<p2m+l<p2m_1<...<&

q0 qon q2n+2 Q2m+1 9om-1 q1

y ademds w € R\ Q.

Demostracion. Las férmulas del lema anterior se pueden escribir como

Pk _ Pr=1 _ (=D+! Pk _ Pk=2 _ (=D

gk Gk-1  GkGk-1 gk Gk-2  GkGk—2
Para k = 2n en la primera relacién vemos que p2,/q2, < pan—1/q2n—1- Ademds,
considerando indices pares e impares en la segunda deducimos que {p2,/qan}nen €8

creciente y que {pam+1/qo2m+1}men €8 decreciente, porque ar > 1, si k > 1. Con esta
informacion, tenemos ademds que

DonlG2n < Pon+2m/ @2n+2m < P2n+2m=11Qons2m-1 < P2m—-1/92m-1, n>0,m>1.

En conclusioén, {py,/qan}nen €8 creciente y acotada superiormente (por pi/q1) y
{P2m+1/g2m+1}men €s decreciente y acotada inferiormente (por po/qo). El Teorema
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Pk Pi-1| _ 1

= -
dk qk—1 qkqk-1 0

demuestra que ambas sucesiones convergen. Pero como
s1 k — +oo, el limite debe ser el mismo.
Si w = lim,— 40 Pr/qn, €ntonces como w estd entre p,/qn Y Pn+1/qn+1, tenemos

que 0 < |w = pu/qnl < |Pnse1/Gn+1 = Pn/qnl = 1/(gngn+1), €s decir
1
0< |qna) - pn| < .

qn+1

Por contradiccion, si w = a/b fuera racional, la desigualdad anterior implica que

0< |qna - pnb| <

n+1

Como ¢, — +oo, tomando n suficientemente grande para que b/g,+1 < 1, con-
cluirfamos que |g,a — p,b| es un entero entre 0 y 1, lo cual es una contradiccién. Por
tanto, w es un namero irracional. m]

Definicion 10.1. Un limite de la forma

. Pn .
w= lim — = lim [ag,ai,...,a,] = [ag,ai,...,a,, -] =ap+
n4>+ooqn n—+oo 1

se conoce como una fraccion continua simple.

Ejemplo 10.2.1. Para la sucesion constante a,, = 1, tenemos que

1
w= lim [1,1,...,1]= lim 1+ ——— =1+

1
n—+oo n—+0oo [1,1,,1] Z,

gracias a (10.2)). Por tanto, w? = 1 + w y como w > 0 concluimos que

1+ V5 1
w=——=1+—
2 1
I —

1+

1+ .

Reciprocamente, dado un nimero real, ;es posible representarlo por una fraccién
continua simple? La respuesta es positiva y viene descrita por el siguiente algoritmo.

Definicion 10.2 (Algoritmo de Gauss). Sea w € R y denote por [w] su parte entera.
Este algoritmo genera la sucesion {a,},en de manera recursiva por

= wy=wyap=|wl,

= Si w, es entero, a, = w, y terminamos. Caso contrario, sea w,4] = —— >
Wy — dy

lyap = lwp] 2 1.
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De esta manera, tenemos que w, = a, + 1/wy+1 y por tanto

Wp+1Pn + Pn-1

:..-:[ao,a],...,an,U)n+l]= ’
Wpt1qn t qn-1

w = [ap,w1] = [ao,al + —
w)

para todo n € N donde {p, },en ¥ {gn}nen son las sucesiones definidas por la sucesién
{a,}nen determinada por w. Note que en las anteriores igualdades se empleé reitera-
damente (10.2)) y el Lema|10.2

Vale la pena anotar que si el algoritmo finaliza en un niimero finito de pasos &,
entonces w = [ag,ay,...,ar] € Q. De hecho, el lector podrd reconocer que en este
caso el método no es otra cosa que el algoritmo de la divisién de Euclides. Por tanto,
el caso mas interesante es cuando w € R\ Q.

En general, los nimeros racionales p, /g, asi generados son llamados las conver-
gentes de w. Para estimar cémo estas fracciones se aproximan a w podemos aplicar
(10.5) y la ecuacion anterior para observar que

_Pn _ Wpt1Pnt Pl Pn _ Pndn-1 = Pn-1qn_ _ (=D"

Adn Wp+19n + qn-1 qn gn(Wn+19n + Gn-1) B qn(Wn+1qn + Qrt—l)'

(10.6)

Como {g,}nen €s estrictamente creciente y por definicion de parte entera, a,;; <
Wp1 < dpy1 + 1, Obtenemos que gni1 = An+1gn + Gn-1 < Wns1gn + gn-1 < (Ap1 +
Dqn + Gn-1 = qn+1 + gn < 2qn+1. Esto implica que
1

1 1
< < |gnw = pa| < —. (10.7)
2qn+1 qn + qn+1 qn+1

Con estas herramientas podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 10.4. Si p,,/q, son las convergentes asociadas a un niimero w € R, entonces
w = im0 Pr/qn. Ademds |qni1w — pr+1| < |gnw — pnl- En particular,

_Dn
Gn

< |w

Pn+1
w —
qn+1

Demostracion. Primero dividiendo (10.7) por g, y tomando n — +oo, obtenemos el
limite requerido. Ahora, como wp+1gn + gn-1 < @n+1 + Dqn + @n-1 = Gu+1 + qn <

An+2qn+1 + qn = Qn+2, la dltima desigualdad en (10.7) y la féormula (10.6) implican
que

1
|gn+10 = ppe1l < < = |gnw — pal,
qn+2 Wn+19n + gn-1

demostrando la primera desigualdad. La segunda es consecuencia de la primera re-
cordando que 1/¢g,+1 < 1/gp. O

Terminamos este proyecto con la expansién en fraccién continua del niimero e,
que ilustra la dificultad que reviste determinar este tipo de expansiones.
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Ejemplo 10.2.2. [35] La expansion en fracciones continuas simples de e fue estable-
cida por Euler en 1744 y estd dada por

e=102,1,2,1,1,4,1,1,6,---1 =2+
1+

21—
R

1+

4 4+ .
Reemplazando el 2 inicial por los valores 1,0, 1, la expansién anterior toma la forma

e= [1’0’191’2’191’4’191’6’...]’

que permite escribir as, = azu+2 = 1y azpe1 = 2n, para todo n € N (aunque g; = 0).
Por tanto, los p, y g, asociados satisfacen las recurrencias

P3n = P3n—1 t P3n-2, q3n = q3n-1 + q3p-2,
P3n+1 = 2np3n + P3n-1, Q3n+1 = 2nq30 + @3n-1,
P3n+2 = P3n+1 + D3n,s 93n+2 = 43n+1 + q3p-

Para demostrar que p;,/qg,n — e si m — +oo una posible solucién es considerar las
integrales

rl .n n
-1
A= | 2D
JO n!
1 xn+1(x _ l)n
B,=| ———¢€"dx,
Jo n!
1 .n n+l1
xX"(x—1
C, = Mexdx.
Jo n!

Note que gracias a su denominador, A, B,, C,, = 0sin — +oco. Una vez se demuestra
que estos valores satisfacen las relaciones

Ay =q3ne—p3n, By =pas1 —qanrre, Cu = P3ns2 — Q3ue2 €, (10.3)

Ejercicio |10.2.4] los limites anteriores establecen que p,, — ¢, e — 0 cuando m —
+00. Por tanto, también p,,/qm — € = (Pm — gme)/gm — 0-0 = 0 como era requerido.

La motivacién para emplear tales integrales yace en las aproximaciones de Padé,
que fueron empleadas por Hermite en su demostracion de la trascendencia de e. De
hecho, este mismo razonamiento permite establecer la expansién

eM=n,M-1,1,3M -1,1,1,5M - 1,1,1,7TM - 1,---],

valida para todo real M > 0. Para mds detalles consultar [35, [102].
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Ejercicios
10.2.1 Calcule los siguientes limites dados por fracciones continuas simples:
a) lim,—400[2,1,1,...,1]. ¢) lim,10[1,2,1,2...,1,2].
b) lim,_ colk, k, ... k], k € N*. d) lim,1[4,1,2,3,2,3...,2,3].
10.2.2 Utilice el software de su preferencia para comprobar que los primeros términos
de la fraccidn continua simple de 7 es
r=13,7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,-- - ].
Vale la pena anotar que no se conoce una férmula cerrada para estos valores.
10.2.3 Una fraccion continua simple es periddica si tiene la forma
[b09""bn’hao"'"anaa()s'--3an7a0""7an"“]’
donde sus coeficientes se repiten de manera periddica a partir de algin punto.
Demostrar que una tal fraccién converge a un nimero irracional de la forma
r1 +r2yfa, con ry,r,a € Q,a > 0. Indicacién: emplear el Lema
10.2.4 Demostrar las relaciones (10.8)) del Ejemplo[I0.2.2]por induccién sobre n, com-
probandoque Ag =e—1,By=1,Cyo =2 — e,y que
Ap=-By1-Cy1, By=-2nA,+Cy1, C,=A,- B,
Indicacién: expandir % (X*"(x—1)"e*/n!)y % (x”(x - 1)”+1ex/n!) y luego in-
tegrarde O a 1.
10.2.5 Mostrar que los nimeros ¢, dados por 1| satisfacen ¢, > ¢"', donde
w= @ Luego, comprobar que las series
Sl i In(g,)
—, convergen.
n=0 n n=1 n
Indicacién: las relaciones ¢" = ¢" ! + ¢ 2y @ < f&, x > 1 pueden ser
utiles.
10.2.6 (Numeros de Brjuno) [86] Sea w € R\ Q y {g,}nen los denominadores de sus

convergentes. Se dice que w es un ndmero de Brjuno si la funcién definida
como la serie

(o)

In(g,
B(w) := Z M converge.
n=0 4n

Estos nimeros fueron introducidos por A. Brjuno en 1971 en el estudio de
sistemas dindmicos analiticos y problemas de pequefios divisores.
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a) Siw =lim,ilag,,....ax 1,1,1,...], entonces g+ < q,zl, paran > k.
Concluir que estos nimeros w son de Brjuno.

b) Sea xk > 2. Un niimero w € R es un niimero de Diofanto de orden al
menos « si existe € > 0 tal que

paratodo p/q € Q\ {0}, donde g > 1. En particular, w no puede ser racio-
nal. Ejemplos de tales niimeros estin dados por los nimeros algebraicos,
como lo demuestra el Ejemplo Emplear (10.7) para demostrar que

qni1 < (/g5

para todo n y concluir que todo nimero de Diofanto es un niimero de
Brjuno.

¢) Sea wy = lim,_, lao,ai,...,a,], donde ap = a; = 10y a, = qZ”_’ll, con

gn determinado por (10.4). Entonces gns1 > ¢24"/%'. Por tanto, B(wo)
diverge y wo no es un nimero de Brjuno.

10.3. Extension de algunos resultados al caso complejo

Este proyecto tiene como objeto extender algunos resultados presentados en el
texto a funciones con valores en el cuerpo complejo C. Para dar una presentacién
autocontenida recordaremos primero la construccién de C, su estructura de cuerpo,
de espacio normado y el célculo de limites alli. Trataremos brevemente las series de
potencias haciendo énfasis en la funcién exponencial compleja. También veremos la
nocién de limite, derivada e integral de funciones de la forma f : [a,b] — C para
las cuales teoremas sobre derivadas como el Teorema del valor medio o la regla de
L’Hopital fallan. Finalmente, se dard una demostracién conocida del Teorema Fun-
damental del Algebra.

El conjunto de miimeros complejos C se define como R? con las operaciones

(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d), (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

En particular, si escribimos i = (0, 1), entonces 2= (=1, 0). Ademas, si identificamos
un ndmero real x con la pareja (x, 0), se sigue que

(a,b) =(a,0)+(0,b) =(a,0)+(0,1) - (b,0) = a +ib.

Esta se conoce como la representacion cartesiana de un nimero complejo. Si @ =
a+ib € C, nos referiremos a a como la parte real de , a b como la parte imaginaria
de a y escribiremos

Re(a) = a, Im(a) = b.
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La funcién conjugado se define como
~:C->C, a+ib=a-ib,

y geométricamente representa una reflexion respecto al eje x. Es inmediato compro-
bar que ella satisface

a+B=a+p, a-B=a-pB, a=a, para todo a, 8 € C.
En estos términos podemos escribir

Re(a) = “;“, Im(a) = 2=

1

Por otra parte, la norma de @ = a + ib € C se define por

lo| = Va? + b2, esdecir  |off =a-@.

Note que la norma de a + ib no es otra cosa que su norma euclidea en R?. Ademas, si

a = a+ ib # 0, entonces
I a a-ib

a o a2+ b
es decir, el reciproco de un nimero complejo no nulo es de nuevo un elemento de
C. Por ejemplo, 1/i = —i. A partir de estas observaciones se comprueba la siguiente
afirmacion.

Proposicion 10.3. (C, +,-) es un cuerpo.

Sin embargo, C no puede ser un cuerpo ordenado porque existen elementos no

nulos cuyo cuadrado no es positivo: i> = —1 < 0, en contradiccién con la Proposicién

[LA3).
Continuamos ahora con propiedades sobre la norma para establecer la estructura
de espacio normado de C.

Proposicion 10.4. Sean o, € C. Entonces
1. la| = lalyla- Bl = lo - |Bl.
2. |Re(a)| < |a|, |[Im(a) | < |a|.
3. |+l < lal + 6.

Demostracion. Para (1) note que |« - ﬁ|2 = aﬁ@ = (a&)(ﬁﬁ) = |01|2W|2. (2) es inme-
diata de la definicién de la norma. Para (3), note que

lo + B = (@ +B)@+b) = aa + aB + @B + BB = |al* + 2Re(ap) + |B°.
Empleando (2) obtenemos que
la + BI* < lal* + 2lapBl + 1B = (lal + |B))?,

como S€ requerl’a. O
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La proposicion anterior muestra que (C, |- |) es un espacio normado, que coincide
con el espacio euclideo (RZ, ]| - |Il»). Podemos entonces considerar sucesiones y series
de nimeros complejos. Si {@,},en €s una sucesion en C, entonces

Iim a, =a siy solo si lim Re(a,) =Re(e@) y lim Im(a,) = Im(a),
n—-+oo n—+oo n—+oo
gracias a la Proposicién[6.1(3) que permite calcular estos limites componente a com-

ponente. Por supuesto, esto se deduce inmediatamente de la proposicién anterior por-
que

|Re(an) —Re(a) | = |Re(ay —a) [ <oy —a] 'y |Im(ey) —Im(a)]| < |, - al.

Finalmente, como (R, ]| - |») es completo, entonces (C, | - [) es completo, es decir,
toda sucesion de Cauchy converge. De hecho, argumentado como en el parrafo an-
terior vemos que {a@,},en €s una sucesion de Cauchy en C si y solo si {Re(ay,)}pen ¥
{Im(a;,) }nen son sucesiones de Cauchy en R.

Trabajando por componentes se deduce que el cdlculo de limites de sucesiones
en C obedece las mismas reglas que el caso real, es decir, la Proposicion[4.2]es vélida
para sucesiones en C. Ademds, la regla de Stolz-Cesaro, Teorema [.4] se verifica
cuando a, € Cy b, es real, estrictamente creciente y tal que b, — +oo, pues basta
aplicarla a partes reales e imaginarias de a,,.

Ejemplo 10.3.1. Si {@;,},cv es una sucesiéon en C, entonces «,, — 0 cuando n — +co
si y solo si |, — 0 cuando n — +o00. Como casos particulares de esta situacion
tenemos que si @ € Cy |o| < 1 entonces |a|" — 0 si n — +00 y por tanto,

lim o" =0.
n—+00

(o)

Para una serie de nimeros complejos ' ° ; @, se sigue que esta serie converge si
y solo si las series de sus partes reales e imaginarias convergen, en cuyo caso

i a, = i Re(a,) + ii Im(ay,).
n=0 n=0 n=0

Ademads aplicando el Ejercicio vemos que convergencia en norma implica la
convergencia usual, es decir

(o)

(o)
si Z |a,| converge,  entonces Z a, converge.
n=0 n=0

De esta manera podemos aplicar los criterios usuales del cociente y la raiz a la serie
en norma para establecer su convergencia. En particular, para series de potencias

[&e]
> anz-20)"
n=0
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obtenemos que esta converge cuando |z — zp| < R, donde

1

lim sup \"/la,Il'

n—+00

R =

En este caso el dominio de convergencia es un disco en C con centro en zg y radio R.

Ejemplo 10.3.2. Al igual que en el caso real, la serie geométrica

1 § n
- = s <1
1-2 V4 |Z|

n=0

converge a dicho valor. En particular, tenemos la serie

- Z( D2 7 < 1.

Note que en el caso real la funciéonr € R — 1/(1 + 1%) esté bien definida y ademas es
una funcién suave. Sin embargo, su expansion en serie de potencias alrededor de 0
tiene radio de convergencia 1. La razén de este fenémeno se revela en C porque esta
funcién no esté definida para ¢ = +i. Podemos interpretar la presencia de estas singu-
laridades como una barrera que impide que la expansion en serie se pueda extender
mas alld de su dominio.

Ejemplo 10.3.3 (La funcioén exponencial). Para z € C se define la funcién exponen-
cial &* : C — C por la serie
e
n!

n=0
de la misma forma que se hizo en el caso real. Esta converge para todo z € C, porque
lo hace en norma. Como en el caso real, es posible demostrar que

Y = efe?, z,weC.

Por otra parte, las funciones trigonométricas se extienden a C a través de las férmulas

e 4 o7 . et — o7
cos(z) = — sin(z) = —

Desarrollando las series de potencias involucradas y notando que %" = (=1)"y
21 = (1), para n € N, se sigue que

2m 2m+1

cos(z) = Z(— )m(2 )' sin(z) = Z( mi ! o
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coincidiendo asi con la definicion en el caso real, ver el Ejemplo En particular,
podemos escribir

et = cos(z) + isin(z), para todo z € C. (10.9)

Como aplicacién directa de esta escritura, como (cos(d) + isin(0))> = cos(f)> —
sin(6)? — 2i cos(0) sin(6), obtenemos las férmulas de angulo doble

sin(260) = 2 cos(6) sin(8), cos(20) = 2cos(6)? — 1 =1-2sin®)>.  (10.10)

Evaluando en 8 = n/2 concluimos que sin(rr) = 0, cos(r) = —1. Esto equivale a la
sorprendente férmula
e"+1=0

que relaciona cinco constantes fundamentales. Note también que e® resulta ser pe-
riédica de periodo 27i porque e”™ = 1.

En estos términos, las funciones tangente y cotangente definidas por tan(fd) =
sin(#)/ cos(f) y cot(d) = 1/ tan(d) = cos(8)/ sin(f) se escriben como
1 eiz _ e—iz 1 eZiz -1 .eZiz +1
tan(z) = 7€i1 n e—iZ = ?eZiZ N 1, COt(Z) = lm. (1011)
Continuaremos con més propiedades de las funciones trigonométricas en el Proyecto

3.1

La féormula (T0.9) permite dar otra representacién posible de los nimeros com-
plejos a través de coordenadas polares. En efecto, note que € R — (cos(?), sin(?)) =
cos(?) + isin(f) = " parametriza el circulo unitario

Sl={weC:w =1}
Por tanto, si z € C \ {0}, entonces z/|z| es un elemento de S !. Asf es posible escribir
7 = |z0e”,

para algiin 6 € R. Geométricamente 6 mide el dngulo entre la semirecta [0, +0) y el
segmento que une 0 con z. Por supuesto, 6 no estd determinado de manera tnica, pero
si 6y 6y son dos dngulos para z, entonces 6y = 6 + 2nk, para algin k € Z. Es usual
denotar por

arg(z) = (0 € R : z/lz| = €}

al conjunto de posibles dngulos o argumentos de z. Esta representacién permite ex-
traer raices k-ésimas de un nimero complejo no nulo, con k € N*:

l/keie/k k

siz = |z]e, entonces w = |z satisface w" = z.

Un caso interesante lo constituyen las soluciones de la ecuacién z¥ = 1 conocidas
como las raices k-ésimas de la unidad, que serdn discutidas en detalle en el Proyecto
Por el momento, en esta seccidn bastard saber que todo nimero complejo z
admite al menos una raiz k-ésima.
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Ejemplo 10.3.4 (El logaritmo complejo). Inspirados en la representacién polar de un
nimero complejo z = |zle?, con z # 0, se define el logaritmo de z por la férmula

log(z) = In|z| + i6.

Por supuesto, esta funcién no esta bien definida si no se especifica el rango de 6. Es
comun tomar —m < 6 < 7 en cuyo caso la funcién obtenida log : C \ (—00,0] — C se
denomina la rama principal del logaritmo, dado que coincide con el logaritmo real
para z = x > 0. En cualquier caso, se sigue que ¢'°¢@ = 7, si z # 0.

Para nuestros propésitos, precisamos escribir log en coordenadas cartesianas cuan-
do Re(z) > 0. Un argumento geométrico permite determinar 6 gracias a la relacién
tan § = y/x. De esta forma obtenemos

1
log(x + iy) = 3 In(x? + y?) + i arctan(y/x). (10.12)
Por otra parte, otra extension del logaritmo real se puede obtener a través de la
serie de potencias (9.8). Consideremos asi la serie
- _n+l

F(z)=—znZ 2 < 1.

o +1

Siz = x € R, entonces F(x) = In(1 — x). Para demostrar que esta relacion es valida
cuando |z|] < 1 calculamos las derivadas parciales

=iy =- OF iy vy = -
Z Y (x +1iy)’ oy ;) Y (x +1iy)’
Considere ahora L(x + iy) = log(1 — x — iy) como en (10.12)). Entonces,
oL 1-x ) y 1 -x+1iy 1
_— = = —1 = = — y
Ox (I=x2+y2 (1-x?2%+)? (1-x)2+y?2 1 —(x+1iy)
oL 3 y . x—1 Cl=—x+iy i

= + = — = — .
dy (1-x)?2+y? l(l—x)2+y2 l(l—x)2+y2 1 —(x+1iy)
De esta forma, % = ‘9(1; b -y para |z] < 1 y por tanto F — L es constante en
este disco, ver Ejemplo [7 Como F(0) = 0y L(0) = log(1) = 0 se sigue que
F(2) = L(z) alli, es decir

& n+1

Z
log(1 -z) = - § , 2| < 1. (10.13)
oy n+1

Fijamos ahora nuestra atencién en funciones con valores en C. Sea (X, d) un es-
pacio métrico. El cdlculo de funciones f = fj +if, : X — C con valores complejos se
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extiende ficilmente gracias a la Proposicion [6.1(3) que demuestra que lim,_, , f(x)
existe siy solo si lim,_,,, Re(f(x)) y lim,_,, Im(f(x)) existen. En este caso,

lim f(x) = lim fi(x) +i- lim f>(x). (10.14)
X—X0 X—X( X—=X0

De aqui se deduce que la Proposicion [6.1(2) es vélida con las operaciones de cuerpo
de C. Note que estas afirmaciones también se siguen del calculo de limites en C.

La nocién de continuidad para f : X — C es un caso particular de aplicaciones
entre espacios métricos. En este contexto, f es continua en xp € X si para cada € > 0,
existe 0 > 0 tal que si d(x, xp) < 6, entonces |f(x) — f(xo)| < €. Esto de hecho se
reduce a la continuidad de sus partes reales e imaginarias, es decir, f es continua en
X0 € X siysisolosif; =Re(f)y fo = Im(f) son continuas en xp, gracias al limite
(10.T4). En particular, la suma y el producto de funciones continuas con valores en C
siguen siendo continuas. Es comin denotar por

c’(x,C)

al espacio de funciones continuas sobre X con valores en C. Por tanto, C%X,C) es
cerrado bajo sumas y productos.

Ejemplo 10.3.5. Toda funcion polinomial p(z) = a,z" +--- +ajz+ap cona; € C,
a, # 0 define una funcién continua sobre C. Mds atin, estas funciones satisfacen que

lim |p(z)| = +o0.
|z|—>+c0

Esto significa que para todo M > 0 existe R > 0 tal que si |z| > R, entonces, |p(z)| >
M. En efecto, si z # 0, por la desigualdad triangular invertida

p(2) ai ap

a,7"

an-1 a ap
+-o0 4 +

>1-
anl anZ”_l anZ”

anzn—l a,7"

:‘1+

Si ademés |z| > R > 1, obtenemos que

1 n—1
>1- E;mj/anL

Por tanto, si R > max{1,2 Z?;& laj/anl} y la,R" > 2M, se sigue que |p(z)| > M, para
todo |z| > R.

p(z)
ap7zt

Una funcién f = fi +if> : [a,b] — C se dice diferenciable en ¢ € (a, b) si

Ja+h) - f@®
h

existe (note que el numerador es en general un nimero complejo). De acuerdo al
limite (10.14) vemos que f es diferenciable en ¢ si y solo si f; y f> lo son y ademds

@ = fi)+if50).

[ = %13%
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La misma demostracién del Teorema muestra que si f es diferenciable en 7y,
entonces ella es continua en dicho punto. De igual manera esto se sigue del Teorema
[7.1]aplicado a fi y f>. Ademds las reglas del célculo de derivadas, Proposicién
son vdlidas en este contexto.

Ejemplo 10.3.6. Un polinomio p(f) = ag + at + at*>--- + a,t" con coeficientes
aj € C complejos es diferenciable, para todo ¢+ € R y su derivada estd dada por
() = ay + 2ast + - -+ + na,t"'. Para funciones racionales p(f)/q() la derivada se
calcula empleando la regla del cociente. En particular, para

1 _ t—a+ib
t—(a+ib) (t—a)*+b*

a+ibeC,

f) =

vemos por induccién sobre n que

(t —a+ ib)"*!
((l‘ _ a)z + b2)n+l .

(=1)"n!

(M) () — 7
R0 = (t = (a + ib))"*!

= (-1)"n!

Igualando partes reales e imaginarias encontramos las férmulas

_ (n) _1\n
( i ) CLys Re ((r—a+iby™"),

(—al+b2)  ((t—a)P+ b2y
b @ (1! _—
((t—a)2+b2) - ((Z_a)z+b2)n+llm((t_a+lb) )

Para el caso de funciones con valores complejos ni el Teorema del valor medio
ni la regla de L’Hopital se verifican en general. Los ejemplos que presentamos a
continuacion son clasicos y estan basado en el libro de W. Rudin [113]].

Ejemplo 10.3.7. La funcién f(f) = cos(t) + isin(f) = e es diferenciable en R y
satisface f(27) = f(0) = 1. Por tanto f(27) — f(0) = 0, pero como f’(t) = —sin(r) +
icos(t) = ie" y |f'(¢) = 1 paratodo t € R, vemos que f(27) — f(0) # 2nf’(1), para
cualquier ¢.

Ejemplo 10.3.8. Considere las funciones
f =t o(t) =t + 2", parat € (0,1).

Entonces

L JO 1
lim—— =1lim ——— =
=0 g(1) =0 1 + el

porque |e’/ ’2| = 1. Por otra parte,

2i\ .
goH=1+ (2t— {)e’/fz.
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Empleando la desigualdad triangular vemos que |g’(¢)| > |2t - %| —-1>2/t—1yen
particular g’(¢) # 0, si ¢ € (0, 1). Asi, podemos acotar

o)
eo| o Sy 0t

En conclusion, lim,—,g f/(t)/g’(¥) = 0, y por tanto la regla de L’Hopital falla en este
contexto.

1 t

Continuamos con la extension de integrabilidad en el sentido de Riemann a fun-
ciones con valores complejos. Si f(r) = f1(¢) + if>(¢), decimos que f es integrable
sobre [a, b] si f1 y f> lo son. En este caso definimos

b b b
J f(t)dt:=J fl(f)dl+iJ fr(t)dt.

a a

En otras palabras,

a a a a

b b b b
Re U f(t)dt) :J Re(f(t))dt, Im( J f(t)dt] :J Im(f(£))dt.

Las propiedades fundamentales de la integral de Riemann se extienden de manera
inmediata a funciones con valores complejos. Entre ellas destacamos las siguientes.

Proposicion 10.5. Sean f, g : [a,b] — C integrables. Entonces

1. af + Bg es integrable sobre |a, b], para todo o, € Cy IZ af(t) + Bg(Hdt =
a[? fwde+ B [° gyt

2. " fwde = [ 7@t
3. | [ f(t)dt| < [P 1f@ldr.

Demostracion. (1)y (2) son inmediatas de la definicién. Para (3), escriba z = IZ f(®dt.
Si z = 0, la desigualdad es valida. De lo contrario, escriba z = |z|e?” en forma polar y
observe que

b

b
Izl = e 7 = J ¢V f(t)dt = Re U

a a

b
e f(t)dt] = J Re(e " f(1))dt,
a

porque estamos trabajando con cantidades reales. Como Re(w) < |w|, paratodow € C
se deduce que

b b

MSJw%ﬂmm=Jvmm,
a a

como era requerido.
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Los Teoremas Fundamentales del Célculo se verifican y tenemos, al igual que
para funciones de valor real, que

b d 1
J f'®dt = f(b) - f(a), EJ F(s)ds = F(¢).

a a
Por ejemplo,

b is i q
J ogr= =ML
a is
Por otra parte, la regla de Leibniz para derivacién bajo el signo integral es valida en
este contexto, integrando funciones de valor complejo ¢ : [a, b] X [c,d] — C cuyas
partes reales e imaginarias verifiquen las mismas condiciones del Teorema [8.8]

Finalizamos este proyecto con el Teorema Fundamental del Algebra, quizds la
propiedad més sorprendente del cuerpo complejo. En términos algebraicos, el teo-
rema afirma que C es algebraicamente cerrado: todo elemento de C[z], esto es, un
polinomio con coeficientes en C, tiene todas sus raices en este cuerpo.

Teorema 10.5 (Teorema Fundamental del Algebra). Dado p(z) = ay7" + - +ajz+
ag € C[z] de grado n (a, # 0), existen A1, ..., 4, € C tales que

p(2) =ap(z— A1)+ (2= Ay). (10.15)

Recordemos que el algoritmo de la divisién entre polinomios asegura que dados
p(2), u(z) € C[z], existen tinicos ¢(z), r(z) € C[z], donde el grado de r(z) es menor que
el grado de u(z), tales que

(@) = q(@u(z) + r(2).

En particular, si u(z) = z — @ tiene grado uno, r(z) es constante. Al evaluar en z = @,
obtenemos p(z) = q(z)(z—a)+ p(a). Por tanto, « es raiz de p(z) siy solo si z—a divide
a p(z). Con esta observacion, para demostrar el Teorema es suficiente mostrar
que dado p(z) € Cl[z] existe @ € C tal que p(a@) = 0. Luego, la factorizacién (10.15]
se sigue por induccién sobre el grado de p(z).

Demostracion. Dividimos la demostracién de la existencia de una raiz de p(z) en C
en tres pasos:

Paso 1: Demostramos que # : C — R dada por h(z) = |p(z)| alcanza minimo en
C. Para ello, sea M = |p(0)|. Si M = 0, este serd el minimo. De lo contrario, M > O.
Recordando el Ejemplo existe R > 0 tal que |p(z)] > M si |z > R. Como el
disco cerrado D = {z € C : |z] < R} es compacto, y & es continua, por el Teorema del
valor extremo h alcanza un minimo m en D. Note que m < M, porque O € D. Por
tanto, m es un minimo de /4 en todo C.

Paso 2: Probaremos que si g(z) = 1 + Zr(z) € C[z], donde r(z) es un polinomio
con r(0) = 1y k € N*, entonces existe zg € C tal que |g(z9)| < 1. La idea de la
demostracion consiste en elegir zg = ek po con pg € N* adecuado. Como r(z) es
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continua tenemos que limp_))roo r(e™/*/p) = r(0) = 1. Por tanto, podemos elegir po
grande de forma que r(e’”/k/po) =1+ u, con |u| < 1. De esta forma,

lqzo)l = 11 = pa*r(zo)l < 11 = pol + IpgFul < 11 = pgkl + pg* = 1 - po* + pg* = 1

y zo satisface lo requerido.

Paso 3: Finalmente, dado p(z) como en el enunciado, mostraremos que el punto
z1 € C donde |p(z)| alcanza minimo satisface que p(z;) = 0. Por contradiccién, si
p(z1) # 0, entonces el polinomio

_ p(z+2z1)

q(z) oG

es un polinomio no constante (de lo contrario p(z) seria constante) y g(0) = 1. Note
que podemos escribir

n n J . n
piz+z1) = Z aj(z+z1) =ap+ Z aj [z{ + Z (;)z{_lz’] =p(z1) + Z iz,
0 =1 =1 =1

Jj=

donde intercambiamos el orden de la segunda suma y d; = ?:1 ({)a jz{_l. De esta
forma podemos escribir g(z) = 1 + az*r(z), donde a # 0, k € N* y r(z) satisface
r(0) = 1. Gracias a que podemos escoger u € C con u* = 1/a, el polinomio g(uz) =
1 + z*r(uz) satisface los requerimientos del Paso 2. Por tanto, existirfa zo € C con
lg(uzo)| < 1, es decir, |p(uzo + z1)| < |p(z1)l, contradiciendo la minimalidad de z;. En
conclusién, p(z1) = 0 como se requeria. |

Nota 10.3.1. Al evaluar (I0.15) en z = 0 vemos que p(0) = a,(—1)"(4; - - - A,). Por
tanto, si A; # 0 para todo j, también podemos escribir

p@=pO] | (1 - Ai) (10.16)
j=1

J

dando otra representacion de la factorizacioén de p(z).

Ejercicios
inf

10.3.1 Comprobar que lim

n—+oco n

=0, para todo 6 € R.

10.3.2  a) Extender el criterio de convergencia de Dirichlet, Teorema[5.10] para se-
ries de la forma }; ; a,b,, con a, € C.

b) Emplear este criterio para comprobar que la serie 3, bne™ converge

para 6 € (0, 2r), donde {b,},en+ €s una sucesién de nimeros reales posi-
tivos, decreciente y tal que b, — 0sin — +oo.
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10.3.3

10.3.4

10.3.5

10.3.6

10.3.7

10.3.8

Considere el conjunto A = {(z,w) € C2 : 2+ w? = I} en C2 = R* con la
métrica usual. ;A es compacto? Misma pregunta para el conjunto B = {(z,w) €
C%: |z + wl* = 1}

Mostrar que los siguientes conjuntos son densos en S !:

a) {¥r e C:reqQ).
b) (7" e C:neN* k=0,1,...,2" - 1}.
) {7 e C:neN},dondefe (0,1)NR\Q).

Indicacién: La desigualdad |e?? — €| < V2|a — bl cona,b € R, la propiedad
€24 = 24 y recordar el Teorema de Dirichlet pueden ser utiles.

Sea k € N* yb € Rcon b # 0. Emplee la regla general del producto de
derivadas, Ejercicio[7.1.7] para comprobar que si k > n + 2, entonces

(n) n . i
i (k-1 (k-1-n- i+l
:n!tk—n—ZZ(_l)J( ) ( 1-n ])Re — |
2 + b? = (n—j)! (t + ib)/+!
Luego compruebe que |Re(#/*! /(7 + ib)’*! )| < 1 para concluir la cota

fk (n)
2+ b?

Comprobar que la regla de L’Hopital falla para las funciones f(r) = ¢ty g(t) =
t+%e/" cuandot — 0t yn+1>k> 1.

< (m+ Dk g2, reRk>n+2.

Sean f, g : (0,1) — C funciones diferenciables, tales que f(r) — 0, g(#) — 0,
f'(®) > Ay g’ (t) > B # 0 cuando ¢ — 0. Demostrar que

im AU = 4
-0+ g(t) B’

Indicacion: escribir f(1)/g(¢) = (f(¢)/t — A)(t/g(?)) + At/g(t) y aplicar la regla
de L’Hopital a la parte real e imaginaria de f(#)/ty g(¢)/t.

Seaa +ib € C con a > 0. Demostrar que la integral

+00 ) R ) 1
J e(—a+zb)tdt = lim J e(—a+zb)tdt — :
0 R—+00 0 a — lb

converge a dicho valor. Deducir que

+00 a +00 b
—at — —at _; _
4[0 e Y cos(bt)dt = oL Jo e sin(bt)dt = T
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10.3.9 Considere la funcién ¢(s, ) = ¢'* /(e — ta), parat € [0,1], s € [0,27] ya € C
con |a| < 1. Si g(¢) = fé" (s, H)ds, comprobar que es posible aplicar la regla
de Leibniz para derivacién bajo el signo de la integral para comprobar que
£'(1) = 0y por tanto es constante. Concluir que

2r e
J - ds = 2n, la] < 1.
0o e —«a

(Qué integrales reales se obtienen al igualar partes reales y partes imaginarias
en esta identidad?



Capitulo 11

Criterios de convergencia de series

Este capitulo se divide en tres proyectos: dos dedicados a desarrollar criterios uti-
les para determinar la convergencia o divergencia de series y otro dedicado a discutir
el Teorema de continuidad de Abel para series de potencias. El primer proyecto esta
dedicado a dos versiones de un criterio reciente conocido como el segundo criterio
del cociente que resulta de analizar los limites de los valores ay,/a, y dz,+1/a, para
una serie )’ a, dada. El segundo proyecto trata el criterio general de Kummer y varios
de sus casos particulares como los criterios de Bertrand-De Morgan y de Raabe, to-
dos sobre un estudio del cociente usual a,;/a, También se trata el criterio de Jamet
cuyo contenido se asemeja al del criterio de la raiz. En todos los casos se dan ejem-
plos de series tratables con estos métodos, mas donde los criterios usuales estudiados
en el Capitulo [5| fallan. Finalmente, el tercer proyecto incluye una demostracion del
Teorema de Abel y algunas de sus aplicaciones, por ejemplo, como herramienta para
calcular valores especiales de sumas de series.

11.1. El segundo criterio del cociente

Este proyecto presenta dos versiones de un criterio ttil para determinar la con-
vergencia de una serie ) a, de términos positivos cuando el test del cociente fa-
1la. Este principio, desarrollado recientemente, estd basado en los cocientes ay,/a, y
axn+1/a, y por esta razén recibe el nombre del segundo test del cociente. Su primera
version fue dada en [7] por S. Ali (2008) y posteriormente fue mejorado en [61]] en
2021. Aqui nos limitaremos a presentar algunos resultados y ejemplos, refiriendo al
lector a los articulos originales para mas informacion.

Teorema 11.1 (Segundo test del cociente I). Sea 3> | a, una serie de términos po-
sitivos y considere los valores
. . @y .. A2n+1 o e o 2 Qon L . A2+
L = méax < lim sup = lim sup “ , [ = min{liminf —=, lim inf —= .
n—+oco dp  np—+c0  dp n—teo g, noteo dy

Entonces,
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1. Si L < 1/2, la serie converge.
2. Sil>1/2, la serie diverge.
3. Sil < 1/2 < L, el criterio no da informacion sobre la convergencia.

Demostracion. (1) EscojaL <r < 1/2y N e Ntal que ay,/a, < ry amys1/an < rsi
n > N. Para k > 0 considere los valores S = ayiy + dpkp4q + -+ + ayee1 y_1 . Entonces
podemos acotar

Sk = (asz + aszH) + (d2kN+2 + asz+3) R o (azk+lN_2 + azk+IN_1)
< 2a0-1 T + 20561 g 7+ -+ 2000y g7 = 288 k1.
Se sigue por induccién que S < (2r)%S . De esta forma podemos acotar

2k+1N_ k k k S
i 0
E anp = § (agin + Aainyy + -+ agniy_y) = E Sj<So E,(zr)J< :
/ / _ 1-2r
n=N Jj=0 Jj=0 j=0

Esto muestra que las sumas parciales de a, son acotadas y como a, > 0, se sigue que
Yooy Gn CONVETge.

(2)Sil>1/2,escojal/2 <r<lyN € N tales que ay,/a, > ry axy1/a, > r,
para n > N. En este caso vemos que Sy > 2rSy_; y por tanto Sy > (2r)kS . De esta
manera

2k N—1 k
Z a, > Sy Z(Zr)J — +00  sik — 400,
n=N Jj=0

y asi 3,7, a, diverge.
(3) Empleando el criterio de condensacién de Cauchy, Teorema[5.2] se sigue que

la serie }7° | a, con a, = m converge si p > 1 y diverge si p < 1. Sin embargo,
. ay . n(nn)” 1 DTS n (Inn)” 1
Iim — = lim —— = —, lim = lim . = -
n—+eo @,  n—+oo 2n(In(2n))P 20 n-+eo gy n—+o2n+1 (In2n+1))» 2
Por tanto L = [ = 1/2 y el criterio no da informacidn sobre la convergencia. m|

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente criterio que tam-
bién fue obtenido en [33]].

Corolario 11.1. Si {a,},cn+ es decreciente de términos positivos, entonces
1. Silim, e ‘% < 1/2, la serie } a, converge.
n
2. Silim, 00 22 > 1/2, la serie 3, a, diverge.
n

Demostracion. Por hipétesis, azny1/a, < azp/a,. Si L'y [ estdn dados como en el
teorema anterior, deducimos de estas desigualdades que L = lim, 0 2 < 1/2y

[=1im,_ 400 ai:*‘ > 1/2. El resultado se sigue del enunciado anterior. O
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Ejemplo 11.1.1. Considere la serie

[ee)

Z#, p> 1

n=1
En este caso el criterio del cociente no decide sobre la convergencia. Por otra parte,

como la sucesién es decreciente y

1
im = fm ———— =0
n—+oo (1, n—+oo (p \/i—l)ﬁ

se sigue del corolario anterior que la serie converge.
Ejemplo 11.1.2. Considere la serie }.° | a,, con

n!

Uiy sy clE R

a

La sucesion dada es decreciente porque -~ = 1 + —3= > 1. Para x > 1 tenemos que
n+1 n+l
G _aw _ 1+ D(n+2)--Cn)
a, ~a, m+1l+x)(n+2+x)---2n+x)
n . n—1
_n+t 1 1—[ n.+ J < n+1 2n ’
Zn+xl in+j-l+x 2n+x\2n+x-1

dado que n+?f{+x < 2n%’11+x si j=2,...,n. Por tanto,

p A2n+1 P azn .
lim sup <limsup — < lim
n—+oo  Up n—+oo  dp n—+eo 2n + x

n+1 2n L |
2n—1+x 2’

Por otra parte, si 0 < x < 1 tenemos que

o Aol _ n+1D)n+2)---2n)(2n+1)
an ~ an  (+1+0)0+2+x)---Cun+x)2n+1+x)
n+1 . n
_ n+1 l_l n+j S n+1 2n+1 ’
2n+1+xj:2n+j—1+x 2n+1+x\2n+x

n+j 2n+1
n+j—1l4+x = 2n+x

porque en este caso . De esta forma vemos que

+1 (2n+1)" &7
Y ) .. 0241 . n n e
liminf == > liminf —/—— > Iim =
n—+o00  qa, n—-+00 n—+0 2n+ 1+ x\2n+x 2

1
> —.

2
Por el segundo criterio del cociente concluimos que la serie ) ° | a, converge para
x > 1y diverge para 0 < x < 1. Si x = 1 la serie también diverge porque a, =

1/(n+1).
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Nota 11.1.1. Los anteriores ejemplos ilustran por qué el segundo test del cociente
es mas fuerte que el criterio del cociente. Por otra parte, veamos que las hipétesis
del criterio del cociente implican las del Teorema [IT.T} Suponga primero que @ =
lim sup,, a”*‘ < 1.Elijaad <r<1yN e Ntal que ay1/a, < rparan > N. De esta
forma

a a a a a a a a
2n — n+1 ¢n+2 L 2n < I’n, 2n+1 — n+1 Gn+2 . 2n+1 < rn+1
an ap dp+l -1 an ay dp+l azp
y asf 1imy, o0 2 = 1im,, 400 2L = 0. Por tanto, el Teorema-lmphca la conver-
“n+1

gencia de 37, an De la mlsma forma si liminf,,

> 1, entonces 1im,,_, 400 2 =
n
1im, 40 “2a”n” = +ooy asi X% | a, diverge.

Teorema 11.2 (Segundo criterio del cociente II). Sea }.* | a, una serie de términos
positivos y considere los valores

.. 02t A2 . Qyp + Q2py1
r; = liminf ———, rp = limsuyp ——.
n—eo An n—+co An

Entonces,
1. Si0 < ry <1, la serie converge.
2. Siry > 1, la serie diverge.

Demostracion. Considere la sucesion ¢, = dym-1 + dom-1,1 + - - - + dym_1, que consiste

m—1 ) . . ) .
de 2 sumandos. Entonces }.°, a, converge si y solo si }, ", ¢, converge. Si
aplicamos el criterio del cociente a la nueva serie debemos analizar

Cm+1 (apm + apmyy) + (@omyn + apmyz) - - - + (a2m+l_2 + a2m+1_])

Cm aszl + aszl_'_l + -+ ajym_q
Se sigue de la desigualdad del Ejercicio [I.4.9](b) que
. Qyp + A2pyl Cm+1 . Qp + A2p41
min < < mix —.
2m—1SnS2m_1 a Cm om=l<p<dm_| an

Por tanto,

s o o Cm+l p

r1 < liminf 2, lim su

m—+0  Cp m—+co Cm

y el resultado se sigue del criterio del cociente. m|

Nota 11.1.2. Gracias a las desigualdades del Ejercicio[d.5.T|tenemos las relaciones
ry < 2L, 2l <1y,

entre los valores dados por las dos versiones del segundo criterio del cociente. En
particular, esto muestra que si L < 1/2, entonces r, < 1,y sil/ > 1/2, entonces r; > 1.
Por tanto, si el Teorema|l1.1|es aplicable, también lo serd el Teorema dando el
mismo resultado. Sin embargo, puede suceder que r, <1 <2Loque?2/ <1 < ry.El
siguiente ejemplo ilustra esta situacion.
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Ejemplo 11.1.3 (Series bi-geométricas). Considere la sucesién definida recursiva-
mente pora; =1y

axy = a- ap, a1 = b - ay, n>1,
donde a, b > 0. Los primeros términos de la sucesién son
1,a,b,a*,ab,ab,b*,a’, a*b,a*b,ab*, a*b, ab*, ab*,b’, . . .,
y los valores asociados a esta serie son
L =max{a,b}, [=min{a,b}, ri=rn=a+b.

El Teorema asegura que Y., a, converge si 0 < a + b < 1 (regi6n blanca y
azul) y diverge si a + b > 1, mientras que el Teorema [II.1]solo indica convergencia
si mdx{a, b} < 1/2 (regi6én blanca) y divergencia si min{a, b} > 1/2, ver Figura[I1.1]
Finalmente, al considerar las sucesivas sumas parciales vemos que la serie converge
al valor

1
l+a+b+@+b?+@+b’+- = ———.
atbr@+by+la+h) I—(a+b)
En particular, si a + b = 1 la serie diverge.
N
1
1
2
S
1 17
2

Figura 11.1: Regiones de convergencia de la serie bi-geométrica aplicando el segundo criterio
del cociente I y II.

Ejercicios

11.1.1 Demostrar el Corolario empleando el criterio de condensacién de Cauchy
y el criterio usual del cociente.
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11.1.2 Mostrar que si f : [0, +00) — [0, +00) es decreciente y lim,— 1 % < 1/2,

entonces Hm f(®)dt converge.

11.1.3 Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes series )| a,, donde

x>0ya,peR:
B B 1
a) Cln—n—p. C) Cln—ln(n)m.
1
b) an = A i d) an=1/p".

Respuesta: (b) converge, (c) diverge. (d) convergesia >0y p > 1.

11.1.4 Sea {a,},en+ una sucesion de términos positivos y m > 1 un entero fijo. Consi-
dere los valores

p Amn+ j-1 . Gt -1 .
L,:llmsupﬂ, l,=hm1nfﬂ, j=1,...,m,
| n—+o00 an | n—+co an
L =max{Ly,...,Ly}y!l=min{l,...,[,}. Demostrar que si L < 1/m, la serie

converge y si l > 1/m, la serie diverge. Deducir de este criterio que si {a,}nen+
es decreciente, entonces la serie

. 1, Qmn 1 . . 1. Qmnim-1 1
a) converge si lim < —. b) divergesi lim ——— > —.
n—+oo dy, m n—+o0o ay m

11.2. Los criterios de Kummer, Raabe y Jamet

El criterio de convergencia de series, debido a E. Kummer, provee una condicién
necesaria y suficiente para la convergencia de series de términos positivos. Ademas
incluye como casos particulares diversos criterios como el de Raabe y Bertrand-De
Morgan . En este proyecto estableceremos la validez de estos criterios basados en
analizar el cociente a,./a,. Ademds, veremos el criterio de Jamet que se entiende
como contraparte del criterio de la raiz. Nuestra exposicion estd basada en los articu-
los [[133L 117 160].

Teorema 11.3 (Criterio de Kummer). Sea Y2, ax una serie de términos positivos.
Entonces:

1. Y22, ai converge siy solo si existe una sucesion {¢i}ien+ de términos positivos
tal que

p = liminf (fn n__ §n+1) > 0, (incluyendo el caso p = +0).

n—+oo Ap+l
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2. Z,‘:’:l ay diverge si y solo si existe una sucesion {&}ren+ de términos positivos
tal que

n—+0o an+1

o 1
p = lim sup (é—‘n n_ _ §n+1) <0y Z — diverge .
= &y

Demostracion. (1) Si p > 0, tome 0 < r < p. Por el Teorema [4.8] para limites
inferiores existe N € N tal que

a
0<r<é&—

—&,41, paratodon > N. (11.1)

n+1

Como a,;; > 0, se sigue que {£,a,}q.en+ €S Una sucesion mondtona decreciente de
términos positivos. Por el Teorema esta sucesion converge y a su vez lo haré la

serie telescopica 220:1 Enan—Epv1a,41. Por el criterio de comparacién concluimos que

(o)
Y. | ra, converge, porque
0 < raps1 < &ay — Ens1ana1.

Reciprocamente, si ZZ":] ay converge, construimos la sucesion

_ L—(a1+~-+ak)

, donde L = Z a.
k=1

&

Ak

Claramente & > 0, porque a; > 0y ademds

Por tanto, lim (fna—" - §n+1) =1 > 0 como se requeria.
n=+oo ' il

(2) Si p < 0, de nuevo por el Teorema |4.8| para limites superiores, existe N € N

tal que
an

&y —&41 <0, paratodon > N. (11.2)

an+1

Como a, > 0, estas desigualdades muestran que {£,a,},>y €s una sucesién mondnota
creciente de términos positivos. En particular, &,a, > C, sin > N, donde C = ayéy.
. ., o . 5 .
Por el criterio de comparacion, }};° | a, diverge porque ) C /in diverge.
Reciprocamente, si 37", a; diverge, podemos tomar & := 3, =1 a jlax > 0.Como

a n n+1
n
br= &1 = )il = ) ajlane = 1,
n+1 = =
tenemos que lim (fna% — & 1) = —1 < 0, como era requerido. Finalmente, la
n—+oo n

divergencia de la serie ), | 1/&; se sigue del Ejercicio c). i
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Nota 11.2.1. Las hipétesis del teorema anterior sobre limites inferiores y superiores
en realidad se emplean en la forma de las desigualdades y (I1.2)), respectiva-
mente. El caso en que el limite de &,a,,/a,+1 —&n+1 €Xistay sea 0 en general no provee
informacién suficiente para concluir la convergencia o divergencia de la serie dada.

Originalmente el criterio de Kummer enuncia que una serie de términos positivos
Yroq @i converge si existe una sucesion estrictamente decreciente {c Jxew de términos
positivos y una constante r > 0 tal que

Ck — Ckel = Fdjy1, para todo k > 0.

Esto se sigue del criterio de comparacion porque la serie telescopica ;7 (ck — Cr+1)
converge. Planteado en esta forma, el criterio de Kummer no es otro que el mismo
criterio de comparacién. En efecto, cualquier serie convergente de términos positivos
2wy bk se puede representar de la forma

b1 = Ck — Crs1, por ejemplo con ¢ = Z b,,

y la hipétesis anterior no es otra que 0 < ra; < by. La verdadera contribucién de

Kummer fue tomar a by como dicha diferencia y ademds poner a cada c; como el
producto

ck = aréy.

De esta forma recuperamos los requerimientos del Teorema[I1.3] Ademads elecciones
particulares de & determinan algunos criterios conocidos como el de D’ Alembert y
Gauss que especificaremos en los ejercicios. Los siguientes ejemplos contienen los
criterios de Bertrand-De Morgan y de Raabe.

Proposicion 11.1 (Bertrand-De Morgan). Para una serie de términos positivos 3.~ | ap,

Si
a 1 I'n

=14+-+—-:
Qn+1 n nln(n)

1. La serie converge si liminf, .o r, > 1.
2. La serie diverge si limsup,,_, 1, < 1.

3. Enel casolim,_, . 1, = 1, el criterio no da informacion sobre la convergencia
o divergencia de la serie.

Demostracion. Este caso corresponde al valor &, = nln(n) en el criterio de Kummer.
Observe primero que

Qn

1 n+1
én —&n1 = In(1/uy) + 1y, donde u,, = (1 + —) .

an+1 n
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Recordemos del Ejercicioque {un}nen+ € una sucesion decreciente tal que u, —
e, si n — +oo. Para demostrar el criterio, bajo la hipdtesis (1) podemos tomar » > 0
con liminf, 40, > 1+7r > 1y N € Ntalquer, > 1+ r, paran > N. Por
tanto, In(1/u,) + r, > In(1/u,) + 1 + r. Tomando limite inferior en esta desigualdad
concluimos que

liminfIn(1/u,) + r, > r >0,

n—+00

y la convergencia de .’ , a, se sigue del criterio de Kummer. Para (2), note que por

el Ejercicio[d.5.1]

limsup In(1/u,) + r, = =1 + limsupr, <O0.

n—+oo n—+oo

00 1 . . . . . . 00
Como 3>, ) diverge, el mismo criterio permite concluir que en este caso 3, ° | a,

diverge. O

Nota 11.2.2. Otro criterio posible se puede obtener con &, = nln(n) Hj”i » Ingj(n),
donde Ingj;1)(x) = In¢;(Inx) son las iteraciones sucesivas del logaritmo. EI lector
puede consultar [3]] para més informacién.

Terminamos esta seccion con una discusion sobre los criterios de Raabe y Jamet.
El criterio de Raabe (&, = n en el criterio de Kummer) se puede entender como una
contraparte del criterio del cociente cuando este no decide sobre la convergencia. De
la misma forma, el criterio de Jamet, practicamente olvidado de la literatura actual,
es una contraparte del criterio de la raiz.

Proposicion 11.2 (Raabe). Una serie 3,7 | ay, de términos positivos es:

1. Convergente siliminf,_, . n (aaﬁl - 1) > 1,

2. Divergente si limsup,_,, 1 (a“zl - 1) <1

Si lim, 400t (a”—"l - 1) = 1, el criterio no da informacion sobre la convergencia o
n+
divergencia de la serie.

Demostracion. El enunciado se deduce del Teoremal[I1.3|con &, = n escribiendo

fn an _§n+1:n( an _1)_1,

An+1 ap+1
y recordando el Ejercicio [4.5.1] (con b, = —1). El enunciado sobre la divergencia es
vélido porque Y} * | % diverge. O

Otra forma mds débil de este criterio se muestra en el siguiente enunciado, donde
se supone una forma especial para el cociente a,41/a,. Resaltamos que una demos-
tracion alternativa de este resultado se puede obtener empleando el segundo criterio
del cociente, Teorema[I1.1] ver [7].
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Corolario 11.2. Sea }.,° | a, una serie de términos positivos tal que

an+1 B € .
22— 1-S4+ 2, dondee, » 0sin— +oo.
ay n n

Entonces Y, a, converge si 8 > 1y diverge si § < 1.

Demostracion. Bajo estas hipotesis tenemos que

1 —
n(a" —1):n——1:’8—6"—>,8, sin — +o0.
An+1 1—§+;—" 1-84+a
El resultado se deduce de la proposicion anterior. m|

Ejemplo 11.2.1. La serie de potencias

¢ 1-4-7---3n-2
1+Zanx”, a, = n!( n ),

n=1
tiene radio de convergencia 1/3 porque a,/a,+1 = (n+1)/(Bn+1) = 1/3sin — +oo.
Para determinar la convergencia en los extremos del intervalo, note que para x =
—1/3, 1a serie resultante es alternada. Como (a,,/3")/(an+1/3"") = 3n+3)/(Bn+1) >
1, la sucesion {a, /3" },en es decreciente y por el criterio de Leibniz la serie converge.
Abhora, para x = 1/3, calculando

a,/3" 3n+3 2n 2
n|l———-1]=n -1]= - =<1,
py1 /3] 3n+1 3n+1 3
el criterio de Raabe implica que la serie diverge. En conclusion, la serie de potencias
inicial converge para x € [-1/3,1/3).

Ejemplo 11.2.2. Considere la serie 1 + ), a,, donde

(@ ala+1)---(a+n-1)
= oy b+ 1) (btn—1)

a,b > 0.

El valor (a), := a(a + 1)---(a + n — 1) suele llamarse el simbolo de Pochhammer.
Aunque el criterio del cociente no decide sobre la convergencia de la serie, mediante
el criterio de Raabe, calculando

n( Gn —1)=n(b+n—l)= b-a —-b-a,

an+1 a+tn

concluimos que la serie converge si b > a + 1 y diverge si b < a + 1. En el caso
b = a+1, tenemos que a, = a/(a+n)y asi la serie diverge al compararla con la serie
armonica.
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Por otra parte, es posible reemplazar el término general del criterio de Raabe por
una expresion que involucra al logaritmo del cociente. Més especificamente, tenemos
el siguiente lema, compare con el Ejercicio [I1.2.3|a).

An+l _

Lema 11.1. Si{ay}nen+ es una sucesion de términos positivos tal que 1imy,—; o0 =2
n

1, entonces

h’msupn( n —l)zh’msupnln( n ), h’minfn( an —l)zh’minfnln( n )
n an+1

n ap+1 n ap+1 n Ap+1

. 7 a
En particular, lim n( n

. . .. An . .
— 1| existe si y solo si lim nln existe y ademds
n—+oo Ap+1 n—+oo

an+1
coinciden.

Demostracion. Para comprobar el resultado requerimos de las desigualdades

x—1

<In(x) <x-1, x>0, (11.3)

que se establecen facilmente a través del analisis de derivadas, ver Ejercicio [7.3.4(f).
Se siguen entonces que

a ant1 a a
an+1 an an+1 an+1
o de manera equivalente,
a a a a
nln( ”)SH( = —I)Snln( ")-—".
Adp+1 ap+1 ap+1 ap+1

Tomando limite superior e inferior, y recordando el Ejercicio concluimos las
férmulas requeridas. O

Pasamos ahora al criterio de Jamet, atribuido por T. Bromwich a V. Jamet por su
articulo Sur les séries a termes positifs, Nouv. Ann. Math. 11 (1892), 99-103. Para
no dificultar mas la exposicién restringimos nuestra atencion al caso de limites como
en [60], dejando los detalles del enunciado correspondiente para limites superiores e
inferiores al lector.

[Se]
n=1

Proposicion 11.3 (Criterio de Jamet). Sea ),
de forma que el limite

a, una serie de términos positivos

im _ln(an) _
n—+oo ln(n) -

existe y es finito. Si p > 1 la serie converge y si p < 1 la serie diverge.
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Demostracion. Dado € > 0, existe N € N tal que —e < —In(a,)/In(n) — p < €, si

n > N, es decir
1 1

e <ay < e
Sip>1,tomee>0talque p—e<1ysip<l1,elijae>0conp+e < 1. Enambos
casos, por comparacién con la serie },°, 1/n”, concluimos que ., a, converge o
diverge, segun sea el caso. O

Nota 11.2.3. El criterio de Jamet es mas robusto que el criterio de Raabe en el si-
guiente sentido:

1
Si Ifm n|-%— -1 = p, entonces lim _In(a) =
n—+00  \ 4 n—+eo  In(n)

Para establecer este resultado podemos aplicar la regla de Stolz-Cesarof.4]y el Lema

para escribir

)

p= lim ln(%) + m(%) tooot ln("Z—;l) ~ lim In(a;) — In(a,)

n—+00 1 n—+0c0 1 +% +...+ﬁ T o+ Inn—-1)+ D,
Aqui D,_; es como en el Ejemplo [8.6.3| sobre la constante de Euler-Mascheroni vy.
Por tanto,

In(a,) In(a;) —In(a,) In(n-1)+ D,y In(a;)
")  In(i-1)+D, In(n) Ty
como se requeria. Una desigualdad general con limites superiores e inferiores rela-

cionando estos coeficientes se propone en el Ejercicio

- p(l+y-0)-0=p,

[e5) 1 n

Ejemplo 11.2.3. Considere la serie Z (l - pﬂ) , de términos positivos para n

n
n=1

suficientemente grande. Calculando

il

1 1 In(1 -
fim 09 i (1 - p ) - g A PO
n—+oo ln(n) n—+oo lnn n x—0 X

podemos aplicar el criterio de Jamet para concluir que la serie converge para p > 1
y diverge si p < 1. Para p = 1 podemos emplear el criterio de paso al limite con la
serie arménica para concluir su divergencia puesto que

(- )

. n , Inx

lim ~————— = lim exp(xln(l - —) +lnx)

n—+oo 4 X—+00 X

n
. (ln(1+slns)—slns) 0
= lim exp =e =1.
s—0" S

El tltimo limite se justifica aplicando la regla de L"Hdpital y recordando el limite
limg o+ slns = 0.

Para mds informacién y observaciones recientes sobre los criterios de Raabe y de
Jamet el lector puede consultar los articulos [60, [59].
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Ejercicios

11.2.1 Comprobar que el criterio de Kummer en el caso &, = 1 es el criterio del
cociente, Teorema 5.6 Indicacién: el Ejercicio puede ser til.

11.2.2 (Otra version del criterio de Raabe) Sea },° | a, de términos positivos tal que

Ap+1 .
<1 - é, con 8 > 1 y n suficientemente grande.
an n
%) . . B an+1
Entonces }’” | a, converge. Si por el contrario, 1 — = < ,con0< B <1,
n an

entonces ;| a, diverge.

Indicacién: aunque el resultado se sigue de la Proposicién [11.2] intente de-
mostrarlo también empleando el Ejercicio con b, = 1/r”, junto con las
desigualdades del Ejercicio[7.3.5]

11.2.3 Sea {a,} e+ una sucesion de términos positivos. Comprobar las siguientes afir-
maciones:

=1.

R an . . .
a) Si lim n — 1| existe y es finito, entonces Iim
n—+oo  \ a4 n—=+00 Ay ]

|
b) Si lim n(a,) existe y es finito, entonces lim </a, = 1.
n—+0o ln(n) n—-+0o

c) Bajo la hipétesis en (b), emplear las desigualdades en (11.3)) para mostrar
que

s

In(a,,) , n
i = Ilim
n—+co In(n)  n—+eo In(n)

(Yan = 1).

11.2.4 El siguiente criterio fue establecido por Gauss en 1812 para el estudio de la
convergencia de series hipergeométricas.

Teorema 11.4 (Criterio de Gauss). Considere una serie de términos positivos
o0
Dine Gn Yy asuma que

, conf3>1
A+l n nf

y que la sucesion {y,}pen+ es acotada. Entonces 3. | a, converge si a > 1y
diverge si a < 1.

Demostrar este criterio empleando el test de Raabe para @ # 1 y el test de
Bertrand-De Morgan para a = 1.

11.2.5 Considere la serie hipergeométrica ), | a,, donde

_ (@u(D)n

a =
" (o)n!

, a,b,c > 0.
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Emplear el test de Gauss para concluir que esta serie converge cuando ¢ > a+b
y diverge si ¢ < a + b. Esto también se puede establecer usando el segundo
criterio del cociente, ver [7]].

11.2.6 Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes series )| a,, donde
x>0yp,a,b,c,deR:

Q) a, = (n—-D 12232 2n- 1)
SIS T DO P S A . BT Mo
_(1:3---@2n- D)’ _1:3---2n-1) an+b

b) “”‘( 2! ) D=0 Cn) entd

Respuesta: (a) converge para todo p € R. (b) converge si p > 2 y diverge si
p < 2.(c) converge para x < 1. (d) solo converge sia =0y c # 0.

11.2.7 Considere una serie ), | a, de términos positivos. Imitar la Nota(11.2.3|y em-
plear los Ejercicios |4.5. 1|,|4.5.2|y|4.5.6kb) para demostrar que si l{imy e 5= =
1, entonces

1 1 r
lim inf n-ln( n ) < lfminf—ln(—a")) < h’msup—&‘n)) < lim sup n-ln( n )
n

an+1 n n(n n In(n n an+1

Estas desigualdades asociadas a los criterios de Raabe y Jamet son la contra-
parte del Teorema|[5.7 para el criterio del cociente y la raiz.

11.3. El Teorema de continuidad de Abel

El objetivo de este proyecto es demostrar el Teorema de continuidad de Abel
sobre series de potencias en sus puntos frontera. Este resultado fue demostrado por
N. Abel en su articulo de 1826 [1] con el propésito de establecer la validez de la
expansion binomial en la frontera |x| = 1 para cualquier valor de @. Veremos
algunas de sus aplicaciones, por ejemplo a las funciones dilogaritmo y digamma, y al
producto de Cauchy de series.

Teorema 11.5 (Abel). Si la serie ., a, converge a s, entonces f(x) = 3, 4 apx"
converge para —1 < x < 1 ylim,_- f(x) = s.

Demostracion. Como a, — 0 si n — +oco, podemos tomar C > 0 tal que |a,| < C,
para todo n € N. Luego su radio de convergencia satisface R = 1/ lim sup,, V]a,| > 1.
SiR > 1 el resultado es claro porque una serie de potencias es continua en su intervalo
de convergencia. Si R = 1, f esta definida en (-1, 1]. Reemplazando ag por ag — s,
podemos suponer que 3, a, = 0.Sis_| =0y s, = X;_, a, entonces a, = S, —S,—1
y por tanto

fx) = Z(Sn — Sp—x" = (1 - X)Z s X"
n=0 n=0
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Dado € > 0, tome N € N tal que |s,| < €/2,sin > N.Si0 < x < 1 vemos que

(1-x) i Spx"
n=N

<

€ - € XN €
5(1—x);vx"_5(1—x)l_x <3

y asi

lfol =

(1 —x)]§11 spx" + (1 —x)i SpX"
n=0 n=N

Tomando x cerca de 1 de forma que (1 —x) ZnN:‘OI |sn| < €/2 concluimos que |f(x)| < €.
Esto demuestra el limite requerido. O

N-1

€

< —x)len|+§.
n=0

Ejemplo 11.3.1. Podemos recuperar los valores del Ejemplo[8.6.4] a saber

1 1 1 1 1 1
1—§+§—Z+---:ln(2), 1—§+§—§+-~=arctan(1):%, (114)
al hacer x — 17 en las expansiones dadas en (9.8). Por otra parte, el Ejercicio[13.3.8
demuestra que si & ¢ N, entonces )~ (Z) converge para« > —1y 3 ° (Z -1
converge si @ > 0. El Teorema de Abel implica que

(o)

S S

n=0 n=0

puesto que ) (:)x” = (1 + x)? para |x| < 1, ver Ejemplo

Ejemplo 11.3.2 (Reordenaciones de la serie armonica alternante). [36] En el Ejem-
plo mostramos que al reordenar la serie }.° ,(—1)"/n posicionando bloques de
2 términos positivos y un bloque de un término negativo, se obtiene

1 1 1 1 1 1 1

1
1372757773751 %

3
o= 2.

Otra forma de argumentar este valor es introducir ceros en las posiciones pares que
no son multiplos de 4 para obtener

1 1 1 1 1 1 1 1
140+ -=+-+0+---+-+0+——-—-+---
LR T S AR S TR
y considerar la funcién asociada
o = +x3 x4+x5+x7 str B ® - 2n+l xAn
PR T TS T T T T T Ll 4

[log(1 + x) — log(1 = x) + log(1 - x*)| = % log((1 + x)*(1 + x%)),

| =
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que converge para |x| < 1. Por el Teorema de Abel podemos hacer x — 1~ y obtener
f(x) — % In(2), recuperando el valor deseado.

El mismo procedimiento funciona para reordenaciones en las que bloques de p
términos positivos se alternan con bloques de g términos negativos. En este caso la
funcién

1 1
E[log(l + x?) —log(1 — x7) + log(1 — "] = 3 log

1-x

1 —x?
q
1+ x%) 7 l
recupera dicha serie. Haciendo x — 17, se obtiene el valor de la suma In(2) +

LIn(p/q).

Ejemplo 11.3.3 (La funcién dilogaritmo). La funcién dilogaritmo se define por la
serie

) X"
Lis(x) = Z 5 k<l
n=1

Note que ella converge en los puntos extremos x = +1y Liy(1) = £(2) = n%/6.
Ademas Li’z(x) = —In(1 — x)/x, como se comprueba derivando término a término.
Esta funcion satisface la ecuacién funcional

{(2) = Lip(x) + Lio(1 —x) + In(x) In(1 —x), O0<x<1. (11.5)

Para demostrar esta afirmacién, notamos que el lado derecho de la ecuacion es cons-
tante porque su derivada es cero. Para determinar el valor de la constante aplicamos
el Teorema de Abel: si x — 17, obtenemos

lfnll_ Liz(x) + Lio(1 = x) + In(x) In(1 — x) = £(2) + 0 + 0 = £(2).

Si evaluamos x = 1/2 en (11.5)) hallamos el valor

S 72 (In2)?
Li2(1/2) = ) > = 5 -
Liyp? 12 2

Histéricamente este razonamiento fue empleado por Euler para dar una aproximacion
numérica de {(2). En efecto, las series )} 7, 1/ (2" 1n?) yIn(2) = —In(1 - 1/2) =
Yy 1/(n2") convergen rapidamente, hecho que permitié calcular £(2) ~ 1.644934
con una precision de 6 cifras decimales. Se dice que a partir de aqui Euler reconocid
el valor 72/6.

Otro ejemplo interesante es establecer una representacion integral de la funcién
digamma, férmula que se remonta a Gauss.

Ejemplo 11.3.4 (Representacién de Gauss de la funcion digamma). Vamos a demos-
trar que la funcién digamma ¢ : R\ {0,—1,-2,...} — R admite la representacion

11 _ tx—l

Y(x)=—y+ J dt, para x > 0. (11.6)

o -1t
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Para ello fije 0 < s < 1. Cerca de t = 0, el integrando se comporta como 1 — !
y lime_,p+ x f: £ 1dt = lim_o+ s* — €* existe cuando x > 0, hecho que justifica esta
restriccion. Ahora,

0 0 %=0 =
(] 1 )k+1 o NSt
Y e R Yy
k=0(k+1 x+k k=0x+k

La dltima igualdad es necesaria para aplicar el Teorema Este implica que el
primer sumando converge a ¥(x) + v si s — 17. Para terminar, mostramos que el
segundo sumando tiende a 0. Como x > 0 podemos acotar

(o] k (o) o0
) 1 1 sk
Z Z _:__1 1—
PIETERY P IRl U
k=0 k=1
Pero
x—1
lim (s — s) In(1 = 5) = lim s S lim (1 - s)In(l —s) = (x—1)-0 =0,
s—1- s—1- - s—1-

valor que es suficiente para concluir el resultado.

Corolario 11.3. Si P(x) = -l a;x € R[x] es un polinomio que satisface P(1) =

entonces :
Leey o Sal (1 j+1
l 1—rp""25[‘”(;)“”(7) |

=1

Demostracio’n La condicion P(1) = ag + ay + -+ + ap—1 = 0 permite escribir P(7) =
Zp . a;(t/ = 1) y por tanto

1

1 - 1,
P(t -1
J () dt = E ajJ dt.
=1

o l—1t o 1—1P
La férmula se sigue de la sustitucion s = #’ y de la representacion integral (11.6). O

Nota 11.3.1. En la Proposicién expresaremos los valores de y(x) cuando x es
racional en términos de funciones trigonométricas y logaritmos. Por tanto, si conoce-
mos los valores explicitos de estas funciones (por ejemplo, cuando p = 2,3,4,5,6, 8)
es posible calcular explicitamente las integrales del corolario anterior.

Finalizamos este proyecto con una aplicacion sobre el producto de Cauchy entre
series numéricas.

Teorema 11.6. Suponga que 37 an, 3., b, convergen a sy t, respectivamente, y
sea 3.7 cy su producto de Cauchy. Si 3, c, converge, entonces su suma es st.
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Demostracion. Por el Teorema de Abel las series de potencias

fx) = i apx",  g(x)= i bpX",  h(x) = i cnX"
n=0 n=0 n=0

convergen absolutamente para |x| < 1. Gracias al Teorema de Mertens podemos
multiplicarlas y obtener la igualdad f(x)g(x) = h(x), valida para |x| < 1. El Teorema
de Abel implica entonces que

Z cp = lim h(x) = lim f(x)g(x) = lim f(x)- lim g(x) = st,
= x—1- x—1- x—1- x—1-

concluyendo la demostracion. m|

Ejercicios

11.3.1 Comprobar que

*In(l —1¢
n(t Dar, <1,

Lix(x) = —J
0

y mostrar que Lij se extiende como funcién suave a (—co, 1).

11.3.2 Considere los nimeros arménicos H, = 1 + % + -0+ }l

1-x" (- 1)’<+1 n
a) Comprobar que H, —J d Z o)

b) Si|x| < 1, mostrar que

- In(1 - N H,
Zan":—u, 2) =y =In(l - x),

p— 1-x n=1n+1

c) Mds generalmente, si f(x) = 3,7, a,x" tiene radio de convergencia r > 0,
lo mismo es valido para ), | a,H,x". Ademis,

Z o Jf(x) fa0 e

o 1-t

d) Use (c) para probar que

iH,, :rln(z—z)dtzj 1n(1+s) Z( 1)"“_”2.
P n2” 0 l—t 0

Nota 11.3.2. Existen numerosas identidades que involucran a los nimeros
armonicos, ver por ejemplo [33].
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11.3.3

11.34

11.3.5

11.3.6

11.3.7

Demostrar que la constante de Catalan G = Z;’;’ZO

G- J] arctan(t)dt _
0 t

1) g o
(2(ni)1)2 se puede escribir como

1 +00

In(z In(z
_J n()dt:J H()dt

01+l2

1 1+ 2
El reciproco del teorema de Abel no es cierto. Por ejemplo, lim,_,- 1 —x+x>—
X+ = limyl - 11? = 1/2 existe, y sin embargo laserie 1 — 1 +1—-1+---
diverge. El siguiente es un reciproco parcial debido al matematico austriaco A.

Tauber (1866-1941) quien lo demostré en 1897.

Teorema 11.7 (Tauber). Suponga que la serie f(x) = 3.7, a,x" converge para
|x| < 1y satisface que lim,_,1- f(x) = s. Si lim,,_, ;o na, = 0, entonces Z;’;O a,
converge a s.

Probar este enunciado estimando |s,— f(x)| = |ZZ:O ai(l — x5y — Ditensl akxk| <

+1
(1 = x) Xy o klax| + ;;fix), donde €, = sup,.,, |kax|. Luego tome x = 1 — % y

justifique por qué estos términos tienden a cero si n — +oo.

ol ) of)

[30] Fije un entero k > 2 y una sucesion {a,},en de periodo k (es decir a,1x =
ap) tal que ag + a; + - - + ax-1 = 0. Demostrar que

1
dt
Si A > 0, mostrar que ZAJ
0 1+

[e] 1 /l
an P(t%)
= dt, 1> 0, 11.7
2T Ll—z’d pard (1.7)
n=0
donde P(x) = ag + ajx + - - - + ar_1 X' En particular,
00 1
P(sP
e :J ") 0145 para p.g e N*. (11.8)
Lpn+q  Jo 1-spk

Mostrar que el Ejercicio[8.6.4]es un caso particular de esta situacion.

. Sl . 00 a An+1 q
Indicacion: descomponer la serie >~ 7245u™"", |u| < 1, en bloques segun el
resto de n al dividir por k, ver ecuacién (5.14).

Emplear el ejercicio anterior para comprobar las siguientes igualdades, identi-
ficando la sucesién y los valores de k, p y ¢:

L N R ot dar on

2 4 5 7 8 o l-t+2 343
P N N R B SO Y A

2 4 5 7 8 o l+t+2 343

1 1 1 1 1 AT In3 V3
———t-——-——=4+—=—-+-=| —dt=1-— - —n.
379 13 15 Jorr+2+1 4 12

Note que las fracciones en cada integral ya estan simplificadas. Compare tam-
bién el valor de estas integrales con el Corolario y la Proposicién|13.7






Capitulo 12

Otros resultados sobre
diferenciabilidad

Los cuatro proyectos de este capitulo ofrecen informacién adicional sobre dife-
renciabilidad en una variable. En el primero estudiaremos funciones convexas, sus
propiedades y caracterizaciones. En el caso de funciones diferenciables esta propie-
dad equivale a tener derivada monétona creciente. Como aplicacion incluimos algu-
nas desigualdades destacadas que de hecho han sido usadas en la primera parte del
libro. El segundo proyecto discute la férmula de Faa di Bruno que permite calcular
explicitamente las sucesivas derivadas de una composicién de funciones. Demostra-
remos varias formulas relacionadas y una aplicacién a la estabilidad por composicion
de funciones analiticas. El tercer proyecto demuestra que un conjunto cerrado en R
coincide con el conjunto de ceros de alguna funcién suave. Ademas, trata el Teore-
ma de Borel-Peano, que establece que los coeficientes de la serie de Taylor de una
funcién suave pueden ser arbitrarios. Finalmente, el dltimo proyecto incluye resulta-
dos de Whitney sobre la clase de diferenciabilidad del resto integral en la férmula de
Taylor.

12.1. Funciones convexas

Definicion 12.1. Sea I C R un intervalo y f : I — R una funcién. Decimos que f es
convexa en [ si para cada x,y € I con x <y se verifica que

fAy+(A-Dx) <Af)+ A - Df(x), para todo A € [0, 1]. (12.1)
Por otra parte, f se dice concava si para cada x,y € I con x < y se verifica que
Af)+ A =D f(x) < f(y+ (1 -2Dx), paratodo A € [0, 1]. (12.2)

Por tanto, f es cOncava siy solo si —f es convexa.
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Geométricamente ser convexa significa que el grafico de f en el intervalo [x, y]
estd debajo del segmento de recta que une los puntos (x, f(x)) y (¥, f(3)). De la misma
forma, ser concava requiere que este segmento esté por debajo de la grafica de f. Para
comprobar la primera afirmacidn note que la ecuacion de la recta que pasa por estos
puntos estd dada por

L(t) = f(x) + X).

Como L(Ay + (1 — D)x) = Af(y) + (1 — ) f(x), se sigue que (12.1)) es equivalente a
requerir que f(Aly + (1 — D)x) < L(Ay + (1 — Dx).

[0 =1,
y—x

Af() + (1= Df(x)

f(x)
1 f(2)

X z=/ly+(i—/l)x y

Figura 12.1: La grafica de una funcién convexa.

En lo que resta del proyecto consideraremos solo los resultados para funciones
convexas. Los enunciados para funciones concavas se expresan inmediatamente cam-
biando el orden de las desigualdades.

La condicién de convexidad también se puede determinar empleando mas de dos
puntos, como lo muestra el siguiente resultado dado por el matematico danés Johan
Jensen (1859-1925).

Proposicion 12.1 (Desigualdad de Jensen). Sea I C R un intervaloy f : I - R
una funcion. Entonces f es convexa si y solo si para cada x1,Xx2,...,X, € Iy
A1, A2, ..., Ay €10, 1] tales que Ay + A + - -+ + A, = 1, se verifica que

JQuxy + -+ Apxy) S A fOx) + -+ A f(x). (12.3)

Demostracion. Note que la condicién (12.3) es precisamente la definicion de con-
vexidad para n = 2. Basta entonces demostrar que si f es convexa, entonces
es vélida. Procedemos por induccién sobre n. El caso n = 2 es nuestra hipétesis de
partida. Ahora, si el resultado se verifica para alginn—1>2y A+ Ao +---+ 4, =1,
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tenemos dos opciones. Si alguno de los 4; es 0 0 1, estamos en el caso de la hipotesis
de induccion. De lo contrario, podemos suponer que 0 < 4, < 1y concluir que los
=A;/(1 =4,), j=1,...,n— 1satisfacen 4] +---+ A/ _ = 1. Por tanto,

FQuxL o+ Aax) = £ (D= )1+ + X X 1) + A
(U= f (Xxr+ o+ A x1) + A f ()
< (1= ) (A f ) + -+ Ay f o)) + Anf ()
= A f(x) + -+ A1 f(xn=1) + A f (),

como era requerido. Note que en la primera desigualdad empleamos la convexidad
y en la segunda, la hipdtesis de induccién. Finalmente, el principio de induccién
permite concluir el resultado. |

Es posible reescribir la definicidn de convexidad en términos de z =: Ay+(1-A)x,
que es un punto tal que x < z < y. En efecto, primero expresamos A en términos de z
para obtener

z- x’ |—q1=2=%2

y—x y—x
donde cada término que forma estos cociente es positivo. Ahora, la desigualdad
f@ < Af(y) + (I = A f(x) en (12.I) admite las siguientes tres formas equivalen-

tes:

A=

I f@) - f(x) < AfG) = f(x), es decir, L1 < [0/

2. f@@) = f() < (1= D(f(x) = f()), es decir, f(yy):f(x) < f(yy)jz)_

3. (1= D(f@) = f(x)) < AFQ) = f(2)), es decir L2LL < JOTE),

En conclusion, podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposicion 12.2. Una funcion f : I — R es convexa si y solo si alguna de las tres
desigualdades

f@ - f& _fO) - f) _ fO) ~ @)

z—-x y-x = y-z

, esvdlida, paratodo x < z <y. (12.4)

En términos de la funcién

Ay = LSO L (12.5)

xX=Yy
que satisface A¢(x,y) = Ar(y, x), la convexidad de f se traduce en que para x € I, la
aplicacion t € I N (x,+00) > Ay(x, 1) sea mondnota creciente. Estas observaciones
permiten establecer el siguiente resultado.
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Teorema 12.1. Si f : I — R es convexa y xo € Int(I), entonces las derivadas
laterales fl(xo)y f’(xo) existen. En particular, f es continua en Int().

Demostracion. Si x( es punto interior a I, tome r > 0 tal que [xg — r, xg + 7] C I. Por
convexidad vemos que

J(xo) = flxo—1r) < Jf(x) = f(xo0)

r X — Xo

Sixg—7r<xg<X.

Empleando Af en (12.5), concluimos que la funcién x € I N (xg, +00) = Ar(x, x0)
es mondtona creciente y acotada inferiormente. El Teorema[6.8](2) implica entonces
que
x) — f(x
Flxo) = lim AjGrxg) = fof  L9=S00)
x_>x8 Xo<x<xp+r X — X0
existe y es finito. El mismo razonamientos demuestra que

f_,(XO) = Hm_ Af(x, Xg) = sup }M

X0—r<X<X( X — X0

Las afirmaciones sobre la continuidad son inmediatas de la existencia de f}(xo) y
S (x0), ver el parrafo luego de la Definicién ]

En general, en los puntos extremos del intervalo I no se puede concluir continui-
dad, ni en sus puntos interiores diferenciabilidad. Por ejemplo, considere funciones
como en la Figura[12.2]

Figura 12.2: Convexidad, continuidad y diferenciacion.

Sin embargo, al asumir mejor regularidad para f podemos caracterizar convexi-
dad de manera practica en términos de sus derivadas.

Teorema 12.2. Sea f : I — R una funcion definida sobre un intervalo.
1. Si f es diferenciable en I, f es convexa siy solo si f’ es mondtona creciente.

2. Si f es dos veces diferenciable en I, [ es convexa siy solo si f”(x) = 0 para
xel
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Demostracion. Si f es convexa, podemos tomar z — x* y z — y~ en (12.4), para
obtener las desigualdades

fi(x) < < fLO).

JO)-fx
y—x
Como f es diferenciable, concluimos que f’(x) < f’(y). Reciprocamente, si f” es
mondtona creciente, dados x < z < y, por el Teorema del valor medio, Corolario

podemos encontrar puntos x < & < z < &1 < y tales que

FQ =S _ e < ey = TO=@

Z—Xx y—z

La convexidad de f se deduce de la Proposicién[12.2] Para (2) basta emplear (1) y el
Teorema 7.6y Corolario[7.3]a la funcién f”. i

Ejemplo 12.1.1. Las funciones 4(x) = x”, para p > 1 son convexas en el intervalo
[0, +00). Para comprobar esto en (0, +oco) basta notar que 4"’ (x) > 0 alli. Para el punto
0 la desigualdad (I2.1) indica que h(1x) = APx” < AxP = Ah(x), que claramente es
vélida porque 4 € [0, 1].

Por otra parte, la funcién g(x) = xX, con k € N* es convexa en R si k es par. Si
k es impar, entonces g es convexa en [0, +00) y cédncava en (—oo, 0]. Finalmente, la
funcién exponencial

f)=e¢'

es convexa en R porque f”(x) = ¢* > 0, mientras que In(x) es cdncava en (0, +o0)
porque su segunda derivada es —1/x% < 0.

Ejemplo 12.1.2 (Desigualdades de Jordan). La funcién seno satisface que
2 .
—x < sin(x) < x, para0 < x < /2.
bis

La primera desigualdad se debe a que j—;(sin(x)) = —sin(x) < 0 en dicho intervalo.
Por tanto, es céncava alli. Como el segmento que une (0,0) con (r/2, 1) estd dado
por ¢ — 2t/m, se sigue la primera desigualdad.

La segunda desigualdad se deduce de analizar i(x) = sin(x) — x cuya derivada es
R (x) = cos(x) — 1 < 0. Asi h es decreciente, y en particular i(x) < 2(0) = 0six > 0.
Por otra parte, el mismo argumento de concavidad demuestra que

2
2 — i < sin(x), param/2 < x < m.
b

Ejemplo 12.1.3 (Desigualdad log-suma). Siay,...,a,,b1,...,b, > 0, entonces

D ainalb)) = (@ 4 + )I(L)

- bi+---+b,
J=1
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Para demostrar esta desigualdad, considere la funcién f(x) = xIn(x) que es convexa
porque f(x) = 1/x > Oparax > 0.Seana =a; + - -+a,yb = by +--- + b,.
Como Y%_, bj/b = 1, podemos aplicar la desigualdad de Jensen, Proposicién
para obtener

n

Za,ln(a,/bp—Zb,f(a,/b) bZ f(aj/b,>>bf[ > b] bf(a/b),
=

j=1
como se requeria.

Ejemplo 12.1.4. Fije v > 0y considere la funcién definida por f(x) = xIn(1 + v'/¥).
Esta funcion es convexa porque f”’(x) = (In W21+ 1)2%%) > 0six > 0.
En particular, f(5%) < w Para los valores x = 1y y = 1/a, con @ > 0 esta
desigualdad toma la forma

a+1

1 1

In(1 +v**@Dy < ~In(1 +v) + = In(1 +v).
2 2a

Luego de simplificar y aplicar la funcién exponencial concluimos que

(1 + V2@ Dya+l o (1 4 )] 4 42), siv,a > 0.

Finalizamos este proyecto mencionando un concepto muy relacionado con con-
vexidad llamado la convexidad logaritmica. Una funcién 4 : I — (0, +o0) se dice
logaritmicamente convexa si In o h es convexa. En términos de la desigualdad
esto significa que

In(h(dy + (1 — Dx)) < Aln(h()) + (1 — ) In(h(x)),
o aplicando la funcién exponencial, que
h(Ay + (1 = Dx) < h(y)*h(x)'™, paratodox <yenly1€[0,1].  (12.6)

Un ejemplo relevante de este comportamiento viene dado por la funcién Gamma
I'(x), estudiada en el Proyecto|13.3

Ejercicios
12.1.1 Comprobar las siguientes construcciones con funciones convexas:

a) Si f1,...,f» : I > R son convexas, entonces las funciones o f] + --- +
anfy y max{fi, ..., fy} también lo son, para todo a1, ...,a, > 0.

by Sif:1 - Ryg:R — Rson convexas y g es mondtona creciente,
entonces g o f es convexa.
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¢) Si{fu}nen son funciones definidas en /, convexas y lim, ;. f,(x) = f(x)
existe para todo x € I, entonces f : I — R es convexa.

12.1.2 Demostrar que una funcién f : I ¢ R — R definida en un intervalo es convexa
siy solo si el conjunto

{(x, vV eR?: xel, flx) < v} es convexo.
Este conjunto se conoce como el epigrafo de f.

12.1.3 Sea f : (a,b) — R una funcién dos veces diferenciable en su dominio y tal que
f'(x) # 0, para todo x € (a,b). Si f~! es la inversa de f, mostrar que es dos
veces diferenciable en su dominio. Ademads, si f es convexa en (a, b), entonces
£~ es concava en su dominio.

12.1.4 Comprobar que una funcién f : I — R diferenciable es convexa si y solo si
f(x0) + f/(x0)(x — x0) < f(x), paratodo x,xp € I.

12.1.5 Sea f : I — R continua y tal que

f(Hy) PRC)) +f(Y),
2 2
Demostrar que f es convexa.
Indicacién: mostrar primero que f(Z?il a;/2") < 5';] f(a;)/2". Luego que
(12.1) es valida para A = k/2", k = 0,1, ...,2" Para el caso general escriba a
A € [0, 1] en expansidn binaria y emplee la continuidad de f.

paratodo x,y € I.

12.1.6 (Una desigualdad de Hardy-Littlewood y Karamata)

a) Seana; >ay > --->a,y by = by >--- > b, nimeros en un intervalo /
y fije 4y,...,4, > 0. Asuma que

Sj= Aap+-- -+/ljaj >t = Aib+-- -+/ljbj, paratodo j=1,...,n-1,

y que s, = t,. Si f: I — R es convexa, entonces

PROEDIPCHY
=1 =1

Indicacion: Escriba f(a;) — f(b;) = cj(a; — bj), donde, por convexidad,
¢j > c¢j+1. Luego aplique el Lema@ de sumas por partes a la expresion
2im(Ajej)aj = by)).
b) Aplique estos resultados a f(x) = 1/xy A; = 1 para mostrar que
! + L + ! L + L + 1
a+b b+c a+c” 2a 2b 2c

para todo a, b, c > 0. Note que puede asumir a > b > c.
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12.1.7 (Medias aritmética y geométrica II) Empleando la concavidad de f(x) = In(x)
para x > 0y aplicando la desigualdad de Jensen, establezca de nuevo las desi-
gualdades

A1 Ao X
ay a

. -aﬁ” < Aiay + apy + -+ + Auay,
donde ay,...,an, A1,..., 4, >0y A1 +---+ 4, = 1, dadas en el Ejercicio[7.3.7]

12.1.8 (Desigualdad de Hermite—Hadamard) Suponga que f : [a, b] — R es convexa.

Entonces )
f(a+b)<LJ f(t)dtsf(a);f(b)

2 )T b-al,

Indicacion: La prueba clasica emplea % ;?:1 fla+ jh) = f(% Z’;:l(a + jh))

conh=(b-a)ny [ ft)ydt = (b-a) [ f(sa+ (1 - s)b)ds. Otra alternativa,
siguiendo [50], es observar que

f(a+b) _f(/lb+(1—/l)a+/la+(l—/l)b)

2 2
S+ A= Da) + fla+ A -Db) _ f@)+ f(b)
< 5 < >

para todo 4 € [0, 1], y luego integrar sobre [0, 1]. Para desigualdades mds
refinadas consulte [S0]]. Para otra demostracion alternativa (2020) ver [89]].

12.1.9 [23] Aplicar la desigualdad del Ejercicio|12.1.8|a f(¢) = ¢, In(a) y In(b), con
a < b para recuperar la siguiente desigualdad entre la media aritmética, lo-
garitmica y geométrica entre a y b:

b—a a+b
Vab < < )
ab < 1o T = 2

12.1.10 [75] Emplear la desigualdad del Ejercicio [I2.1.8]a f(r) = 1/t en el intervalo
[n,n + 1], donde n € N* para mostrar que

I’l+2
e<(l+—) , neN*.
n

12.1.11  a) Seah : (a,b) — R de clase C?. Entonces / es log-convexa si y solo si
R (x)h(x) — I’ (x)> >0, paratodo x € (a,b).

b) Una funcién log-convexa es convexa. El reciproco es falso, verificarlo
para h(x) = x2.
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12.2. La formula de Faa di Bruno

El objetivo de este proyecto es demostrar una férmula que permite calcular las
derivadas de orden superior de una composicién en términos de las derivadas de
las funciones involucradas. Ademads presentamos una aplicacién de este resultado
demostrando que la clase de funciones analiticas es estable bajo composicién. La
férmula lleva su nombre en honor a Francesco Faa di Bruno (1825-1888) aunque su
descubrimiento se remonta a los trabajos de Louis Francois Antoine Arbogast (1759-
1803), ver [38] [70] para mas informacién. Nuestra exposicién estd basada en [[70]]
donde se incluyen mds versiones de esta férmula. Los resultados sobre analiticidad
son tomados de [83]].

Comenzamos nuestra discusién con el caso de series de potencias. Supongamos
que f(x) = X7, a.x" 'y g(x) = X7, b,x" son series de potencias con radio de con-
vergencia positivo. Si el valor f(x) estd en el intervalo de convergencia de g, entonces
g o f(x) estd definida y toma la forma

(o)

SN =bo+ D bef( =by+ Y b Y ayay, -
k=1 k=1 ll ..... lkZl

expandiendo cada potencia f(x)*. Formalmente, si agrupamos los coeficientes con el
mismo exponente en x, el resultado serd la serie de potencias

© n
(gof)(x):b()-i-ZCnxn, Cn:Zbk Z allalz...alk,
n=1 k=1

[+ +lp=n
1;>1

donde la suma interna se toma sobre todos los posibles enteros /y,...,/; > 1 cuya
suma es n. Recordando la férmula de Taylor para x = 0, encontramos la relacién

(g0 ™) _ < gM(0) FD0) f20)  fR0)
2 2

m! k! I! Ip! L! ° (12.7)

[+t =m
121
que expresa la n-ésima derivada de g o f en el origen en términos de las derivadas
de g en f(0) = 0y de f en 0. La férmula de Faa di Bruno establece una relacién
equivalente para funciones m veces diferenciables, agrupando términos iguales en la
suma interna.

Esta férmula es en realidad de naturaleza combinatoria. Daremos dos formas
equivalentes, la segunda en términos de particiones del conjunto {1, 2, ..., m}. Recor-
demos que una particién P de este conjunto es una familia {By, ..., By}, formada por
blogques B; # 0, disjuntos dos a dos y tales que U’j‘.:1 B; = {1,2,...,m}. También
emplearemos los coeficientes multinomiales del Ejemplo|1.2.2)

Teorema 12.3 (Faa di Bruno). Si f y g son m veces diferenciables en x y f(x), res-
pectivamente, entonces g o [ es m veces diferenciable x y se verifican las siguientes
formulas:
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1. Sumando sobre todas las particiones P de {1,2,...,m}, donde k = |P| es el
niimero de bloques de Py b; es el niimero de bloques con exactamente i ele-
mentos,

bZ bm

(g0 ™) = Y ) (F) (7)) () (12.8)
P

Note que k= by + by + -+ by ym =S Bjl = by +2by + - - + mby.

2. Sumando sobre las distintas soluciones by, ...,b,, € Nde b1+2by+---+mb,, =
m, tenemos que

m! bi\by! - by 1! 2! m!
(12.9)

(go f)(m)(x) _ Z g(b1+b2+---+bm)(f(x)) (f'(x))bl (f"(x))bz N f(”“(x) bm‘

Antes de presentar la demostracion veamos un ejemplo.

Ejemplo 12.2.1. Para m = 3 las soluciones (b1, by, b3) € N3 de la ecuacién by +2b, +
3b3 =3 son (3,0,0), (1,1,0) y (0,0, 1). Por tanto, la férmula indica que

g (f(x) ') ., [ &N f "’(X))

(gOf)”’(x)=3!(W(f’(x))3+ T oy S

= ¢ (fOS () + 38" (Ff ) f" (x) + &' (F())f (%),

La versién empleando particiones también se verifica, notando que las particiones de
{1,2,3} son

{11213}, {1123}, {1213}, {1312}, {123},

donde las barras verticales separan los distintos bloques. Para {1]2|3} tenemos que
by =3,by = b3 =0y k =3.Para {123}, by = b, =0, b3 = 1 y k = 1. Finalmente,
para {1|23},{12|3} y {13|2} se verifica b; = 1,b, = 1,b3 = 0 y k = 2. Note que estas
tres particiones inducen el mismo término en la suma anterior.

Demostracion del Teorema[[2.3] Para demostrar (I2.8) procedemos por induccién
sobre m. Como la férmula es vélida para m = 1, asumamos que se verifica para
algin m > 1. Note que cada particién de {1, 2,...,m + 1} se puede obtener de forma
Unica afiadiendo el elemento m + 1 a una particién de {1,2,...,m}. Tenemos dos
posibilidades: primero, si afiladimos {m + 1} como un nuevo bloque, el nimero de
bloques de tamaiio 1 y el nimero total de bloques aumenta en uno. Esto corresponde
a aplicar £ a g®(f(x)) para obtener g**D(f(x))f'(x). Segundo, si afiadimos m + 1
a un bloque existente de tamafio i, el nimero de estos bloques disminuye en uno, el
nimero total de bloques de tamafio i + 1 aumenta en uno, pero el nimero total de
bloques se mantiene igual. Si hay b; bloques de tamafio i, podemos afnadir {m + 1} a
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cualquiera de ellos. Por tanto, esto corresponde a aplicar %Y a (f®(x))” para obtener
bi(fD ()P~ f*D(x). Asi la férmula es valida para m + 1. El principio de
induccién permite terminar la demostracion.

Para demostrar que (12.8)) implica (12.9) basta mostrar que el nimero de particio-
nes P con b; bloques de i elementos, i = 1,. .., m, parauna solucién fija (b1, by, . . ., by,)
de by +2by +--- + mb,, = mes

m! 1
by'by! -+ by 11012162 - om”
En efecto, fijados by, by, . .., b, tales que by + 2by + - - - + mb,,, = m, sea p el nlimero
de particiones P de {1,2,...,m} con b; bloques de tamafio i, parai = 1,2,...,m.
Entonces

(12.10)

p'bl!bz!"'bm!

cuenta el niimero de formas posibles de depositar m objetosen k = by + by +--- + by,
urnas de forma que en las primeras b; urnas hay un elemento, en las b, siguientes hay
2 elementos, y asi sucesivamente. Esto se debe a que una particién P como antes in-
duce by!b,! - - - by,! formas distintas de depositar objetos como se requiere. En efecto,
las b;! formas de permutar los bloques de tamafio j de P inducen diferentes formas
de depositar. Finalmente, por la definicién del coeficiente multinomial, obtenemos

m
cbylbyl - byl = .
prorattom (1122)
—_———— ——
bil's by2's

Al despejar p recuperamos el valor en (12.10). O

En este punto es natural preguntar qué relacidn existe entre las férmulas y
(12.9). En realidad ellas son equivalentes. En efecto, basta con agrupar en las
soluciones (b1, by, ...,by) de by +2by +- - -+mb,, = mtalesque k = by +by+---+ by,
es constante. Note 1 < k < m y asi (I2.9) toma la forma

Z’":g(’”(f(x)) 5 () f”(x))”z... O
k! bi'by!-- by, \ 1! 2! m! '

k=1 ' k=by+by+-+bm
b +2by +--+mbm=m

Por otra parte, dado (b1, b3, ...,b,) como antes y k = by + by + - - - + by, el nlimero
de soluciones de la ecuacién

Lh+b+--+l=m, li€N+,

.....

la férmula de Faa di Bruno se puede escribir de la forma

o N < gP(f) @) D) W)
ol 10\ g VW) w

" k=1 k L+l =m ll . l2 lk
;=1

(12.11)

que corresponde a (12.7).
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Ejemplo 12.2.2. Considere f(x) = ﬁ y g(x) = ﬁ donde a > 0. Entonces

1-x 3 1 X
l—-(@+Dx 1—=(@+Dx 1—-(a+Dx

- 2(1 +a)'x — Z(l +a)ym!
n=0 n=0

=1+ Z a(l +a)y" ¥,
n=1

(g0 fHx) =

donde la expansién en serie es valida si (@ + 1)[x] < 1. Note que f(0)/;! = 1,
fO) =1y g(")( f0)/k! = dk, valores que se obtienen desarrollando en series de
potencias a f en O y a g en 1. Por tanto, la férmula de Faa di Bruno demuestra que

m-1 _ (g Of)(m)(o) _ k! k
al s = S0 = )

donde k = by + by + --- + b, y la suma se hace sobre las distintas soluciones
bi,...,b, € Nde by +2by + --- + mb,, = m. Otra forma directa de obtener esta
relacién es notar que

k m
D) AR CED WD W

[ +ly+++lp=m
1i>1

Como el numero de soluciones de la ecuaciéon I} + b + --- + [, = m es (',:’__ll), ver

Ejercicio[I.2.2] la ecuaci6n previa se sigue del Teorema del Binomio.

Existe otra forma posible de expresar la derivada de la composicién de funciones
atribuida a R. Hoppe (1816-1900), ver [70]. Daremos una idea de la demostracién
expandiendo los detalles en los ejercicios al final de la seccidn.

Proposicion 12.3 (Hoppe). Si x, g y f son como en el Teorema entonces

m k)
o N = ST A (i, (12.12)
k=0 ’
donde
k k o qm )
AMWW=ZUEMW57WWLy Aoo) = 1.
=0V o

Demostracion. Aplicando induccién sobre m se sigue que (go f)™ se puede expresar
como en el enunciado, donde los A, x(f) son coeficientes independientes de g. En
particular, (12.12) para g(x) = x*, conk=0,1,...,m, toma la forma

an SR
Mﬂ@=zjﬂ@Ammm

dx =
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porque g (x) = j !(];)xk‘j . Estas relaciones permiten despejar A, x(f) como en el
enunciado. En efecto, podemos emplear las férmulas de inversion binomial

k k
k ; k ;
ay = J=1)Yb; siysolosi b= ( _)(—l)fa-, (12.13)
Z(; (]) poon Z;) j !
Jj= =
cuya justificacion se dard en el Ejercicio[12.2.3] O

Una de las aplicaciones de la férmula de Faa di Bruno es que permite acotar la
derivada de una composicién si se conocen cotas para las derivadas de las funcio-
nes involucradas. Presentamos aqui el caso de funciones analiticas demostrando que
la compuesta de dichas funciones se mantiene analitica. Para ello requerimos de la
siguiente caracterizacion de analiticidad en términos de crecimiento de las derivadas.

Teorema 12.4. Sea I C R un intervalo abierto y f : I — R una funcién. Entonces
f € C¥() siy solo si para cada xo € I existe un intervalo J C I con xg € Jy
constantes C,R > 0 tales que

f(j) (x)
j!

C
< —, x € J.
RJ

Demostracion. Si f € C°(I)y xo € I, existe r > 0tal que (xo —r,xo+7) C 1y

e (n)
f(x) = Zan(x - x0)", para |x — xo| < r, donde a, = %. (12.14)
n=0 :

Ademas las derivadas sucesivas de f se calculan derivando término a término, es
decir

(o8]

FO0) =Y a1 (0= j+ Dan(x = x0)" 7, |x=xol <r.

n=j

Si fijamos 0 < p < ry ponemos C" = 3.7 laylp" > 0 (que converge por la
convergencia absoluta de f para |x — xg| < r), se sigue que

|al’l| S Cl/pn’ ne N’
compare con el Ejercicio[9.3.4] De esta forma, si |x — xo| < pg < p, obtenemos la cota

f(j)( X)
J!

- /n }’l—j n_g 1
<2.C (j)”° = S T potpy

n=j

donde empleamos (9.7) para sumar la dltima serie. El resultado se sigue tomando
J = (x0 = po, X0 + po), C = C'/(1 = po/p) Yy R = p — po.
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Reciprocamente, dado xg € I debemos comprobar (12.14) para algin r > 0.
Dados J, C y R como en el enunciado, sea r > 0 de formaque 0 < r < Ry (x9 —
r,xo+7r) C J.Si|x—xg| < r, se sigue del Teorema de Taylor con resto diferencial
que

nl () , (n) cr
1= 33 e = [ -y < T
= ! n! R"
donde ¢ € J es un punto entre x y xp. El resultado se sigue de tomar n — +oo. |

Proposicion 12.4. Sean I,J C R intervalos abiertos. Si f € C®(I), su imagen estd
contenida en J y g € C°(J), entonces g o f € C°(1).

Demostracion. Fije xg € 1. Por el teorema anterior existen constantes C, D,R,S > 0
tales que

f(])( x) (J)(y)
J! J!

para x cerca de xo y y = f(x). Por la férmula de Faa di Bruno obtenemos

JEN,

RJ S]

o N _

m!

b11by!--- by 1! 2! m!

o3 st (e e (e
N bi'by! - R? R™

k! .
N ﬁzbllbzz---bmz(c/s) ’

donde k = by + by + --- + b, y la suma se hace sobre las distintas soluciones
bi,...,by € Nde by +2bs + - - - + mby,, = m. El Ejemplo[12.2.2)implica

/S)

ZéWW”WﬂmfﬂwxﬂmrmF@mr

g0 | < 2E2 01 cpsym.
Por tanto, g o f satisface las cotas del Teorema cerca de xg. |

Corolario 12.1. Si f € C“(I), entonces 1/ f es analitica en los puntos xy € I tales
que f(xg) # 0.

Demostracion. Si f(xg) # 0, podemos escribir

L 1)
fO) 1= (1= f0)/ (o))’

que, salvo el factor del numerador, es la composiciéon de F(x) = 1 — f(x)/f(xo)
con la serie geométrica 1/(1 — y). Si |x — xp| es suficientemente pequefio para que
|[F(x)| < 1, se sigue que 1/f es analitica en dicho intervalo al ser compuesta de
funciones analiticas. m|




12.2. La férmula de Faa di Bruno 371

Nota 12.2.1. Dado un intervalo abierto I C R, existen clases de funciones entre
los espacios C*(I) y C“(I) definidas a través del crecimiento de sus derivadas. En
general, si M = {M,},en €s una sucesidén de nimeros reales positivos, es posible
definir la clase de funciones ultradiferenciables C(I) como el espacio de funciones
f € C(I) tales que para cada xy € [ existe un intervalo abierto J € I con xp € J y
constantes C, R > 0 tales que

f(j) (x)
J!

<

Cc
_ij’ jeN.

Por el Teorema|12.4) C“(I) se corresponde a la sucesion constante M, = 1. Para que
la clase CM(I) sea estable por las operaciones usuales es necesario requerir ciertas
condiciones sobre M. Entre ellas se destaca la convexidad logaritmica, es decir

M? <M, \M,,;, neN.

En este caso se dice que M es log-convexa. Las propiedades de estabilidad de CY (1)
se dan en el Ejercicio[12.2.4] M4s informacion sobre estos espacios se puede encon-
trar en [80].

Ejercicios

12.2.1 Comprobar que

a" 1/xy _ m _1/x . m — 1\m! -m—k

g ) =D ; k-1t
Nota 12.2.2. Una férmula mas general debida a G. H. Halphen (1880) indica
que

ar _ N ™V L (m—k)
o (800 = DD (k)xkf (/0P

El caso anterior es g(x) = 1 y f(x) = e*. Halphen la demostré primero para el
caso en que f 'y g son de la forma x/, [ € N. De ahf se sigue para polinomios y
finalmente para funciones generales, via el Teorema de aproximacion de Wei-
erstrass La férmula también se puede demostrar empleando la férmula de
Hoppe, Proposicién[I2.3]y algunas propiedades de los coeficientes binomiales,
ver [107, Chapter 8]. Para mds informacién consultar [2] donde se incluyen
férmulas més generales.

12.2.2 Completar el paso inductivo en la férmula de Hoppe, Proposicién[12.3] y mos-
trar que los coeficientes A, x(f) satisfacen

d
7 Amk(F)E) = A k() = f "(DAm-1(f)(),
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donde A, o(f) = 0sim > 0y Apo(f) = 1. Ademds, comparando con (12.11),
concluir que estos valores estdn dados explicitamente por

Anp(DE = Y ( " )f””(x)f””(x)---f”“(x).

I T

[ ++l=m
;=1

12.2.3 Las relaciones en (I2.13) reciben el nombre de férmulas de inversion binomial.
Demostrar que ambas son equivalentes reemplazando una en la otra. Para este
fin compruebe primero que

BH-GIG=) o=rerss

12.2.4 Sea M = {M,},en una sucesiéon de nimeros reales positivos. Suponga que
My = 1, My > 1 y considere la sucesion de cocientes m = {m,},cn, donde
my, = M, +1/M,. Demostrar las siguientes afirmaciones:

a) M es log-convexa si y solo si m es mondtona creciente.

b) Si M es log-convexa, entonces M,M; < M, ,, para todo m,l € N (use

induccion sobre /). Deducir que CM (1) es cerrado bajo productos.

c) Si M es log-convexa, entonces
Mlel Mlz cee Mlk < MTMm,

donde m = Iy + I + -+ [;, con l; > 1. Emplear esto para demostrar un
analogo a la Proposicién para la clase CM(I).

Indicacion: induccion sobre m > k. En el paso inductivo existe [; > 2,
digamos 7. Si I} = Iy — 1, por hipétesis MMy M, - - M, < M M,y
Por tanto,

MMy My, - - - My = MMy My, -~ - My, - my,
<M "Myt ey = MM,

d) M se dice estable por derivadas si existe A > 0 tal que M1 < A"M,,, para
todo n € N. Mostrar que en este caso C(I) es estable por derivadas, es
decir, f/ € CM(I) para todo f € CM(I).

e) Sea s > 0. La clase G°(I) = C¥(I) asociada a la sucesién M,, = n!® se
conoce como la clase Gevrey de orden s y sus elementos son llamados
funciones de tipo s-Gevrey. Mostrar que M es log-convexa y estable por
derivadas. Concluir que G°() es estable bajo sumas, productos, compo-
sicién y derivadas.
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12.3. Sobre funciones suaves y el Teorema de Borel-Peano

Este proyecto pretende demostrar dos teoremas que ilustran la maleabilidad de
las funciones suaves. Primero, mostraremos que todo conjunto cerrado en R es el
conjunto de ceros de una funcién suave. Segundo, incluimos el Teorema de Borel-
Peano, que indica que cualquier serie de potencias formal es la serie de Taylor de una
funcioén real suave en un punto dado.

Dada una funcién continua f : R — R, su soporte se define por

supp(f) =: {x € R : f(x) # 0} = f~I(R\ {0}),

donde la linea superior denota la clausura. Se dice que f tiene soporte compacto si
supp(f) es un subconjunto compacto de R. Note que esta definicion se puede extender
de manera natural para aplicaciones continuas F : X — R, donde (X, d) es un espacio
métrico.

La clave del primer resultado se basa en la siguiente construccion.

Lema 12.1. Dado un intervalo abierto I C R, existe f; € C*(R) tal que supp(f;) = .

Demostracion. Tenemos tres posibilidades para 1. Si I = (a, b), consideremos prime-
ro el caso I = (0, 1) y la funcién

), si0<x<1, f0,1(x) = 0, en otros casos.

1
Jon(x) = eXP(x(x D

En términos de la funcion f del Ejemplo[7.6.2]tenemos que fio,1)(x) = f(x)f(1 - x).
Como f € C*(R) y f™(0) = 0 para todo n € N, se sigue que fio,1) € C¥(R), con
JC((()’?l)(O) = ((0"’)1)(1) = 0, para todo n € N. Es claro ademads que supp(f(o,1y) = [0, 1]. En
el caso general, considere la biyeccion entre [0, 1] y [a, b] dada por x — (x—a)/(b—a)

y la funcién

— 2 .
x—a): exp(%), sia < x<b,

b—a

Jan(X) = fo,) (

0, en otros casos

Se sigue que f(4 ) es suave al ser compuesta de funciones suaves y que supp(fa,») =
[a, b]. En los casos restantes basta escoger

el/a=x x> q b 0, x> b,
s = flx=a) =1 g femn@=fm0 =0 L
para concluir el resultado con el mismo tipo de argumento. O

En el Ejercicio se demostré que cualquier conjunto cerrado en R coincide
con el conjunto de ceros de una funcién continua. Este resultado se puede mejorar
sustancialmente reemplazando continuidad por suavidad.
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Teorema 12.5. Sea C C R un conjunto cerrado. Entonces existe f € C*(R) tal que

C=f10)={xeR: f(x)=0)

Demostracion. Como U = R\ C es abierto, el Ejercicio demuestra que U =
Ujem I es 1a unidn, a lo mas contable, de intervalos abiertos disjuntos dos a dos, con
M CN.

Trataremos primero en caso en que para todo j € M, I; = (a;,bj), cona;y b;
finitos. Consideremos la funcién f : R — R dada por

afy(x), xel, o 1/(bj=a))
X) = a;fr.(x) = ;=
£ ]ZM =1 DR -

donde fj; es como en el Lema @ Entonces f esta bien definida y satisface que
f(x)=0siysolosixecC.

Debemos comprobar que f € C(R). Recordando que f7,(x) = f0,1)(/;(x)), con
lj(x) = (x—a;)/(bj—aj), vemos que

()
g _ Jon G
I (b _ aj)” :

Empleando el Ejercicio [12.3.3| sabemos que a;/(b; — a;)" < (ne)"/2/, para todo
ne€N*y je M. Por tanto, si C,, = sup;p | f(((;’)l)(t)l, que es finito, concluimos que

ne)"C

sup 0] < T2,
Por el M-test de Weierstrass|9.3} la serie ) jep @ f, )(x) converge uniformemente en
R, para todo n € N. De esta forma concluimos que f es infinitas veces diferenciable
en R, via el Corolario

Finalmente, si alguno de los /; tiene extremos infinitos, al ser disjuntos, a lo mas
puede haber un intervalo de la forma (b, +o0) y uno de la forma (—co, a). Sumando a
f las funciones f(_w.q) ¥/0 fib,+0) del lema anterior, segin sea el caso, obtenemos la
funcién requerida en el enunciado. m|

El segundo resultado propuesto para este proyecto es el Teorema de Borel que
se enuncia a continuacién. Vale la pena notar que este resultado fue enunciado y
demostrado en la tesis doctoral de Emile Borel publicada en 1895. Sin embargo, el
teorema aparecié en 1884 en el libro Calcolo differenziale e principii di calcolo inte-
grale de A. Genocchi y G. Peano. Por este motivo algunos autores han renombrado
al resultado como el Teorema de Borel-Peano.

Teorema 12.6 (Borel-Peano). Sea {a,},cn una sucesion de niimeros reales. Entonces
existe una funcion f € C*(R) de soporte compacto tal que

F7(0)

n!

= ay, para todo n € N.
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Existen varias demostraciones en la literatura de este enunciado, ver por ejemplo
[111} 93]. La demostracién de Peano se incluye en el Ejercicio siguiendo el
articulo [16]. Aqui explicaremos una aproximacion que consiste en perturbar cada
sumando de la serie formal . ) a,x" para obtener

(o)

f0) =) ad filx). (12.15)

k=0

Los fir se escogerdn de manera adecuada para que f esté bien definida y tenga las
propiedades requeridas. Antes de comenzar, demostramos un lema auxiliar. Otra de-
mostracién de este lema, sin el uso de integrales, se incluye en el Ejercicio[12.3.4]

Lema 12.2. Existe una funcion ¢ € C*(R) con 0 < ¢(x) < 1, para todo x € R tal
que supp(p) € [-2,2] y ¢li-1,11 = 1.

Demostracion. Empleando la funcién fig 1) del Lema|12.1} sea a = fiooo Jon®dt =
0.007. Entonces la funcién g(x) = fo.1(x)/a es suave y [__ g(t)dt = 1. Si definimos

g(=x—-1), si -2<x<-I,
go(x)=q—gx-1), sil<x<2,
0, en otros casos,

la funcién ¢(x) = ffoo go()dt satisface las propiedades requeridas, ver Figura

=3 -2 -1 0 1 2 3

-2

Figura 12.3: La funcidn gy. Su integral produce la funcién ¢.

O

Demostracion del Teorema de Borel-Peano. Para cada k € N consideremos las fun-
ciones

i) = o(x),  gr(x) = apx* fi(x),
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donde ¢ es como en el lema anterior y A; > 0 serd escogido posteriormente. Entonces
gr € CT(R) y supp(gr) < [—ﬂ, 7] Ademds, si |x| < 1/, entonces gr(x) = agx*.
Por tanto,

PO =kl y  gP0)=0sin#k

Veremos ahora que es posible elegir a los Ay de forma que

sup |g;((n)(x)| <27k parake N*y0<n<k-1.
xeR

Si esto es vilido, el M-test de Weierstrass [9.3] muestra que cada una de las series
DA g(")(x) converge uniformemente en R. Por tanto, f en (12.15) define una funcién

suave en Ry FfDx) =3 A g(")(x). En particular
F™0) = Z g,((")(O) =nla,, para todo n € N,

Finalmente, para elegir las constantes A; note que

n) }: i =)
su X)| = sup|a A, e Arx
xdglgk ()| = sup |ax far ( )(k by k (Agx)

xeR
k! k=j 0
< lag| ( ) ( ) P P Arx)
Z k=)l st j
Escribiendo M,, = sup |<,0(l)(t)|, que es finito, y tomando A; > 1 tenemos que
0<l<n,teR
2k|a |M /ln k+12/
(n) Kl M
sup g, (x)| < ( )
o el Z (k=)
2’<kv M 2Kk a1 M, 3Kk g | M,
|ay] k3/2)" < |a| k3/2) = |a] 3
A Ak Ak
porque n < k— 1. Eligiendo ademads A; > 6%k!|ax] M, concluimos la cota deseada para
(")(x) O
Ejercicios

12.3.1 Si f,g : X — R son aplicaciones continuas definidas en un espacio métrico

(X, d), mostrar que supp(f + g) € supp(f) U supp(g). Concluir que si fy g
tienen soporte compacto, lo mismo es valido para af + g, para todo «, 8 € R.

12.3.2 Si (X,d) es un espacio métricoy f : X — R es continua y tiene soporte
compacto, entonces f(X) € R es compacto.
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12.3.3 Sean a > 0y n € N. Maximizar la funcién A(x) = e x" x>0, y h(0) = 0,
para demostrar que i(x) < (ne/a)", para todo x > 0.

12.3.4 Dados intervalos [b,c] C [a,d] en R, mostrar que existe ¢ € C*(R) con 0 <
¢(x) < 1, para todo x € R, tal que supp(h) C [a,d] y hlp = 1. Para ello
verifique que:

a) Si f es la funcién del Ejemplo|[7.6.2] entonces

J(x)

S = T+ fa -

essuave, g(x) =0six<0,g(x)=1six>1,y0<gx) <1sixe(0,1).

X—a

b—

d -
)g ( x) satisface lo requerido.

b) La funcién ¢(x) = g( 7
-c

12.3.5 Mostrar que el anillo C*(R) no es un dominio entero, en el sentido que existen
f,g e C®(R) talesque f-g=0,peroni f =0nig=0.

12.3.6 (Demostracion de Peano del Teorema[12.6)) [16] Considere sucesiones {by }ren,

{di}reny de nimeros reales con by > 0 y las fracciones gi(x) = que

1+ bkx2 ’
definen funciones suaves en R.

a) Emplear la serie geométrica para comprobar que

40 = (=D)/nldyojb) ., sik=n—2;paraalgin j,
k , en otros casos.

k'|ld
b) Demostrar que |g]({")(x)| < (n+1)!%

Indicacion: emplear el Ejercicio

c) Si f(x) == X2 8k(x),y by = k'?|dy|, mostrar que f € C*(R). Ademas
fO) =do, f/(0)=dry

|x[*"=2, paratodo x € Ry k > n+2.

(0 21 .
f n'( ) g+ D Ddyabl, . n22. (12.16)
! —

d) Dada una sucesion {a}ren, mostrar que se puede escoger dj a través de
IO

n!

(12.16) de manera que = a,, paratodo n € N.
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12.4. Diferenciabilidad del resto en la formula de Taylor

El objetivo de este proyecto es estudiar el resto en la féormula de Taylor, version
integral. Se estudiard la clase de diferenciabilidad de esta funcién y condiciones pa-
ra caracterizarla como tal resto. Ademads se incluye una aplicacion sobre funciones
diferenciables pares, resultado que hard uso del Teorema de Borel-Peano del
Proyecto[I2.3] Los resultados de esta seccién se deben al matemdtico estadounidense
H. Whitney (1907-1989) y estan tomados de sus articulos [[140] y [141].

El Teorema de Taylor [8.6] en particular asegura que si f es de clase C" en un
intervalo abierto que contenga a 0, entonces

0
flx )—Zf O —fn( ). (12.17)

donde el resto toma la forma
X
fulx) = i J (x— 0" fP()dr, x#0. (12.18)
X" Jo

Para fijar ideas asumamos como dominio de f a (—r, r). Es facil ver que la funcién
fu es de la misma clase de diferenciabilidad que f para x # 0. En efecto, basta con
despejar f, de (I2.17). Para determinar su limite en 0 podemos aplicar la regla de
L’ Hopital repetidas veces para obtener

n—1 f9(0)
JO) =250 = x/ o
= f77(0).

lim f,(x) = lim
x—>0fn( ) x—0 X"

Definiendo entonces f,(0) = f ™ (0), obtenemos una funcién continua sobre (—r, r).

La pregunta ahora es determinar el comportamiento de las derivadas de f, cerca
del punto singular x = 0. Antes de enunciar el primer resultado principal requerimos
un ejemplo y dos lemas de naturaleza elemental.

Ejemplo 12.4.1. Para p,n € N considere f(x) = x"*7. Como fP(0) = 0si j =
0,1,...,n+ p— 1, obtenemos

£(x) = %fnu), £, = nla.

Note también que £"P(0) = (n + p)!y £7*P(0) = 0si k > 0.

Lema 12.3. Si ¢ : (—r,r) — R es diferenciable y k > 0,n > 2 son enteros, entonces
X X
J ey (Hdt = X p(x) — (k + I)J *p(r)dt, (12.19)
0 0

r(x — 0 Y (Ddt = —(n + k) r(x - 0" Y p()dr + (n - l)xJ (x — )" 2 p(r)dt.
0 0
(12.20)
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Demostracion. La primera ecuacion se sigue de integrar por partes. Para la siguiente
igualdad, por el segundo Teorema Fundamental del Célculo,

“d
0= J — =" pn)ar
0 dt
La férmula se sigue de expandir el integrando como
(n = D = 0" = 1) = 0p0) + (k+ D = 0" 9 @) + (= 01/ (o),
y de distribuir la integral en cada sumando. O

Lema 12.4. Sea f : (—r,r) = R continua y continuamente diferenciable en (—r,0) U
(0, 7). Si lim,_,o f'(¢) = ay existe, entonces f € C'(=r,r)y f'(0) = aj.

Demostracion. Si consideramos la funcion g(¢r) = f/(r) parat # 0y g(0) = ay, las
hipétesis implican que g es continua en (—r, r). Entonces, por el Teorema Fundamen-
tal del Calculo podemos escribir

’f(x) - f(0) ‘
AC iR
X

< sup lg(t) —a;l > 0six — 0,
[7l<lx]

1 J (8(t) — ar)dt

dada la continuidad de g(x) en x = 0. Este limite demuestra el resultado. O

El primer teorema que presentamos determina la clase de diferenciabilidad de f;
y férmulas para sus derivadas.

Teorema 12.7. Seal <n<n+py f € C"™P(-r,r). Sidefinimos f,(x) por (12.18) y
£,(0) = f(0), entonces f, € CP(~r,r). Las derivadas de f, se calcular por la regla

k) _ 14k g(n+k) (k) (n+k)
() = mJ(x DR v 20, 00 = RS0,
(12.21)
donde k =0,1,..., p. Ademds

lim POy =0, k=1,...,n (12.22)
X—

Demostracion. Primero, para x # 0 procedemos por induccién sobre k. Para k = 0
la férmula (12.21)) coincide con (12.18)). Si suponemos que la férmula es vélida para
algin k, entonces sin = 1, derivando f( ) obtenemos que

f1(k+1) (x) = _(k :; 21) J & D 1)y +- xk FED () = J I gy
0

gracias a la férmula (12.19) aplicada a ¢ = f(k“). Ahora, si n > 2, aplicando la regla
de calculo de la Nota[8.4.1] obtenemos la férmula

£ = - 2L J (x = 1y ps gy + 20D un AR A O
0 X 0

n+k+1

n+k+1 J (x )n_lfk+1f(n+k+l)(t)dt,
X
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teniendo en cuenta para ¢ = f"*0_ Por tanto, las férmulas son vélidas para
k+ 1 en x # 0. El principio de induccién establece la validez de las mismas para
k < p.

Para comprobar que el limite de f )(x) cuando x — 0 existe y que

k!
1im £® () = h n+k) ()
mh = O
recordemos del Ejercicio que
n (* nlk!
- rd = ——. 12.23
xk+1 Jo(x ) (n+k)! ( )

Entonces podemos escribir

£ - o k),f(’“")( >’ ,ij (x =ty (F R @) - f00)) dr
(n”ikll) sup £ 00 — fO0) 50 six o0,

gracias ala continuidad de f*% en x = 0. Por tanto, es posible aplicar sucesivamente
el Lema[I2.4]a f,, y sus derivadas para concluir que f, € CP(—r, r) y para establecer
la férmula para f )(O)

Finalmente, para determinar el limite lb derivando k < n — 1 veces f,§” ) en
(12.21)) obtenemos por la regla del producto y el Teorema [8.9)que

k k—j jorx
frEIHk)(x) _ Z (k) d _/ ( n )%J (x - t)”_ltpf(n+p)(l)dl
0

j—O J dxk=i \ xn+p

_Z Apnkj J — )" P FP (),

y+prk=j

para x # 0. Para k = n obtenemos de la misma manera

n—1

‘ A

A0 = J — "IN FP (g + =2 ) (),
]:0 n+p j xn

Aqui los Apukj, Apnj, Apn sOn ciertas constantes independientes de f. Si definimos
n—1

(n—j—-D!p! _ (n—j—D!p!
"pk_ZA”"k’ (n-j+p!’ _Apn+1:oApn] (n-j+p!’

empleando de nuevo (12.23) podemos escribir

n+p—j

k orx
xkfrgp+k)(x) _ Bnpkf(n+p)(0)| — Z Apnk]. J (x _ t)n_j_ltp (f(n+p)(t) _ f(n+p)(0)) dt
=0 0
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para k < n. Por la continuidad de f"*P) deducimos que
lim K PO = By fP©0),  k=0,1,...,n—1.
Un razonamiento andlogo para k = n demuestra que
lim 2" £, (x) = By f P10,

Para concluir la demostracion basta con hallar los B« y By, Al ser independientes
de f podemos emplear

Jx) =27
Los calculos del Ejemplo(12.4.1|demuestran que Bypr = By, =0sik=1,...,n-1
como se requeria. O
Corolario 12.2. Sea f € C*(-r,r) tal que f(0) = f'(0) = --- = f*=D(0) = 0. Si

definimos g(x) = f(x)/x", x # 0y g(0) = f"™(0), entonces g € C*(~r, r).

El teorema anterior admite un reciproco suponiendo f, como dada y definiendo
f por (12.17). Para ello necesitamos un lema preliminar.

Lema 12.5. Sea ¢ € C"((-r,0)U (0, r)) y asuma que lim,_ ¢ (x) existe. Entonces
es posible definir ¢(0) para que ¢ € C™(-r,r).

Demostracion. Tomando xg < x <000 <x<xyl=0,1,...,m— 1, al expandir
¢D(x) a través de la férmula de Taylor con orden m — I, podemos escribir

m—I[—1 i
¢ (xo) . 1 x i1 (o
¢(l)(x) = jZ::O T(X - x0) + m Lo(x —1) ! 1¢( )(f)df-

Para [ = 0, podemos hacer x — 0 en esta formula para ver que lim,_,o ¢(x) existe.
Si definimos ¢(0) como el valor de este limite, entonces ¢ es continua en 0. Luego,
empleando la férmula con / = 1 concluimos que lim,_,o ¢’(x) existe. Por el Lema
¢ € C'(~r, r). Continuando de esta forma queda demostrado el resultado. O

Teorema 12.8. Sea f,, € C"*P((—r,0) U (0, r)) y asuma que los limites
h’n(l) xkf,Eerk)(x) existen parak =0,1,...,n.
x—

Si definimos f(0) = ap y

n—1

aj . x"
EEDY T{xf th@,  0<ki<r

=0 7

entonces f € C"P(-r,r), fP0)=aj, j=0,1,...,n— 1y f70) = £,(0).
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Demostracion. Aplicando la hipétesis con k = 0, concluimos que f, € CP(—r,r), via
el Lema[12.3 Si definimos

X n—1
F) = Sf0=f -y . w<n
n! = J!

al ser producto de funciones C?” se sigue que F € CP(-r,r). En términos de F, el
enunciado es equivalente a que F € C"*P(-r,r), F?(0) =0, j =0,1,...,n—1y
F™(0) = £,(0). Para demostrar estas propiedades calculamos las derivadas de F para
x # 0 empleando la regla del producto para obtener

F(j>(x):Z( ) d’! ( n)f(l)( ) = Z/: (j)ﬂfﬂ)(x) (12.24)
1) dxi! " i n—j+n"" 7" '

1=0 méx{0, j—n}

Para mostrar que F es de clase C"*7, gracias al Lema[12.5]es suficiente establecer
la existencia de los limites 1im,_,o F”(x), para j = p + 1,..., p + n. Note que los
sumandos en correspondientes a /[ < p son continuos en x = 0. Para los
demds, si ponemos [ = p + k, k > 0 se sigue de las hipdtesis que

lim X"+ £ (x) = 1im P77 - 1im ¥ £P™0(x)  existe.
x—0 x—0 x—0

De esta forma, el limite requerido existe y F € C"*P(-r,r). Ademas, FP(0) = 0
para j < n se sigue de (12.24). Por tanto, tenemos que f € C"*P(-r,r) y que f,
es precisamente el resto en la férmula de Taylor de grado n asociado a f. Por tan-
to, f"(0) = £,(0), concluyendo asi la demostraciéon. Note también que los limites
iniciales deben ser O gracias a (12.22)). o

Finalizamos esta seccién con una aplicacién a funciones diferenciables pares. Si
f 1 (=r,r) > Res par, es decir, f(x) = f(—x), es posible determinar g : [0, rt?2y 5 R
tal que g(xz) = f(x) simplemente definiendo g(u) = f(ul/ 2). Si f es continua, enton-
ces g también lo es. Sin embargo, no es inmediato determinar la clase de diferencia-
bilidad de g a partir de la clase de f ni como extender g a (—r'/2, 71/2). Los resultados
presentados en este proyecto permiten resolver este inconveniente.

Teorema 12.9. Sea f : (-r,r) — R par. Entonces existe g : (— P12, 712y 5 R tal
que g(x?) = f(x). Si f es analitica, de clase C** o de clase C*, em‘Onces g se puede
tomar analitica, de clase C*° o de clase C™ en su dominio, respectivamente.

Demostracion. Derivando repetidamente la ecuacidon f(x) = f(—x) obtenemos que
FO®x) = (=1)/ fP(x), para todo j € N. Entonces f)(0) = 0si j es impar.

Si f es analitica y f(x) = X~ a,x", entonces a, = 0 para n impar. Por tanto
f(x) Do azmxz'" = g(x2), donde g(u) = 3.°_ az,u™, siendo analitica para |u| <
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Asumamos ahora que f es de clase C?*. La férmula de Taylor permite escribir
FX) =bo+b1x% + -+ by 1 X275 + x5 p(x).
De aqui se sigue que ¢ es par. El Teorema indica que ¢ € C*((-r,0) U (0, 7)) y

lfn(l) uFp(u) = 0, k=0,1,...,2s. (12.25)

Si definimos (1) = Y(—u) = ¢p(u'/?) parau >0y

gs(u) = bo + bru+ -+ by + uty ), |ul < r'?,
se sigue que gs(x%) = f(x). Para demostrar que g € C*(~r'2, r'/2) el Teorema
indica que basta demostrar que

lim WFy® ) existe parak = 0,1,...,s. (12.26)

Para esto, si derivamos la ecuacién y(x%) = ¢(x), donde x > 0, se sigue por induccién
que
Lk/2]
pP() = 2P0 + T Py tDd),
j=0
para ciertas constantes oy j. Entonces es posible determinar x*¢*(x?) en términos de
¢ y sus derivadas. En efecto, resolviendo recursivamente se sigue que

k—1
2y O0P) = g0 + > By Tt D),

=

para ciertas constantes Sy ;. Por tanto,

(k) L
x2kw(k)(x2) — Xk¢2k (x) + Z %xk_f¢(k_])(x).
=

Estas formulas demuestran que (12.26) para u > 0 se sigue de (12.25). Como y(—u) =
Y(u), los limites también son vdlidos para u < 0. Esto demuestra el teorema para la
clase C?*.

Finalmente, si f € C®(-r,r), para cada s hemos demostrado que existe g, €
Cs(=r'2,r12) tal que f(x) = gs(x?). Como g(u) = gs(s) = f(u'/?), entonces g es
independiente de s parau > 0y g € C*[0, r'/?). Para extenderla a (—'/2, 0] podemos
aplicar el Teorema de Borel-Peano para asegurar la existencia de & € C*(R) tal
que h™(0) = gff)(O), para todo n € N. Poniendo g(u) = h(u) para u < 0, se sigue que
g€ C®(=r'2, /%) como se requeria. O



384 Capitulo 12. Otros resultados sobre diferenciabilidad

Ejemplo 12.4.2. La funcidén cos(x) es par y analitica en R. Si ponemos

o (=D,
gu) = ;) )] u",

entonces g es analiticaen Ry g(xz) = cos(x). Considere ahora la funcién

¥ Gix 20
Fx)=1° T
six=0.

que pertenece a C*(R) y es par. Entonces las funciones

“x §ix >0, _ e 1M gix #0,
. , g(x) = .
0 six <0. 0 six=0.

glx) = ¢

son de clase C* en R y ambas satisfacen que g(xz) = §(x2) = F(x). Esto ilustra que
para el caso C™ la solucién no es tnica, hecho que se debe a que no hay unicidad en
el Teorema de Borel-Peano.

Para el caso de funciones impares tenemos un resultado similar. En este caso si f
es de clase C>**!, podemos escribir

F) =apx+ a1 + -+ a1 X257+ X2 p(x) = xF(x),

donde F es par. El Ejercicio [12.4.2] muestra que F es de clase C?* y el resultado
anterior que F(x) = g(x?) para cierta g de clase C*. El caso analitico y C* se tratan
de manera similar al anterior. De esta forma obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 12.10. Sea f : (-r,r) — R impar. Entonces existe g : (-=r'/2,r1/?) = R
tal que f(x) = xg(x?). Si f es analitica, de clase C***! o de clase C*, entonces g se
puede tomar analitica, de clase C* o de clase C* en su dominio, respectivamente.

Ejercicios

12.4.1 a) Seaa > 0 no entero y defina g(x) = |x|*. Mostrar que g es de clase C"(R),
donde n = |a] y que

P20 =ala-1)-(@—j+ 1)%,“&0, gP20)=0, j=1,...,n
X:

b) Mostrar que f(x) = [x|"*P*¢, con 0 < ¢ < 1, satisface f € C"™P(R).
Determinar el f,, asociado a f en el Teorema y comprobar que es de
clase CP(R) pero no es de una clase de diferenciabilidad mas alta.
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¢) Si f(x) = |x|***1/2, entonces f es pary f € C***!(R). Determinar g tal
que g(xz) = f(x). (Cual es el orden méximo de diferenciabilidad de g?

12.4.2 Sea F : (-r,r) — R continua y asuma que f(x) = x"F(x) € C"*P(-r,r).

a) Emplear el Ejercicio(7.5.8|para mostrar que £(0) = f(0) = --- = f*D(0) =
0y asi f,(x) = n!F(x). Concluir que F € CP(-r,r).
b) Aplicar (a) a x/F(x) y an — j para mostrar que x/F(x) € C/*P(-r,r).

Usar estos resultados para mostrar que en el Teorema , xk fulx) € CK*P(=r, 1),
conl <k<n<n+p.

12.4.3 Fije a,c > 0y considere la funcién
f(x) = x*sin(1/[x]°), x # 0, f(0)=0.

a) Encontrar fi(x) y mostrar que estd en Cl(R) si ysolosia>c+2.

b) Comprobar que f € C'(R) siy solosia > ¢ + 1. A su vez esta condicién
equivale a que lim, xf{(x) exista (y sea igual a 0). Comparar con el
Teorema[I2.8|(n = 1, p = 0).

¢) Mostrar que f € C*(R) siy solosia > 2¢ + 2.






Capitulo 13

Resultados sobre teoria de
funciones

La teoria de funciones hace referencia al estudio de funciones especiales que apa-
recen en Andlisis y otras ramas de las matemaéticas. En la primera parte del libro, a
manera de ejemplo hemos discutido algunas de ellas como la exponencial e, el lo-
garitmo In(x), la funcién digamma ¢(x) y la funcién zeta de Riemann {(s). En el
presente capitulo haremos el desarrollo de las funciones trigonométricas y de la fun-
ciéon Gamma I'(x). Més especificamente, en el primer proyecto ahondaremos en las
propiedades de las funciones trigonométricas, incluyendo sumas y productos notables
y los polinomios de Chebyshev. Emplearemos sistematicamente algunos resultados
del Proyecto [10.3] en particular, la funcién exponencial compleja. Como aplicacio-
nes calcularemos los valores y/(p/q) en nimeros racionales, la descomposicién en
fracciones parciales infinitas de la cotangente y el reciproco del seno, asi como los
valores de £(2k), k € N* a través de los nimeros de Bernoulli. En el segundo proyec-
to desarrollamos los principios de la teoria de productos infinitos y sus propiedades
fundamentales, como por ejemplo determinar su convergencia con la ayuda de se-
ries. Incluimos como resultados notables la factorizacién en productos infinitos de
las funciones {(s) y sin(mx), resultados que se remontan a L. Euler. Finalmente, el
ultimo proyecto trata la funcién Gamma, que se entiende como una extension natural
de la funcion factorial a la recta real. Se discutird también la funcién Beta y férmulas
importantes como la factorizacién en productos infinitos de I'(x), su relacién con el
seno y la férmula de Stirling. Hacemos énfasis en que estos resultados admiten exten-
siones al plano complejo y es alli, en un curso de Andlisis Complejo, donde cobran
mayor importancia, ver [127]].

Por otra parte, este capitulo solo constituye una breve introduccién a la teoria
de funciones especiales. Familias como las funciones de Bessel, las funciones hiper-
geométricas, los polinomios ortogonales, las funciones elipticas, entre otras requieren
un estudio detallado que se puede consultar en diversos libros sobre el tema, ver por
ejemplo [8]]. Finalmente, mencionamos que antiguamente estos temas se proponian
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como parte del contenido de una sola asignatura de Andlisis como lo demuestra el
famoso libro de Whittaker y Watson [142]. Esto es natural porque es alli donde los
procesos del Andlisis encuentran una aplicacién satisfactoria.

13.1. Algunas identidades trigonométricas

El objetivo de este proyecto es desarrollar algunas propiedades y férmulas que
involucran las funciones trigonométricas. Nuestro enfoque estd basado en la funcién
exponencial compleja y la férmula de Euler, discutidas en el Proyecto Explo-
raremos las raices n-ésimas de una unidad como herramienta para determinar los
valores de la funcién digamma en los ndmeros racionales. Advertimos al lector que
estos resultados haran uso del Teorema de Abel del Proyecto Estas formulas
permiten deducir la descomposicion en fracciones parciales de las funciones cotan-
gente y el reciproco del seno. También discutiremos los nimeros de Bernoulli para
determinar las series de Taylor de la funcién tangente y cotangente y finalmente hallar
los valores de la funcién zeta de Riemann en los niimeros pares.

Recordemos que las funciones seno y coseno se definieron a través de series de
potencias en el Ejemplo[9.3.5] A partir de estas expansiones es claro que

sin(—0) = — sin(6), cos(—8) = cos(6).

En términos de la funcién exponencial esto también se puede deducir de la igualdad

e = ¢7 donde @ € R. Por otra parte, algunos valores especiales se pueden obtener
de ¢ = —1. En efecto, al elevar a la potencia n e igualar partes reales e imaginarias
obtenemos

sin(zn) = 0, cos(mn) = (-1)", nez.

Teniendo en cuenta las propiedades de la funcién exponencial y la férmula de
Euler, tenemos que

cos(0 + ¢) + isin(@ + ¢) = P = ¢%6® = (cos(6) + i sin(H))(cos(p) + i sin()),

para todo 6, ¢ € R. Expandiendo la ultima expresién y luego igualando partes reales
e imaginarias concluimos las férmulas para la suma de dngulos.

Proposicion 13.1. Dados 0, ¢ € R, se verifica que
cos(f + ¢) = cos(0) cos(¢) — sin(0) sin(¢p),  sin(@ + @) = cos(0) sin(¢) + sin(d) cos(¢).

Estas féormulas muestran en particular que una funcién se puede obtener a partir
de la otra trasladando +7/2, a saber

cos (9 - g) =sin6, sin (9 + g) = cos 6. (13.1)
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La proposicién anterior establece los valores cos(37/2) = 0y sin(37/2) = —1.
Con esta informacién podemos determinar los signos de cos(8) y sin(#). Recordemos
que cos(6) y sin(8) son positivos en (0, 7/2). Como cos(6 + n/2) = — sin(d), entonces
cos(d) < 0 para 6 € (n/2,3r/2). Ademds cos(8 + 3r/2) = sin(f), luego cos(d) > 0
para 6 € (3m/2,2n). Un andlisis similar muestra que sin(d) > 0 para 8 € (0,7) y
sin(d) < 0 para 6 € (m,2m). Analizando el signo de las derivadas vemos que cos(6)
es decreciente en (0, ) y creciente en (r,2m). Por otra parte, sin(f) es creciente en
los intervalos (0,7/2) y (37/2,2n), y decreciente en (;r/2,37/2). Esto en particular
implica que 27 es el minimo periodo de estas funciones. Su concavidad se puede
obtener analizando su segunda derivada.

Por otra parte, un célculo directo establece las férmulas para las diferencias

sin@—singb:2sin(0;¢)cos(9;¢), (13.2)
cosf —cos¢ = —23in(0;¢)sin(0;¢). (13.3)

Podemos también obtener férmulas para un angulo multiple. Si n € Z, por la férmula
de Euler tenemos que ¢ = cos(nf) + isin(nd). Como ¢™ = (¢)" se deduce la
siguiente férmula fundamental.

Proposicion 13.2 (Férmulas de De Moivre). Si @ € R y n € Z, entonces
(cos @ + isin )" = cos(nf) + i sin(nh).

Note que el caso n = 2 coincide con (10.10). Al reemplazar 8 por 6/2 en dicha
ecuacion llegamos a las férmulas de dngulos medios

1- 0 1+ 0
sin(0/2)> = — B9 cos(0/2)? = 2287
2 2
En particular, si # = 7/2 obtenemos los valores sin(x/4) = cos(/4) = \/E/ 2. Otra
aplicacion de la férmula de Euler determina las identidades

tan(6/2) = - i”clfs - col6/2) = 1?—2559' (13.4)
Por ejemplo,
sin @ 1 ei@ _ e—iH 1 (eiG/Z _ e—iG/Z)(eiH/Z + e—i9/2) 1 ei0/2 _ e—i@/z
l+cosf i2+ef+ei0 (€02 + e=i0/2)2 i elf2 4 ¢=i0/2°

de donde se sigue la primera férmula.

Mais generalmente, es posible escribir a cos(n6) como un polinomio de grado n en
la variable cos 8. Estos polinomios se denotan por 7,,(x) y conocen con el nombre de
polinomios de Chebyshev. Un resultado similar es valido para sin(n6). En este caso
se consideran los polinomios de Chebyshev de segundo tipo.
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Proposicion 13.3. Existen polinomios Ty, U, € R[x] de grado n tales que

i + 1)8
T, (cos 8) = cos(nd), U,(cos0) = M
sin 6
Estos se calcular a partir de los valores T1(x) = x, T»(x) = 2x*>—1y de la recurrencia
Tpi1(x) = 2xTy(x) = Typ—1(X).
De la misma forma, Uy(x) =1, Uj(x) =2xy
Up+1(x) = 2xUp(x) = Up-1(x).

Demostracion. Los valores de T, y U; se siguen de las formulas en (10.10). En
general, aplicando la férmula de suma de 4ngulos, vemos que

2 cos(nb) cos(f) = cos(n + 1)8 + cos(n — 1)6.

De esta forma, los polinomios de Chebyshev T}, se encuentran a través de la recursion
dada. Para los polinomios U, basta notar que

sin((n + 2)6) + sin(nf) = 2 sin((n + 1)8) cos 6,
que también se deduce de las formulas de suma de angulos. O

Corolario 13.1. Si m € N*, se verifica la féormula

)’" l_sin(z’n%)2
2m + 1 i

kn )2 ’
2m+1

sin(@) = 2m + 1) sin(
sin (

Demostracion. Note las relaciones T,,(1 — 2 sin(6)?) = T,,(cos(26)) = cos(2mb) y
sin((2m + 1)8) — sin((2m — 1)8) = 2 sin(6) cos(2m0).
Si consideremos los polinomios F,,(x) definidos por la recurrencia Fo(x) =1y
F.(x) = Fp_1(x) + 2xT,,(1 — 2x),

se sigue que F), tiene grado m y que

sin(8)F(sin(6)?) = sin((2m + 1)0). (13.5)
Al evaluar en 6, = kn/2m + 1), k = 1,...,m tenemos que sin((2m + 1)6;) = 0y
sin(6;) # 0. Por tanto, sin(#;)?, ..., sin(6,,)> son las raices de F,, y asi, recordando

(T0-T6)), podemos factorizar

Fu(0) = FuO [ ]| 1-

2
: km
k=1 sin (7357)

X
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Por otra parte, empleando (I3.5) obtenemos que

F0) = lim sin(@m + 10 _ o4 1.

-0 sin(6)

Finalmente, el resultado se sigue de la factorizacién anterior, evaluando (13.5)) en el
angulo 6/(2m + 1). O

Empleando la férmula de Euler es posible determinar sumas finitas que involu-
cran senos y cosenos. En particular, tenemos las siguientes identidades.

Proposicion 13.4. Si § € R\ {0, £2x, +4x, ...} y n € N* se verifica que:

sin (”79) cos((n + 1)6/2)

cos @ + cos(20) + - - - + cos(nf) = , (13.6)
sin (g)
sin (%) sin((n + 1)6/2)
sin @ + sin(26) + - - - + sin(nf) = , (13.7)
sin (%)
1 sin ((n + %)9)
E + cos(0) + cos(20) + - - - + cos(nb) = m, (13.8)

sin (n6) B ncos((2n — 1)6/2)

sin(f) + 2sin(26) + --- + (n — 1) sin((n — 1)0) =

45in(6/2)? 2sin(6/2)
(13.9)
Demostracion. Empleando la suma geométrica
Z”: eji@ B eni@ _ leiH B el’li9/2 _ e—ni9/2 eié)/zeniﬁ/z _ sin (n9/2) e(n+1)i9/2 (13 10)
e LR ~ sin(6/2) ’ ‘

llegamos inmediatamente a las identidades (13.6) y (13.7) igualando partes reales e
imaginarias, respectivamente. Para la tercera férmula note que

. an it 1 . en'ié) - le,y _ Zei(n+l)€ et _ 1 _ o+ _ cos(0/2)’
el — 1 2(et? — 1) 2isin(4/2)

N =

=1

donde en el dltimo paso multiplicamos arriba y abajo por e /% y simplificamos.
Igualando partes reales en esta ecuacion llegamos a (13.8)). Finalmente, derivando
e 4 @20 4. 4 D0 = (o0 _ i) 11 _ 1) respecto a @y simplificando llegamos

a la igualdad

(n _ l)einH _ nei(n—])@ +1
—4sin(0/2)?

¢ 42620 4 ..k (n— 1)l =

Igualando partes imaginarias y empleando (13.2)) llegamos a la relacion (I3.9). O
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Empleando el logaritmo complejo es posible determinar la suma de dos series
que involucran senos y cosenos. La validez de las férmulas se basa en el Teorema de
Abel, Proyecto[I1.3]

Ejemplo 13.1.1. Podemos estudiar el valor de la serie de log(1 — z) para |z = 1. El
Teorema de Abel[I1.5] aplicado a la serie (10.13]) implica que

> ei(n+1)9 s xn+lei(n+1)0

= Ii = —log(1-¢Y9, 6eR\{0,+2m, +4x,...}.
;n+1 xg?_n:o n+1 og(l =) cRM A

(13.11)
La convergencia de esta serie es de hecho uniforme en intervalos compactos de
(2nm,2(n + 1)nr), n € Z gracias al criterio de Dirichlet dado en el Teorema [0.4] y
las férmulas y (13.7).

Igualando partes reales e imaginarias en (13.11)) y recordando (13.12) obtenemos
las identidades

(o8] [e0)

o 1 in(ng) _ 7—8
Zcoslin):_zln(z_zcosg)’ ZSIH;”):’TT, si0 <6 <2n

n=1 n=1

Note que los valores en (IT.4) corresponden a 6 = 7'y 6 = 7/2 en la primera férmula.
Para justificar los valores obtenidos note primero que

1—€fP =1 -1 -e)=2-¢—e=2(1-cos(d) = 4sin(6/2)*. (13.12)

Para determinar el segundo valor, recordando el Ejercicio y la ecuacion (13.4)
resulta que

T—0

, 810 <0< 2.
(13.13)

. — <1 0
—arg(1l - ¢y = —arctan LA arctan(cot(6/2)) =
1—-cos6

Pasamos ahora al estudio de las raices de la unidad, que servirdn como herra-
mienta para establecer algunas propiedades fundamentales sobre las funciones tri-
gonométricas. Un nimero complejo z € C es una raiz n-ésima de la unidad, donde
n € N*, si 7" = 1. Tomando médulo vemos que |z|* = 1 y por tanto |z] = 1. De esta
forma, z = € y ¢ = 1. Esto implica que nf = 27k, con k € Z. Si denotamos por

= ™M = cos(2n/n) + i sin(2n/n),

Wy
se sigue que hay n raices n-€simas de la unidad dadas por 1, wy, w?,..., 0. Note
también que w,” = w, ‘. En particular, tenemos la factorizacién p,(x) = x* — 1 =
X =D —wy) - (x— ) = (x - Dx—w;)) - (x — w,"Y). Una aplicacién
interesante de este resultado son los siguientes productos.
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Proposicion 13.5. Sin,m € N* con n > 2, entonces

- i\ sin(nd) e nj n
[ Tsin (9 + ]—) -2 sin(—J) = (13.14)
i=0 n 2n= i1 n 2n=

Ademds,

2m—1 - (_1),,,
1_[ cos (0 + ]—) = sin(2m6),
2m

22mf 1

2m - (—l)m
]—[ cos (9 + ) = o cos((2m + 1)6).
=0

Demostracion. Empleando el polinomio p,(x) = ;f;é (x— w;j ) podemos escribir

_ing n—1

—inf
sin(n@) = %(62"19 - 1) = 67 l—[(eZZQ _ e—ZmJ/n)
j=0

oinf n=l S o
_ 5 l_[ elf)e—m]/n(el(€+7u/n) _ 6—1(6}+7rj/n))
1

Jj=0
o Tin=1)/2 n-1

= ﬂzisin(9+ ﬂ).

n
j=0

Extrayendo el factor 2i del producto y recordando que i = ¢™/?, llegamos a la férmula
deseada. Finalmente, dividiendo por sin(¢) y haciendo 6§ — 0 concluimos la segunda

férmula en (13.14).

Las férmulas para coseno se demuestran de la misma forma. En forma compacta,
ellas aseguran que

n—1 - l.n_l . '
cos (9 + ]—) = — (M 4 (=1)Hein0),
. n 2n
Jj=0
Esta formula se sigue de la factorizacion ]—[;’.;é (x + w;j )= (D"((=x)"=1) = X" +
(=1)"*! evaluando en x = ¢*? y simplificando como antes.

m]
Otra propiedad sobre las raices de la unidad es
2 i wy =1
l+wl+w 4+ V=20~ (13.15)
S -1
wn
paratodo j =1,...,n—1. Estaa su vez implica la siguiente descomposicién de series

de potencias.



394 Capitulo 13. Resultados sobre teoria de funciones

Proposicion 13.6. Dada una serie de potencias f(z) = 3" a,z" y un entero p > 2,
se verifica que

o0

-1
ST .
Zanpﬂznpﬂzl_)prJf(wéz), j=0,1,...,p-1.
=0

n=0

Demostracion. Basta escribir

p-1 p-1 S S p—1

—lj [N —lj In_n _ In=j) | _n
E wy ' f(wyz) = E w, E apw, 7" = E a, E w, Z
=0 =0 n=0 n=0 =0

y notar que la suma interna es igual a p si n — j es un mdltiplo de p, y es cero en los

demas casos gracias a (13.15). O

Una aplicacién muy interesante de esta férmula general es la determinacion de
los valores de la funcién digamma en los nimeros racionales, resultado debido a
Gauss. La siguiente demostracién es tomada de [32] y es vélida para p/q € Q con
0 < p/q < 1. Para los demés valores, basta emplear la ecuacién funcional de ¢ dada

en el Ejercicio[9.2.4]

Proposicion 13.7 (Gauss). Para enteros 0 < g < p, la funcion digamma toma los
valores

nq 154 2njq 2nj
v(g/p)+y = —ln(p)——cot( )+§ COS( ) 2 - 2003( > ) (13.16)
=1

J

Demostracion. Recordando la definicion de i y el Teorema de Abel vemos que

S| D N !
by=> = 1 X,
Wlg/p) +vy nZ:()n+1 np+q xg?;(;h% np+q)

Sea f(x) la anterior serie de potencias. Para calcularla explicitamente podemos apli-
car la Proposicién [8.11]a la serie (10.13)) para obtener la férmula general

o0 np+q 1 p-1 ~
Z * = ——Za)pqllog(l — ), -1<x<1,
w0 WP T4 P15

parap>2yqg=0,1,...,p— 1. De esta forma,

p-1
FO) = =¥ In(1 = x") + Y w,” log(l - wx)
=0
1—xP p-l .
S ln( — ) — (7P = DIn(1 - x) + ; w," log(1 - wx).
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Por tanto,

p—1
. —jl l
lim f(0) = =In(p) + )" " log(1 - )

=1

= —ln(P)+Zcos( pql)ln(Z—Zco (2 ql)) S 1s1n(27rql)(——g).

=1

En la primera igualdad usamos el limite del EJemplo _ 7.5.2] La segunda igualdad se
obtiene reteniendo solo la parte real de cada a)pj log(1 — w},), dado que lim,_,1- f(x)
es un nimero real.

Para simplificar la segunda suma podemos aplicar y (I3.9) con 6y/2 =
ng/p, 0 < 6y/ < m, para obtener

p-1 p-1
sin (16p) = 0, sin (l6p) = —= cot (6p) ,
=1 =1

de donde se sigue la férmula requerida. O

Este teorema permite demostrar la expansion en fracciones parciales de la cotan-
gente. Para ello consideramos la integral

(-1 — g1
J Wdt’ para enteros 0 < g < p.
0 _

El Corolario indica que esta integral es igual a [y/((p — q)/p) — ¥(q/p)] / p. Em-
pleando los valores explicitos (13.16) resulta que los términos logaritmicos y las su-

mas que involucran a los cosenos se cancelan. Ademds, como cot(r — 6) = — cot(6)
el valor de la integral se simplifica como
La=1 _ yp=a-1 1 P—q q T
J ——dt=— :,b(—) - w(—) = — cot(gn/p). (13.17)
o 1= p p rl]l p

En base a esta férmula podemos demostrar el siguiente resultado.

Corolario 13.2. La funcion digamma satisface la ecuacion funcional
Y1 = 0) —y(0) = mcot(nb),

para todo 6 € R\ Z. En particular, la funcién cotangente admite la expansion en
fracciones parciales

1 1 — 26
7rcot(7r9)——+Z(n+9 n—9)25+292-n2’ (13.18)

que converge uniformemente en cada intervalo [a,b] C (N,N + 1), con N € Z.
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Demostracion. La ecuacién demuestra que la ecuacion funcional es valida
para todo 8 € Q N (0, 1). Por continuidad de ¥ y de la cotangente, se sigue que la
ecuacion se verifica para todo 6 € (0, 1). Para los demés valores, la féormula se sigue
por periodicidad. En efecto, 7 cot(n6) y ¥(1 — 6) — y(6) son periddicas de periodo 1.
Para la segunda funcién recuerde que de la ecuacion funcional del Ejercicio9.2.4]se
tiene que

1
YA =@+ D) —y(@+1) =y(-0) —y(6) + i Y(1-6) - (o),
como se requeria. Ahora, recordando la definicidn original de » vemos que

S|
+Zn+6’_

n=1

S

1
meot(rd) = Yl = 0) = (0) = 2 + y(=0) — y(0) =

Finalmente, la convergencia uniforme se sigue de la convergencia uniforme de la
serie que define a . |

Un andlisis con una integral similar determina la expansion del reciproco de la
funcioén seno. En efecto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 13.1. Si 0 < g < p son enteros, entonces

Jl e _Jm Al (13.19)
o L+ " Jo 1+t sin(gn/p) '

Ademds, la funcion n/ sin(n@) admite la expansion en fracciones parciales

T )n+l

_1 N _1yn—1 1 ( 1
sin(n6) 0+;( D (n_g n+9) Z ’ (13.20)

que converge uniformemente para 6 € [a,b] C (N,N + 1), con N € Z.

Demostracion. La igualdad entre las integrales se puede obtener escribiendo

+00 tq_l 1 tq_l +00 lq_l
J dt = J dt + J dt,
o 1+1P o 1+1P 1 1+

y notando que ” f_lm, dt = |, sff —-ds bajo el cambio de variable ¢ = 1/s. Ahora,

para calcular la integral podemos aplicar el Corolario11.3|escribiendo

I a1 +tp_q_ldl= (1471 4 a7 (1 = )
o 1+ 0 1—r

- oo 2o ) o 55

_T ng\ (7(p+q)
= 5 I:COt (5) COt( 2p )} .

dt
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La férmula se sigue de la identidad cot(x)—cot(r/2+x) = cot(x)+tan(x) = 2/ sin(2x).
Recordando el Ejercicio[8.6.4] sabemos que

1 —1 © n 1 —q—1 o n
14 -1 e -1
J dt:Z( ) , J dt:ZL.
o 1+1P np+gq o L+ “Lnp+p-gq

Por tanto,

1 g-1 —g-1 o
7 P 1 1 1
J ——dr=—+) (—1)"—1( - )
0 I+ q np—q np+gq

De esta forma, al igualar esta serie con (I3.19) vemos que (I3.20) se verifica para
0eQn(,1).

Consideremos la funcién F(6) = % + Z;’f’:l(—l)”‘l (%—9 - n—}re), con @ € R\ Z.
Esta serie converge uniformemente para 6 € [N +a,N + 1 —a] € (N,N + 1), con
O0<a<1lyN e Z Porejemplosi N > 0yn > 2(N + a), entonces 6> — n?| >

n* — 6% >n?>— (N +a)’ >n*>—n*/4 =3n?/4y asi

1 1
n—-6 n+6

2|6 < SN+1-a)
T |62 —n? T 3n? ’

Por el M-test de Weierstrass, F define una funcién continua en R \ Z.

Como F(#) y n/sin(n8) coinciden en Q N (0, 1) y ambas son continuas alli, en-
tonces coinciden para todo 6 € (0, 1). Es inmediato comprobar que F(6 + 1) = —F(6)
y como 7r/sin(rd) también satisface esta identidad, concluimos que ambas funciones
coinciden en todo R \ Z. O

Nota 13.1.1. Multiplicando por 6 en ambos lados de la ecuacién (13.18)) y argumen-
tando como en la demostracién anterior, vemos que la convergencia de dicha serie es
valida para 6 € (-1, 1) y es uniforme en intervalos cerrados de este intervalo.

Finalizamos este proyecto con las expansiones en serie de Taylor en el origen de
las funciones tangente y cotangente en términos de los niimeros de Bernouilli. Como
aplicacion determinaremos el valor explicito de la funcién zeta de Riemann en los
nimeros pares.

Los niimeros de Bernoulli B,, (con signos) fueron introducidos por J. Bernoulli en
su Ars Conjectandi publicado de manera péstuma en 1713, para dar una férmula para
1¥+ 2%+ ...+ n* como un polinomio en n. Ellos estdn definidos como los coeficientes
de la serie de Taylor en z = 0 de

z 7 zé+1 By
=—— + = —7", < 2. 13.21
o1 2t aeor & He (132D

Note que esta serie de potencias es la reciproca de (e* — 1)/z, que no se anula para
|z| < 27. El Corolario[I2.T]implica que dicha serie es convergente alrededor de 0. De
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la ecuacidén (13.21) se deduce que By = 1y B; = —%. Multiplicando las series de
potencias involucradas e igualando potencias de z se concluye que

n—-1 n
Z(k)Bk -0, n>2.

k=0

Esta férmula nos permite encontrar B, recursivamente y establece que los B, son
racionales. Los primeros valores vienen dados por

B 1 B — 1 B - 1 Be — 1 B — 5
2 = 69 4 = 305 6_429 8 = 309 10 = 669
z et +1
mientras que B3 = Bs = B; = By = 0. Este es un hecho general: como o 1
e f—

una funcién par, se deduce que
Bori1 =0, k>1,

para todos los indices impares mayores a 1.
Ahora, reemplazando z por 2iz en (13.21)) y recordando la ecuacién (10.11) para
la cotangente, concluimos que

t(z) = S ( )k22k 2% _ 2 7 2 ¢ 1 4. 2 <
co =l-=-=- -— , .
Leotz (2k)' ¢ 3745 945° T a725° d=7

Ademés, de la identidad tan(z) = cot(z) — 2 cot(2z) deducimos que

= 221(22" — 1)B,
t — -1 n+1 n _2n-1
an(z) n; -1 —( )] Z

3
z 2 177 62

— LA —_— 2.
z+3+15z +315 +2835Z+ lz| <7/

Con estas herramientas estamos en posicién de terminar el proyecto con el si-
guiente resultado debido a Euler.

Teorema 13.2. La funcion zeta de Riemann asume los valores

2k—1
£(2k) = (- 12 Baoor o (13.22)

— T,
(2k)!
En particular, como {(2k) > 0, los niimeros de Bernoulli By, alternan en signo.

Demostracion. Empleando la expansion (13.18) y serie geométrica podemos escribir
paralf| < 1,

2 (o] o0 (o]
mfcot(nd) = 1 +2 Z (059/)’2’)_ - =1-2 Z Z (n) —1-2 Z LK),
n= k=1

n=1 k=1
donde el intercambio en el orden de las sumas se justifica empleando la convergencia

absoluta de las series involucradas, Proposicién Comparando con la ecuacién
(13.18)) obtenemos la férmula requerida. m]
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En particular, tenemos los valores

2 4 6 8

T T T
4(2) = E’ §(4) = %s 5(6) = %, {(8) = m

Ejercicios

13.1.1 Calcular T3(x) y Us(x). Emplear las formulas obtenidas para mostrar que

sin(m/3) = V3/2, cos(n/3)=1/2, sin(n/6) =1/2, cos(n/6) = V3/2.

13.1.2 Comprobar que

eZ”i/S:\/g_1+i S+ V5 ei”/5:\/§+1+i 5_\/5.
4 2V2 4 2V2
Indicacién: e*™/> satisface (z + 1/z)> + (z + 1/z) = 1, que se puede resolver

aplicando la férmula cuadrética dos veces. Para ¢™/°

angulo doble.

emplee la férmula de

13.1.3 Demostrar que 7,(x) = nU,—1(x) y (n + 1)T,41(x) = xUp,(x) + (x% - DU, (x).

13.1.4 Demostrar que si m > 2, entonces

m—1 .
i\ Nm
sm(%) = S (13.23)
j=1
De la misma forma, sim > 1,
m . 2 1
[Tsin(52L~) = Y222, (13.24)
: 2m + 1 2m

J=1

Indicacién: Poner n = 2m en la segunda férmula en (13.14) y separar el pro-
ducto en dos partes. La identidad sin (/2 + 6) = cos(#) = sin (n/2 — ) puede
ser util. Para la segunda igualdad proceda de forma similar con n = 2m + 1.

13.1.5 El objetivo de este ejercicio es demostrar las identidades

cot(z)+cot n - cot n
7 7 7

V7,

T

1 1
37475 6 8T

+
Il
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En la serie }° ) a,/(n + 1) los coeficientes a, se repiten periédicamente, con
periodo 7. Para la primera identidad, mostrar que usando las férmulas de dife-
rencia de dngulos, 1 — cos(8) = 2 sin?(6/2) y sin(36) = sin(6)(2 cos(26) + 1), se
sigue que

cot(d) + cot(20) — cot(36)
cos(0) sin(20) sin(36) + cos(26) sin(36) sin(8) — cos(30) sin(H) sin(26)
sin(6) sin(26) sin(36)
_cos(0) sin(26) sin(36) + sin(6)?
B sin(#) sin(26) sin(36)
_sin(6)? + sin(26)” + sin(36)”
~ 2sin(6) sin(26) sin(36)
3 — cos(26) — cos(46) — cos(66)
4 sin(6) sin(20) sin(36)

Deducir la identidad requerida tomando 6 = 7/7 y aplicando (13.24)) y (13.8)
adecuadamente. Para sumar la serie emplee la descomposicion en fracciones
parciales de la cotangente en la forma ”{cot( jr/p) = + = p + ﬁ ﬁ +
j+12p +---conp=7Tyj=1,2,3ylaprimera parte del ejercicio.

13.1.6 Demostrar las identidades

- w41 COS(nB) ni sm(n@) 0
Z(—n IT 1(2cos—) Z( 1yl =5 i<

13.1.7 Comprobar que arctan(x) = zll.(log(l + ix) — log(1 — ix)), para |x| < 1. Luego,
obtener como casos particulares de la Proposicién las expansiones

) 2n+1 1 1+x 00 4n+3 1 1+ |
) =7 — arctan(x), 1.
2I’L+1 2 (l—x) Z4n+3 4 (l—x) 2arcan(x) |x] <

13.1.8 Usar la Proposicién para comprobar que

sl 3n X 2
Z Al % + ge_x/z cos( V3x/2),

(3n)!
el 3n+1 X 1 3
2, (3?2 P S -3¢ cos(V3x/2) + T\Fe_m sin(¥33/2),
n=0 ’

Z T e ée—xﬂ cos( V3x/2) — ?e—”z sin( V3x/2).
y !
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13.1.9 Emplear los productos para cosenos de la Proposicion para demostrar que

2m—-1 .
_ I
—2m cot(2mo) = Z tan (0 + > ),

m
J=0

2m .
@m + 1) tan(@m + 1)6) = Y tan (9 — )

= 2m+ 1

Indicacién: tomar valor absoluto, logaritmo y luego derivar respecto a ¢ en los
productos dados.

13.1.10 Emplear la descomposicién en fracciones parciales de la cotangente y la iden-
tidad tan(6/2) = cot(6/2) — 2 cot(#) para demostrar que

76 = 1 1 - 40
1 J— :2 — = —_—,
”an(z) ;}(2“1—9 2n+1+8) ;(2%1)2—02

valida para 6 € R, excepto en los enteros impares. También, sustituir 6 porl/2—
6 en (13.20) par obtener la férmula

n o ED'@n+ 1)
4cos(nb/2) L (2n+1)2 -6

(13.25)

vélida para 6 € R, salvo en los enteros impares.

13.1.11 Los ntimeros de Euler se definen por la expansion

= _1 n___—<t I’l‘
cos(x) ;(  Sam”
Multiplicando esta serie por la serie de coseno, mostrar que

1 Zn)
Ey =0,
>

y concluir que Ey, € Z para todo n > 0. En particular,

Eo=1, E;=-1, Es=5, Eg=-61, Eg=1385.

sec(x) =

Imitar la demostracién del Teorema a la expansion (13.25) para concluir

que
1 1 1)" E 2k+1
YT R Ty 72k+1 = Z 2 - )zk =1 2 (n) :
n+ 1)=*+ 2(2k)!
13.1.12 Aplicar las desigualdades de los Ejercicios[5.2.4]y [5.6.3| para mostrar que

1-272n _ 1Bl _ 1
2r)2n(1 = 21-2n) = 2(2n)! T (2m)21(1 = 21-2n)
Emplear estas desigualdades para justificar los radios de convergencia de las

series (13.21)), zcot(z) y tan(z).
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13.2. Productos infinitos

El objetivo de este proyecto es estudiar la nocién de producto infinito entre nime-
ros reales, de manera andloga a como se tratd la nocién de suma infinita o serie en
el Capitulo [5] En esta seccin, en vez de hacer sumas parciales trabajaremos con
productos parciales.

Definicion 13.1. Dada una sucesion de nimeros reales {A, },en+, sean p, = AjAy - -+ A,
sus productos parciales. Decimos que el producto infinito [];. , A, converge a p si

| |An = lim p, = p.
n—+00
n=1

En el texto ya encontramos un ejemplo interesante sobre estos productos: la
férmula de Wallis (4.3) en relacién con la férmula de Stirling. Otro ejemplo sen-
cillo consiste en los productos telescopicos dados por Ay = By y A, = B, /B,-1, si
n > 2, donde B, # 0. En este caso p, = B, y [, A = lim,_, 1« B,. Por ejemplo,

= 1 1 = 1
]_[(1——): lim — =0, ]_[(1+—): lim N = +oo. (13.26)
n N—o+co N n N—o+o0
n=2 n=2

Retomando la definicion anterior, note que si A; = 0 para algun j, entonces
pn = 0paran > j. En este caso p = 0y la existencia del producto no reviste ninguna
dificultad. Por otra parte, puede suceder que A, # 0 para todo n y sin embargo p = 0.
Dos ejemplos sencillos son

N

o T o "
[ 7= yim | 5= im g =0 | o= Jim a*=0

n=1 n=1 n=1

(o8] (o)

donde p >0y |a| < 1.
Asi como para series su convergencia implica que el n-ésimo término tiende a
cero, la convergencia de productos admite el siguiente resultado similar.

Proposicion 13.8. Sea {A, }, e+ una sucesion de niimeros reales. Si A,, # 0 para todo
ny [l , A, = p converge con p # 0, entonces

Iim A, =1. (13.27)
n—+oo
Demostracion. Como p,, # 0y A, = pu/pn-1, entonces A, — p/p = 1. O

Gracias a este resultado, es comun escribir A,, = 1 + a,, donde a,, — 0 es una
condicién necesaria para que el producto sea convergente a un limite no nulo. Por
otra parte, los ejemplos del parrafo anterior muestran que ambas condiciones de la
proposicién son necesarias para concluir el limite (13.27)).
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Nota 13.2.1. Para el siguiente resultado requerimos la desigualdad

< |In(1 + )| < " lxl < 1/2. (13.28)

Para demostrarla, recordando la expansién In(1 + x) — x = fo:z(—l)”+1 x;", x| < 1,
vemos que si 0 < |x| < 1/2, entonces

| =

[In(1 + x)| 1‘
|x]

In(1 + x) |x| 5 A 1
S——I‘S?(1+|x|+|x| 4o 322—_ Xl <

X

Esto implica (I3.28)) para x # 0. El caso x = 0 es claro.

Teorema 13.3. Considere una sucesion A, = 1+a, de niimeros reales. Las siguientes
afirmaciones son vdlidas:

1. Si 3.7 lan| converge, entonces [, | A, = p converge. En este caso p = 0 si'y
solo si A, = 0 para algiin n.

1

2. Si 3. lay| converge y a, # 1 para todo n, entonces [,

3. Sia, >0, para todo n, [, A, converge si'y solo si 3" | a, converge.

Demostracion. (1) Gracias a la convergencia de la serie podemos asegurar la exis-
tencia de N € N tal que |a,| < 1/2, paran > N. Escribamos entonces

k k
nAn DPN- LeP donde By = Zln(l +aj)

n=1 j=N

y pn—-1 = Ay---Ay_1. Por ), 1In(1 + a;)| < (3/2)laj| y asi, por el criterio de
comparacidn, la serie Z}"; yIn(l+a J) = B converge. Por la continuidad de la funcién
exponencial obtenemos e®* — ¢® si k — +co. En conclusién, el producto infinito
dado converge a

p= l_[An = py_1€5. (13.29)

Asip =0siysolosiA, = 0paraalginn =1,...,N—1, como se requeria demostrar.
(2) Dado que [T*_, 1/(1 = a,) = 1/ T1*_,(1 - a,), el producto del denominador
converge a un valor no nulo gracias a (1).
(3) Como a; > 0 para cada j, la sucesion {p,},cnv+ €s creciente y por tanto con-
verge si y solo si es acotada. Lo mismo sucede con la sucesion de sumas parciales
s, =aj +ay + -+ a,. Note que al expandir los productos parciales obtenemos

pn=0+a)d+a) --A+a)=21+a+ay+---+ay. (13.30)
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desigualdades y teniendo en cuenta (13.30) obtenemos que

Por otra parte, la desigualdad (7.5 indica que 1 + a; < e%. Multiplicando estas

1+s, <py<e.

En conclusion, {p,},en+ €s acotada si y solo si {s,},en+ 10 es, como se debia probar.
O

El primer ejemplo importante que presentamos en esta seccion es la factorizacion
de la funcién zeta de Riemann debida a Euler.

Teorema 13.4 (Euler). Si s > 1, entonces
SIS
n=1 n’ pEP I=p™
donde el producto infinito se toma sobre el conjunto P de niimeros primos.

Demostracion. El producto converge gracias al Teorema @2) porque 3’ ,ep 1/p°
converge si s > 1. Fije enteros M > N > 1. Note que si n < N, los factores primos p
de n también satisfacen p < N y no se pueden repetir mas de M veces. De esta forma,
empleando la serie geométrica obtenemos la desigualdad

AN} 1 1 1 1
2w o)< )

n=1 PN PN PEP

Si N — +oo obtenemos que {(s) < []ep 1+p_§ Para la desigualdad restante, observe
que por el Teorema Fundamental de la Aritmética[L.1] se verifica que

]_l(1+1%+~--+pllm)si%=§(s)-

p<N n=1

Si M — +o0 obtenemos [],<y (1_;11,;) < {(s). Por tanto, la segunda desigualdad se
sigue de hacer N — +co. O

Esta identidad codifica analiticamente el Teorema Fundamental de la Aritmética
dado que cada factor 1/(1-p~)esigualal+ 1% + # +---. Por tanto, al expandir

'f‘ pgz e p;" )S que corresponde a

el producto, cada factor obtenido es de la forma 1/(p
un tnico 1/n%, conn € N*.

Pasamos ahora a revisar la nocién de convergencia absoluta para productos. La
primera impresion serfa definir a [, , A, como absolutamente convergente si el pro-
ducto [T, |A,| converge. Sin embargo, esta nocion no es adecuada porque no im-
plicaria en general la convergencia del producto inicial. Por ejemplo, si tomamos
A, = (=1)", entonces [],2, 1A, = 1, pero [];> | A, = limpy—+00(=1)" no existe. La
nocidn correcta se explica a continuacion.
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Definicion 13.2. Se dice que un producto infinito [, (1+a,) converge absolutamente
si [1,2,(1 +lay,|) converge.

Como veremos a continuacién, convergencia absoluta implica convergencia pa-
ra productos infinitos. El reciproco no es cierto como lo muestra la eleccién a, =

(—1)"/n. En efecto, se verifica inmediatamente que py, = 1, pa,—1 = 2n + 1)/(2n),
n>1yasi

(o) _1 n

[] (1 el ) =1.

n=2 n

Por otra parte, el producto [];°, (1 + %) diverge como se mostré en (13.26)).

Proposicion 13.9. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

1. TI;2,(1 + a,) converge absolutamente si y solo si 3, In(l + a,) converge

absolutamente si 'y solo si 3, |a,| converge.
2. Siun producto [],",(1 + a,) converge absolutamente, entonces converge.

Demostracion. (1) El Teorema 3) demuestra que [],> (1 + |a,|) converge si y
solo si 3 | la,| converge. La equivalencia entre la convergencia de las series dadas
se sigue directamente de la desigualdad (T3.28). Finalmente, (2) es inmediata de (1)

y del Teorema 1). i

Vale la pena resaltar que la idea subyacente en las demostraciones anteriores
es hacer uso de las funciones logaritmo y exponencial para transformar productos
infinitos en series y asi poder aprovechar los criterios de convergencia ya disponibles.
En particular, si ), | la,| converge y |a,| < 1 paran > N, entonces se verifica que

]—[(1 +an)=(+a) - (1 +ay_1)exp Z In(l +a,)|.
n=1 n=N

Note que esta situacion fue la obtenida en (13.29).
Podemos también tratar el caso del producto infinito de funciones. En este aspecto
tenemos el siguiente resultado andlogo al M-test de Weierstrass para series.

Teorema 13.5. Sea (X,d) compacto y sean g, : X — R funciones continuas tales
que 3., llgnllx converge. Entonces

g0 = [ |1 + g (13.31)

n=1

converge absolutamente y uniformemente en X. Ademads, existe N € N tal que g(x) =
0siysolosil+ gy,(x)=0, paraalginn=1,...,N— 1.
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Demostracion. Sea N € N tal que ||g,llx < 1/2, si n > N. Entonces |In(1 + g,(x))| <
2|gn(x)], para todo x € X y n > N. Por el M-test de Weierstrass, la funcion definida
por

h() = ) In(1 + ()
=N
converge uniformemente en X y es continua. Como X es compacto, ||A||x es finito.
Por tanto, podemos aplicar el Lema[9.1|para concluir que

= [ [1+g(x))
J=N

converge uniformemente en X. Finalmente, como g(x) = (14+g1(x)) - - - (14+gn-1 (x))eh®
este producto se anula siy solo si algiin 1 + g;(x),para j=1,...,N—1,lohace. O

Teorema 13.6 (Teorema de Tannery para productos). Considere los productos in-
finitos H;‘;l(l + aj(n)), para n € N. Si para cada j, lim,_,aj(n) = a; existe,
laj(n)| < M; paratodon, jy Z;io M converge, entonces

lim 1_[(1 +a;(n) = 1—[(1 +a;).

Demostracion. Note que |a;| < M, desigualdad que se sigue haciendo n — +co en
la desigualdad correspondiente para a;(n). La convergencia de los H;‘;l(l +ajn)y
de [TR2,(1 + a;) se deduce del Teorema-(l)

Como Z M converge, existe N € N tal que M; < 1, para todo j > N. Por
tanto |a j(n)| < 1 y asi podemos escribir

]_[(1 +a;(n) = pj(n) 1_[(1 +a,(n)) = pj(n)exp [Z In(1 + a](n))] (13.32)

J= J=N
donde p;(n) = (1 +a(n)---(1+ay-1(n)). Como |In(1 + a;(n))| < 2la;(n)| < 2M;, el

Teorema de Tannery [5.14] muestra que

lim Z In(1 + a;(n)) = Z In(1 + a;).

n—+oo
j=N

La férmula se sigue de tomar n — +oo en (13.32) y de la continuidad de la funcién
exponencial. |

Como en el caso de series, una situacion que estd contemplada en el teorema
anterior es para productos de la forma

1_[(1 +aj(n)), donde {m(n)},en C N satisface m(n) — +co.
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Si las hipdtesis del teorema se verifican, entonces

m(n) o

lim_ H(l +aj(n)) = H lim (1 +a,(n).
j= j=

Como aplicacion de estos resultados podemos dar la factorizacién de la funcién
seno. La demostracién estd basada en el articulo [81]]. Es interesante notar la analogia
de la siguiente férmula con el caso de polinomios. En el caso polinomial es posible
factorizar en factores lineales, donde cada factor incluye un cero del polinomio. Aun-
que la funcién seno no es un polinomio, una factorizacién de la misma naturaleza es
posible. En este caso las soluciones de sin(x) = 0 son precisamente los x = n, con
n € Z, que dan lugar a los factores que aparecen a continuacion.

Teorema 13.7 (Factorizacién de seno). Para cada x € R se verifica que
. = x?
sin(rx) = mx - l_l 1-—|.
n2
n=1
Ademads, la convergencia es uniforme en compactos de R.

Demostracion. La demostracion se basa en la formula

)ﬁl Sin(zm+1)2
-—3 (13.33)

. 0 Dsi (
sin(x) = 2m + 1) sin P

vélida para todo x € R, m € N*, ver Corolario Sea 1 + ay(m) el correspon-
diente factor en la ecuacion anterior. Las desigualdades de Jordan, Ejemplo
demuestran que

2/Cm+1)? X2
Q/m)2K2m2/2m + 1) 4k
Ademds a(m) — —x*/n%k? cuando m — +oo, gracias al limite 1img_,g sin(6)/6 = 1.
El Teorema de Tannery para productos implica entonces que

sin(x)zx-l—[[l—nz—kz].

k=1

lar(m)| <

2k2

Reemplazando x por mx llegamos a la expresion requerida. Finalmente, el Teorema

con g,(x) = —x*/n?> demuestra que la convergencia es uniforme en cada inter-
valo [—a,a] porque 3.7, lIgalli-a.a1 = a? hI 1/n* converge. O

Nota 13.2.2. Las identidades del Ejercicio junto con el Teorema de Tannery
para productos y el producto de Wallis se pueden emplear para dar otra demostracién
de la factorizacion del seno. El lector puede consultar el articulo [34] para la prueba.
Otra prueba elemental empleando integrales también se puede consultar en [[116].
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Nota 13.2.3. Bajo hipétesis adecuadas, es posible diferenciar un producto infinito.
Por ejemplo, considere la funcién g(x) dada por (I3.31), donde X = [a,b], y su-
ponga que no se anula en ningin punto. Suponga ademds que cada g, : [a,b] —
R es continuamente diferenciable, la serie 37, lIgnllja,5) converge y la serie G =
21 &n/(1+ g,) converge uniformemente en [a, b]. Entonces el Corolario 2) ase-
gura que Y, 7, In(1 + g,) es diferenciable alli y su derivada estd dada por G. Por el
Teorerna existe N tal que g = (1 +g1)--- (1 + gn-1) exp(X 2y In(1 + g;)). Se
sigue entonces que g es diferenciable en [a, b] y al derivar y dividir por g obtenemos

la férmula
g Z FACH
g(x) 1+ gn(x)’
Una aplicacion de este resultado es deducir la descomposicién en fracciones par-

ciales del reciproco del seno, Teorema [13.1] derivando la factorizacién del teorema
anterior.

Ejercicios

13.2.1 Comprobar el valor de los siguientes productos:

Bl—

o T, (1-4)=1.

d) ]'[;’;2(1 + —(n71§n+a)) =a+ 1.

2_4
a) H;o:3 22_1

3.1
b) Hn 2 Z‘+l =

Wi

13.2.2 Discutir la convergencia absoluta de los siguientes productos:

a) 172, (1+ ). o) Iy (1+2%).
b) T, (1 + sin(1/m)?). d) I, (1+5).

1323 Si0 < a, < 1y X7, a, diverge, probar que [];”,(1 — a,) converge a cero.
Indicacién: mostrar que p, < exp(—(aj + - - - + a,)).

13.2.4 Emplear el Teorema del producto de Euler y (I3.28)) para mostrar que In {(s) <
%Zpep 1/p*, si s > 1. Hacer s — 1% para concluir que limy,1+ 3, ,ep 1/p* =
+o0. (Es posible concluir de aqui que la serie 3’ ,cp 1/p diverge?

1
13.2.5 Demostrar I—[(l +x° ) = -+ para |x| < 1.
—Xx
n=0

13.2.6 Emplear la identidad cos(#) = sin(2¢)/2 sin(¢) para establecer los productos

= sin(x) = 4x?
l_llcos( ): , cos(ﬂx):n[l—m], x €R.

n=0




13.3. La funcion Gamma 409

13.2.7 Justificar el intercambio de series dobles usando la Proposicién [5.6| para de-

mostrar que
. (e} 2m
m(sm(nX)) _ Z g(2m)x—, I < 1.
X o m

Encontrar los primeros términos de la expansion en serie de Taylor alrededor
de x = 0 del término del lado izquierdo para deducir que

7'['2 7T4
Q=+, {H=5-

Nota 13.2.4. Originalmente Euler empleo la factorizacion del seno para dedu-
cir estos valores expandiendo el producto infinito y agrupando en potencias de
X.

13.3. La funcion Gamma

El objetivo de este proyecto es desarrollar las propiedades bésicas de la funcion
Gamma, funcién trascendente que interpola la funcién factorial en los enteros posi-
tivos y es de vital importancia en el Analisis Matematico. Describiremos su carac-
terizacién empleando propiedades de funciones convexas, donde requeriremos del
contenido del Proyecto [12.1] Ademads daremos varias férmulas que la definen y su
comportamiento asint6tico cuando x — +oo. Discutimos también la funcién Beta y
algunas integrales relacionadas.

Definicion 13.3. La funciéon Gamma se define por la integral

+00
I(x) := J leTdt,  x>0.
0
Este valor se entiende como una integral impropia en infinito. Para 0 < x < 1
ella también tiene un cardcter impropio cerca del origen. En cualquier caso podemos
comprobar la convergencia escribiendo

1 R
I'(x) = lim J #le7'dr + lim J e dr.
e—-0" Jo R—+ |
Para x > 0 fijo, aplicamos el criterio de paso al limite, Proposicién Primero,
note que lim, g+ " e/ /r*"! = 1y f(l) t*~'dt = 1/x. Asi la primera integral converge.
Este limite también demuestra que I'(x) no converge para x < 0. Segundo, como
1Moo 5 e ™% = 1imy_ 400 7' /€!/? = 0, 1a segunda integral también converge
porque Hoo e 2dt = 2/e'/? converge.
Se sigue de la definicion que I'(1) = fg ®e7'dt = 1. Ademds, aplicando integra-
cién por partes, obtenemos que

+00 +00

te7ldt = —txe_t|g°° + xJ e ldr = xT(x), x> 0.
0

F(x+1)=J

0
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Esta ecuacidn funcional es fundamental en el desarrollo de la teorfa. Su primera apli-
cacion es demostrar que I interpola a la funcidn factorial. En efecto, por induccién
se sigue que

I'x+n)=(x+n-1)---(x+ DHal'(x), neN* x>0. (13.34)
En particular, para x = 1 se obtiene la relacién
I'n+1)=n

Por otra parte, la ecuacién (13.34) permite extender I' a todo R \ {0, —1,-2,...} me-
diante la féormula
I'(x+n)

[(x) = - nl
= oD s Dy nexsons

En la Figura[T3.]se esboza una gréfica de la funcién I' en su dominio.

-+
1
N
W
~
sY

Figura 13.1: La funcién Gamma.

Otra propiedad importante de I" es que ella es log-convexa, es decir, satisface la
desigualdad (12.6). Esto es consecuencia de la desigualdad de Holder, Proposicién
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[8.8] aplicada a integrales impropias. En efecto, dado 0 < A < 1,si p = 1/4y
q = 1/(1 — A) tenemos que

+00
F(lx + (1 — ﬂ)y) = J t/l(x_l)+(]_/D(y_l)e_/lt_(l_/l)td[
0

+00 A 40 1-2
s(J IXIetdt) (J tyle’dt) =T ()T

0 0
Un teorema sorprendente es que las propiedades descritas hasta el momento caracte-
rizan a la funcién Gamma. M4s precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 13.8 (Bohr-Mollerup). Si f : (0, +00) — (0, +00) es una funcion tal que
L fix+1) =xf(x),
2. f(h =1,
3. In(f) es una funcion convexa,

entonces f(x) = I'(x), para todo x > 0.

Demostracion. Por (1) f(x) queda determinada por su valor para 0 < x < 1. Em-
pleando la convexidad en (3), las desigualdades en (I12.4) aplicadas a los valores
n<n+1<n+x+1<n+2implican que

In(f(n + 1)) — In(f(n)) < In(f(n+ x+ 1)) —In(f(n + 1)) < In(f(n + 2)) — In(f(n + 1))
m+1)-n - m+x+D—-m+1) - m+2)—-m+1) '

Note que por (1) y (2), f(n+ 1) = n!f(1) = n!, para todo n € N. Por tanto,

< In(f(n + x + 1)) — In(n!)
- X

In(n) <In(n+1).
Como f(n+x+1)=(x+n) - (x+ 1)xf(x), tenemos que

In(n*n!) < In(£(x) + In(x(x + 1)+ (x + 1)) < In((n + 1)*n).

De esta forma concluimos que

Oqu@»—m( nn! )Sxm0+l)

x(x+1D)---(x+n) n

Finalmente, haciendo n — +oco y aplicando la funcién exponencial vemos que f(x)
queda determinada por dicho limite para 0 < x < 1. O

Como la funcién Gamma satisface las propiedades del teorema anterior, obtene-
mos el siguiente resultado.
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Teorema 13.9 (Gauss). Para todo x # 0,—1,-2,... la funcion Gamma viene dada

por el limite

n'n*

(%) :nl—f>r-il—loo x(x+ 1)+ (x+n)

Demostracion. La demostracion anterior establece la validez del limite para 0 < x <
1. Para x = 1 el resultado también es claro. Para otros valores de x, sea g,(x) =
n!n*/(x(x + 1)---(x + n)). Se sigue que

n

gnx+1)= xgn(x)m-

Por tanto, g(x) = lim,_ 1 gn(x) existe si y solo si g(x + 1) = lim,—400 gn(x + 1),

siempre que x # 0,—1,-2,.... De la ecuacion anterior vemos que g(x + 1) = xg(x).
Como g(x) = I'(x) para 0 < x < 1, gracias a la ecuacion funcional, g y I deben
coincidir para todo x donde estdn definidas. |

Volviendo sobre la condicion de convexidad de I' es posible establecer de manera
elemental cotas para esta funcién. Las siguientes desigualdades son tomadas de [69].

Proposicion 13.10. Si f : (0, +o0) — (0, +o0) satisface (1) y (3) como en el Teorema

[13.8) entonces

xx+ypPl < St <X, 0<y<l, (13.35)
Jx)

RPgiCha) <x(x+y)P 7 y<06y>1. (13.36)
S(x)

Demostracion. Fije x > 0. Para la segunda desigualdad en (13.35)) considere F(y) =
In f(x +y) — yln(x), con y > —x. Entonces F es convexa y

F(1)=In f(x+ 1) —In(x) = In f(x) = F(0).

ASTF() = F(y-1+(1—=)-0) < yF(1)+ (1 = y)F(0) = In f(x) si 0 < y < 1 como se
requeria. Para establecer la primera desigualdad en (13.36), es decir, F(y) > In f(x),
basta con emplear (12.4) paray <0 < 1 ypara0 < 1 <y.

La segunda desigualdad en muestra que si R(x,y) = f(x+y)/f(x), enton-

ces Foet D)
x+ .
f(x+y)S(x+y) 7, O0<y<l1.

Por tanto, f(x +y) > x(x + yy -1 f(x). En los demés casos, la primera desigualdad en
(13.36) implica que R(x +y,1 —y) > (x + y)!™. De esta forma hemos demostrado las
desigualdades faltantes. O

R(x+y,1-y)=

Las desigualdades anteriores tienen la siguiente aplicacion interesante.

Corolario 13.3. Iim Tx+a)
x—=+o0 [(x)x¢

=1,sia>0.
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Demostracion. Si0 < a < 1, la desigualdad (13.35) implica que

<1
T T(x)xe T

X

(1 N a)“‘l - I'(x+ a)

de donde se deduce el limite. En general, si N <a <N+ 1lconN e NFyQ0 <y=
a— N < 1 se sigue de la ecuacién funcional que

x+a) (x+y+N-1)---(x+y+Dx+y [x+y)
T(x)xa xN [(x)x

si x — 400 gracias al primer caso. O

Por otra parte, el limite de Gauss admite otra representacion como producto infi-
nito, debida a Weierstrass. Escribiendo, como en la demostracion del Teorema|13.9

x/2 x/n

e

X
_ x(]n(n)—l—%_..._%)l e e
gn(x) e x1+x1+x/2 1+x/na

y recordando la definicién de la constante de Euler-Mascheroni, al hacer n —
+00 obtenemos la siguiente representacién como producto infinito.

Teorema 13.10. La funcion Gamma admite la factorizacion

e o ex/n
I'ix) = , 0,-1,-2,.... 13.37
) X g 1+x/n x# ( )
En particular,
IFrora —x) = — , x€eR\Z.
sin(mrx)

Demostracion. Para demostrar la segunda férmula, empleamos la ecuacién funcional
y este producto para escribir

e X & ex/n erx & e—x/n
IF'(rad —x) = (—x)rxr(=x) = (- .
(P =) = (M) = (-0 — EHW (—x)gl—x/n
1 ﬁ 1
Cx ] L+ x/m(1 = x/n)’
six#0,x1,+2,.... El resultado se sigue de la factorizacién de la funcién seno del
Teorema[13.71 |

Una propiedad interesante de esta férmula es que demuestra que I' es una fun-
ciéon C*™ en su dominio y revela la conexién que existe con la funcién digamma del
Ejemplo[0.2.2] En efecto, de la representacion integral se sigue que I'(x) > 0'si x > 0.
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Entonces I'(x) = e""T™ y es suficiente demostrar la afirmacién para In I'(x). Tomando
logaritmo en el producto (13.3"/) obtenemos la serie

InT(x) = —yx — In(x) + i g —1n(1 + %)

n=1

Aplicando el Corolario basta comprobar entonces que la serie que se obtiene al
derivar término a término converge uniformemente en compactos de (0, +o0). Pero la
serie resultante no es otra que la funcién digamma para la cudl ya habiamos compro-
bado la convergencia uniforme. De esta manera llegamos a la férmula

()

Fw_ 1, D L S (13.38)

I'(x) x Hno ox+n

Esto demuestra que I"(x) existe para x > 0y gracias a la ecuacion funcional lo mismo
es valido para todo x en el dominio de I'. Ademads, como ¢ € C*(R\{0,-1,-2,...}),
lo mismo serd vélido para I" en este dominio. En particular, recordando el Ejercicio
obtenemos los valores

1 1
F’(m+1)=m!(—y+1+—+---+—, m e N.
2 m
Por supuesto, I['"(1) = —y. La regla de Leibniz de derivacion bajo el signo integral

para integrales impropias, Teorema[9.9] es aplicable en este caso y justifica que

+00

['(x) = J #n(n)e™dr, x> 0. (13.39)
0

En particular, haciendo x = 1 obtenemos la representacion integral

+00
y= —J In(H)e~'dt,
0
de la constante de Euler-Mascheroni.
Pasamos ahora al estudio de la funcién Beta que, como veremos, puede ser ex-
presada en términos de I'.

Definicion 13.4. La funcion Beta se define por la integral

1
B(x,y) = J AN -y L, x,y > 0.
0
Se sigue del criterio de paso al limite que esta integral impropia converge para
dichos x e y. De hecho, esta integral ya habia aparecido en el Ejercicio[8.3.5|cuando
x,y € N*, Este resultado se generaliza a través del siguiente teorema que demostra-
mos aplicando el Teorema de Bohr-Mollerup.
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rx)r
Teorema 13.11. B(x,y) = M, para x,y > 0.

I'x+y)
Demostracion. Fijado y > 0, veremos que la funcién f(x) = I'(x + y)B(x,y)/I'(y)
satisface las condiciones del Teorema [I3.§]y por tanto f(x) = I'(x), para x > 0.
En efecto, como B(1,y) = 1/y, entonces f(1) = I'(1 + y)/(I'(y)) = 1. Segundo,

integrando por partes tenemos que

1 X

t

B(x+1,y) = J (1—) (1 -0 ldr = iB(x,y).
0 -1 xX+y

De aqui se sigue que f(x+1) = xf(x). Finalmente, para la log-convexidad de f, basta
demostrar que

B(dxo + (1 = Ax1),y) < B(xo,y)'B(x1,»)' ™, 0<A< Lxo,x1 >0,
pero esto es consecuencia de la desigualdad de Holder. O

Note que de este teorema se deduce la simetria B(x,y) = B(y, x), que también es
inmediata de la definicidn inicial, haciendo el cambio de variable ¢t = 1 — s. Por otra
parte, el cambio de variable ¢ = (sin #)> produce la integral

/2
B(x,y) = 2J (sin 0)>* ! (cos )> ' 6.
0
Laeleccién x =y = 1/2 da el valor
/2
1"(1/2)2:2J do =, es decir T'(1/2) = /.
0

Note que la ecuacién funcional determina los valores

F(n+l)— 2n)! \n, neN,

2] 4!

empleando induccién sobre n. Ademads, el cambio de variable s = 7> en la integral de
la funcién Gamma produce la férmula
+00

I(x) = 2J 2l ds, x> 0.
0

De esta forma recuperamos la identidad

JW) e ds = ﬁ,
0 2
dada en los Ejercicios y por otros métodos.

Terminamos este proyecto con el comportamiento en infinito de la funcién Ga-
mma, resultado que extiende la férmula de Stirling sobre la funcidn factorial. Existen
varias demostraciones en la literatura. Incluimos el siguiente argumento tomado de

[88].
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Teorema 13.12 (La férmula de Stirling).
) I'x+1)
lim ——
X—+00 M( x/e)*
Demostracion. Laidea de la demostracion es aplicar cambios de variable adecuados

a la integral que define a I' para obtener el limite requerido. Para ello emplearemos
algunas funciones. Sea

= 1. (13.40)

g&)=&-In(€+1), E>—1.

Como g'(&) = &/(1+&)y g’ () = 1/(1 + £)> > 0, g es convexa en (—1, +00) y alcanza
un minimo en x = 0. Ademas limg_,1- g(£) = limg_, ;o0 g(€) = +o0.

Considere ahora v : (=1, +00) — R dada por v(¢) = sgn(¢)g(é)!/%. Aqui sgn(x)
denota la funcion signo dada por sgn(x) = 1six > 0y sgn(x) = —1six < 0. La
funcion v es biyectiva y posee una inversa f : R — (=1, +c0). Note que g(f(u)) = u?
y por tanto f"(u) = 2u/g’(f(u)) = 2u(1 + 1/ f(u)). Finalmente, definimos la funcién

y(v) = v#0.

v
oy

Como f es continua, aplicando la expansién de Taylor del logaritmo obtenemos

) v NE-I(d+E) DL, V2
ligy ) = 1y 7 =g MmN g

De esta forma y : R — R se extiende de manera continua al origen poniendo y(0) =
V2/2. Como f es estrictamente creciente en Ry £(0) = 0 se sigue de la definicién de
y(v) que
0<ylv)<CA+ ), veER,
para cierta constante C > 0.
Para establecer consideramos los cambios de variable t = x(£6 + 1) y
& = f(u/ \/x) para obtener

xx+1 +00
(x+1)= J e 8@ q¢

er -1

x*t1 T 2u 1 2
— ““h —u

e V}Lo ﬁ( +f<u/ﬁ>]e a

x+1 +

= WJ 2o/ VB + 1/ VE) e

X
—00

Separando esta integral sobre (—oc0,0) y (0, +0), luego de simplificar llegamos a la

expresion
x5+l oo u u 2
Fx+1)= 2yl —=|+y|-—=||e" du.
e D=2 (y(x/%] y( ﬁ))e '
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Para concluir la demostraciéon debemos justificar el valor

xl—f>r-+I—loo L 2 (y (%] + y(—%)] e du = JO 4y(0)e_”2du = V2r.

Considere la funcion auxiliar

w(r) = sup [y(v) — y(0)|, r>0

v|<r

que satisface w(r) — 0si r — 0 gracias a la continuidad de y. Si x > 1 tenemos que

bl o)

4

e u 2 v i\ —?
sJ (2C(7+1)+\/§)e du+J0 Zw(l/\/)_c)e du

x X
+00
< [ (a0 VBJueaus Nrw (1/45).
x
y esta expresion tiende a 0 cuando x — +oco como era requerido. O

Ejercicios

13.3.1 Demostrar que

o0

r( _ (_l)n e x—1 —t
x)—Z—+ e dt, x> 0.

!
s nl(n + x) 1

13.3.2 Justificar la férmula (13.39) y mas generalmente que
+00
r(x) = J £ 'nx)"e'dt,  x>0,meN.
0

13.3.3 Comprobar los valores

1 —t 1 +00 +00
1- dt
J te dt = —J In(t)e™"dt, J In(H)e”'dt = J e’ -
0 1

0 0
para mostrar que
1 —t +oo —t
1-e e
y= J i - J .
0 t 0 t

Indicacién: integracion por partes.

13.3.4 Emplear la funcién Beta para demostrar que
Ira+xra+y <rad+x+y), x,y>0,

escribiendo el cociente correspondiente como xB(x, 1 + y).
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13.3.5 Demostrar las siguientes identidades:

o T(1/a) ool T(a)T(b)
@ Jo =T X L T+ = Tarby
L=l C(m/n) oo px-1 n
b di = _
) Jo = almint 12y P L %= ey

donde a,b > 0,0 < x < 1ym,neN"*,

13.3.6 Aplicar el Teorema para demostrar la férmula de duplicacion de Legendre

T(x) = 2f/;r(§)r(x;1).

13.3.7 Integrar sucesivamente por partes para mostrar que

n n 159X
hn(%) :J (1 - 5) A ldr = nn
n

0 x(x+1)---(x+n)

Usar el Teorema de Tannery para integrales, Ejemplo para demostrar di-
rectamente que h,(x) — I'(x) si n — +oo. Indicacién: Acotar el integrando
aplicando la desigualdad e® > 1 + s con s = —t/n. Luego considere los casos
en que n es par o impar.

13.3.8 a) Considere @ € R\ N. Expresar el coeficiente binomial en términos de I' a
través de la formula

(01) _ -D)"T(-a +n)

n n! I'(-a)
P . @) a+l 1
Emplear el limite de Gauss para mostrar que lim (—1) n“ " = .
n—+co n I'(-a)

()

Luego aplicar el criterio de paso al limite para concluir que 7,
converge siy solo si @ > 0.

b) Emplear la identidad (9.11)) para demostrar que
= [« a = (a+ 1
1 oF = ! k
a2 =Gl )

Aplicar esto para mostrar que > (Z) converge si y solo si @ > —1.

Ademads 37 (Z)(—l)” converge si y solo si @ > 0.



Capitulo 14

Sobre espacios de funciones

Este capitulo trata brevemente algunas propiedades de distintos espacios de fun-
ciones. En el primer proyecto introducimos los espacios con producto interno. Estos a
su vez dan lugar a ejemplos de espacios vectoriales normados como es el caso de los
espacios euclideos. El resultado principal es la caracterizacién de espacios normados
que provienen de productos internos, mediante el uso de la identidad de polarizacién.
El segundo proyecto, de indole mds geométrica, trata la nocién de longitud de cur-
va para curvas en el espacio euclideo y a su vez desarrolla la teoria de funciones de
variacién acotada. Para el caso de una dimensién se incluye el Teorema de Jordan
que caracteriza a las funciones f : [a,b] — R de variacién acotada como aquellas
que son diferencia de dos funciones mondtonas crecientes. La seccién también in-
cluye una discusiéon geométrica de 7 y de cémo depende de la norma empleada en
R?. Finalmente, el tercer proyecto discute el Teorema de Stone que extiende de ma-
nera natural el Teorema de aproximacién de Weierstrass, reemplazando el dlgebra
de polinomios R[x]|j4,5) por dlgebras A mds generales. El resultado consiste en dar
condiciones necesarias y suficientes sobre A para determinar cudndo es densa en el
espacio de funciones continuas C°(X), donde (X, d) es un espacio métrico compacto.

14.1. Espacios con producto interno

La situacion descrita en la Seccién para el espacio euclideo (R", || - ||2) es un
caso particular de espacios vectoriales dotados de un producto interno. En este pro-
yecto exploramos algunas propiedades sobre estos espacios, incluyendo una caracte-
rizacién para decidir cudndo un espacio normado proviene de un producto interno.

Definicion 14.1. Sea E un espacio vectorial sobre R. Un producto interno sobre E es
una funcioén (-,-) : E X E — R que satisface:

= (Positividad) (v,v) > 0, paratodov € E, y (v,v) = 0siy solosiv=0.

= (Simetria) (v, w) = (w, v), para todo v,w € E.
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= (Bilinealidad) (v + Bw, u) = a{v,u) + B{(w,u), paratodo u,v,w € Ey a,B €
R.

La pareja (E, (-, -)) se denomina un espacio con producto interno. Note que aunque
requerimos bilinealidad, solo la enunciamos para la primera componente dada la si-
metria del producto.

En esta situacidn, todo producto interno sobre E induce una norma a través de la

férmula
IVl = Vv, v). (14.1)

El lector atento notard que la demostracion de la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
Proposicién [2.1]es vélida también en este contexto.

Proposicion 14.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea (E, (-, -)) un espacio con
producto interno. Entonces

[(v,w)| < |Vl - Iwll,  paratodo v,w € E.

La igualdad es vdlida si y solo si v es miiltiplo de w (son linealmente dependientes).

Una aplicacién inmediata de este resultado es establecer la continuidad de la
aplicacion (-,-) : E X E — R. En efecto, siv, - vy w, — wcuando n — +oco,
tenemos que

[V Wiy = VW) | = [vn = v, W) + vy wp = w) | < v = VI - [wall + [lwy = VIl - (VI

El mismo argumento dado en la demostracion de la Proposicién (3) muestra que
WV, Wy = (v, w) sin — +oo,

En el contexto de espacios con producto interno podemos hablar de ortogonali-
dad. Decimos que v,w € E son ortogonales si (v,w) = 0. En este caso, el Teorema
de Pitdgoras asegura que

v+ wi? = VP + 1wl

y se deduce de la expansion (v + w, v + w) = (v, v) + 2 (v, w) + (W, w).
Este tipo de normas no son arbitrarias porque satisfacen la llamada

(Ley del paralelogramo) 2||v|]*> +2[wl|> = v+ wl? +|lv=-w|?, v,we E. (14.2)
Esta identidad se sigue de expandir
W+wli?+Iv=wl>=@+w,v+wy+ @ —w,v—w)

y luego simplificar. Por otra parte, cambiando los signos, podemos recuperar el pro-
ducto interno en términos de la norma. En efecto, es inmediato comprobar la

1
(Identidad de polarizacién) (v, w) = Z(Ilv +wlP=v=wl?), v,weE. (14.3)



14.1. Espacios con producto interno 421

Asi como es posible describir condiciones sobre una métrica para determinar si
esta proviene de una norma, Ejercicio la ley del paralelogramo determina una
condicién sobre una norma para decidir cudndo esta proviene de un producto interno.
Este resultado fue dado por P. Jordan y J. von Neumann en 1935 [[71].

Proposicion 14.2. Un espacio vectorial normado (E, || - ||) se obtiene a partir de un
producto interno si y solo si satisface la ley del paralelogramo (|14.2)).

Demostracion. Ya hemos mostrado que es valida para espacios con producto
interno. Reciprocamente, si una norma satisface esta relacion, veamos que la férmula
dada por la identidad de polarizacion define un producto interno.

Para comenzar, note que al tomar v = w vemos que ||v|| = Vv, v}, en coherencia
con (T4.1). El resto de la demostracién la dividimos en pasos:

1. (Simetria). En efecto, la igualdad (v,w) = (w,v) se sigue usando la homoge-
neidad de la norma || - ||

2. (Aditividad en la primera componente) Para mostrar que (v + w,u) = (v,u) +
(w, u), note que de (14.2) se deduce que

v +w+ull® =2l + ul* + 2wl* = [Iv - w + ul%,

v +w+ull® = 2llw + ul* + 2II* = llw = v + ull.

Asi, tomando el promedio de las dltimas dos igualdades vemos que

2 2 2 2 2 1 2 |1 2
v+w+ull” = VIE+ W™+ v+ ull” +[w+ ull” - 5IIV—W+M|I - Ellw—vﬂtll :
Cambiando u por —u en la tltima ecuacion tenemos también la igualdad

2 2 2 2 2 1 2 1 2
[l w=ul™ = V7 + W+ lly = ull™+ llw = ull” = Sy =w—ull” = Slw —v =]~
Finalmente se sigue de las dos tltimas igualdades que

v+w,uy = l(||v +w+ull> = v+w—ul)

4
=%mv+mﬁ+nw+uW—wv—mF—nw—uW)
=, w) +{w,u),

como era requerido

3. (Continuidad) La aplicacién E X E — E dada por (x,y) — {x,y) es continua
porque la norma, la suma y resta en el espacio E son aplicaciones continuas.
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4. (Producto por escalar en la primera componente) Veamos que (v, w) = A (v, w),
paratodov,w € Ey A € R. Si A = n € N esta igualdad se demuestra usando la
aditividad en la primea componente e induccién sobre n. Sil € Zyd=-n <0
entonces la igualdad se sigue de (—nv,w) + n{(v,w) = (—nv,w) + (nv,w) =
{(=n +n)y,w) =(0,w) = 0.

Si A = p/q € Qnote que por los casos anteriores ¢ <’—;v, w> ={pv,w) = p(v,w)

de donde se sigue el resultado. Finalmente si A € R tome una sucesién 4, € Q
tal que 4, — A sin — +o0. Se sigue de la continuidad de (-, -) que

(Av,w) = < Ilim A,v, w> = lim {(1,v,w) = lim A,{v,w) = A{v,w),
n—+0o n—+00

n—+o0o
argumento que demuestra la igualdad requerida para el caso general.

Es claro entonces que la férmula dada por (14.3)) define un producto interno. Esto
concluye la demostracion. m|

Finalizamos con una propiedad geométrica que comparten los espacios con pro-
ducto interno que son completos (respecto a la norma (14.1)) en relacién con la dis-
tancia entre un punto y un conjunto, como en el Ejemplo[6.4.6]

Proposicion 14.3. Sea (E, -, -)) un espacio con producto interno y suponga que es
completo. Siv € Ey A C E es cerrado y convexo, existe un uinico wg € A tal que

dist(v,A) = |[v — woll.

Demostracion. Como a = dist(v,A) = inf,ca |[|[v — W||, existe una sucesiéon w,, € A
tal que |[v — wy|| = @ sin — +oo (recuerde la Proposicién [2.7). Aplicando la ley del
paralelogramo a v — w,, y v — w,,, obtenemos

2 2 2 2
12v = wy = will™ + llwp = will™ = 2([v = will” + v = wyll%).

Como A es convexo, %(wn + wy,) € Ay por tanto

2
2 2 2
wn = wall™ = 2([v = wall” + [Iv = wp|l7) — 4

1
V= E(Wn + W)

< 2(lv = wall?> + v = wll?) = 4 - dist(v, A)>. (14.4)

Se sigue de esta desigualdad que {w, },en s una sucesion de Cauchy en E. Como este
espacio es completo, existe w’ € E tal que w, — w’ y como A es cerrado deducimos
que w’ € A. Por tanto,
v =wll= Hm [v-wyl=a
n—+oo

como se requeria. Para demostrar la unicidad, si w’,u € A son tales que |[v — w'|| =
v —ull = @, se sigue de la desigualdad (14.4) aplicada a w, = w' y w,, = u que
[lw —ul| <0, es decir, w = u. O
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La proposicién anterior es valida para el espacio euclideo (R, ]|-1l2). En este caso
es claro que si A es cerrado pero no convexo, el punto w’ no tiene por qué ser tnico.
Considere por ejemplo v = (0,0) y A = {(x,y) € R? : x> +y? = 1}. Aqui dist(v,A) = 1
se alcanza en todo punto de A.

Ejercicios
14.1.1 Si(E,{-,-)) es un espacio con producto interno, entonces

[lv+wl|-llv—-w| < ||v||2 + ||w||2, paratodov,w € E.

.....

.....

la aplicacion (A, B) = tr(AB") define un producto interno sobre R™".
14.1.3 Mostrar que (R, || - ||,) proviene de un producto interno si 'y solo si p = 2.

14.1.4 Sea E = Ca,b] el espacio de funciones continuas sobre dicho intervalo. Si

p=>1yfekE,defina
b 1/p
1Al = U If(t)l”dt] .

a

Demostrar que || - ||, es una norma y que proviene de un producto interno si y
solo si p = 2. En efecto,

b
(f.8)= J f(Dg(ndt,

define un producto interno sobre E. Indicacion: usar las mismas ideas que en
la demostracion de la desigualdad de Minkowski, Proposicion Para la se-
gunda parte, si [a,b] = [0, 1] tome f(¢) = % —-tyg = % —tsi0 <t < %,

gt)=t— % si%srﬁ 1, en (14.2).

14.1.5 (Desigualdad de Ptolomeo) En un espacio con producto interno (E,:,-)) es
valida la desigualdad

v =zl - lloe = wil < [lv = ull - llz = wil + |lv = wll - ||z = ull, u,v,w,z € E.

Interpretar geométricamente para el caso E = R2. Para demostrarla, hacerlo
primero en el caso dim E = 2, interpretando los vectores como nimeros com-
plejos. Para espacios de dimensién 3, reducir la desigualdad al caso planar ro-
tando z a 7’ sobre el plano que determina u, v, w de forma que ||lz—w|| = ||z’ —w/|,
llz—ull = Iz —ully [Iv =2l = |lv — zll, ver la Figura[I4.1] Finalmente deducir
el caso general del caso tridimensional. Estos argumentos son tomados de [9].
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Figura 14.1: Rotar uno de los ejes para emplear el caso planar.

Nota 14.1.1. Schoenberg demostré en 1952 que todo espacio vectorial nor-
mado (E, || - ||) proviene de un producto interno si y solo si la desigualdad de
Ptolomeo es vélida para todo u, v, w, z € E, ver [120].

14.2. Longitud de curvas y funciones de variacion acotada

El objetivo de este proyecto es introducir las nociones de curvas rectificables y de
funciones de variacién acotada. La idea intuitiva es intentar asociar una longitud finita
a una curva a través de aproximaciones poligonales. Estudiaremos las principales
propiedades de estos conceptos, incluidos el teorema de descomposiciéon de Jordan
que caracteriza ser de variacion acotada y férmulas para calcular la longitud cuando
la curva es suficientemente regular. Finalmente, se discutird el significado de # como
longitud de circunferencias en el espacio euclideo y sus variaciones en las p-normas.
Destacamos también la constante de la lemniscata desarrollada en el Ejercicio|14.2.

Definicién 14.2. Una curva y : [a,b] — RY es rectificable si existe una constante
M > 0 tal que para toda particién P = {1y, t1,...,t,} de [a, b] se verifica que

vy, P) = ) Iyt =yt < M.
j=1

En otras palabras, esto equivale a que la variacion total de vy, definida por
V(y) = sup¥(y, P),
P

sea un valor finito. Note que este supremo se toma sobre todas las particiones P de
[a, b]. Cuando queramos hacer explicito el intervalo escribiremos V(y) = Vi p51(y).
Geométricamente la cantidad v(y, P) mide la longitud de la aproximacién poligonal
de y formada por los segmentos de recta de y(¢;) a y(t;-1), ver Figura[14.2] Por tanto,
en caso de ser finita, V(y) se puede interpretar como la longitud de vy.
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En el caso de dimensién uno (d = 1), una curva es una funcién f : [a,b] — R.
En este caso, si V(f) es finito se suele decir también que f es de variacion acotada.
Denotaremos al espacio de tales funciones por BV[a, b].

Figura 14.2: Aproximacién poligonal de una curva.

Ser rectificable es una propiedad que se puede comprobar componente a compo-
nente. Mds precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 14.4. Una curvay = (fi,..., f1) : [a,b] — R? es rectificable si'y solo
Sif],. .. ,fd € BV[a,b].

Demostracion. Siy esrectificable, como |fi (/)= fi(tj-1)I < [ly(t)=y(tj-1)ll2, se sigue
que v(fx, P) < v(y,P) y asi V(fy) < V(y), paratodo k = 1,...,d. Reciprocamente,
suponga que cada f; es de variacién acotada. Como ||x|> < ||x||; para todo x € R4
(Ejercicio[8.6.1]o comprobacién directa), se sigue que

d d
vy, P) < ) W(fu P, yasi V)< V().
k=1 k=1
Por tanto, vy es rectificable. O

Ejemplo 14.2.1. Si y : [a.b] — R? es rectificable, aplicando la definicién con la
particién P = {a, b} vemos que

V(y) 2 lly(b) = y(@ll.

Esto permite deducir que un segmento de recta en R? es la curva con longitud minima
que une a dos puntos.
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Ejemplo 14.2.2. Toda funcién f : [a,b] — R de variacién acotada es acotada en
[a,b]. Sia < x < b, note que

lfI < If(@] +1f(x) = fla)l < [f(@)] +1f(x) = f(@)| +1f(D) = f(X)].

Comparando la variacién total de f con su variacién respecto a la particién P =
{a, x, b}, concluimos que

lfOl < 1f (@] + V().

De la misma forma, si y : [a,b] — R? es rectificable, entonces [ly(H)ll» permanece
acotado, porque cada componente es acotada. Por otra parte, si V[, 5)(y) = 0, entonces
v :la,b] — R4 es constante. En efecto,

0 < ly(x) = y(@ll2 + ly(B) = ¥y(Oll2 < Vigp(¥)s
de donde se sigue que y(a) = y(x) = y(b), para todo x € [a, b].

Ejemplo 14.2.3. Siuna funcioén f : [a, b)] — R es monétona, entonces es de variacion
acotada. En efecto, suponga que f es mondtona creciente. Entonces para cualquier
particioén P de [a, b] tenemos que

v(f,P) = Zf(tj)—f(tj—l) = f0) - fla), yasiV(f) = f(b) - f(a)
=1

Si f fuese mondtona decreciente, entonces V(f) = f(a) — f(b). En cualquier caso,

vemos que V(f) = |f(b) - f(a)l.

Ejemplo 14.24. Si f : [a,b] — R es continua y es diferenciable en (a, b) de forma
que f” es acotada alli, digamos |f’(¢)| < M, sit € (a,b), entonces f € BV[a, b]. En
efecto, por el Teorema del valor medio, Corolario[7.1}, podemos escribir

V(£ P) = D IF (I = 1) < MDY (1= tj1) = M(b - @),
J=1 J=1

para ciertos s; € (¢;-1,1;). De esta forma concluimos que V(f) < M(b - a).

Esta misma situacién es valida para curvas y : [a,b] — R? cuya derivada sea
acotada. Podemos repetir el argumento, pero esta vez empleando la desigualdad de
valor medio para curvas, Proposicion

Ejemplo 14.2.5. Un ejemplo de curva no rectificable es la grafica de la funcién f del
Ejemplo|[7.1.2] Mds precisamente, la curva y : [0, 1] — R dada por

¥(0) = (0,0), () = (t,tsin(1/), 0 <t < 1.

Por la Proposicién basta argumentar por qué f no es de variacién acotada
en [0, 7%]. Para ello considere la particion P, = {0,,,%,-1,...,11,%}, donde #; =
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1/(% + jr). Como f(t)) = t;sin(t)) = (~1)/t; y |£(t)) = f(tj-1)] = t; + t;-1 vemos
que

n n
1 2 1
V(f,Py) =ty +(ty+t—)+- -+ +1g) =19+ 2 — > 1)+ — _—
;g+]ﬂ' n;]+l

Sin — 400 vemos que v(f, P,) — +oo, dada la divergencia de la serie arménica
Z;‘;l 1/j. Note que la curvay es continua en su dominio, pero no es diferenciable para
t = 0. Por otra parte, la restriccién |42/ i es rectificable para todo 0 < a < 2/n
dado que alli es continuamente diferenciable.

Presentamos ahora algunas propiedades sobre la variacion total, que reflejan su
similitud con propiedades de la integral de Riemann.

Proposicién 14.5. Considere una curva y : [a,b] — R? rectificable. Las siguientes
propiedades son vdlidas:

1. Ylea @ lc,d] = RY es rectificable, para todo intervalo [c,d] C [a, b].
2. Sic €[a,b], entonces Vigc1(y) + Vieps1(¥) = Vign(y).

3. La funcion Vi, (y) : la,b] — R es mondtona creciente. Ademds, en dimension
uno, siy = f, entonces f — Vi,.1(f) es monotona creciente.

Demostracion. (1) Si Q es una particién de [c,d], P = Q U {a, b} es una particiéon de
[a, b]. Como v(y, P) = v(y, Q) + |ly(c) — ¥(a)ll2 + [ly(b) — ¥(d)ll2, se sigue que

VieaVliean) < Vian(y) = Iy(©) = y(@ll2 = ly(b) = y(d)ll2

y por tanto la restriccién de la curva es rectificable.

(2) Si Py y P son particiones de [a, c] y [c, b], respectivamente, entonces Py U P,
es una particion de [a, b] y v(¥liacl> P1) + V(Vlic1s P2) = v(y, P1 U P3) < Vigp(y).
Tomando supremos se sigue que

Via,cl®) + Vien () £ Vien ().

Para la desigualdad restante, note que si P es una particién de [a, b], entonces P’ =
P U {c} es otra particién de [a, b] que se puede escribir como la unién P; U P;, donde
Py y P; son particiones de [a, c] y [c, b], respectivamente. Como

v(y, P) < v(y, P") = v(¥liaels P1) + v¥lic1s P2) < Viael(¥) + Viewn (¥),

tomando el supremo sobre P se sigue el resultado.

(3) Finalmente, si x < y, entonces Viay1(¥) = Vig(¥) + Viey1(¥) = Ve ),
porque la variacién total de una curva es un nimero mayor o igual a cero. Para el caso
de dimension uno, si v(x) = f(x)—V{a,q(f), como f(y)—f(x) < [f()—f (O] < Vi (f)

obtenemos que
v(y) = v(x) = Vi (f) = (fO) = f(x) 2 0,

como S€ requerl’a. O
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Para el caso de una variable obtenemos asi la siguiente caracterizacion.

Teorema 14.1 (Jordan). f € BV[a,b] si y solo si f = u —v, donde u,v : [a,b] - R
son dos funciones mondtonas crecientes.

Demostracion. Si f € BV]a,b], gracias a la proposicién anterior podemos tomar

u(t) = Vign(f) y v(#) = f(#) — u(r). El reciproco se sigue del Ejemplo[14.2.3]y del
Ejercicio(14.2.2 m|

En general, si y : [a, b] — R? es rectificable, la funcién

sy(t) = V[a,l] )

mide la longitud de curva de y y se conoce como la longitud de arco de y. Parat = a
se define s,(a) = 0. Por la Proposicion[14.5|3), esta funcién es mondtona creciente. Si
la curva es continua, entonces esta funcién de longitud también resulta ser continua.

Proposicién 14.6. Si y : [a,b] — RY es continua, entonces la funcion longitud de
arco s, : [a,b] — R es continua.

Demostracion. Por el Teorema sy(c*) y s,(c7) existen para todo ¢ € [a, b]. Vea-
mos que lim,_+ sy(c) = s,(c™). Dado € > 0, por continuidad de la curva, existe
0 > 0 tal que si [t — c| < 9, entonces ||y(t) — y(c)ll» < €/2. Ahora, por la definicion de
Viep1(y), existe una particién P = {c, 11, ...,t, = b} de [c, b] tal que

€
View1(y) = 5 S V(Yliep1> P).

Si tomamos una particién mds fina P’ 2 P, entonces Vi p)(¥) — 5 < V(¥licp), P’). Por
tanto, podemos suponer que 0 < #; — ¢ < d. De esta forma obtenemos que

€ €
Vies1(y) — 5= lly(t1) = y(©ll2 + Vi1 (¥) < R Vi o)(¥)-
Finalmente, concluimos que si 0 < #; — ¢ < 9, entonces

0 < s5,(t1) = 59(0) = Vie( ) = View1 1) = Vi (¥) <6,

como se requeria. Para demostrar la validez del limite por izquierda, basta aplicar el
mismo argumento sobre la curva y|j, ;. Los limites en los extremos del intervalo se
demuestran de la misma forma. m]

Para el caso de curvas con derivada continua podemos calcular su longitud a
través de la siguiente férmula.

Proposicién 14.7. Cada curvay : [a,b] — RY de clase C" es rectificable y

b

V(y) = J Iy’ ®ll2dt.

a
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Demostracion. La curva es rectificable gracias al Ejemplo [14.2.4]y la integral dada
es finita porque ¥’ es una funcidn continua. Para comenzar, note que dada cualquier
particién P = {1y, t1,...,1,} de [a, b], se verifica que

n

vy, P) = Z

J=1

n

j b
SZJ Wmmm5MWWWL

2 j=1 tj-1 a

ijmm

J-1

y por tanto V(y) < fi’ Iy’ (®ll2dt. Para la primera igualdad hemos utilizado el Teo-
rema Fundamental del Calculo en cada componente de vy, mientras que la segunda
desigualdad se sigue del Ejercicio|8.6.7

Ahora, dado € > 0, como vy’ es continua en [a, b] y por tanto uniformemente
continua por la compacidad del intervalo, existe § > 0 tal que si |t — s| < 6, entonces
Y @) =y (92 < € = €/2(b—a). Si P es una particién como antes tal que ||P|| < 5y
1 € [tj-1,17] vemos que [y Dll2 < [ (t))]l2 + €. Por tanto,

Jj ||7"(f)||2 dt < (tj = ti- DIy @Il + € = tj-1)

tj-1

Al sumar sobre j = 1,...,n concluimos que

lj
J Y () =y (t) =y (1) dt

fj-1

+ E/(tj — tj_l)
2

IA

fymm

lj_l

+2€'(tj — tjo1) = |[y(tp) — y(tj-n)||, + 26t — i),

2

b
J Y ®lladt < v(y,P) +2€'(b—a) < V(y) + e

a

Como € > 0 fue arbitrario, se sigue que fZ Iy’ ($)ll2ds < V(y) como se queria demos-
trar. O

Enel casoen que y : [a,b] — R< sea de clase C' a trozos, es decir, que lo sea
salvo un nimero finito de puntos del intervalo de definicidn, su funcién longitud de
curva se puede calcular como

$y(1) = J 1Y ($)ll2ds.

a

En este caso, s, es diferenciable, s,(a) = 0y s’y(t) = |ly’(?)]|p. Otra ventaja de esta
férmula es que permite demostrar que la longitud total es invariante si cambiamos la
parametrizacién de la curva. Mds precisamente, si [ : [c,d] — [a, b] es una funcién
biyectiva, de clase C! y estrictamente creciente, entonces o : [c¢,d] — RY, o(1) =
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v(l(1)) define otra curva con el mismo trazo que y. Como o”’(7) = I'(7) - Y'(I(1)) y
(1) > 0, vemos que

d d b
V(o) = J llo’ (7)ll2dr = J Iy’ U@l (1)dT = J Iy ll2dt = V(y),

C C a

aplicando el cambio de variable ¢ = I(1).

Ejemplo 14.2.6. Un ejemplo familiar de Calculo es encontrar la longitud del grafico
de una funcién f : [a,b] — R de clase C'. En este caso, tal grifica se parametriza
por y(¢) = (t, f()) y por tanto su longitud total estd dada por

b
J A1+ f(0)2dt.

a

Para curvas r = g(6) en coordenadas polares, con 6y < 6 < 6; es decir, parametrizadas
como y(0) = (g(6) cos(6), g(0) sin(#)), la proposicién anterior indica que su longitud

estd dada por
01
| e+ voran

)
Ejemplo 14.2.7. Considere la curva C(t) = (xg + rcos(?),yo + rsin(¢)), t € [0, 2x]
que parametriza un circulo con centro en (xo, yo) € R? y radio » > 0. Su longitud de
curva esta dada por

t t
85y(1) = J Iy (s)ll2ds = J rds = rt.
0 0

Por supuesto, si admitimos ¢ > 27 la férmula es vélida, solo que y se enrollard mas
de una vez sobre si misma. En particular, este ejemplo muestra que 7 corresponde al

cociente
3 V(C)

-2
de la longitud de un circulo sobre su didmetro. Para el caso del circulo unitario, otra
posible expresion es y(x) = (x, V1 — x2), con 0 < x < 1, que parametriza el arco en
el semiplano superior. En este caso

Sy(x) = J

0 VI —x

X

= arcsin(x),

cuya inversa es la funcidn seno. Algunas propiedades de esta funcion se discutieron
en el Ejercicio En particular, s,(1) = 7/2 como se esperaba.

El lector atento notard que el desarrollo de este proyecto se ha hecho con la métri-
ca euclidea, pero que todas las definiciones y demostraciones son validas para cual-
quier otra norma || - || sobre R?. En efecto, solo se ha empleado el hecho que || - [}
es una norma. Por tanto, tiene sentido hablar de . en otros contextos. Finalizamos
asi con el siguiente ejemplo sobre 7 para las p-normas. Los argumentos requerirdn
algunas propiedades de las funciones Gamma (I'(x)), Beta (B(x, y)) y digamma (y/(x))
dadas en el Proyecto[13.3]
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Ejemplo 14.2.8 (7 en el espacio R, - »))- [3] Consideremos R? con la p-norma,
p > 1. En este caso podemos definir 7, como el cociente entre la longitud de la
curva |x|? + |y’ = rP y su didmetro d,. Es inmediato comprobar que d, = ||(r,0) —
(=r,0)l[, = 2r. Por otra parte, podemos parametrizar la curva en el primer cuadrante
como Cp(u) = (ru'’?, r(1 — uw)!/P), con u € [0, 1], cuya longitud viene dada por

1 1
J IC" (w)ll ,du = LJ WP+ -wP)rqu.
0 P Jo

De esta manera obtenemos el valor

1
_ V(CP) _ i . 4'_rJ (ul—p + (1 _ u)l—p)l/pdu

7t 2r 2r p Jo
2 Jl WP~ + (1 —wyp~Hlr
= — p du
PJo (1 —u) 7

Es fécil ver que m; = 4 y mp = n. Para este segundo caso, una parametrizacién equi-
valente es (7| cos(r)|!/?P), r| sin(£)|'/?P), con ¢ € [0,7/2] que coincide con el célculo
del ejemplo anterior. Para el caso p = +o0 la curva es un cuadrado de longitud 4(2r)
y didmetro d, = 2r, de donde 7, = 4. Otros valores se pueden aproximar numérica-
mente, por ejemplo

T2~ 3.572, T8~ 3.155, Tp25 =~ 3.155, 3 X 3.259, T~ 3.757.

Aunque en general no podemos determinar el valor exacto de 7, si es posible
demostrar que 7, € [,4] y que esta funcion se minimiza exactamente cuando p = 2.
Para ello consideramos la constante auxiliar

1 ,2(p-D/p — )2=Dip 1
1, = EJ u +d-w du = fJ WPDIP (1 iy 0DIp gy,
p-1 )

Plo @ -uy bl

obtenida al reemplazar el numerador del integrando en 7, por u??~D/P+(1—u)?P=D/p,
Aplicando el Ejemplo|12.1.4/cona = p—1y v = u/(1 — u) obtenemos la desigualdad

2P (1= 2P < @b e (1w HYP 0<u<]

y por tanto II, < 7. La ventaja de II,, es que se puede evaluar explicitamente a través
de la funcién Beta B(x, y) estudiada en el Proyecto[I3.3] Empleando el Teorema[I3.11]
y la ecuacién funcional de la funcién Gama, obtenemos el valor

1 1):4r(2‘%)r(%)

p'p r'2)

m, = —B(2 d

g ( p

:4F(1 +l)r(2—l).
P P
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En particular, tenemos los valores IT; = 4T(2)['(1) = 4,11, = 4T'(3/2)> =y
My = lim T1, = 4T(D)I2) = 4,
p—+co

dada la continuidad de I'.
Para comprobar que II, alcanza un minimo en p = 2 calculamos su derivada
empleando la funcién y(x) = I'"(x)/T'(x) para escribir

-2l g

el g2l

D
Como I'(x) > 0y y(x) es estrictamente creciente para x > 0, Ejemplo sill, =0
debemos tener que 2—1/p = 1+1/p, es decir p = 2. Por las mismas razones, I}, < 0
si p<2yll,>0sip>2. Estodemuestra que II, es minimo cuando p = 2.
Finalmente, como II, < &, para todo p > 1y ademds estos valores coinciden
cuando p = 1,2y +oo, que p = 2 sea el minimo para IT,, implica también que lo sea
para 7.

IT, =

Nota 14.2.1. [135]] Si || -|| es una norma en R? con disco unitario K = {x € R? : ||x|| <
1} (cerrado, convexo y simétrico respecto al origen), S. Gotab demostr6 en 1932 que
el valor )| siempre satisface

3< <4

De hecho, 7y = 3 si y solo si K es un hexdgono regular afin (la imagen de un
hexdgono regular bajo una transformacién afin) y . = 4 si y solo si K es un parale-
logramo. Ademés, cualquier valor entre 3 y 4 se alcanza por alguna norma. El lector
puede consultar el articulo [47] para un caso particular de este resultado y el libro
[131]] para el caso general.

Como ejemplo explicito de la dltima afirmacién, considere la norma || - ||g, in-
ducida por K; en la Figura [2.3| del Ejercicio [2.3.10] Ella satisface que g, = 3 + 1,
0 <t < 1. En efecto, su didmetro es 2 y al ser su frontera poligonal, la longitud de la
misma es la suma de sus lados. As{

1
K =5 (2II(1,0) - (@ Dllx, +2ll(z, 1) = (=1, Dllg, + 2|I(=1, 1) - (—I,O)IIK,)

= [I(1 =2, =Dllg, + (z + DII(L, 0)l|x, + 110, Dllx,
=1+@+1)-1+1=3+1t

La penultima igualdad se debe a que (1,0), (1 —¢#,—1) y (0, 1) tienen norma uno por
estar en la frontera de K;.

Ejercicios

14.2.1 Determinar si las siguientes funciones y curvas son de variacién acotada en
[0, 1]:
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a) f(x) = x*sin(1/x), f(0) =0, d) y(t) = lim ,(7), donde y,(1)

b) g(x) = x> cos(1/x%), g(0) = 0, es como en la Figura [14.3] Ca-
da segmento de 7y, tiene longitud

¢) (x,sin(sin(1/x))), .

Y1 Y2 V3
¥
: /\_ _/\j %_ lﬂmg IS A

14.2.2

14.2.3

1424

Figura 14.3: La curva de Koch es el limite y.

Nota 14.2.2. Es posible demostrar que una funcién continua y de variacion
acotada sobre [a, b] es diferenciable en todo el intervalo salvo por un conjunto
de medida cero (Definicién[8.6). La curva de Hilbert, Ejemplo[9.6.2]y la curva
de Koch [134]] son continuas pero no son diferenciables en ningtin punto. Por
tanto, no pueden ser rectificables. Para més informacién consultar [[129]].

Sean f,g € BV[a,b] y A € R. Demostrar que 4 - f, f + gy f - g son elementos
de BV|a, b], comprobando que

V) = 1AV, V(f+8) < V(H+V(&), V(f-8) < llglliat1 V() +I a1 V(8-

Por tanto, BV[a, b] es un espacio vectorial. Adema4s, la funcién

|l 1lv : BV[a,b] — R, Lf 1l == 1 llasy + VD,
define una norma sobre BV|a, b].

Sea f : [a,b] — R de variacién acotada. Demostrar que si Vi, ,(f) es continua
en xyp € [a, b], también lo es f en dicho punto. Mostrar ademds que el Teorema
14.1] se verifica para funciones continuas, tomando # y v mondtonas crecientes
y continuas.

Fije a > 0y b < 0. La espiral logaritmica es la curva o : [0, +o0) — R?
definida como

o (1) = (ae” cos(r), ae” sin(r)).

Esbozar la gréifica de esta curva y calcular la longitud de arco s, (f). Mostrar
que lim,_,, s(¢) es finito. En este sentido, esta curva con dominio de longitud
infinita tiene longitud finita.
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14.2.5 (La constante de la lemniscata) Una lemniscata es el lugar geométrico de pun-
tos (x,y) € R? tales que el producto de sus distancias r; y r, a dos puntos fijos
es una constante ¢2, ver Figura Su nombre proviene del griego y significa
“adornado con lazos”.

a)

b)

c)

Suponga que los puntos fijados son (—a, 0) y (a,0). Si 7> = x>+y?, mostrar
que la ecuacién riry = c? toma la forma r* + 2a2r% + a* — 4a*x* = 2.
Normalizando las constantes de forma que ¢ = a y 24> = 1 concluir que
(x,y) satisface

232 =+ 4, 29* =12 -4,

La forma de la ecuacién implicita es (x> +y?)? = x> —y? y en coordenadas

polares r* = cos(26).

lemniscata en el primer cuadrante esta dada por el valor

Parametrizando por 0 < r < 1, mostrar que la longitud de arco de la

w
2 =

Jl dr  NA(p) T3
0o Vi—A  ATG)  4V2r

Indicacion: recuerde los Ejercicios[13.3.5]b) y[13.3.6
Emplear la sustitucién » = sin(¢) y el Ejercicio [8.7.10| para comprobar

que
/2
o ZJ do n

0 Ji+sn@? M1 V2)

se expresa en términos de la media aritmético-geométrica entre 1y V2.

Figura 14.4: La construccién de la lemniscata.
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Nota 14.2.3. Dada la simetria de la lemniscata respecto a los ejes coordenados,
w mide la longitud de una de sus hojas. Por tanto, este valor es a la lemniscata
lo que es m al circulo. Su valor es aproximadamente

w =~ 2.62205755429.

Para mas de sus propiedades y cdlculo numérico, ver [132]. Su analogia con
m va més alld e incluso se pueden determinar los puntos sobre la lemniscata
que son construibles con regla y compads, ver [110]. Finalmente, el estudio de
la funcién inversa de longitud de arco de la lemniscata, en analogia con el
caso del circulo en el Ejemplo fue uno de los inicios de la teorfa de las
funciones elipticas. Para mds informacidn el lector puede consultar [[124].

14.2.6 [47] Demostrar que 7, = m, si p,g > 1y 117 + é = 1. Indicacién: aplicar la

sustituciéon ¥ = 1 — x” y la simetria del circulo unitario en R4l ») para

escribir
a, P p-1
7, = 4J 1 +( ol )
0 1 — xP

Luego integre por partes para poner 7, = 4(1 — I,,), donde

1/p
dx, cona,= 124,

a, o Y7 -
I,=(p-1 l+|{—— ——dx
=), (1—xﬂ) -y
-1
Finalmente compruebe que la férmula (lf';,, = lf—qu constituye una susti-

tucion valida que establece la igualdad 7, = I,. Otra demostracion posible se
puede consultar en [[73]].

14.3. El Teorema de Stone-Weierstrass

El objetivo de este proyecto es presentar la extension dada por M. H. Stone (1903-
1989) del Teorema de aproximacién de Weierstrass Este resultado trata sobre
condiciones necesarias y suficientes para que un dlgebra de funciones definidas sobre
un espacio compacto (X, d) sea densa en el espacio de funciones continuas C%(X).
Incluimos también el caso de funciones a valor complejo. Como ejemplo principal
explicamos brevemente a los polinomios en varias variables y a los polinomios trigo-
nométricos tanto reales como complejos.

Considere un conjunto Y # @y el espacio de funciones acotadas (Cp(Y), || - |ly),
como se introdujo en la Seccion 9.1} Como este espacio es cerrado bajo sumas, pro-
ductos y productos por escalar nos podemos referir a él como un dlgebra. Mdas con-
cretamente tenemos la siguiente definicion.
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Definicion 14.3. Una familia A C C,(Y) se dice un dlgebra si es cerrada bajo sumas,
productos y productos por escalar, es decir, f + g, f - g, af € Aparatodo f,g e Ay
a € R. Se dice ademds que A es uniformemente cerrada si este conjunto es cerrado
en Cp(Y). En otras palabras, si {f,;}neny € Ay f, — f unif. en Y, entonces f € A.

Ejemplo 14.3.1. El conjunto de polinomios R[x]4 5] s un dlgebra de Cy[a, b] porque
es cerrado bajo las operaciones requeridas. Note que basta con las funciones 1(x) =
1 y id(x) = x para generar a través de sumas, productos y productos por escalar
cualquier elemento de R[x][4,5].

Ejemplo 14.3.2. La clausura A de un dlgebra A C Cp(Y) es de nuevo un élgebra.
En efecto, si f,g € A es porque existen sucesiones f;,g, € A tales que f, — [y
gn — g unif. en Y, cuando n — +co. Es inmediato comprobar que f,, + g, = f+ gy
af, — af unif. en Y, con a € R. Para el producto, escribiendo

fugn = f&lly < fn = fllylgnlly + llgn = glivllflly,

podemos aplicar el mismo argumento que en la Proposicion4.2](3) para concluir que
fn&n — fg unif. en Y. Note que aqui se emplea que las funciones involucradas son
acotadas.

Nos centramos ahora en el caso de espacios métricos (X, d) compactos y de dlge-
bras de funciones continuas A € C°(X) C Cu(X). Note que en particular COo%X) es
un 4dlgebra uniformemente cerrada de C,(X) gracias al Corolario La pregunta
que pretendemos responder es bajo qué condiciones, dada A C CO(X) es vélido que
A =COX).

Nota 14.3.1. Si xg € X y A es una familia de funciones tales que f(xg) = 0, para
todo f € A, lo mismo serd valido para todo f € A. En efecto, si f = limy—ie0 fr
unif. en X, y f, € A, entonces f(xg) = lim, 1 fr(x9) = 0. Por tanto, las funciones
constantes (no nulas) no pueden ser parte de A.

De la misma forma, si xg, x; € X son dos puntos distintos y A es una familia de
funciones tales que f(xg) = f(x1), para todo f € A, lo mismo es valido para todo
elemento de A. Pero sobre un espacio métrico la funcién F(x) = d(x, xp) satisface
que F(x1) # 0 = F(xp). Por tanto, F € Cc'(x) \ A. Incluso podemos trabajar con
funciones acotadas considerando

_d(x, x0)
Fe = 1+ d(x, xp)

que satisface las mismas propiedades de antes. En conclusion, si requerimos que A =
C%(X), este par de condiciones no se pueden dar. Para referirnos a ellas introducimos
la siguiente definicion.

Definicion 14.4. Una familia de funciones 8B definidas sobre un conjunto X se dice
que separa puntos de X si para cada xg,x; € X, xo # x|, existe f € B tal que
f(xg) # f(x1). Si la familia de funciones tiene valores reales, decimos también que B
no se anula en ningtin punto de X si para cada xg € X, existe f € B tal que f(xg) # 0.
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Lema 14.1. Sea A un dlgebra de Cp(Y) que separa puntos de Y y no se anula en
ningtin punto de Y. Considere xp,x1 € Y, xo # x1 ¥ @, 8 € R. Entonces existe f € A
tal que

fxo) =a, flx1) =5 (14.5)

Demostracion. Por hipdtesis existen g, h, k € A tales que g(xp) # g(x1), h(xp) # 0y
k(x1) # 0. Si ponemos u = (g — g(x0))k y v = (g — g(x1))h, estos son elementos de A
tales que

u(xg) =v(x1) =0, ulx))#0, v(xg) #0.

Entonces la funcién

v(x) u(x)
x) =« +
T = Puc
es un elemento de A que satisface (14.5)). i

Nota 14.3.2. Si R C A, es decir, si A contiene a las funciones constantes se verifica
inmediatamente que A no se anula en ningtin punto de Y. En este caso, si A separa
puntos de Y, el lema anterior se verifica directamente usando g € A tal que g(xg) #
g(x1) y la funcién

g(x) — g(x1)

g(x0) — g(x1)

Las ideas subyacentes en el teorema de Stone son dos. Primero, interpolar la
funcién dada en puntos adecuados, que se logra gracias al lema anterior. Segundo,
utilizar el maximo y el minimo entre funciones del dlgebra. Para ello se requiere
poder tomar el valor absoluto puesto que

f+eg-If-sl
—

J@) =g+ (@-p)

f+g+|f—gl.

max(f, g) = 5

min(f, g) =

La intuicién de emplear estas operaciones se basa en la geometria del caso real: una
funcion continua se puede aproximar por funciones lineales a trozos, Ejercicio[I4.3.1]
que a su vez de obtienen con maximos y minimos de funciones lineales. En el caso
general usaremos el siguiente lema.

Lema_ 14.2. Sea (X,d) compacto y A C CO(X) un dlgebra. Si f_ € A, entonces
|f] € A. En particular, si f, g € A, entonces max{f, g}, min{f, g} € A

Demostracion. Como f es continua sobre un compacto, a = ||f|[x es finito. Por
el Teorema de aproximacién de Weierstrass [9.7| existe una sucesién de polinomios
{Pnlnen tales que p, — |x|, unif. en [—a,a] si n — +co. Como A es un algebra,
pu(f) € A. Se sigue que p,(f) — |f] unif. en X y por tanto |f] € A. La dltima
afirmacion se sigue de las férmulas del parrafo anterior. O

Notamos que la sucesion de polinomios {p, },en anterior se puede construir explici-
tamente como se indica en el Ejercicio[9.1.9]
Con estos preliminares estamos en posicion de demostrar el resultado principal.
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Teorema 14.2 (Stone-Weierstrass). Sea (X,d) un espacio métrico compacto y A C
C%(X) un dlgebra. Entonces A = C%(X) si y solo si A separa puntos y no se anula
en ningtin punto de X.

Demostracion. Unaimplicacién ya fue mostrada en la Nota[14.3.1] Para el reciproco,
sea f € CO%X)y € > 0. Gracias al Lema |14.1] para cada par de puntos distintos

x,y € X existe g,, € A tal que g,y (x) = f(x)y gxy(y) = f(y). Note que por
continuidad, para cada x € X, el conjunto

Uy={z€X:8:,(2) < f@) + € = (gey — ) (-0, €)

es un abierto de X que contiene a y. Como X es compacto, existen yy,...,y, € X tales
que X = U?:l Uy,. Si definimos

hy =min{gyy,..., &y}

el Lema implica que h, € A. Ademis he(x) = f(x) y h(2) < f(2) + €, para
z € X. De nuevo por continuidad, el conjunto

Vi={zeX: f@) —€<hu@}=(f—h) (-0, €)

es un abierto de X que contiene a x. Por compacidad existen x1, ..., x, € X tales que
X = U']’.’zl V. Por tanto la funcién
F =miéx{hy,,....h, } €A

y ademas satisface que f(z);e < F(z) < f(z)+€, paratodo z € X, es decir || f— F||x <
€. Esto demuestra que f € A como se requeria. O

Ejemplo 14.3.3 (Funciones polinomiales). El Teorema de aproximacion de Weiers-
trass es una caso particular del teorema anterior porque R[x] separa puntos y no se
anula en ningin punto de R. Ejemplos de dlgebras polinomiales que no satisfacen
las condiciones del Teorema de Stone son los polinomios pares {p € R[x] : p(x) =
p(—x)} que no separa los puntos xg y —xp, para xo € R \ {0}. También, el dlgebra
{(x = x0)p(x) : p € R[x]} de Ca, b] que se anula en el punto prefijado xg € [a, b].

Para funciones continuas de varias variables reales el resultado de Weierstrass
sigue siendo vélido. Considere el dlgebra de polinomios en d variables R[x], x =
(x1,...,xq). Esta dlgebra separa puntos porque dado a = (ay,...,ay) € R, el poli-
nomio

d
p(x) =

(xj—a;)°

j=1
satisface que p(x) = 0 si y solo si x = a. Por tanto, si b # a, entonces p(b) >
0 = p(a). Ademads no se anula en ningtin punto porque R[x] contiene a las funciones
constantes. El Teorema de Stone demuestra entonces que cualquier funcién continua
f: K CRY — R definida sobre un compacto se puede aproximar uniformemente en
K por polinomios.
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Para el caso de funciones continuas con valores en C, es posible extender el Teo-
rema de Stone requiriendo la condicidn extra de que el dlgebra sea cerrada bajo con-
jugacion. Por supuesto, que A C C°(X, C) sea un 4lgebra significa que sea cerrada
bajo sumas, productos y producto por escalares en C. En este caso decimos que A es
autoadjunta si f € A, siempre que f € A.

Teorema 14.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y A C C%(X, C) un dlgebra
autoadjunta. Entonces A = C*(X,C) si y solo si A separa puntos y no se anula en
ningtin punto de X.

Demostracién. Denotemos por Ax = A N CO(X,C) al conjunto de funciones en A
con valores en R. En general, si f € A, como A es autoadjunta se sigue que

+f +f
I cm =121

2 2i
Las hipotesis sobre A implican que Ag también separa puntos de X y no se anula en
ningun punto alli. Por ejemplo, si xo € X,y f = u+iv € Aes tal que f(xp) # O es
porque u(xp) # 0 0 v(xg) # 0. Por el Teorema de Stone, Ar es densa en C°(X). Por
tanto, dado f = u +iv € C%(X, C) existen sucesiones u,, v, € Ag tales que u, — u

y v, — v unif. en X. Como f, = u, + iv, € A, se sigue que f, — f unif. en X. En
conclusién, A es densa en CO(X, C). O

Re(f) =

€ Ag.

Ejemplo 14.3.4. Para cada compacto K C C, una funcién continua f : K — C se
puede aproximar uniformemente alli por polinomios en z y z. Es decir,

N
Clz,z] := Z anm?'7" N € N,ay,, € C

n,m=0

es denso en CO(K,C). Note que esta dlgebra separa puntos porque dado zy € C,
p(2) = (z—20)@ - 20) = |z — 20* € C[z, 7] satisface que p(z) > 0 = p(z0) si 21 # 2.

Ejemplo 14.3.5 (Polinomios trigonométricos). Consideremos el espacio de funcio-
nes continuas y periodicas de periodo 2rn

Cgﬂ(R, C):={f :R — C: f escontinua y periédica de periodo 27x}.
Podemos identificar este espacio con el conjunto
{f :10,2n] —» C: fescontinuay f(0) = f(2m)}.

De esta manera Cgﬂ(R, C) forma un 4lgebra de C’O([O, 2n],C). Ademés, por perio-
dicidad la norma satisface que ||flljo.2n] = Supger |f(6)]. Por otra parte, una funcién
f e Cgﬂ(R, C) se corresponde con una funcion continua F : S — C através de la
férmula F(e”) = f(6). En efecto, la aplicacién

D:C%SH - CS (R),  DF)O = F(e
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es una biyeccidn que preserva las operaciones y la convergencia uniforme. Para esto
ultimo observe que

IP(F)lljo2 = sup |F(e")| = sup |F(2)| = ||Flls1.
0€[0,2r] zeS'!

Consideremos ahora el espacio de polinomios trigonométricos definido por

Pyr=1{ > ane™ €Cy,R,C):NeN,a,eC
n=—N

Sip(@) = YN ane™ € P, entonces p(6) = P(e"), donde P(z) = ap + Y, (a2 +
a_,7") € C[z,z], dado que z7 = 7 Vsi|z] = 1. La versién periddica del Teorema de
aproximacion de Weierstrass afirma que:

P;, es denso en Cgﬂ(R, O).

Esto se sigue del ejemplo anterior aplicado al circulo unitario, es decir K = S ': dada
f e Cgﬂ(R, C), si f = O(F), existe una sucesion p, € C[z,z] tal que p, — F unif.
en S!. Por tanto, las funciones gn(0) = pu(e?) € P,, satisfacen que g, — f unif. en
[0, 27].

Finalmente, si restringimos a funciones periddicas de valor real, obtenemos los
polinomios trigonométricos reales

N
Pyp ={ao+ ) cycos(nd) + dy sin(nd) € C3, (R) : N € N, a, € RY.

n=1

La demostracion del Teorema muestra que Py.r es denso en Cgﬂ(R). El estudio
detallado de como aproximar funciones periddicas a través de este tipo de polinomios
hace parte de un curso de Andlisis de Fourier, ver por ejemplo [128]].

Ejercicios

14.3.1 (Aproximacién por funciones lineales a trozos) Un spline lineal es una fun-
cién s : [a,b] — R continua y lineal a trozos. El objetivo de este ejercicio es
demostrar que toda funcién continua f : [a,b] — R se puede aproximar uni-
formemente por spline lineales. La idea geométrica es aproximar la grafica de
f por segmentos de recta que interpolen sus valores.

a) Para 6 > 0 considere el mddulo de continuidad de f definido por

w(f,0):=  sup  |f() = [l

t,s€la,bl,|t—s|<6

Sié < &', entonces w(f,d) < w(f,d’). Ademads, como f es uniformemente
continua en [a, b], dado € > 0, existe ¢ > 0 tal que w(f,d) < €.
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b) Dada una particiéon P = {to,11,...,t,} de [a, b] considere el spline lineal
s p que interpola los puntos (¢, f(¢;)), j = 0,1, ..., n. Entonces

1

t t
J+
spp(t) = = :

-1
f@)+
j41 1

J
f@js), telttinl
Ry
¢) Mostrar que ||f — szpllap) < w(f,]|Pl)). En efecto, sobre el intervalo
[tj,tj+1] escriba

i1 —t -t
/ +

d )— s7.p(f)

et =i Ljw1 =1

(1) = spp(D = | f(D) (

fiv1 — r—1j

= GO~ F) T+ G0 = it

e 70 T ')w(f,mj):w(f,mj)

<

Liwd —1j  Ljs1 — 1

para concluir la desigualdad requerida. Utilizar estas afirmaciones para
demostrar el resultado principal.

14.3.2 Sea (X, d) compacto y A € C°(X) un 4dlgebra tal que R C A.

a) Siy : (-R,R) — R es una funcion analitica alli y ||_f|| x < R, emplear la
serie de potencias de i para demostrar que ¥ o f € A.

b) Sif e Ay f(x) 20, x € X, demostrar que f'2 € A. En particular, si
g € A, entonces |g| = \/? € A. Indicacién: ¢por qué es posible asumir
que 0 < f(x) < 1? En este caso emplear la serie

— (1/2
1+H72 =1+ ", <1,
(1+1) Z; i I

ver (9.12)), con = f(x) — 1. Para mostrar la convergencia uniforme en
[-1, 1] de dicha serie note que

12\ (1! (20 ; Gl
n |~ #@n-1\n Yo SR T ayr

gracias al limite en (8.22).

14.3.3 Sea (X, d) compacto y A C Cﬁ(X) un algebra. Si ¢ : R — R es continua y
f € A, demostrar que ¢ o f € A.

14.3.4 Sean X C R", Y C R™ espacios compactos. Demostrar que la familia de fun-
ciones

{ fi(0gi»:n>1,feCX),g€ co(Y)}
=1

J
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Capitulo 14. Sobre espacios de funciones

14.3.5

14.3.6

es densa en C%(X x Y). Formular y demostrar una afirmacién andloga para
espacios de la forma X X - - - X Xj,.

Nota 14.3.3. El mismo resultado es valido para espacios métricos compactos
(X,d)y (Y,d’), suponiendo que es conocido que el espacio producto X X Y es
compacto (con alguna de las métricas del Ejercicio [2.1.§(a)).

Considere el circulo unitario S' = {z € C: |z] = 1} y el dlgebra

N
TS = Zanz”:NeN,anEC .
n=—N

Demostrar que toda funcién continua sobre S ! se puede aproximar uniforme-
mente por elementos de T(S !). Considere ahora el dlgebra

N
A= Zanz”:NeN,aneC .
n=0

Mostrar que A separa puntos y no se anula en ningtin punto de S, pero no

toda funcién continua sobre S' se puede aproximar uniformemente por ele-

mentos de A. Indicacién: 7 = z7' si |zl = 1. Ademds, si f € A, entonces
o f(e)ede = 0.

Suponga que a/x es irracional. Demostrar que para f € Cgﬂ(R) yx € Rse
verifica que

1 & 1 ("
lim — Z f(x +na) = — J F(n)dt.
J=1 _”

No+o0o N - 2w

Indicacién: hacerlo primero para f(x) = ¢*** y luego aplicar la versién periédi-
ca del Teorema de aproximacion de Weierstrass, Ejemplo
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