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ANTES DEL VIAJE

“Ninguna disciplina cientifica perderia mas que
la matematica si prescindiera de su historia”.

“La Historia de las Matematicas pone de manifiesto
la dimensidn cultural de las Matematicas
y su notable impacto en la Historia del Pensamiento”

Anbénimo.

Desde la antigiiedad, las grandes culturas han encontrado en las Mateméticas una
base fundamental, una herramienta para la solucion de problemas que han
generado progreso y desarrollo en todos los aspectos de la sociedad. Culturas
como la egipcia, babilénica, griega, china, india y arabe, por ejemplo, no hubieran
alcanzado la grandeza en su tiempo, sin una exploracion matematica como la que
hicieron.

Los esfuerzos que hicieron para comprender y sobrevivir bajo las condiciones
climaticas, la ubicacion espacial, de la realidad y el tiempo en el que se
desarrollaron, con certeza fueron aspectos que promovieron el desarrollo del
pensamiento matematico, al obligar al ser humano a enfrentarse con problemas de
su propia realidad. Para comprender la relaciéon constante que ha habido entre las
Matematicas y la realidad, es necesario socavar en la historia misma de la
humanidad, que no es otra que la historia de las Mateméticas, que ubique la
relevancia que ha tenido esta ciencia en el espacio-tiempo.

Encontrar esos puntos de encuentro entre la historia de la humanidad y la historia
de las Mateméticas, indudablemente dara una vision mucho mas humana de una
ciencia que a lo largo del tiempo ha sido considerada pura, y completamente
abstracta alejada de la realidad y de lo humano.

Esta Monografia de Compilacién, es una invitacién a establecer la ensefianza de
las Matematicas desde una perspectiva historica, que posibilite una dinamica
diferente en su ensefianza, dado que lo historico explora el nacimiento de las
ideas y a los seres humanos que hay detras de ellas, rastrea los impulsos
creativos propiciados por un momento histérico, un espacio y un tiempo adecuado
para los grandes descubrimientos matematicos. Y esto no es mas que una
busqueda de humanizaciéon de las Matematicas, sin importar la concepcion que se



vii

tenga de ellas, como creacion, descubrimiento o intuicidén, las Matematicas deben
ser concebidas como un producto del desarrollo del pensamiento humano.

Convencido de que la ensefianza de las Matematicas, y del Algebra en particular,
no produce un impacto significativo en los estudiantes de nuestras escuelas,
quienes en general se sienten atacados con una serie de formulas, expresiones y
simbologias a las que no les atribuyen ninglin sentido, se propone esta
Monografia con mas de 60 problemas de las culturas antiguas, resueltos con
meétodos originales y modernos, que permitan dar una formacion suficientemente
fuerte desde lo histérico, para desentrafiar lo que esas ecuaciones significaron en
la solucion de problemas reales de la humanidad, vy las repercusiones en el
desarrollo de las Matematicas.

Lo que encontraremos en este “Viaje por la Historia de algunas Ecuaciones
Algebraicas y su Ensefianza en la Escuela”, sera por un lado, un panorama
general de cada cultura, y sus creaciones matematicas en general, y por otro
lado, haremos especial énfasis en el tratamiento de las ecuaciones que se
generan a partir de los problemas particulares de cada cultura y cada época. Al
finalizar este viaje, trataremos de depurar algunos de los métodos antiguos, que
puedan ser Utiles en la ensefianza actual de las ecuaciones lineales, cuadraticas y
sistemas de ecuaciones lineales, esto es, en la ensefianza del Algebra.

El propésito de este viaje es el de proponer a los docentes de la basica secundaria
diferentes estrategias para la ensefianza de algunas ecuaciones algebraicas, bajo
una mirada histérica, que permita generar aprendizajes  significativos, al
establecer comparaciones y relaciones entre los métodos antiguos y modernos de
solucion.
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1. EL VIAJE COMIENZA EN EL NILO

1.1 Antecedentes historicos

\ EGIPTO
EL IMPERIO NUEVO
(siglos XVI-XI a.C.)

sl reino de Tebas en 1570

e Etensién maxima del
Imperio Nuevo (h. 1470)

Avances fronterizos en Nubia
™ Protectorado en Asia (h. 1470)
] Protectorados (h. 1350)
s E1 reino de Mitanni (h. 1440)
El Imperio Hitita (h. 1350)

Invasiones de los Pucblos
del Mar (pricipios siglo X1l 4.C.)

—— Movimientos de otros pucblos

\ |
llustracion 1. Antiguo Egipto.

“Este rey dividio la tierra entre todos los egipcios de tal manera que cada uno recibiera un
cuadrilatero del mismo tamafio y que él pudiera obtener sus rentas de cada uno,
imponiendo una tasa que debia ser pagada anualmente.

Pero todo aquel de cuya parte el rio hubiera arrastrado algo, tenia que notificarle lo
ocurrido; entonces, €l enviaba supervisores que debian medir en cuanto habia disminuido
la tierra para que el propietario pudiera pagar de acuerdo con lo gue le restaba,

en proporcion a la tasa total impuesta.

De esta forma me parece que se originé la geometria...”

Herddoto sobre el rey Sesostris®

! Tomado de Newman, James R (1964). SIGMA El mundo de las Matemaéticas. Ed. Grijalbo.
Barcelona. Pag:8.
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Decia Aristoteles que las matematicas se originaron debido a que los sacerdotes
en Egipto tuvieron el tiempo para dedicarse a ellas.” Y parece que esto fue
confirmado con el hallazgo de los papiros egipcios escritos por la clase sacerdotal,
de la que el mas conocido es sin lugar a dudas el sacerdote Ahmés.

Cuando nos referimos entonces, a los papiros egipcios, haremos especial alusion
al papiro del Rhind, de aproximadamente 5,4 metros de largo y 0,32 metros de
ancho, compuesto por el sacerdote y escriba Ahmés hacia el afio 1700 a.deC., y
en el que el mismo Ahmés confiesa es una copia de un papiro mas antiguo que
data de los afios 1849-1800 a. de C. El otro papiro importante es el de Moscu, de
casi el mismo largo, pero de 8 centimetros de ancho.

Segun los investigadores y conocedores de los papiros de Rhind y de Moscu, de
los cuales tomaremos y haremos un pequefio analisis de algunos problemas y
ejercicios contenidos en ellos, estos datan aproximadamente de la cultura antigua
del Egipto de los siglos XVIII y XIX antes de la era moderna.

En el Antiguo Egipto, hacia el afio 1878- 1841 a. de C. se lleva a cabo la maxima
expansion del territorio egipcio con Sesostris Ill, que pertenecia a la dinastia XI.
Con un Egipto con grandes extensiones de tierra, comienza el reinado de
Amenemhat Ill (en algunos textos Amenemmes lll), de la dinastia XllI, quien realiza
obras para regular las aguas del lago Moeris, y establece rutas comerciales hacia
Sinai, Creta y Biblos. En cuanto a la cultura egipcia, sobresale la construccion de
estatuas a Sesostris, Amenemhat y de efigies, dando paso al Nuevo Realismo;
asi, como la construccién en Hawara de la pirdmide y el templo funerario. En la
literatura, se destaca “La historia de Sinué” y “Las ensefianzas de Amenemhat”.

Aungue la aproximacion historica es pobre en cuanto a datos importantes de la
época, es importante observar que los papiros egipcios, fueron creados durante
épocas de expansion del imperio, y de aspectos como la ciencia de las mediciones
exactas de tierra, de la que investigadores e historiadores aseguran hay
evidencias de la existencia de inspectores territoriales, que eran conocidos como
‘extendedores de cuerdas”, ya que median extensiones de tierra con cuerdas de
nudos. Otros aspectos importantes fueron la construcciéon de piramides, templos,
tratamiento de aguas, creacion de rutas comerciales, etc, que con seguridad
promovieron el desarrollo del pensamiento y la actividad matematica. Sin
embargo, no podriamos afirmar que las Matematicas del tiempo fueron una
fuente importante de desarrollo para estas culturas. Incluso se asegura que los
egipcios no realizaron aportes importantes al conocimiento matematico, dado el
perfil practico y poco interesado en investigaciones de tipo abstracto del egipcio de
esta época.

2 Ibidem.
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El papiro de Rhind, sin embargo, es considerado un logro matematico importante,
a pesar de lo elemental de sus 85 problemas, que involucran el uso de fracciones,
resolucién de ecuaciones simples y de progresiones, la medicion de areas y de
voliumenes.

llustracion 2. Fragmento Papiro del Rhind.

La critica que se ha hecho al poco aporte de los egipcios al conocimiento
matematico, radica en que a pesar de la manipulacion aritmética a gran nivel, no
inventaron notaciones originales ni métodos sencillos de calculo. En cuanto a lo
gue actualmente llamamos geometria, es de anotar que los autores de los papiros
miden areas de triAngulos, trapezoides y rectangulos, ademas de volimenes de
cilindros y prismas, y la superficie del circulo.

Se destacan dos problemas de tipo geométrico en el papiro de Moscu: el problema
10 que segun los historiadores es el primer problema de determinacién del area de
una superficie curva, en él se calcula la superficie lateral de un cesto (semicilindro
de altura igual al diametro de la base).

Y el problema 14, que podria dar idea de la construccién de pozos o elementos
para almacenar agua o provisiones en forma de troncos de piramide de base
cuadrada, o de cono, y que dice asi:
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“Se te da un tronco de piramide de 6 (ells) de alto, 4 de lado superior y 2 de lado
inferior. Calcula con este 4 y toma el cuadrado. Esto da 16. Dobla el 4. Esto da 8.
Calcula con este 2 y toma el cuadrado. Esto da 4. Junta el 16 con el 8 y el 4. Esto
da 28. Calcula 1/3 de 6. Esto da 2. Calcula 28 dos veces. Esto da 56. Has

encontrado la solucién exacta”.’

A Hd Ko7
B o AR I K
> | el “hc =D 1IN @

: : 'ﬂ\an £ O 1N

D AT
m.“oa.u:ln.
1141 llm.a"-v-unnco

=l

e LN R 1w 3

RS HHRRALS = " rsd .

llustracion 3. Fragmento Papiro de Moscu. Problema 14.

Lo importante de este problema, es que la férmula que sirve de solucién, solo se
encuentra en la obra de Euclides que fue escrita mucho tiempo después. Miremos
por ejemplo, si quisiéramos hacer una deduccidbn moderna de la formula que
permite encontrar el volumen de un tronco de piramide conocidos los datos que
aparecen en el papiro, este seria uno de los posibles caminos.

Tenemos un tronco de pirdmide de base cuadrada de lados L y | y altura H.

Sabemos que el volumen de la piramide cuadrada es: V = % L>-H

y por tanto el volumen de la piramide de base I, sera: V, = ;Iz -(H=h).

* Tomado de: Vera, Francisco. Historia de las ideas matemadticas. Tomo |. Editorial Centro s.a. Bogota. 1943.
Pag. 32.
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L

llustracion 4. Tronco de piramide.

El volumen del tronco sera entonces la resta de estos volimenes, es decir:
1, 1.,
Vtronco=V_Vp = §L “H - §I (H_h)

= ELZ.H_ }IZ-(H—h)
3 3

1.2 20 _
= S H -T2 (H =)

=:13((L2—I2)-H+I2-h)

Por otro lado, aplicando la semejanza de tridngulos, obtenemos que:

Desarrollando la proporcion y despejando H, obtenemos:
L-H-L-h=I-H

L
(L-N)-H=L-h - H=——"h
L—1
Ahora sustituyamos este valor en el volumen del tronco, esto es:

Vironco = ;((L2 —1%)-H +17 -h)

1 2 2 L 2
= (=17 = helh)
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- ;((L+I)-L-h+lz-h)

vT,m=;(L2+L-I+|2)~h

Sustituyendo los valores: h =6 ; L =4 ; | = 2, obtenemos exactamente el valor que
obtuvo el escriba en el papiro:

V1ronco = ;(42 +4'2+22)'6 =56.

En algunos papiros también aparecen problemas relacionados con el teorema de
Pitagoras, sin embargo, como en el problema anterior, los procesos que se utilizan
no son descritos como procedimientos con algoritmos matematicos, sino que
aparecen desarrollados con un estilo retérico con poca simbolizacion (una
aproximacion al algebra sincopada) y mas que empirico, experimental. No se
puede hablar de un inicio de &lgebra sincopada, porque no hubo simbolizacion
alguna, solamente que los egipcios hombraron lo desconocido como “un montén”,
pero esto no significa que “un montén” fuera una incognita o que presentaran
método alguno para determinar el valor de esa incognita, de eso desconocido. Lo
gue si podemos asegurar es que se estaban comenzando a formar elementos de
la matematica como ciencia, ya que empezaba a independizarse su analisis del
contenido practico y especifico del problema.

Para terminar con algunas de las propuestas geomeétricas que se encuentran en
los papiros egipcios, analicemos ligeramente un problema relacionado con la
construccion de graneros, que aparece en los papiros egipcios y que mas adelante
veremos también aparecer en las tablillas babil6nicas. En este problema se
esbozaran algunas de las caracteristicas mas importantes de los métodos
utilizados por los egipcios para resolver algunos de los problemas que aparecen
en los papiros, caracteristicas numéricas y de planteamiento de problemas que
mas adelante explicaremos de manera mas detallada. Por ahora tomaremos el
problema como aparece en el texto de Michel Serres®, y con un andlisis basado en
el que plantea James Ritter.

“Ejemplo para hacer un granero redondo de 9 (y de) 10. Restaras 1/9 de 9: 1.
Resta: 8. Multiplica 8 por 8; resulta 64. Multiplicaras 64 por 10; resulta 640.

* Tomado de Serres, Michel (1991). Historia de las Ciencias. Catedra. Madrid. Pag:55.
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Aféadele su mitad; resulta 960. Su cantidad en khar. Tomaras 1/20 de 960: 48. El
montante de 100-cuadruple heqat; trigo: 48 heqgat®.

Forma de su procedimiento:

1 8 1 64 1/10 96
2 16 \10 640 \1/20 48
4 32
\8 64 \1/2 320

Total 960 ”

El enunciado no es precisamente claro para nosotros, ya que los problemas que
enfrentamos actualmente tienen unos datos, una situacion para esos datos y un
interrogante o pregunta; ademas estamos acostumbrados a enunciados con
ecuaciones y simbolos. Sin embargo, los estudiosos de los papiros determinaron
gue este problema se refiere a un tipo de granero en forma cilindrica con 9 codos
de didmetro y 10 codos de altura, como se ve en la ilustracion 3.

llustracion 5. Granero del Antiguo Egipto.

Tenemos entonces un granero en forma cilindrica, de 9 codos de diametro y 10
codos de altura®. Aunque no es muy claro en el planteamiento del problema, el
ejercicio consiste en calcular el volumen a este granero.

> El khar era la medida fundamental de volumen entre los egipcios, y el hegat uno de sus submultiplos.
3/2 Khar = 30 Heqat, ademas 1 Khar = 5 Heqat cuadruple. La equivalencia en metros cubicos es:
1 Khar=0,953m3; 1 Heqat = 0,0047 m3; 1 Hegat-cuadruple = 0,0190. Y en litros: 1 Khar= 48 litros; 1 hecta-
cuadruple heqat= 960 litros.
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El procedimiento utilizado en el papiro, puede escribirse de manera mas sencilla
para nosotros, de la siguiente forma:

Paso 1: 1/9.9=1 multiplicacion.

Paso 2: 9-1=8 sustraccion.

Paso 3: 8.8=64 multiplicacion, superficie de la base en codos.
Paso 4: 64 .10 =640 multiplicacion, volumen en codos.

Paso 5: 1/2 . 640 = 320 multiplicacion, conversion en khar.

Paso 6: 640 + 320 =960  adicion, volumen en khar.

Paso 7: 1/20 . 960 = 48. Multiplicacion; volumen en 100-cuadruple-heqgat.

Mas adelante en problemas que llevan a resolver ecuaciones, explicaremos con
mas detenimiento el trabajo por columnas o vertical que utilizan para resolver sus
problemas. Por ahora, es importante resaltar que las constantes: 1/2 y 1/20 son
las que permiten hacer las conversiones de unidades de khar a heqat, etc. Los
demas datos del problema son trabajados mediante las operaciones basicas, en
las que obtienen la respuesta buscada, ya que recordemos que Sus procesos son
retoricos, con ausencia de férmulas (como vimos con la del tronco de piramide).

En general, lo que afirman los estudiosos, es que los problemas que aparecen en
los papiros egipcios, tanto de orden geométrico como aritmético, surgen de
situaciones reales, relacionados con la naturaleza, y que no es posible determinar
generalizaciones en sus resultados que se obtienen por procedimientos empiricos
(experimentales), sin algoritmos ni ecuaciones generales. Lo que plantean los
especialistas en los papiros antiguos es que en ningun apartado se encuentra un
teorema que establezca un enunciado o propiedad general. Esto, sin embargo, no
demerita en absoluto el gran trabajo matematico que llevaron a cabo en esta
cultura que, sin la utilizacion de simbolismos ni notacién matemética adecuada,
fueron capaces de resolver problemas que con seguridad ayudaron a mejorar sus
condiciones de vida.

En esta primera parte se ha mostrado un poco del trabajo geométrico de la
egipcios de los siglos XIX y XVIII a. de C. Ahora nos ocuparemos de algunos
problemas encontrados en los papiros existentes que implican el uso de
ecuaciones algebraicas.

®El codo egipcio es aproximadamente 52 cm.
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1.2 Algunos problemas de los papiros egipcios que se resuelven con
ecuaciones lineales

Los egipcios plasmaron en sus papiros, especialmente en los de Rhind (1650 a.C)
y el de Moscu (1850 a.C), problemas que conducian a ecuaciones lineales y
calculos aritméticos sencillos. Aunque en los papiros aparecen problemas
relacionados con situaciones concretas de la vida diaria, en este escrito nos
involucraremos con algunos que llamaremos de tipo algebraico, ya que no se
refieren a objetos o situaciones en particular, sino que se trata de plantear
situaciones numéricas que conducen a ecuaciones lineales de primer grado.
Miremos dos de los métodos que utilizaron los egipcios para resolver estas
ecuaciones. El primero de ellos, consistia en transformar las ecuaciones hasta
eliminar las fracciones y trabajar con numeros enteros positivos, el segundo
meétodo es llamado “método de la falsa posicion” o “regula falsi”, que consiste en
tomar un valor concreto para la incégnita que, en algunos casos coincide con la
solucion, y en otros, mediante calculos aritméticos se obtiene la solucion exacta.

Miremos algunos de los problemas que se resuelven utilizando el primer método.

PAPIRO DEL RHIND. PROBLEMA 22.

. . 2 1
“Averigua la cantidad que falta a 3 + %para obtener 1”7
En términos modernos se trata de resolver la ecuacion de primer grado:
E+ —+x=1

El método utilizado por los egipcios, consiste en modificar la ecuacién para no
trabajar con fracciones. En este caso se multiplica por 30, y se obtiene 20 + 1 + k
= 30, para transformar el problema en “lo que le falta a 20 y 1 para completar 30”,

. . : 9
de lo que se obtiene k =9, y por lo tanto la ecuacion se resuelve haciendo x = 30"

Otra forma de explicar la solucién dada por los egipcios a este problema, es
aplicando el razonamiento: §+ 310de 30 es 21. Y como 30 supera a 21 en 9
unidades, debemos determinar el niumero de partes de 30 que dan un total de 9,

es decir, debemos dividir 33)
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Es interesante detallar el proceso de division que utilizaban los egipcios para
escribir el nimero fraccionario con numerador 1, veamos:

Las 30 partes de 30 es 1, es decir: %-30 =1
Las 10 partes de 30 es 3, es decir: %-30 =3
Las 5 partes de 30 es 6, es decir: %-30 =6
Entonces como 9 = 3 + 6, luego podemos concluir que 390 = 110+ ;

Es claro que el método egipcio de solucién de este tipo de problemas consiste en

una equivalencia en la que no se resuelve la ecuacion —+ —+Xx =1, sino que se
3 30

resuelve 20 + 1 + k = 30, donde k representa 30 veces el valor buscado.

De forma similar son resueltos los problemas 21 y 23 del papiro, los cuales
proponemos para analizar de mejor forma sus enunciados y forma de solucién.

PAPIRO DEL RHIND. PROBLEMA 21:

“‘Completar gy 115 para obtener 1”

En este caso al multiplicar por 15 se obtiene 10 + 1 + k = 15, y se convierte en
determinar “lo que le falta a 10 y 1 para ser 157, de lo que se obtiene k = 4, y por

. 4
consiguiente x = —
15

Ahora escribamos este resultado en fracciones unitarias:

“Las 15 partes de 15 es 17, es decir: %-15 =1
Las 5 partes de 15 es 3, es decir: %-15 =3

Las 3 partes de 15 es 5, es decir: %-15 =5
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[N

Entonces como 4 = 3 + 1, luego podemos concluir que 145 :§+ 115

Y al igual que en el problema 22, se realiza la equivalencia en la que no se
iy 2 1 .

resuelve la ecuacion —+—5+ X =1, sino que se resuelve 10 + 1 + k = 15, donde

k representa 15 veces el valor buscado.

PAPIRO DEL RHIND. PROBLEMA 23:

11 1 1 1 2
“Completar ~+ -+ —+_—+-——hasta —”

4 8 10 30 45 3
En este caso, ya no es posible multiplicar por un nimero entero para transformar
la ecuacion, que tampoco esta igualada a 1. Lo que se hace en la tablilla es elegir
el mayor denominador y posteriormente se encuentra cada una de las partes que

se plantean en el enunciado, es decir:

1 e 45, es equivalente a Las- l-(44+1)= el E, luego las 4 partes de 45
4 4 4 4 4
sera: 11 + 3
4
L de 45, es 1-(40+4+1): @+ f+l luego las 8 partes de 45 sera: 5 + l+l
8 8 8 8 8 2 8
1 dess, es i-(40+5): 9,5 luego las 10 partes de 45 sera: 4 + e
10 10 10 10 2

1 e a5, es i-(30+15): 0,5 luego las 30 partes de 45 sera: 1 + S
30 30 30 30 2
1 1 45 .
—— de45,es —-45= ——  luego las 45 partes de 45 sera: 1
45 45 45

g de 45, es 2-435:2-15, luego las :23 de 45 es 30.

Luego, la ecuacion inicial a resolver seria:
11 1 1 1
T S
4 8 10 30 45
obtenemos:

2 ) )
+ X = 3’ sustituyendo los valores encontrados anteriormente,
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1 11 1 1
11+ )+5 + -+ )+(4+ )+(Q1+ 2)+(1)+k=30
(4)(28)(2)(2)()
Sumando los valores enteros y agrupando las fracciones, tenemos que:
23 + £+1+E + k=30
2 4 8
faltaéparal
Y observamos que a esta expresion le falta 6+; para llegar a 30, esto significa
que debemos averiguar cuantas partes de 45 son 6+; , 0 lo que es lo mismo,

dividir 6 + Els entre 45, veamos:

Las 45 partes de 45 es 1, es decir: 4i5-45 =1

Las 10 partes de 45, es decir: i-(45): i-(40+5) _a4 b
10 10 2

Las 20 partes de 45, es decir: i-(40+5)= 0,5 5,1
20 20 20 4
Las 40 partes de 45, es decir: i-(40+5): @-i- 2 - 1+ L
40 40 40 8

Las 9 partes de 45, es decir: %-45 =5

- . 1 1
De las dos ultimas expresiones tenemos que como 6+ §: 1+ §+ 5,

Podemos concluir que la cantidad buscada es 410+ 1.

9

El segundo método que revisaremos es el llamado “regula falsi” que, como
veremos, es un buen procedimiento para resolver problemas haciendo uso de
aproximaciones. Recordemos que se propone un valor para la incognita que
transforme la ecuacion inicial y asi poder trabajar con valores enteros positivos, y
que posteriormente, mediante procesos aritméticos (como por ejemplo, lo que
llamamos regla de tres) se corrige este falso valor para obtener el resultado
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exacto. Veamos algunos ejemplos de como fue utilizado este método por los
antiguos egipcios.

PAPIRO DEL RHIND. PROBLEMA 24:

“Una cantidad mas la séptima parte de la misma da un total de 19”

Utilizando el “regula falsi”, Ahmes parte en este caso de un valor concreto, 7 y

calcula 7 + ;— 8.

Luego, para averiguar el valor real es necesario encontrar un nudmero, que al
multiplicarlo por el resultado de aplicar el valor concreto nos de 19, es decir, que
hay que dividir 19 entre 8. Recordemos el proceso utilizado para dividir:

Trabajamos con el resultado, es decir, con 8
Una parte de 8 es 8, es decir: 1.8 =8

Dos veces una parte de 8 es 16, es decir, 2-8 =16

Las 2 partes de 8 es 4, es decir: %-8 =4
1
Las 4 partes de 8 es 2, es decir: Z-8 =2

Y las 8 partes de 8 es 1, es decir: %-8 =1

El razonamiento en el método “regula falsi” plantea que tantas veces como 8 debe
ser multiplicado para dar 19, esas veces debe ser multiplicado 7 para dar con la
cantidad buscada.

Ahora, como 19 = 16 + 2 + 1, entonces 1:: 2 + i+; valor que debemos

multiplicar 7 por esta cantidad para encontrar el valor buscado.
Como 7 =1+ 2 + 4, entonces,

Una vez 1—9 es 2+ E+E
8 4 8

Dos veces Bes 2.(2+ E+E) =4+ £+£
4 8 2 4
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Cuatro veces 19 es 4.(2+ £+E) =9+ 1
8 4 8 2
Asi que el valor buscado sera: 2 + i+;+ 4 + 1+411+ 9+ L =16 + ;‘f—; gue es

la respuesta que daria un egipcio, dado que solo utilizaban fracciones con la

. . ) , 133
unidad como numerador. Si realizamos la suma, el resultado sera: 5

Si tratamos de seguir los pasos que propone Ahmes, pero utilizando un lenguaje
matematico mas moderno, el problema se resuelve de la siguiente manera.

Sea x el nimero. Luego, resulta la ecuacion:
1
X+ —x=19
7

Tomando el valor estimado de x = 7 y sustituyendo en la primera parte de la
ecuacion, obtenemos:

. . 19 19
El ndmero que debemos multiplicar por 8 para obtener 19, es 5 esto es: 8-3:
19
Luego, para encontrar el valor de x, es necesario multiplicar el valor estimado

L . 19
inicialmente, es decir 7, por 5 Esto es:

X = 7]£ = @:@4_?:164_34_}
8 8 8 8 2 8

PAPIRO DEL RHIND. PROBLEMA 25:

“Una cantidad y su mitad sumadas juntas resulta 16”
. , . 2
En este problema el valor estimado sera 2, asi resulta que 2 + E= 3.

Y el razonamiento, al igual que en el problema anterior es, tantas veces haya de
multiplicarse 3 para dar 16, esas veces se multiplica 2 para dar la cantidad
buscada.
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De nuevo trabajamos con 3 que fue el resultado de la estimacion.
Una parte de 3 es 3
Dos veces una parte de 3 es 6, es decir, 2-3 es 6

Tres veces una parte de 3 es 9, es decir 3-3 es 9
1
Las 3 partes de 3 es 1, es decir: 3 es 1.

Y bajo el mismo razonamiento del problema anterior, como 16 = 6 + 9 + 1,

- 1 1
entonces el valor que debemos multiplicar por 3es 2 + 3 + 3’ cuya suma es ;

. 1
Luego, debemos multiplicar 2 por 2 + 3 + 3’ para encontrar el valor buscado.

32

+ .
3

2.(2+3+é):10+

w| -
w|

Haciendo el mismo procedimiento pero utilizando un lenguaje matemético mas
moderno, el problema se resuelve de la siguiente manera.

Sea x el numero. Luego, resulta la ecuacion:
1
X+ —x=16
2

Tomando el valor estimado de x = 2 y sustituyendo en el lado izquierdo de la
ecuacion, obtenemos:

El nimero que multiplicamos por 3 para obtener 16, es 1?(’3 esto es: 3~1§: 16

Luego, para encontrar el valor de x, es necesario multiplicar el valor estimado

I . 16
inicialmente, es decir 2, por 3 Esto es:

X=2-—
3



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 16

32

XxX= —

3
x=10+£+£.
3 3

PAPIRO DEL RHIND. PROBLEMA 26:

“Una cantidad y su cuarto sumadas se convierten en 15”

Los pasos que relata Ahmes en el papiro son los siguientes:

1. “Toma el 4 y entonces se hace 411de élen 1, en total 5”

2. “Divide entre 5 a 15 y obtienes 3”
3. “Muiltiplica 3 por 4 obteniendo 12”

Es decir, que el valor estimado para este problema seré 4, valor con el cual es
posible anular la fracciébn al igual que en los problemas que analizamos
anteriormente. La diferencia con este problema es que al dividir 15 entre 5 da un
valor exacto que es 3, luego al multiplicar este valor por el estimado inicialmente
da 12, que es la solucién del problema.

Aunque el resultado es un numero entero, miremos el método en términos
modernos:

Sea x el nimero. Luego, resulta la ecuacion:
1
X+ —x=15
4

Tomando x =4y sustituyendo en el lado izquierdo de la ecuacion, obtenemos:

4+ =5
4

El nimero que multiplicado por 5 da 15 es 3, entonces para encontrar el valor de
X, €s necesario multiplicar 4 por 3, y el resultado es 12.

Luego:
x=12.

En este mismo orden aparece el siguiente problema, que vamos a resolver con
una variacion del método “regula falsi”.
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“Una cantidad, sus dos tercios, su mitad, todos juntos suman 13”.

- 2 1
Este problema se reduce a la ecuacion: x+ 3 X+ 5> x=13

El valor falso sera 12, es decir: 12 + 2-12+ ;-12 =12+8+6=26

Ahora, pensemos en una regla de tres simple como ésta: si al sustituir por 12 se
obtiene 26, ¢ por cual nimero se debe sustituir para obtener 13?

Lo que se puede plantear de la siguiente manera:

12 _x
26 13

De donde: x = 12%13: 6
26

Vamos a concluir este trabajo de los papiros egipcios y su legado en torno a las
ecuaciones algebraicas, con un problema que involucra medicion de areas de
cuadrados. Este problema se encuentra en el papiro de Berlin y aparece
propuesto y resuelto de la siguiente forma:

“El area de un cuadrado de 100 codos cuadrados es igual a la suma de la de
otros dos cuadrados mas pequefios. El lado de uno de ellos es %2 + Y4 del otro.
Averigua los lados de los cuadrados”.

La solucién que aparece en el papiro se plantea asi:

“Supon que uno de los cuadrados tiene lado 1 codo. El otro entonces sera de

;+i de codo. Las areas son:

Para el primero 1 codo cuadrado y para el segundo el resultado de elevar al

1 1 . ; e
cuadrado §+Z' Aplicando el método de multiplicacion el resultado es:

111 1 1 1
ST+ T+ =T
4 8 8 16 2 16

Entonces la suma de las 2 areas de los cuadrados es 1+ ;+116 de codo. La raiz

cuadrada de esta suma es 1+411' Como la raiz cuadrada de 100 es 10 debemos
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, - 1 .
encontrar un numero tal que al multiplicarlo por 1+ Znos de 100. Es decir, hay que

dividir 100 entre 1+ i

1 1+l
4

2 2+E
2

4 5

8 10

Luego el niumero buscado es 8. Entonces x = 8. Para calcular el otro cuadrado se

.11
multiplica —+ ~.
2 4

1 8
1 4
2
S 2
4

Entonces el otro cuadrado tendra un lado de 6 codos.”’

En nuestro lenguaje, utilizando una notacion moderna, este problema se
plantearia con dos ecuaciones y dos incognitas, asi:

x? +y? =100 (1)
(1 1
y= (2+4j.x (2)

Y resolviendo el sistema encontramos que:

En la ecuacion (2),

y= 3y
4

Y sustituyendo este valor en (1), obtenemos que:

’ Tomado de: http://matematicas.uclm.es/ita-cr/web_matematicas/trabajos/165/el_papiro_de_Rhind.pdf
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2
x2+9'x =100
16
2
25-x 100

16
XZ:E-100:64
25
De donde x =8.

Finalmente si sustituimos este valor en la ecuacién (2), tenemos que:

Para obtener:
y =6.
Asi: x = 8 codos; y = 6 codos, es decir, que los cuadrados tiene por lados 6 y 8.

A manera de conclusién, podemos decir que los problemas encontrados en los
papiros egipcios se caracterizan por una presentacion retérica, es decir, que son
presentados en palabras del lenguaje comdn y nunca mediante simbolos. Estos
problemas también eran numéricos, ya que tienen datos y resultados concretos,
no abstracciones, y eran algoritmicos, ya que se resolvian con la ayuda de
procedimientos aritméticos basicos, generalmente aditivos, o utilizando
ecuaciones lineales de la forma x + ax = b 6 de la forma x + ax + cx = b,
ecuaciones lineales de indeterminada X, en nuestra notacion actual, pero que en
los procedimientos egipcios, rudimentos de un algebra sincopada, utilizaban la
palabra “aha”, o montén, etc., para hablar de la incégnita, muestras de que
utilizaron muy poco simbolismo en su trabajo algebraico, o casi ninguno.

Las ecuaciones como las que acabamos de analizar, las resolvian utilizando
especialmente el método conocido como “regula falsi”, que ademas no fue un
método netamente egipcio, sino que fue utilizado por otras culturas, incluso la
babilonica. Este meétodo, que consistia en suponer que la cantidad es...,
podriamos decir que era consistente con la época, en términos de que no tenian
métodos de manipulacion algebraica de las incégnitas, de hecho no tenian
simbolos para la incognita. A pesar del poco simbolismo que utilizaron (si es que
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podemos llamar simbolo a la palabra “aha”, o montdn), manipularon con éxito
progresiones aritméticas, y segun comentaristas de los papiros, los egipcios
manipularon con facilidad las propiedades conmutativa, distributiva y el inverso de
un ndamero.

Es importante resaltar nuevamente en este apartado numeérico, que no eran
utilizadas en la antigiiedad las fracciones tal como lo hacemos en nuestros dias.
Los egipcios trabajaron con las llamadas fracciones alicuotas o cuantavos
egipcios, es decir, fracciones de la forma 1/n, y algunas fracciones especiales
como 2/3 y 3/4. Es por esto que todos los calculos fraccionarios son expresados
mediante estas fracciones.

Aunque no se tiene evidencia de resolucion de la ecuacion cuadratica, los
especialistas en los papiros afirman que los egipcios resolvieron algunos
problemas que incluian ecuaciones de segundo grado, especialmente
relacionados con problemas de tipo geométrico, y en particular en el manejo de
areas. Esto coincide con lo planteado inicialmente en cuanto al cobro de
impuestos del que eran objeto los egipcios, de acuerdo con la medida de la
superficie de tierra que tuvieran. Indudablemente habia trabajo con areas de
figuras que posiblemente llevaban a ecuaciones de segundo grado, pero no hay
evidencias de métodos o algoritmos para solucionar tal tipo de ecuaciones.



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 21

2.ENTRE EL TIGRIS Y EL EUFRATES

2.1 Antecedentes historicos
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llustracion 6. Antigua Babilonia

“Cuando era nifio (en) la escuela,

En las tablillas de Sumer y de Akkad, aprendi el arte del escriba,

Entre los jovenes, nadie sabe escribir una tablilla como yo...

Soy capaz de restar y de sumar a la perfeccion, (habil en) calcular y hacer cuentas.
La justa de Nanibgal, (la diosa) Nisaba,

Me dotaron generosamente de sabiduria e inteligencia.”

Sulgi, Rey del Imperio Ur Il (Mesopotamia)®.

& Tomado de Serres, Michel. Historia de las Ciencias. Ed Catedra. Paris. 1989. Pag. 54. Se dice que este rey
Sulgi, era el héroe de un himno del reino.
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Una de las hipdtesis mas importantes con respecto a los papiros egipcios y las
tablillas babilonicas, es que fueron escritos con fines pedagdgicos. Parece que los
sacerdotes y escribas tenian un fin dirigido en particular a la ensefianza, y por esta
razén, toma mas relevancia para nosotros el conocimiento de este legado
fundamental para la humanidad.

Al igual que lo realizado en el primer capitulo con los papiros egipcios, tomaremos
algunos problemas extraidos de las tablillas babilénicas, y cuando hablemos de
ellas, haremos alusion a textos matematicos que pertenecen a la “Antigua
Babilonia”, es decir, a los pueblos o estados que habitaron la regién comprendida
entre el Tigris y el Eufrates, por los afios 1700-1750 a. de C.

En la Babilonia del siglo XVIII antes de nuestra era, hacia 1792, se destaca el
ascenso de Hammurabi al trono de la ciudad de Babilonia, comenzando una
época expansiva importante para el Oriente proximo, que terminé en 1753 con el
dominio total de la region de Mesopotamia. Hacia 1760, Hammurabi redacta un
importante conjunto de leyes con el fin de garantizar justicia en las sentencias de
su época, conocido como “Cédigo Hammurabi”.

Similarmente a lo expuesto con la Cultura Egipcia, las tablillas babil6nicas fueron
creadas durante épocas de crecimiento cultural, que implicaron actividades que
indudablemente implican el desarrollo del pensamiento y la actividad matemaética.

En cuanto a la matematica babilénica, lo que podemos afirmar de ella es producto
de la sintesis de las tablillas existentes, que se encuentran muy dispersas en
distintos lugares del mundo. En estas tablillas se percibe una creacion matematica
con rasgos definidos a partir del sistema de numeracion sexagesimal (es decir, un
sistema de numeracion cuya base no es el 10, sino el 60), en el cual los digitos
toman un valor relativo, segun el lugar que ocupan. El uso de este sistema llevo a
los babilonios a un dominio de la técnica del calculo aritmético tal, que no
sorprende que en el campo del algebra y la teoria de nimeros hayan tenido un
avance altamente significativo, en comparacion con los egipcios. Este manejo
numeérico lo simplificaron con la construccion de tablas de multiplicar con las
cuales hallaban productos parciales que luego sumaban, tablas especiales para
las divisiones, para los cuadrados de los nimeros enteros, para los cubos, tablas
para encontrar inversos y tablas de raices cuadradas.

Aunque en geometria no han sido considerados altamente sobresalientes, vale la
pena resaltar que en cuanto a los conocimientos geométricos de los babilonicos,
los investigadores y especialistas del tema aseguran que fueron superiores a los
egipcios, ya que en las tablilas se encontraron inicios de relaciones
trigopnométricas, medicién de angulos, célculos de areas y volimenes.
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Otro dato importante, es que los problemas encontrados en las tablillas del
periodo Seleucida (siglo XVIII a.deC.), contienen informacién suficiente para
afirmar que los babilonios conocian el teorema de Pitagoras (1200 afios antes de
Pitagoras), aplicaban sus propiedades y poseian la técnica operatoria aritmética
suficientemente desarrollada para lograr aproximaciones, por ejemplo, al valor de

./2 como diagonal de un cuadrado de lado 1.

En una tablilla de la “Antigua Babilonia”, (ver ilustracién 2), aparecen los niimeros®:

a=0,30
b=1,24,51, 10
c=0,42, 25, 35.

llustraciéon 7. Tablilla Babil6nica.

Estos numeros tienen la particularidad de que ¢ = a.b, algo que veremos mas
facilmente si escribimos esta notacion sexagesimal en nuestro sistema decimal de
numeracion para multiplicar a con by obtener c.

° Los nimeros que aparecen en la tabilla son a=30, c=42,25,35. Les hemos agregado el cero al
principio para evitar confusion, dado que los babilonios no manejaban un simbolo para el cero sino
gue en su lugar dejaban un espacio, y esto generaria una grave malinterpretacion con respecto a
un nimero decimal o entero. Por ejemplo, si a=30, sabemos que a=30/60°=30 es el valor
correspondiente, pero si a=0,30, entonces a=0/60%+30/60, que es igual a ¥2=0,5.
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_ 0 30_30
Tenemos que: a= —s+——x= —,
60" 60" 60
1 24 51 10
0 + 1 + 2 + 3
60" 60" 60° 60

Luego: ab = ( 0, 30}_[ 1 24 51 1oj
' ' 60° 60') \60° 60° 60° 60°

y ademas: b=

_ 30 ( 1 24 51 10]
= . +t—=+—+
60 \60° 60' 60° 60°

30 720 1530 300
—+—+ +
60 60> 60° 60

30 60-12 60-51 60-5
—+ + -
60 60> 2-60° 60

30 12 51 5
—+ 4+ +—
60 60 2-60° 60°

42 51 5
60 2-60> 60°

42 1530 5

—+ +
60 60° 60°

42 1535
—+
60 60°

42 1500 35
60 60° 60°

42 60-25 35
60 60° 60°

42 25 35
60 60> 60°

0 N 42 N 25 N 35
60° 60' 60> 60°

0,42,25,35 = ¢
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Y lo mas importante es que a representa el lado de un cuadrado, y c la diagonal
del mismo.

llustracion 8.Cuadrado de lado a y diagonal c.

Esto supone segln el Teorema de Pitdgoras que c? = 2.a% y por lo tanto que ¢ =

a.\ﬁ.

Es decir, que b = /2 es el valor por el cual hay que multiplicar el lado del
cuadrado de lado a para obtener la diagonal c.

De lo que concluimos inmediatamente que b tiene que ser una aproximacion de

\J2, lo que es correcto, si aceptamos que /2= 1, 24, 51, 10; ya que
(1,24,51,10)? = 1;59,59,59,38,1,40; un valor muy cercano a 2.

llustracion 9. Tablilla Babil6nica. Diagonal del cuadrado.
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Pero estos datos en el sistema sexagesimal en el que aparecen quizas no ofrecen
la claridad del razonamiento que queremos ilustrar. Hagamos la conversion de
estos datos al sistema decimal, para que veamos mejor, la brillantez y dificultad
del razonamiento babilénico:

\J2 = 1,24,51,10

1,24 51 10
60° 60" 60* 60°

=1, 414212963,

valor muy cercano al que tenemos actualmente de /2 =1, 414213562...

Es realmente asombroso pensar en el manejo que tenian los babilonios de su
sistema de numeracion, al ser capaces de determinar que:

(1,24,51,10)% = 1;59,59,59,38,1,40.

Intentemos verificar esto para que nos demos cuenta de la dificultad que implica.

2
Veamos que (1,24,51,10)% = (io+ﬁ+5_12+1_03J
60" 60 60° 60

_(60° +24.602 +51-60+10)°
60°

_ (216000 +86400 + 3060 + 10)2
60°

~ 305470)2
60°

1 59 59 59 38 1 40

Ahora calculemos 1:;59,59,59,38,1,40 = sttt sttt et
60° 60" 60° 60° 60* 60> 60

_ 60° +59-60° +59-60* +59-60° +38-602 + 60 + 40
B 60°

Y en este punto el numerador es bastante grande para continuar haciendo
calculos manuales, pero si extraemos su raiz cuadrada, obtenemos:

J60° +59-60° +59-60* +59-60° +38-60% + 60+ 40 = 305470

Lo que significa que:
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2 6 5 4 3 2
(1,24,51,10)° = [305470} _ 60" +59-60° +59-60" +59-60" +38-60 +60+4O=

60° 60°

1 59 59 59 38 1 40
0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6
60" 60" 60° 60° 60" 60° 60

= 1,;59,59,59,38,1,40.

Es conocida la traduccion de una tablilla babilonica que se encuentra en el Museo
Britdnico, que claramente plantea la solucion de los lados de un triangulo

rectdngulo utilizando el Teorema de Pitdgoras, para calcular la terna pitagorica
primaria:

“4 es la largura y 5 la diagonal. ;Qué es la anchura? Su tamafio no es conocido. 4
veces 4 es 16. 5 veces 5 es 25. Si se toma 16 de 25 queda 9. ¢Cuantas veces
tomaré en orden a 9? 3 veces 3 es 9. 3 es la anchura™

a’ = b? +c?

—
o
>

4

llustracion 10. Teorema de Pitdgoras.

Que en nuestro lenguaje moderno significaria que la hipotenusa vale 5 y el cateto
horizontal 4, es necesario calcular el cateto vertical, esto es: 5% — 4> = 25 — 16 = 9,
cuya raiz cuadrada es 3.

Para el autor Asger Aaboe', es claro que los babilonios tenian algiin método, ain
sin esclarecer, para encontrar ternas pitagoricas, 1o que no deja duda del alto
nivel académico alcanzado por los matematicos babilénicos, y que hace pensar
gue son injustas las afirmaciones en cuando a falta de procedimientos y avances
matematicos y geomeétricos que algunos historiadores y conocedores de las
tablillas plantean.

' Tomado de: http://www.um.es/docencia/pherrero/mathis/babilonia/babilon.htm
" Aaboe, Asger. Episodios histéricos desde Babilonia hasta Ptolomeo. Ed. Norma. Cali. 1964. Pag 48-49.
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Existe el supuesto de que los babilonios conocian alguna relacion para determinar
ternas pitagoricas, ya que es bien conocida la Tablilla de Plimpton (ver ilustracion
11.), en la que aparecen algunas columnas con numeros que traducidos a nuestro
sistema de numeracion, arroja lo que se conoce como la primera relacion de
ternas pitagoricas:

3192 + 360% = 4812

llustracion 11. Tablilla de Plimpton.

Otro ejemplo que muestra claramente el manejo del Teorema de Pitagoras por
parte de los babilonios, es el siguiente:

“Uno de los lados de un trapecio es 30, el segundo lado es 30, el ancho superior
es 50, el ancho inferior es 14. 30 veces 30 es 15,0. Reste 14 de 50, y el residuo es
36. La mitad es 18. 18 veces 18 es 5,24. Reste 5,24 de 15,0 y el residuo es
9,36.¢,Qué numero debo multiplicar por si mismo para obtener 9,367 24 veces 24
es 9,36. 24 es la linea de separacion. Sumamos 50 y 14, los anchos, y el resultado
es 1,4. La mitad es 32. Multiplicamos 24, la linea de separacion, por 32, y el
resultado es 12,48..."2

2 Tomado de: Aaboe, Asger. Episodios histéricos desde Babilonia hasta Ptolomeo. Ed. Norma. Cali. 1964.
Pag 45.
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o . Y 5 e
\\\
w
o

14

llustracién 12.Trapecio Isésceles.

Traducido al sistema decimal, tenemos un trapecio isosceles de lados iguales a
30, y bases 50 y 14. Primero se obtiene la diferencia entre las bases y se divide
por 2, lo que da 18 (es decir, la semidiferencia de las bases (50 — 14)/2 = 18).

Luego, utilizando el Teorema de Pitagoras, se calcula “la linea de separacion”,
llamada altura, de la siguiente forma:

W2 = 302 _(50-14)2

2

De donde: 30?2 =900 = 60.15 = 15, 0
Ademas: 182 =324 = 300+24 = 5.60 + 24 =5, 24
Luego, h? = 30% - 18?

=15,0-5,24=9,36
Pero: 9,36 =9.60 + 36 = 576,
Cuya raiz cuadrada es 24, luego h =24.
Utilizando la formula del area del trapecio, obtenemos que:

_ (50 +14)

A 24 =768

Que es lo mismo que 12,48 en el sistema sexagesimal, veamos:

768 =12.60 + 48 = 12, 48.
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llustracion 13.Trapecio babilénico.

Para finalizar este tributo a algunos de los problemas geométricos que aparecen
en las tablillas babilonicas, tomaremos el problema del granero, que ya habiamos
mirado en los egipcios y que se encuentra en el texto de Michel Serres, “Historia
de las Ciencias”. El problema sera transcrito textualmente del libro citado, y esto
implica que apareceran algunas palabras nuevas para este trabajo, que se refieren
en su mayoria a unidades de medida utilizadas en la época. Veamos:

“El procedimiento para un tronco. 5, un codo, era su diametro. ¢Cuénto vale en
medida de granos? En tu procedimiento: pon la profundidad tanto como el
diametro. Convierte 5; eso asciende a 1. Triplica 5, el diAmetro; eso asciende a 15.
15 es la circunferencia del tronco. Cuadrado de 15; eso asciende a 3, 45.
Multiplica 3, 45 por 5, el igigubbum del circulo; eso asciende a 18, 45 como
superficie. Multiplica 18, 45 por 1, la profundidad; eso asciende a 18, 45 como
volumen. Multiplica 18,45 por 6, (el igigubbum de) la medida del grano; eso
asciende a 1, 52, 30. El tronco contiene 1 panum, 5 sutum, 2 ¥ qum® de grano.
Este es el procedimiento.”™*

B3 Las conversiones son: 1 panum = 60 litros; 1 sutum = 10 litros; 1 qum =1 litro.
“Tomado de Serres, Michel (1991). Historia de las Ciencias. Catedra. Madrid. Pag:55.



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 31

Después del analisis que se hizo a los problemas precedentes, este se presenta
como un obstaculo menor, ya que la notacion en base 60 es familiar, y las
operaciones son basicas.

De todas maneras sigamos el procedimiento, pero escrito de forma mas moderna:

Paso 1: 0:5.12=1 5 es 5/60 = 1 /12. Un codo es 1/12 de nindan®®.

Paso 2: 3.05=0:15 multiplicacién; circunferencia.

Paso 3: 0:15% = 0;3,45 15%= 225y 3. 60 + 45 = 225,

Paso 4: 0;3,45.0;5=0;0,18,45 multiplicacion, superficie de la base en nindan.
Paso 5: 0;0,18,45.1 =0;0,18,45 multiplicacion, volumen.

Paso 6: 0;0,18,45.6 =1;52,30  volumen (medida del grano).

0;0,18,45=18 .60 +45=1125.6 = 6750

1:52,30 = 1.60% +52.60 + 30 = 6750.

Y finalmente aparece un problema que resulta ser el inverso del anterior, dando
idea del manejo de procesos reversibles en el manejo de las operaciones
matematicas que tenian los babilonios de la antigiiedad. Este problema solo lo
plantearemos, porque ya han sido suficientemente explicados los métodos del
sistema sexagesimal y su conversién al sistema decimal en los problemas
anteriores.

“Si el (contenido en) grano era una sila y mi profundidad, 1,6, 40, ¢ Cuanto son mi
diametro y mi circunferencia?

Convierte 1,6,40, eso asciende a 13,20(conversion de nindan a codos). Encuentra
el inverso de 13,20 eso asciende a 4,30. Vuelve. Encuentra el inverso de 5 el
circulo, eso asciende a 12. Encuentra el inverso de 6, la medida del grano, eso
asciende a 10. Multiplica 10 por 12, eso asciende a 2. Multiplica 2 por 1 sila
(contenido en) grano, eso asciende a 2. Multiplica 2 por 4,30 eso asciende a 9.
Calcula su raiz, eso asciende a 3. 3 es la circunferencia de la medida. Toma un
tercio de 3, eso asciende a 1 como didmetro. Este es el procedimiento.™®

> Nindan es la unidad lineal del sistema babilénico. 1 nindan = 12 codos y ademads 5 nindan = 1 codo.
' Tomado de Serres, Michel (1991). Historia de las Ciencias. Citedra. Madrid. Pag:68, 69.
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Es decir, que en este problema, se da la capacidad en grano y la profundidad de
un silo cilindrico, y se pide calcular el didmetro y la circunferencia de su seccion
circular, lo que implica realizar un trabajo inverso al ejecutado en el problema
anterior. Por ejemplo, por qué el inverso de 5 es 12?, porque un inverso se define
como el numero por el cual debo multiplicar otro para obtener el elemento neutro,
en este caso, si multiplicamos 5 . 12 = 60, que en el sistema sexagesimal es 1.

De igual forma el inverso de 6 es 10, ya que al multiplicarlos, se obtiene 60 que es
igual a 1. De manera similar, si multiplicamos (13,40) . (4,30) = 60° = 1; ademas
de estos inversos, aparece también la raiz cuadrada como otra operacion inversa,
lo que da indicios de la existencia o al menos conocimiento de nuameros
irracionales, los cuales no era posible escribir en la notacion sexagesimal.

En general, lo que afirman los estudiosos es que los problemas que aparecen en
los papiros egipcios y las tablillas babildnicas, tanto de orden geométrico como
aritmético, surgen de situaciones reales, relacionados con la naturaleza, y que no
es posible determinar generalizaciones en sus resultados que se obtienen por
procedimientos empiricos (experimentales), sin algoritmos ni ecuaciones
generales.

Lo que plantean los especialistas en los papiros y tablillas antiguas, es que en
ningun apartado se encuentra un teorema que establezca un enunciado o
propiedad genera. Esto, sin embargo, no demerita en absoluto el gran trabajo
matematico que llevaron a cabo estas culturas antiguas, que sin la utilizacion de
simbolismos, ni notacibn matematica adecuada, fueron capaces de resolver
problemas que con seguridad ayudaron a mejorar sus condiciones de vida.

Nos ocuparemos ahora en analizar algunos problemas encontrados en las tablillas
que implican el uso de ecuaciones algebraicas, en particular ecuaciones de
segundo grado. De forma similar al trabajo realizado con los egipcios, daremos
hasta donde sea posible la solucion dada en su forma original, y posteriormente
daremos unas sugerencias de solucién con un lenguaje moderno y en el sistema
decimal de numeracion.
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2.2 Algunos problemas de las tablillas babilénicas que se resuelven con
ecuaciones cuadraticas

El hallazgo de las tablillas de la “Antigua Babilonia” dejé al descubierto que la
matematica mas avanzada de la antigiiedad no era la egipcia. En la tablilla del
1700 a. de C., se encuentra el que es considerado el primer registro conocido de
resolucién de problemas que involucran ecuaciones de segundo grado, que es
resuelta dada solamente su raiz positiva.

"“He sumado el area y los dos tercios del lado de un cuadrado y el resultado es

0;35.

Tome usted 1 por “coeficiente”. Dos tercios de 1, el coeficiente, es 0;40. La mitad
del resultado, 0;20, usted la multiplica por 0;20, y obtiene 0;6,40 que afiade a 0;35,
y esta suma, 0;41,40, tiene a 0;50 por raiz cuadrada. 0;20, que ya ha multiplicado
usted por si mismo, lo resta de 0;50, y 0;30 es el lado del cuadrado.”

Siguiendo paso a paso la explicacion ofrecida en la tablilla, llegamos a una
expresion de la forma:

. 2 -
X = (0’40j +035- 240 _ 30
o2 2

Este problema esta enunciado como aparece en la tablilla perteneciente a la
“‘Antigua Babilonia”, y en el sistema de numeracion babilonico que sabemos era
sexagesimal. Si hacemos el ejercicio de reescribir este problema y su solucién en
el sistema decimal, quedaria de la siguiente forma:

He sumado el area y los dos tercios de la unidad del lado (del lado de longitud
unitaria) de un cuadrado y el resultado es 2100.

Tome usted 60 por “coeficiente”. Dos tercios de 60, el coeficiente, es 40. La mitad
del resultado, 20, usted la multiplica por 20, y obtiene 400 que afiade a 2100, y
esta suma, 2500, tiene a 50 por raiz cuadrada. 20, que ya ha multiplicado usted
por si mismo, lo resta de 50, y 30 es el lado del cuadrado.

Y su notacion simbdlica seria;:

Y Estos problemas son tomados de: Aaboe, Asger. Episodios histéricos desde Babilonia hasta Ptolomeo. Ed.
Norma. Cali. 1964. P4g 39-41. Aunque el autor asegura que no hay confusién con el manejo de las comasy
los puntos y comas, resulto un poco confuso saber cuando se trata de nimeros menores que uno o
mayores, por tanto en esta monografia tratamos de hacer una interpretacion acorde con los problemas
planteados y su posible solucidn.
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40 40

2
X = (j +2100 — =30
1\ 2 2

Ahora intentemos dar un tratamiento algebraico moderno a la solucion dada en la
tablilla.

La ecuacion que resulta del planteamiento del problema es:
x* + 2, x=0;35
3
Cuya escritura en el sistema decimal sera: x> +40-x = 2100

Ahora hagamos un recuento del problema, y hagamos un tratamiento algebraico al
procedimiento propuesto en la tablilla:

Dos tercios de 60, el coeficiente, es 40.

La mitad del resultado, 20, usted la multiplica por 20,

y obtiene 400 que afiade a 2100, esto es: 2100 +400

que llevada a la ecuacion original resulta: x* +40- x+ 400 = 2100 + 400

y esta suma, 2500: x® +40- x + 400 = 2500

tiene a 50 por raiz cuadrada. (x+20) = 2500
(x+20)=50

20, lo resta de 50, y 30 es el lado del cuadrado. x=50-20
x=30

Si observamos con cuidado, nos damos cuenta que este no es mas que el método
conocido como “Completacién de cuadrados”. Claramente se trabaja solamente
con la solucién positiva y se evade el trabajo con cantidades negativas, pero en
definitiva es la completacién de un cuadrado, método muy util, pero poco utilizado
en la solucién de ecuaciones cuadraticas actualmente.

Tenemos aqui entonces dos interpretaciones diferentes de la solucion dada por
los babilonios de este problema que incluye una ecuacién cuadrética; por un lado
tenemos la parte positiva de la formula cuadrética (que en esta época no habia
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sido formalizada), y por otro lado la completacion de cuadrados, que arroja indicios
del manejo adecuado de estas ecuaciones algebraicas, tanto desde lo algebraico
como desde lo geométrico por parte de la cultura babil6nica.

El siguiente problema ofrece una variacion del anterior, pero haremos un
tratamiento similar, veamos:

“He sumado siete veces el lado de mi cuadrado a once veces su area y el
resultado es 6;15.

Usted toma 7 y 11. Multiplica 11 por 6;15, y obtiene 1,8;45. Usted parte 7 en dos
mitades, (y obtiene 3;30). Usted multiplica 3;30 por 3;30. Afiade el resultado,
12;15, a 1,8;45, y 1,21(la suma) tiene como raiz cuadrada a 9. Usted resta 3;30,
que multiplicé por si mismo, de 9, y obtiene 5;30.

El reciproco de 11 no es divisor exacto. ¢Qué numero tendré que multiplicar por
11 para que el producto sea 5;30? Tal factor es 0;30. El lado del cuadrado es
0;30”

Este problema es un caso de la solucibn de una ecuacién cuadratica con
coeficiente distinto de uno en el primer término, es decir de la forma ax’+ bx = ¢,
lo que hace el babilonio en la tablilla, es multiplicar por 11, para transformar la
ecuacion cuadrética en términos de 11X, asi:

(11x)* +7-(11x)=6;15-11=1,8;45
Y buscar una sustitucion, al trabajar con una ecuacion de la forma k> + 7k =1,8;45

Que permita aplicar el procedimiento utilizado en el problema anterior, de esta
forma:

2
k = (7j +18;45 - " =530
2 2

De donde,
11-x=k=5;30
Y por tanto;
X =030
La escritura en el sistema decimal de este problema, seria asi:

11x2 +7x =615
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Al transformar los coeficientes: 11, 7 y 6;15, al sistema decimal, los resultados
serian:

11.60 =660
7-60 =420
6-60+15=375

Asi, la ecuacion queda transformada en:

660x> +420x = 375

Al ser multiplicada por 660, quedaria asi:
(660x)> + 420(660x) = 247500
Hacemos la sustitucion, sea k = 660x, luego, es posible resolver la ecuacion:

k? + 420k = 247500

Cuya solucién, al estilo babilonico seria:

2
k = (420) +247500 - 20 _ 330
2 2

Y sustituyendo de nuevo obtenemos:
660x =k =330

330

Y por tanto X="—"—
660

Siguiendo los pasos para la completacién de cuadrados, resulta el siguiente
algoritmo:

La ecuacion original: 11x* +7x =615
Transformada resulta: 660x° +420x = 375

Multiplicando por 660: (660x)? + 420 - (660x) = 375- 660
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Dividiendo 420 entre 2, y

. 420\ )
elevando al cuadrado se obtiene: F =210

Sumando a ambos lados de la ecuacion:

(660X)2 + 420 - (660x) + (210)° = 375- 660 + (210)°

Resolviendo y factorizando: (660x +210)* = 291600
Extrayendo la raiz cuadrada: 660x + 210 =540
Restando 210: 660x =540-210
660x =330
330
X=—
660

Para encontrar el valor buscado:
1
X=—
2

Terminemos el analisis del tratamiento dado por los babilonios a las ecuaciones
cuadraticas con la solucién que aparece en la misma tablilla de 1700 a. de C., de

la ecuacion x* —x=14;30, que transformada a nuestro sistema decimal sera:
x* —x =870

Reescribiendo la soluciéon, obtenemos:

“Témese la mitad de 1, que es el coeficiente de x y cuadrese. Entonces sumese

411 a 870, para obtener 34481 Ahora, tbmese la raiz cuadrada de 311181 para

59 . : . , .
obtener —. Al numero obtenido, sumese la mitad de 1 que es el coeficiente de x.
El resultado obtenido, 30, es la solucién de la ecuacién”.

Siguiendo el método algebraico, la solucion de la ecuacién seré:

2
X = [_1j +870—(_1)=59+1=30
W\ 2 2) 2 2
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Y siguiendo paso a paso la completacion de cuadrados, obtenemos la siguiente
solucion:

x? —x =870

x2—x+£:870+E
4 4

Luis Puig®®, plantea un estudio interesante de los métodos utilizados por los
babilonios para resolver ecuaciones cuadraticas o de segundo grado, utilizando un
recurso geométrico como interpretacién de la completacién de cuadrados™. Uno
de los problemas que utiliza el autor para aplicar este método es siguiente:

“Lado y cuadrado acumulados, 110”

Este enunciado, no se podria analizar geométricamente, dado que no seria
posible sumar un cuadrado con un lado del cuadrado, por tanto se requiere un
andlisis aritmético (inicios de un tratamiento algebraico), en el que se pueda
plantear una ecuacion en términos del lado del cuadrado y que en términos
modernos seria una ecuacion de la forma:

1> +1=110

En los problemas anteriores, ya se habia anotado que era claro que los
babilénicos utilizaban la completacién de cuadrados, que en las tablillas era
conocido como “el método akadio”.

Haciendo la claridad importante que en las tablillas babilonicas no aparece
ninguna representacion geométrica relacionada con la solucion de los problemas,

'® puig, L. (2006) la resolucién de problemas en la historia de las matematicas En Aymerich, José V. y
Macario, Sergio (Eds.) Matemadticas para el siglo XXl (39-57).
" Dice Luis Puig, que la siguiente es la interpretacion de Hoyrup, un especialista en textos babildnicos.
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representamos este problema con un cuadrado de lado |, al que se le afiade con
un rectangulo de anchura 1 de espesor, dividido en dos mitades, como se ve en la
ilustracion 9.

llustracion 14. Cuadrado con rectangulo de anchura 1.

Lo que se enuncia en las tablillas, corresponde con la accién de cortar el
rectdngulo de anchura 1, por el medio y pegar uno de los rectangulos en el otro
lado como se ve en la ilustracion 10, esta figura, se conocera mas tarde entre los
griegos como gnomon.

2
(I )
2
llustracién 15. Gnomon.

Y se ve claramente que resulta un cuadrado de &rea (1/2)?, que es el término que
como vimos anteriormente, se aflade a la raiz con el término 110, y reproduce una
forma de la formula cuadratica que ya vimos en los problemas anteriores, esto es:

2
| = 110+[1j _1
2 2

Resolviendo obtenemos: 1 =10



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 40

Que comparado con la completacién de cuadrados (raiz positiva) que actualmente
utilizamos es exactamente igual, veamos:

x> +x=110
l 2 l 2

Completamos el cuadrado: x2+x+(—j :110+(§J

1)? 1)?
Factorizamos: [XJFE) :110+(Ej

) 1 1)
Extraemos raiz cuadrada: x+5= 110+ 5
2
. 1 1

Despejamos x: X =.110+ 5] =3
Resolviendo: x=10

Lo interesante de este planteamiento, es que da la posibilidad de generalizar
procesos en algunos problemas. Veamos el desarrollo de este problema:

“Un rectangulo, largo y ancho, dados area y diferencia de los lados”.

El problema consiste entonces en encontrar dos numeros (largo y ancho),
conocidos su producto (p = area) y su diferencia.

Para resolverlo, veamos un rectangulo, y hagamos lo mismo que en el problema
anterior, como lo muestra la ilustracion 11.

ti

1-a i :
2 (%)

llustracién 16. Rectangulo con gnomon.
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Lo diferente de estos graficos con respecto a los del problema anterior, es la
introduccién de un parametro nuevo en lugar de 1, ese parametro es la diferencia
entre el largo y el ancho.

Utilizando la misma expresion del problema anterior, el escriba babilénico obtiene
las siguientes soluciones:

a= er(gjz—9 | = p+(9T+9
2 2 2 2

Este es un tipico problema del algebra de nuestra escuela: “Encontrar dos
numeros tales que su producto y su diferencia (o suma) sean dados”, el cual
resolveriamos de una forma similar a lo siguiente:

Sean ael ancho del rectangulo; | el largo; p el area o producto de largo por ancho;
d la diferencia

Las ecuaciones que se proponen seran: a-l=p (i)
|-a=d (ii)
De (ii), tenemos que: I=d+a (iii)
a=I1-d (iv)

Resolviendo el sistema, sustituimos (iii) en (i): a-(d +a)=p

Ley distributiva y conmutativa: a’+d-a=p
d)’ d)’
Completando cuadrado: a’+d-a+ (EJ =p+ (E}
2 2
Factorizando: (a + Qj =p+ (9)
2 2

. , d d)?

Extrayendo raiz cuadrada: a+ > =.|p+ >

. d) d
Despejando: a=_[p+|=| ==
pe) p (2) 5
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Sustituyendo (iv), obtenemos el largo del rectangulo:

Ley distributiva y conmutativa: I>—d-1=p
d)? d)?
Completando cuadrado: 12_-d -1 J{Ej =p J{Ej
2 2
Factorizando: (| _ﬂj - p+(ﬂj
2 2
; , d d)?
Extrayendo raiz cuadrada: | -5 = P+ 5
Despejando: l=.|p J{QJZ +9
' 2) 2

Més adelante con el trabajo de Diofanto, veremos que los métodos de solucién de
este tipo de problemas, son cambiantes y efectivos, de acuerdo con la época en
los que se utilicen.

No seria justo elaborar un juicio acerca del trabajo de los babilonios respecto de
las ecuaciones algebraicas de primer y segundo grado con los pocos problemas
analizados. Sin embargo, atendiendo a los comentarios que realizan los
investigadores de las tablillas babil6nicas, se puede concluir que aunque en las
tablillas aparece una gran cantidad de problemas resueltos, no se encuentran en
ellas ningun teorema que establezca una propiedad o un enunciado general con
respecto a las soluciones dadas a los problemas. Sin embargo, como vimos en los
problemas anteriores, es posible reducir las condiciones de un problema a las
condiciones de un problema anterior ya resuelto, es decir, que no seria posible
encontrar un procedimiento para cada problema, sino tratar de reducir un
problema a una situacién ya resuelta.

En cuanto al manejo de las ecuaciones, los ejemplos que analizamos son prueba

del gran dominio de las ecuaciones de la forma: x>+ p-x=q
2
Que resolvian con la formula: X = 1 (gj +q _g

O bajo otra interpretacion, con el método de completacion de cuadrados.
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Sin embargo, es claro para los investigadores que los babilonios resolvian
ecuaciones de la forma:

X*+p-x=q
X*—p-x=q
r-x>+p-x=q

Incluso Francisco Vera en su libro “Historia de las ideas matematicas”, en las
paginas 30-31, plantea que en una tablilla procedente de los babilonios, aparecen
tres problemas que se resuelven con ecuaciones de tercer grado. Los problemas
no son enunciados, pero segun el autor se trata de problemas en los que
intervienen longitudes, areas y volimenes, y cuyas ecuaciones son las siguientes:

X+x* =252 cuya solucién es x =6
x*+7-x*=8 cuya soluciébnes x=1
x® +x* =1452 cuya solucion es x =11

Realmente impresionante, si tenemos en cuenta que las soluciones generales
para las ecuaciones de segundo y tercer grado necesitaron de muchos siglos de
simbolismo y notacion matematicas para convertirse en teoremas y reglas
generales aceptadas por la comunidad matematica, esto fortalece la idea de que
los babilonios no poseen un lenguaje como el del algebra actual, pero si es posible
encontrar rasgos de una manera algebraica de resolver problemas.

Hoy es conocido por todos que los griegos son los herederos directos de todo el
conocimiento babil6nico, que no es poco, y que fue finalmente a ellos (a los
griegos) a quienes se atribuye el origen de las matematicas, en el siguiente
sentido: fueron los griegos (ni los egipcios ni los babilénicos pudieron hacerlo)
quienes dieron al enunciado y la demostracion de los teoremas matematicos el
papel fundamental que aun hoy se conserva, y que convierte a esta ciencia en
Gnica por la fuerza y perpetuidad de sus deducciones; fueron los griegos quienes
lograron interpretar la Matematica como una ciencia autonoma, determinando sus
conceptos y proposiciones fundamentales de forma abstracta y general,
permitiendo introducir las demostraciones y deducciones que aun hoy son validas.
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3. PRIMEROS PASOS DEL ALGEBRA EN ALEJANDRIA

3.1 Antecedentes historicos
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llustracion 17. Alejandria.

“Como sé, muy honorable Dionisio,

gue quieres aprender a resolver problemas numéricos,

he emprendido la tarea de exponer la naturaleza y el poder de los numeros,
empezando por las bases que sustentan estas cuestiones.

Es posible que parezcan mas dificiles de lo que son por ser desconocidas aun

y que los principiantes duden de conseguir alcanzarlas,

pero las comprenderas facilmente gracias a tu actividad y a mis demostraciones,
pues que el deseo unido a la ensefianza conduce répidamente al conocimiento...””

Diofanto de Alejandria. “Arithmetica”

2 Tomado de Vera, Francisco. Cientificos griegos. Tomo Il. Ed. Aguilar. Madrid. 1970. Pag. 1031.
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No es facil resumir en una pagina la grandeza de la cultura griega, ni simplificar los
grandes aportes a la humanidad que esta cultura brindé durante varios siglos de
trabajo intelectual. No es facil tampoco hacer la transicion desde la cultura Egipcia
a orillas del rio Nilo, hasta los estados comprendidos entre los rios Eufrates y
Tigris, para llegar al gran imperio de Alejandro Magno, cuya ciudad principal era
Alejandria.

Como vimos en los capitulos anteriores, las primeras referencias de Matematicas
organizadas en papiros y tablillas datan de algunos siglos antes de nuestra era y
vienen desde Egipto y Babilonia. Matematicas si se quiere con referencias a lo
practico y a la resolucion de problemas cotidianos, y dominadas por una aritmética
basica, y con interés en las medidas y calculos geométricos, pero sin la utilizacion
de conceptos matematicos abstractos ni manipulacion simbdlica, que permitiera
construir axiomas, teoremas o demostraciones matematicas. Los egipcios
resolvieron ecuaciones sencillas mediante el método “regula falsi”, y lograron
encontrar areas y volimenes de algunas figuras geométricas, pero los babilonios
desarrollaron una matematica mas sofisticada, que les permitié6 encontrar raices
positivas de ecuaciones de segundo grado, e incluso algunas de tercer grado; y
ademas fueron capaces de resolver problemas complicados relacionados con el
Teorema de Pitdgoras, antes de Pitagoras.

El inicio de la Historia de las Matematicas en Grecia, se sitla alrededor del siglo VI
a. de C., y se sefiala a Tales de Mileto como el primero que llevo desde Egipto y
Babilonia las Matematicas a Grecia, dejando un legado de teoremas geométricos y
aportes significativos a la naciente ciencia. Los historiadores, plantean, sin
embargo, que el interés de los griegos por las Matematicas proviene del impulso
que viene de Mesopotamia mas que de Egipto. Se dice que Pitdgoras de Samos
fue uno de los discipulos de Tales, y con el sabio de Samos, se ensefi6 la
importancia del estudio de los nimeros para comprender el universo. Muchos son
los teoremas y descubrimientos que se atribuyen a PitAgoras o a sus discipulos de
la Escuela Pitagorica, pero el logro mas importante es el de haber dado los
primeros pasos para convertir las Matematicas en una estructura logica de
definiciones, axiomas y demostraciones. También se dice que hacia el afio 530
a.de C., Pitagoras, siguiendo los pasos de su maestro, viajé por Egipto y
Babilonia donde recibié su inspiracion matematica y mistica.De esta época
también son conocidos trabajos de Hipocrates de Quios y Demdcrito, y a fines del
siglo sexto a. de C., y como consecuencia del descubrimiento de la irracionalidad

de 2, surge una tendencia racionalista encabezada por Zenon de Elea, quien

planteé una serie de paradojas que pondrian en vilo la interpretacion del
movimiento, y otras consideraciones de tipo matematico.
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Iniciando el siglo 1V, hacia el 370, aparece la figura de Eudoxio de Cnido, quien
apoyado en el mismo descubrimiento de los irracionales, plantea un estudio de la
inconmensurabilidad, estudio que en el siglo XIX de nuestra era, seria la base de
la formalizacion de los NUmeros Reales.

A finales del siglo IV e inicios del lll, surge la figura de Euclides, quien en sus
famosos “Elementos”, recopila la mayor parte del conocimiento matematico
existente en la época, en areas como geometria de poligonos y circulos, teoria de
nameros, teoria de la inconmensurabilidad, geometria del espacio, etc. Con
Euclides se establece definitivamente la Matematica como una ciencia deductiva,
en la que a partir de una cierta cantidad de axiomas es posible demostrar los
teoremas mediante un mecanismo deductivo.

Posterior a Euclides, surge la figura de Arquimedes de Siracusa, el que es
considerado por muchos como el matematico mas brillante de la historia. Sus
trabajos son diversos y con técnicas tan sofisticadas que aun hoy es dificil
comprenderlas. Utiliz6 un nuevo método tedrico basado en el trabajo con
secciones infinitamente pequefias de figuras geométricas para calcular areas y
volumenes de figuras obtenidas a partir de conicas. El tratado méas importante
sobre conicas fue el escrito por Apolonio de Pérgamo, aunque las conicas habian
sido objeto de estudio de Menecmo, un alumno de Eudoxio. Sin embargo,
Arquimedes también estudié las conicas, los centros de gravedad, el equilibrio de
los cuerpos, los fluidos, trabajos que indudablemente llevaron a la creacién del
Célculo en el siglo XVII.

Después de Euclides, Arquimedes y Apolonio, no surgen en Grecia figuras de la
misma talla intelectual en Geometria. Sin embargo, en los escritos de Herén de
Alejandria en el siglo | d. de C., se evidencian elementos de la tradicion egipcia y
babilonica en las construcciones logicas de los grandes gedmetras. De hecho, es
necesario esperar hasta el siglo Ill, cuando aparece la figura de Diofanto de
Alejandria, quien, alejado de la tradicion griega de construcciones geométricas
para trabajar el algebra, inicia una tradicion mas simbdlica y con mas tendencia a
la matematica babildnica, lo que més tarde sera llamada el “Algebra Sincopada’.
El algebra sincopada, utiliza el lenguaje oral, pero mezcla algunas abreviaturas y
simbolos para hacer mas comodo el razonamiento. Los primeros pasos en este
tipo de 4&lgebra los da Diofanto de Alejandria, y seran perfeccionados
posteriormente por los indios y &rabes, verdaderos iniciadores del algebra
simbalica.

Detengdmonos entonces en Diofanto, y estudiemos un poco sus aportes en los
primeros pasos del nacimiento del algebra.
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Diofanto de Alejandria (siglo Il d.C.) es una de esas figuras de la Matematica que
a lo largo de la historia se han convertido casi en un mito. Su vida es un misterio,
de ella no se sabe practicamente nada, ni siquiera si era griego o no, si vivio en el
siglo Il a.de C. o d.de C., o si sus textos son propios o recopilacion del saber de su
época.

Sin embargo, aunque su vida es desconocida casi en su totalidad, uno de los
epitafios mas conocidos en la historia de las Mateméticas es el que habla de la
edad de Diofanto. Esta es una de las muchas versiones del clasico epitafio
diofantino, que aparece en la “Antologia Griega”, una serie de acertijos recopilada
alrededor del afio 500 d.C, y dice asi:

llustracion 18. Diofanto de Alejandria.

“iCaminante! Aqui fueron sepultados los restos de Diofanto y los numeros pueden
mostrar joh milagro! Cuan larga fue su existencia. La sexta parte constituyo su
feliz infancia, habia transcurrido ademas una duodécima parte de su vida, cuando
de vellos cubriése su barbilla y la séptima parte de su vida transcurrié en un
matrimonio estéril. Pasaron cinco afios mas y le hizo dichoso el nacimiento de su
primogénito, que entregd su existencia a la tierra, la cual duré tan solo la mitad de
la de su padre. Se dedic6 afligido, por entero a la ciencia de los niumeros
buscando consuelo en la misma, pero su pena era tan profunda que descendi6 a
la sepultura sobreviviendo solo cuatro afios al deceso de su hijo.”
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Como ejercicio, resolvamos este problema que conlleva a una ecuacion algebraica
de primer grado, para iniciar el camino del algebra. Hagamos el ejercicio de pasar
del lenguaje vulgar al simbdlico, conscientes de que asi no fue resulto el problema
en la antigiiedad.

o . : X
La sexta parte constituyo su feliz infancia 5
. . . X
...transcurrido...una duodécima parte de su vida... 5
e . , : X
... la séptima parte de su vida... matrimonio... -
...Pasaron cinco arios... nacimiento de su primogénito 5

) ) 3 . X
... Su existencia... dur6 tan solo la mitad de la de su padre 5
Se dedico...a la ciencia de los nuimeros buscando
consuelo... sobreviviendo solo cuatro anos... 4

Asumiendo que x es la edad de Diofanto, seré igual a la suma de las expresiones
gue acabamos de escribir, es decir:

5+L+5+5+§+4:x
6 12 7
75
Obtenemos entonces: a-x+9 =X

Si utilizamos el método “regula falsi”, es decir, si pensamos en términos de
ochenta y cuatroavos, encontramos que si suponemos que la cantidad es 84, para
obtener enteros positivos, vemos que, la respuesta es inmediata:

™ ga+9-84
84

Concluimos entonces que Diofanto tenia 84 afios al momento de morir.
Si resolvemos la ecuacién de una manera mas “moderna”, encontramos que:

E-x+9=x
84
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X—E-ng
84

84x —75x _9
84

9x=9-84 — x=84

Este problema incluso puede ser estudiado en las aulas de clase, utilizando
variaciones en las preguntas, como por ejemplo preguntar por la edad del hijo, a
qué edad se cas6 Diofanto, cuantos afios durd su infancia, cuantos afios tenia
cuando nacio su hijo, etc. Preguntas que se resuelven con sumas de fracciones
sencillas, y que se dejan como ejercicio para el lector.

Diofanto se interesé en estudiar problemas como éste, cuyas soluciones estaban
dadas por nimeros enteros o racionales positivos, y que son llamadas Ecuaciones
Diofanticas o Diofantinas, y que constituyen una parte importante del estudio de la
Teoria de Nimeros?!. La mas importante y conocida de sus obras es “Arithmetica”,
un tratado de trece libros de los cuales solo sobrevivieron los seis primeros, y a los
que con frecuencia, se atribuye el nacimiento del algebra. La importancia de este
libro, que no es un tratado de algebra sino una recopilacion de 190 problemas,
radica en que Diofanto fue el primer matematico griego que mostré un talento
genuino para el algebra, en tanto que presentd soluciones algebraicas (no
geométricas) de las ecuaciones de primer grado con dos y tres incégnitas,
ecuaciones de segundo y hasta de tercer grado, como veremos mas adelante.
Esto dltimo quizés porque su libro parece més influenciado por la mateméatica del
antiguo Egipto, Babilonia y de la India, que de la antigua Grecia.

SegUn plantea Stephen Hawking?, Diofanto define algunos simbolos que utilizaré:
(x?) Un cuadrado, cuyo signo es DY
(x®) Un cubo, cuyo signo es K”
(x*) Un cuadrado al cuadrado, cuyo signo es DD
(x°) Un cuadrado cubico, cuyo signo es DK”

(x°) Un cubo al cubo, con el signo K’K.

21 ; . . .
La mayoria de los problemas que trabajaremos en este trabajo, sin embargo, son problemas cuyas
soluciones son niumeros racionales positivos.

*? “Dios cre6 los nimeros” Hawking, Stephen. Editorial Critica. 2006. Pag 204-205.
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llustracion 19. Arithmetica de Diofanto.

Y dice: “Pero el numero que no tiene ninguna de estas caracteristicas, sino que
sélo contiene en si una multitud indeterminada de ellas se llama arithmo, y su
signo es ¢.”

El “arithmo” es quizas la primera incégnita que se nombrd en la historia de las
Matematicas, y su simbolo es parecido a la letra griega sigma. En este trabajo,
para simbolizar el “aritmo” de Diofanto, trataremos en general de utilizar x para
nombrarlo. Esto con el fin de notar que el aritmo es la misma incognita, y con ello
hacerlo mas familiar con la notacion que actualmente utilizan los maestros de
Matematicas para simbolizar el término desconocido en un problema. De igual
forma, Diofanto introdujo importantes novedades, como una especie de “signo
menos” algo como: A, nunca utilizd simbolos especiales para la adicion o la
multiplicacion y en sus ecuaciones habia numeros positivos y negativos entre
otros, aunque también es un misterio la forma en que Diofanto consiguié llegar a
sus métodos.
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Asi, a partir de Diofanto el algebra comienza a direccionarse hacia lo simbdlico,
aunqgue no se puede afirmar que sus tratados fueran simbdélicos, pero si establece
un punto de partida fundamental para avances en esta direccion. La importancia
de este avance simbodlico fue tal que muchos se aventuran a afirmar que lo peor
para el desarrollo de la Matematica en general, fue que Diofanto hubiera sido
posterior a Arguimedes, suponiendo que el estagirita con mas herramientas
simbdlicas quizas hubiera avanzado muchisimo més de lo que lo hizo...sin
embargo, eso nunca lo sabremos.

Los comentaristas de la obra de Diofanto, categorizan los problemas planteados
en la Aritmética de la siguiente manera: el libro | pretende determinar ecuaciones
algebraicas, los libros del Il al V contiene problemas indeterminados con
expresiones de dos o mas variables, y el libro VI estd centrado en triangulos
rectangulos tratados aritméticamente con una funcion lineal o cuadratica.

Los analistas e investigadores de “Aritmeética” de Diofanto, insisten en que antes
de este texto no hay evidencia de un manejo tan profundo y con tanta dificultad,
como para resolver los problemas que en él aparecen, sin contar con el ingenio y
creatividad del autor para encontrar las soluciones. La generalidad que brinda el
texto en cuanto a soluciones no tienen referente alguno a lo que se sabe de
tiempos anteriores a Diofanto, y por lo tanto existen sospechas de que un solo
hombre haya producido una obra tan monumental por si solo. Algunos
comentaristas plantean la posibilidad de que haya habido una pérdida enorme de
material precedente, y que Diofanto sea el vértice de una cumbre sobresaliente, la
Gnica parte visible de todo un continente hundido.

Con la certeza de que no es posible hacer un analisis completo de los
procedimientos utilizados por el genio de Diofanto, han sido elegidos algunos
problemas que pueden dar luz sobre métodos de solucién de problemas que
involucran ecuaciones lineales, cuadraticas o sistemas de ecuaciones, y que
eventualmente puedan ser utilizados en el aula de clase por los maestros de la
secundaria.
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3.2 Algunos problemas de la “Arithmetica” de Diofanto que se resuelven
mediante ecuaciones algebraicas

LIBRO I, PROBLEMA 1%:

“Descomponer un numero en dos partes cuya diferencia sea dada.”

“Sea 100 el numero dado y 40 la diferencia. Suponiendo que la parte menor es 1
aritmo, la mayor serd 1 aritmo mas 40 unidades, y, por tanto, la suma de ambas
valdra 2 aritmos mas 40 unidades, la cual suma es 100. Restando los términos
semejantes de los semejantes, es decir: 40 unidades de 100 y 40 unidades de 2
aritmos y 40 unidades, los 2 aritmos que quedan valdran 60 unidades y cada
aritmo 30, que sera la parte menor, y la mayor 30 mas 40, o sea: 70 unidades”

Si seguimos el razonamiento utilizado por Diofanto, encontramos lo siguiente:

La parte menor es 1 aritmo, es decir: X

La parte mayor sera 1 aritmo mas 40 unidades, es decir: x + 40

Y la suma serd x + (x + 40) = 2x + 40, lo cual debe igualarse a 100, esto es:

2x + 40 = 100, de donde es claro que x = 60/2; o sea: x = 30, que es la parte
menor;

Y la parte mayor sera x + 40, es decir, 30 + 40 = 70.
Y la solucion del problema es 30 y 70.
Este, que es el primero de los problemas que resuelve Diofanto, ya plantea en
nuestro lenguaje moderno, un sistema de ecuaciones lineales 2x2, ya que el
problema consiste en encontrar dos numeros tales que su suma sea 100 y su
diferencia sea 40, lo que implica resolver el sistema:

X +y=100

y —x=40

Sistema que puede ser resuelto de varias formas, una de las cuales consiste en
sumar ambas ecuaciones para reducir el nimero de incognitas, asi:

(x+y)+(y—x)=100 + 40

2y = 140 — y=70

* problemas tomados textualmente de: Vera, Francisco. Cientificos griegos. Ed. Aguilar. Madrid. Tomo Il
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Para calcular x, se sustituye el valor de y en cualquiera de las ecuaciones y se
obtiene que:

x=100-70=30 O y=70-40=30.

Realmente no son procedimientos que se diferencien mucho desde lo aritmético,
porque lo que hace Diofanto (que actualmente también hacemos) es reducir a una
sola incognita para resolver una ecuacion lineal, utilizando el hecho de que se
conoce la diferencia, luego siempre es posible escribir una incognita en términos
de la otras, es decir, six—y =40, entonces x =40 +.

LIBRO |, PROBLEMA 2:

“Descomponer un numero en dos partes que estén en una razéon dada.”

“Si queremos descomponer el numero 60 en dos partes que estén en la razon de
1 a 3 y suponemos que la menor es 1 aritmo, la mayor sera igual a 3 aritmos
puesto que tiene que ser triple de la menor, y la suma de ambas 4 aritmos; luego 4
aritmos, tendran 60 unidades y, por tanto, 1 aritmo, o sea: la parte menor, 15,y la
mayor 45.”

Esto es; sea x la parte menor y 3x la mayor.

Su suma debe ser 60, es decir: X+ 3x=60
4x =60
x =15

Si un aritmo es 15, los 3 aritmos seran 3 . 15 = 45

Este problema, plantea asi mismo un sistema de ecuaciones 2x2, pero con una
variacion, veamos:

X+Yy=060; x_1
y 3
De donde tenemos que: X+y=60
3X=y

Sustituyendo la segunda ecuacion en la primera, obtenemos que:
4x = 60

x =15.
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Y ocurre lo mismo que en el problema anterior, es decir, se elimina una incégnita
para resolver una ecuacion lineal, o lo que es lo mismo, se utiliza el método de
sustitucion para resolver el sistema 2x2. Sustituimos y = 3x en la primera ecuacién
y obtenemos x + 3x = 60, que es la opcidn que utiliza Diofanto.

LIBRO |, PROBLEMA 5:

‘Descomponer un numero dado en dos partes tales que si se dan fracciones de
cada una de las partes, su suma sea un numero dado.”

“El numero dado debe estar comprendido entre los dos que se obtienen tomando
las fracciones dadas distintas del numero propuesto al principio. Si queremos
descomponer el numero 100 en dos partes tales que la suma del tercio de la
primera y el quinto de la segunda sea 30 y suponemos que el quinto de la
segunda es 1 aritmo, la segunda valdra 5 aritmos y el tercio de la primera tendra
entonces 30 unidades menos 1 aritmo; luego la primera parte tendrd 90 unidades
menos 3 aritmos, y las dos juntas valdran 3 aritmos y 90 unidades; y como la
suma debe ser igual a 100 unidades, si restamos lo semejante, las 10 unidades
gue quedan valen 2 aritmos y, por consiguiente, 1 aritmo es igual a 5 unidades.
Volviendo a lo que nos proponemos, como se ha supuesto que el quinto de la
segunda parte es 1 aritmo, o sea: 5 unidades, esta segunda parte tiene 25
unidades, y, por consiguiente, la primera 75.”

En este problema, Diofanto no utiliza el aritmo como una de las partes, sino como
el quinto de la segunda parte, y con esta sustitucion obtiene que x = y/5, es decir
que la segunda parte es igual a 5x (5 aritmos), por lo que el tercio de la primera
parte sera entonces 30 — x (la misma estrategia para reducir el numero de
incoégnitas, al escribir una en términos de la otra), lo que significa que la primera
parte sera 3 veces 30 — x; con lo que obtenemos que la primera parte sera:
3(30 — x) , y la segunda parte sera 5x, cuya suma debe ser 100. Esto es:
3(30 —x) + 5x =100
90 — 3x +5x = 100

2x =10

X=05.
Luego, sustituyendo el valor del aritmo, la primera parte sera:

3(30 —5) = 75; y la segunda parte sera 5(5) = 25.

Y 100 queda descompuesto en 75y 25.
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Siguiendo con nuestro estudio, observemos que el problema lo que plantea es,
buscar dos numeros cuya suma es 100, y ademas la tercera parte de una de ellas
mas la quinta parte de la otra es 30, lo que en un sistema de ecuaciones 2x2 se
expresaria asi:

x+y =100 (i)
X 'y N
—+==30

3+5 (i)

Resolviendo en la ecuacion (i), tenemos que 5x + 3y = 450.

Ahora utilizando el método de reduccion o eliminacion, vamos a multiplicar la
ecuacion (i) por (-3) y la sumamos a la ecuacion (ii), asi, obtenemos:

(—3x—3y) + (bx + 3y) =—300 + 450
2x =150
X=75

y sustituyendo este valor de x en la ecuacion (i), encontramos que y = 100 — 75 =
25.

Sin caer en la confusion de x como aritmo en la solucion dada por Diofanto, y con
la x como la primera parte en la solucibn moderna, observamos que aunque un
poco mas complejo, el procedimiento sigue siendo el mismo, utilizar las
condiciones del problema para simplificar el nimero de incégnitas.

LIBRO |, PROBLEMA 26:

‘Dados dos numeros encontrar otro que, multiplicado por ellos, resulte un
cuadrado y la raiz de este cuadrado.”

“Sean 200 y 5 los numeros dados y 1 aritmo el pedido, cuyo producto por 200 es
200 aritmos y por 5 es 5 aritmos. Como uno de estos numeros tiene que ser un
cuadrado y el otro la raiz de este cuadrado, si se cuadran 5 aritmos resultan 25
cuadrados de aritmo iguales a 200 aritmos, y dividiéndolo todo por 1 aritmo, se
tiene que 25 aritmos equivalen a 200 unidades; luego 1 aritmo es 8, nUmero que
resuelve el problema.”

Diofanto asume claramente que el nimero que es raiz es el que resulta de
multiplicar el aritmo por 5, luego debe elevar ese niumero al cuadrado para que
pueda obtener 200 aritmos, es decir, que (5x)? = 200x.



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 56

Como no se acepta el cero de respuesta, se simplifica un aritmo a cada lado de la
igualdad, y se obtiene que: 25x = 200, de donde x = 8. Es decir, que el aritmo vale
8, que era el numero buscado, puesto que 200(8) = 1600 y 5(8) = 40, que es la
raiz cuadrada de 1600.

En la notacién actual, diriamos que:

(5x)* = 200x
25x% — 200x = 0
25x(x—8) =0

De donde : 25x=0 6 x-8=0
Asi las soluciones posibles serian x =0 6 x = 8. (Se descarta la solucién nula).

Aunque en repetidas ocasiones se dice que Diofanto legé una cantidad de
problemas sin métodos y sin modelos mateméticos que permitan generalizar
procedimientos, es importante resaltar que este tipo de problemas son abiertos, en
el sentido, que da la posibilidad de cambiar ciertas condiciones y establecer
formas de solucion. Por ejemplo, qué tal si los numeros dados fueran por ejemplo
100y 4, en lugar de 200 y 5. Veamos.

Ya tenemos una expresion que genera la solucién, por el problema anterior,
podemos asumir que el menor siempre es la raiz cuadrada, asi:

(4x)* = 100x
16x* — 100x = 0
4x(4x —25) =0

x=0 6 x= 25/4
De nuevo se descarta la soluciébn nula y obtenemos el numero 25/4, que
multiplicado con 100, es igual a 625, y multiplicado con 4 es igual a 25, que es la
raiz cuadrada de 625.

LIBRO |, PROBLEMA 27:

“Encontrar dos numero tales que su suma y su producto sean dados.”

“Es preciso que el cuadrado de la semisuma de los numeros pedidos exceda en
un cuadrado al producto de los niumeros, que se puede representar graficamente.
Si queremos que la suma de los numeros sea 20 y su producto 96, supongamos
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gue su diferencia tenga 2 aritmos, y entonces, dividiendo la suma en dos partes
iguales, cada una de estas partes sera la mitad de la suma, o sea: 10 unidades, y
si sumamos una de las partes y restamos la otra, la mitad del excedente los
nameros, es decir: 1 aritmo, resulta de nuevo que la suma es 20 unidades y la
diferencia 2 aritmos; luego si el niumero mayor es 1 aritmo aumentado en las 10
unidades que son la mitad de la suma de los numeros, el menor tendra 10
unidades menos 1 aritmo y queda establecido que la suma de los dos nimeros es
20 unidades y su diferencia 2 aritmos. Puesto que el producto es 96 y tiene 100
unidades menos 1 cuadrado de aritmo, igualando ambas cosas, resulta que 1
aritmo vale 2 unidades y, por tanto, el niumero mayor es 12 y el menor 8.”

La condicion que plantea al decir que el cuadrado de la semisuma de los nimeros
pedidos exceda en un cuadrado al producto de los numeros, parte de la
observacion clara que tenian los griegos de los numeros, veamos:

Diofanto sabe que para un par de numeros b, c, siempre es posible escribirlos uno
en funcion del otro:

b+c b-c . b+c b-c
b:——|—— ; -
2 2 2 2
El producto sera: b-c:(b+c+b_c}.[b+0_b_cj
2 2 2 2
2 2
b.c:(ﬂj _(Hj
2 2
2 2
Luego: (MJ _b-c :(Hj
2 2

Igualdad que equivale a la condicion que plantea Diofanto al inicio del problema.

. . . b-c
Para este problema, Diofanto llama aritmo x a la expresion x = > (i), y de esta

forma:
La suma: b+c=20 (ii)
Y la diferencia: b—-c=2-x=2 aritmos.

Luego, como b= b_42rc+b_;c sustituimos (i) y (i), y tenemos que:
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b:2—20+x De donde b=10+x (iii)

De igual forma para c = b—;C — b—;C sustituyendo, tenemos: c=10—-x (iv)

Que satisface la  primera condicion del problema, ya que
b+c=(@10+x)+(10—-x)=20.

Ahora, con las variables b y c escritas en términos de x, es facil representar el
producto, que segun el problema debe ser 96.

b-c=(10+x)-(10-x)

b-c=100-x?
Sustituyendo el dato del problema, tenemos que: 96 =100 — x*
De donde: x?2 =100-96 =4
Y finalmente: X=2

Como el aritmo vale 2, entonces, sustituyendo en (iii) y (iv), obtenemos los valores
buscados, a saber:

En (iii) b=10+x
b=10+2=12

En (iv) c=10-x
c=10-2=8

LIBRO |, PROBLEMA 30:

“Encontrar dos numeros tales que su diferencia y su producto sean numeros
dados.”

“Es preciso que el cuadruple del producto de los numeros aumentado en el
cuadrado de su diferencia, sea un cuadrado, que se puede representar
graficamente”.

Este problema aparece sin solucion en el texto de Francisco Vera, pero es
necesario aclarar esta condicion.
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De la condicion del problema anterior, teniamos que:

oo (73] (%5

bec = (b+c) (b—c)
4 4

4.b-c=(b+c)*—(b—c)®

4.b-c+(b-c)?=(b+c)’
Esto significa que podemos resolver el problema de la misma forma en que
resolvimos el anterior, dado que las condiciones iniciales se cumplen.

Encontremos entonces dos numeros tales que su diferencia sea 4 y su producto
sea 96.

En este caso, el aritmo sera: (b_;—cj debido a que el dato dado en el problema es

la diferencia entre los niumeros.

b+c b-c b+c b-c
Luego, como: b=—+——; C=————
2 2 2 2
Sustituimos y obtenemos que: b= b—? +b—;C
b:x+ﬂ:x+2
2
Y ademas: C= M _E
2 2
C=x—£=x—2
2

Haciendo la diferencia entre ambas tenemos que: b—c=(x+2)-(x-2)=4
Ahora veamos el producto que debe ser igualado a 96.

b-c=(x+2)-(x-2)=x" -4
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Sustituyendo, tenemos que: 96 =x*-4

De donde: x> =96+4
x* =100

Y por tanto: x =10

De donde: b=x+2=10+2=12

Y ademas: c=x—-2=10-2=8

Evidentemente, en estos problemas, Diofanto solo tiene en cuenta las soluciones
positivas, lo que era comun en su época.

Si en la actualidad proponemos estos dos problemas (el 27 y 30) a nuestros
estudiantes de grado noveno o superior, con certeza, la mayoria de ellos
plantearian sistemas de ecuaciones lineales tales como los siguientes.

Para el problema 27:

Si X, y son los numeros buscados, las ecuaciones seran: x +y = 20; X.y=96

Que al resolverlas por cualquiera de los métodos usuales, lleva a una ecuacion
cuadratica, veamos:

En la primera ecuacion: x = 20 —y, que al sustituirla en la segunda ecuacion arroja
esta expresion:

(20-y).y=96
20y — y* = 96
y2 - 20y +96 =0
(y-12).(y-8)=0
De donde: y=12 0 y =8.

Y encontramos las soluciones sustituyendo en cualquiera de las ecuaciones
iniciales, asi:

x=12; y=8.

Para el problema 30:
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Si X, y son los numeros buscados, las ecuaciones seran: x —y =4; X.y=96
Y haciendo un procedimiento similar al anterior, de la primera ecuacion: x=4 +y
Sustituyendo en la segunda: 4+y).y=96

4y + y2 =96

y +4y-96=0

(y+12).(y-8)=0
De donde: y=-12 0 y=8.
Tomando la solucién positiva, tenemos que y =8;  x =12.

En este primer libro de la “Arithmetica” de Diofanto, hemos asistido a una clase
sobre como resolver un sistema de ecuaciones 2x2, reduciendo el numero de
variables para obtener una ecuacion mas simple. La introduccion del aritmo por
parte de Diofanto, podemos considerarlo como la primera simbolizacién importante
en la historia del algebra. Ya vimos cOmo un aritmo es una incognita inicial, con la
cual, Diofanto puede en algunos problemas, reducir los sistemas de ecuaciones
2x2 en ecuaciones lineales sencillas o ecuaciones en las que basta encontrar una
raiz cuadrada positiva para obtener la solucion.

Veamos que nos trae el Libro II.

Ya vimos que Diofanto en el Libro | plantea problemas que determinan ecuaciones
algebraicas, ahora en los siguientes libros, veremos que el trabajo se centra en
problemas indeterminados con expresiones de dos o0 mas variables. De todos los
problemas que hemos analizado hasta ahora, y que analizaremos posteriormente,
indudablemente el mas célebre es el problema 8 del Libro II, el mismo que llamé la
atenciéon de Pierre de Fermat, y que lo llevé a plantear la afirmacion que durante
mas de 350 afios tuvo pensando a los grandes matematicos de la historia.

Miremos el planteamiento y solucion de este célebre problema dado por Diofanto,
segun el texto de Francisco Vera.

LIBRO Il, PROBLEMA 8:

“Descomponer un cuadrado dado en dos cuadrados.”

“Si queremos descomponer 16 en dos cuadrados y suponemos que el primero es
1 aritmo, el otro tendra 16 unidades menos 1 cuadrado de aritmo, y, por tanto, 16
unidades menos 1 cuadrado de aritmo son un cuadrado. Formemos el cuadrado
de un conjunto cualquiera de aritmos disminuido en tantas unidades como tiene la
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raiz de 16 unidades, y sea el cuadrado de 2 aritmos menos 4 unidades. Este
cuadrado tendrd, pues, 4 cuadrados de aritmo y 16 unidades menos 16 aritmos,
gue igualaremos a 16 unidades menos 1 cuadrado de aritmo, y, sumando a unoy
otro lado los términos negativos y restando los semejantes, resulta que 5
cuadrados de aritmo equivalen a 16 aritmos, y, por tanto, 1 aritmo vale 16/5; luego
uno de los numeros es 256/25 y el otro 144/25, numeros cuya suma es 400/25, es
decir: 16 unidades, y cada uno de ellos es un cuadrado.”

Segun el razonamiento de Diofanto, se trata de resolver la ecuacion cuadratica:
yZ+x2=16

Forma y? =16 — x* que identifica con una expresion de la forma (kx — 4)?y hace
k = 2 para obtener:
y?=16— x?=(2x-4)?
Resolviendo para x (aritmo) tenemos: 16 —x%=(2x—4)?
16 — x> = 4x*— 16x + 16
De donde obtiene que: 5x 2 = 16x

Es decir que: x = 16/5; y sustituyendo el valor encontrado de x, en y? =16 — x?

obtenemos que: y=12/5.
Luego x? = 256/25, y> = 144/25, cuya suma es exactamente 16.

Como deciamos antes, entre los 190 problemas que aparecen en la “Arithmetica”
de Diofanto, este es quizas el mas célebre de todos, y aunque este problema
plantea soluciones racionales, y es muy dificil determinar con exactitud los
aportes de Diofanto a la Aritmética, parece que determind una manera de
encontrar ternas pitagoricas, a partir de expresiones como:

a=2n+1
b=2n?+2n
c=2n’+2n+1,paran=1,23...
Si examinamos, las ternas que se forman para los primeros nUmeros vemos que:
Paran=1, seobtienea=3,b=4yc=5.
Paran =2, obtenemosa=5,b=12yc=13.

Paran =3, losvaloressona=7,b=24yc=25.
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Que eran ternas pitagoricas que al ser graficadas en un triangulo rectangulo, la
hipotenusa excedia en una unidad a uno de los catetos®*. Se dice también que
identifico triangulos rectangulos especiales, a los que denomind los “triangulos
cojos”, es decir, aquellos en los cuales los catetos diferian s6lo en una unidad,
como ocurria por ejemplo, en la terna pitagérica a=20,b=21yc=29,yenlaya
mencionada (3, 4, 5)%.

Se conoce otro libro (o mejor, fragmentos del libro) escrito por Diofanto,
relacionado con los nameros poligonales, libro en el que se plantea la idea de
construir nameros poligonales pero en el espacio, dando como resultado la
aparicion de los Numeros Piramidales, que se obtienen colocando uno sobre otro,
los sucesivos numeros poligonales de un mismo orden.

Por ejemplo, los numeros piramidales de base triangular se obtienen a través de
las sumas parciales de los numeros triangulares, también se les conoce como
ndmeros tetragonales. Son: 1, 4, 10, 20...

Los numeros piramidales cuadrados son: 1, 5, 14, 30... Los numeros piramidales
de base pentagonal son: 1, 6, 18, 40...%°

La siguiente grafica ilustra la formacién de numeros piramidales cuadrados:
0-89- 8% &

llustracion 20. NUmeros Piramidales.

Lo que quedd de este problema, es sin duda una de las conjeturas mas
importantes en la historia de las matematicas, que se convirti0 en Teorema
después de mas de 350 afios de busqueda por parte de los matematicos.

2 Algunas de estas ternas pitagodricas son: (9, 40, 41), (11, 60, 61), (13, 84, 85), (15, 112, 113), (17, 144, 145),
(19, 180, 181),(21, 220, 221) que corresponden a los valores de n hasta 10.

% En la direccién http://semana.mat.uson.mx/MemoriasXVll/Xl/hernandez francisco javier.pdf , el profesor
Francisco Javier Hernandez, plantea estas otras ternas pitagoricas: (4059, 4060, 5741), (137903, 137904,
195025), (159140519, 159140520, 225058681) que representan “triangulos cojos”.

*® Seguin la conferencia “La magia de los nimeros”, Antonio Pérez Sanz. Noviembre de 2002.



http://semana.mat.uson.mx/MemoriasXVII/XI/hernandez_francisco_javier.pdf

Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 64

Lo que se conocia como “El Ultimo Teorema de Fermat”, fue una afirmacién hecha
por el sabio francés, escrita en un margen de su version de la Arithmética, que
dice: “Por el contrario, es imposible descomponer un cubo en dos cubos, un
bicuadrado en dos bicuadrados y, en general, una potencia cualquiera, aparte del
cuadrado, en dos potencias del mismo exponente. He encontrado una
demostracion realmente admirable, pero el margen del libro es muy pequefio para
poneria.”

Esta afirmacion data aproximadamente del afio 1637, y de alli en adelante
grandes matematicos como Leonhard Euler (1707-1783), Adrien-Marie Legendre
(1752-1833), Sophie Germain (1776-1831), Dirichlet (1805-1859), Gabriel Lamé
(1795-1870), Henry Lebesgue (1875-1941), Eduard Kummer (1810-1893), Feélix
Klein (1849-1925), entre otros, aportaron en su demostracion, hasta que en el afio
1995 (358 afios después de la afirmacion de Fermat) el matematico inglés Andrew
Wiles publica lo que se acepta como la demostracion de que la ecuacion x" + y" =
z" , no tiene soluciones enteras para ninguin valor de n, excepto para n = 2.

Con certeza, Diofanto manejaba la teoria que subyacia al Teorema de Pitagoras y
las relaciones que se derivan de ella, y quizas por ello, sus problemas no tenian
soluciones enteras, sino racionales, como una forma de problematizar y ampliar
sobre el tema.

Si analizamos la solucién dada al problema 8, vemos que es posible generalizar y
encontrar variaciones a la solucion dada, es decir, que es posible encontrar otras
soluciones, distintas a

x? = 256/25, y* = 144/25, cuya suma es exactamente 16. Veamos:

En forma general, para resolver la ecuacién y > + x 2 = 16, Diofanto plantea la
expresion:

(mx — /16 ), a la que asigna el valor m = 2, es decir: (2x — 4)%
Pero, ¢,qué ocurriria si m tomara otros valores?
Si m = 3, obtenemos que: (3x—4)’=16-x°

9x* —24x +16 =16 — x°

10x* = 24x

x =12/5, de donde  x? = 144/25,

" Tomado de: Vera, Francisco. Cientificos Griegos. Tomo Il. Editorial Aguilar. Madrid. 1970. Pag. 1056.
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Ademas, como:

Sim = 4, obtenemos que:

Ademas, como:

Sim =5, tenemos que:

Ademas, como:

v = 16— x°

y? = 16 — (144/25), de donde: y* = 256/25
(4x —4)*> =16 — X*
16x* — 32x + 16 = 16 — X°
17x% = 32x
x = 32/17, de donde x* = 1024/289,
v = 16— X2
y? = 16 — (1024/289), de donde: y* = 3600/289.
(5x —4)* =16 — X*
25x% — 40X + 16 = 16 — x*
26x% = 40x
x = 20/13, de donde x* = 400/169,
y? =16 — X2

y? = 16 — (400/169), de donde y? = 2304/169.

Y esto demuestra que no importa el valor que se dé a m en la expresién (mx —

V16 )?, siempre encontraremos soluciones posibles para el problema planteado.

Ahora, ¢ si no fuera 16 el nimero, sino otro cuadrado diferente?, la solucién aplica
perfectamente, veamos si el cuadrado dado fuera 25:

La ecuacion seria: y? + x> = 25, y la expresion, que se igualard a y* = 25 — X, sera

(mx — +/25)?% y dando valores a m (evidentemente los valores que se dan deben
ser mayores que 1, para que no arroje soluciones nulas), obtenemos las

siguientes soluciones:

Sim = 2, tenemos que:

(2x—5)>=25-x°
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4x* — 20% + 25 = 25 — x°

5x% = 20X

x = 4, de donde x* = 16,
Ademas, como: y? =25 x*

y? =25 — 16, de donde y* = 9.
Si m = 3, tenemos que: (3x—5)2=25-x°

9x% — 30X + 25 =25 — x°

10x* = 30x

x = 3, de donde x* = 9,
Ademas, como: y? =25 — %

y? =25 -9, de donde y* = 16.
Si m = 4, tenemos que: (4x —5)> =25 x>

16x* — 40x + 25 =25 —x°

17x% = 40x

X = 40/17, de donde x* = 1600/289,
Ademas, como: y? =25 — X

y? = 25 — (1600/289), de donde y* = 5625/289.
Sim = 5, tenemos que: (5x —5)>=25-x°

25%2 — 50X + 25 = 25 — X°

26x° = 50x

X = 25/13, de donde x* = 625/169,

Ademas, como:  y*=25-x*> —  y®=25-(625/169), de donde y* = 3600/1609.
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Es realmente brillante la forma de resolver este tipo de problemas, a partir de una
expresion, que parece particular, pero que arroja cuantas soluciones como se
quiera.

LIBRO Il, PROBLEMA 9:

‘Descomponer un numero dado, que es suma de dos cuadrados, en otros dos
cuadrados.”

“Sea 13, suma de dos cuadrados, 4 y 9, el niUmero que queremos descomponer
en otros dos cuadrados. Tomemos las raices 2 y 3 de esos cuadrados y
supongamos que una de las de los cuadrados pedidos es 1 aritmo y 2 unidades y
la otra tenga una cantidad cualquiera de aritmos menos la cantidad de unidades
que tiene la raiz del otro numero, es decir: 2 aritmos menos 3 unidades, y
entonces uno de los cuadrados tiene 1 cuadrado de aritmo mas 4 aritmos y 4
unidades y el otro 4 cuadrados de aritmo y 9 unidades menos 12 aritmos y como
la suma de estos dos cuadrados es 13 unidades y los dos cuadrados valen 5
cuadrados de aritmo y 13 unidades menos 8 aritmos, que igualaremos a 13
unidades, resulta que 1 aritmo vale 8/5. Volviendo a lo supuesto, o sea: que la raiz
del primer nimero es 1 aritmo y 2 unidades, sera 18/5, y como la raiz del segundo
namero tiene 2 aritmos menos 3 unidades, sera 1/5; luego uno de los cuadrados
es 324/25 y el otro 1/25, cuya suma es 325/25, o sea: las 13 unidades dadas.”

Para resolver este problema, Diofanto toma muy sabiamente dos cuadrados
formados por aritmos y las raices 2 y 3, de esta forma toma el primer cuadrado
como (x + 2)% y el segundo cuadrado (2x — 3)? (aunque advierte que es una
cantidad cualquiera de aritmos). Al resolver estos cuadrados, obtiene:
(x +2)*+ (2x - 3)> =13
X2+ 4x+4+4x2 - 12x+9=13
5x* — 8x + 13 = 13

5x? = 8x

8
X=—.

Luego, sustituyendo este valor en los cuadrados supuestos, obtenemos:

2 2
(§+2j +(z.§_3] “13
5 5
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2 2
3] +(557) =
5 5
24 1 _325_,

Y asi, —t—
25

25 25

Igual que en problemas anteriores, parece que esta fuera una solucion particular,
pero con la afirmacion “...tomemos las raices 2 y 3 de esos cuadrados y
supongamos que una de las de los cuadrados pedidos es 1 aritmo y 2 unidades y

la otra tenga una cantidad cualquiera de aritmos menos la cantidad de unidades
que tiene la raiz del otro numero”.

Entonces las raices de los cuadrados pedidos son en forma general: (X + \/Z)2 y

(mx — /9)?

En el primer caso, se dio el valor a m = 2, veamos qué ocurre cuando damos
valores distintos a m.

Sim=3 (x +2)*+ (3x—3)*=13
X2+ 4X +4+9x>—18x +9=13
10x? — 14x + 13 =13

10x% = 14x
7
X=—.
5

Luego, sustituyendo este valor en los cuadrados supuestos, obtenemos:

1] o3
5 (2
3)-(5]»

289 36_325_,

Y asi, B Tt
25 25 25
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Sim=4 (x +2)? + (4x—3)* =13
X2+ 4x + 4 +16x° —24x +9=13

17x% —20x + 13 =13

17x% = 20x
20
X=—.
17

Luego, sustituyendo este valor en los cuadrados supuestos, obtenemos:
2 2
20 +2| +14- 20_ 3| =13
17 17
2 2
20+34 N 80-51 _13
17 17
2 2
o4 + 29 =13
17 17

2016 841 _ 3757 _
289 289 289

Y asi, 13

Y asi se pueden obtener tantas soluciones como se quieran del problema.

LIBRO II, PROBLEMA 10:

“Encontrar dos numeros cuadrados que tengan una diferencia dada.”

“Si la diferencia es 60, supongamos que la raiz de uno de los numeros es 1 aritmo
y la del otro 1 aritmo mas las unidades que se quiera con la condicién de que el
cuadrado de esta cantidad no exceda de la diferencia dada, de modo que sea, por
ejemplo, 1 aritmo y 3 unidades. Los cuadrados seran entonces 1 cuadrado de
aritmo y 1 cuadrado de aritmo mas 6 aritmos y 9 unidades y su diferencia 6
aritmos y 9 unidades, que igualaremos a 60 unidades, lo que da para 1 aritmo el
valor de 8 ¥ unidades, que sera el de la raiz del primer nimero, y el de la del
segundo 11 ¥%; luego los niumeros cuadrados pedidos son: 72 ¥4 y 132 Ya.
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Sea 60 la diferencia dada, y sean x y (x + 3), las raices de los cuadrados pedidos
(se elige 3, pero como el mismo matematico lo plantea, puede ser un nimero cuyo
cuadrado no exceda a 60).
Es decir, que: (x +3)°—x* = 60

x>+ 6x + 9 —x* =60

6x +9 =60

6x =51

Sustituyendo este valor en la ecuacion planteada obtenemos:
2 2
SERHE
2 2
2 2
(2)-{5] ==
2 2

529 289 240
4 4 4

60

Luego, los cuadrados pedidos seran: %9 = 132% y % = 72%

Miremos las variantes cuando cambiamos el nimero que acompafa al aritmo en
la raiz mayor, que dadas las condiciones del problema puede tomar valores hasta
7.

Si hacemos para 4, tenemos: (X + 4)*—x* = 60

X%+ 8X + 16 — x*> = 60

8x =44

Sustituyendo este valor en la ecuacion planteada obtenemos:



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 71

] 2 o
3)-2-o

361 122 240 _ 60
4 4 4
Luego los cuadrados pedidos son: % = 90% y % = 301

Si hacemos para 5, tenemos: (X +5)*—x* = 60
X2 + 10X + 25 — x* = 60
10x =35

35 _ 7
X: = —
10 2

Sustituyendo este valor en la ecuacién planteada obtenemos:

ESRHRE
RO

289 49 _20 o,
4 4 4
Luego los cuadrados en este caso seran: 2%9 = 72% y 47? =12%.

Si lo hacemos para 6, nos encontramos con un caso especial, miremos:
(x + 6)°—x* = 60

X2+ 12X + 36 — x* = 60
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12x =24
X=2
Asi: (2 +6)°—22=60
8°-2°=60
64 -4=060
Y en este caso los cuadrados son 64 vy 4.
Finalmente, si lo hacemos para 7: (x + 7)>—x? = 60

X%+ 14x + 49 — x*> = 60

14x =11
11

X==
14

Sustituyendo este valor en la ecuacién planteada obtenemos:
2 2
1 +7| — EL 60
14 14
2 2
(5 (2 -
14 14

11881 121 11760 _
196 196 196

60

. 11881 121
Luego los cuadrados en este caso seran: — Yy —.
196 196
Variemos aun mas el problema, supongamos que la diferencia dada no es 60, sino
30. Con esta nueva diferencia, las raices seran las mismas, pero ya el
acompanfante del aritmo en la raiz mayor, no podra ser mayor a 5, para evitar las
respuestas negativas. Esto significa que la ecuacion planteada inicialmente sera:

(x + m)> —x* =30
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Y comencemos a dar los posibles valores a m, los cuales deben varias desde 1
hasta 5. Es decir:

Si hacemos m =1, tenemos:  (x +1)’°—x* = 30

X2+2x+1-x2=30

2x =29
29
X=—=
2

Sustituyendo este valor en la ecuacion planteada obtenemos:
2 2
343
2 2
2 2
SRR
2 2

961 841 120 _ 30
4 4 4
Luego los cuadrados en este caso seran: %1 = 240% y % = 210%.
Sitomamos m = 2, tenemos: (x+2)%—x* = 30

X+ 4x+4-x°=30

4x =26
13

X==
2

Sustituyendo este valor en la ecuacion planteada obtenemos:
2 2
(39 5] =
2 2
2 2
SECE
2 2
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289 169 120 _ 30
4 4 4
Luego los cuadrados en este caso seran: 289 = 721 y 169 = 421 .
4 4 4 4
Si hacemos m = 3, tenemos: (X +3)’—x* = 30
x? +6x +9—x*=30
6x =21
21 7
X= —=—
6 2
Sustituyendo este valor en la ecuacion planteada obtenemos:
2 2
1) (3] -
2 2
2 2
) =
2 2
169 49 _120 _,,
4 4 4
Luego los cuadrados en este caso seran: 169 = 42l y il = 121 .
4 4 4 4
Si hacemos m = 4, tenemos:  (x +4)*—x* = 30

X2+ 8x+16-x>=30

8x =14
14 7

X="—==—
8 4

Sustituyendo este valor en la ecuacién planteada obtenemos:

EORHE
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GRER

529 49 _480 _,

16 16 16

Luego los cuadrados en este caso seran: 529 = 33i y 49 = 3i.
16 16 16 16

Finalmente hagamos m = 5, tenemos: (X + 5)>—x* = 30
X2+ 10x + 25 — x* = 30
10x =5

5
X:—:
10

N -

Sustituyendo este valor en la ecuacion planteada obtenemos:

2 2
]3]
2 2
2 2
4y -»
2 2
121 1 120

mes_ s 30
4 4 4

Al

. 1
Luego los cuadrados en este caso seran: —= BOZ y

De esta forma, podemos concluir que este problema 10, si bien no ofrece
soluciones positivas infinitas, si ofrece infinitas variaciones, es decir, que volvemos
a un problema que parece particular, pero que en su formulacion brinda multiples
opciones para variar sus condiciones y por lo tanto sus métodos de solucion.

LIBRO II, PROBLEMA 11:

“Sumar un mismo numero a dos numeros dados de manera que cada uno forme
un cuadrado.”
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“Si son 2y 3 los numeros dados y 1 aritmo el que hay que sumar, 1 aritmo mas 2
unidades y 1 aritmo mas 3 unidades deben ser cuadrados. Llamaremos doble
igualdad a esta expresion y la resolveremos de la manera siguiente:

Considerando su diferencia, busquemos dos nimeros cuyo producto sea igual a
esta diferencia, tales como 4 unidades y Y. de unidad, e igualemos su
semidiferencia, multiplicada por ella misma, a la expresién menor, y su semisuma,
multiplicada por ella misma, a la expresion mayor. El producto de la semidiferencia
por ella misma es 225/64, que igualaremos a 1 aritmo y 2 unidades, lo que da el
valor 97/64 para 1 aritmo, y el producto de la semisuma por ella misma es 289/64,
que igualaremos a 1 aritmo y 3 unidades, lo que da también el valor 97/64 para 1
aritmo, y, por tanto, 97/64 es el numero que hay que sumar.”

Segun el razonamiento que propone Diofanto, sea x el aritmo, entonces, como la
diferencia es 1, elige los factores 4 y Y4, asi:

(x+3)—(x+2):1:4-%

Luego propone igualar la semidiferencia a la expresion menor y la semisuma a la
mayor, esto es:

2 2

4—1 4+1
4 =x+2 =x+3
2 2
15)2 17)2
— | =x+2 — | =x+3
%—2=x &—3=x
64 64
_225-128 289192
64 64
97 97
X=— X=—
64 64

, 97 97
ASi: X+2= —+2 X+3=— +3
64 64
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_97+128 _97+192
64 64
_ 25 _ 289
64 64
2 2
Y por tanto: x+2:(%] x+3:[%j

Es importante recordar que las condiciones que imponia Diofanto en la solucion de
sus problemas, en gran parte buscaban reducirlas a soluciones positivas, sin
embargo, en este problema en particular, si cambiamos las condiciones del
problema, se presenta una solucion negativa, pero absolutamente aceptable
matematicamente. Asi, que bajo las condiciones de los problemas y debido a la
época, las soluciones no deberian ser negativas, pero vemos que si éstas se
aparecieran, el problema también seria resuelto, veamos:

Si los niumeros fueran por ejemplo 4y 7, y sea x el aritmo, es decir la cantidad que
sumada a 4 y 7 genera dos cuadrados. Como la diferencia entre 7 y 4 es 3,
elegimos los factores de la diferencia a 2 y 3/2. Haciendo el mismo procedimiento
gue el empleado por Diofanto, encontramos que:

2 2

2—§ 2+§
Tz =x+4 =X+7
2 2
(3) —x+4 (Zj Sx+7
i—4:x ﬁ—7:x
16 16
o= 1764 49-112
16 16
_ 63 _ 63
16 16
63 63

Asi: X+4=——+4 X+7=—-——""+7
16 16
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_ —63+64 _ —63+112
16 16
_1 _ 49
16 16
2 2
Y por tanto: X+4= (lj X+3= (Zj
4 4

LIBRO II, PROBLEMA 12:

‘Restar un mismo numero de dos numeros dados de modo que cada una de las
diferencias sea un cuadrado.”

“Si queremos restar el mismo numero de 9 y 21 de manera que las diferencias
sean numeros cuadrados, restemos un cuadrado de cada uno de los numeros y
tomemos el resto que, restado, sera un cuadrado. Si restamos de 9 unidades 1
cuadrado de aritmo, hay que restar, ademas, 9 unidades menos 1 cuadrado de
aritmo de 21 unidades y formar un cuadrado, en cuyo caso quedara un cuadrado
de aritmo y 12 unidades que igualaremos a un cuadrado. Formemos el cuadrado
de 1 aritmo menos una cantidad de unidades tal que su cuadrado sea mayor que
12 unidades, porque de este modo quedara a uno y otro lado una sola expresion
igual a otra sola expresion. Sean, pues, 4 unidades, cuyo cuadrado serd 1
cuadrado de aritmo y 16 unidades menos 8 aritmos que igualaremos a 1 cuadrado
de aritmo y 12 unidades, y restando lo semejante de lo semejante, quedan 8
aritmos que equivaldran a 4 unidades, y, por tanto, 1 aritmo es igual a 4/8; luego 9
unidades seran 72/8, o sea: 576/64, y restando 1 cuadrado de aritmo 16/64, queda
resuelto el problema.”

Parece que este problema hubiera quedado incompleto, debido a que no da una

- - 576 16 : ]
respuesta numerica, es decir, dice que a Hle restamos Y y lo deja alli, pero

esta diferencia da o576 _16 = 560 _ E, gue es la cantidad buscada.

64 64 64 4

Para resolver este problema vamos a seguir el razonamiento del problema
anterior, y aunque se desvia un poco de la alternativa planteada por Diofanto, se
llega a la misma solucién. En este problema vuelve a ser importante la diferencia
entre los nimeros dados, y los factores de este numero, para el problema son 9y
21 los numeros dados, cuya diferencia es 12. Inicialmente utilicemos 4 y 3 como
los factores de 12. De nuevo, como en el problema anterior, igualaremos la
semidiferencia al término menor y la semisuma al mayor, asi:
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x=9—l x:21—£
4 4
(o 36-1 _ 84-49
4 4
35 35
X=— X=—
4 4
Asi: 9-x = 3 21—-x = 21_3_5
4 4
_36-35 _84-35
4 4
1 _ 49
4
2 2
Y por tanto: 9-x :Gj 21 —x :Gj

Si cambiamos a 3y 4 como los factores de 12 y ponemos a 2 y 6, veamos lo que
ocurre.
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Asi: 9-x =9-5 21 -x =21-5
=4 = 16
Y portanto:  9—x =2 21 _x =42

Que son las soluciones enteras que quizds nos imaginamos al ver el problema.
Pero trabajemos ahora con dos numeros cuya solucién no sea inmediatamente
entera, por ejemplo, supongamos que los nimeros sean 17 y 59 (nimeros primos
para mayor dificultad...pero tomados sin ningun criterio especial). Su diferencia es
42,y tomamos 6 y 7 como factores de 42.

2 2
Luego: (7—_6j =17-x (—7+6) =59 -x
2 2
2 2
[lj =17-x (Ej =59 _x
2 2
x=17—1 _59_@
4
X = 68-1 _ 236-169
4 4
67 67
X=— X = —
4 4
Asi: 17 -X :17—6—7 59_x = 59_6_7
4 4
_ 68-67 _ 236-67
4 4
=2 _ 169
4 4
2 2
Y por tanto: 9-x = (%) 21 —x = [%}

El problema siguiente no esta resuelto en el texto de Francisco Vera, pero sera
resuelto con el mismo método con el que fueron resueltos los dos problemas



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 81

anteriores. El enunciado parece ser el mismo del problema anterior, pero al
plantear el problema notamos inmediatamente que se refiere a dos situaciones
diferentes.

LIBRO II, PROBLEMA 13:

“Restar dos numeros dados de un mismo numero de modo que cada una de las
diferencias sea un numero cuadrado.”

Sean 6 y 7 los numeros dados, y sea x (el aritmo), la cantidad buscada. La
diferencia entre los niumeros es 1, y elegiremos a 2 y 1/2 como los factores 1, cuya
semidiferencia igualaremos al término menor y su semisuma al mayor. Sigamos el
mismo proceso que en los anteriores problemas:

2 2
2—1 2+£
2| =x_7 2| =x_6
2 2
2 2
Ej =xX-7 §j =X-6
4 4
24_7:)( §+6=X
16 16
9+112 25+ 96
X= X =
16 16
121 121
X= — X= —
16 16
, 121 121
ASI: Xx—-7=—— -7 X—6=—— -6
16 16
_ 121-112 _ 121-96
- 16 ~ 16
_ 9 _2
16 16
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LIBRO II, PROBLEMA 14:

“Descomponer un numero dado en dos partes y encontrar un cuadrado que,
afiadido a cada una de estas dos partes, forme un cuadrado.”

“Si 20 es el numero que queremos descomponer en dos partes, tomemos dos
nameros tales que la suma de sus cuadrados sea menor que 20 unidades y sean
2 y 3 esos numeros. Si se suman 1 aritmo a cada uno de ellos, sus cuadrados
seran: 1 cuadrado de aritmo mas 4 aritmos y 4 unidades y un cuadrado de aritmo
mas 6 aritmos y 9 unidades, y si de cada uno de estos cuadrados restamos un
cuadrado de aritmo, es decir: un cuadrado, resultardn los niameros pedidos que,
sumados a un cuadrado, formaran un cuadrado; pero al restar un cuadrado de
aritmo, los restos seran: 4 aritmos mas 4 unidades y 6 aritmos mas 9 unidades, y
como la suma de estos restos, es decir: 10 aritmos y 13 unidades, debe ser igual a
20 unidades, 1 aritmo valdra 7/10 y las dos partes seran 68/10 y 132/10 cuya
suma es 20.”

Sea 20 el numero dado. Segun dice Diofanto, escogemos dos nimeros cuya suma
de cuadrados sea menor que 20, y las Unicas posibilidades seran 2 y 3, sumamos
X (al aritmo) a cada una de ellas y tomamos los cuadrados, es decir:

(x+272=x*+4x+4

(x+3)2=x+6x+9
Pensemos que las partes de 20 son 4x + 4 y 6x + 9, y que por tanto, x> es el
cuadrado buscado. Esto es, el cuadrado buscado que para nuestro caso sera x2,
esta siendo afadido a las partes de 20, y esto nos lleva a otra nueva ecuacion:

4x+4+6x+9=20

10x + 13 =20

10x =7

» 49
X__
100

Sustituyendo en las partes de 20 obtenemos:

4x+4=4-1+4 6x+9=6-1+9
10 10
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_ 28 +4 _ 42 +9
10 10
_28+40 _42+90
10 10
88 _ 1
10 10
Son las partes de 20, observemos que 58 + 132 = 200 =20
10 10 10

Verifiguemos que las partes de 20 sumadas con el cuadrado x* = ;:)—0 en efecto

es un cuadrado:

4x+4+x2:@+4—9 6X+9+X2:@+£
10 100 10 100
_ 680+49 ~ 1320+49
100 100
_ 129 1369
100 100

27y - (37

10 10
Supongamos que el numero fuera 23, y trabajemos con los mismo nimeros 2 y 3,
realizando el mismo procedimiento, obtenemos que:

(x+272=x*+4x+4
(x+3)2=x+6x+9
Luego: AX+4+6x+9=23
10x + 13 =23
10x =10

x=1
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Sustituyendo: Ax+4=4+4 6x+9=6+9
=8 =15
Evidentemente: 8+15=23
Y las partes de 23 sumadas con el cuadrado x* =1, en efecto es un cuadrado:
4x+4+x°=8+1=9=3 6x+9+x = 15+1=16=4°

Lo que era previsible, dado el nimero que se eligid6 y cuyas soluciones son
nameros enteros; pero apliguemos el método para otro nimero cuya solucién no
sea tan evidente, por ejemplo 57, y elegimos a 3 y 5 como nimeros cuya suma de
cuadrados no excede a 57.

(x+3°=x"+6x+9

(X +5)% = x* + 10x + 25
Sumando las partes de 57: 6x +9 + 10x + 25 =57
16x + 34 =57
16x =23

23
X=—
16

23 2
X2 = (—j
16
Sustituyendo en las partes de 57 tenemos:

23 23

6x+9=6-—+9 10x+25=10-—+25
16 16
_138+144 _230+400
16 16

282 _ 630
16 16
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Luego, estas son las partes de 57, observemos que 218;32 + 613;0 = 91162 =57

2
Verifiguemos que las partes de 57 sumadas con el cuadrado x> = (%} , es un

cuadrado:
2 2
bx+9+x2= 202 4 [ 23 10x + 25 +x2= 220 4 (23
16 16 16 16
_ 45124529 _ 10080 + 529
256 256
_ o041 10609
256 256

ny _ (L03Y’
16 16
El siguiente problema tampoco aparece resuelto en el libro de Francisco Vera,

pero lo resolveremos de la forma que acabamos de resolver el problema 14.

LIBRO II, PROBLEMA 15:

“Descomponer un numero dado en dos partes y encontrar un cuadrado que,
restado de cada una de estas dos partes, forme un cuadrado.”

Sea 20 el nimero, y elegimos los nimeros 2 y 3 cuya suma de sus cuadrados no
excede a 20. Formamos los mismos cuadrados y resolvemos siguiendo los
mismos pasos que en los problemas anteriores, veamos:

Como el problema plantea una diferencia, entonces las expresiones seran con un
signo manos:

(X—2)=x* —4x+4=x*—(4x —4)
(x-3)=x* —6x+9=x*—(6x—9)
Sumando las partes de 20: (4x—4)+ (6x—-9) =20
10x-13=20

10x =33
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33 ) (33)2
X=— —_— X =] —
10 10

Sustituyendo en las partes de 20 tenemos:

4x —4:4-§—4 6x—9:6-§—9
10 10
_132-40 ~198-90
10 10
_92 _ 108
10 10
Luego, estas son las partes de 20, observemos que % + % = %O= 20

2
Verifiquemos que el cuadrado x* = (%) restado con las partes de 20, es un

cuadrado:
2 2
x* — (4x—4) = 33 _ %2 x* —(6x—9) = 33) _ 108
10 10 10 10
~1089-920 _1089-1080
100 100
_169 9
100 100

8 8

LIBRO I, PROBLEMA 20:

“Encontrar dos numeros tales que el cuadrado de cada uno de ellos, aumentado
en el otro numero, forme un cuadrado.”

“Si el primer numero es 1 aritmo y el segundo 1 unidad y 2 aritmos, a fin de que el
cuadrado del primero aumentado en el segundo sea un cuadrado, es preciso que
el cuadrado del segundo aumentado en el primero sea también un cuadrado; pero
el cuadrado del segundo aumentado en el primero es igual a 4 cuadrados de
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aritmo mas 5 aritmos y 1 unidad, que debe ser un cuadrado. Formemos el
cuadrado de 2 aritmos menos 2 unidades, es decir, 4 cuadrados de aritmo y 4
unidades menos 8 aritmos, resultando entonces que 1 aritmo vale 3/13, que sera
el primer numero, siendo entonces el segundo 19/13.”
El razonamiento de Diofanto es el siguiente:
Sea x (un aritmo), el primer niumero buscado y sea 1 + 2x el segundo numero
buscado, con el fin de que al aumentar el segundo en el cuadrado del primero,
resulte un cuadrado, veamos:
1+2x+x%=(x+1)°

Pero al aumentar el primero en el cuadrado del segundo el resultado seria:

X+ (1 + 2X)? = 4x® + 5x + 1; el cual debe ser un cuadrado.
Sea este cuadrado: (2x — 2)? = 4x* —8x + 4.
Luego igualamos estas expresiones y obtenemos:  4x?+5x + 1 = 4x* —8x + 4

5x+8x=4-1

13x=3

. . 3 , . .
El aritmo es igual a 3 luego el segundo nimero se obtiene sustituyendo en la

expresion:

L+ox=1+2.>=1+ 2 =12
13 13 13

- . 3 19
Verifiquemos que los nimeros encontrados, a saber 3 y 3 aumentados uno en

el cuadrado del otro, en efecto da un cuadrado:

3 ,(le)_3 13 36l 19 (3)_1913, 9
13 13 1313  13-13 13 13 13 13 13-13
_ 39+361 _ 247+9
132 132
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400 _ 256
132 132

_ (20} 16)’
13 13
La pregunta es, y ¢por qué elegir a (2x — 2)% como el cuadrado? ¢Qué ocurre si
elegimos un valor diferente? Indudablemente que uno de los términos debe ser 2x

para que al ser elevado al cuadrado se elimine con 4x?, pero variemos el (- 2)
por (— 3), y observemos el resultado:

Sea entonces el cuadrado: (2x —3)? = 4x* —12x + 9.
Ahora igualemos esta expresion con: X + (1 + 2x)? = 4x* + 5x + 1, y obtenemos:
A% +5x+1=4x" —12x+9
5x+12x=9-1

17x=8

Luego el segundo numero se obtiene sustituyendo el valor del aritmo en la
expresion:
L+ox=1+2. 52142033
17 17 17

- . 33
Verifiqguemos que los niumeros encontrados, a saber o y A aumentados uno en

el cuadrado del otro, en efecto da un cuadrado:

8 ,(38)_8 17 1089 33 .(8)_3817 64
17 \17) 17717 1717 17 \17) " 17 17 1717
_ 136+1089 _ 561+64
172 172
1225 625

172 T o172
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-(7) -(7)
17 17
Si cambiamos ahora por (- 4), entonces el cuadrado sera:
(2x — 4)* = 4x* — 16x + 16.
Ahora igualemos esta expresion con: X + (1 + 2x)? = 4x* + 5x + 1, y obtenemos:

4%% +5x + 1 =4x%> — 16X + 16

5x +16x=16-1

21x =15
15 5
X= —= —
21 7

Luego el segundo numero se obtiene sustituyendo el valor del aritmo en la
expresion:

1+2x=1+ 2.§:1+ E = E
7 7 7
- , 5 17
Verifiquemos que los numeros encontrados, a saber = y = aumentados uno en

el cuadrado del otro, en efecto da un cuadrado:

5 (17_5 7 289 17 (5 _17 7 25
—+ | | == -+ — |- = ==+ —
7 \7) 171 1.7 7 \7) 177 1.7

354289 _ 119+25

- 72 - 72

324 144

_7_2 - 7_2

1
—
~| 5
~

N
|
—
\||',G
~

Finalmente cambiemos por (- 5), y el nuevo cuadrado sera:

(2x — 5)? = 4x* — 20x + 25.
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Ahora igualemos esta expresion con:  x + (1 + 2x)> = 4x* + 5x + 1, y obtenemos:
4%% +5x + 1 = 4x* — 20 + 25

5x +20x=25-1

25x =24
24

X= —
25

Luego el segundo numero se obtiene sustituyendo el valor del aritmo en la
expresion:

1+2x=1+ 2.%:1+ @: B
25 25 25
) .. , . 73
Y terminemos verificando que los numeros encontrados, es decir: > 2
aumentados uno en el cuadrado del otro, en efecto da un cuadrado:
24 (13)_ 24 25 5329 73, (24)'_ 73 25, 576
25 25 2525 25.25 25 \ 25 25 25 25.25
_ 600+5329 _ 1825+576
252 257
~ 5929 2401
252 252

% (%)

LIBRO Il, PROBLEMA 21.:

“Encontrar dos numeros tales que el cuadrado de cada uno de ellos, disminuido en
el otro numero, forme un cuadrado.”

Este problema no aparece resuelto en el texto de Francisco Vera, pero
seguiremos un procedimiento similar al anterior para resolverlo.

Llamaremos x + 1 al nimero menor. Luego, el mayor sera el cuadrado del menor
(x + 1)> menos x? (esto para que el cuadrado del menor restandole el mayor forme
un cuadrado), es decir:
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El menor es: x +1; y el mayor: (x + 1)* - x?
Asi, el cuadrado del menor (x + 1)> menos el mayor: (x + 1)>—x? es igual a x°.
(x+1)>—[(x+1)>-x*]=x* , que cumple con la condicién.
El cuadrado del menor serd: (x + 1)° = x? + 2x + 1; y el mayor es: (x + 1)>—x* = 2x + 1
Luego, los nimeros son: el menor: x + 1
El mayor: 2x + 1

Para terminar, veamos que el cuadrado del mayor menos el menor da un
cuadrado

(2x + 1)® — (x + 1) = un cuadrado
Vamos a utilizar algunos cuadrados posibles que den solucién al problema. El
cuadrado 4x?, no serviria, puesto que arrojaria soluciones nulas, las cuales no
eran aceptadas en la época de Diofanto, igualmente en las siguientes variaciones,
no tendremos en cuenta las soluciones nulas.
Sea 9x° el cuadrado, luego: (2x + 1) — (x + 1) = 9%*

A% +4x +1—x—1=9x

4x% + 3x = 9x°
2 3 .
5X°—3x=0 —>x= c (no se tiene en cuenta x = 0)
Sustituyendo este valor en los nimeros buscados, obtenemos:
El menor: x+1:§+1:§
5 5

El mayor: 2x+1:2.§+1=§+1=E
5 5 5

Verifiguemos ahora que el cuadrado de cada uno disminuido en el otro es un

cuadrado:
(§j2_1_1_64—55_3_[§J2 (Ejz_§_121—4o_g_(gj2
5/ 5 25 25 \5 5) 5 25 25 (5
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Sea 16x° el cuadrado, luego:  (2x + 1)*— (x + 1) = 16x°
4%+ 4x + 1 —x—1=16x>

4x? + 3x = 16x°
2 1 .
12x°—3x=0 - x= 2 (no se tiene en cuenta x = 0)

Sustituyendo este valor en los nimeros buscados, obtenemos:

El menor: x+1:%+1:§

El mayor: 2x+1:2%+1:%+1:

NlO
N | W

Verifiquemos ahora que el cuadrado de cada uno disminuido en el otro es un
cuadrado:

(§j2_§_25—24_i_(1j2
4) 2 16 16 |4

2
(Ej 595 4 gy
2) T4 4 "3

Sea 25x° el cuadrado, luego:  (2x +1)*— (x + 1) = 25x°

4%+ 4x +1—x—1=25%

4x% + 3x = 25x°

21X —3x=0 > x= % (no se tiene en cuenta x = 0)
Sustituyendo este valor en los nimeros buscados, obtenemos:
8

El menor: x+1=%+1:

El mayor: 2x+1:2-%+1:$+1:9

Verifiguemos ahora que el cuadrado de cada uno disminuido en el otro es un
cuadrado:
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8) _9_64-63_1 (1Y 9)'_8_81-5 25 (5)
7 7 49 49 \7 7 7 49 49 \7
Y como una constante en los problemas de Diofanto, se obtienen soluciones

infinitas.

LIBRO I, PROBLEMA 32:

“Encontrar tres numeros tales que el cuadrado de cada uno de ellos, aumentado
en el numero que le sigue, forme un cuadrado’.

Vamos a concluir con este problema que no aparece resuelto en el texto de
Francisco Vera, pero que plantea una sugerencia interesante para su solucion, la
cual trataremos de exponer aqui.

Se trata entonces de encontrar tres nUmeros X, Y, Z, tales que:

X2+ V2 +Z; 7> +x; sean cuadrados.
Si llamamos x al primero de los numeros, el segundo debe ser un nimero que
complete el cuadrado de x?, es decir que y = 2x + 1. De esta manera la primera
condicion esta resuelta, veamos:

Xy =xP+2x + 1= (x + 1)

Ahora, siy = 2x + 1, entonces el tercero también debe completar el cuadrado para
(2x + 1), es decir que z = 2(2x + 1) + 1 = 4x + 3; con lo que queda resuelta la
segunda condicion, esto es:

VHz=(2x+1)2+2(@2x+ 1) +1=(2x + 2)?

La tercera condicién: zZ + x = (4x + 3)? + x ; también debe ser un cuadrado. Lo
brillante de la solucién, es que ese cuadrado se elige de tal forma que sea posible
eliminar el término (4x)? ; y para que la solucién sea positiva, el otro término del
cuadrado debe ser mayor que 3 y con signo negativo, por ejemplo elige el
cuadrado: (4x — 4)?, veremos que también es posible elegir por ejemplo: (4x — 5)?
0 (4x — 6)? o seguir indefinidamente, como hemos visto en los problemas
anteriores de Diofanto.

Con esto, sabemos que la Gltima condicién dice que z° + x debe ser un cuadrado y
el cuadrado elegido es: (4x — 4)?, igualemos estas expresiones y encontremos el
valor para X, asi:

2+ x=(4x -4 > (4x+3)* +x = (4x — 4)?
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Sustituyendo, obtenemos:

Finalmente:

16X% + 24X + 9 + x = 16x° — 32x + 16

25X +32x=16-9
57x =7 — X=—

y=2x+1

:2-l+1
57
_ 14 57

= — 4+ —
YA

71

57
Z2=4x+3

:4~l+3
57

28 57
— +3.—
57 57

_ 199
57

Ahora verifiquemos que estos tres nimeros cumplen las condiciones indicadas:

) 7V 7
X +y: J— + —
57) 57

_ 7% 71.57
= —+—
572 57.57

4096
577

(5]

. (71)2 199 ) __(199}2 7
y+z=|—=| +— ZZ+X= | —| +—
57) 57 57 ) 57
_71° 199.57 199°  7.57
=+ = +—_
572  57.57 572 57.57
_ 16384 _ 40000
572 572

57

S7
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Como se afirmd anteriormente, estos problemas admiten un sinfin de
posibilidades, modifiqguemos el cuadrado y obtengamos las soluciones que pide el
problema:

Si 7%+ x = (4x — 5)? — (4x + 3)* + x = (4x — 5)?
16X% + 24% + 9 + x= 16x° — 40X + 25
25X + 40x =25 -9

65x = 16 - X:E
65

Sustituyendo, obtenemos: y=2x+1

2-E+1
65

32 65

_+_

65 65
97

y:%

Finalmente: z=4x+3

4-E+3
65

64 65
— +3.—
65 65
_ 29

65

Ahora verifiquemos que estos tres nimeros cumplen las condiciones indicadas:

, (16)2 97 , (97)2 259 , (259)2 16
X +y=|—| +— y+z=|—| +— +x=|—| +—
65) 65 65 65 65 65
_16° 97-65 _97°  259-65 _259°  16-65
652  65-65 652 65-65 652  65-65
_ 6561 26244 _ 68121

652 "~ 652 652
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C R I

Si 7% + x = (4x —6)* — (4x + 3)* + x = (4x — 6)?
16X% + 24x + 9 + X = 16X° — 48X + 36
25X + 48X =36 -9

73x =27 — x:2—7
73

Sustituyendo, obtenemos: y=2x+1

2-2—7+1
73

54 73
_— + _—
73 73

_127
73

Finalmente: =4x+3

N

4~£+3
73

108 _ 73
=432
73" 73

_3
73

Ahora verifiquemos que estos tres numeros cumplen las condiciones indicadas:

, . (27Y 127 » (127 327 2 (3271 27
X“+y=|=—| +— yotz=|"—| +— It x= | — | +=—
73) 73 73 73 73) 73

27 127-73 1272 327-73 327% 27-73

_—2+ > + = > + —
73 73-73 73 73-73 73 73-73
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_ 10000 _ 40000 _ 108900
73° 73° 73°

) (100)2 ) (200)2 ) (330)2

73 73 (73
Hasta ahora, en los libros | y Il de la “Arithmetica”, Diofanto nos ha dado una
leccion de coOmo resolver problemas numéricos, con una creatividad y
competencia matematica que demuestra el por qué es llamado como el primer
algebrista de la historia. Sus métodos son tan brillantes y efectivos que cuesta

creer que esta recopilacion de problemas con sus respectivas soluciones, sea
debida a una sola persona.

No hay explicacion de una forma especifica de encontrar tales métodos, ni una
demostracion, ni un camino especifico a seguir. Sin embargo, son problemas
abiertos con posibilidades infinitas de trabajo en las aulas de clase, ya que
proponer problemas numeéricos en los cuales es posible cambiar las condiciones y
soluciones, posibilita en nuestros estudiantes crear caminos de solucién, que
quizas sean mas provechosos que problemas tipo con la aplicacion de las mismas
ecuaciones bajo condiciones iniciales conocidas. Esto lo que significa, es que
aunque en la Arithmetica de Diofanto aparecen 190 problemas, realmente son
muchisimos mas, dado que de cada problema se pueden plantear infinitos
utilizando las variaciones adecuadas.

De una manera mas somera, haremos un breve analisis de algunos problemas
planteados en los libros 1ll, IV, V y VI, en los cuales se trabaja con ecuaciones
cuadréaticas, cubicas y sistemas de ecuaciones, asi como con problemas
relacionados con triangulos, y ademas un problema, que es el Unico que plantea
una situacion real, con valores determinados.

Los problemas que fueron elegidos, no tienen una caracteristica especial, quizas
no son los mas conocidos o los mas sencillos, o los mas dificiles, pero los
consideramos importantes para la tematica que nos interesa, y ademas son una
recopilacion que nos sirve para concluir con el viaje por el tratamiento de
ecuaciones algebraicas realizado por el genio de Alejandria.

LIBRO lll, PROBLEMA 20:

“Descomponer un numero en dos partes y encontrar un cuadrado que disminuido
en cada una de las partes, forme un cuadrado”.

“Si el numero dado tiene 10 unidades, supongamos que el cuadrado pedido es 1
cuadrado de aritmo mas 2 aritmos y 1 unidad. Si de este cuadrado se restan 2
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aritmos y 1 unidad, queda un cuadrado, y si se le restan 4 aritmos, resulta también
un cuadrado. Si el primer nimero tiene 2 aritmos y 1 unidad y el segundo 4
aritmos, la suma de los dos niumeros debe ser un cuadrado, y como esta suma es
6 aritmos y 1 unidad, y debe ser igual a 10 unidades, 1 aritmo vale 1 %2 unidades;
luego el primer numero es 4, el segundo 6 y el cuadrado pedido 6 74 .”

Sigamos el razonamiento de Diofanto y veamos las posibilidades de solucién. Sea
10 el nimero dado. Supongamos que el cuadrado pedido es x? + 2x + 1 = (x + 1)%

Si restamos 2x + 1, obtenemos lo siguiente: x* + 2x + 1 — (2x + 1) = x*

Y si restamos 4x, obtenemos: x? + 2x + 1 —4x = x* —2x + 1= (x— 1)?

Ambos cuadrados, que es la condicion dada en el problema. Luego, las partes en
las que hay que dividir 10 son 2x + 1 y 4%, cuya suma es 6x + 1, que igualado a

10, nos da el siguiente resultado:

6x+1=10

Ahora encontremos el valor de las partes de 10, sustituyendo este valor:

2x+ 1= 2-g+1=4

2 2
Y el cuadrado pedido sera: (x+1)?= (guj = (gj = 2 = 61
Jugando un poco con las condiciones del problema, encontremos otras posibles
soluciones entre la infinitud que se pueden encontrar:
Supongamos ahora que el cuadrado pedido es x* + 4x + 4 = (x + 2)°.

La primzera parte serd: 4x + 4, y restando, obtenemos lo siguiente: x* + 4x + 4 — (4x
+4) =X

La segunda parte sera: 8x, y restando, obtenemos:
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XCHAXx+4-8x=x* —4x+4=(x—-2)°
Ahora sumemos las dos partes para obtener 10:
4x +4 +8x =10
12x+4 =10
12x =6

6
X= —=
12

N |-

Y sustituyendo este valor en las partes de 10, obtenemos que:

4x+4:4~1+4 =6
2
8x=8-— =4

2 2
Y el cuadrado pedido sera: (x+2)%= G+ 2) = (% =8 61

Verifiqguemos que la respuesta es correcta:

2 2
E _6:§_6:£:(Z}
2 4 4 2

2 2
§ _4:§_4:g:(§J
2 4 4 2

Aunque se vari6 el cuadrado, la respuesta al problema fue exactamente la misma.
Vemos ahora una variacion que cambia la respuesta.

Supongamos ahora que el cuadrado pedido es x* + 6x + 9 = (x + 3)>.

La primera parte sera: 6x + 9, y restando, obtenemos lo siguiente:
X2+ 6X +9—(6x +9)=x°

La segunda parte sera: 12x, y restando, obtenemos:

X2+ 6X+9—12x=x? —6X + 9= (X — 3)?
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Ahora sumemos las dos partes para obtener 10:
6x + 9+ 12x =10
18x+9 =10

18x =1

Y sustituyendo este valor en las partes de 10, obtenemos que:

6x+9= 6-i+9 = £+9:
18

1,271_28
18 3 3 3

12x = 12~i = EZE
18 3
1 .\ (55)
Y el cuadrado pedido sera: (x + 3)2 = [E+3j = (E)

Verificando que la solucién encontrada es correcta, tenemos:

(55}2 2 _55° 2 186 _ 2089_(53)2
3

18 182 3 18-6 18 18

(@Tﬁ _ 55" 28 186 :L_HZ
18 3 182 3 18-6 18> (18

LIBRO lll, PROBLEMA 21.:

“Descomponer un niumero en dos partes y encontrar un cuadrado que aumentado
en cada una de las partes, forme un cuadrado’.

“Si el numero dado tiene 20 unidades, supongamos que el cuadrado pedido es 1
cuadrado de aritmo mas 2 aritmos y 1 unidad. Si a este cuadrado se suman 2
aritmos y 3 unidades, queda un cuadrado, y si se le suman 4 aritmos y 8 unidades,
resulta también un cuadrado. Si el primer nimero tiene 2 aritmos y 3 unidades y el
segundo 4 aritmos y 8 unidades, la suma de los dos numeros debe ser un
cuadrado, y como esta suma es 6 aritmos y 11 unidades, y debe ser igual a 20
unidades, 1 aritmo vale 1 ¥2 unidades; luego el primer nimero es 6, el segundo 14
y el cuadrado pedido 6 V4 .”
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Este problema es anélogo al anterior, pero en este las partes de 20 de sumaran al
cuadrado que se busca, veamos:

Sea 20 el numero dado. Supongamos que el cuadrado pedido es
2 - 2

X“+2x+3=(x+1)".

Si aumentamos 2x + 3, obtenemos lo siguiente:
X2+ 2x+ 1+ (2x +3) =X+ 4x + 4 = (x + 1)2.

Y si aumentamos 4x + 8, obtenemos: x* + 2x + 1 +4x + 8 =X +6x + 9 = (x + 3)?
Ambos cuadrados, que es la condicion dada en el problema. Luego, las partes en
las que hay que dividir 20 son 2x + 3 y 4x + 8, cuya suma es 6x + 11, que igualado

a 20, nos da el siguiente resultado:

6x +11=20

2x+3=2-—+3=6
3
4x + 8 :4-§+8 =14

2 2
Y el cuadrado pedido sera: (x+1)*= GHJ = (Ej =5 61

Verifiquemos que la solucién encontrada es correcta:

5\ 52 6.22 49 (7Y
Sl Y6 =t =55
2 22 2 22 |2

5\ . 52 14.22 81 (9Y
Sl Y= et == 5
2 22 2 22 |2
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Dado que este problema es similar al anterior, ya no variaremos los cuadrados,
sino que vamos a variar el nimero, busquemos entonces las partes de 30 y el
cuadrado que cumple las condiciones del problema.
Sea 30 el numero dado. Supongamos que el cuadrado pedido es
2 — 2

X“+2x+3=(x+1)".

Si aumentamos 2x + 3, obtenemos lo siguiente:
X2+ 2X+ 1+ (2x +3) =X +4x + 4 = (x + 1),

Y si aumentamos 4x + 8, obtenemos: x>+ 2x + 1 + 4x + 8 =x* +6x + 9 = (x + 3)°
Ambos cuadrados, que es la condicion dada en el problema. Luego, las partes en
las que hay que dividir 30 son 2x + 3y 4x + 8, cuya suma es 6x + 11, que igualado a

30, nos da el siguiente resultado:
6x +11 =30
6x =19 — X=—
Ahora encontremos el valor de las partes de 30, sustituyendo este valor:
19 28

2Xx+3=2-—+3 = —
6 3

ax+g =485
6 3

Claramente, la suma de estas partes es 30: ? + % = % =30
2 2
Y el cuadrado pedido sera: (x+1)*= B+1 (2] - 625 :17E
6 6 36 36

Verifiguemos que la solucidon encontrada es correcta:

[§j2 ,28 _25° 2812 961_(gjz

6 3 6% 312 62 |6
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+
3 62  3.12 6°

(§J2+ 62 25" 6212 _ 1369 _(g}z
6 NG

LIBRO IV, PROBLEMA 1:

“Descomponer un numero dado en dos cubos cuya suma de raices sea dada.”

“Si el numero es 370 y la suma de las raices 10, supongamos que la raiz del
primer cubo es 1 aritmo y 5 unidades, o sea: la mitad de la suma de las raices. Por
tanto, la raiz del otro cubo sera 5 unidades menos 1 aritmo; luego la suma de los
cubos valdra 30 cuadrados de aritmo mas 250 unidades que igualaremos a las
370 unidades del numero dado, de donde se deduce que 1 aritmo tiene 2
unidades; la raiz del primer cubo tendra entonces 7 y la del segundo 3, y, por
consiguiente, los cubos seran 343y 27.”

Si el nimero es 370 y la suma de las raices es 10, utilizaremos el mismo
razonamiento que se utilizé anteriormente para resolver ecuaciones lineales.?®

Sean k, w las raices, luego es posible escribir:

_k+w k-w

[ A

k+w k—-w
W:
2 2 2 2

k

Como k, w son las raices y su suma es 10, entonces su semisuma sera 5, y
llamaremos x (aritmo), a su semidiferencia, sustituyendo estos datos obtenemos:

k=5+X A W=5-X

Ademas, por las condiciones del problema, tenemos que la suma de los cubos de
las raices es 370, es decir:

k®+w® = 370
(5+x)*+ (5—x)*=370
53+ 3(5)% + 3(5)x? + x° + 5° — 3(5)*x + 3(5)x* — x® =370
30x* + 250 = 370
30x* =120

x% = 120/30

%8 \er solucién de LIBRO |, PROBLEMA 27.
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De donde, tenemos que las raices son:

k=5+X A w=5-X
k=5+2 w=5-2

Y, evidentemente: 7 + 3 =10, ademas 7°+3°=343 + 27 = 370.

LIBRO IV, PROBLEMA 2:

“Encontrar dos numeros tales que su diferencia sea dada y también la de sus
cubos.”

Este problema no aparece resuelto en las notas del autor Francisco Vera, pero
sera resuelto de igual forma que el anterior, veamos:

Sea 6 la diferencia entre los numeros pedidos, y sea 504 la diferencia de los cubos
de estas raices.

Sean de nuevo k, w las raices. Sabemos que es posible escribirlas:

_k+w k-w

[ A

k+w k-w
W:
2 2 2 2

k

Como k, w son las raices y su diferencia es 6, entonces su semidiferencia sera 3,
y llamaremos x (aritmo), a su semisuma, sustituyendo estos datos obtenemos:

k=x+3 A W=x-3

Ademas, por las condiciones del problema, tenemos que la diferencia de los cubos
de las raices es 504, es decir:  k® —w® = 504

(x+3)° - (x—3)*=504
X3+ Ox% + 27X + 27 — (X°— Ox? + 27x — 27) =504
X2+ 9x% + 27X + 27 — X3+ 9x% — 27x + 27 =504

18x° + 54 = 504
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18x* =450
x* = 450/18
2 _
X® =225/9
x = 15/3
X=5

De donde, tenemos que las raices son:

k=x+3 A W=Xx-3
k=5+3 w=5-3
k=8 w=2

Verificando estas respuestas tenemos:8 — 2 = 6, y ademas 8% — 2° = 512 — 8 = 504.

LIBRO IV, PROBLEMA 10:

“Encontrar dos cubos cuya suma sea igual a la de sus raices.”

“Si las raices de los cubos tienen 2 y 3 aritmos, la suma de sus cubos es 35 cubos
de aritmo, que deben equivaler a la suma de las raices, es decir: a 5 aritmos y, por
tanto, dividiendo por 1 aritmo, resultan 35 cuadrados de aritmo igual a 5 unidades,
y el valor de 1 aritmo es entonces irracional. Pero como 35 cuadrados de aritmo
son la suma de los cubos 8 y 27 y las 5 unidades la de las raices de sus cubos,
esto nos lleva a encontrar dos cubos cuya suma, dividida por la de sus raices, sea
un numero cuadrado, y como hemos visto en el problema anterior que estas
raices son 8 y 5 aritmos, la suma de sus cubos serd 637 cubos de aritmo que
igualaremos a la suma de sus raices, es decir: a 13 aritmos, y obtenemos que 1
aritmo vale 1/7, y, por tanto, la raiz del primer cubo sera 5/7 y los cubos 125/343
y 512/343.

Este problema fue elegido, mas que por su solucion, o por alternativas de
variacion en sus respuestas, por la aparicion en Diofanto de expresiones
irracionales, que “impiden” dar solucion al problema. Cuando supone que las
raices son dos aritmos y tres aritmos, es decir: 2x y 3%, la suma de estas raices
serd: 2x + 3x = 5x, y la suma de sus cubos: (2x)® + (3x)* = 35x°. Como el
planteamiento del problema dice que la suma de las raices debe ser igual a la de
sus cubos, entonces:

35x° = 5x
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35x°=5
x*=1/7
Y por tanto el aritmo resulta ser una cantidad irracional. Llama particularmente la
atencion, que Diofanto proponga estas soluciones y llegue a soluciones
irracionales, puesto que un renglén mas adelante propone que sean utilizadas las
raices encontradas en un problema anterior: 5x y 8x.
¢ Por qué no proponer estas soluciones desde el principio?
Vemos que con 5x y 8x, se obtiene una solucion racional positiva, es decir:
(5x)* + (8x)* = 5x + 8x
125x° + 512x° = 13x
637x° = 13x
637x° =13
x* = 13/637

x> =1/49 — x=1/7.

Sustituyendo este valor en las raices propuestas, obtenemos:

5x:5-£:E A 8x=8-1:§
[ 7 7

5 8 13

Cuya suma es: ==

7T 7 7

Analicemos lo que ocurre con la suma de los cubos:

(5)3 (8}3 125 512 637 13
5 + = + = = —

7) 343 343 343 7

LIBRO VI, PROBLEMA 17:

“Encontrar un triangulo rectangulo tal que el nimero de su area, aumentado en el
de la hipotenusa, forme un cuadrado, y el numero de su perimetro sea un cubo.”

“Suponiendo que el numero del area del triangulo es 1 aritmo y el de la hipotenusa
una cantidad cuadratica de unidades menos 1 aritmo, como 16 unidades menos 1
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aritmo, el producto de los catetos sera 2 aritmos, y como 2 aritmos es el producto
de 1 aritmo por 2 unidades resulta que si uno de los catetos es 2 unidades, el otro
serd 1 aritmo y el perimetro 18 unidades, que no es un cubo, pero por ser un
cuadrado aumentado en 2 unidades, habra que encontrar un cubo que exceda a
un cuadrado en 2 unidades.

Si la raiz de este cuadrado es 1 aritmo mas 1 unidad y la del cubo 1 aritmo menos
una unidad, el cuadrado sera 1 cuadrado de aritmo mas 2 aritmos mas 1 unidad,
y el cubo, 1 cubo de aritmo mas 3 aritmos menos 3 cuadrados de aritmo menos 1
unidad, y como queremos que el cubo exceda al cuadrado en 2 unidades, el
cuadrado, aumentado en 2 unidades, es decir: 1 cuadrado de aritmo mas 2
aritmos mas 3 unidades, debe ser igual a 1 cubo de aritmo mas 3 aritmos menos 3
cuadrados de aritmo menos 1 unidad, de donde se deduce que 1 aritmo vale 4
unidades, y, por tanto, la raiz del cuadrado sera 5 unidades y la del cubo 3, y el
cuadrado tendra entonces 25 unidades y el cubo 27.

Modifiquemos, pues, el triangulo rectangulo. Habiendo supuesto que el area es 1
aritmo, supongamos ahora que la hipotenusa tiene 25 unidades menos 1 aritmo,
pero continuando la base con 2 unidades y la vertical con 1 aritmo, y entonces,
siendo el cuadrado de la hipotenusa 1 cuadrado de aritmo mas 625 unidades
menos 50 aritmos, esto sera igual a 1 cuadrado de aritmo mas 4 unidades, y, por
consiguiente, 1 aritmo es 621/50, y volviendo a lo que hemos supuesto, queda
resuelto el problema.”

La solucion de este problema resulta especialmente compleja, debido a la
utilizacion multiple del aritmo como variable y como lado del cuadrado vy arista del
cubo. Para evitar confusiones, utilizaremos las letras k,c para los catetos del
triangulo rectangulo en cuestion, h para la hipotenusa, x para el valor del aritmo.

Debemos encontrar k, c, h, tales que:

El &rea mas la hipotenusa: (i)%ck + h sea un cuadrado, y el perimetro: (ii)c + k +

h sea un cubo.

: . o1 .
Llamemos x (aritmo) al valor del area, asi: E-ck = X; y por tanto en (i), la

hipotenusa h, seréa: el cuadrado menos un aritmo, es decir: (el cuadrado) — x.

De esta forma: ck = 2x, y definamos que ¢ = 2, k = x. Por la ecuacién (ii), el
perimetro del triangulo que finalmente es un cubo sera:

¢ +k+h=2+x+(el cuadrado) — x = 2 + (el cuadrado); y por tanto el cubo sera el
cuadrado mas 2.
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Sea (m + 1)* el cuadrado, y sea (m — 1)° el cubo que buscamos, traduciendo lo
anterior, tenemos:

“cubo = cuadrado mas 2”, esto es®®:  (m—-1)*=(m+1)*+2

— m+3m-3m>—1=m?+2m+1+2

— m’—4m’+m-4=0

— m(m?+ 1) —4(m?+1) =0
- (m*+1) (m-4)=0

— m=4

Con este valor, encontremos el cuadrado y el cubo que buscamos:
El cuadrado: (m + 1) = (4 +1)*=5*=25
El cubo: m-1y>°=@4-1P°=3*=27
Retomando los valores de los catetos y la hipotenusa, tenemos que:
c =2; k=x; h=25-x (iii) , y hasta aqui tenemos la condicion del problema, el
area mas la hipotenusa es un cuadrado y el perimetro es un cubo, a saber 25y 27

respectivamente.

Ahora lo que nos falta es determinar el valor numérico del aritmo x, para
determinar de igual manera, los valores numéricos de c, ky h.

De (iii), tenmos los valores de una terna pitagérica, es decir, que estos deben
cumplir la relacion:

h=c?+k® —  (25-x)°=22+%°
— 625+ Xx>-50x=4+Xx°
—  50x =621

_ 621
50

29 . . . , P .

En este punto, Diofanto simplemente dice que m =4, lo que supone que sabia resolver algun tipo de
ecuacidn cubica. No aparece ninglin método, pero evidentemente que resuelve la ecuacién cubicay dala
solucion racional correcta.
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Finalmente, sustituimos el valor del aritmo en los lados del triangulo, y
encontramos que:

621

¢ -2 (= 621, 621 _ 629
50

h=25- —=—
50 50

Este problema es especial, porque supone que Diofanto sabia resolver ecuaciones
cubicas, pero también por la analogia que establece entre los cuadrados y los
cubos, con figuras geométricas, algo que parecia inusual en el alejandrino, dado
que sus problemas en general son abstractos y sus soluciones remiten a
ecuaciones indeterminadas. Para cerrar este capitulo dedicado a Diofanto, vamos
a resolver el unico problema de la “Arithmetica”, en el que hay alusién a una
situacién concreta, no es un problema sencillo porque implica una ecuacién de
grado dos en dos variables, y tampoco es de solucién corta, asi que paciencia y
disfrutemos de la genialidad de Diofanto.

LIBRO V, PROBLEMA 30:

“Una persona se embarcod con sus compafieros, quienes le encargaron que les
fuera atil. Mezcl6é garrafas [de vino], unas de ocho dracmas y otras de cinco, y
pagd por todo un [numero] cuadrado que, aumentado en el nUmero de unidades
gue se te indicara [60], hara que tengas otro cuadrado cuya raiz es el numero total
de garrafas. Averigua cuantas habia de ocho y cuantas de cinco dracmas.”

“El significado de este epigrama es el siguiente: se compran dos clases de vinos:
de 8 y de 5 dracmas la garrafa y se paga por todo un niamero cuadrado que,
aumentado en 60 unidades, forma un cuadrado cuya raiz es la cantidad total de
garrafas. Averiguar cuantas se compraron de cada clase.

Si el total de garrafas es 1 aritmo, su costo sera 1 cuadrado de aritmo menos 60
unidades, y falta hacer que 1 cuadrado de aritmo menos 60 unidades sea un
cuadrado y establecer la raiz de este cuadrado por medio de 1 aritmo disminuido
en tantas unidades como se quiera.

Puesto que 1 cuadrado de aritmo menos 60 unidades se compone de dos
nameros: el del valor de las garrafas de 8 dracmas y el de las de 5, la quinta parte
del valor de las garrafas de 5 dracmas es la cantidad de garrafas de 5 dracmas es
la cantidad de garrafas de 5 dracmas y la octava del de 8 la de garrafas de 8
dracmas, y el total de garrafas es 1 aritmo, lo que nos lleva a descomponer un
cierto numero: 1 cuadrado de aritmo menos 60 unidades, en dos numeros tales
que la quinta parte de uno , aumentada en la octava del otro, forme 1 aritmo, lo
cual no siempre es posible a menos que el aritmo se tome mayor que la octava y
menor que la quinta parte de 1 cuadrado de aritmo menos 60 unidades.

Suponiendo que 1 cuadrado de aritmo disminuido en 60 unidades es mayor que 5
aritmos y menor que 8 y afiadimos a uno y otro lado 60 unidades, resulta que 1
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cuadrado de aritmo también es mayor que 5 aritmos aumentados en 60 unidades,
y como es igual a 5 aritmos aumentado en un nimero de unidades mayor que 60,
se deduce que 1 aritmo no podra ser mayor que 11 unidades.

Analogamente, puesto que 1 cuadrado de aritmo disminuido en 60 unidades es
menor que 8 aritmos, si afladimos a uno y otro lado 60 unidades, 1 cuadrado de
aritmo equivaldra a 8 aritmos aumentados en un namero de unidades menor que
60, y, por tanto, 1 aritmo no puede ser mayor que 12 unidades; y como se ha
demostrado que no puede ser menor que 11, tiene que tener mas de 11 y menos
de 12.

Si igualamos 1 cuadrado de aritmo menos 60 unidades al cuadrado cuya raiz sea
1 aritmo disminuido en una cantidad de unidades, el aritmo provendra de un
namero que, multiplicado por si mismo, y aumentado en 60 unidades, quede
dividido por su doble, lo que nos lleva a buscar un nidmero cuadrado, aumentado
en 60 unidades y dividido por su doble, dé un cociente mayor que 11 y menor que
12.

Si suponemos que el numero pedido es 1 aritmo, es necesario que el cociente de
1 cuadrado de aritmo y 60 unidades por 2 aritmos sea mayor que 11, y, por
consiguiente, 1 cuadrado de aritmo, aumentado en 60 unidades, debe ser mayor
que 22 aritmos, los cuales equivaldran a 1 cuadrado de aritmo aumentado en un
namero menor que 60 unidades, de donde se deduce que 1 aritmo no puede ser
menor que 19 unidades, y como ese cociente es menor que 12 unidades, resulta
que 1 cuadrado de aritmo, aumentado en 60 unidades, es menor que 24 aritmos,
los cuales son también iguales a 1 cuadrado de aritmo aumentado en un ndmero
mayor que 60 unidades; luego 1 aritmo tiene que ser menor que 21 unidades, y
como es mayor que 19, supongamos que es igual a 20.

Igualando 1 cuadrado de aritmo menos 60 unidades al cuadrado cuya raiz sea 1
aritmo menos 20 unidades, 1 aritmo valdra entonces 11 % unidades y su
cuadrado 132 ¥4 , de modo que, si a este cuadrado le quitamos 60 unidades,
habra que descomponer el resto: 72 ¥ unidades en dos numeros tales que la
quinta parte del primero aumentada en la octava del segundo sea 11 % unidades.

Si suponemos que la quinta parte del primer nimero es 1 aritmo, la octava del
segundo sera 11 % unidades menos 1 aritmo, y, por tanto, estos nimeros seran: 5
aritmos uno y 92 unidades menos 8 aritmos el otro, e igualando la suma a 72 Y4
unidades, se obtiene el valor 79/12 para 1 aritmo, y, por consiguiente, habra 6
garrafas y 7 cotilos® de 5 dracmas y 4 garrafas y 11 cotilos®* de 8 dracmas. El
resto es evidente.”

30 . . . -~

Esta medida equivale a 1/12 de garrafa, es decir, 4,66 decilitros.
31 . . .

En el texto de Francisco Vera, aparece 8 garrafas y 11 cotilos, pero evidentemente es un error, como
veremos en la solucidn algebraica-simbdélica que expondremos del problema.
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Para resolver este problema, supongamos que x es la cantidad de garrafas de 8
dragmas, y Y es la cantidad de garrafas de 5 dragmas.

Como el dinero pagado por la cantidad de garrafas compradas es un cuadrado,
surge la primera ecuacion:

(i) 8x+5y = n?

Ademas plantea el problema que el numero cuadrado aumentado en 60 forma un
cuadrado cuya raiz es la cantidad total de garrafas, es decir x + vy, la segunda
ecuacion sera entonces:

(i) n*+60=(x+y)’
Sustituyendo una ecuacion en la otra obtenemos que:

(iii)  8x+5y=(x+y)*—60

En esta parte, Diofanto hace una sustitucién bastante ingeniosa, supone que la
cantidad de garrafas serd m, es decir, que: X +y = m, de donde deriva valores
para X, y en términos de m, asi:

y=m-xX; X=m-y
Ahora, sustituyendo m en (iii), tenemos que :

(iv) 8x+5y=m?*-60

Y ahora sustituye en (iv), primero el valor de X, y luego el de y, y obtiene otras dos
ecuaciones:

Como: X=m-y —  8x+5y=m’-60
—  8(m-y)+5y=m?-60
—  8m-8y+5y=m?*-60
—  8m-3y=m’-60 (v)
Como: y=m-x —  8x+5y=m’-60
—  8x+5(M—-x)=m?-60
—  8Xx+5m-5x=m’-60

—  5m+3x=m’-60 (Vi)



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 112

De (v), deduce que si: 8m — 3y = m? — 60, necesariamente: m? — 60 < 8m  (vii)
De (vi), también , que si: 5m + 3x = m? — 60, entonces: m? — 60 > 5m (viii)*?

El trabajo ahora consiste en encontrar el valor de m, que satisfaga las
inecuaciones (vii) y (viii).

Inicialmente, para que la expresién: m? — 60 sea positiva, m tiene que ser mayor
gue 8, evaluemos entonces los valor para m > 8, en las inecuaciones nombradas
anteriormente, y determinemos los valores de m que las verifican a ambas
simultaneamente:

En (vii): m? — 60 < 8m En (viii): m?— 60 > 5m

Sim=8 — 64 — 60 < 64 (cumple) — 64 — 60 > 40 (no cumple)
Sim=9 — 81 - 60 < 72 (cumple) — 81 — 60 > 45 (no cumple)
Sim=10 — 100 — 60 < 80 (cumple) — 100 — 60 > 50 (no cumple)
Sim=11 — 121 — 60 < 88 (cumple) — 121 — 60 > 55 (cumple)
Sim=12 — 144 — 60 < 96 (cumple) — 144 — 60 > 60 (cumple)
Sim=13 — 169 — 60 < 104 (no cumple) — 169 — 60 > 65 (no cumple)

Vemos que las inecuaciones se verifican al mismo tiempo para los valores 11y 12,
esdecirque: 11 < m < 12

Pero de la ecuacion (ii) tenemos que:  n’+60 = (x +y )

Y como, llamamos x +y = m; entonces significa que n? + 60 = m?, de donde se
deduce que:

m? — 60 es un cuadrado.

Diofanto en este punto, determina que ese cuadrado serd (m — n)?, e iguala a la
ecuacion anterior:

m?— 60 = (m — n)?

m?— 60 =m?—2mn + n?

2 puesto que a 8m, le estoy quitando una cantidad positiva para que iguale a m’-60 , entonces tiene que
ser 8m mayor que m’— 60; de igual forma si a 5m le tengo que sumar una cantidad positiva para que iguale
am’- 60, significa que 5m es menor que m” - 60.
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n?+60 ) n 30 ..
= 0 m=—+— (ix)
2n 2 n

Pero como m esta entre 11y 12, se necesita un valor de n que satisfaga esa
condicion. Asi n debe ser mayor que 10, puesto que si sustituimos n = 10 en (ix),
obtenemos:

Si n =10, entonces: m:g+% — m=5+3=8

Si n = 15, entonces: m:E+E — m:§+2:§:91
2 n 2 2

Si n =18, entonces: mzﬂ+@ — m:9+§:%:103
2 n 18 3 3

Si n =19, entonces: m22+§ — m:E+E:ﬁ:11i
2 n 2 19 38 38

Si n = 20, entonces: m:2+§ — m:10+§:§:111
2 n 20 2 2

Si n =21, entonces: m:E+@ — m:EJrﬂzgzllE
2 n 2 21 14 14

Sin=22 entonces: m= E+§ — m = 11+§: @: 12i
2 n 22 11 11

Es decir, que los valores posibles para n seran: 19, 20, 21, de los cuales Diofanto
elige n = 20, y encuentra la solucién al problema.

Luego, para n = 20, obtenemos que m = ?: 11%, y lo sustituimos en las

ecuaciones (v) y (vi):

En (v): 8m-3y=m?’-60 —  3y=8m-m?+60
_ 8m-m?+60
— - -

3

(3

3
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— y = 3
368 529 N 240
N -4 4 4
y 3
79 7 . .
= Tl = GE, es decir: 6 garrafas y 7 cotilos, de 5 dragmas
En (vi): 5m+3x=m?’-60 —  3x= m’ —5m-60
_ m?-5m-60
N = 7O TOY
3
23)? 23
2)+(3)
N y = 2 2
3
— y = 3
529 230 240
- 4 4 4
— y 3
59 11 . .
— y = o = 45, es decir: 4 garrafas y 11 cotilos, de 8 dragmas.

La solucion es:

Se compraron 6 garrafas y 7 cotilos de 5 dragmas, es decir:% = 6%

Y se compraron 4 garrafasy 11 cotilos de 8 dragmas, es decir: % = 4%

Ahora verifiguemos las soluciones obtenidas. El problema dice que el dinero
pagado por la cantidad de garrafas compradas es un cuadrado, es decir:
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2
8x+5y:n2_> 8.@+5.E :@=£
12 12 4 2

Ademas plantea el problema que este cuadrado aumentado en 60 forma un
cuadrado cuya raiz es la cantidad total de garrafas, es decir x + y que vimos

. 23 1
anteriormente era: m = 7: 115 , Veamos:

289 289 240 529 (23)°
—+60= + = =|—
4 4 4 4 2

Este problema es otra muestra del ingenio y destreza “algebraica” de Diofanto de
Alejandria, para resolver problemas que generan ecuaciones indeterminadas de
primer, segundo grado o tercer grado.

Para concluir este capitulo dedicado a Diofanto de Alejandria y los primeros pasos
del Algebra, reforcemos algunos puntos importantes en la obra que acabamos de
estudiar.

La “Arithmetica” de Diofanto, que para algunos historiadores de la matematica,
tiene el mismo impacto en el Algebra, que el que tienen los “Elementos” de
Euclides para la geometria, nos ofrece algunos problemas que resuelve el autor,
de manera muy algebrizada, introduciendo el “arithmo” como una abreviatura
adecuada para simplificar ecuaciones e incognitas. Diofanto muestra un dominio
perfecto de la forma de solucionar ecuaciones algebraicas, que le permiten
plantear problemas con infinitas posibilidades de solucién y variaciones en las
condiciones iniciales del problema; no importando si son sistemas de ecuaciones
lineales, ecuaciones cuadraticas o de orden superior, y de una 0 varias
indeterminaciones.

Este legado de Diofanto, es tomado por los musulmanes (indios y arabes),
quienes continuando con sus principios algebraicos, finalmente desarrollan el
Algebra y posteriormente los europeos, la Moderna Teoria de NUmeros.
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4.LA CASA DE LA SABIDURIA DA A LUZ AL ALGEBRA

4.1 Antecedentes historicos

REINO DE LOS FRANCOS

Poitiors 732 o

Mar Negro

Bukara areanda
* 700 S'al_:lu

2

N

KHORAS-AN
Hamadonse Sl
te
g PERSIA
3 640-644
Isfahan 643

[ Etislam en el aiio 750
Damasco: Capitales del Califato hasta 750

Mosul 641 Batallas

Océano Indico

llustracion 21. El Islam del siglo VII.

“El imam y emir de los creyentes Al-Mamun...

me ha alentado a redactar una obra concisa sobre el célculo al-jabr y al-mugabala,
limitado al arte del calculo y de gran interés,

gue las gentes precisan constantemente para sus herencias,

sus testamentos, sus sentencias, sus transacciones,

y toda clase de negocios que realizan entre ellas,

sobre todo la medicién de las tierras, la construccion de canales,

la geometria, y otras cosas del mismo género.”

Al-Khwarizmi*?

** Tomado de Serres, Michel. Historia de las Ciencias. Ed Catedra. Paris. 1989. Pag. 193.
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En Grecia, después de su época dorada liderada por Euclides, Arquimedes,
Apolonio y otro pufiado de matematicos importantes, y cuando la ciencia griega en
general parecia entrar en un letargo en el que poco o nada surgié excepto las
obras de Ptolomeo, Herdn, Pappo y Diofanto, se establece una tradicion de
estudiar las obras de los grandes sabios de siglos anteriores en los centros de
ensefianza. Esta es una de las razones por las cuales algunas de las grandes
obras de la antigiedad se conservan hasta nuestros dias. Sin embargo, los
primeros avances matematicos que se desprenden del estudio de las obras de los
antiguos, aparecen en el mundo arabe.

Desde la fundacion de Alejandria, la mayoria de los grandes matematicos griegos
pertenecian a la Escuela de Alejandria, el centro del mundo cientifico durante
varios siglos, y sus obras estaban en la Biblioteca de Alejandria, que fue fundada
aproximadamente desde al aifio 300 a. de C. y estuvo activa a pesar de la clausura
de los cristianos en el afio 529 d. de C. y hasta el incendio definitivo por los arabes
en el afio 641. A pesar, de haber salvado algunas obras importantes, gran parte
de la civilizacién clasica se perdié para siempre en este proceso de violencia y
definitiva conflagracion.

Son los cientificos arabes del siglo VII, los encargados de comenzar una tradicién
islamica de salvaguardar y continuar enriqueciendo la ciencia clasica,
convirtiéndose de esta manera en los grandes portadores e innovadores del saber
matematico de la época, y de los siglos siguientes.

Esta época del Imperio Islamico, tiene que ser ubicado con la vida de Mahomay la
religion que fundd, la cual se extendioé desde la India, a través de Persia y el Medio
Oriente, a lo largo del norte de Africa y al sur de la Peninsula Ibérica (ver
llustracion 1.). Con el correr del tiempo, esta regiébn se convirti6 en un lugar
enorme de intercambio comercial y econémico, que permitié el surgimiento de
grandes ciudades. La religion mahometana (o musulmana) fue la dominante, asi
como el arabe se convirtié en el idioma de los tratados cientificos y en general de
los documentos oficiales, y las Mateméticas el impulso para el desarrollo de la
cultura islamica. Al igual que en las culturas antiguas, la conquista de territorios, y
posterior expansion del dominio arabe, implicé un desarrollo significativo de las
Matematicas, dado que la construccion, la irrigacion, el comercio y la artesania
involucraron importantes conocimientos matematicos. Y por este motivo, la
mayoria de los gobernantes generaron politicas que permitieron el auge y
desarrollo de la ciencia en general y de las Matematicas en particular.

Al reunir esta diversidad de culturas (China, India, paises del Medio y Lejano
Oriente, entre otros), se hacia predecible en engrandecimiento del saber clasico,
que alimentado por tanto saber de culturas diversas, convertiria a Bagdad en el
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centro del mundo cientifico, en lugar de la antigua Alejandria, asi como la Escuela
de Alejandria seria reemplazada por la Casa de la Sabiduria, el centro de estudios
donde se reunirian los grandes astrénomos, matematicos y traductores arabes.

Dos de las vertientes de las cuales se nutriria especialmente el mundo arabe,
(aparte de la griega, que fue objeto de admiracion, a partir de las traducciones
realizadas de las obras entre otros de Euclides y Ptolomeo) seria el saber de la
China Antigua y de la India.

4.2 El Arte de las Matematicas en la Antigua China

“Los hombres de la Antigliedad

cambiaban el nombre de sus métodos de problema en problema,
de manera que no daban ninguna explicacion especifica,

no hay manera de decir cuales son sus bases o su origen tedrico”

Yang Hui (1238-1298)*

Hablar de los conocimientos cientificos de la china antigua, implicaria remontarnos
a varios siglos antes de nuestra era, y adentrarnos en una historia rica en
controversia y disparidad de informacion con respecto a sus origenes y desarrollo.
Lo que si esta a nuestro alcance, es el llamado: “Los Nueve Capitulos sobre el
Arte de Matematicas”, o “La Matematica en nueve libros”, un texto insigne en la
cultura china, que se atribuye a la dinastia Han siglo Il antes de nuestra era, y
posteriormente al cientifico chino Chuan Tsanom (en el afio 152 a.de C.), quien se
encargé de sistematizar los conocimientos matematicos conocidos hasta su
época, en 246 problemas relacionados con agricultura, negocios, utilizacion de la
geometria en la construccién de murallas, ingenieria, agrimensura, etc®. Este libro
ha sufrido grandes transformaciones desde su publicacion, hasta tomar la forma
de una enciclopedia matematica. Daremos un repaso general al contenido de los
nueve libros, solo para dar una visién global del texto base de la matematica
china.

** Matematico Chino, frase tomada de http://es.wikipedia.org/wiki/Yang_Hui

%> Tomado de: Ribnikov, K . Historia de las Matematicas. Ed. Mir. Moscd.1987. pag: 31-37.

http://maralboran.org/wikipedia/index.php/Las_matem%C3%Alticas_en la China antigua vy cl%C3%Alsic
a_(c. 550 a.C.-1300 d.C)



http://es.wikipedia.org/wiki/Yang_Hui
http://maralboran.org/wikipedia/index.php/Las_matem%C3%A1ticas_en_la_China_antigua_y_cl%C3%A1sica_(c._550_a.C.-1300_d.C)
http://maralboran.org/wikipedia/index.php/Las_matem%C3%A1ticas_en_la_China_antigua_y_cl%C3%A1sica_(c._550_a.C.-1300_d.C)
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llustracion 22. Los Nueve Capitulos sobre el Arte de las Mateméticas.

El libro I, “Medicion de Campos”. Aparecen algunos calculos relacionados con
figuras geométricas, y llama especialmente la atencion el célculo para r~.
Inicialmente aparece = = 3, pero en obras posteriores, por ejemplo, en el siglo | de
nuestra era, Lin Sing trabaj con 7= = 3, 1547; en el siglo 1l Chisan Hen asume el

valor 7 =+/10;y en el siglo Ill, Liu Hui encontré el valor z= 3,14, a partir del area
de los poligonos inscritos en el circulo.

El libro Il, “Relacion entre las diferentes formas de cereales”. En el que se abordan
contenidos relacionados con la Regla de tres y la division proporcional, para
resolver problemas que conciernen al cobro de impuestos sobre el grano medido
en unidades de volumen, y los calculos que se requieren para la elaboracién de
este grano.

El libro 1ll, “Divisidon escalonada”. Continda con problemas relacionados con la
regla de tres simple y compuesta, asi como division proporcional y repartos.

El libro IV, “Shao-Huan”. Inicia con problemas relacionados con determinar un lado
de un rectangulo y su area; asi como la determinacion del radio de un circulo a
partir de su area. Posteriormente se exponen las reglas para la extraccion de las
raices cuadradas y cubicas.

El libro V, “Estimacion de los trabajos”. Es una recopilacion de problemas
relacionados con calculos para la construccion de murallas, digues, torres, fosos, y
otras obras, problemas que posibilitan la variacion de ciertas condiciones como el
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volumen, la fuerza de trabajo, los materiales y medios de transporte, y con ello la
posibilidad de cientos de problemas.

El libro VI, “Distribucion proporcional”’. Los problemas son similares a los del libro
lll, es decir, reglas de tres y solucion de progresiones aritméticas, para resolver
problemas relacionados con la distribucion de impuestos e ingresos entre los
funcionarios de diferentes clases.

El libor VII, “Exceso-Defecto”. En el que aparecen problemas que generan
ecuaciones lineales vy sistemas de ecuaciones. En este nos detendremos un
momento, porque es el que interesa para nuestro trabajo.

Primero vamos a resolver algunos problemas de exceso y déficit, con sistemas de
ecuaciones lineales, en los cuales utilizaremos las mismas variables para los tres
problemas que pretendemos explorar. Posteriormente miraremos algunos
problemas mas complejos que requieren el llamado método de “Doble Falsa
Posicion”.

Libro VII. Problema 1:%°

“Sea ahora un numero (de personas) comprando mercancias. Si cada persona
paga 8 existe un exceso de 3, si cada persona paga 7 existe un déficit de 4.
Encontrar el nUmero de personas y el costo de las mercancias”.

“‘Anadir el exceso y el déficit para tener el dividendo. Sustraer el pequefio del
mayor de los valores propuestos y dejar el resto como el divisor. Dividir el
dividendo entre el divisor para obtener el nimero de personas. Multiplicar esto por
el valor propuesto y luego restar el exceso o afiadir el déficit para obtener el costo
de las mercancias.”

El primer procedimiento explicado por el autor, es el mismo que utilizariamos
actualmente en la solucion de un sistema de ecuaciones 2x2, pero solo lo utiliza
para obtener el nimero de personas, el segundo método que transcribiremos mas
adelante es para calcular el costo total. Es preciso aclarar que las siguientes
variables que definiremos, seran las mismas para todos los problemas de exceso
y déficit.

Llamaremos: a el numero de compradores.
X el costo de cada unidad de mercancia.

b el costo total de las mercancias.

*®Estos problemas son tomado de: http://personal.us.es/cmaza/china/falsaposicion.htm
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De donde resulta la ecuacion lineal : ax=h.

Los datos del problema sugieren que si x = 8, entonces sobran 3; es decir:
8a=b+3(i)

Y si x =7, el déficit serd de 4; lo que significa que:
7a =b -4 (ii)

Para simplificar el nUmero de incognitas, restaremos la ecuacién (i) de la (i), para
obtener:

8a—7a =(b+3)-(b-4)
8-7)a=b+3-b+ 4

3+4
a = —— =7 personas.
8-7
Para obtener el total del valor de las mercancias, se sustituye este valor en
cualquiera de las ecuaciones y se obtiene:

En (i) 8a=b+3 En(ii) 7a =b -4
8(7)=b+3 7(7)=b-4
b=56-3 b=49+4
b = 53 monedas b = 53 monedas.

El autor del libro, propone este segundo método un poco mas complejo que el de
la simple sustitucién, para calcular la cantidad de monedas de manera inmediata,
veamos la forma de exponerlo:

“Poned los valores propuestos encima y debajo los correspondientes exceso y
déficit. Multiplicar en cruz (estos ultimos, 4 y 3) y los valores propuestos (8 y 7) y
afadir los productos para formar el dividendo. Afadir el exceso y el déficit para
formar el divisor. Dividir el dividendo entre el divisor.”

Es decir: 8 7

Siguiendo la multiplicacién que propone, se obtiene:
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b :w: ﬁz 53 monedas.
8-7 1

Los problemas siguientes, plantean situaciones similares, pero s6lo con excesos o
con déficit.

Libro VII. Problema 5:

“Sea ahora un numero de personas comprando oro. Si cada persona paga 400
existe un exceso de 3400, si cada persona paga 300 hay un exceso de 100.
Encontrar el nimero de personas y el costo del oro”.

Siguiendo los procedimientos explicados en el problema anterior, calcularemos el
namero de personas con la siguiente expresion:

3400-100 _ 3300
a-= = = 33 personas.

400-300 100

Recordemos que esta expresion, resulta del planteamiento de un sistema de
ecuaciones 2x2, el cual construiremos asi.

De la ecuacion lineal: ax =bh.
Los datos del problema sugieren que si x = 400, entonces sobran 3400, es decir:
400a = b + 3400 (i)
Y si x = 300, sobran 100; esto es: 300a =b+ 100 (ii)
Restando la ecuacion (ii) de la (i), tenemos:
400a — 300a = (b +3400) — (b + 100)
(400 - 300 )a=b + 3400 — b - 100

3400-100
a = —— =33 personas.
400-300

Y el costo total, con el segundo procedimiento. Ubicamos los nimeros dados y
realizamos el producto indicado:

400 300

3400 100
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b = 3400-300—400-100 _ 980000 _ 9800 monedas.

400-300 100

Libro VII. Problema 6:

“Ahora existe un numero de personas comprando cabras. Si una persona paga 5
existe un déficit de 45, si una persona paga 7 existe un déficit de 3. Encontrar el
numero de personas y el costo de las cabras’.

Este problema con déficit doble, se resuelve de la misma forma que los anteriores.

El nUmero de personas lo calculamos con la siguiente expresion:
- 42
a=z —— = > = 21 personas.

Y el costo total, ubicando los niumeros dados y realizando el producto indicado:

5 7
45 3

b = 45-7-5-3_ 300_ 150 monedas.
7-5 2

Como lo dijimos anteriormente en el capitulo sobre los egipcios, el método “Regula
Falsi” o de “Falsa Posicidon”, fue utilizado con frecuencia en las culturas antiguas,
los chinos ademés de utilizarlo, utilizan métodos mas complejos para resolver
problemas que involucran sistemas de ecuaciones, miremos por ejemplo en este
problema, la forma de utilizar el método de “Doble Falsa Posicion”.

Libro VII. Problema 18%':

“9 lingotes de oro pesan tanto como 11 lingotes de plata. Si se intercambian los
lingotes de uno en otro, entonces el peso del oro y la plata se diferenciardn en 13
lan. ;Cuanto pesan respectivamente un lingote de oro y uno de plata?”

Antes de comenzar con el analisis del método de “Doble falsa posicion”, es
importante aclarar que las unidades de medida utilizadas en el libro son el lan y
el tzin®®%, y la solucién del problema es dado en tzin. Sin embargo, resolveremos
el problema en lan, que es la unidad dada en el problema, para no hacer
conversiones de unidades que consideramos innecesarias para nuestro trabajo.

* Tomado de: Ribnikov, K . Historia de las Matematicas. Ed. Mir. Mosct.1987. pag: 34.
*1tzin=16lan.
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Definamos las variables que utilizaremos.
Sea: X : El peso de un lingote de oro.
y : El peso de un lingote de plata.

La informacion dada en el problema conduce a las siguientes ecuaciones:

(1) 9x =11y

(2) (10y +x) - (8x +y) =13
Recordemos que el método de la “Falsa Posicion” o “Regula Falsi”, enunciado
antes, en las culturas antiguas de Egipto y Babilonia, plantea la suposicion de un
valor para la variable y luego mediante una proporcionalidad se determina el
valor correcto que satisface la ecuacién planteada.
Como nuestro problema consta de dos variables, es necesario, primero
determinar la variable principal, y segundo realizar dos suposiciones para esta
variable, finalmente la respuesta correcta del problema se encontrara con la
proporcionalidad planteada en los problemas de exceso y déficit planteados
anteriormente.

Veamos:

Primera falsa posicion:

Supongamos que x = 48.

Encontremos el valor de y sustituyendo este valor en la ecuacion (1):

9(48) =11y
= 4_32 =3 i
11 11
o 432 .
Ahora, sustituimos los valores: x = 48; y= ETS en la ecuacion (2):

1O(EJ+48 —(8(48)+EJ = &:175
11 11 11 11



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 125

La ecuacion (2) define la diferencia entre los lingotes intercambiados que es igual

a 13, pero con la falsa posicién se encontré que daba %:171—51, es decir, un

exceso de:

192 138 _ 45
11 11 1

Segunda falsa posicion:

Supongamos ahora que x = 32.

Encontremos el valor de y sustituyendo este valor en la ecuacion (1):

9(32) =11y
= @ — 111
11 11
- 288 .
Ahora, sustituimos los valores: x= 32; y= — en la ecuacion (2):

10(@j +32 |- (8(32) + @j - 187
11 11 11 11

Sabemos que la ecuacion (2) define la diferencia entre los lingotes
intercambiados que es igual a 13, pero con la segunda falsa posicion se encontré

que daba 128 =111, es decir, un déficit de:
11 11

13128 _15_ 4

11 11 11

Para encontrar la solucion del problema, ubicaremos los valores como lo sugiere
el texto chino, y como lo hicimos en los problemas anteriores y encontramos que:

48 32
4 15
11 11

Y encontramos el valor de x :
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1.1 3.8

11 11
49 15
7_'_7
11 11

720+1568
__ 1

64

11

2288 143
64 4

Y con este valor, x = % = 35%, encontremos el valor del lingote de plata:
g =9 (143)_ 17,01
11\ 4 4 4

Luego, un lingote de oro cuesta: % = 35% lan; y uno de plata % = 29% lan.

Claramente, si resolvemos el sistema de ecuaciones 2x2, por algin método
(reduccion, sustitucion, igualacién, etc.) el resultado debe ser el mismo, veamos:

Utilizando el método de sustitucion, despejamos y en la ecuacion (1):

9

= EX (3)

y

Y sustituimos este valor en la ecuacién (2): (10@—3 + Xj - [8x + i—)l(j =13

(QOX lli (88x 9xj_
oo (2 A _[8ex O g
11 11 11 11

4x

—=13
11

— 4x=13-11
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Sustituyendo este valor en (3), obtenemos: y= %%
Looyew
4

El Libro 8, “Fan-chen” o “Método de las Tablas”. En el que se perfecciona la regla
de resolucion del sistema de ecuaciones lineales y su generalizacion a sistemas
con mayor namero de incégnitas. No plantearemos ninguno de los problemas de
este libro, ya que se salen de nuestro objeto de estudio, ya que estos problemas
conducen a sistemas de cinco ecuaciones lineales con raices positivas, los
cuales se resuelven a partir de matrices.

Es importante notar una diferencia importante entre la forma de mirar un
problema desde la éptica de un chino y la éptica de un occidental, pareciera que
la mirada occidental es mucho mas lineal que la oriental, la cual se basa en
arreglos matriciales, es decir; el tratamiento de los problemas que acabamos de
resolver, los realizariamos resolviendo sistemas de ecuaciones por métodos
como el de sustitucion, reduccién o igualacion, entre otros, sin embargo la mirada
gue se da en el texto chino que estamos mirando, inmediatamente ofrece una
visiobn matricial del problema. La ubicacion de las variables para aplicar el “Doble
Regula Falsi”, y la solucién de sistemas de ecuaciones 2x2, en general,
corresponden a un ordenamiento matricial del problema. Incluso en el primer
problema de este Libro 8, se plantea un arreglo de tres ecuaciones por tres
incoégnitas (el cual no resolveremos, y se deja como ejercicio para el lector).

LIBRO VII, PROBLEMA 1%

“Sean ahora 3 recipientes de cereal de clase alta, 2 recipientes de cereal de
clase media y 1 recipiente de cereal de clase baja, que producen 39 dou (de
grano) por shi; 2 recipientes de cereal de clase alta, 3 recipientes de cereal de
clase media y 1 recipiente de cereal de clase baja, que producen 34 dou por shi;
1 recipiente de cereal de clase alta, 2 de cereal de clase media y 3 de cereal de
clase baja, que producen 26 dou por shi. Encontrar la medida (de granos) en
cada recipiente de cereales de clase alta, media y baja.”

Cuyo planteamiento algebraico seria el sistema de ecuaciones 3x3:
3X+2y+2z=39
2Xx+3y+z=34

X+2y+3z=26

* Tomado de: http://personal.us.es/cmaza/china/ecuaciones.htm
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El Libro 9, esta constituido por problemas relacionados con distancias y alturas,
trabajados a partir del Teorema de Pitagoras y las propiedades de los triangulos
semejantes. Algunos de los problemas que se plantean en este libro, al ser
resueltos mediante el Teorema de Pitagoras, conducen a ecuaciones
cuadrdticas, las cuales se resuelven con las formulas de uso comun actualmente,
y que ya aparecian en los babilonios.

Para terminar con este pequefio comentario de la Matematica China, dejamos al
lector la interpretacion de una posible demostracion china del Teorema de
Pitagoras, entendiendo que las demostraciones de los chinos eran de naturaleza
visual y no hipotético-deductivo como las demostraciones griegas.
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llustracion 23.Teorema de Pitagoras en la Cultura China.

Quizés la llustracion 3 lo que quiere mostrar es que a partir de cuadrados de lados 3y 4
es posible formar un cuadrado de lado 5, como se hace en la llustracion 4. Juzguen
ustedes...
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llustracion 24. Interpretacion grafica del Teorema de Pitdgoras.
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4.3 El Algebra en verso de la India

“Para resolver una ecuacion,
se ponen diestramente en equilibrio sus dos miembros
sumando, restando, multiplicando o dividiendo. 0

Bhaskara

Son multiples y variados los aportes de la Cultura India a las Mateméticas, pero
tan importantes como dispersos en su larga historia. Sin lugar a dudas, el aporte
mas significativo de la cultura india, es el relacionado con el sistema de
numeracion posicional y la incursion del cero en las matematicas, sin embargo, en
este trabajo, nos enfocaremos en algunos problemas que llevan a ecuaciones
lineales y cuadraticas que permitieron allanar el camino de los éarabes al
descubrimiento del Algebra. De acuerdo con esto, nos ubicaremos en el siglo V de
nuestra era en adelante, para nombrar brevemente algunos matematicos que
contribuyeron al nacimiento del algebra, asi como algunos de los problemas que
plantearon y las ecuaciones utilizadas para resolverlos.

Comencemos este viaje por las Matematicas de la India con “El Manuscrito de
Bakhshali”, un texto cuyo origen es objeto de discusion, pero que la mayoria de
investigadores y cientificos ubican entre el siglo Ill 'y V de nuestra era. “El
Manuscrito de Bakhshali”, es una recopilacion de técnicas y reglas, asi como
problemas relacionados con Aritmética, Algebra y Geometria, que ademas
proporciona una féormula para calcular raices cuadradas, y se hizo muy famoso por
ser el primer texto de las matematicas indias conocido exento de vinculos
religiosos.

llustracion 25. Fragmento del Manuscrito de Bakhshali.

* Tomado de Vera, Francisco. Historia de las Ideas Matematicas. Pag: 230.
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Los problemas que aparecen en el manuscrito son de diversa indole, por ejemplo
de igualdad de riquezas, ubicacién de viajeros, salarios, compras, entre otros, que
conducen en ocasiones a ecuaciones indeterminadas, asi mismo, la notacion que
se utiliza involucra puntos grandes para simbolizar la incognita y para el cero, lo
que significa un progreso en el proceso de simbolizacion del Algebra.

Miremos la solucién dada al siguiente problema, el cual, al igual que en los
problemas de Diofanto, permite cambiar condiciones y encontrar diversas
soluciones.

“Una persona posee siete caballos “asava”, otro nueve caballos “haya” y otro diez
camellos. Cada uno da dos animales, uno a cada persona. Quedando los tres con
el mismo valor monetario. Encuentre el valor de cada animal y el valor total de los
animales que posee cada persona.”™

Sean: X1 : El precio de un caballo “asava”.
Xz : El precio de un caballo “haya”.
X3 . El precio de un camello.
k : El valor total de los animales que posee cada persona.

El planteamiento del problema, implica que la primera persona tiene 7 animales, la
segunda 9 y la tercera persona 10. Y como cada uno da dos animales, el primero
queda con 5 “asava”, un “haya” y un camello, el segundo con 7 “haya”, un “asava”
y un camello, y el tercero con 8 camellos, un “asava” y un “haya”, que equivalen al
mismo valor monetario, es decir:

5X1+X2+X3 = 7X2+X1+X3 = 8X3+X1+X2:k
Reduciendo términos: 4x; = 6Xp = Txz3 = K— (X1 + X2 + X3)

Y estas igualdades implican que para determinar valores positivos y enteros para
X1, Xz, Xs; la expresion k — (X3 + X2 + X3) debe ser un mdaltiplo comun de 4,6y 7,
es decir, que debe ser un multiplo del Minimo Comun Mdltiplo de estos nimeros,
un multiplo de m.c.m (4, 6, 7) = 84.

El manuscrito toma como valor a 2( m.c.m (4, 6, 7)) = 2(84) = 168, y da la
siguiente como solucion del problema:

4x; = 6Xp = Txz3 = K—(Xg + X +X3) = 168

4, = 6X, = 7X3 = 168

*! Tomado de: http://www.astroseti.org/articulo/4507/
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De donde: 4x; =168 — X1 = ? — X1 = 42.
6X, =168 — Xy = % — X, = 28.
X3 =168 — X3 = g — X3 = 24.
Ademas: K— (X1 + X + X3) = 168 — k=168+(42+28+24) — k=262.

La soluciéon minima del problema se obtendra con la expresion:
Ax; = 6Xp = Tx3 = K—(Xg + X2 +X3) = m.c.m (4,6,7)=84

41 = BX, = TX3 = 84

Es decir: 4x; =84 — X1 = 7 — X1 = 2L
6x, =84 — Xy = % — Xy = 14.
X3 = 84 — X3 = % — X3 = 12.
Ademas: K— (X1 + X2+ x3) =84 — k=84+21+14+12) — k=131.

Y habra tantas soluciones como mdultiplos de 84, es decir, el problema tiene
soluciones infinitas.

Otro de los problemas que se plantea en el manuscrito, es uno de solucion Unica,
y cuyo procedimiento es un factor que consideramos importante en la discusion
pedagogica de la ensefianza de las ecuaciones algebraicas.

“Tiene ante usted un grupo de veinte personas formado por hombres, mujeres y
nifios. Entre todos ganan veinte monedas. Cada hombre gana tres monedas, cada
mujer gana una moneda y media, y cada nifio la mitad de una moneda. ¢ Cual es
el niumero de hombres, mujeres y nifios?

El enunciado es simple, y parece que no hay problema en las soluciones que
deben ser enteros positivos. Sin embargo, al plantear las ecuaciones, obtenemos
lo siguiente:

Sean: h, m, n el nimero de hombres, mujeres y nifios respectivamente.
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Las siguientes dos ecuaciones describen la situacion:
h+m+n=20 (1)
3h+ (3/2)m + (1/2)n =20

Transformada, queda 6h+3m+n=40 (2)

Si recurrimos a métodos algebraicos modernos, nos encontramos con un sistema
de dos ecuaciones y tres incognitas, y quizas podriamos determinar algun valor
para h, my n, a partir de un parametro. Y lo mas probable es que no se llegue a la
respuesta con las condiciones que plantea el problema.

¢ A qué recurrir entonces?

Inicialmente se puede pensar en que el valor de h debe ser menor que 6, puesto
gue si cada hombre gana tres monedas, al multiplicarlo por 6 daria 18, asumiendo
gue una mujer gana una moneda y media y un nifio gana media moneda, lo que
sumado daria 20 monedas, pero 6 hombres mas una mujer mas un nifo, daria
un total de 8 personas, que no cumple con la primera condicion del problema.

Sustituyendo h por valores enteros menores que 6, obtenemos lo siguiente:
Sih=1 — De (1) m+n=19
De (2) 3m+n=34
Restando (2) — (1) tenemos que: 2m = 15 — m = 15/2
Y sustituyendo en (1), tenemos que — n=23/2
Soluciones que no cumplen por no ser soluciones enteras positivas.
Sih=2 - De (1) m+n=18
De (2) 3m+n=28
Restando (2) — (1) tenemos que: 2m = 10 — m=>5
Y sustituyendo en (1), tenemos que — n=13
Que es solucion del problema, por cumplir las dos condiciones.
Sih=3 — De (1) m+n=17
De (2) 3m+n=22

Restando (2) — (1) tenemos que: 2m =5 — m=5/2
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Y sustituyendo en (1), tenemos que — n=29/2

Soluciones que no cumplen por no ser soluciones enteras positivas.

Sih=4 — De (1) m+n=16
De (2) 3m+n=16

Restando (2) — (1) tenemos que: 2m =0 — m=0

Y sustituyendo en (1), tenemos que — n=16

Soluciones que no cumplen por ser nulo el nUmero de mujeres.
Sih=5 - De (1) m+n=15
De (2) 3m+n=10
Restando (2) — (1) tenemos que: 2Zm= -5 — m= —5/2
Y sustituyendo en (1), tenemos que — n= 35/2
Soluciones que no cumplen por no ser soluciones enteras positivas.
Es decir, que la solucién del problema es Gnicay es: h=2; m=5;n = 13.

La mayoria de investigadores de las Matematicas de la India, ubican el inicio del
“Periodo Clasico” de las Matematicas de la India con el surgimiento de Aryabhata
en el siglo V de nuestra era, y cuya maxima obra es el “Aryabhatiya”, que recoge

temas de Astronomia y Matematicas.

llustracién 26. Aryabhata.
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En esta obra se encuentran problemas diversos que se resuelven mediante regla
de tres, y métodos vistos antes den los egipcios, babilonios y chinos, como el de
“falsa posicion” o “regula falsi”, simple y doble; pero lo novedoso, es quizas el
“‘Método de Inversion” para resolver ecuaciones, que mas tarde seria utilizado
también por Bhaskara, y que no es mas que una variacioén del “Regula Falsi”, dado
gue consiste en encontrar un nimero haciendo con otro conocido los mismos
calculos, pero en orden inverso, a los que hay que hacer con el nimero buscado
para que satisfaga las condiciones del enunciado.

Sera una constante en los textos indios, la utilizacion de un lenguaje florido para
enunciar los problemas. Miremos este ejemplo del lenguaje que usa Aryabhata
para presentar la Regla de Tres:

“En la regla de tres, multiplica la fruta por el deseo y divide por la medida. El
142

resultado sera la fruta del deseo™".

Si le damos un sentido algebraico a este enunciado, en la ecuacion ax = bc, donde

a es la medida, b es la fruta y c el deseo, entonces la fruta del deseo seria x, cuyo
b-c

valor quedaria expresado de la siguiente forma: X
a

El siguiente problema es un buen ejemplo del método de resolucion de ecuaciones
por inversion, que algunos atribuyen a Aryabhata y otros a Bhaskara:

“Bella nifia de ojos chispeantes, tu que conoces el verdadero método de inversion,
dime cudl es el nimero que multiplicado por 3, aumentado en las tres cuartas
partes del producto, dividido por 7, disminuido en la tercera parte del cociente,
multiplicado por si mismo, disminuido en 52, extraida la raiz cuadrada del
resultado, sumado 8 y dividido por 10, da 2 finalmente.”™*

Tomamos entonces el final del problema y comenzamos a realizar las operaciones
inversas a las dadas en el enunciado, veamos:

El resultado es 2, y la Ultima operacién es dividir por 10, luego, vamos a multiplicar
2 por 10 y obtenemos 20. La penultima operacion era sumar 8, entonces restamos
8, y tenemos 20 — 8 = 12. Antes de esto, se extrajo la raiz cuadrada, luego
debemos elevar al cuadrado 12 y nos resulta 144. Antes de la raiz cuadrada se
resto 52, por lo que debemos sumar 52 y obtener 144 + 52 = 196.

* Tomado del articulo de revista: Apuntes de Historia de las Matematicas. N° 1. Vol 2. 2003. Pag: 28

** Esta es la version que Francisco Vera en Historia de las Ideas Matematicas atribuye a Bhaskara. Otra
version del problema la atribuye Ricardo Moreno Castillo de la Universidad Complutense de Madrid a
Aryabhata, y aparece en el siguiente link:

http://divulgamat2.ehu.es/divulgamat15/index.php?option=com content&view=article&id=14341&director

y=67&showall=1



http://divulgamat2.ehu.es/divulgamat15/index.php?option=com_content&view=article&id=14341&directory=67&showall=1
http://divulgamat2.ehu.es/divulgamat15/index.php?option=com_content&view=article&id=14341&directory=67&showall=1
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Y antes de restar 52 se elevd al cuadrado, luego debemos extraer la raiz
cuadrada a 196, para obtener 14. Y previo a este cuadrado, se rest6 de una
cantidad su tercera parte, es decir, que debemos multiplicarla por dos tercios, asi
14 por dos tercios es equivalente a 21. Y esta cantidad resultaba de dividir por 7,
luego debemos multiplicar por 7 y obtenemos 21 x 7 = 147.

Finalmente la division anterior habia sido el triple del nimero buscado al cual se le
habian sumado sus tres cuartas partes, o que es equivalente a multiplicar por
siete cuartos, entonces debemos multiplicar por cuatro séptimos y dividir por 3,
para obtener, 147 x (4/7) / 3 = 28.

Escrito aritméticamente resulta:
(2-10-8)* +52=196

196 =14

(14.§-7-fj+3=28
2 7

Posterior a Aryabhata, es el gran matematico y astronomo Brahmagupta (598-
660), considerado uno de los grandes cientificos de la India, y quien hizo grandes
aportes en tanto aplicé métodos algebraicos a problemas astrondmicos. Su mayor
obra es el “Brahmasphutasiddhanta”, en la que presenta soluciones a la ecuacién
lineal general, y ademas dio soluciones a la ecuacién general de segundo grado,
con enunciados poéticos, pero sin demostraciones. Francisco Vera atribuye a
Brahmagupta la siguiente sentencia:

“Quien conozca el uso del método pulverizador asi como las cifras, las cantidades
positivas y negativas, la eliminacién del término medio y las expresiones, llegara a
ser un maestro entre los sabios.”™*

Afirmacion que demuestra la nueva concepcion del Algebra como técnica,
entendida como un arte que exige destreza especial y conocimiento, y no
solamente como reglas que se aplican ciegamente en la soluciéon de ecuaciones
lineales y cuadraticas. Es un algebra con preocupacion por un método que
permitiera soluciones generales, sin embargo, su algebra, al igual que la de
Diofanto, es un algebra sincopada.

* Tomado de Vera, Francisco. Historia de las Ideas Matematicas. Pag: 230-231.
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llustracion 27. Brahmagupta.

Pero detengamonos un poco en el “Método Pulverizador” que nombra este
cientifico de la India. Pulverizar una ecuacion significa simplificarla mediante
sustituciones hasta determinar un altimo pardmetro que al ser sustituido, permita
determinar la solucion de una ecuacion de la forma:

ax + by = ¢, llamada Ecuacioén Diofantica en honor al sabio de Alejandria.
“Pulvericemos” la ecuacion diofantica: 29x +4 =8y (1)

El método consiste en hacer divisiones entre los coeficientes de las variables, e
involucrar una nueva variable, hasta que el residuo sea nulo. La primera divisién
sera entre 29 y 8, encontremos el cociente y residuo de efectuar esta division, asi:

29 =8 (3) + 5, y con el cociente 3 obtenemos una nueva ecuacion: y=3x+u (2)
Sustituimos este valor de y en la ecuacion (1): 29x +4 =8 (3x + u)

— 29X + 4 =24x + 8u

— 5x +4=8u 3)
Encontremos el cociente entre 8 y 5:

8=5(1) +3; ycon el cociente 1, formamos una nueva ecuaciéon: x=u+v

La cual sustituimos en (3): 5(u+v)+4=8u
— 5u+5v+4=8u

— 5v+4=3u (4)
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Encontremos el cociente entre 5y 3:

5=3(1) +2; y con el cociente 1, formamos una nueva ecuacién: u=v+w
La cual sustituimos en (4): 5v+4=3(v+w)

— 5V +4 =3v+3w

— 2v+4=3w 5)
Ahora el cociente entre 3y 2:

3=2(1) +1;yformamos la nueva ecuacion: v=w +t
Sustituimos en (5) y obtenernos: 2(w+t) +4=3w
— 2w + 2t + 4 = 3w

—  2t+4=w  (6)

El proceso de los cocientes termina aqui, puesto que si buscamos el cociente
entre 2 y 1, no obtenemos residuo, es decir: 2 =1 (2) + 0; lo que significa que
hemos logrado pulverizar la ecuacion.

Entonces todo el proceso depende del valor que se le asigne a t, y para encontrar
el valor de las variables X, y, es necesario devolvernos en el proceso, es decir:

Sit=0 — en (6): 20)+4=w -  w=4
Siw=4 — en (5): 2v+4=3(4) — v=4
Siv=4 — en (4): 5(4)+4=3u — u==8
Siu=38 — en (3): 5x +4 =8 (8) — x =12
Six=4,u=8—  en(2): y=3(12)+8 — y=44

Encontramos que x = 12 ;y = 44, pero no es la unica solucién posible, de hecho
existen tantas soluciones como valores sustituyamos para t. Hagamos el ejercicio
parat=-1.

Sit=-1 — en (6): 2(-1)+4=w — w=2
Siw=2 — en (5): 2v+4=3(2) — v=1
Siv=1 — en (4): 51)+4=3u — u=3
Siu=3 — en (3): 5x+4 =8 (3) — X=4
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Six=4,u=3—> en (2): y=3(4)+3 — y=15

Y finalmente encontremos los valores de x, y cuando t = 1.

Sit=1 — en (6): 2(1)+4=w — w=6
Siw=6 — en (5): 2V + 4 =3 (6) — v=7
Siv=7 — en (4): 5(7)+4=3u — u=13
Siu=13 — en (3): 5x +4 =8 (13) — x =20
Six=20,u=13 — en (2): y=3(12) + 13 — y=73

Este método de pulverizacion, no difiere mucho del que utilizaria un estudiante
actualmente para resolver una ecuacion diofantica lineal de la forma ax + by = c.

Para resolver este tipo de ecuaciones, se propone el Algoritmo de Euclides, que
consiste en aplicar repetidamente el Algoritmo de la Division, hasta que el residuo
sea cero (equivale al proceso de encontrar el cociente entre los coeficientes del
método anterior), cuando el residuo llega a ser cero, se obtiene informacion
importante, como que el Maximo Comun Divisor de los nUmeros en cuestion es el
altimo residuo no nulo, y que es necesario escribir este M.C.D como combinacion
lineal de los niUmeros, para encontrar una solucion particular de la ecuacion.

Veamos:
La ecuacion es: 29x + 4 = 8y.
Que transformada en la forma ax + by = ¢, queda: —-29x+8y=4 (1)

En esta ecuaciéon a = - 29, b = 8, y ahora encontremos el M.C.D (- 29, 8) , que
llamaremos d, utilizando el Algoritmo de Euclides.

29=8(3) +5
8=5(1)+3
5=3(1)+2
3=2(1)+1

Luegod =M.C.D (- 29, 8) = M.C.D (29, 8) =1 y por lo tanto la ecuacién tiene
solucién, puesto que 1|4 (1 es divisor de 4).

Ahora nos devolvemos en el proceso, para escribird = M.C.D (- 29, 8), como
combinacion lineal de — 29 y 8, asi:
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1=3+2(-1)
=3+[5+3(-1)] (-1)
=5(-1)+3(2)
=5(-1) +[8+5(-1)] (2)
=8 (2) +5(-3)
=8(2) +[29 + 8 (-3)] (-3)
=29 (-3) + 8 (11)
Es decir, que 29 (-3)+8(11) =1
Y por lo tanto: -29 (3) +8 (11) =1 (2)

Como la ecuacion inicial (1), esta igualada a 4, debemos multiplicar (2) por 4, para
obtener una solucion particular.

229 (12) + 8 (44) = 4 (3)
Comparando las ecuaciones (1) y (3), vemos que:
a=-29; b=8; Xo = 12; Yo = 44. (4)
Pero, ¢como encontrar soluciones generales de estas ecuaciones?

Daremos, sin demostrar, las ecuaciones paramétricas generales que determinan
las soluciones de una ecuacién diofantica de la forma ax + by = ¢, con d = M.C.D
(a, b)(Ecuaciones que se pueden encontrar en cualquier texto sobre Teoria de
NUmeros).

X = Xo+ (b/d) t y=VYo— (a/d) t con t pardmetro, un nimero entero.
Como para nuestra ecuaciéon d = 1, las ecuaciones seran:
X = Xo+(b)t y=Yo—-(a)t
Sustituyendo de (4), tenemos que: X =12+8t y=44-(-29)t

Ahora, como t es el parametro, podemos asignarle valores para encontrar tantas
soluciones como queramos, veamos:

Sit=0 — x = 12 +8(0) y =44 + 29 (0)

— x=12 y =44
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Sit=-1 — X = 12+8(1) y =44 +29 (-1)
— X=4 y=15

Sit=1 —  x=12+8(1) y =44 +29 (1)
—  x=20 y=73

El libro “Ganita Sara Samgraha”, atribuido al matematico de la India Mahavira
(800- 870), es un texto matematico que recopila todo el conocimiento de la India
del siglo IX. En este texto, Mahavira, afirma explicitamente que la raiz cuadrada
de un nimero negativo no existe, estudia algunas propiedades del cero, métodos
para resolver progresiones aritméticas, reglas para determinar el area y perimetro
de una elipse, y métodos para resolver ecuaciones lineales y cuadraticas.

llustracion 28. Mahavira 6 Mahaviracharya.

Un problema que aparece en el libro y que llama la atencion por su solucion es el
siguiente:

“Una joven tiene una rifia con su marido y rompe su collar de perlas. La tercera
parte de las perlas caen sobre la dama. Un sexto se esparce por la cama. La
mitad de lo que queda (y la mitad de lo que queda después, y otra vez la mitad de
lo que queda después, y asi sucesivamente seis veces en total) cae en otros
lugares. Al final solo quedan 1161 perlas sin dispersarse. ¢, Cuantas perlas tenia la
joven en el collar?™®

*> Tomado de: Pickover, Clifford A (2011). El Libro de las Matematicas. Ed. Librero. Madrid. Pag: 88.
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Llamemos x al numero de perlas del collar.
1 1 .
Y por lo tanto §X cae sobre la dama, 5 X cae sobre la cama, lo que equivale a:

1 1 1
=X + =X = =X,
3 6 2

Es decir que la mitad de las perlas cayeron sobre la dama o sobre la cama.

Ahora: La mitad de %x , que es Zizx

La mitad de izx , que es %x
2 2

La mitad de 2—13x , que es 2i4x

La mitad de iAx , que es isx
2 2

La mitad de iSX , que es iex
2 2

La mitad de iﬁx , que es %x
2 2

) 1 .
Después de 6 veces, este total 2—7x es el equivalente a las perlas que quedaron

sin dispersarse, lo que genera la ecuacion:

L x = 1161

2"
—  x =1161(27)
— X =148608.

Una cifra asombrosa de perlas si se piensa en un collar...
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llustracion 29. Lilavati. Bhaskara Il

Terminemos este viaje por las Matematicas de la India, y algunos de sus aportes
al desarrollo del Algebra, con el gran matematico Bhaskara (1114-1193), quizas el
mas conocido de los matematicos de la India de este periodo medieval.

Se dice que Bhaskara alcanz6 un nivel superior en Astronomia y Matematicas
(sistemas de numeracion, resolucion de ecuaciones) que nadie en siglos habia
alcanzado, y sus textos “Lilavati”’, “Biya-ganita” y “Siddhanta-siromani”, asi lo
muestran. Especialmente famoso es el Lilavati, un texto matemético en el que se
enuncian los problemas con una carga importante de poesia, y por esto, la version
gue aparece en la ilustracion 9, se debe al libro en la versién de Angel Requena,
en la que lo llama, la “Matematica India en verso”. Algunos de sus aportes tienen
que ver con problemas relacionados con triangulos rectangulos, en lo que aplica el
Teorema de Pitdgoras. Y es muy famosa su demostracién del mismo a partir de
areas. Esta demostracion la hace calculando la misma area de dos formas
diferentes y anulando términos, para obtener a® + b? = ¢?, tal como lo muestra la
ilustracion 10.

(a-h+b=a

a-fa-hi=h

/\

llustracion 30. Demostracion del Teorema de Pitdgoras de Bhaskara.



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 143

En cuanto al Algebra, son muchos y variados los problemas que conducen a
ecuaciones lineales y cuadraticas (ademés de ecuaciones de tercer y cuarto
grado) que se atribuyen a Bhaskara, miremos algunos de estos problemas y su
solucién. Es importante notar el tono poético de los enunciados de sus problemas,
aunque parece que no era exclusivo de Bhaskara. Tomaremos por tanto las
versiones que aparecen en el libro de Francisco Vera, “Historia de las Ideas
Matematicas”.

“La quinta parte de un enjambre de abejas se posa en una flor de Kadamba, la
tercera en una de silinda y el triplo de la diferencia entre estos dos numeros se
dirige hacia una flor de kutaja, mientras una abeja sola revolotea atraida por
elperfume de un jazmin. Bella nifia de ojos de pavo real, dime el niumero de
abejas’.

Afirmaba el propio Bhaskara:

“Para resolver una ecuacion se ponen diestramente en equilibrio sus dos
miembros sumando, restando, multiplicando o dividiendo”.

Sea x el numero de abejas, ahora sigamos el relato y planteemos la ecuacion
lineal que se desprende de él:

3
— Ex+3-£x+1:x
15
— Ex+—x+1:x
15
— Ex+1=x
— 1=ix
15
— x=15

Pero no siempre los enjambres de abejas son tan inofensivos, miremos este
problema del mismo libro, en el mismo tono poético, pero con otro enjambre de
abejas que conduce a una ecuacién cuadratica:
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“La raiz cuadrada de la mitad del numero de abejas de un enjambre ha volado
hasta la planta de jazmin. Ocho novenos del enjambre atrds quedaron. Una abeja
vuela junto a su compafiero quien zumba dentro de la flor de loto; en la noche,
atraido por el dulce aroma de la flor, vol6 a su interior, jy ahora esta atrapado!
Dime encantadora dama, el nimero de abejas en el enjambre™®

De nuevo tomando x como el numero de abejas del enjambre, se plantea la

ecuacion del problema:
\/g +§x+ 2=X
2 9

!
Ny
1

2 9
\F x-18
— —_=
2 9
X x?—36x+324
— _—_
2 81

N 81x =2x* — 72x + 648

- 2x*> —153x +648 =0
y 9
— X = 72 (la solucién x = E se descarta por no ser entera)

Otro problema que lleva a una ecuacion cuadratica o de segundo grado, es uno
relacionado con la guerra, otro aspecto importante en la expansion de los grandes
territorios de las antiguas culturas.

“En medio de un gran combate el furioso hijo de Pritha se provee de un cierto
namero de flechas para matar a Carna. Reserva la mitad para su defensa propia,
dispara el cuadruplo de la raiz cuadrada contra los caballos, seis flechas hieren al
cochero Salya, tres destrozan el escudo de Carna, su estandarte y su arco, y una
le atraviesa la cabeza. ¢ Cuantas flechas tenia Arjuna, el hijo de Pritha?

Si x es el numero de flechas, entonces la ecuacion sera:

§+4\/;+6+3+1=x

% Tomado de: http://es.wikipedia.org/wiki/Bh%C3%Alskara Il



http://es.wikipedia.org/wiki/Bh%C3%A1skara_II
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5 4&+10=§

—  8/x+20=x
- 64x =x* —40x + 400
- x* —104x +400=0

— x =100 (la otra solucién x = 4, se descarta)

Finalizaremos este aparte dedicado a algunos aportes de las Matematicas de la
India a la solucién de ecuaciones algebraicas, con el siguiente problema planteado
por Bhaskara, en un lenguaje poco poético, pero que conduce a un sistema de
ecuaciones lineales, con aplicacion del Teorema de Pitdgoras, en el que resulta
una ecuacion cuadréatica.

Utilizaremos la férmula cuadrética, que ya era conocida desde los tiempos de
Brahmagupta, y quizéds desde Aryabhata, aunque no siempre se admitian las
soluciones que se obtenian, por ejemplo se dice que Bhaskara admite las
soluciones negativas o0 positivas, siempre que se cumplan las condiciones del
problema planteado.

Veamos lo que ocurre en la solucion de este problema.

“Calcular la sombra de un gnomon de 12 dedos de altura tal que, disminuida en un
tercio de la hipotenusa, se convierte en 14 dedos.”

L
(altwra del

- \
Canenion)

llustracion 31. Sombra del Gnomon.
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De acuerdo con la ilustracion 10, sea L = 12 la altura del gnomon, y llamaremos S
a la longitud de la sombra, llamaremos h a la hipotenusa del triAngulo rectangulo

que se forma.

Las ecuaciones seran:

De la ecuacién (1), se obtiene:

Ahora sustituimos (3) en (2):

—

1
S--h=14 1

3 1)
h? = S% + 12 (2)
h=3S-42 (3)

(3S —42)* = 5% + 122

9S? - 252.S + 1764 = S? + 122
8S%—252.S + 1764 — 144 =0
85%—252.S + 1620 = 0

252 _63S +405=0

_ 63+/632 —4-2.405

S
2-2
S = 63++/729
4
+
S = 63+ 27
4
= 63+ 27 = 63— 27
4 4
S:E 0 S=9
2

Bhaskara admite solo la primera solucion, pero no la segunda puesto que no es
posible que la sombra del gnomon sea menor que 14, en palabras del mismo
Bhaskara: “Hay que rechazarla a causa de su absurdidad”.

En su articulo: “La Matematica en la India de 500-1200", José Antonio Sanchez,
plantea otros dos problemas que se atribuyen a Bhaskara y en los que es
necesario aplicar el Teorema de Pitagoras para solucionarlos.
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Estos problemas se plantean por la belleza del enunciado, pero no seran
resueltos, y se dejan como ejercicio para el lector:

“Si un bambu de 32 codos de altura ha sido roto por el viento de tal manera que su
extremo superior queda apoyado en el suelo a una distancia de 16 codos de su
base, ¢a qué altura sobre el suelo se produjo la fractura?”

“Un pavo real se encuentra posado en el extremo de un poste vertical en cuya
base hay un agujero de culebra; observando la culebra a una distancia del pie del
poste igual a tres veces su altura, el pavo se lanza sobre ella en linea recta
mientras la culebra intenta ganar su agujero. Si el pavo real captura a la culebra
cuando ambos han recorrido exactamente la misma distancia, ¢a cuantos codos
de distancia del agujero se produjo la captura?”

4.4 Finalmente nace el Algebra

“Quienquiera que piense que el algebra es un truco

para obtener incégnitas lo ha pensado en vano.

No deberia prestarse atencion al hecho de que

el dlgebra y la geometria son distintas en apariencia.

Las algebras son hechos geométricos que han sido demostrados.”’

Omar Khayyam (1084-1131).

llustracion 32. Al-Khwarizmi.

* Tomado de Rooney, Anne. Historia de las Matematicas. Pag: 128.
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Son diversos y variados los aportes de muchos matematicos arabes
pertenecientes a la “Casa de la Sabiduria” de Bagdad de los siglos IX-XV, que
abarcaron la resolucion de ecuaciones de 1° y 2° grado, ademas de ecuaciones
cubicas, a las que llegaron en el intento por resolver diferentes tipos de
problemas. Algunos de los mas reconocidos en el ambito matematico son: Thabit
ibn Qurra (826-901), Abu Bakr ibn Muhammad ibn al Husayn-al-Karaji (953-1029),
Alhazen (965-1040), y Omar Khayyam (1084-1131).

Sin embargo, detendremos nuestro viaje por estas culturas matematicas, en un
leve repaso por la obra que se toma como referencia al nacimiento del Algebra:

“Al-Kitab al-jabr w’al-muqabala” o “El pequerio libro de al-jabr y de al-muqabala” o
“El pequerio libro de la restauracion y la reduccion”. Libro escrito por Abu Abdallah
Muhammed ibn Musa Al-Khwarizmi, o simplemente Al-Khwarismi, matematico y
astronomo que vivié aproximadamente entre los afios 780 y 850, y se convirtié en
un inmortal para las Matematicas.

Poco se sabe de su vida, incluso su origen es objeto de discusion, ya que algunos
lo ubican en Bagdad y otros en Khiva, en el Asia Central, pero se sabe que hizo
tablas astrondmicas y se encargé de dar a conocer en Europa el sistema de
numeracion decimal indo-arabigo, el cero y lo mas importante, los métodos de
célculo que llevan al Algebra, con la claridad de que los cientificos europeos, solo
conocieron el Algebra de Al-Khwarizmi, en el siglo XI1%®,

Lo que permite afirmar que es Al-Khwarizmi el padre del algebra y no Diofanto de
Alejandria, es la manera innovadora en la que presenta en su libro aspectos como:
las diferentes clases de numeros y sus combinaciones, las reglas algoritmicas
para resolver esas combinaciones y las operaciones de calculo. Es decir, con Al-
Khwarizmi el Algebra se convierte en un arte cientifico, relegando a un segundo
plano los resultados, y preocupado mas por un método sistematico que le
permitiera resolver ecuaciones de primer y segundo grado®.

48 . . . . .

No se conoce un texto en el que Al-Kuarizmi se pronunciara con respecto a su prioridad en el algebra, y
parece que entre los arabes, los términos al-jabr y al-muqabala que dan nombre a su libro, ya estaban
ampliamente difundidos en esa época.

49 Paraddjicamente, aunque Al-Khwarizmi es el responsable de la introduccién del los numerales indo-
arabigos en Europa, escribié todos los problemas y sus soluciones con palabras, sin utilizar ningun tipo de
simbologia, incluso los nimeros los escribia con palabras como veremos en un texto mas adelante, situacion
que contuvo el desarrollo del algebra en la cultura arabe, la ausencia de una simbolizacidon adecuada y la
descripcion con palabras de las operaciones.
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La primera parte del libro se dedica a la definicion de las especies de nameros.
Existen algunos numeros que se multiplican por si mismos, y por lo tanto son
‘raices” de otros numeros que se llaman “tesoros”, que son el resultado de un
namero por si mismo. Otros nimeros no son ni “raices” ni “tesoros”, estos los
llama “simples numeros” o “dirhams” (que era la unidad monetaria), finalmente Al-
Khwarizmi utiliza la palabra “cosa”, para nombrar la incognita. Evidentemente, esta
definicion tiene un contexto comercial y de herencias, estas palabras estan
cargadas con un sentido mercantil, es decir, que Al-Khwarizmi, (al igual que las
anteriores culturas estudiadas), hace sus construcciones matematicas, y en
particular algebraicas, con una referencia a lo cotidiano, a la resolucion de
problemas inherentes a las preocupaciones de la época.

La traduccion de estas especies de numeros seria:

2

“tesoros” — cuadrados — X
“raices” — raiz — X
‘dirhams” — namero — a (un simple nimero)

Luego, miremos la traduccion de la expresion:
“Un tesoro y diez raices, igual a treinta y nueve dirhams” — x? + 10x = 39

Las posibles combinaciones de estas especies de numeros, que dan lugar a las
ecuaciones de primer y segundo grado que actualmente conocemos, y que se
tienen en cuenta en el libro son las siguientes:

"Cuadradosigualaraices" —ax? =bx,
"Cuadradosigualanumeros"” —Sax’=c,
"Raicesiguala numeros" —>bx=c,

"Cuadradosy raicesigualesa nimeros"> ax’ + bx =c,
"Cuadradosy nimerosiguala raices" —ax?+c=bx,

"Raicesy nimerosiguala cuadrados" — bx +c=ax”’
Y las operaciones que propone son:

“al-jabr’ (restaurar) que es una operacion mediante la cual es posible eliminar
cantidades negativas de una ecuacion sumando la misma cantidad a cada lado.
“al-mugabala” (reducir) que es la operacion por la que se agrupan cantidades
semejantes a un mismo lado de la ecuacion.
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La primera operacion sirvi6 para dar el nombre al Algebra, que adn hoy se
conserva, y la latinizacion de “Al-Khwarizmi”, dio lugar a la palabra “algoritmo”,
todo en honor a este gran matemético arabe.

Después de ensefiar la forma de abordar las seis clases de ecuaciones, de una
manera retérica, en la que no hay simbolos ni para los numeros, Al-Khwarizmi
pasa a utilizar la geometria para realizar las demostraciones y verificaciones de
cada ecuacion. Segin plantea Anne Rooney>® el matematico arabe es el primero
en aplicar la geometria de Euclides en la soluciobn de ecuaciones de segundo
grado.

A continuacion mostraremos dos problemas resueltos a la manera de Al-
Khwarizmi y a la manera moderna, aunque en su libro, el matematico arabe da
ejemplos de cada forma de las ecuaciones, nos detendremos solamente en dos de
los casos.

Trataremos de fieles a las fuentes, pero se hardn algunas variaciones en las
notaciones.

“He dividido diez en dos partes; luego he multiplicado cada parte por si misma y
sumadas resulta cincuenta y ocho dirhams”.>*

(1) “Haces una de las partes cosa y la otra diez menos cosa — c¢,10-c

Multiplica luego diez menos cosa por si mismo,
resulta cien y un tesoro menos veinte cosas — (10-c) (10-c)=100+1t-20c

Multiplica luego cosa por cosa, resultatesoro. — c.cest

Suma luego ambos, resulta la suma de cieny
dos tesoros menos veinte cosas igual a
cincuenta y ocho dirhams. — 100 + 2t —20c =58

(2) Restaura luego esos cien y dos tesoros de las
veinte cosas sustraidas y sumalas a los
cincuenta y ocho, — 100 + 2t — 20c = 58
+ 20c + 20c
Resulta cien y dos tesoros igual a cincuenta y ocho
dirhams y veinte cosas. — 100 + 2t =58 + 20c

30 Rooney, Anne (2009). Historia de las matematicas. Ed. Oniro. Barcelona. Pag: 127.

> Tomado del articulo de Luis Puig “La resolucién de problemas en la historia de las mateméticas” (2006).
Pag:14.
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Reduce luego eso a un solo tesoro tomando

la mitad del conjunto, — %(100 + 2t =58 + 20c¢)

resulta cincuenta dirhams y un tesoro igual a
veintinueve dirhams y diez cosas. — 50+t=29+10c

Opdn luego con ése el otro, quitando

Veintinueve de cincuenta, — 50 +t=29 + 10c
-29
Queda veintitn y tesoro igual a diez cosas. — 21+t=10c
. . . 10
(3) Entonces halla la mitad de las raices, resulta cinco — — =5
2
- . i 10)
Multiplicalo por si mismo, resulta veinticinco. — ) =25
Quita luego de esto los veintiuno afiadidos
10)°
al tesoro , queda cuatro. — (? -21=4

2
Extrae su raiz, resulta dos. — /[%) -21=2

Quitala luego de la mitad de las raices,

2
gue es cinco, queda tres. — %— /(%) -21=3

Es una de las dos partes, y la otra es siete.”

La prueba geométrica que propone Al-Khwarizmi para la ecuacion: x> + 21 = 10x

A D | E
J
B C F
H
K

llustracion 33. Prueba Geométrica de x* + 21 = 10x.
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Supongamos que el “tesoro” esta representado por el cuadrado ABCD, de modo
que AB sea la “raiz” y el rectangulo DEFC, uno de cuyos lados es “raiz”, valga
veintiuno. La figura completa, o sea el rectangulo AEFB valdra “tesoro” y veintiuno
y también diez “raices”, y puesto que el lado AB es “raiz”, el otro lado BF valdra
diez. Tomando el punto medio G del lado BF y construyendo el cuadrado IEHL,
gue valdra veinticinco, tomando FJ igual a DC y completando el rectangulo FIKH,
que serda igual al rectangulo DIGC, el cuadradito JKLG valdra veinticinco menos
veintiuno igual a cuatro, y su lado sera por lo tanto dos, y como es igual a CG y es
BG igual a cinco, resultara “raiz” igual a BC igual a tres.

En el procedimiento algebraico anterior, es posible reconocer las diferentes etapas
que lleva a cabo Al-Khwarizmi en la solucidon de las ecuaciones. Haremos un
pequefio comentario explicativo de cada una de ellas.

En la etapa (1), es claro que después de conocer el enunciado del problema es
necesario construir la ecuacién, en la que aparecen las especies de numeros
(tesoro, raiz, dirhams), y la incognita llamada “cosa”, y que hemos nombrado con
la letra c.

En la etapa (2), se realiza el proceso de simplificacion de la ecuacion, en el que
claramente se aplican las dos operaciones definidas, primero realiza la
restauracion y luego la reduccion, ademas utiliza el inverso aditivo de un nimero
entero, para convertir la expresién en una de las seis que habia definido antes.

En la etapa (3), comienza la aplicacién de la regla algoritmica, que no difiere
mucho de la que analizamos antes con los babilonios. Finalmente lo que hace Al-
Khwarizmi, es utilizar la regla que aparecia en las tablillas babil6énicas para la
resoluciéon de problemas que conducen a ecuaciones de segundo grado, y su
demostracién mediante el algebra geométrica, mucho mas elaborada que la de los
babilonios.

Si en la actualidad nos propusieran resolver este problema, quizds cambiariamos
las letras ya nos familiarizamos mas con la x como incognita, pero en definitiva
aplicariamos las mismas tres etapas para resolverlo. Una de las maneras de
hacerlo seria la siguiente:

Etapa (1), traduccion de los términos del enunciado a los signos del algebra:
x? +(10-x)*=58
Etapa (2), simplificacion de la ecuacion a una forma general, ax® +bx + ¢ = 0:

x> + 100 — 20x + x> =58
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2% —20x+42=0
x> —10x+21=0

Etapa (3), aplicacion de la férmula general y soluciébn geométrica:

. = —b++/b*—4ac = —(—1O)i\/(—10)2—4(1)(21)
2a 2(1)
10++/100 -84
— X =
2
- 10+/16
2
:10;4:7
10£4 |,
— X = =<0
2 10-4
x="—=3
2

Aunqgue solo se da la solucion para 3, es claro que la otra solucion es valida.

Una solucién geométrica posible, para la ecuacién: x> + 21 = 10x; podria ser la
siguiente:

Se supone un cuadrado de lado x, cuya &rea seré x°, y se afiade un rectangulo de
la misma altura y base indeterminada, pero cuya area debe ser 21, como se ve en
la figura siguiente:

10

Pero segln la ecuacién, la suma de estas dos areas x* y 21 es igual a 10x, y
como la altura es x, entonces la base tendra que ser 10. Se divide esta base en
dos partes iguales y se levanta un cuadrado con este lado.
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21 x? T

Ahora, como se ve en la figura, se resta un cuadrado en la parte de arriba del
cuadrado de lado 5.

El cuadrado que se restd, hace que las regiones sombreadas tengan la misma
area, y por lo tanto el area sombreada en la siguiente figura es 21:

Como el area del cuadrado de lado 5 es 25, entonces el area del cuadrado
pequefio serd 25 menos el area sombreada que vimos era 21, es decir que el area
del cuadrado pequefios sera 25 — 21 = 4, y por lo tanto su lado sera 2, y como la
altura del rectangulo que es x, mide 5 -2 = 3.
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Segun, algunos textos de Historia de las Matematicas, Al-Khwarizmi hizo otra
demostracion geométrica donde calcula la otra solucion, x = 7, pero no tenemos
prueba de ello.

El segundo problema que se abordard, es quizas el problema méas conocido de Al-
Khwarizmi, el que aparece en cualquier resefia que se haga del matematico arabe.
El texto original aparece en la siguiente ilustracion®?

)3 1 saall el Akl b LB

u‘mg;;,lsiJL.‘_;'L,I;#J'JJ;;:}U_,:....;JJ..”JLL-'15.:.—._,JL
S W Cias 3 Chgls, iy dad A8 2lls AL -u_;. .A:-—1aH
‘*“-ﬂ-ﬁ‘&‘ ey 75 Ay ™ u;f—‘u-'dw-fﬂ-“*f*"—**“-“
il ek Ll gy lapde Jal ome sl 105G G,

-

JWy s 7 ol W o oy BW 30 L4 o lia YN

llustracion 347. Solucion de la ecuacién x* + 10x = 39 escrita por Al-Khwarizmi.

Tomando la versién del texto de Michel Serres™?, el problema se puede enunciar
de la siguiente forma:

“Que el tesoro y diez raices igualen treinta y nueve dirhams”.
Si escribimos este problema en el lenguaje retérico seria:

“El cuadrado de la incognita y diez veces la incognita valen treinta y nueve”

Y en el lenguaje matematico actual: x® +10x =39

La traduccion que se ha hecho del escrito de Al-Khwarizmi que aparece en la
ilustracion 14, es algo como esto:

“‘La regla es que divides las raices en dos mitades, aqui se obtiene 5, que
multiplicas por si mismo, tenemos 25, que agregas a 39 y se obtiene 64. Tomas la
raiz que es 8, resta la mitad del nimero de las raices que es 5, queda 3, que es la
raiz del cuadrado que buscas, el cuadrado es 9”.

>> Tomada de: http://mimosa.pntic.mec.es/jgomez53/matema/conocer/alkhwarizmi.htm
>* Tomado de Michel Serres, Historia de las Ciencias. Pag: 194. Pero modificando los nombres de los
términos.
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Algoritmo que expresamos en esta forma:

) s
x=.=| +c—=.
2 2

Donde b =10 y c =39, que al sustituirlos en la ecuacién, obtenemos:

2
X= (Ej +39—E
2 2

x:\/25+39—%

x=+/64-5 — x=8-5=3

Cuyo razonamiento es el mismo que el de los babilonicos varios siglos atras, y que
no difiere mucho del que emplearemos mas adelante para resolver esta ecuacion.

Luego, realiza la demostracién geométrica siguiente:>*

/R
|7 C 07 F
A 7

o

llustracion 35. Demostracion geométrica de la solucion de x* + 10x = 39.

“Si la ecuacion es tesoro mas diez raices igual a treinta y nueve dirhams vy el
tesoro esta representado por el cuadrado ABCD, cada uno de sus lados sera raiz.
Tomando DE igual a la cuarta parte de numero diez raices y construyendo los
cuatro rectangulos iguales DFEB, CDGH, AKIC, y ALMB, la figura entera
representard un tesoro y diez raices, que deben formar treinta y nueve dirhams;
pero si se suman los cuatro cuadraditos rayados que valen cuatro veces dos y
medio dirhams al cuadrado o sea veinticinco, resulta un nuevo cuadrado que

>* Tomada de la version que haces Vera, Francisco. Historia de las Ideas Matematicas. Pag:243.
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valdra treinta y nueve mas veinticinco dirhams, igual a sesenta y cuatro dirhams, y
como el lado de este es ocho, quiere decir que la raiz y cinco suman ocho y, por
tanto, la raiz es tres.”

La solucién de la ecuacién de segundo grado: ax® + bx = ¢, que aparece en el libro
original, se ven en la siguiente ilustracién®>

Caselades, s.\é"}g Mé;.)l
o2 1))»03\-4 oty gae s s | o
(ffﬂ‘d.x‘)-‘uu\fubﬁ\; 3.:-[.«.

RIS LA ph S S
JUWEHS a2 _,A:‘J&‘M«__a
‘u))l-"‘l*ﬁlb.l‘_f‘j)d?\/‘ salllaailily
POl bl DanTs il D do L
OV Ll creiliplie Mg
%w‘d Ealingd dab e f
“")-ﬁJ Wbd}uﬂd w;_’)-"_}-u
Loldatiad Ylrltaloldd i)
! —:! AZyelins
O

(S8 S ) 1

é"&)w&d»’@-l vaxelaliado
J-t}uﬂ.:\h.&;j ol Ui, S

., -z -z 2
llustracion 36. Solucion de la ecuacion: ax” + bx = c.

Una posible solucién algebraica de esta ecuacion seria de la siguiente forma:
x> +10x =39 — x> +10x-39 =0
Aplicando la férmula general, para los valores:

a=1b=10, c=-39

—b++b* —4ac = —(10)i\/(10)2 —4(1)(-39)

2a 2(1)

> Esta imagen es tomada de: http://data.imatematicas.es/librosantiguos/libros.htm
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_ ~10++/100 +156
2
~10++/256
— X = ———
2
)(:—102+16:3
~10+16 |,
— X = ———=40
2 10-16
x=—7"—=-13
2

Aunque solo se da la solucién para 3, es claro que la otra solucion se evita por ser
negativa y es imposible representar valores negativos en areas.

Una solucion geométrica para esta ecuacion, podria ser la siguiente:

Para interpretar geométricamente de la ecuacién x> + 10x = 39, pensemos
primero en un cuadrado de lado x, cuya area es x% 'y un rectangulo de
dimensiones: xy 10, cuya area es 10x, de acuerdo con la ecuacion, la suma de
estas areas resulta siendo 39, como se ve en la ilustracion.

x? 10x

Pero dividimos el rectangulo de area 10x, en dos regiones de areas 5x y 5x, los
cuales agregamos en los lados del cuadrado x°. Se forma un gnomon de x + 5 de
alto, el cual sera “completado”, hasta formar un cuadrado del mismo lado ( x + 5).

b
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Es decir, que el cuadrado de lado x + 5 esta formado por dos regiones de 5x de
area, es decir 10x, una regién de x* de area y otra regién de 25; sin embargo,
sabemos que x* + 10x = 39, es decir que estas regiones tienen un area de 39, y
por lo tanto el cuadrado de area (x + 5)° es igual a 39 mas la regién de 25. Esto
es: (x+5)°=39+ 25=64, luego x + 5 es igual a 8, de donde x = 3.

Con estos problemas del padre del Algebra, damos por terminado este viaje por
las ecuaciones algebraicas a través de las principales culturas antiguas. Como se
dijo en la presentacion, no se trata de un manual tedrico sobre ecuaciones
algebraicas con una cantidad de ecuaciones sin sentido, sino mas bien una
compilacién de problemas de la antigliedad cuyo trabajo en la solucion llevo a la
creacion del Algebra por parte de los arabes.

“Con el auxilio de Dios y su precioso concurso,

digo que el Algebra es un arte cientifico cuyo objeto es el nimero absoluto

y las magnitudes mensurables desconocidas,

pero relacionadas con algo conocido, de modo que se puedan encontrar.

Las cosas conocidas son cantidades o relaciones individualmente determinadas
como se advierte cuando se examinan con atencion.

Lo que se busca en este arte son las relaciones que ligan

los datos del problema con la (incégnita),

que constituyen el objeto del Algebra”

Omar Khayyam, (1084-1131). >°

*® Tomado de Vera, Francisco. Historia de las Ideas Matematicas. Pag: 229.
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LO QUE QUEDA DEL VIAJE

“La educaciéon matematica tendria que ser

una auténtica educacion en humanidades,

en la que los estudiantes conocieran el papel

gue representan las Matematicas en nuestra cultura y en la sociedad.
[...] Ensefiar Matematicas como si estuviesen aisladas

es una distorsion del conocimiento.

Convendria ensefiar Mateméticas yendo mas alla de las propias Matematicas:
considerando sus relaciones y buscando

su sintonia con las corrientes principales del pensamiento.

Esta nueva actitud motivaria a los estudiantes,

crearia nuevas aplicaciones y abriria nuevas vias de debate.”’

Lo que queda de este viaje es una compilacién de 60 problemas de la Antigiiedad
resueltos en su forma original, esto es, a la manera antigua, y con una breve
explicacion de posibles formas modernas de solucion. Esta recopilacion de
problemas, al igual que los papiros egipcios, las tablillas babilonicas, la Arithmética
de Diofanto, o cualquiera de los autores y textos estudiados, tiene un caracter
pedagogico, una intencionalidad profundamente didactica.

Es un texto con muchas posibilidades pedagdgicas en tanto el maestro se
involucre en su estudio, y extraiga de €l algunas propuestas de caminos que
posibiliten una aproximacién a la ensefianza significativa de las ecuaciones
algebraicas, desde una perspectiva histérica y con sentido. Se dan a conocer
métodos de solucion de ecuaciones lineales, cuadraticas y sistemas de
ecuaciones de la antigiedad, que no rifien en absoluto con los métodos modernos
de solucién, y que por el contrario, contribuyen a desarrollar competencias
matematicas de nuestros estudiantes, y a depurar y mejorar Sus procesos
algebraicos.

Algunas sugerencias didacticas que podrian ser Utiles en el trabajo en el aula, que
esperamos no sean las Unicas, y que se desprenden de esta Monografia de
Compilacion, son las siguientes:

>’ Tomado de: Gémez Urgellés, J.(2002): De la ensefianza al aprendizaje de las Matematicas. Paidds (Papeles
de Pedagogia). Barcelona.
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Los cuantavos y el método “Réqula Falsi” o de la falsa posicién de los
papiros _eqipcios. Una propuesta de trabajo en el aula, seria favorecer,
mediante la realizacion de ejercicios, la escritura de numeros fraccionarios
como “cuantavos”, es decir, como fracciones de la unidad. Si el maestro
estudia los problemas planteados y resueltos en este trabajo, puede
proponer a sus estudiantes diversos ejercicios y propiciar la exploracion de
caminos para tratar los tipos de problemas planteados con el método de la
falsa posicién, que finalmente ayuden en la comprension y apropiacion de
los numeros fraccionarios. Por ejemplo, problemas del tipo:
1

1 1 1 1 2
““Quélefaltaa ~+=+—+—+— paraigualara = ?”
¢Q 8 10 30 45 P2 3

“¢ Qué cantidad sumada a su séptima parte da un total de 197"

“Un cuadrado tiene un area de 100u® y es igual a la suma de otros dos
cuadrados. El lado de uno de ellos es %+%del lado del otro. Averigua los

lados de los cuadrados.”

El sistema sexagesimal y la completacion de cuadrados de las tablillas
babilénicas. Otra propuesta seria plantear ejercicios y actividades en
relacion con la escritura de nuameros en el sistema sexagesimal,
privilegiando la escritura polindmica en potencias de 60. Hacer lo mismo
con el sistema decimal para fortalecer la escritura polinbmica, dar pasos
hacia los polinomios algebraicos. El método de solucién de ecuaciones
cuadraticas mediante la “completacion de cuadrados”, tanto en su escritura
algebraica como en su interpretaciébn geométrica, podria practicarse con los
estudiantes que se inician en el tema, familiarizdndolos con procedimientos
e intuiciones que hunden sus raices en las tablillas babil6nicas. Asi mismo,
podrian plantearse ejercicios de completacion de cuadrados en los casos
en el que el coeficiente principal es diferente de uno.

La Creatividad e Ingenio de Diofanto. Los problemas que fueron
seleccionados en el capitulo dedicado a Diofanto de Alejandria pueden
dividirse en grupos de problemas cuyas soluciones son afines e ilustran
bastante bien la diversidad de métodos y caminos que el genio de Diofanto
pone en accién. Son soluciones muy creativas que comienzan por definir el
“arithmo”, la cantidad desconocida que queremos encontrar, la incégnita
diriamos nosotros, y luego describe los procedimientos para la
manipulacion de las igualdades planteadas, utilizando “el poder de los
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numeros”, su conocimiento profundo de sus propiedades. Y todo eso sin un
simbolismo como el que hoy usamos para manipular ecuaciones. Estos
procedimientos ofrecen a los maestros una gran oportunidad para
familiarizar a los estudiantes con las propiedades de los numeros e
introducirlos en los métodos del Algebra.

El primer grupo lo conforman los cuatro primeros problemas planteados en
este capitulo, todos pertenecientes al Libro |. Los cuatro problemas
plantean sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas que alcanzan una
solucién Unica. Son sistemas de ecuaciones que involucran sumas, restas,
multiplicacion y divisiones entre las cantidades conocidas y las
desconocidas, que ofrecen diversas posibilidades de tratarlas para
encontrar las incognitas.

LIBRO |, PROBLEMA 1: “Descomponer un numero en dos partes cuya
diferencia sea dada”.

x+y=100

X—y=40
LIBRO |, PROBLEMA 2: “Descomponer un numero en dos partes que estan
en una razon dada’.

X +y =60
x_1
y 3

LIBRO |, PROBLEMA 5: “Descomponer un numero dado en dos partes
tales que si se dan dos fracciones distintas de cada una de las partes, su
suma sea un numero dado”.

LIBRO |, PROBLEMA 26: “Dados dos numeros encontrar otro que,
multiplicado por ellos, resulte un cuadrado y la raiz de este cuadrado”.
X =T
200x = r?
Este dltimo plantea un sistema de ecuaciones paramétricas, con r como
parametro, y que conduce a la ecuacién cuadratica: (5x)? = 200 X

Los problemas 27 y 30 del Libro I, a saber:

LIBRO |, PROBLEMA 27: “Encontrar dos numeros tales que su suma y su
producto sean dados.”
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LIBRO I, PROBLEMA 30. “Encontrar dos numeros tale sque su diferencia y
su producto sean numeros dados.”

Son resueltos por Diofanto acudiendo a una propiedad de los nimeros muy
especial: Dados dos numeros cualesquiera, a'y b, se cumple:

a+b a-b. b_a+b a—-b

a=——- _ [

2 2 2 2

2 2

Poniendo en juego la diferencia de cuadrados de una manera muy
significativa. Es un camino muy creativo en el que se amplia el
conocimiento d elo nimeros. Trabajar estos problemas con los estudiantes
y recorrer el camino de Diofanto es aproximarse a las raices del saber
matematico.

2 2
Y con base en esto, muestra que: a-b=(a+bj —[a_b)

Los problemas 8, 9y 10 del Libro Il de la Arithmetica de Diofanto, a saber:

LIBRO II, PROBLEMA 8. “Descomponer un cuadrado dado en dos
cuadrados.”
Encontrar X, y, tales que x? + y* = 47

LIBRO II, PROBLEMA 9. “Descomponer un numero dado que es suma de
dos cuadrados, en otros dos cuadrados.”

Dado que 13 = 3% + 22 encontrar x, y tales que: x> + y* = 13

LIBRO II, PROBLEMA 10. “Encontrar dos numeros cuadrados que tengan
una diferencia dada.”

Encontrar x, y tales que y?—x? = 60

Son resueltos por Diofanto relacionando los numeros pedidos segin un
binomio de la forma y = kx £ m; donde k y m toman valores enteros
positivos segun las condiciones del problema.

Asi para resolver: x*> + y* = 4% hacey=kx—4conk=1,2,3, ....
Para resolver: x> + y? = 13, dado 13 = 3% + 2%, hace (x + 2)° + (mx — 3)? = 13.

Para resolver: y* — x* = 60, hacey = x+ m; param=1,2, 3, ...



Un viaje por la historia de algunas ecuaciones algebraicas y su ensefianza en la escuela | 164

Y encuentra soluciones diferentes para los distintos valores de cada
parametro.

Muchos elementos matematicos entran en juego en estos problemas, en
particular el uso reiterado del cuadrado de un binomio, la aparicion de
ecuaciones que dependen de un parametro, los cuadrados y las raices,
elementos que estan en la base del Algebra de polinomios.

Los problemas 11, 12 y 13 del Libro I, a saber:

LIBRO Il, PROBLEMA 11. “Sumar un mismo nimero a dos niumeros dados
de manera que cada uno forme un cuadrado’.

LIBRO Il, PROBLEMA 12. “Restar un mismo numero de dos numeros
dados de modo que cada una de las diferencias sea un cuadrado”.

LIBRO Il, PROBLEMA 13. “Restar dos numeros dados de un mismo
namero de modo que cada una de las diferencias sea un numero cuadrado”

Nos conducen, en términos simbdlicos, a las siguientes ecuaciones:
LIBRO Il, PROBLEMA 11. X + 2 =m?
x+3=n> — n-m?=3-2=1

LIBRO II, PROBLEMA 12. 9—x=m?

LIBRO II, PROBLEMA 13. X—6=m?
X—7=n> — mf-n=-6-(-7)=1

Asi, en cada uno de los tres casos, se ve claramente las razones de
Diofanto para convertir la diferencia de los nimeros dados en un producto.

De esa manera, vuelve al teorema enunciado antes que dice:

2 2
+ —_
a~b=(a b) _(a bj
2 2
Siendo a, b tales que a.b es la diferencia de los nimeros dados, jy de esta
forma encontramos tantas soluciones como queramos!

Se aprende mucho caminando al lado de los maestros.
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Los problemas 14, 15, 20, 21, 32 del Libro Il, y los problemas 20 y 21 del
Libro I, tienen todos que ver con propiedades de los cuadrados, en
particular con el cuadrado de un binomio, como:

(X+1)>=x°+2x + 2
Aportandonos su visién de esta expresion coo diferencia de dos cuadrados:
(Xx+1)>—x*=2x+2 6 (x+2—x*=4x+4
Que nos permiten encontrar soluciones a los problemas planteados.

Los ultimos problemas de los Libros 1V, V y VI, son problemas que tienen
que ver con ecuaciones cubicas y triangulos rectangulos.

Diofanto nos ofrece a los maestros unas oportunidades de explorar el
universo de los numeros apoyandonos en elementos béasicos como el
cuadrado de un binomio, la completacién de cuadrados, la seleccion
adecuada del “arithmo” 6 de la incOgnita a encontrar, entre otros.

La proporcionalidad y las matrices de la matemética china. Como lo
expresamos en el aparte dedicado a las Matematicas Chinas, es clara la
diferencia entre la forma de mirar un problema desde la éptica de un chino y
la de un occidental, pareciera que la mirada occidental es mucho mas lineal
que la oriental, la cual es muy gréfica, y se basa en arreglos rectangulares
de numeros. El trabajo de los sistemas de ecuaciones se veria
enormemente enriquecido, si a los métodos algebraicos como sustitucion,
igualacion y reduccién, le agregamos la mirada de la escritura de
ecuaciones en arreglos rectangulares como las matrices y los
determinantes, los cuales permiten resolver sistemas de ecuaciones
lineales mucho mas complejos que los otros métodos algebraicos.
Plantear situaciones de proporcionalidad y reglas de tres como arreglos
matriciales es una buena sugerencia metodoldgica para iniciar este trabajo
de solucion de sistemas de ecuaciones lineales. Esta herencia de la mirada
de los chinos sobre las matematicas, su mirada vertical y en arreglos
rectangulares, puede dar una visibn mucho mas completa de los métodos
de solucion de sistemas de ecuaciones lineales.

La pulverizacién de ecuaciones en la India. Aungue no es comun encontrar
en los planes de matematicas de nuestras instituciones educativas, la
resolucion de ecuaciones diofanticas (el caso mas conocido es el de una
ecuacién con dos incognitas), seria un gran aporte al desarrollo de las
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competencias matematicas, y al desarrollo del pensamiento variacional en
particular, el planteamiento de problemas que sugieran la solucién de este
tipo de ecuaciones. La matematica india sugiere para ello el método
pulverizador, o en otras palabras el algoritmo euclidiano para encontrar el
maximo comun divisor entre dos enteros y escribirlo como combinacién
lineal de ellos. Método que implica un adecuado manejo de parametros y
variables y que se convertiria en una gran posibilidad de mejorar los
procesos algebraicos de nuestros estudiantes. Especialmente bonito es el
método de inversion que se utiliza en el problema: “Bella nifia de ojos
chispeantes, tu que conoces el verdadero método de inversion, dime cudl
es el nimero que multiplicado por 3, aumentado en las tres cuartas partes
del producto, dividido por 7, disminuido en la tercera parte del cociente,
multiplicado por si mismo, disminuido en 52, extraida la raiz cuadrada del
resultado, sumado 8 y dividido por 10, da 2 finalmente.” El cual bien
utilizado en las aulas de clase, genera procesos de reversibilidad en las
operaciones, fundamentales en la comprensién de operaciones inversas
como: adicidn-sustraccion, multiplicacion-division, potenciacion-radicacion-
logaritmacién, y por qué no integraciéon-diferenciacion.

Esta, es una Monografia que queda abierta a un monton de posibilidades, tantas
como lectores haya, la idea es que los maestros nos apropiemos de los métodos
de solucion de ecuaciones algebraicas a lo largo de la historia de las matematicas,
y con seguridad esto sera de gran ayuda en nuestras labor educativa.

Intentar socavar en las raices de las ideas matematicas, procurar entender las
formas de razonamiento que llevaron a los métodos actuales de solucién de
ecuaciones algebraicas, que en ocasiones aplicamos ciegamente sin comprender
muchas veces de dénde provienen tales o cuales algoritmos, tiene que posibilitar
una mejora ostensible en nuestra practica pedagdgica. Es alli donde quiere llegar
este escrito, a generar reflexiones en torno a los métodos que utilizamos para
resolver ecuaciones, y como los estamos ensefiando. Si estamos presentando
posibilidades a nuestros estudiantes de pensar en procesos logicos y elaborados,
0 por el contrario estamos dando recetas incompletas, incomprensibles y poco
interesantes para ellos.

Lo escrito anteriormente no es mas que la verificaciébn de la importancia de la
dimensién histérica en la ensefianza de las Matematicas, ya que entre otras
cosas, provee una posibilidad Unica de mostrar a las Matematicas como un
producto de la actividad humana a lo largo de muchos siglos de civilizacion.
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Cuando se muestra este proceso de construccion del saber matematico a través
de diferentes culturas, quizas dejen de percibirse las Mateméticas como un ente
abstracto e impuesto azarosamente en el curriculo y se muestren como una
posibilidad real de solucion de problemas utilizada desde siempre por la
humanidad. Es hora de volver a mirar las Mateméticas como lo hacian los
antiguos, como un proceso continuo de reflexion que permita resolver problemas
reales, pero hacer Matematicas no es solamente resolver problemas y aplicar
algoritmos, hacer matematicas implica recorrer caminos, sortear obstaculos y
equivocarse mientras se definen rutas de solucion.

Con este trabajo estamos invitando a los maestros a acercarse a los problemas
historicos, a explorar sus métodos, a ampliar con ellos nuestra vision de los
nameros, a disfrutar de la actividad matematica de la mano de los creadores y a
compartir los aprendizajes con sus estudiantes.

Es necesario entonces crear ambientes propicios para lograr el aprendizaje
significativo del Algebra, lo que implica una reorganizacién de su red conceptual,
que posibilite a nuestros estudiantes atribuir un significado a la simbolizacién que
esta rama de las Matematicas conlleva, a partir del conocimiento de su historia, y
llevar a cabo una actividad significativa para resolver problemas reales.

“La vision histérica transforma meros hechos y destrezas sin alma en porciones de
conocimiento buscadas ansiosamente y en muchas ocasiones con genuina pasion por
hombres de carne y hueso que se alegraron inmensamente cuando por primera vez
dieron con ellas. Cuantos teoremas, que en nuestros dias de estudiantes nos han
aparecido como verdades que salen de la oscuridad y se dirigen hacia la nada, han
cambiado de aspecto para nosotros al adquirir un perfecto sentido dentro de la teoria,
después de haberla estudiado mas a fondo, incluido su contexto histérico y
biogréfico.”®

> Tomado de De Guzman O. Miguel. Ensefianza de las ciencias y las Matematicas. Tendencias e
innovaciones. IBER-CIMA. Ed. Popular. S.A. Madrid. 1993.
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