











o "AXL X Xy es no lineal, pero las "g(Xl,Xz,X3,

lineales; para las anteriores condiciones hay dos (2) casos especiales:

1. Programacion cuadrdtica:

1=n j=n
Z=f(X, X0, Xgpooon.. X,)=DC.X;+> Y d, X, X,
Jj=1 =1 y=1
Terminos lineales Términos no lineales
cuadraticos
2. Programacion convexa separable:
Z=f(X, X, Xy, X)) = £(X)+ £(0)+ f(X )+ 7.(x,)

Donde f,."(X ; )" es una funcion de una sola variable.

» La Busqueda Gradiental para Programacion Convexa, si la funsion lineal es concava y las

restricciones son convexas.

» Restricciones no lineales, pero separables :

g,.(Xl,XzX3, ................... ,Xn):gil(X1)+g[2(X2)+ ............ +gin(Xn)

Para garantizar una solucion 6ptima estos problemas deben contener restricciones muy estrictas

enlas" g, (X ) "y en la funcién objetivo.

* LaProgramacién Geométrica:

Los métodos mas generales de solucion aplicables en programacion no lineal son los

multiplicadores de Lagrange y Karush - Kuhn - Tucker.

El método de los multiplicadores de Lagrange consiste en aplicar la funcién

F l XA, 1 W =f (x )_ A [g i (x ) + M|, luego calcular las primeras derivadas parciales, igualarlas a cero

y encontrar el 6ptimo del problema ; para verificar el maximo o minimo de la funcién se encuentran las

segundas derivadas parciales.
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Las condiciones necesarias de Karush - Kuhn - Tucker también son suficientes si la funcion
objetivo y el espacio solucion satisfacen ciertos requerimientos con respecto a la convexidad y a la

concavidad.

Una solucion 6ptima de un problema de programacion no lineal, corresponde a la solucion optima

definitiva si existen 7 numeros negativos A, i=1,2,3,

siguientes:
§, 0elx)_orslx)
i 0X,; 0X,
k=4 B S J A S
2. Z; 2 a)\(j > o X
3. g (X‘)— b, =0
4. gl X 1-6<0

A; >0 indica que la i- ésima restriccion es

1- ésima variable de holgura.

A, =0explicaquela i - ésima restriccion no es limitante a X, > 0.

5. X >0 F=123 ,m

ST A >0

,n tales que satisfacen las condiciones

equivalente a X, — 0, donde X, esla

Para definir estas condiciones, definimos el problema de Programacion no lineal generalizado

como:

OPT Z = f (x)

Sujeto a :

(x)<o i= 123 F
g (x)> 0 i=r+l..... D
gi(x)= i=p+l. N7
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El multiplicador de Lagrange es:

F(X,/i,yj :f(X)—g A g (0)rp? ]

t=p

2 A

1=r+1 i=p+1

Sentido de optimizacion

Condiciones requeridas

Funcién objetivo Espacio solucién

Maximizacion

Concava Conjunto convexo

Minimizacion

Convexa Conjunto convexo

Sentido de la
Optimizacion
Maximizacion Concava
Minimizacion Convexa

<

Condiciones requeridas

&1 (X)

~ Convexa >0 (1 <i<r)
Concava <0 (r+1<i<p)
Lineal  Sin restriccion (p+1<i<n)
Convexa <0 (1 <i <r)
Concava > 0 (r+1<i<p)
Lineal  Sin restriccion (p+1<i< n)
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Solucién Grdfica

Nos permite visualizar el 6ptimo, pero tiene la desventaja de servir unicamente para representar
pocas variables, hasta tres (3). Ejemplo:

MinZ = (X, -2} +(Xx, 1)

Sujeto a:

I X;-X,<0

2 X,+X2<Q)

X, X,>0

i

il

En esta grafica podemos observar la region sombreada, la cual es cerrada, acotada, convexa, asi
como también algunas curvas de nivel.

Este problema posee solucion global en la region factible; todo minimo local es global y al
verificarse las condiciones de convexidad, todo punto candidato a minimo lo es.
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Buscamos los puntos candidatos a minimo Construyendo la funcidon de Lagrange:

F(X,2)= (X, =2V +(X, ~1) + A (- X2 + X, )+ 4,(2- X, - X,)
Las derivadas parciales igualadas a cero son:

oF

ox, 2(X,-2)-24X,-2,=0

oF
ox. =2(X,-1)+ 4 -4 =0

oF =-X’+X,=0

oF

5, 2X-X,=0

o’F
or

Resolviendo el sistema de cuatro ecuaciones son cuatro incognitas (primeras derivadas parciales)
obtenemos:

X =1X,=LA=03=2W =1,

Es decir, al verificar las condiciones del problema X 1* =1yX, =1 esunminimo global estricto.
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Con sus restricciones:

1.X#Y, <2
X, X,>0

2.MAX 7 =X, +.[X,

X’)

o ..
f W
‘\/ BINL{

\_/
Construimos la funcion de Lagrange:
F()},AJ X X, +4(2- X, - X,)
OF o’'F 1
2
oX, 2,/x, oxt X
oF 1 0'F
X, 2Jx X’ X
2
oF =2-X,-X,=0 afzo
oA,

o1

gnion
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Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones (primeras derivadas de parciales) llegamos a:

X ,* =0; X ; =1, /1: =0;Z" =2, Valores que corresponden al maximo propuesto inicialmente.

3MINW =-2X, —6X, + X! -2X, X, +2X?  Sujetoa:
1. X, +X,<2
2. - X, +2X,<2

X,,X,>0

o[ =2 T ey e
-1 2, 4 2

Formamos los multiplicadores de Lagrange por las restricciones

AX<by X>0 Por u y por v y elvector delas variables libres porY ; sea :
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Aplicando las condiciones de Korush - Kuhn - TUCKER el problema se reduce a encontrar la

solucion del sistema S—-MZ =q,5" Z=0y(S,Z)>0

Calculamos las primeras derivadas:

OF 42X, -2X, - A +4, =0
OF

sy, =~ 672XardX, —2-27, =0
OF _,_x_-x,=0

o2,

oF

=2+X,-2X,=0
04,

Calculamos las segundas derivadas
o' F

o X?
> F ‘

_ 2\
MIN

o X?

Resolviendo las ecuaciones 1, 2, 3, 4 llegamos a :

X: :;"X'zé,'W*z——
5 5 5
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PROGRAMACION CUADRATICA

Consideremos un problema de programacion no lineal cuya funcion objetivo es la suma de términos

de la forma X X} X" el grado del término

h

Xl

cuyas restricciones son lineales y cuya funcién objetivo es la suma de términos de la forma

X" X" es Ry +hy o, + n_ . Unproblema de programacion no lineal,

Xl'" X7 i X" (en la cual cada término tiene un grado de 2, 1 0 0) es un problema de

programacion cuadratica.

Vamos a ilustrar de manera general el método de Wolfe para resolver problemas de programacion
cuadratica.

Se define un problema de programacion cuadratica como:

MIN W =C"TX+X"0X
Con sus restricciones:

AX<b
X>0

Donde X € E” (Vectoren E” con componentes continuas), C es un vector de precios con n
componentes, () es una matriz de # x n, simétrica y positiva definida, es decir, X' Q9 X >0,
paratoda X e E" , excepto X =0, b es el vector de recursos con m componentes, 4 es una

matrizde m * n coeficientes tecnologicos y 0 es un vector con 7 ceros.

El problema de optimizacion anterior tiene restricciones lineales, si () es una matriz nula se
convierte en un problema de programacion lineal. Como  es positiva definida , implica que W es
una funcioén estrictamente convexa y por lo tanto el minimo si existe es global; si () es negativa
definida, W es estrictamente concava y si el maximo existe es global.

A continuacion se escribe el problema en notacion algebraica, se le aplican los multiplicadores

de Lagrange, se verifican las condiciones necesarias y suficientes de Karush - Kuhn- Tucker que
deben existir en un 6ptimo global.

El método de Wolfe sigue con la reescritura del problema original como un problema de
programacion lineal con holguras complementarias; éste ultimo problema es equivalente al problema
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original. El problema de programacion lineal a resolver sera de 2 (m + n) + n variables, m+n

restricciones lineales y m + n restricciones de holgura complementaria.
Ejemplo

Resolver el siguiente problema de programacion cuadratica por el método de Wolfe:

MAX Z =10X, +25X,-10 X} - X’ -4 X, X,
Con sus restricciones :
1.X,+2X,<10

2.X,+ X,<9
X, X,>0

Aplicando los multiplicadores de Lagrange tenemos:

FX, 2, =10 X, +25 X, - 10 X* - X2 - 4X, X, - 4, (X, + 2 X, 10)-

(Xl + X, _9)—/‘1 (_ X])_fuz (_ Xz)

Las primeras derivadas parciales son:

OF
S T10-20X 4 X, =~y =0
oF
5:25_2)(2_4)([22[_/124_#2 =0

El problema de programacioén lineal equivalente al original de acuerdo al método Wolfe es:
MINW =V, +V,

Sujeto a:
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1 20X, +4X, + 4+ 4 — 1y +V; =10
2 4X,,2X,+24+4, - u +V, =25
3. X, +2X, + Y, =10
4 X, + X, +Y, =

Con las siguientes restricciones de holgura complementaria:

X, 1 =0
X, =0 ACRRCIONTDY
A, Y =0
A, Y. =0

Utilizando el método Simplex se tiene que la solucion basica inicial es:
W==35;V,=10;V, =25;Y, =10; Y, =9

En la primera iteracion entra X (,ulz 0) alabase y sale V| de labase; el punto extremo después

de iterar es:

1 19 17
W==-23;, X, = V,=23Y,=— =~
2 2 2
En la segunda iteracion entra A,\u,=v) ysale X, (esde aclarar que aunque el Simplex
escoge A, y A, para entrar a la base antes que lo haga X,, 4, ¥ 4, no son aceptables, ya que
Y, y Y, son positivos). El punto extremo luego de recalcular es:

W =-20; X2=§;V2=20; Yr=5;Yz:5

En la tercera iteracion no pueden entrar a labase A4, 0 A, porque Y, y Y, son positivas; el

Simplex toma como siguiente candidatoa 44 y desalida ¥, ; el punto extremo después de iterar es:
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W=—15X,=5V,=1514,=10Y,=4
En la dltima iteracion (¥, =0 y ¥, =0) debe entrar X, , pero no puede porque 4 es

positivo; el siguiente elemento a entrar a la base es A, el cual reemplazaa V, . Luego de recalcular

( pivotear) el punto extremo es:
W=0;, X,=5 A =—; uy=—7; Y=4
La solucion anterior corresponde al 6ptimo:
X, =0; X,=5; Z" =100

Algunos métodos para resolver problemas de Programacion Cuadradita son: Beale, Hildreth -
D Esopo, Zheil - Van de Panne, Barankin - Dorgman y Graves - Whinston, entre otros.

PROGRAMACION SEPARABLE

Una funcién f (X D G X ") es separable si se puede expresar como la suma de »
funciones de una sola variable, f; (X,), £, (X,)sooirnnnee. £, (X,), es decir,

FAX o X,) = £,(X)+f X))+ + f, (X,)

Un caso especial de programacion separable ocurre cuando las funciones g/ (X ; ) son convexas,

resultando asi un espacio convexo de solucion; ademas la funcion f (X ,.) €s convexa en caso de

minimizacion y céncava en caso de maximizacion.

No existe un algoritmo unico para solucionar problemas de programacion convexa; en general
los algoritmos conocidos se pueden clasificar asi:

1. Algoritmos de gradiente, en estos casos se modifica de alguna manera el procedimiento de
busqueda del gradiente para evitar que la trayectoria de busqueda penetre la frontera de restriccion.
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2. Algoritmos secuenciales no restringidos, incluye los métodos de funcion de penalizacion y de
funcion barrera; estos algoritmos convierten el problema de optimizacion restringida original en
una sucesion de problemas de optimizacion no restringida, cuyas soluciones Optimas convergen
a la solucion 6ptima del problema original.

3. Algoritmos de Aproximacion Secuencial, incluye métodos de aproximacion lineal y
aproximacion cuadratica; estos algoritmos sustituyen la funcion objetivo no lineal por una
sucesion de aproximaciones lineales o cuadraticas. Para problemas de optimizacion linealmente
restringidos, estas aproximaciones permiten la aplicacion repetida de los algoritmos de
programacion lineal o cuadratica.

A continuacion resolvemos un problema de programacion separable aplicando el método de la
base restringida.

MAXZ =X, + X,
Con sus restricciones:

3X, +2X2<9
X,,X,>0

El método de aproximacion nos sugiere que las variables separables son:

fi (Xl) =X" f (Xz) :X;Q g1] (Xl) =3X; glz (Xz)=2Xz2

Las funciones f;{1X,) » g (X,) sedejancomo estan (sonlincales); f, (X ,) v gl(Xx,)

tienen puntos de ruptura (K2 = 4), como X, <3, entonces:

K 1y at) g (at)
1 0 0 0
2 I | 2
3 2 16 8
4 3 81 18
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Luego:

LAX)= T fa)+T7 f @)+ T £ a0+ T £, (af)
£, (&)= 0 (@) + 1(7)+ 16 (7) + 81 (1)

f (X)) =T? +16 T + 81T/

g (X,)=2T;, + 8T + 18T/

Entonces el problema original por aproximacion se convierte en:

MAX Z=X,+T* +16 T} +81 T}

Sujeto a:

1. 3X, +2T? +8T) + 18T} <9

2. L+ T+ T)+ T, =1
) >0, K =1234
X, >0

El tablero simplex inicial corresponde a:

> 1 1 16 8 0 0
CB VB S S 7
S, 9 3 2 8 18 1 0
0 7! I 0 1 I
z 0 -1 -1 -16 -8 0 0
T

Donde S, es una variable de holgura (relleno).

La solucion 6ptima por el Simplex a este problema equivalente es:
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Luego ¢l 6ptimo en términos de X, y X, es:

1
X —0; X, ~2T; +3T,: X (—J+3(~);X*z2,l; AR
1 2 2 2 2 \10 \10 2 2

PROGRAMACION GEOMETRICA

La Programaciéon Geométrica soluciona un caso especial de problemas de Programaciéon No
lineal. Este método resuelve al considerar un problema dual asociando los siguientes dos tipos de
Programacién No lineal:

1. Problema geométrico no restringido:

J=m

MINW =>C znY"

¢ J

i=1

Donde C,>0, Y, >0, a; esrecal,paratoda i=1,...... =l

2. Problema geométrico restringido:

i=m

MINW, =S C" . Y%

Con sus restricciones :
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Donde CiK >0; Yj >0,ain esreal,paratoda i=1,........ J=le ,m; K=0,12,...,p;

. 0 K .
se supone para ambos casos n,m y p son finitas, los exponentes a,;,a,; y a;, no tienen

restricciones de signo, las funciones W y W, toman la forma de un polinomio, excepto que los

( K . ,
¢xponentes a ;;, a : y a;; pueden ser negativos; por estarazon y porque todas las C,. y CiK son

’

mayores quecero (C, >0 y CX >0), W y W, sedenominan posinomiales. La Programacién

Geométrica fue disefiada por Duffin, Peterson y Zener.

La loégica de la Programacion Geométrica se basa en la desigualdad de Cauchy (desigualdad de
media aritmética - geométrica) :

(Media aritmetica ponderadaJ S ( Media geométrica ponderada

de Y,Y,, ... Y, de Y.Y,, ... .
Es decir,

1 1 1

Y=Y, 4 —Y, > ) () oo (Y, )m
m m m

S cw > 7 (W), Donde W, >0y SC =1

i=1 i=1

El método de solucién consiste en calcular las primeras derivadas parcialesde W.  y W, ;de

la funcidn objetivo se obtiene la ecuacion:

S’ W =1: condicién de normalidad.

1=1
De las primeras derivadas parciales iguales a cero se escribe la relacion:

> a,. W, =0: condicién de ortogonalidad.

i=1

Donde 4;; son los coeficientes positivos, m es el nimero de variables y el nimero de términos.
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Generalmente, el naimero de términos precisa el namero de factores de peso y el nimero de variables
independientes sefiala el naimero de ecuaciones.

Cuando n =m + 1 , se dice que el problema tiene cero grados de dificultad.

Cuando n — (m + 1) > 0, es un problema que no se puede resolver mediante Programacion
Geométrica. Finalmente se resuelven los sistemas de ecuaciones simultaneas planteadas y se obtiene
la solucion del problema. Ejemplo:

1. Encontrar la cantidad econdémica de pedido de un producto, es decir, se debe decidir que
cantidad del articulo conviene almacenar periédicamente; los costos totales asociados al producto y

su almacenamiento se pueden expresar como: CT = CCI + CHP +VC

Donde:
CT : Costo Total.

CCI : Costo Cargado al Inventario.

CHP: Costo de hacer de pedidos.

VC: Valor de Compra.

Q: Cantidad Econémica de Pedido.

h : Costo de Almacenamiento Por Unidad Anual.
a: Costo de Hacer un Pedido.

d: Consumo Promedio al afo.

k,P: Constantes.

La funcién objetivo tiene la siguiente formula general:

MIN CT =C, Q+C, Q"
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M, + 4, =0 1.

L
B - =02,

De tal modo que al resolver el anterior sistema de ecuaciones simultaneas llegamos a que w1, = [,

y la variable " debe ser tal que haga que los dos términos de la funcién objetivo sean iguales:

¢ Q=G Qil

1

oCcT . C, &CT 2C?
Lo 00" = 0’ > (minimo).

Aporte de los métodos de solucion para problemas de Programacion No lineal ya mencionados
algunos de los conocidos son:

= Técnicas de biisqueda unidimensional: Minimax, Busqueda simultanea: dos experimentos,
busqueda simultdnea: n experimentos, resolucion, distinguibilidad, escalamiento, biisqueda
secuencial, método de Bolzano, biisqueda por bloques, busqueda en bloques pares, bisqueda
dicotomica, bisqueda de Fibonacci, biisqueda con resolucion desconocida, biisqueda de seccion
durea, biisqueda de Fibonacci inverso y busqueda mediante bloques impares, entre otros.

= Técnicas de blisqueda multidimensional: algunos modelos son: Eliminacién multivariable,
métodos geométricos, métodos logicos, bisqueda aleatoria, procedimientos de aproximacion
estocasticos, blisqueda en forma de malla, método de busqueda patrén: Hooke - Jeeves, método
de interpolacién cuadratica de Powell, método del ascenso acelerado, método de Newton -
Raphson, método de Davidon - Fletcher - Powell, método de Broyden - Fletcher, método de
Fletcher - Reeves, método de Smith.
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Otros métodos: método de Levenberg - Marquardt, Cuasi - Newton, gradiente conjugado,
subgradiente, Zoutendijk, programacion sucesiva lineal (PSL), programacion sucesiva cuadratica (PSC),
Rosen, Zangwill y técnica de minimizacion secuencial no restringida (SUMT), entre otros.

ALGUNOS PROGRAMAS DE COMPUTADORA

NOMBRE AUTOR

1. METODOS DE BUSQUEDA

OPTIM Boas
Busqueda Secuencial Cooper
COMPLEX Davies
Rosenbrock Davies
Técnica de suma multigradiente Himmelblau
CANDIDE Himmelblau
Busqueda Simple Miller
PROBE Sullivan

2. METODOS DE GRADIENTE CON RECORRIDOS CORTOS

POP / 360 Colville
Pivote gradiental Greenstadt
POP 1II / 7094 Grigsby
Paquete de optimizacion Carburo Hutton
Busqueda del gradiente generalizado Kephart
Método de programacion aproximado Miller
Ascenso deflectado Miller

3. METODOS DE GRADIENTE CON RECORRIDOS LARGOS

Gradiente generalizado reducido Abadie
GRGII Abadie
Direcciones factibles Anthony
Davidon con CRST Davies
Programacion convexa Gauthier
Gradiente conjugado Goldfarb
Gradiente Reducido Huard
Proyeccion de gradiente corregido Kalfon
Gradiente proyectado Miller
Proyeccion de la variable métrica Murtagh
Gradiente revisado reducido Ribiere
Direcciones factibles modificadas Zzchach
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4. METODOS QUE USAN HESSIANAS

Gauss - Newton - Carroll
SUMT
SOLVER

5. OTROS

Programacion separable
Método de centros
QSB

WINQSB

LINDO / LINGO

AIMMS

CPLEX

FORT MP

GAMS

LP/MIP SOLVERS

LPS-867

MPL

SDPIMS

VISUAL MATH PROGRAMMING
XPRESS-MP

Bard
MCcormick
Wilson

Harvey

Huard

Chang / Sullivan
Chang / Sullivan
Schagre

Paragon Decision Technology - Holanda
Compass Modeling Solutions - USA

Numerical Algorithms Group - USA

Gams Development Corporation - USA
Frontline Systems - USA

Applied Automated Engineering Corporation - USA
Modeling System - USA

Aspen Technology - USA

Sundown Software Systems - USA

Dash Associates Ltd - Inglaterra

Es importante aclarar que existen estudios comparativos de algoritmos en los cuales se analiza el

numero de iteraciones en la obtencion de un optimo local y su respectivo tiempo de computadora;
estos estudios corresponden a Colville, Holzman y Stocker. Algunos métodos como los de tolerancia
flexible ( Paviani - Himmelblau) han resultado ser bastante eficientes en la practica; los resultados de
los estudios de los algoritmos concluyeron que los métodos que mejor se pueden aplicar en la practica
por orden de importancia son:

Método generalizado de reduccion de gradiente (Abadie / Carpentier)
M¢étodo de tolerancia flexible (Paviani - Himmelblau )

Técnica de minimizacion secuencial no restringida - SUMT - (Fiacco / Mccormick).

Método de aproximacion Lineal de Smith (Smith).

wokh WD

Método generalizado de busqueda de gradiente de Cross y Kephart (Cross / Kephart).
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PASEO DE FIN DE ANO

Cuando todos partieron al gran paseo de fin de afio, cada coche llevaba exactamente
el mismo numero de personas. A mitad de camino, se rompieron diez coches, de
modo que cada uno de los coches debio llevar una persona mas.

Cuando volvian a casa descubrieron que se habian descompuesto quince coches
mas, de manera que durante el viaje de regreso habia en cada coche tres personas
mas que al partir por la mafiana. ; Cuantas personas asisteron al gran paseo anual ?



CAPITULO VI

SIMULACION

Un experto es una:persona que cada vez sabe mas cosas sobre menos cosas.

N. Butler.

INTRODUCCION

De hecho, la simulacién es una de las herramientas del analisis cuantitativo mas ampliamente
usada. Varios estudios de las corporaciones americanas revelaron de 25% a 30% simulaciones de uso
en planificacion corporativa. La simulacion parece puede ser la solucion a los problemas de direccion.
Todavia nosotros pensamos que en nuestro medio (Colombia) su uso es apenas incipiente. Empecemos
nuestra discusion de simulacion con una definicion simple.

Simular es intentar reproducir los rasgos, apariencia, y caracteristicas de un sistema real. En este
capitulo, se pretende mostrar un recorrido general por la simulacion. Nosotros no construiremos ningiin
modelo de Fisica, como podria usarse un avion dentro de un tiinel de viento para pruebas de simulacion.
Pero asi como se prueban aviones, ejemplares fisicos y modificados bajo las condiciones experimentales,
para que nuestros modelos matematicos se experimentan con estimar los efectos de varias acciones.
La idea detras de la simulacion es imitar una situacion del mundo real matematicamente, entonces
para estudiar sus propiedades y operando caracteristicas, finalmente se pretenden dibujar las
conclusiones y decisiones y cursos de accion basados en los resultados de la simulacion. De esta
manera, el sistema real esta influenciado por las ventajas y desventajas de lo que puede ser una decision
de la politica en el modelo del sistema.

Simulacion, desde el punto de vista empresarial debe seguir los siguientes pasos:

1. Definir claramente el problema.

Introducir las variables asociadas con el problema.
Elaborar la estructura numérica y traducir a un modelo.
Preparar posibles cursos de accion por probar.

Correr el experimento.

Considerar los resultados (decidiendo modificar posiblemente la planeacion o entrada de datos);

N v oA wo

Decidir el curso de accidon a tomar.
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Los pasos estan ilustrados en la Figura 1.

EL PROCESO DE SIMULACION: El proceso de simulacion debera responder al siguiente
diagrama de flujo:

FIGURA .1 EL PROCESO DE SIMULACION
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Los conceptos mas utilizados en simulacion son:
= Un sistema es un conjunto de entidades que interactian para la realizacion de un fin logico.

= Elestado de un sistema es el conjunto de variables necesarias para describir la condicion del
sistema en un momento determinado.

* Enunsistema, unobjeto de interés se llama entidad y cualquier propiedad de una entidad se
denomina atributo y los momentos en los que ocurren los cambios en el sistema identifican
los eventos del modelo (por ejemplo llegada y salida de los clientes).

TIPOS DE SIMULACION

* Unsistema discreto es aquel en el cual las variables de estado cambian solo en puntos discretos
o contables en el tiempo. Un ejemplo tipico de simulacion discreta ocurre en las colas donde
estamos interesados en la estimacion de medidas como el tiempo de espera promedio o la longitud
de la linea de espera. Tales medidas solo cambian cuando un cliente entra o sale del sistema; en
todos los demas momentos, no ocurre nada en el sistema desde el punto de vista de la inferencia
estadistica.

* Un sistema continuo es aquel en ¢l cual las variables de estado cambian en forma continua a
través del tiempo. Un ejemplo tipico de simulacion continua es el estudio de la dinamica de la
poblacion mundial; los modelos de simulacion continua normalmente se representan en términos
de ecuaciones diferenciales en diferencias que describen las interacciones entre los diferentes
elementos del sistema.

* Un modelo estatico de simulacion es una representacion de un sistema en determinado punto
en el tiempo.

* Una simulacién dinamica es una representacion de como evoluciona un sistema a través del
tiempo.
Podriamos intentar dar algunas acepciones acerca del modelado en simulacion:

* Desarrollo de un modelo matematico-logico de un sistema y la manipulacion experimental de
¢l en una computadora.

* Implica la observacion del comportamiento dinamico del modelo en el tiempo.

* Dependiendo de la naturaleza de los datos de entrada, los resultados pueden ser deterministicos
o0 estocasticos.

* Un medio para ganar experiencia artificial mediante el uso de un modelo que da apariencia o
efecto de realidad.
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= Un medio para evaluar alternativas de accion y determinar cual hecho probablemente sera el
mas efectivo en la situacion real.

= Se usa para problemas que son demasiado complejos para ser resueltos mediante técnicas
analiticas y/o matematicas.

Técnicas Numéricas Técnicas Analiticas

Montecarlo Simulacion Analisis Estocastico

Métodos economeétricos

Programacion

. Optimizacion clasica
matematica

Procesos
Deterministicos Sistemas Dinamicos

VENTAJAS Y DESVENTAIJAS DE LA SIMULACION

La simulacion es una herramienta universalmente aceptada por diversas razones.
Ventajas:

1. Es un proceso relativamente eficiente y flexible.

2. Puede ser usada para analizar y sintetizar una compleja y extensa situacion real, pero no
puede ser empleada para solucionar un modelo de andlisis cuantitativo convencional.

3. En algunos casos la simulacion es el Gtnico método disponible.
4. Los modelos de simulacion se estructuran y nos resuelve en general problemas trascendentes.

5. Los directivos requieren conocer como se avanza y que opciones son atractivas; el directivo
con la ayuda del computador puede obtener varias opciones de decision.

6. La simulacion no interfiere en sistemas del mundo real.

7. La simulacion permite estudiar los efectos interactivos de los componentes individuales o
variables para determinar las mas importantes.

8. La simulacion permite la inclusion en complicaciones del mundo real.
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Desventajas:

1. Un buen modelo de simulacién puede resultar bastante costoso; a menudo el proceso es largo
y complicado para desarrollar un modelo.

2. Lasimulacion no genera soluciones Optimas a problemas de andlisis cuantitativos, en técnicas
como cantidad economica de pedido, programacion lineal o PERT / CPM / LPU. Por ensayo
y error se producen diferentes resultados en repetidas corridas en el computador.

3. Los directivos generan todas las condiciones y restricciones para analizar las soluciones. El
modelo de simulacion no produce respuestas por si mismo.

4. Cada modelo de simulacion es unico. Las soluciones e inferencias no son usualmente
transferibles a otros problemas.

GENERACION DE ALEATORIOS

Generacion de niumeros pseudoaleatorios:

Existen varios métodos para la generacion de numeros pseudoaleatorios entre cero (0) y uno (1);
la importancia del método a emplear estriba en el hecho que los nimeros generados deben cumplir
ciertas condiciones para poder validarlos:

» Uniformemente distribuidos: Los niimeros aleatorios son los valores de las variables estadisticas
que pertenecen a la distribucion uniforme; tienen las siguientes caracteristicas:

Si I, (1=1,2,3, ... ) son nimeros aleatorios, entonces su funcion fisatisface la relacion para

todos los valores:

f(F)—m para 1>T1.>0
"1 para 0<T, <1

Es decir, la funcion f(I')) en un punto I, expresa la posibilidad de que algunos numeros

aleatorios se encuentren en el intervalo [0, I' ). Los niimeros pseudoaleatorios, son teéricamente

variables continuas con densidad f'y una distribucién acumulada F.

0 TI,<0
<, 0<T <1
1 I >1

171



F(T) = [ 70C)ds
F()= }1dx

*Estadisticamente independientes: Las variables I". son independientes si su funcion G se puede

representar como :
G ( LI, 0 5 = B Fy(5) F(IG) - Fi (L)

y si todos los niumeros aleatorios tienen la misma distribucion, entonces la relacion toma la forma:

G, 1,1, 1) = F(L) - F(LL) - F(I) - F(L,)

1
*Su media debe ser estadisticamente igual a — :

\

* Su varianza debe ser estadisticamente igual a — :

12

o*(x) = [T, =)'l = —

* Su periodo o ciclo de vida debe ser largo: Existen varios procedimientos de generacion de
numeros pseudoaleatorios; para la simulaciéon por computador son importantes los nimeros
pseudoaleatorios cuyos generadores se basan en los procedimientos algebraicos. Este es el procedimiento
iterativo donde los nimeros pseudoaleatorios se obtienen del niimero anterior o de varios anteriores
(proceso de recursion).



METODOS PARA LA GENERACION DE NUMEROS PSEUDOALEATORIOS

Uno de los métodos mas utilizados para generar nimeros pseudoaleatorios empieza con un valor
inicial n,, llamado semilla y a continuacion por recursion los valores sucesivos n, i > 1, haciendo:

n.=an_,(mod m)

Los métodos mas empleados para la generacion de los nimeros pseudoaleatorios son los siguientes:

1. Contrastes empiricos

La aproximacion a los generadores de numeros aleatorios exige contrastar ciertas propiedades
estadisticas de sus salidas. Algunos de los contrastes son genéricos y pueden utilizarse en la evaluacién
de generadores de variables aleatorias. Mencionemos que muchos de estos contrastes se encuentran
implementados en los paquetes estadisticos comerciales mas importantes. Ademas. algunos generadores
disponen de una teoria analitica que conduce a contrastes tedricos especificos.

Contraste 1?2

El contraste X ? es de bondad de ajuste. Es poco potente, por lo que permite justificar el rechazo
de una hipétesis, pero proporciona escaso soporte a su aceptacion. El estadistico del contraste es:

cuya distribucion asintotica es una X«---1, donde r son los parametros estimados y la aproximacion se

acepta simin e, >35.

Contraste de Kolmogorov - Smirnov

Consideramos el caso en que F es continua. La funcién de distribucién empirica de una muestra

X,» X,, ..., X se define corno

1°
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Bajo la hipotesis nula H, : F, (x) = F,(x), esperamos que Fn s¢ aproxime a F,. Definimos el
estadistico bilateral de Kolmogorov-Smirnov

Dn= sup |F, (x) ~ Fy(x)
Xer

La distribucion exacta de D, esta tabulada para valores seleccionados de n > 40 y del nivel de
significacion « . Para muestras grandes, se utiliza la distribucidn asintotica de D.
Contraste de rachas

Dada la sucesion de observaciones X, X,, ..., X_, construimos la sucesion de simbolos binarios
definida mediante 1 si Xi <X, 0si X > X . Definimos racha creciente (decreciente) de longitud /
a un grupo seguido de 1 numeros 1 o 0. Intuitivamente, rechazamos la aleatoriedad con un niimero
muy pequefio o muy grande de rachas. De ahi se obtiene inmediatamente el contraste.

Contraste de rachas por encima y por debajo de la mediana

Otro procedimiento para definir rachas es el recuento de observaciones que se sitian a un mismo
lado de la mediana. La distribucién asint6tica del namero de rachas, bajo la hipétesis de aleatoriedad, es

N[1+(n/2),(n/2)]

De donde se sigue, inmediatamente, un contraste.
Contraste de permutaciones

Separamos las observaciones en k-uplas

ik+2? "2 U(i+1)k )

La k-upla general se escribe

ko

tk+j ) J

(U

Las ordenamos crecientemente y consideramos la ordenacion correspondiente de los
subindices j. Bajo la hipétesis de la probabilidad de que dos nimeros sean iguales es nula, hay k!
ordenaciones posibles. Bajo la hopotesis de independencia, todas las permutaciones son equiprobables,
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con probabilidad 1/k!. Entonces es inmediato aplicar un contraste X con k! clases, distribucion

gyt 2 . , .
asmtotica X1 , frecuencias esperadas r/ k!, donde r es el nimero de k-uplas y frecuencias observadas
el nimero de veces que aparece cada ordenacion.

Contraste de huecos

Fijamos dos valores ¢ y f con0 < a < f< 1. La sucesion presenta un hueco de longitud m si

u,uy,, € [a, ,6'] peroU,, .., U, | € [o,B]. Bajo la hipétesis de aleatoriedad de la serie, la

longitud m de los huecos sigue una distribucion geométrica de parametro P

P (hueco longitudm ) = p(1— p)™'

La hipétesis de aleatoriedad implica independencia de las longitudes de los huecos y podemos

aplicar un contraste & ? basado en las comparaciones de los numeros observados y esperados de
huecos de longitud m.
Repeticion de contrastes

Para aumentar su potencia, los contrastes anteriores pueden repetirse N veces. La distribucion
empirica de los valores del estadistico pueden compararse con su distribucion tedrica mediante, por
ejemplo, el contraste de Kolmogorov-Smirnov.
2, Generadores congruenciales lineales

Los principales son:

Métodos de los medios de cuadrados: Cada nuevo numero de la secuencia es producido tomando
los digitos medios m de un nimero obtenido mediante la elevacion al cuadrado de un digito. Ejemplo:
X, =3458 ; (X,)*= 11957764
X, =9577; (X,)* =91718929
X, =7189; (X,)* = 51681721

X, = 6817; (X,)* = 46471489
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Método aditivo de congruencias: Inicializa con & valores dados, con & un entero positivo y la
sucesion se da mediante:

n.,,an +n  (modm)

Método multiplicativo de congruencias: Calcula una sucesion de enteros no negativos, cada
uno de los cuales siempre es menor que m:

n_, = an (modm)

+1

Método mixto de congruencias: Son nimeros que se obtienen mediante la siguiente relacion de
congruencia (con a mayor que 0):

n.,, an +n_ (modm)
Generadores de registro de desplazamiento

Los generadores congruenciales pueden generalizarse a recursiones lineales de orden mayor.
Para k > 1, m primo, se define

=(ax _,+..+ax  Jmodm
u =x /m
n n
y el generador se denomina recursivo multiple. El estudio de este generador se asocia al del polinomio

caracteristico

P(z)=2" -az"'- .. -ak

sobre el dlgebra finita F con m elementos.

Generadores de Fibonacci retardados
Cuando n, = 0y n, = I en el método aditivo congruencial se obtiene por medio de generalizacion

el caso especial denominado secuencia de Fibonacci. Parte de la semilla inicial (X, X,, ..., X, ) y usa la
recursion

donde r y s son retardos enteros que satisfacenr > sy o es una operacion binaria que suele serr +, -,
x 0 XOR. Tipicamente. los elementos iniciales son enteros y la operacion binaria es la suma médulo 2.
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La caracterizacion del periodo maximo de los generadores de Fibonacci retardados esta bien estudiada
y se basan, de nuevo en el analisis de sucesiones lineales recursivas de enteros de la forma

x,=(a x, tax,t..+tax _)modm

Generadores no lineales

Dada la estructura reticular de los generadores lineales, algunos autores sugieren utilizar
generadores no lineales. Se distinguen dos formas de introducir no linealidad en un generador:

a. Usar un generador con funcién de transicion lineal, produciendo la salida mediante una
transformacion no lineal del estado.

b. Usar un generador con funcién de transicion no lineal.

Una propiedad comun en estos generadores es que no producen una estructura reticular como la
de los lineales. Su estructura es altamente no lineal: tipicamente, un hiperplano t-dimensional tendra
a lo sumo t t-uplas solapantes de nameros.

Sea rn > 5 un primo arbitrarioy F,_ = {0. 1, ..., m - 1} el 4lgebra finita de orden m. Para un

-2 - . g .y, .
entero z, se define z € F,,,z = z" “(modm) , que es la inversa de z para la multiplicacién en F, si

z = 0 (mod rn). Dados a, b € F_a = 0, la sucesion congruencial inversa explicita se define
mediante

y=an+b,n >0

El generador congruencial de inversion explicita se obtiene mediante normalizacion

u=y/m

Obviamente, las sucesiones {u_} y { y } son periddicas con periodo maximo m.
n n

Combinacién de generadores

Para incrementar el periodo e intentar evitar las regularidades que muestran los generadores
lineales congruenciales se ha sugerido combinar diferentes generadores para obtener uno hibrido que
tal vez sea de mayor calidad que los generadores originales. Tales combinaciones pueden considerarse
heuristicas, algunas de las cuales han resultado bastante pobres.
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Aunque el fundamento de estos procedimientos es esencialmente empirico, también se han
desarrollado algunos aspectos tedricos. En primer lugar, se ha observado que el periodo de un generador
hibrido es, en general, bastante mas largo que ¢l de sus componentes siendo, ademas, posible su
determinacion. En segundo lugar, hay resultados tedricos que sugieren que algunas formas de
combinacion de generadores que mejoran su comportamiento estadistico.

Generadores paralelos de nimeros aleatorios

La forma mas simple y obvia de generar nimeros aleatorios con procesamiento en paralelo es
utilizar un solo generador fuente. La situacion mas sencilla se da cuando se considera un punto unico
de comienzo para ese generador, que proporcionara nimeros a todos los procesadores que los necesiten.
Hay dos inconvenientes importantes. Primero, a menos que haya una sincronizacion en la generacion
de los niimeros aleatorios no sera posible garantizar que todos los procesos particulares reciban siempre
la misma secuencia exacta de nimeros. La sincronizacién conlleva dificultades de implementacion,
pero es necesaria para garantizar que los resultados sean reproducibles. En segundo lugar, para sistemas
paralelos basados en "paso de mensaje" puede haber un aumento considerable de gasto en la transmision
de los niimeros generados a los procesos que los necesitan.

Una forma sencilla de crear generadores separados para conjuntos de procesos consiste en
utilizar puntos de comienzo predeterminados, es decir, utilizar un tnico generador comun con un
conjunto de semillas preseleccionadas para cada proceso. La ventaja de este procedimiento es que
todos los procesos usan el mismo co6digo, aunque las sucesiones generadas y utilizadas por cada uno
seran distintas. Un inconveniente s que las sucesiones seran diferentes, pero solo porque hay un
cambio de registro de unas a otras.

Generadores comerciales

Describimos aqui brevemente algunos generadores comerciales. Recomendamos la lectura del
articulo de Park y Miller (1988) como advertencia sobre la mala calidad de algunos generadores
comerciales.

IMSL implementa generadores multiplicativos de. modulo m — 23! - 1 y multiplicadores
a=16807,397204094, 950706376. El lenguaje de simulacion SIMSCRIPT I1.5 implementa el mismo
tipo de generador con multiplicador a= 630360016, proporcionando semillas suficientemente separadas
para producir sucesiones independientes. El entorno estadistico S-PLUS implementa el algoritmo Super-
Duper de Marsaglia, basado en un generador multiplicativo y un generador de Taust-Worthe.

Lenguajes y/o paquetes de simulacion

En esta parte haremos una descripcion sucinta de algunos paquetes y/o lenguajes de simulacion
de los mas empleados en el medio.
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Lenguajes

Eldesarrollo de los lenguajes de simulacion comenzo a finales de los afios cincuenta; inicialmente
los lenguajes que se usaron en fueron los de proposito general, los cuales tenian las siguientes ventajas:

» La situacion a analizar se puede modelar en forma mas o menos sencilla para el programador
por el conocimiento del lenguaje.

* El proceso se puede describir con tanta precision como le sea posible en el lenguaje conocido.

* Se pueden realizar todas las depuraciones posibles.

Cualquier lenguaje de programacion puede ser empleado para trabajar en simulacion, pero los
lenguajes especialmente disefiados presentan las siguientes propiedades:

* Acaban la tarea de programacion.

* Generan una guia conceptual.

» Colaboran en la definicién de entidades en el sistema.

* Manejan la flexibilidad en los cambios.

* Ayudan a analizar y a determinar la relacion y el nimero de entidades en el sistema.

Emshoff y Sisson consideran que la Simulacion Discreta requiere de ciertas funciones comunes
que diferencian un lenguaje de simulacion de uno de proposito general, entre las cuales se encuentran
las siguientes:

» Generar nameros aleatorios.

» Generar variables aleatorias.

* Variar el tiempo hasta la ocurrencia del siguiente evento
* Registrar datos para salida.

» Realizar analisis estadistico sobre datos registrados.

* Construir salidas en formatos determinados.

» Detectar inconsistencias y errores.

Los lenguajes precursores en Simulacion fueron los de propésito general, entre ellos por mencionar
solo algunos tenemos: FORTRAN, ALGOL, COBOL, RPG, BASIC, PASCAL, MODULA, PL/1, etc.
Los principales lenguajes utilizados en simulacion son:

Simulacién de cambio continuo y de cambio discreto en computadoras hibridas HO1; simulacion
de incremento continuo con orientacion a ecuaciones directas con énfasis en ecuaciones diferenciales
DSL/90, MIMIC, BHSL, DIHYSYS y S/360 CSMP; simulacién de incremento continuo con
simuladores orientados a bloques con énfasis en ecuaciones diferenciales MIDAS, PACTOLUS,
SCADS, MADBLOC, COBLOC y 1130 CSMP; simulacion de incremento continuo con simuladores
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orientados a bloques con énfasis en ecuaciones de diferencias DYNAMO, DYSMAP 2; simulacion de
incremento discreto con orientacidon a actividades CSL, CLP, GSP, GERT, FORSIM, ESP,
MONTECODE y MILITRAN; simulacidon de incremento discreto con orientacidon a eventos
SIMSCRIPT, GASP, SIMCOM, SIMULATE y SIMPAC; simulacion de incremento discreto con
orientacion a procesos SIMULA, OPS, SLAM y SOL; simulacion de incremento discreto con orientacion
a flujo de transacciones GPSS y BOSS.

Paquetes

Los paquetes son una version depurada de los diferentes lenguajes de proposito general y presentan
algunas ventajas sobre los lenguajes de programacion generales:

* Reduccion de la tarea de programacion.

» Definicidn exacta del sistema.

* Flexibilizacién mayor para cambios.

* Diferenciacién mejor de las entidades que conforman el sistema.
* Relacidn estrecha entre las entidades del sistema.

Los paquetes de mayor utilizacidén en simulacién son:

EXCEL, STELLA, SIMAN, RISK, STORM, LINDO, CRYSTAL BALL, QSB, MOR/DS, OR/
MS, BEER GAME, GREENPACE, SIMULACION, TAYLOR II, CAPRE, SIMNET II, PROMODEL,
ITHINK, URBAN DYNAMICS y POWERSIM. En Simulacién Gerencial podemos citar: FISH BANK,
FINANACAT, BUGA-BUGA y MARKOPS, TREE PLAN entre otros.

Un ejemplo de simulacién discreta

Filas de espera

Se presentan situaciones en las cuales los requisitos de mano de obra no solamente estan afectados
por el tiempo necesario para terminar una actividad sino también por el patrén de demanda de los
servicios de hombre. Para ilustrar esto, consideremos el caso de un encargado del puesto de herramientas.
Los operarios de maquina llegaran al puesto para obtener los accesorios de maquina que necesitan. En
el caso mas sencillo, el tiempo necesario para atender a un operario y los momentos en los cuales
llegan los operarios seran constantes. Bajo estas circunstancias, la determinacion de los requisitos de
mano de obra para el puesto de herramientas no presenta ninguna dificultad. Por ejemplo, si el tiempo
de atencion es de 10 minutos por el operario de maquina y llega un operario de maquina cada 10
minutos, es evidente que debe asignarse un encargado al puesto. Si se hace esto, los acontecimientos
que se presentan durante un periodo tipico de una hora pueden describirse como sigue:
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Tiempo de Tiempo en que | Tiempo en que | Tiempo ocioso ;I”Slegg)o dcclacl: Sseéz;os 2;1:
llegada de comienza el termina el del encargado op erario pue se 12: s
operario servicio servicio (minutos) p que
(minutos) atienda

1:00 1:00 1:10 0 0 0

1:10 1:10 1:20 0 0 0

1:20 1:20 1:30 0 0 0

1:30 1:30 1:40 0 0 0

1:40 1:40 1:50 0 0 0

1:50 1:50 2:00 0 0 0’

Como puede verse, ni el encargado ni los operarios pierden tiempo y no se forma /inea de espera
o cola o fila. En consecuencia, no habria necesidad de asignar sino un encargado al puesto de
herramientas. Sin embargo, la situacion real es generalmente mas compleja. Por ejemplo, es mas probable
que solamente el tiempo de servicio promedio sea de 10 minutos y que un operario llegue cada 10
minutos en promedio. Como esto lo sugiere, un solo tiempo de servicio y un solo intervalo entre los
eventos de llegada puede ser mas o menos de 10 minutos. En un caso como este, pueden presentarse
demoras de servicio y formarse una fila de espera. Para demostrar esto, consideremos otro periodo de
tiempo hipotético durante el cual los tiempos promedio de servicio y de llegada son de 10 minutos,
pero los valores individuales varian. Especificamente, supondremos que los tiempos de llegada y
servicio son los indicados en las dos primeras columnas de la tabla que sigue. Dados estos datos y
suponiendo que estara presente un encargado, podemos construir el patron de acontecimientos que se
describe en el resto de la tabla.

Tiempo de Tiempo de | Tiempo en Tiempo en Tiempo Tiempo de Operarios que
lle aga de servicio que que ocioso del espera del es eran gra
gaca necesario | comienzael | termina el encargado operario p p
operario . o . ! . ser atendidos

(minutos) Servicio Sservicio (minutos) (minutos)
(100 | 12 1:00 1:12 0 0 0
1:08 8 1:12 1:20 0 4 1
1118 10 - 120 1:30 0 2 1
1:30 6 1:30 1:36 0 0 0
1:45 14 1:45 1:59 9 0 0
1:50 | 10 1:59 2:09 0 9
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