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IIT

“En realidad es algo natural. ; Por qué deberfa haber sélo tres dimensiones? ; Porque nosotros
podemos ver sélo tres? No hay ninguna ley fisica que diga que tiene que haber sélo tres dimen-
siones; las ecuaciones de Einstein funcionan para cualquier nimero de dimensiones. Asi que no
hay ningtin motivo fundamental para pensar que solamente hay tres dimensiones espaciales. ;Por
qué no podrian haber m&as?”

Lisa Randall. PhD.
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Capitulo 1
Introduccion

A partir de la década de los 80’s se ha presenciado el surgimiento de nuevas teorias basadas en
ideas que antes eran consideradas heréticas:dimensiones extras, universos paralelos, multiversos,
nuevas y extranas simetrias, etc[I][11][55] [56].

Todos estos elementos, ideas y conceptos emergentes brindan la posibilidad de aproximarnos a
un conocimiento més amplio del mundo fisico, por ello se debe mantener abierta la mente a todas
estas nuevas concepciones hasta que los experimentos y datos observacionales determinen que
tipo de modelos son los més ajustados a la descripcién del Universo. Entre tanto deben estudiarse
los esquemas convencionales a profundidad, para demarcar el camino que debe conducir a un
conocimiento mucho mas amplio y real de la naturaleza|2].

La cosmologia estdndar es un parddigma en la ciencia moderna, nos ofrece un panorama
global del Universo como un todo, hoy dia se acepta al Big-Bang, con Inflacién, junto con el
modelo Lambda-Materia Oscura Fria, como el mejor modelo que describe los datos astronémicos
observados hasta ahora[3][4]. El Big-Bang original tiene muchos problemas, los cuales todavia
siguen vigentes ya que aun no se tiene una comprension completa de varios aspectos como
el origen del mismo, de la etapa Inflacionaria, de la evolucién y destino del Universo, de sus
contenidos, entre otros. La Inflacién, la cual es la solucién para varias de las dificultades que
presenta el modelo[5][49], se considera que es causada por la dindmica de un ‘campo escalar’; el
dilatén[6], permite la solucién de algunos de los problemas fundamentales del Big-Bang]6], pero,
crea otros varios problemas tedricos, para los cuales no se ha logrado una explicacién completa a
partir de fisica fundamental, por ejemplo soluciona el problema de horizontes, pero la expansién

exponencial del Universo no es completamente clara[49].



De otra parte el modelo de Materia Oscura Fria, que se usa para describir el contenido de
materia del Universo (aproximadamente, 70 % de Energia Oscura (EO), un 25% de Materia
Oscura Fria (MO), 4% de Materia Visible Normal (MV), 1% de Neutrinos de las tres clases
)[7][11] y a la formacién de estructuras (galaxias, cimulos, supercimulos de galaxias, filamentos
y vacios, etc. )[7] presenta varios problemas: se desconoce la naturaleza de la EO y de la MOF,
las simulaciones computacionales del modelo predicen una sobre-produccién de sub-estructuras
galdcticas las cuales no se observan[7], ademds se encuentra que el centro de los halos de MO
(la MO se condensa formando regiones , en forma de halos esféricos o elipticos, en el centro de
los cuales se forman las galaxias a partir de la materia ordinaria visible) son demasiado densos
entrando en contradiccién con los datos observacionales[§][11].

Es claro que atin falta mucho por hacer y por investigar si se desea tener un modelo que
describa de manera més completa y coherente el Universo en toda su complejidad y que este libre
del mayor nimero posible de problemas. No obstante, el Modelo Estdandar de la Cosmologia es el
que mejor describe globalmente a nuestro Universo[9], sin entrar en los detalles de la evolucién del
mismo, aunque es importante enfatizar que tal modelo presenta muchos aspectos y resultados
incompletos, por lo que cabe la posibilidad que en el futuro surjan observaciones y avances
tedricos que incorporen ideas y planteamientos no convencionales que permitan conocer mucho
mejor la historia y dindmica del Universo[10][11].

Dentro de estos nuevos esquemas tedricos, ha surgido la cosmologia de membranas, en la cual
el hecho fundamental es la introduccién de una dimensién espacial adicional no compacta, la cual
ofrece la posibilidad de ampliar los grados de libertad gravitacionales para permitir incorporar
explicaciones diferentes a fenémenos y observaciones recientes[54].

Debido a la gran cantidad de observaciones con las que se cuenta en la actualidad (observa-
ciones de radiacién césmica de fondo, nucleosintesis del Big-Bang, observaciones de Supernovas
Ia, expansién acelerada del Universo, curvas de rotacién galdcticas, anomalia Pioner, etc)[4][56],
se ha venido mostrando que muchas de ellas no se ajustan a los esquemas convencionales, por
lo cual se hace necesario profundizar e indagar el alcance de los planteamientos existentes, co-
mo el de considerar nuevos elementos fundamentales que permitan hacer mejores desarrollos y
predicciones sobre la verdadera dindmica del Universo[12][16][28] [48].

El cuerpo principal de esta tesis, ateniéndo al objetivo general del trabajo, consiste en el
estudio de la ecuacion de Friedmann modificada bajo el modelo braneworld, mediante la ob-

tencién de manera explicita de las ecuaciones de campo y de Friedmann modificada para una



membrana en el caso del modelo Randall-Sundrum, y entre otros objetivos especificos, se con-
siderara un desarrollo comparativo entre la cosmologia de membranas y la cosmologia estdandar;
se implementard y obtendran valores, regiones de confianza, y gréficas de buen ajuste para datos
de Supernovas tipo Ia, edad del universo, distancia de luminosidad, entre otros, todo ello se
hara mediante la implementacién de la técnica de maxima verosimilitud (mazimum likelihood);
igualmente, se desarrollardn graficas comparativas de diferentes pardmetros cosmograficos (dis-
tancia de luminosidad, distancia diametral angular, y otros), se obtenedran algunas relaciones
cosmolégicas importantes en el marco del modelo en cuestién, como también se estudiaran varias
implicaciones cosmolégicas deducidas del desarrollo del trabajo; de igual forma, se analizara la
compatibilidad del modelo braneworld con el modelo cosmolégico estandar.

Con algtin detalle, en los 1ltimos tiempos se han elaborado trabajos en los cuales se estudia
la cosmologia sobre una membrana, se ha aplicado la técnica de méxima verosimilitud, se han
obtenido las regiones de confianza y las curvas de mejor ajuste en consideracién de las observa-
ciones de Supernovas la, pero se observa que en algunos de ellos se limitan a considerar branes
planas, en este trabajo se hace una generalizacién al considerar branes Randall-Sundrum con cur-
vatura, es decir las graficas y andlisis propuestos son un poco mds generales que los resultados
mostrados en otros trabajos[33].

El desarrollo de este trabajo sigue la siguiente division: en los capitulos 1, 2 se hace una
introduccién general y se consideran algunos elementos propios de las dimensiones adicionales,
en los capitulos 3, 4, 5 se desarrollan los conceptos béasicos del modelo braneworld, en el capitulo
6 se desarrolla los elementos de la cosmologia esténdar, en los capitulos 7, 8 se construye la
cosmologfa sobre una membrana y se obtiene una caracterizacién general del modelo braneworld,
en los capitulos 9, 10 se se aplica la técnica de méxima verosimilitud y se comparan algunos
valores reportados con los obtenidos, finalmente se resumén algunas conclusiones obtenidas y se
ilustran en los apéndices algunos célculos y elementos técnicos propios del modelo braneworld.

A lo largo del texto los sub o super-indices latinos recorren una dimensién temporal y cuatro
dimensiones espaciales, por ejemplo a,b = 0, 1, 2, 3,4 entonces cualquier expresién o término con
sub o super-indices latinos representa una expresion en cinco dimensiones, mientras que los sub o
super-indices griegos recorren una dimension temporal y tres dimensiones espaciales, por ejemplo
a, =0,1,2,3 por lo tanto una expresiéon o término con sub o super-indices griegos representa

una cantidad en cuatro dimensiones.



Capitulo 2
Dimensiones Adicionales

Dentro del marco de las teorfas convencionales permanecen muchos interrogantes sin re-
spuesta. jPor qué existen tres dimensiones espaciales y no 4, 5 o 267, ; Por qué el valor de
la constante cosmoldgica es tan pequeno?, ; Qué sucedié realmente en el Big-Bang?, ; Cudl serd
el destino final del Universo?, estas y muchas otras cuestiones surgen de la observacién y del
andlisis del comportamiento del universo.

Por ello encontramos algunas razones para introducir y estudiar dimensiones extras. Vivimos
en un universo de, aparentemente, una dimensién temporal y tres dimensiones espaciales[I3].
Puede ser, sin embargo, que el universo tenga efectivamente, un espacio de alta dimensionalidad,
solamente que nos encontramos limitados en nuestra capacidad para experimentar y comprender
todas estas dimensiones.

La idea de introducir otras dimensiones y de involucrarlas en la fisica, tiene propdsitos tales
como:

1. Para sumergir el espacio-tiempo curvo de la relatividad general (es decir nuestro Universo
fisico) en un espacio plano de altas dimensiones. En este contexto, las dimensiones extras son
introducidas solamente, para ayudar a visualizar, por ejemplo nuestras cuatro dimensiones como
una superficie curva en un espacio de altas dimensiones[14][15].

2. Para unificar el electromagnétismo (posteriormente las otras interacciones) con la gravedad,
identificando algunas de las componentes extras del tensor métrico con los campos gauge cuadri-
dimensionales de la fisica convencional. Esta fue la idea original de Kaluza-Klein[14][16].

3. Para ayudar con los problemas de no-localidad de la mecénica cudntica. La sugerencia es

que los intervalos espacio-temporales grandes que se miden en fisica, deben ser mds pequenos,
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cuando se miden en la métrica apropiada de altas dimensiones[14].

4. Para obtener un valor concordante de la constante cosmoldgica, puede ser que la constante
cosmoldégica, distinta de cero en cuatro dimensiones pero con un valor pequeno, cuando se obtiene
en altas dimensiones ‘automaéticamente’ tome un valor pequeno cuando se visualiza desde un
espacio de baja dimensionalidad[I4].

5. Para facilitar la construccién de lagrangianos SUSY y SUGRA. Por ejemplo, N=1 SUGRA
en 10 u 11 dimensiones. El introducir altas dimensiones crea un poderoso método de construir
lagrangianos para N>1[17]]20].

6. Para construir teorias de cuerdas consitentes. Se ha mostrado que las teorias de cuerdas
unificadas en la teorfa-M deben involucrar muchas m&ds dimensiones para lograr un esquema
coherente[14] [20][50] [51].

7. En algunos modelos se supone que las particulas observadas son los modos inferiores (mo-
dos de energia cero) de ciertos generadores en dimensiones extras. Es posible que las propiedades
geométricas de estas dimensiones extras den origen a varios modos equivalentes que pueden ser
identificados con las diferentes familias de particulas elementales|[14].

8. Para suministrar explicaciones y aproximaciones alternas a los resultados convencionales,
incorporar ideas novedosas y ampliar el escenario de fenémenos conspicuos como la expansion
acelerada del Universo, la energia oscura, la materia oscura, entre otros[14][16][47].

Las teorfas de supercuerdas y membranas son candidatas prometedoras para crear una teorfa
unificada de todas las fuerzas y particulas de la Naturaleza. Una construccién consistente de
cuerdas cudnticas es sélo posible en méas de cuatro dimensiones espacio-temporales. Entonces,
para hacer una conexién directa de éstas teorias con nuestro familiar espaciotiempo no-compacto
(dimensiones extendidas), cuadri-dimensional, se consideraba, que estabamos compelidos a com-
pactificar las dimensiones espaciales extras a un tamano finito, o alternativamente, encontrar un
mecédnismo para localizar campos materiales y gravitacionales en sub-variedades de baja dimen-
sionalidad, pero en los nuevos esquemas de altas dimensiones lo anterior no necesariamente es
cierto[17] [18][54].

El énfasis en desarrollar teorfas con més de tres dimensiones espaciales, se ha desplazado hacia
la imagén del ‘brane-world’, la cual asume que la materia ordinaria, con posible excepcion de los
gravitones y de otras hipotéticas particulas debilmente acopladas con la materia, estd atrapada
en una sub-variedad tri-dimensional, llamada brane y sumergida en un espacio multidimensional.

El modelo de universo membrana es una construccion tedrica que involucra dimensiones adi-
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cionales extensas, y que trata de conservar los principios y leyes fisicas plenamente conocidas[54].
Estos modelos ofrecen algunas novedosas e interesantes perspectivas en la explicacién de algunos
aspectos del universo observable. Varios autores consideran la posibilidad de que alguna de las
dimensiones adicionales pueda ser extensa e incluso infinita, contrario a lo que se consideraba
antes, es decir, dimensiones compactas, en dichas dimensiones extensas la interaccién gravita-
cional tiene lugar en todo el espacio de alta dimensionalidad mientras que las otras interacciones
quedan restrigidas a las dimensiones convencionales[I7][18]. Lo anterior tiene como consecuencia
que en un futuro cercano, se puedan encontrar posibles evidencias de las dimensiones adicionales
en los colisionadores de particulas a energfas de TeV.

En los modelos de membranas o brane-world, se considera un espaciotiempo de altas dimen-
siones, con una topologia particular, el cual es llamado el bulk (volumen), y donde las hipersu-
perficies (subvariedades) constituyen las brane o membranas, de tal forma que, en los modelos
de brane, se asume que el universo observable, descrito en buena aproximacién por el modelo
estandar de la cosmologia, queda restringido a la brane, y sobre las cuales las interacciones
gauge actuan[50][51].

De los varios modelos de brane o membranas, tenemos uno en particular, el modelo Randall-
Sundrum, cuya motivacién original fué la solucién del problema de jerarquias de la fisica de altas
energfas[52]. Este modelo consiste en un espacio-tiempo Anti-de Sitter de cinco-dimensiones, de
maxima simetria espacial (es decir, que conserve la simetria esférica), con constante cosmolégica
negativa; dicho modelo en principio no parecia un modelo prometedor, pero en los tltimos desar-
rollos tedricos se ha visto que ha tenido un gran impacto, sobre todo en teoria de cuerdas, fisica de
particulas y cosmologia[I7][18]. Randall y Sundrum introdujeron dos modelos, en el primero con-
sideraron dos branes con tensién opuesta, sumergidas en un espaciotiempo de cinco dimensiones
con constante cosmolégica negativa, pero, debido a un factor en el tensor métrico, las particulas se
localizan en la brane de tensién negativa, adquiriendo una gran masa, en comparacion a la escala
fundamental de masas, con lo cual la cosmologia sobre esta brane, es insatisfactoria, porque la
densidad de energia de la materia presente en la brane debe ser negativa, violando la condicién de
energfa débil[34]. En el segundo modelo propuesto, tinicamente se considera una brane, de tensién
positiva y la dimensién extra se hace infinita, siendo consistente este modelo con experimentos
gravitacionales actuales, prediciendo correcciones al potencial gravitacional Newtoniano a cortas
distancias, como también algunas desviaciones de la evolucién estdndar del Universo, como por

ejemplo, edad del Universo o, abundancia de elementos livianos[53][54]. Todo ello ha despertado
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el interés de investigar y desarrollar estos modelos como posible alternativa de explicacién tedrica
para la fenomenologia reciente[13][53][54]. Uno de los logros del modelo de Randall y Sundrum
ha sido mostrar que para geometrfas no factorizables en cinco-dimensioned'], allf existen estados
simples, acotados sin masa, en paredes de dominio o en branes de tres dimensiones[17]. Estos,
estados acotados son el modo cero de la reducciéon dimensional de Kaluza-Klein y corresponden
al gravitéon cuadri-dimensional. El marco de este escenario es un espacio de cinco-dimensiones
Anti-de Sitter (bulk) con una tri-brane, donde los campos de materia estan confinados y la
gravedad Newtoniana se recupera a grandes distancias. Aunque recientemente era convencional
asumir que tales dimensiones extras estuviesen compactificas en variedades con un pequeno radio
del orden del inverso de la escala de Planck, ¢, = My' = G%Q ~ 10733 cm, de tal forma que
permaneciesen ocultas a los experimentos. Sélo, recientemente es que ha surgido el interés de
investigar que tan grandes son estas dimensiones sin que entren en conflicto con la observacion,
y todavia mds interesante, cuando y como estas dimensiones extras pueden manifestarse en si
mismas. Se han desarrollado modelos en los cuales las dimensiones extras estan en el orden de
los milfmetros permaneciendo sin embargo ocultas a los experimentos, o quiza la alternativa més
viable sea el modelo de dimensiones extras no compactas o de tamano infinito como es el caso
ya mencionado del modelo de Randall-Sundrum|3§].

Algunas otras cuestiones que surgen son: Por qué y cémo el tamano de la dimensién extra
compacta o extendida permanece estable, como es la localizacién del gravitén sobre la brane, a
que tipo de cosmologia conduce realmente la consideracién de branes, como se puede someter a
prueba uno de estos modelos, cuales son las nuevas consecuencias fisicas de estos modelos, estas
y otras cuestiones son las que se indagan bajo este nuevo esquema tedrico.

Las teorfas de dimensiones extras en general, y los modelos de Brane-world en particular, son
un camino indispensable para aproximarnos al entendimiento de la gravedad, post-Einstein. Las
dimensiones extras suministran una aproximacién a la gravedad modificada sin abandonar la
relatividad general de Einstein. Ademas el paradigma del braneworld permite construir modelos
que hacen posible incorporar las restricciones fisicas del modelo estdndar de particulas y del
modelo estdndar de la cosmologia, y entre muchas otras cosas permite realizar una aproximacién
a la solucion de problemas como el de la constante cosmoldgica, y de jerarquias, problema de

la materia oscura y de la energfa oscura, entre otros posibles temas. El estudio de los modelos

IGeometrias en las cuales se considera que la métrica depende de todas las coordenadas de las dimensiones
adicionales.
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braneworld ha llegado a ser un tema muy fructifero, involucrando varias dreas de la fisica tedrica.
Es justo decir, sin embargo, que muchas de las principales corrientes de investigacién obedecen a
ideas especulativas més que ha hechos bien establecidos, no obstante, pasa como con cualquier
otra especulacién fisica, el estudio del braneworld es guiado por los principios de la fisica y de
la consistencia matematica, y por las posibilidades de conectar estos modelos con teorfas més

fundamentales y asi con experimentos en un futuro cercano[20][46] [53].
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Capitulo 3

Modelo Randall-Sundrum

El éxito experimental de la ley inversa del cuadrado y de la Teoria General de la Relativi-
dad, es que parecen implicar cuatro dimensiones espacio-temporales no compactas[I7][18]. Las
dimensiones adicionales pueden ser aceptadas tan sélo si ellas son compactas y suficientemente
pequenas para ser consistentes con las pruebas gravitacionales corrientes, otro hecho es que si
existen n-dimensiones adicionales compactas, la escala de Planck, debe relacionarse con la es-
cala gravitacional en altas dimensiones, mediante : M3, = M*™™V,,. donde V,,, es el volumen del
espacio n-dimensional.

El modelo Randall-Sundrum, muestra que nada de lo establecido anteriormente, es necesaria-
mente cierto, ya que lo fundado esta basado en las propiedades de una geometria factorizable (el
espacio-tiempo puede considerarse como un producto de un espacio Minkowskiano y una variedad
compacta de dimensién adicional), esto es, la métrica del subespacio-tiempo en el que vivimos
no depende de las coordenadas en las dimensiones adicionales. Si aceptamos una geometria no
factorizable y dejamos que la métrica general dependa de todas las coordenadas podemos con-
seguir dimensiones extras no compactas en plena concordancia con los experimentos realizados
para la gravedad, también se puede conseguir una nueva relacién para la escala de Planck en
la que ésta no dependa del tamano de las dimensiones extras sino de la curvatura de tales di-
mensiones. La historia puede cambiar significativamente cuando tal consideracién sea aceptada,
talvéz la consecuencia mds dramadtica es que podemos vivir en 4+ n dimensiones no compactas,
en perfecta compatibilidad con la gravedad experimental. Se muestra que la masa de Planck
esta determinada por la curvatura de las altas dimensiones mas que por el tamano de las dimen-

siones adicionales. Esta curvatura no entra en conflicto con la invarianza cuadridimensional de
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Poincard] En su primer articulo Randall y Sundrum mostraron que la jerarquia entre la escala
fundamental de TeV y la aparente escala de Plank de 10'%GeV, puede ser explicada por el
factor de curvatura, atin si el tamano de la dimensién extra es relativamente pequena (distancia
entre branes). Pero en su segundo articulo mostraron que si no existia una segunda brane, y la
dimensién extra se extendfa al infinito, la gravedad permanece efectivamente localizada sobre
la tnica brane, ya que el volumen integrado permanece finito cuando y — oo, donde y es la
coordenada de la dimensién adicional, por ello propusieron este modelo como una alternativa a
la compactificacién. La razén que sustenta lo anterior, puede ser cierta si la curvatura del espacio
cinco-dimensional puede soportar un “estado acotado” de un gravitén en altas dimensiones, de
tal forma que pueda permanecer confinado a una pequena regién del espaciotiempdﬂ.

Si la densidad de energia de la brane se toma en consideracién, se encuentra que induce una
interesante geometria en el espacio multidimensional, y que emergen novedosas propiedades en
este escenario. Cuando consideramos escalas de distancia mayores que el ‘grosor’ de la brane,
se puede visualizar la brane como una funcién-delta fuente del campo gravitacional. En el caso
mads simple, la brane gravitante estd caracterizada por un pardmetro, la densidad de energia por
unidad de tri-volumen A. Esta cantidad es también llamada tensién de la brane.

Para construir una teorfa con una 3-brane simple, es decir plana, con tensién positiva, sumergi-
da en un espaciotiempo de cinco dimensiones AdS, y en orden de poder cuantificar el sistema,
es decir poder expandir las fluctuaciones gravitacionales en modos normales y que permita la
normalizacién, que aparece en la reduccién Kaluza-Klein (KK)E], se escoge un volumen finito
introduciendo otra brane a una ‘distancia’ nr. desde la brane de interés, donde las fronteras
del espacio finito de cinco-dimensiones queda atrapado entre las branes[I7][I8]. Para tal fin se

consideran los siguientes esquemas tedricos.

!Esto consiste en que los elementos o componentes de la métrica no cambian o permanecen invariantes bajo
las transformaciones del grupo de Poincaré.

2Es decir, que las fluctuaciones o interacciones gravitacionales descritas mediante los gravitones permanezcan
acotadas o constrenidas a las vecindades de la brane, para evitar que la energia de dichas interacciones termine
escapando.

3El modelo RS est4 hecho en un espacio AdSs , se puede demostrar que si se considera por ejemplo espacios
dSs, no se obtienen soluciones cosmoldgicas o por lo menos compatibles con la cosmoldgia esténdar.
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3.1. Modelo RSI (dos branes)

Randall y Sundrum propusieron este modelo con el fin de solucionar el problema de jerarquias,
ya que la interaccion gravitacional es mucho més débil que las otras interacciones, para lograr
una explicacién alterna introdujeron dos membranas o branes 4D, inmersas en un espaciotiempo
AdSs5, donde una de las membranas representa el universo fisico observable o brane visible y la
otra la llaman oculta, aquf se llamaran brane 1 y brane 2. Para realizar uan aproximacion tedrica
al esquema ilustrado anteriormente se sigue el siguiente esquema teérico, donde se propone la

siguiente accién

S =5+ Sp1 + Spa (3.1)
Sp = /d‘%/dy\/—g [2MPR —A] (3.2)
S = / 0o/ g [Viy + L) | (3.3)

Sy = / 27/ —g [Vig + Lao] | (3.4)

donde Sp; v Sy denotan las acciones sobre las branes, y Sp representa la accién en el bulk
(espacio bD), R es el escalar de Ricci 5D, gy, , A, V, , M son el tensor métrico en cinco-
dimensiones, la constante cosmoldgica en el volumen, la energfa del vacio en la brane, y la masa
de Planck 5D respectivamente. Las branes estédn localizadas sobre la coordenada y, de tal forma
que la métrica inducida sobre cada brane es

bl b2
ggéﬁ) = Juv ’34:0 ) g((xﬁ) = Guv |y=yo . (3.5)

Se puede construir una solucién en un espacio no compacto, tal que la solucién sea periodica
en y = ¢+ 27. En el modelo anterior se han introducido dos tri-branes, que en general se pueden
considerar ubicadas en ¢ = 0 y la otra en ¢ = 7, y donde se hace la identificacién (x*,¢) con
(z#, —¢), esto quiere decir que se considera un orbifold S!/Z, en la dimensién adicional ¢, el cual

tiene un dominio 0 < ¢ < 7. Un orbifold es un espacio obtenido por divisién de una variedad
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con algin grupo discreto y el cual contiene puntos fijos, que son puntos que se transforman
en ellos mismos bajo la aplicacién de la transformacién discreta. El orbifold S'/Z, se obtiene
dividiendo un circulo de radio 7. , con la transformacién Z,, : ¢ — —¢, por consiguiente la
coordenada ¢ es identificada con la coordenada —¢ , entonces S'/Z, se puede considerar como
un segmento de linea recta cuya longitud es 7r., y donde los extremos ¢ = 0 y ¢ = 7 son puntos
fijos bajo la transformacién Z,, de tal forma que las branes se encuentran ubicadas en estos
puntos fijos que a su vez constituyen los contornos del espaciotiempo en cinco dimensioneg]
Como se ha mencionado anteriormente nuestro universo 4D estd contenido en una brane, el cual
podria ser alguna de las dos branes consideradas, bajo esta consideracién, desde el punto de
vista formal, las componentes cuatri-dimensionales de la métrica se acoplan a las componentes
cinco-dimensionales de la métrica, por lo tanto las métricas inducidas se pueden obtener de la

siguiente manera

0% = gu@ o=1) , ¢ = gu(a"6=0) | (3.6)

de otra parte, tenemos que Ly; v Ly son los lagrangianos contenidos en las branes, cuyo valor
esperado del vacio es cero, y los términos V;; y Vi2 son las contribuciones a la energfa del vacio de
campos cuyo valor esperado del vacio es distinto de cero, estos actuan como fuentes gravitatorias
incluso en ausencia de excitaciones de las particulas. Por lo tanto, la forma explicita de los
lagrangianos no es necesario para determinar la métrica 5D en el estado fundamental, solucién
de vacio.

Bajo este andlisis, realizando una variacién sobre la accién S, se obtiene la ecuacién de campo

(para los detalles del cdlculo ver apéndice A)

1

\% _g(Ruv - EguvR) -

/— _ bZ) Y (¢ —
Puede observarse que la parte derecha corresponde al término de fuente y la izquierda al
tensor de curvatura. Se ha propuesto como solucién de la ecuacién de campo la métrica en cinco

dimensiones, dada por

4Lo anterior ilustra la simetria Zy, que en términos simples puede pensarse como una simetria de espejo, pero
lo que en realidad toma en consideracién la simetria es la invarianza de algunos puntos de la geometria, que como
se han dicho son llamados puntos fijos.
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ds? = 6_20(‘1’)77de“dx” +7r2d¢*, p=v=0,1,2,3, (3.8)

donde o (¢) es una funcién de la coordenada adicional, 7. es el radio de compactificacién indepen-
diente de ¢, esta métrica no es factorizable, aunque parece describir un escenario Kaluza-Klein
usual, no es el producto de un espacio Minkowskiano con una variedad compacta, en realidad
corresponde a dos parches de espacio anti-de Sitter unidos a lo largo de la dimensién adicional,
y donde las hipersuperficies cuadri-dimensionales son planas, en particular la métrica inducida
es la métrica Minkowskiana 7,,. Es importante mencionar en esta parte una propiedad de la
meétrica, la cual tiene que ver con la invarianza cuadri-dimensional de Poincaré, debido a esto
cada campo en este background puede ser descompuesto en ondas planas cudri-dimensionales,
se puede encontrar que los modos de vibracién ‘suaves’ o inferiores estdn sobre la brane o en
una vecindad de la brane en tanto que los modos ‘duros’ o superiores estédn lejos de la brane.
Esta propiedad esta detrds de muchas de las peculiaridades fisicas que emergen de la métrica de
Randall-Sundrum.

Llevando esta métrica de prueba a la ecuacién de campo anterior, se obtiene el siguiente

sistema
6;1/2 = —ﬁ ; (3.9)
= @)+ b0 ). 3.10)
obteniendo como solucién para o(¢), consistente con la simetria ¢ — —¢
7(0) = relo| |/~ 5a7s (3.11)

evidentemente, esta solucién sélo tiene sentido si A < 0, lo que a su vez muestra que el espaci-
otiempo entre las tri-branes debe ser una tajada de la geometria AdSs.Ademds, puede encontrarse

que para obtener una solucién consistente, se deben cumplir las siguientes relaciones

A
2403’

esta restriccién se puede pensar como la condicién de ajuste fino para una constante cosmolégica

Vig = —Vie = 24M3k? | con k? =

(3.12)

efectiva en cuatro dimensiones. Igualmente, se encuentra que la solucién obtenida para o(¢)
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implica la siguiente expresién

1 A
0" = 2oy [~ 2 6(6) — 36 — )] (3.13)

Si asumimos que k£ < M, esto quiere decir que la curvatura del bulk es menor comparada

con la escala de Plank en altas dimensiones, por lo tanto la solucién final es (ver apéndice F)

ds? = e‘zk”wnaﬁdxo‘dxﬁ +r2de? | (3.14)

considerando que M, A, r. son del orden de la escala de Planck, se debe verificar cudndo se
obtiene la masa correcta de Planck 4D. Para ello, se toma una pequena perturbacién alrededor

de la métrica Randall-Sundrum

ds® = e 7%l (n 5 + hog)da®da® + rlde” (3.15)

reemplazando esta métrica en la accién e integrando sobre ¢ se obtiene la accién efectiva para
la gravedad 4D

Sep= M} / dz*/—gRW | (3.16)

donde R™ se obtiene de g.5 = Nag T hag, efectuando esto la masa de Planck 4D es dada por

T M3
M} = M?r, / dpe™F7l?l = —— (1= e 2Ty (3.17)

esto muestra que escogiendo la escala 5D del orden de la escala de Planck dara el orden correcto
de magnitud para la escala de Planck 4D[17][I8][19].

3.2. Modelo RSII (una brane)

En el modelo RSII se mueve la segunda brane hasta el infinito, quedando una brane y el bulk,
teniendo como consecuencia esto una posible solucién al problema de jerarquias ya que se logra
explicar la disminucién de la intensidad gravitacional sobre la brane y entre otras cosas permite

deducir una cosmologia satisfactoria. Entonces la escala de energias se relaciona mediante

M2 = M1, (3.18)
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donde [ se identifica con la escala de curvatura del espacio AdSs. Definiendo r. = 1, k = % la

métrica toma la forma

ds® = e MWy sdz®da’ + dy? (3.19)

cuando tomamos el lfmite r. — oo , el gravitéon sobre la brane permanece acotado o cudridi-
mensional (modo cero de la reduccién KK sin masa), atin a grandes distancias de ella, aunque
la dimensién adicional no sea compactal53]. Ademds se encuentra que para el caso de r. < [, el

potencial gravitacional 4D llega a ser

GMI

r2

V(r) ~ , (3.20)

esto muestra que el potencial completo 5D se comporta como un potencial 4D a grandes distan-

cias. En el caso r. > [, se obtiene como potencial gravitacional

GM 202

Vir)~ (1+ ﬁ) ) (3.21)

r
esto muetra que se obtienen pequenas correciones al potencial gravitacional 4D a bajas energias

debido al efecto de la dimensién adicional[20] [26].

3.3. Soluciones Cosmolégicas

Se puede realizar un andlisis m&s general si tomamos una meétrica, que permita obtener

soluciones cosmoldgicas en general (ver apéndice B),

dsi = —n®(t,y)dt* + a(t, y)y,da’da’ + b (t,y)dy* (3.22)

donde 7,; es una métrica en tres dimensiones de maxima simetria, en la cual podemos hacer b*(y)
— 1, para liberar la coordenada adicional de la funcién que la re-escala, si consideramos que las
funciones solo dependen de la coordenada adicional puede lograrse un esquema 4+1 obteniendo
[21], 22]

dsi = —n’(y)dt* + a2(y)%-jdxid$j + dy? (3.23)
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la cual se puede simplificar a

dsi,y = [P* ()0 + a*(y)v,, ]| datda” + dy* (3.24)

—2|y|

donde podemos deﬁni o identificar [n*(y)6,u + @*(Y)y,] =€ 1,
El modelo Randall-Sundrum presentado anteriormente, muestra la realizaciéon de un modelo
de dimensiones adicionales, con un espaciotiempo volumétrico AdSs, y una braneworld tipo

FRW.

Ahora bien, la ecuacién de campo en cinco-dimensiones toma la forma usual

1
Rab — §Rgab = KQTab y (325)

donde los indices a,b = 0,1,2,3,4 , la constante x se relaciona con la constante de Newton en
cinco-dimensiones y la masa de Planck reducida en cinco-dimensiones M) , segin la siguiente

relacién

K* = 8nGs = Mg, (3.26)

el tensor momentum-energia, puede ser descompuesto en dos partes

TI;I = Tb |bulk +Tba |b7’ane ) (327)

~Q

donde T} [pur es el tensor momemtum-energia en el bulk, serd distinto de cero en el caso de
considerar campos o materia contenidos sobre el bulk, de hecho se puede asumir que tiene la
siguiente forma

~Q

Tb |bulk: dza’g<_pB7PBapBapBapT) 3 (328)
donde la densidad de energia en el bulk pg , la presién en el bulk Pg, y la presién transversal
(presién brane-bulk) Pr son independientes de la coordenada .

El segundo término 7} |prane corresponde al contenido de materia en la brane (y = 0) , y

donde consideramos estrictamente geométrias homdégeneas e isotrépicas en la brane o dentro de

la brane, expresandose con bastante generalidad en la forma[21][22]

En realidad la métrica Randall-Sundrum tiene su origén en la teorfa de cuerdas, propiamente dicha, y es allf
donde se encuentra plenamente justificado el factor de curvatura exponencial.
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T3 iane= 3 diag(—p1, 0,20, 0)3(s) (329)
donde la densidad de energfa en la brane p, y la presién en la brane p, son independientes de
la posicién sobre la brane, es decir son funciones sélo del tiempo, ademds se encuentra que estd
normalizada por la funcién que escala en la dimensién adicional. Se puede asumir que 7,4 = 0,
lo cual significa fisicamente que no existe flujo de materia a lo largo de la quinta dimension, al
igual que se puede asumir que la quinta dimension es estética, en el sentido que la funcién b (¢, y)

[21]no cambia con el tiempo, es decir

b=0, (3.30)

es entonces posible solucionar la métrica espacio-temporal completa, es decir determinar explici-

tamente la dependencia de la métrica con la coordenada y, lo cual nos lleva a que

b=1. (3.31)

Igualmente, se puede fijar una calibracién temporal, imponiendo la condicién n(0,y) = 1, es
decir se escoge como tiempo al que corresponde al tiempo césmico en la brane, se puede encontrar
bajo estas consideraciones una expresién completa para el factor de escala a(y,t), dado por (ver

apéndice B)

1 K0\ 3C Kkpy 2
t) = {=(1 — Senh
CL(ya ) {2 < + 6PB g + KQpBa(Q) \2/TIOBCLO en (My)
1 AN 3C
~(1- ——— | Cosh /2 3.32
#l5 (158 ) @ - 2| Coshun) (3:32)

donde ag = a(0,y), p = ¢ %pB, C = cte.

La cosmologia surgida de la consideracién de que nuestro Universo estd confinado a una tri-
brane dentro de un espaciotiempo extendido nos conduce a los resultados propios del modelo
estandar, esto quiere decir que los resultados obtenidos generales deben en un limite adecuado

ser concordantes con los resultados convencionales[21] [22][23].
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Capitulo 4
Ecuaciones de Einstein sobre una Brane

En esta secciéon se mostrard el fundamento tedrico covariante que subyace a la teorfa de
brane-word] y se derivard la ecuacién de campo sobre una 3-brane. Por simplicidad, el volumen
espaciotemporal se asume que tiene cinco dimensiones, sin asumir ninguna condicién especial so-
bre el bulk. Posteriormente, se asumira la simetria Z5 y se confinard el tensor momentum-energia
de la materia sobre la brane[23]. En el escenario brane-world, nuestro mundo 4-dimensional es
descrito por una pared de dominio, 3 — brane (M, e,,) , en un espaciotiempo de 5-dimensiones
bulk (V, guy). Se denota el vector normal unitario a la brane M por n?®, el vector tangente a

( 9z

™

hyw = g — nyuny,. El punto de inicio formal es la ecuacién de Gauss, de la teorfa de variedades

curvas contenidas en la hipersuperficie por e? = ) , v la métrica inducida sobre M por

y donde u,v =0,1,2,3,4 ,y u,v =0,1,2,3. (Para méds detalles ver apéndice B).

Ruvpsegefge{;eg = Raﬁw& -+ KavKB(S - KOC(SKBA/, (41)

donde R, es el tensor de Rienman en cinco dimensiones, R,s,5 es el tensor de Rienman en
cuatro dimensiones, y K,z es el tensor de curvatura extrinseca.

En lo atinente a las consideraciones dindmicas del modelo se hace uso de la ecuacién de
Codazzi[23]

Rynle® = 0,K" — 0,K , (4.2)

'En esta seccién se sigue la notacién del libro
‘General Relativity’ de Eric Poisson
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donde 0, es la derivada covariante. Realizando un proceso algebraico de contraccién de indices
se obtiene

RﬁgZRu epegeg—i—KKﬁg—Kg‘Kﬁa , (43)

VPS U

y considerando la métrica inducida, sobre la hipersuperficie, se puede obtener h? = g — nPn,, ,
donde se puede identificar A como la métrica inducida, para obtener

Rgs = Rysejes — Ry, snunfejes + KKgs — K§ Kpq (4.4)

VpS

tomando el tensor de Einstein en cuatro dimensiones, tenemos

1
Gaﬁ = Raﬁ — §ha5R s (45)
segin lo anterior de la ecuacién de Gauss contraida, se puede obtener el tensor de Ricci y el

escalar de curvatura, obteniéndose la siguiente expresion para el tensor de Einstein

he he
Gap = Gapelel, + TBRgnunv + KKop — K3 Kos — 76 (K? — K™ Kgs) — ELs (4.6)

donde G, = Ry — %Rgab , Bl = R‘pﬁwnun”eg’eg,

Haciendo uso de la ecuacién de campo de Einstein en cinco dimensiones

1
Rab - §gabR = KQTab ’ (47)
y descomponiendo el tensor de Riemann en el tensor de curvatura de Weyl, el tensor de Ricci y

el escalar de curvatura, podemos obtener la siguiente expresion[23]

22 T ha
Gug = [Tabege% n (Tabn“nb _ Z) h(w} + K Kyp— K3 Kos — 2 (K? = K®Kps) — Eap

3 2
(4.8)
donde E.5 = Clyn,n’elel

De la ecuacién de Codacci y con la ecuacién de Einstein en cinco dimensiones, se encuentra
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Oy K! — 0, K = K*Tyynhe (4.9)

Hasta aquf no se ha asumido ninguna simetria ni forma particular del tensor momentum-
energia. Asumiendo, desde ahora el escenario brane-world, tomamos por conveniencia una co-
ordenada y adicional, de tal forma que la hipersuperficie y = 0 coincide con la brane-world y
donde ademds se tiene la siguiente condicién n,dx"* = dy, lo cual implica que n*9d,n* =0, que
es una condicién sobre la coordenada en la direccién de la dimension extra.

En forma genérica se asume, una métrica en cinco dimensiones, esto es

ds? = hapda®da® 4 dy? | (4.10)

y manteniendo el espiritu del brane-word en mente, tenemos que el tensor momentum-energia

en cinco dimensiones, se puede escribir de la siguiente forma

Tab - _Agab + (Tab - )‘gab) 5@) ) (411)

donde A es la constante cosmoldgica del espaciotiempo en cinco dimensiones o volumétrico, A
es la energia del vacio de la brane, 7, es el tensor momentum-energia del bulk sobre la brane.
El pardmetro A\ se puede asociar con la tensién de la brane en cinco dimensiones.

Dentro del marco del brane-world, el tensor momentum-energia, solamente se manifiesta
sobre la brane, por ello su cardcter singular, el cual se representa mediante la funcién delta que
aparece en la expresién anterior, lo cual permite localizar la energia-momentum sobre la brane,
en consideracion de lo anterior, se encuentra la condicién de frontera sobre la brane, que debe

cumplir la métrica inducida y la curvatura extrinseca

[hab] = yliril[] hab - ylirrjo hab =0 y (412)
9 1
[Kap] = =K [(Tap — Ahap) — ghab<7_ -] . (4.13)

Imponiendo la simetria Zs (ver apéndice C), es decir cuando pasamos de un lado de la mem-
brana al otro, con la brane como superficie fija, la simetria unicamente determina la curvatura

extrinseca de la brane en términos del tensor momentum-energia
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1 1
Ky = =Ky = =55 | (T = M) = Shas(T = )| (4.14)

Sustituyendo esta ecuacién en la expresion del tensor de Einstein, se obtiene la ecuacién
gravitacional 4D sobre la brane, y considerando la simetria Z; , la forma particular del tensor

momentum-energia y las condiciones de frontera anteriores

Gag = —A4ha,3 + 87TGNTQ5 + I€4Ha3 — Ea,B , (415)
donde A4 = %/{2 (A + %/{2/\2) , Gy = Zg—i, y los tensores
1 1 1 s 1
Haﬁ = —ZTO,YTg + ETTQB + ghagT,ﬂ;T’y — ﬂhagTQ , (4.16)
Eup = Cysnan’egep (4.17)

La ecuacién gravitacional de la brane describe la curvatura de ella en téminos de su contenido
de materia-energfa, su energia de vacio, la constante cosmolégica en cinco dimensiones, y de la
curvatura extrinseca de la brane en el espacio de cinco dimensiones. Este es el usual modelo de
Brane-World Randall-Sundrum, desde el punto de vista covariante de las ecuaciones de campo.
La anterior relacién se puede reducir a la descripcién esténdar tomando el limite x — 0 (serd
considerado més adelante), es importante notar que el hecho de haber introducido una dimensién
adicional, nos conduce a una ecuacién de campo modificada, en la cual surgen dos términos adi-
cionales, conocidos en la literatura como, el término de energia del vacio (tensién sobre la brane)

y el término de radiacién oscura(proyeccién del tensor de Weyl sobre la brane)[23][24] [25][26].
4.1. Ecuaciones de conservacion
Se puede obtener, segin lo anterior, la siguiente expresion

Ty = —2T,n"g7 (4.18)

quiere decir esto que en general existe intercambio de energfa-momentum entre el volumen y la
brane. Pero esta condicién general se puede relajar, haciendo que el volumen (bulk), no tenga

contenidos de materia-energia, T,, = 0, lo cual lleva a la ecuacion de Einstein 5D reducida a
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Gab - _Agab ) (419)

de tal manera que la ecuacién de intercambio de energia-momentum, entre el bulk y la brane, se

reduce a

Ty =0, (4.20)

esto significa que no existe intercambio de energia-momentum entre el bulk y la brane; su inter-
accién es puramente gravitacional. Entonces, la identidad de Bianchi 4D contraida G4 = 0 ,
aplicada en la ecuacién de campo efectiva sobre la brane, conduce a
6r2
b b
0 Eab = T@ Tab (421)
lo cual muestra que el término de radiacién oscura es el responsable de establecer la interaccion
gravitacional entre el bulk y la brane[25].
Como una consecuencia de la ecuacion de Codazzi, el tensor momentum-energia volumétrico,

junto con la simetria Z,, implican que se conserva el tensor momentum-energfa, es decir[23][25]

ITy=0, (4.22)

cuando tengamos campos escalares u otra clase de campos en el volumen, la afirmacién ante-
rior en general no es cierta, es decir que T}, no se conserva, produciéndose un intercambio de
energia-momentum entre la brane y el volumen. En el caso de que exista s6lo una constante
cosmoldgica en el volumen, no se darfa tal intercambio de energia. Considerando la anterior
expresién, encontramos que la identidad de Bianchi contraida 9°Gy, = 0, conduce nuevamente
a que la proyeccién del tensor de Weyl, obedece a la restriccién 0°E,5 = %86 IT,5 , esto mues-
tra que E,p , se comporta como una fuente del tensor momentum-energfa volumétrico, lo cual
en general incluye gradientes espaciales y derivadas temporales. Entonces la evoluciéon e inho-
mogéneidades en los campos de materia puede generar efectos gravitacionales no locales en el
volumen, produciendo una reaccién de la brane.

Finalmente se recalca, aunque ya se mostré anteriormente, que las ecuaciones dindmicas sobre

la brane son
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Gap = —Ashos + 871G NTas + K 1lag — Eoap (4.23)
abT’ab =Y, (424}

5 6r” 1
5 Eaﬁ = Ta Haﬁ . (425)

Es importante notar que, en general, este sistema de ecuaciones no costituyen un sistema
cerrado sobre la brane, ya que la ecuacién 0°E,z = %aﬁﬂaﬁ no determina E,s de forma
general, reflejando el hecho de que los grados de libertad volumétricos no pueden ser predichos
de los datos disponibles sobre la brane, principio holografico[12][52], pero el efecto del bulk sobre
la brane si se manifiesta, por ejemplo si se incorpora radiacién gravitacional afecta la brane,
de tal manera que se requiere solucionar la ecuacién de campo en el volumen para después

determinar completamente E,s sobre la brane[26].

4.2. Descomposicién covariante de los efectos volumétri-

cos locales y no locales

La forma general para el tensor momentum-energia sobre la brane para cualquier campo de
materia (campo escalar, fluido perfecto, cinética de gases, fluidos disipativos, etc), incluyendo

una combinacién de diferentes campos, puede ser escrito en forma covariante como[25]

Ta,é’ = puup + phozﬂ + Tag + qallg + qgly , (426}

aquf, p y p son la densidad de energfa y presién isotrépica, g, es el flujo de energfa y 7,5 es la
tension anisotrépica. Bajo algunas consideraciones, el tensor Il,gz, el cual involucra los efectos

volumétricos locales sobre la brane, puede ser escrito de forma bastante general como[25]

1 1
o = 2 [2,02 — 37TW7T“”] UqUg + 21 [2p2 +4pp + T — 4quq“] hag
1 - 1 1,
5 (P HD)Tap + To(aTh) + Glals) + 3P4(atp) = 750 To(alls) » (4.27)

12 3 12
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y donde bajo algunas consideraciones se se puede simplificar, en el caso de un fluido perfecto o

un campo escalar minimamente acoplado, para obtener

1 1
M5 = Epzuaug + Ep(p +2p)hag - (4.28)

Los efectos no-locales, es decir efectos de interaccién brane-bulk descritos por el tensor de

Weyl, del volumen estén incorporados en E,z sobre la brane, el cual se puede descomponer en

6 1
Eaﬁ = —m U(uau5 + ghaﬁ) + Pag -+ QQUg -+ qua , (429)

expresién que muestra el tensor de Weyl volumétrico como un tensor efectivo, el cual imprime
sobre la brane una densidad de energfa efectiva, un flujo de energfa y un flujo de esfuerzo
(stresses). La densidad de energia efectiva no local sobre la brane surge del campo gravitacional
libre en el volumen, es decir
1 2 a, B

U= —(6/1 ) Egpu®u”, (4.30)
donde la densidad de energia no local no necesariamente es positiva, y la presién no local efectiva
es %U . De igual forma, el esfuerzo anisotrépico no local surgido del campo gravitacional libre

en el volumen, es
1

Pag = =(GH N E@p) » (4.31)
y el flujo de energia no-local sobre la brane es
1
Qo = — (262N (B pu” + Egau®) 4.32
B B

6
Este es el esquema completo covariante al considerar un tensor momentum-energia suficien-

temente general sobre la brane[25][26].

4.3. Reduccién a la ecuacién de campo estandar

El modelo fisico modificado, objeto de este trabajo, si pretende ser un modelo factible, debe
cumplir el requisito de reduccién al modelo estdndar, bajo algunas simplificaciones coherentes,
ademds debe hacer algunas predicciones fisicas observables o medibles experimentalmente, que

no se puedan predecir o determinar del modelo estdndar. La ecuacién de campo ilustrada an-
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teriormente se puede reducir a la ecuaciéon de campo convencional si se considera k — 0,
mientras Gy permanezca finito. Sin embargo existen algunas diferencias importantes, ya que
la constante gravitacional de Newton Gy :Z;—? estd fuertemente ligada a la energfa del vacio
A, sobre la membrana, en otros términos se hace imposible definir la constante gravitacional de
Newton en una era donde la distincién entre energfa del vacio y la energfa de la materia normal
sea ambigua. Ademds, el término £, es parte del tensor de Weyl en cinco dimensiones el cual
lleva la informacién del campo gravitacional fuera de la membrana, este se puede despreciar si el
espaciotiempo volumétrico es un espacio puramente anti-d Sitter ademds que su magnitud esta
restrigida al movimiento de la materia sobre la brane[23]. Considerando ™2 = M2 , A= M; y
A ~ k2)\?, estas no son cantidades a la escala de Planck, asumiendo que Mg, M, son suficien-
temente grandes comparadas con la escala de energia fundamental denotada por M, es decir
Mg > My My, > M, de esta forma tenemos que el primer término de la ecuacién de campo,
sobre la brane (e.c. 4.23), es la constante cosmolégica neta en cuatro dimensiones, donde A < 0,
para que A4 pueda tomar valores arbitrarios, especificando los valores de A y A. El segundo
término, corresponde a la contribucién de la materia normal la cual debe satisfacer la condicién
de energfa local. El tercer término, que es cuadratico en 7,3 se espera sea despreciable en el
limite de baja energifa, esto se puede mostrar obteniéndo la razén de éste término con el segundo

término, lo cual es aproximadamente

L N S R
G |Tagl G |Tagl M}

~0, (4.33)

por ultimo, considerando el término correspondiente al tensor de Weyl, en particular su parte

‘longitudinal’ E£5 , es decir la componente ‘tangencial’ del tensor de Weyl, tenemos

| Ezs A R M
GN |Tag] GN |Tapl My

~0, (4.34)

luego tiene el mismo ordén de magnitud del tercer término de la ecuacién de campo. Posterior-
mente se considera, la parte transversal del tensor de Weyl, el cual esta directamente relacionado
con la exitacién de materia sobre la brane. De acuerdo a lo estimado anteriormente se puede
concluir que la ecuacién gravitacional efectiva, a bajas energfas, sobre la brane se reduce a la

ecuacion gravitacional en cuatro dimensiones efectiva

Gag = —A4ha5 + SWGNTag . (435)
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La cantidad A4 es la constante cosmoldgica en cuatro dimensiones sobre la brane, la cual
es una combinacion de la constante cosmoldgica en cinco dimensiones y de la tensién sobre la
brane. El caso Ay = 0 corresponde a la condicién de ajuste fino citada en (3.11), (ver apéndice
G), e igualmente se habia encontrado que la constante de Newton Gy estd dada por la constante
de acople gravitacional y la tensién en la brane. Los términos inusuales 11,3, E,3, juegan un rol
importante en el universo brane temprano, pero pueden ser omitidos hoy dia. De tal forma que

en el limite de baja energfa se recupera completamente la ecuacion de Einstein[23].
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Capitulo 5
Ecuacion de Friedmann modificada

En cosmologia las ecuaciones que permiten una interpretacién y asociacién directa con los
parametros observables, son las ecuaciones de Friedmann, que consisten en una ecuacién para la
conservacién de energfa y una ecuacién de movimiento, siguiendo el anédlisis convencional y en
el marco del brane-world, es posible obtener tales ecuaciones, las cuales permitiran modelar e
interpretar fenémenos y pardmetros del universo observable.

Tomando en consideracion la isotropfa y homogéneidad de nuestro universo, requerimos que
(M5, gu) contenga un subespacio de tres dimensiones de maxima simetria (V, yaﬂ) , es decir
que conserve la simetria esférica, de tal forma que se puedan obtener soluciones cosmoldgicas,

entonces se puede formular el siguiente ansatz, (considerado anteriormente )] [27][28]

dsz = —n®(t,y)dt* + a*(t,y)y,da'da? + V(¢ y)dy?, (5.1)

donde, como se ha dicho anteriormente ¥y es la coordenada de la dimensién adicional, sin
especificar cuando es compacta o extensa. Ademads, si nuestro universo es una hipersuperficie en
y = 0, el factor de escala es dado por a(t,y = 0). Como en el modelo RS esta métrica no es
factorizable, se asume una parametrizacion diferente de ella, la cual se muestra mas adelante.
De la ecuacién de Einstein 4D, inducida sobre la brane G5 = —A4hos +8TGNT 5+ /{41_[@5 —
E, s, donde Il 4 se relaciona con el tensor momentum-energia, y E,g es la correccién que surge
del tensor de Weyl en el volumen, la cual introduce una densidad de energfa no local U, es

decir una densidad de energfa propia del bulk, por lo tanto en consideraciéon del modelo Randall-

1 Este anzatz corresponde al mismo que se considerd en el modelo Randall-Sundrum, y como ya se menciond
anteriormente permite obtener soluciones cosmoldgicas coherentes con el modelo estandar de la cosmologia.
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Sundrum, con una brane localizada en y = 0 , se pueden obtener cantidades observables.
Para determinar la ecuaciéon de Friedmann se procede segin lo anterior y considerando la

siguiente forma de la métrica (escrita de forma general)

ds® = —e*PWae? + 2PN dy? 4 2wl daidal, i,j=1,2,3, (5.2)

la métrica s6lo depende de (¢, y) y es plana en el espacio 3D. Por simplicidad también se restringe
a, [ al caso de funciones pares de y , para esta métrica las componentes no-cero del tensor de

Einstein son (ver apéndice E)[29)

Goo =3 [dQ + dB — o —2a"”% + O/ﬂ/} , (5.3)

Gij = 0,3 P [—2d “ 34— [+ 20" + 30 + ﬁ”} : (5.4)
.. N 2 . °

Gy =3 [—a —2a +af+a”+ o/ﬁ'} , (5.5)

Gos =3 {ﬁ’d + 0/5 o — o'zo/} , (5.6)

asumiendo que «, § son funciones suaves de |y| y de t, se puede considerar «(y,t) = of lyl,t)

~

y B(y,t) = B( |y|,t), que representan funciones suaves en una vecindad de |y|, de tal forma que

se puede demostrar lo siguiente

o daly,t)  [oa(lyl, 0]
o(?) _ylg(% dy B I dy| 1 jyi=o ’ (5.7)

o) | Byl

L 4 lyl=0

sustituyendo en Gog, Gos, Gij, Gaa, € introduciendo adecuadamente el tensor momentum-energia

en la siguiente forma

Tg = dlag [(_pap7p7p7 0)6_5(5(3/) + (AB,AB,AB,a AB,AB,)} ) (59)
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donde p y pson la densidad de energia y presién de materia sobre la brane, Ag es la constante
cosmolégica volumétrica.
Esto lleva a encontrar una serie de ecuaciones que definen el acople dindmico entre los grados

de libertad de la brane y el volumen, para y = 0, es decir sobre la brane, tenemos

2
_ NP o)

1 = 6 y (510)
2
2
g, = 1 P6+ 3P) so) (5.11)
para y > 0, es decir en el volumen o espacio 5D, tenemos

2 2 / K 2

a +af—a"—2d%+dp = —§ABe h, (5.12)
. 2
— 20— 30 — f+2d" + 3%+ 3" = Kk2Ape*” | (5.13)
B 2 (2

—a—2a +af+a?+dp = EABew : (5.14)
Ba+aB—a —ad =0, (5.15)

y debido a la consideracion de suavidad respecto de y de las funciones «, (3, se puede realizar
una expansion en serie de potencias de las mismas y haciendo uso del sistema acoplado, se logra

determinar, a orden cero, la siguiente ecuacion

. : 4 1 1
— g — 202 + BBy = (§/£2AB + %/ﬁ2(p + 3p)p> e*Po (5.16)

y definiendo una nueva variable temporal ¢, por dt = e’odt , el cual representa el tiempo propio
cosmoldgico convencional, esto es el tiempo propio medido por observadores coméviles (es decir

observadores que se mueven con la expansién del universo) sobre la brane, se obtiene

d? dog\?  K2A 4 3
fif—z(of) _5hs | wolot3p) (5.17)
dt dt

3 36
y donde se puede asumir que p = A+ p,,, P = —A+ P, con A representando la energfa del vacio
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o tensién sobre la brane, con esto se obtiene la siguiente expresién

d2 dao\?  K2A N2 KAIN(Bp — 4 + 3pm
B AOéQO_Q(Oﬁ)) _ A KN EAGPn = pn) | KPP p), (5.18)
i i 3 18 36 36

dag

2
) , la cual es
dt

esto conduce a encontrar una ecuacién para H? , definida por H? = <

(5.19)

d[H?e] KN 26%Ap L BN = 3Pm) | K (P & 3Pin)
[ e —
dayg 9 3 18 18

La ecuacién anterior representa una ecuacién lineal a primer orden para H?, si se considera
el lado derecho como un término fuente que es una funcién de «gy. Implicitamente, el haber
cambiado las variables de t a g, es la restriccién a fases de evolucién del universo en las cuales
las dos variables estan relacionadas una a otra de manera mondétona[29].

Para solucionar la ecuacién anterior, se re-escribe la ecuaciéon de conservacién de energia,

como % +3(p,,, + Pm) = 0, lo cual implica p,,, = —p,, — %ZPT*;, sustituyendo este resultado en la
ecuacién anterior, se obtiene
d[H?e']  , [r*]\*  2x*Ap K2\ dp K4 dp?
G C T e - + Apg, + =) + — (4p2 + 2 )|, 5.20
dao 9 3 18\ T dag ) 36\ dag (5.20)
expresiéon que nos conduce a[29]
4)\2 2\ 4\ 4.2
=t B2 B B Pm oy getao (5.21)

36 6 18 36

donde J es una constante de integracién que puede ser positiva o negativa, la expresién anterior
representa la ecuacién de Friedmann modificada, objeto central en el desarrollo de este trabajo.

En una brane la ecuacién para H? tiene una estructura diferente por tres razones. Primero
existen dos términos adicionales que resultan de la tensién en la brane y de la constante cos-
moldégica negativa en el volumen. En el escenario RS, estos términos se pueden escoger para que
se cancelen exactamente. Segundo, en adicién al término normal proporcional a p,, existe un
4o

término proporcinal a p?, , llegando a ser despreciable si p,, << A. Tercero, el término Je~

que surge solamente de condiciones iniciales, muestra un nuevo hecho cualitativamente distinto
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del escenario RS, como consecuencia de la reduccién de 5D a 4D en la cual H? puede ser
libremente especificado en algin tiempo inicial.

En el anédlisis anterior se consideré que no existe energia en el volumen sélo A[21][22], y
que la brane es plana k = 0, pero se puede hacer un andlisis més general, considerando una
densidad de energia y presion en el volumen, y en general una brane no plana, de tal manera

que el tensor-momentum, se puede escribir de la siguiente forma

Tg = diag [(=p,p,p,p,0)e ?6(y) + (o, P, Py, P, Pr)] , (5.22)

donde Pr, es la componente de flujo de energia en la quinta dimensién, pero se puede considerar,
que no existe flujo, luego Pr = 0. De igual manera se obtiene un sistema acoplado de ecuaciones
diferenciales, de segundo orden, no-lineales. Aun asi, es posible encontrar una solucién en la
que pp = Pp = Pp, es decir que el volumen actia como si tuviera una constante cosmolégica
Ap = K?pg, lo cual corresponde al caso ya considerado anteriormente.

Se pueden reescribir las condiciones de frontera o de empalme de la siguiente manera

o) = liy [0 (1) = /(1. =) (5.23)

por lo tanto en un volumen Z,—simétrico, se tiene[21]

A(t,y=0)==1[], (5.24)

lo cual establece las condiciones de empalme o de frontera de Israel, que indica que el salto de
una regién a otra, a través de un hipersuperficie con algiin contenido de energia en y = 0 ,
siendo no cero. Aqui, la hipersuperficie es nuestro universo brane, el cual afecta la geometria
volumétrica debido a su contenido de radiacién y materia. Ademds se tiene que
) 2 12
—a—2a +taf+a?+dp = EABeZB : (5.25)
y junto con el tensor momentum-energia, conduce a las siguientes condiciones[22]

R A

= , s = 3p+2p), 5.26
aode 3P i 3(p p) (5.26)

donde ag = a(t,y =0), B, = B(t,y = 0).
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Si se consideran las relaciones entre las constantes (ver apéndice G), se logra obtener una
forma mds natural para la ecuacién de Friedmann x2)\* = 6Ap, k?\ = 487G, k2 = 887G,
Ay = L1k?(Ap + 16207, U = LriN%.

Segun, las relaciones anteriores, se obtiene la ecuacién de Friedmann modificada, para el
modelo RSII

KA k2, kK Ay 2U

A R el 5.27
s/t T RT3 T (5:27)

H? =
en la cual se ha identificado a = R, expresién que presenta, dos términos adicionales como se
menciond anteriormente, el término cuadratico en la densidad de energia sobre la brane, y el
término correspondiente a la radiacién oscura.

La ecuacion anterior, se puede relacionar directamente con la masa de Planck, lo cual per-
mitird obtener la escala de energfas, que introduce el modelo de brane-world; se tiene que la
relacion de la constante de acople gravitacional, con la masa de Planck o los pardmetros de la
brane, en cuatro dimensiones es: ki = 817Gy = (4)8—]@123 = %54)\, cuyo valor numérico, toma el
valor, #3 = 871Gy = 81 x 1073 (GeV)?. De igual manera se obtiene la relacién de la con-
stante de acople gravitacional y la masa de Planck, en cinco dimensiones, x? = 87G = z\%’
conduciendo a Mp <<® Mp = 1,2 x 10°GeV, en tanto que Mp ~ TeV, lo cual haria que el
modelo de brane-world pueda ser explorado en aceleradores de particulas convencionales[29).

Segin lo anterior la ecuacién de Friedmann modificada, en términos de la masa de Planck,
toma la siguiente forma

8m ko Ay 1672 , 2U

H = T p —
303

RT3 o

(5.28)

donde las limitaciones sobre Mp, y el término de radiacién oscura, se basan en los requerimientos
de que los cambios en la rata de expansién debido al término cuadrético, y al de radiacién
oscura, sean suficientemente pequefios, para que la abundancia de *He, observada, ajuste con
la prediccién del modelo de brane-world (en este trabajo no se discute las restricciones de
nucleosintesis).

Bajo la consideracién de una ecuacién de estado p = (7—1)p, donde 7 es el indice barotrépico,
se puede expresar, la ecuaciéon de Friedmann modificada para una membrana con algiin contenido

fisico, de la siguiente forma
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- CGR C)\ k A4 Cu

2 B T A T
H_R3V+W R2+3+R4’ (5.29)
K/2 Iﬂ?z
donde podemos definir las constantes de la siguiente forma Cgr = %R‘g”’p, C, = %Rmpz,
Cy = Kf AR4U, e involucrar diferentes contenidos sobre la brane, asignando valores distintos

@
al indice barotrépico v[30], por ejemplo, brane con materia no relativista v = 1, con radiacién

v = 4/3, con dominio de constante cosmolégica v = 0, con paredes de dominio v = 1/3, con
cuerdas césmicas v = 2/3, o con energia oscura v = —1/3, entre otros casos[30]. La ecuacién de
Friedmann modificada, escrita en estos términos, es la que permitird estudiar, en este trabajo,
algunos hechos y consecuencias de la cosmologia de membranas.
En la anterior expresion si hacemos tender A — oo, los términos adicionales desaparecen
conduciendo a la ecuacion de Friedmann estéandar o convencional
:_Gor_ k| M (5.30)
R R2 37 '

si v = 1, y considerando la definicién de la constante de Hubble, se obtiene la forma clasica de

la ecuacién de Friedmann

-2 87TG(4)R2 A4
R = @it 4
3 773

ecuacion cuya incégnita fundamental es la evolucién del factor de escala R , a partir de la

R*—k, (5.31)

densidad y la presién, conocida la ecuacién de estado.
La dindmica del universo se estudia a partir de la ecuaciéon de Friedmann y de la ecuacién de

evolucién para un fluido, sin presién, y sin interaccion, es decir

pi+3H(p; +pi) =0, (5.32)

cuya solucién para materia es
= po(— 2.33
Pi pZO( R> ) ( )

y donde el sub-indice i se refiere a las componentes del fluido ideal. De tal manera que si el
universo es dominado por materia no relativista con presién despreciable, entonces la densidad
de energia se comporta como

pox R, para p«p, (5.34)
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en tanto que si la densidad de energfa es dominada por particulas relativistas, como fotones, la

presién no es despreciable p = £, lo cual conduce a

pox R vpara p= g , (5.35)

por consiguiente, las ecuaciones fundamentales de la dindmica cosmoldgica son la ecuacién de
Friedmann, la ecuaciéon de conservacion de la energfa, y la ecuacién de estado.
Entre muchas otras cosas, con un andlisis similar al anterior, puede encontrarse que la ra-

diacién oscura evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuacién|30]
U=—4HU , (5.36)

cuya solucién es
U=UR™, (5.37)

lo cual muestra que decaé como la radiacién convencional.
Con los elementos anteriores y considerando el modelo estdndar de la cosmologia como un
referente fundamental para el desarrollo de este trabajo, en la siguiente seccién se desarrollaran

los elementos bésicos de la cosmologia estandar.



40

Capitulo 6

Cosmologia Estandar

6.1. Dinamica del modelo de Friedmann

La siguiente descripcion de la cosmologia estdndar ilustra el modelo de universo de Friedmann
basado en los siguientes principios:

1. El principio cosmoldgico, el cual, segiin las observaciones el Universo es isotrépico, homogé-
neo, y se expande uniformemente a gran escala, lo cual conduce a la métrica Roberson-Walker.

2. Postulado de Weyl, de acuerdo al cual las lineas de universo de particulas se encuentran
en un punto singular en el pasado finito o infinito. Significa esto que existe una tnica linea de
universo pasando por cada punto del espacio tiempo.

3. La Relatividad General, la cual relaciona el tensor momentum-energia, con las propiedades
geométricas del espacio-tiempo.

En consideracién de las ecuaciones de campo y de los principios anteriores tenemos[31]

. AnG 3 1

R= _”TR <p+ c—f) + 3 MR, (6.1)
.2 8 G 2 1

R = Wg PRe_ % MR (6.2)

aqui, R es el radio de curvatura presente o actual R.(tg) = R, ademds, p densidad de energia
del Universo, p la presiéon debida a la densidad de energia, y A4 corresponde a la constante

cosmolégica sobre el Universo introducida para obtener una solucién estética.
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6.2. Modelo estandar con Ay =0

Considerando el modelo estdndar con materia no relativista conocida como polvo, donde
cosmolégicamente significa un fluido sin presién es decir p = 0, A = 0. La densidad de energia

del fluido cambia con la expansién del universo segiin p = p,R~3, con lo cual se obtiene

- AnGp
R=— 3R2°, (6.3)
-2 87Gp ?
R = SRO_@’ (6.4)
definiendo la densidad critica y los pardmetros de densidad por
3H?
Do = ﬁ = 1,88 x 107%4% Kgm™3, (6.5)
po 8mG
Qy=—=— 6.6
obtenemos
. QOH2
R=— 3R2° : (6.7)
2 O 2 2
e % . (6.8)
Para la época actual tenemos t=1t,, Ry=1, RO = Hy , esto permite obtener
2
c
Hy(1-Q) = e (6.9)
lo cual conduce a
2
—c
= 6.10
HE (1= 00) (6:10)
R = & K = M (6.11)
(2 — 1" (c/Ho)*

esto iltimo muestra que existe una relacién uno-a-uno entre la densidad de energia del Universo
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y su curvatura espacial, que es una de los mejores resultados del modelo de Friedmann sin

constante cosmoldgica. Si la curvatura espacial es cero, tenemos

Q=1, (6.12)

y la ecuacién dindmica de Friedmann se pueden expresar como

.2 1
R =H} [QO (E - 1) + 1} , (6.13)
si R toma valores grandes, se puede escribir la relacién anterior como

R - H2[1— Q] , (6.14)

donde tenemos los siguientes casos:

1. Modelos con €2y < 1, tienen geometrias abiertas hiperbdlicas y se expanden con R — oo,
y su velocidad de expansién se puede expresar como R= Hy[1 - Qo]l/ 2,

2. Modelos con €y > 1, tienen geometrias esféricas cerradas y la expansion se frena con algin
valor finito de R = R4, , alcanzando una rata de expansién imaginaria en el infinito.

3 Modelos con €2y = 1, separan los modelos abiertos de los cerrados. La velocidad de expan-
sién tiende a cero cuando R tiende a infinito.

Sabemos que Hjy mide la rata de expansién global de la distribucién de galaxias, luego se

puede definir la desaceleracion local del universo en la época actual, por[31][32]

RR
Qo=—| "% , (6.15)
R

to

que de forma simplificada es
1
G = 58 - (6.16)

6.2.1. Relacién corrimiento al rojo-tiempo césmico

Se puede encontrar que el factor de escala se relaciona con el corrimiento al rojo mediante

las siguientes expresiones[5]
R=(1+42)"", (6.17)
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dz dR
2 R 6.18
dt dt ’ (6.18)
con esto se obtiene
d
d—j = —Hy(1+2)? (2 + 1), (6.19)
y donde ademds, el tiempo césmico medido desde el Big-Bang se obtiene de
t—/tdt——l/z dz (6.20)
0 Ho Joo (14 2)% (Qoz + 1)Y2’ ‘

igualmente, se puede encontrar la edad del universo para diferentes modelos integrando desde

z=0 a z=

Q Q0= 1\"? (Q—1)Y?
to = Sen~! ( ) — , si Qg >1, 6.21
’ Hy (2 1)3/2 [ Qo Qo ° ( )
Q (1—Q) "2 . (1—(20)1/2
to = — Senh , si Qo<1 6.22
T HG-0" | % o : (0:22)
2 :
to S—H,O, S1 QO =1. (623)

6.2.2. Medida de distancia como funcién del corrimiento al rojo

De igual forma podemos hallar la expresién para la distancia coordenada radial comoévil y

la distancia diamétral angular comdévil, en funcién del corrimiento al rojo, con dr = sz?:) =

—c(1 + z)dt. Es importante aclarar que ¢ es el tiempo césmico, esto es, el tiempo medido por

el reloj de un observador fundamental, es decir observadores que se mueven de tal manera que
el Universo siempre se muestra isotrépico a ellos y 7 la distancia coordenada radial comévil la
cual estd fija (ver apéndice E), a por ejemplo una galaxia, para todo tiempo, ésta es la distancia
propia que tendrfa la galaxia si su linea de mundo fuera proyectada hacia la época actual gy

su distancia medidad en esta época[31]. Segun lo anterior se obtiene
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c [~ dz
= — , 6.24
' HO/U (1+2)(Qz + 1)1 (6.24)
y en el caso de curvatura positiva, se puede encontrar la medida de distancia didmetral angular

cémovil

T
R

y como la integral se puede hacer analiticamente, se pueden deducir las siguientes expresiones

D = RSen(=) , (6.25)

2c L Qoz+ 1\ _ _1/2
= [tan"" —tan 1 (Qy — 1)V .2
r Ho(Q — 1)172 [an (Qo—l) an” (Q — 1) ; (6.26)
2c
D=—— 10 Q0 —2) [(Q nHY?2 -1 2
HOQ%(l—{—Z){ 0z + (0 )[( 0z +1) }} ) (6.27)

estas expresiones son vilidas para cualquier valor de 5. En el caso de un Universo vacio, o

modelo de Milne, ©y = 0, se obtiene, como caso particular[30][31].

ez (1+3)
T Hy(1+42)

(6.28)

6.3. Modelos con constante cosmolégica Ay # 0

Si consideramos que la constante cosmolégica es distinta de cero, obtenemos el siguiente

sistema de ecuaciones

SUPYe: 3 1
R= —WTR <p + C—f) + AR, (6.29)
.2 8 G 2 1
R = ”3 PR2— % AR, (6.30)
3 _

y nuevamente si asuminos que tenemos materia no relativista en el Universo, tenemos <5 = 0,

con lo cual se obtiene

ArGRp 1 AnGp,
_ MR = —
3 Tyl 3R?

Se puede deducir una expresioén similar sélo considerando que la densidad de energia se puede

R=

1
+ 3R (6.31)
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descomponer en una densidad de energfa proveniente de la materia y una densidad de energfa

proveniente del vacio, y que satisfaga la ecuacién p = p,R~3, de tal forma que podemos escribir

- 47 3pu
R = _TR <pm + p, + =2 > , (6.32)
donde p, = —c?p, , con esto se obtiene
- 4G
R=——=(pm - 2p,) (6.33)
y cuando el universo se expande p,, = 25, y p, = Cte , de tal forma que se obtiene
. drGp, 8nGp
R=— *R 6.34
s T3 B (6.34)
y donde se puede definir Ay = 87Gp,.
En elcasodet=ty,, R(ty) =1, se obtiene
. AnG 81G
R=—""P0 PP (6.35)
3 3
definiendo Qy, = SQTGO’Q’“ , Ay =3H? Qu,, obtenemos
1
qo = 590 — Qs (6.36)
de tal forma que las ecuaciones dindmicas se pueden escribir como
. Qng 2 2
R=— 5T + Oy, HyR", (6.37)
.2 0 H2 2
R % + O H2R? (6.38)
nuevamente en el caso de t =ty , R(ty) =1, R= Hy, se encuentra
.2 , & ,
R — QQHO - @ + QAHO y (639)

lo cual conduce a
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K= , (6.40)
y si la curvatura espacial es cero, es decir plana euclideana, encontramos
(Q+Q)=1. (6.41)

6.3.1. Relacién corrimiento al rojo-tiempo césmico

Se puede deducir que la expresién para el cambio de z con ¢ es[31]

o H(1 4 ) (4 2P 4 1)~ ez +2)] (6.42)

de tal forma que el tiempo césmico transcurrido desde el Big-Bang hasta la época actual, se

obtiene de

1 [ dz
= H, /oo (142) [(1+ 22 (Qoz 4+ 1) — Qaz(z + 2)] (6.43)

6.3.2. Medida de distancias con Ay # 0

De igual forma que en la seccién anterior, se puede encontrar la distancia coordenada radial

comévil, con

1/2

R=Hy(1+2) " [(1+2)*(Qz+1) — Qz(z+2)] ", (6.44)

y con la cual se puede deducir la expresién para la coordenada radial

c [7 dz
~ Hy 6.45
g Ho/o [(1+Z)2(QOZ+1)—QAZ(Z+2)]1/2 ) ( )
y de forma similar se deduce la expresién para la distancia D. Generalmente las soluciones se

dan en términos de funciones elipticas[31][32].
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6.4. Dominio de Materia

Se conoce hoy dia que la densidad de energia de las formas conocidadas de radiacion en el
universo presente es menor de un centésimo de la densidad de la masa o materia actual, lo cual
indica que la evolucién del universo ha estado regida por materia no relativista, al menos desde
el comienzo del tiempo cuando R(t) tenfa un centésimo de su valor presente. El estudio de
las relaciones empiricas entre corrimiento al rojo, luminosidades, didmetros angulares, y otras
relaciones, revelan el amplio dominio de materia en el universdl], entonces, se puede considerar

que la densidad de energfa evoluciona de acuerdo a
p R
LA (

Py R—O)*S’ ) (6.46)

esto permite encontrar la densidad actual y el pardmetro de curvatura en términos de Hy, y qo

k
2 = (2o~ DG (6.47)
87G
”3 0 _ 9g,H2 (6.48)

expresiones con las cuales podemos obtener una relacién para la dindmica del factor de escala

R
(B

de tal forma que la solucién general de la anterior ecuacién es

)? = H; [1 — 2o + 2%(%)] , (6.49)

R

1/ Ro. 172
t=— 1-2 2q0(— dR 6.50
i) |- w2 . (6.50
0

expresion que nos permite conocer el tiempo, en particular, la edad actual del universo

|7 Ry ] Y2

= — 1-2 2q0(— bl

to Ho/[ qo + QU(R)} AR , (6.51)
0

1Si se considera sélo la existencia de materia ordinaria, sin tomar en consideracién las observaciones recientes
y los nuevos contenidos energia del universo.
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y por lo tanto se concluye que para cualquir ¢ positivo, la edad del universo debe ser menor que
el tiempo de Hubble[32]

1
t — 6.52
0 < Hy ( )

6.5. Densidad y presion del Universo actual

En el universo actual se puede determinar la densidad de energfa y la presién tomando las

siguientes relaciones

Po = S G (H + ?) s (653)
S k+H2(1—2 ) (6.54)
Do = 7G R2 qo0 ’ .

R6 RO

donde H, = %, go = — , el sub-indice cero indica la época actual. De la expresién para la

densidad de energia se sigue que la curvatura espacial = 7 s negativa o positiva, de acuerdo
3H?

a si el valor de p, es menor o mayor que un cierto valor de densidad critica, p. = & ~

29 0
1 1 x 107 (75Km/sec/Mpc) g/cm

Considerando que el universo presente o actual se encuentra dominado por materia no
relativista, se puede asumir que py << p,, si esto es asi, se puede deducir una expresién que

permite encontrar la curvatura espacial en términos de los pardmetros observables Hy, y qo

RQ - (2QO 1)H§ ) (655)

también se puede obtener, una expresién que relacione la densidad actual de materia con la
densidad critica, mediante el pardmetro observable g

P 9240, (6.56)

C
para qg > % el universo es positivamente curvo, mientras que para qg < % el universo es neg-
ativamente curvo. Si por ejemplo consideramos ¢y ~ 1y Hy =~ 75km/sec /Mpc , valores
deducidos de la observaciones de corrimiento al rojo y luminosidad, encontrarfamos que la den-

sidad del universo es alrededor de 2p,. , es decir 2 x 1072 g/cm? . Pero desafortunadamente este
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resultado no estd de acuerdo con la densidad observada de masa galdctica, encontrando que
pe = 3,1 x1073g/ cm?’(m)z, esto es menor que el valor anotado anteriormente, por un
factor de ”’)—f ~ 0,028.

Si la masa del universo principalmente fuera la masa de las galaxias, es decir p, >~ p. en tal
caso ¢ ~ 0,014, lo cual implica un universo negativamente curvo o abierto, sin embargo, este
valor de desaceleracién no esta de acuerdo con los resultados encontrados bajo observaciones de
luminosidad y corrimineto al rojo, las cuales suministran un valor de ¢y < 1. Sin embargo, si
se acepta tentativamente que gy es del orden de la unidad, se puede concluir que la densidad de
masa es de alrededor de 2 x 1072g/em? cantidad mayor que pg , lo cual indica que debe existir
alo mds fuera de las galaxias normales.

Si la densidad de energfa del universo es dominada por particulas altamente relativistas,

Po

2, resultando las siguientes relaciones

entonces la presién es py =

2
= (00— 1)Hg (6.57)
0
% — 0, (6.58)

El pardmetro de desaceleracion critica, para un universo plano k£ = 0 con densidad de energia
Po = P, conduce a ¢p = 1, y la densidad de energfa es la mitad de lo que se requiere para llenar
el universo de polvo[32].

Para hacer algunas consideraciones y andlisis dentro del escenario de los universos membrana
o modelo braneworld, es conveniente tener presente las siguientes ecuaciones centrales de la

cosmologfa estdndar

N\ 2
a 81G kA
H2:(a) == /r-atg; (6.59)
a 4rG A
- R (6.60)
w; bi p; < (14 2)3(1+wi) , (6.61)
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a 1
=———=—(143w), 6.62
a(2) =~ = (14 30) (6.:62)
donde el pardmetro de desaceleracién esta definido como una cantidad negativa, de tal forma
que ¢ > 0 implica una desaceleraciéon de la expansién césmica; ¢ < 0 implica una aceleracion

de la expansién césmica. Como se mostré anteriormente, la densidad critica de materia-energia

3H?
881G
P

si - > 1 implica un universo positivamente curvo k& = +1, y si pﬁ < 1 implica un universo
c

c

se define como p, = con la cual tenemos que si pﬁ = 1 implica un universo plano k£ = 0,

c

negativamente curvo k = —1.

6.6. Medida de distancias en cosmologia

En cosmologia existen muchas maneras distintas de especificar la distancia entre dos puntos,
debido a la expansién del Universo, las distancias entre objetos comdéviles estd cambiando segin
cambia el factor de escala. La constante de Hubble Hj, es la constante de proporcionalidad entre
la velocidad de recesién v (velocidad con la que se alejan las galaxias) y la distancia d en la

expansién del Universo (distancia a la que se encuentra una galaxia)[33],

v = Hod (6.63)

las dimensiones de H, son inversas del tiempo, usualmente se escribe

Hy=100h km s Mpc™!, (6.64)

donde h es un factor que paramétriza el desconocimiento del valor exacto de Hy, se considera

0,6 < h < 0,9. El inverso de la constante de Hubble es el llamado tiempo de Hubble,

1
i = £ = 9,78 % 10° b yr =3,09x 101 bt s | (6.65)
0

igualmente se define la distancia de Hubble como la distancia que recorre la luz en el tiempo de
Hubble

Dy =cxty— Hi — 3000h"" Mpe = 9,26 x 100" m, . (6.66)
0

Estas cantidades determinan la escala del Universo, es decir que permiten paramétrizar
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cualquier distancia o tiempo. Ademads, es convencional en cosmologia trabajar en unidades ge-

ométricas con ¢ = ty = Dy = 1[33].

6.6.1. Distancia Comévil (Linea de Visién)

Se define como la distancia entre dos objetos en el Universo que permanece constante con la
época, si los dos objetos se mueven con el flujo de Hubble. En cosmologia estdndar se define la

funcién de Hubble, que corresponde a la ecuacién de Friedman en términos de densidades|33]

H(2) = /Qo(1+ 23+ Q1+ 2)2+ Q. (6.67)

La distancia comévil total se obtiene de

D. = Dy / dz (6.68)

esta medida de distancia se puede considerar como la medida fundamental de distancia, ya que

permite obtener las otras medidas de distancia en términos de ésta.

6.6.2. Distancia Comdévil (Transversal)

La distancia comévil entre dos eventos con el mismo corrimiento al rojo o distancia pero
separados por algin dngulo permite definir la distancia comévil transversal, la cual se define

mediante las siguientes expresiones|[33]

1 D.
Dy = Dy———Senh[\/Out]; Q4 >0, (6.69)
| €2 Du
1 D.
| €2 Du

6.6.3. Distancia Diametral Angular

Esta distancia se define como la razén del tamano fisico transversal de un objeto a su tamano
angular. Es usada para convertir separaciones angulares en las imagenes de telescopios en sep-

araciones en las fuentes. La distancia diametral angular se relaciona con la distancia comévil
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transversal mediante[33]

Dy,
142

Dy = (6.72)

6.6.4. Distancia de Luminosidad

La distancia de luminosidad se define como la relacién entre el flujo bolométrico S y la

L
Dy =4/ —— .
L V 47S "’ (6.73)

se relaciona con la distancia comdévil transversal y la distancia diametral angular de la siguiente
formal[33]

luminosidad bolométrica L,

Dp =14 2)Dy = (1+2)>D, . (6.74)

6.6.5. Volumen Comodvil

Se define como el volumen de un flujo de Hubble que encierra una cierta cantidad de objetos
que no evolucionan y que permanece constante con el corrimiento al rojo. El elemento de volumen
comévil en un dngulo sélido d) y en un intervélo de corrimiento al rojo dz es[33]

(1+2)2D?%
————=dQdz . 6.75

E(2) (6.75)

La integral del elemento de volumen comévil desde el presente hasta un corrimiento al rojo

dVe = Dy

z da el volumen comévil total

QkD2 _ |Qk‘D]\/j
47t D3 Dyy/1+ =5z Senh 1V
Ve = (” H) Di Di | 0,50, (6.76)
20, Dy V||
47 D3
Ve = WsM L Q=0 (6.77)
QkD2 _ |Qk‘DM
A1 D3 Dyy/1+ =% Sen 1 VX
Ve = (” H) Dh Di | 0,<0. (6.78)
ZQk DH \/|Qk|
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El volumen comévil y su integral son usados frecuentemente para predecir el nimero de

conteos o las densidades de luminosidad.

6.6.6. El tiempo retrospectivo (lookback time)

El tiempo retrospectivo de un objeto es la diferencia entre la edad del Universo hoy y la edad
del Universo en el tiempo en que fueron emitidos los fotones. Es usado para predecir propiedades
de objetos de alto corrimiento al rojo, es decir objetos muy viejos o edad temprana del Universo,

con modelos de evolucién. Se puede obtener la expresion[33]

¥ dz
tr, = tH/O m (6.79)

6.6.7. Probabilidad de interseccién de objetos

Dada una poblacién de objetos con densidad de nimero comévil n(z) y seccién eficéz o(z),
el diferencial de probabilidad dP de que una linea de visién intersecte uno de estos objetos en

un intervalo de corrimiento al rojo dz a un corrimiento al rojo z, estd dado por[33]

(1+2)°

dP =n(z)o(z)Dy )

dz. (6.80)

Se puede definir n(z)o(z) Dy = 1 para obtener una expresién adimensional.

6.7. Escala de distancias en cosmologia

La causa fundamental de incertidumbre en la medida de distancias a objetos lejanos estriba
en que no puede usarse un mismo método o indicador de distancia para todas las distancias,
sino que hay que usar indicadores distintos segtn la lejania. Aunque algunos indicadores pueden
utilizarse para un amplio rango de distancias, deben calibrarse previamente mediante otros indi-
cadores. Los indicadores méds precisos, pero que sélo se pueden utilizar en cortas distancias, son
los llamados calibradores, los cuales permiten determinar los demés indicadores, en particular
los llamados indicadores primarios, que se utlilizan para medir distancias a objetos muy lejanos
como para emplear los calibradores. Los indicadores primarios sirven, a su vez, para calibrar los

indicadores secundarios, los cuales permiten medir distancias lejanas como para utilizar indi-
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cadores primarios. Finalmente, los indicadores primarios y secundarios se utilizan para calibrar
los indicadores terciarios, los cuales se emplean para medir las distancias de los objetos mds
lejanos[39).

El indicador mas destacado y que cubre un mayor rango de distancias lo constituyen las
supernovas tipo Ia (SN Ia). A diferencia de las otras supernovas, cuyos progenitores son estrellas
de gran masa, las SN Ia proceden de sistemas binarios compuestos por una enana blanca y una
gigante roja que se encuentran suficientemente préximas como para que se produzca captura de
masa de la gigante roja por parte de la enana blanca, conduciendo a un mecanismo de explosién.
La gran luminosidad del méximo, su relativa uniformidad, junto con la posibilidad de determinar
si se ha observado el mismo o no, sitiia a las supernovas Ia como indicadores privilegiados para
determinaciéon de grandes distancias, de tal forma que pueden calificarse de indicadores ideales
(candelas estdndar), permitiendo ser observadas a grandes distancias de forma casi independiente
de la escala de distancias.

A finales de los afios noventa se encontré que las SN Ia situadas a escalas cosmolégicas er-
an més débiles (menos brillantes) de lo esperado, es decir que se hallaban mas lejos de lo que
corresponderfa a su corrimiento al rojo, lo cual llevé a concluir que el universo se halla en un
estado de expansién acelerada[47], por tal razén estos objetos constituyen un referente privile-
giado para estudiar y discriminar modelos cosmoldgicos[39], se mostrard posteriormente como se
puede utilizar la informacién proveniente de las SN Ia para restringir los modelos cosmolégicos
(técnica de méxima verosimilitud, ver apéndice H).

En el siguiente capitulo, se desarrollard la cosmologia sobre una membrana, no obstante, se
tendrd como referente principal la cosmologia estdandar ilustrada en este capitulo, de igual forma

las relaciones cosmolégicas presentadas aqui, asumimos se conservan en su esencia y en su forma.
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Capitulo 7

Cosmologia sobre una membrana

7.1. Cosmologia sobre una membrana con Ay =0

Siguiendo de forma paralela los desarrollos considerados previamenteﬂ, pero donde asumimos
el Universo como un membrana tipo Randall-Sundrum (Brane-World), y partiendo de la ecuacién

de Friedmann modificada[34][35], obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

-2 8rGp ., 8rGp* , 1 U
R 3 R+ 6N R+3 4R +47TG)\R k, (7.1)
- 47GR 47 Gp*  3p U 1
— — — - 2 - _A '2
R 3 (3p+p) ) (p +2)R 47TG)\R+3 4R, (7.2)

cuando se hace A — 00 , se obtienen las ecuaciones dindmicas de la cosmolégia estdndar. Al igual
que en la cosmologia estdndar, se puede considerar el caso en el cual la constante cosmolégica
en cuatro dimensiones es despreciable Ay = 0, y la materia sobre la brane es no relativista, es

decir p =0 , y la cual evoluciona como p = p,R™> , con lo cual se obtiene

R2 _ 8nGp, 871Gy} U
3R 6AR 4rG A

47Gp, 8TGp? U
~ 3R2 3AR5 4nG)

R* —k, (7.3)

R= R, (7.4)

!Estos desarrollos corresponden a un desarrollo y tratamiento similar a lo hecho en cosmologia estdndar, los
resultados obtenidos aqui no se reportan de esta forma en la literatura convencional, usualmente se presentan en
forma covariante o de manera mucho més genérica.
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3H?
8nG !

critica como fue tratada anteriormente,

y donde definimos p,. = obteniedo las ecuaciones dindmicas en términos de la densidad

220, 3HAQ? U
0=40 0°°0 2
_ Rk 75
A R T e )y Ry mrayy ) (7.5)
om0, 3HYQ2 U
R=-=010_ 070 R (7.6)

2R? 8TGAR®  47GXA

igualmente, en la época actual se puede definir, t = t,, R(ty) =1, R(to) = H, R(tg) = —qoHZ,

con lo que se obtiene expresiones para el término de energia oscuraE[y para el indice de curvatura,

3
U =4rGAHZ(1 — Q) — ZHS*QS, si k=0, (7.7)
2 Qo 3 1r40y2 :
U= 47TG)\H0 (qO — 7) — iHOQ(D si k 7£ 0 s (78)
3HAQ U
k=H?(o—1 0~ 7.9
S e T e (7.9)

lo que nos lleva a obtener

S 1 SH202  3HA02  3HAQ
— H2 Q [ 1 1 0°°0 0°°0 . 0°%0 )\H Q _ 2H Q 10
f ’ l " <R ) " ] " e - 167G2 AR 167G2)\ + AHoSd — R"HoSo ,  (7.10)

en el caso de membranas con constante cosmoldgica la relacién entre el indice de curvatura y el

factor de escala estd dada por

.2

k- R |8tGpR?* 8nGp*R? 2U R?
BIR|s 2 6 2 s 7 (7t
R R R
2 . 2
donde, tenemos Pe = % = % (%) , pl = 8”@5227 R—; = ﬁ, con lo cual se deduce
¢ 3R R e

2Siguiendo el desarrollo formal covariante para encontrar el término de radiacién oscura, se obtiene U =
—%WG)\EW,V”VV, donde E,,,, es el tensor de Weyl, y V*# es la cuadrivelocidad sobre la membrana, se evidencia
la relacién directa de U con A. Si X tiende a ser muy grande igualmente lo es U[29].
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.2

k R |p 1 p 6U 1
=== |l-—-—4——-1 7.12
R .RQ{pC Ap. 642N, } ’ (7.12)
y expresando en términos de densidades 2y = % , Q. = pﬁ, se encuentra
.2
k R 1
— == Q- =Q.+Qy -1 1
R2 R2|:C 2\ ety :|7 (7 3)
definiendo Q) = %QC, obtenemos
.2
k R
7= e~ D+ Qo - 1] (7.14)
es decir que la geometria del universo (membrana) dependera de las siguientes relaciones
k= —1, entonces Q. — O +Qu<1, (7.15)
k=1, entonces Q.— 0+ Q=1, (7.16)
k=41, entonces Q. — QU+ Qy>1, (7.17)
igualmente en el caso de t =tp, y sik #0
B\ /2 s
Ry = | +5 Q. — O\ + Qp — 1] , (7.18)
Hj
yent=ty, Ry=1, R= H,, R = —qoHy, lo cual conduce a
SHZO2 U k
1=0 00 -, 7.19
" TGN T amaHZ T 2 (7.19)
Q 3HZO?2 U
Go = — + S20°%0 (7.20)

2 8rGA  AnGAHE’

donde se puede expresar el pardmetro de desaceleracién, en términos de densidades con €2, =

3H2Q3 Q) — U
8rGA 02U = 4xGAH2
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0
Go = 70+QA+QU7 (7.21)

expresion concordante con la expresion estdndar. Aqui, tenemos densidad de materia, densidad
de tensién sobre la brane y densidad de radiacién oscura, es decir tenemos una membrana inter-

actuante con el bulk, en principio habrfa intercambio de energfa de la membrana con el bulk.

7.1.1. Medida de distancias en funcién del corrimiento al rojo

Se puede encontrar que la relacién de corrimiento al rojo-tiempo césmico se puede expresar

como
dz 302 Q 3HXW(1+2) 39 A2
2 HA(1 2 0 1 0o 0 0°%0 _ 0 0
g~ Holl+2) {( Dt G T WA T l6rGEn T6nGEA T Hy|
(7.22)
y como en cosmologia estandar se puede considerar que dr = —c(1 + z)dt, se obtiene
c [* dz
"= F{)/ 302 g 1 3H2Q0(142) 30, 1Y% (7.23)
0 (1+2) [(QOZ +1)+ WG H—ﬂ((1+z)2 +A)+ 1067r0G2/\ ~ 167G

expresién mucho més compleja, la cual involucra el contenido de materia sobre la brane, como
también la tensién sobre la brane y donde el término de radiacién oscura se ha expresado en
términos de la tension, es decir que en esta expresién se fusiona la tensién sobre la membrana con
la radiacién oscura, lo cual harfa pensar que se debe tener una séla forma de energia adicional en
el braneworld (ello habria que explorarlo desde el punto de vista formal, es decir desde el punto

de vista covariante).

7.2. Cosmologia sobre una membrana con A, # 0

Nuevamente si consideramos un modelo de membrana con constante cosmolégica no despre-

ciable A4 # 0, con materia no relativista sobre la brane p = p, R~3, obtenemos el sistema
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-2 8rGp, 87G Pl 2 U
R =—=0+ - pits A4R + ok (7.24)
. 4 2 1
_ _AnGpy 8Gpp U o SR, (7.25)

3 R? 3N RS AnGA
de igual forma que lo hecho anteriormente se puede obtener la constante cosmoldgica si asumimos

que la densidad de energfa se puede expresar por p, = p,, +p,, donde p, es la densidad de energfa

del vacio y con p, = —p,, cuando el universo se expande (membrana en expansion) se tienen las
relaciones p = p,R73, p, = Cte, p,, = 0, p, = —p, que conducen a
_ 4G 811G
R=—— - — - R, 7.26
sz Pm tPu) = s (om + 00)" = oy (7.26)

y siguiendo algunos desarrollos obtenemos la siguiente expresion

- A7G 811G 4G | 2 3 3 U
R: _ m pO _'_ ™ pv _ ™ ﬁ_ pOpU _ p'UR3 +2pv _—R , (727)
3R2 3 3)\ R3 pO+R3PU p0+R3pv 4:7TG)\

la cual bajo algunas simplificaciones puede escribirse como

. 4rGp, 87TG,00 UR 1
_ B 9
r 3R 3np  angy T 3omen R (7.28)

. __ 8wGp, _ 8mGpq _ U _ 47Gpy -
con esto podemos definir 2, = SHE Qy = Sz Qu = TGN O\ = iR junto con

Ay = 3H3Q,, se obtiene
: 1H2Qy  H2Q
R=—3 R20_ )\RO—HZQUqLRH Qn (7.29)

relacién que permite obtener el pardmetro de desaceleracién

1
Go =58 — O+ Oy + Q. (7.30)
De igual manera, podemos obtener la relaciéon entre corrimiento al rojo y tiempo césmico

d Q Q 1/2
d—::—<1+z)2 0, Pk | Mo (7.31)

QAR+ QuR? —
R samim, oAt T

también podemos encontrar la distancia coordenada radial comévil, la distancia comévil transver-
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sal ( para Qo <0 )y el volumen comévil en el caso de s6lo contar con materia sobre la brane,

sin constante cosmolégica, y sin radiaciéon oscura.

T —=

1 [? 0 3H2Q (1+ 2)°
— 1 Q0 1) — 0

[e.e]

302 30 A
1 0 71/2d
T(1+2) (47TG 167G2x T H, >] .

D = RSen (%) ,

4D D,/ D?
V(r) = 27R3 (Sen lﬁ_ﬁ 1—@> ,

de la misma forma, se puede calcular la edad del universo membrana mediante

¢ 1 z —92 Qg pOQO k
t= dt = —— 1 — OR2+Q, R2 -
/0 HO/OO< +2) [R+3)\R4H0+ a2 Hg]

(7.32)

(7.33)

(7.34)

(7.35)

De forma mucho mds general para una membrana con materia no relativista, constante

cosmoldgica, radiacién oscura y tensién sobre la membrana podemos definir Q,, =

8wGp,
Qp = 7% ) =

anGpy - )
i 0\ = 5250 junto con Ay = 3HZQ,. Asi, obtenemos
0

U __
4rGAHE’ 3AHZ

'2_ HgQO HgQ/\

R 7 ot HZOAR® + HYQuR* — k|

1H2Q,  H2
2 R? AR?

y en consideracién de la época actual se obtiene

R=

H2Qu + RH2Qy |

k= Hy[(Q0+ Q%+ Qp + Q) —1] ,

y donde, en el caso de curvatura nula k£ = 0 se tiene

Qo+ U+ +Q =1,

8nGp,
3H2

(7.36)

(7.37)

(7.38)
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de tal forma que la constante k se puede reemplazar en la expresién general para obtener

R = B (}% = 1) + 0, (R = 1)
+Q, <% - 1) +Qu (R*—1) +1], (7.39)

ahora, expresando la relaciéon anterior en términos del corrimiento al rojo z , obtenemos

R = Hy(14+2) '[(14+2)2(Qz+1) —Quz(z+2)— Qz(z+2) (7.40)
FO (14 2)? (42 + 622 + 42° + 2*)|/2

y haciéndo uso de fl—i = —%R , vy de la distancia coordenada radial comévil dr = — (1 + 2) dt,
deducimos
1 z
. / (14 2)* (Qoz+1) — Quz (2 42) — Quz (2 +2) (7.41)
0Jo

+ O (14 2)? (42 + 622 + 42° + 2*)7V2dz |

expresién que permite obtener la distancia radial comévil en términos del corrimiento al rojo y
de los pardmetros de densidad adicionales. Observése, que si los pardametros adicionales son cero

se obtiene la coordenada radial estdndar con constante cosmolégica.

7.3. Cosmometria de Membranas

Por el término cosmometria se designa la parte de la cosmologia que trata de la medicién
de distancias y volimenes, las variaciones de la velocidad de recesién con el tiempo, los objetos
que pueden o podrdn y no pueden o no podran observarse, la relacién entre las distribuciones
espectrales observadas y emitidas, entre otros aspectos. Como se ha dicho en los apartados ante-
riores, sobre una membrana que contiene el Universo fisico total, se puede recrear una cosmologia
andloga a la cosmologia estdndar. En términos mucho més generales, en el sentido de involucrar

una ecuacion de estado, que permita considerar cualquier contenido de materia-energfa en el
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universo, podemos escribir para la funcién H(z) la siguiente expresién

H(z) = Qo (1+ 27 + 0 (1420 + 0 (14 2% + Qp (14 2)" + 04, (7.42)

donde en general {2; g representa la densidad de energfa relativista, para el caso de una membrana

plana con materia no relativista v = 1 , se encuentra la funcién de Hubble

H(z) =\ (14 2)° 4 @ (14 2)° 4+ Qu (14 2) + 0y (7.43)

y por ejemplo, la distancia comévil transversal para un universo membrana no-plano, con una

densidad de energia relativista, se siguen las siguientes relaciones

1 z
Du DH—Senh[\/Qk/ dz E
V%] 0 \/QGR(1+Z)3”+Qk(1+z)2+QA(1+z)6”+QU(1+z)4+QA
O > 0, (7.44)
1 : d
DM = DH—SGTL[\/Qk/ : ] 3
V1% 0 WGR@+z)37+szk(1+z)2+QA(1+z)6'*+QU(1+z>4+QA
QG < 0. (7.45)

De forma similar se pueden construir las relaciones cosmolégicas importantes, sobre una
brane, claro esta que considerando que las relaciones convencionales se conservan en este esquema,
es decir, manteniéndo la cosmometria convencional.

La medida de distancias en un universo estdtico, como puede considerarse a las distancias
locales en la Tierra, el Sistema Solar o dentro de la Galaxia, que no estan afectadas por la expan-
sién, es conceptualmente més sencilla que la medida de distancias en un universo en expansion.
En este tltimo caso, es preciso definir distintos tipos de distancias con diferentes aplicaciones. Es
decir, la distancia no es un concepto univoco. Para cada tipo de distancia existird una dependen-
cia funcional con el desplazamiento al rojo distinta, que dependera del modelo cosmolégico. Las
distancias utilizadas en cosmologifa no corresponden propiamente a distancias radiales, ya que

no vienen dadas por la coordenada radial como en el caso estatico, por ello la necesidad de las
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expresiones anteriores. Cabe senalar que, con independencia del modelo cosmolégico que se ad-
mita, a distancias suficientemente pequenas o, equivalentemente, a pequenos desplazamientos al
rojo, la expansién y curvatura del universo pueden despreciarse y todas las distancias son iguales
entre si e iguales a las distancias euclideas. Las discrepancias, dependen del modelo, surgen a
desplazamientos al rojo suficientemente elevados. En este caso, las distancias que proporcionan
los indicadores de distancia basados en la luminosidad, que seran por consiguiente distancias de
luminosidad, diferirdn de las distancias obtenidas con indicadores tales como los didmetros de las
mayores galaxias de un ciimulo o las regiones HII de galaxias espirales, que proporcionan distan-
cias diametrales angulares. Por ello es preciso tener en cuenta estas consideraciones al trabajar
con indicadores basados en distintos tipos de distancias.

Uno de los hallazgos més importantes de la cosmologia moderna ha sido el descubrimiento de
la expansién acelerada del universo deducido de la observacién de SN Ia a distancias cosmolég-
icas. Con la observacién y andlisis de SN Ia se puede encontrar la luminosidad, y con el flujo
observado en el médximo o cerca de él, se obtiene la distancia de luminosidad experimental u ob-
servacional. De otra parte, el espectro de la galaxia huésped de la supernova permite determinar
el desplazamiento al rojo de la misma. Ambos resultados, para una cierta cantidad de supernovas
situadas en un amplio rango de desplazamientos al rojo suficientemente elevados permite obtener
un conjunto de puntos en el plano mag — z (diagrama de Hubble), al cual se pueden ajustar las
curvas tedricas de distancia de luminosidad o de magnitud aparente, para los diferentes modelos
cosmoldgicos. A largo plazo, con una cantidad suficiente de datos, serd posible determinar el
desplazamiento al rojo al cual el universo empieza a acelerarse, el llamado punto de inflexién.
Este dato permitird determinar si la ecuacién de estado de presion negativa corresponde a una
constante cosmoldgica, a quintaesencia, o a otro efecto de tipo gravitacional (en este trabajo se
ha determinado un punto de inflexién desde el punto de vista formal, es decir se han encontrado
los valores ¢ptimos mediante un proceso de minimizacién de la funcién chi-cuadrado)[46].

Para el caso de membranas tipo RSII planas encontramos las siguientes expresiones para el
célculo de las distancias, por ejemplo, la distancia comévil (linea de visién), distancia diametral

angular, y distancia de luminosidad

D. dz

D /0 \/Qm(l+z)3+QA(1+z)6+QU(1+z)4+QA

(7.46)
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z d
gAzll / : : (7.47)
w2 \/Qm(l—1—2)3—|—Q,\(1+z)6+QU(1+z)4—|—QA
d
Do _ - (7.48)

(1—|—Z>/ )
Dp 0 \/Qm(l+z)3+QA(1+2)6+QU(1+2)4—|—QA

Para el cédculo del volumen comévil, la probabilidad de interseccién, el tiempo retrospectivo

(lookback time), y la edad del universo, se siguen las siguientes expresiones

Vo Ve i d: 749
3 o ’ :
Dy Vi 3 \Jo \/Qm(1+z)3+QA(1+z)6—|—QU(1+z)4—I—QA
1 dP 1
D_Ccil_ =n(2)o(2)(1 + 2)? , (7.50)
H 4z \/Qm(1+z)3+QA(1+z)6+QU(1+z)4+QA
E—L :/ dz , (7.51)
B0 (14 2) (1420 + Q0 (14 2)° + Qu (14 2) + 2
i dz (7.52)

tn /0 (14 2/ (14 2)° + Qa (14 2)° + Qu (14 2)' + 2y

Las expresiones anteriores, son muy importantes en el momento de considerar las respectivas
graficas, en la siguiente seccion se obtendran las graficas de forma comparativa con otros modelos
fisicos. Esto permite caracterizar el comportamiento de los modelos brane frente a otros modelos

cosmolégicos
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Capitulo 8
Caracterizacion del modelo braneworld

En esta seccién se obtendran gréficas correspondientes a la cosmografia de membranas con-
trastandolas con las curvas cosmograficas canénicad'} El fin de desarrollar lo mencionado anteri-
ormente es el de realizar una caracterizacion comparativa entre modelos y de esta forma observar
la compatibilidad del modelo bajo discusién con algunos resultados cosmolégicos clésicos. Se con-
sideran modelos cdnonicos[33], algunos modelos especiales de brane (modelos planos RSII), y se
asignaran valores particulares para los pardmetros relievantes.

Los distintos modelos cosmoldgicos, también llamados cosmologfas, se distinguen por el valor
de la constante de Hubble, y por el valor de los pardmetros de densidad, en este trabajo se con-
sideraran modelos con el mismo valor de constante cosmolégica Hy = 100h km s~ Mpc™t. Los
modelos que se estudiardn, estdn basados en la relatividad general, la homogeneidad e isotropia
del espacio y en todos los casos se han supuesto soluciones en expansién partiendo de una ‘gran
explosion’ inicial. La evolucién macroscépica de un universo, es decir, su origen, la evolucién de
su expansién y su estado final, estd dada por la evolucién del factor de escala, aqui se obtienen
pardmetros cosmolégicos en funcién del corrimiento al rojo el cual guarda una estrecha relaciéon
con el factor de escala. Por consiguiente, el objeto de esta seccién es estudiar algunas posibles
cosmologias, entre ellas la de braneworld. El universo en el que vivimos es un caso particular de
ese conjunto de cosmologias. Sin excluir, desde luego, la posibilidad antrépica de que el universo
en el que vivimos sea el tinico posible, en el sentido de que las leyes fisicas que lo gobiernan y

los pardametros cosmoldgicos que lo definen no podrian ser de otra manera para dar lugar a la

'Las graficas fueron desarrolladas utilizando el programa MATHEMATICA V4.0, donde se desarrollo un
algoritmo que permitiera realizar numéricamente las integrales que aparecen en las expresiones de distancias.
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existencia de estrellas y planetas que puedan sostener la vida. Por consiguiente planteamos los

siguientes modelos cosmolégicos candénicos

8.1. Modelos Candnicos

MODELO Qo Qa Oy Qu
Einstein-de Sitter 1 0 0 0
Baja densidad 0.5 0 0 0
Alto lambda 0.2 0.8 0 0
Modelo Estandar 0.28 0.72 0 0

Brane baja densidad 0.28 0.72 | 0.01 | 0.01
Brane alta densidad 0.28 0.72 0.1 0.1
Brane Einstein-de Sitter 0.1 0 0.1 0.1
Brane alto lambda 0.2 0.8 0.1 0.1

Cuadro 8.1: Tabla de pardmetros de algunos modelos cosmolégicos

Los primeros tres modelos no son modelos realistas, los modelos Einstein-de Sitter y de baja

densidad corresponden a modelos sin constante cosmolégica, que son importantes por razones

histéricas y como referente a otros modelos. Es importante aclarar que los modelos de braneworld

que se estdn comparando, en esta seccién, son planos, es decir modelos de braneworld tipo RSII.
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0.5 r

Figura 1: Distancia Propia; en su orden Finstein-de Sitter (cian), baja
densidad(magenta),alto lambda(amarillo),modelo estandar(negro),brane baja
densidad(rojo),brane alta densidad(verde),brane Finstein-de Sitter(azul),brane alta lambda(azul
claro). Se observa claramente que la distancia radial comévil para membranas es menor que la
distancia obtenida en cosmologia estindar, lo cual modifica sustancialmente las distancias
comoviles en el Universo, esto puede ser probado con nuevos datos astrondmicos. Se observa
que para corrimientos cercanos a 1 el modelo brane Einstein-de Sitter supera al modelo

estdndar, es decir que predice una mayor distancia propia.
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Figura 2: Distancia Diametral Angular ;en su orden Einstein-de Sitter (cian), baja
densidad(magenta),alto lambda(amarillo),modelo estandar(negro),brane baja
densidad(rojo),brane alta densidad(verde),brane Einstein-de Sitter(azul),brane alta lambda(azul
claro). De igual forma la distancia diamétral angular es menor para el caso de membranas, de
la misma forma podria probarse con nuevos datos astrondmicos, en particular con datos de alto
corrimiento al rojo. El modelo Finstein-de Sitter predice un valor mayor que el modelo estandar

para corrimientos cercanos a 1.
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Figura 3: Distancia de Luminosidad; en su orden Einstein-de Sitter (cian), baja
densidad(magenta),alto lambda(amarillo),modelo estandar(negro),brane baja
densidad(rojo),brane alta densidad(verde),brane Einstein-de Sitter(azul),brane alta lambda(azul
claro). Para este tipo de distancia se tienen los datos de SNla, se conocen muy bién en el caso
de z < 1, en cuyo caso las curvas de membranas muestran una mayor distancia de
luminosidad, es decir una mayor distancia radial. Pero igual que las curvas anteriores se

predice para grandes corrimientos al rojo una menor distancia de luminosidad.
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Figura 4: Volumen Comévil; en su orden Einstein-de Sitter (cian), baja
densidad(magenta),alto lambda(amarillo),modelo estandar(negro),brane baja
densidad(rojo),brane alta densidad(verde),brane Finstein-de Sitter(azul),brane alta lambda(azul
claro). Se observa que para grandes corrimientos al rojo, el volumen comdvil se hace muy
pequeno, podria pensarse que se observa el Universo en una época muy temprana. Igualmente,

se observa que en la época actual coinciden todos los modelos.
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Figura 5: Lookback time (tiempo retrospectivo); en su orden Einstein-de Sitter (cian),
baja densidad(magenta),alto lambda(amarillo),modelo estandar(negro),brane baja
densidad(rojo),brane alta densidad(verde),brane Finstein-de Sitter(azul),brane alta lambda(azul
claro). En estas grificas se observa que el tiempo retrospectivo para modelos brane es menor que
para otros modelos, esto corresponde al universo brane temprano, se observa que en la época
actual todos los modelos coinciden y predicen un valor negativo y en el caso de redshift menor

que 1 el modelo de brane FEinstein-de Sitter, predice un valor mayor que el modelo estdndar.
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Figura 6: Probabilidad de Interseccidén; en su orden Einstein-de Sitter (cian), baja
densidad(magenta),alto lambda(amarillo),modelo estandar(negro),brane baja
densidad(rojo),brane alta densidad(verde),brane Finstein-de Sitter(azul),brane alta lambda(azul
claro). Nuevamente se observa que para modelos brane la probabilidad de intersectar un objeto
de alto redshift es menor que para otros modelos, esto corresponde a un universo temprano,
pero en la época actual el modelo brane Finstein-de Sitter, predice una mayor probabilidad de

interseccion que el modelo estdndar.

8.2. Coordenada radial comoévil

En esta parte se obtiene la representacion grafica de la coordenada radial comévil, y algunas
graficas comparativas que muestran su comportamiento en el modelo en cuestion, es decir el
modelo de membranas que involucra términos adicionales introducidos por la dimensién espacial

extra, corresponde esta coordenada a lo que se ha llamado distancia propia, se ha graficado la
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expresion (7.41)(ver apéndice E)

0.025 FT — T T — T T — T T T — T T — T T — T A

0.0z b -

M opoo1s b -
L]
n
H
n
L]
n
M
L)
L]

Hoo0.0lf -
=]
o

a.o05 | -

ok i

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 2 a 5

z

Figura 7: Coordenada radial comévil; la curva de color cian, corresponde a la coordenada
radial comouvil estandar con g, = 0,28, Qop = 0,72. La curva magenta corresponde a la
coordenada radial comdovil con 2, = 0,28, Qoa = 0,72, Qox = 0,01, Qo = 0,01, se observa que
es mucho menor que la coordenada radial estandar, es decir que el modelo brane se comporta

como un modelo de universo temprano.
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Figura 8: Coordenada radial comévil; para modelo de brane puro, con valores crecientes en
la densidad de tension, con ), = 0,28, Qy = 0,72, Qy =0, Q) = 0,01 (cian), Q2 = 0,05
(magenta), Q2 = 0,1 (amarillo), 2\ = 0,15 (negro), 2\ = 0,20 (verde). Nuevamente en el caso
de 2\ = 0,01 tendremos el modelo estandar y para valores crecientes en la tension se observa

que la coordenada radial se hace cada vez menor.

8.3. Sensibilidad de la distancia propia

Para determinar que tan sensible es la curva de distancia propia se producen cambios cre-
cientes en el valor de densidad de tensién y densidad de energia oscura, lo cual se muestra
graficamente en lo que sigue, ello permite encontrar algunos indicios para determinar cuales de-
berfan ser los valores apropiados para los pardmetros involucrados en el modelo, como también

determinar por lo menos de forma gréfica el valor limite de la distancia propia.
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Figura 9: Distancia Propia; en su orden Q) =0 (cian), Q) = 0,01 (magenta), Q2 = 0,02
(amarillo), 2, = 0,04 (negro), 2\ = 0,06 (rojo), 2\ = 0,08 (verde), 2\ = 0,1 (azul), Q) = 1,2
(azul). En todos los casos se ha considerado que 2, = 0,28, Qp = 0,72, Qy = 0. Puede
observarse que en el caso de 2\ = 0, reproduciriamos el modelo estandar, es decir la curva de
color cian es un modelo brane reducido al modelo estindar, también, se observa que en la
medida que aumenta la densidad de tension sobre la membrana, se hace mds pequena la

distancia propia, puede asociarse esto con un modelo de universo temprano.
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Figura 10: Distancia Propia; en su orden Qy =0 (cian), Qy = 0,01 (magenta), Qy = 0,02
(amarillo), Qu = 0,04 (negro), Qy = 0,06 (rojo), Qy = 0,08 (verde), Qy = 0,1 (azul), Qy = 1,2
(azul). En todos los casos se ha considerado que €2, = 0,28, Q) = 0,72, Q) = 0. Puede
observarse que en el caso de Qy = 0, reproduciriamos el modelo estdndar, es decir la curva de
color cian es un modelo brane reducido al modelo estandar, igualmente, se observa que en la
medida que aumenta la densidad de radiacion oscura sobre la membrana, se hace mads pequena

la distancia propia, con menor variacion que en el caso anterior.
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Figura 11: Distancia Propia; en su orden 2, =0 (cian), Q\ = 0,01 (magenta), Q2 = 0,02
(amarillo), Q2 = 0,04 (negro), 2\ = 0,06 (rojo), 2\ = 0,08 (verde), 2\ = 0,1 (azul), Q) = 1,2
(azul). En todos los casos se ha considerado que €2, = 0,28, Qx = 0,72, y donde hace uso de
Qu =1—-9Q,, —Q\ — Qa. Puede observarse que en el caso de 2y = 0, reproduciriamos el modelo
estandar, es decir la curva de color cian es un modelo brane reducido al modelo estdndar,
tqualmente, se observa que en la medida que aumenta la densidad de radiacion oscura sobre la
membrana, se hace mds pequena la distancia propia, pero aqui las variaciones o el cambio en la
curva es cada vez menor. Es importante resaltar que en este caso tenemos un modelo brane

plano, donde la densidad de tension y de radiacion oscura se manifiesta.

8.4. Edad del Universo

En el marco de los modelos de membranas se puede encontrar la edad del Universo conforme

la siguiente expresién
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xdx

1
t:tH/ )
0 \/%+QmI+QkZL’2+QACL’4+QU

(8.1)

donde se ha definido z =

x = 0.

HLZ, con lo cual se obtiene que para z =0,z =1,y para z — 00,

Las graficas que se muestran corresponden a un modelo de membrana plano €, =0 .
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Figura 12: Edad del Universo Estandar; con 2, = 0,Q, = 0,Qy = 0,Q4 = 0,72 pero
diferentes valores en la densidad de materia, en su orden Q,, = 0,28 (cian),Q2,, = 0,4
(magenta),Q,, = 0,6 (amarillo), Q,, = 0,8 (negro),2,, = 1,0 (verde). Se observa que la edad del
Universo se hace mucho menor en la medida que aumenta el contenido de materia. El valor
obtenido en el eje marcado Edad, se debe multiplicar por el valor correspondiente al tiempo de
Hubble, es decir por 9,78 x 10° h™! yr. La curva cian representa el modelo estandar, el valor de

la curva correspondiente a v =1 es de 0,875, de tal forma que 0,875 x 9,78 x 10°
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x0,671 = 14,26 x 10° yr, valor concordante con la edad del universo.

v:r!ﬂ

Figura 13: Edad del Universo con tensiones crecientes; con
Q. =0,9, =0,28,Qy =0,y = 0,72 pero diferentes valores en la densidad de tension, en su
orden Q) = 0,1 (cian),Q2\ = 0,2 (magenta), Q) = 0,4 (amarillo), 2\ = 0,8 (negro),Q2y = 1,6
(verde). Para el caso de una brane con tension, la edad se haria menor en la medida que se
icrementa la tension, lo cual lleva a pensar que el valor de la densidad de tension debe ser
pequeno para tener concordancia con la edad obtenida de forma estindar. El valor obtenido en
el eje marcado Edad, se debe multiplicar por el valor correspondiente al tiempo de Hubble, es
decir por 9,78 x 10° h=1 yr.
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Figura 14: Edad del universo para tensiones decrecientes; con
Qr=0,9,, =028 Qy = 0,0y = 0,72 pero diferentes valores en la densidad de tension, con
Q\ = 0,1 (cian),Q2\ = 0,01 (magenta),Q\ = 0,001 (amarillo), 2, = 0,0001 (negro),
0y = 0,00001 (verde). El valor obtenido en el eje marcado Edad, se debe multiplicar por el
valor correspondiente al tiempo de Hubble, es decir por 9,78 x 10° h™! yr.La curva verde

representa el modelo brane cuya edad es concordante con la edad estandar.

De lo anterior se puede inferir que si se quiere tener una edad del Universo, concordante con
la edad estdndar del Universo, es decir de aproximadamente 13,5 x 10° yr , el valor de densidad
de tensién sobre la brane debe ser muy pequeno, pero si el valor es muy pequeno el ajuste de la
magnitud-corrimiento al rojo a SN Ia de alto corrimiento al rojo podria alejarse.

En el siguiente capitulo se hard uso de una de las relaciones cosmolégicas méas importantes,
relacion magnitud corrimiento al rojo, y esta constituird uno de los ejes centrales del presente

trabajo.
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Capitulo 9

Braneworld bajo Supernovas Ia

9.1. Relacién magnitud-corrimiento al rojo para mem-

branas

En el presente existen dos métodos practicos de determinar la distancia de un objeto lejano.
Si conocemos su luminosidad absoluta, podemos comparar esta con su luminosidad aparente
observada; o si conocemos su didmetro verdadero, podemos comparar este al didmetro angular
observado; ahora, si el cuerpo se encuentra bastante cerca, su distancia se puede determinar
mediante el paralaje astronémico, que consiste en el corrimiento de la posicién aparente en el
cielo causado por la revolucién de la Tierra alrededor del Sol; o si se conoce su movimiento
propio, el corrimiento en la posicién aparente en el cielo causada por el movimiento real de
objetos relativo al Sol. Las distancias determinadas por estos métodos, es idéntica para objetos
cercanos, alrededor de 10%rl , més all4 de este rango, las mediciones difieren entre ellos.

En el caso de un universo membrana tenemos en consideracién de la ecuacién de Fried-
mann modificada, expresiones generales que permiten conocer la relacién corrimiento al rojo-

magnitud[30]

m(z) = 5log[D(z)] + M, (9.1)

donde D(z) = HoDp(2) es la distancia de luminosidad sin dimensiones, M=M —5log Hy+25, H,
constante de Hubble actual, m(z) es la magnitud aparente. En el caso de universos homogéneos

e isotrépicos, tenemos
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(1+2)
V1€%]

donde se define la funcién Sy de la siguiente manera, segiin la curvatura del espaciotiempo

D(z) = Sk [x(2)] (9-2)

Sx(z)] =senx(z) ; Qo <0, (9.3)
Sk(x)l=x(z) 5 =0, (9.4)
S [x(z)] = senhx(z); Qo >0, (9.5)

donde la funciénﬂ X(z) es la funcién de distancia coordenada comévil, tenemos

1
~ RoHo

ND / ORES (9.6)

con la funcién f,(z) (argumento de la funcién de Hubble) definida de la siguiente forma

£(2) = {01+ 2)" + Qaro(1 + 2)* + Quo(1 + 2)° + Quo(1 + 2)" + Quo} »  (9.7)

expresion en la cual se puede introducir la restriccion Qg = 1 — Qgro — Qo — Qa0 — Qo ,de
tal forma que en el caso de una membrana plana €y = 0, con materia no relativista v = 1,

obtenemos

1
" RoH,

x(2) / [Qno(1 + 2)6 + Qo(1 + 2)3 + Quo(1 + 2)4 + QAO]_1/2dz , (9.8)
0

y donde la funcién de distancia de luminosidad adimensional llega a ser

1 z
D(z) = <R+HZ> / [Q0(1 + 2)8 4+ Qo1 + 2)% 4+ Quo(1 + 2)* + Qp] " V2d2 | (9.9)
0440 0

esto permite expresar la relacién corrimiento al rojo-magnitud, en el caso de una membrane

plana como[32]

IEst4 funcién corresponde a la coordenada radial comévil, sélo que por algunas razones se utiliza esta notacién,
es decir, que en algunos contextos es mejor usar esta notacion.
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(14 2)

0

m(z) = 5log

/ [0(1 + 2)% 4+ Qo1 + 2)% + Quo(1 + 2)* + Qo) V2dz + M, (9.10)
0

para el caso de un universo brane no-plano ;g # 0, con curvatura negativa, la relacién para la

magnitud aparente se puede expresar como

1+ z
m(z) = blog i/|Q_Z>|sen[\/ |0 / [Qno(1 + 2)6 + Qpo(1 + 2)3 + Quo(1 + 2)4 + Qpo(1 + 2)2
k0 0
+ Qo] Y2dz] + M, (9.11)

y en el caso de curvatura positiva, tendriamos la siguiente expresién

1 z
m(z) = 510g (\/|—FQ_Z>|S€’I’L}L[\/ |Qk0| /0 [Q/\[)(l + 2)6 + Qmo(l + 2)3 + QUO(]- + 2)4 + ng(l + 2)2
kO

+ Qo] V2] + M . (9.12)

En las secciones siguientes se consideraran modelos de braneworld con curvatura negativa
(brane hiperbdlica), braneworld con curvatura nula (brane plana) y braneworld con curvatura

positiva (brane esférica), y como referente en todo el trabajo el modelo estandar de la cosmologia.

9.1.1. Modelo estandar bajo datos de SN Ia

Puede considerarse como se dijo previamente que el modelo estdndar de la cosmologia estd
contenido en el modelo braneworld, por lo cual se considera este ajuste como un caso particular.
El método formal para incorporar datos observacionales a un modelo cosmolégico, o de restringir
un modelo cosmolégico bajo cierto tipo de observaciones, en particular las observaciones de SN
Ta, consiste en el desarrollo de la técnica de maxima verosimilitud, en la cual se implementa el
estadistico chi-cuadrado, y mediante un proceso de minimizacién y de obtencién de contornos
de nivel de este estadistico se obtiene, el valor 6ptimo de los pardmetros involucrados, los niveles
o regiones de confianza para cada pardmetro y la curva de mejor ajuste para los datos observa-

cionales (es decir se obtiene el diagrama de Hubble), entre otros (ver apéndice H). La funcién
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central a estudiar es
N 2

Xzz Zl |:m0bs(zi0)- - mteo(zi> ’ (913)

donde mps es la magnitud aparente observada corregida por la curva de luz ancho-luminosidad,
extincion galdctica, y la correccion K para las diferencias de los filtros en las bandas R y B; my.,
es la magnitud aparente tedrica o esperada que puede ser alguna de las obtenidas anteriormente,
o; es la desviacion estdndar de las observaciones, y la suma se realiza hasta el total de datos

disponibles. La magnitud aparente tedrica, se obtiene segtn la siguiente expresion

Miteo(2; Lm, Qn) = 5log D(z; U, Qp) + M — 5log Hy + 25 (9.14)

donde D = HyDj, es la distancia de luminosidad libre de la constante cosmolégica, M es la
magnitud absoluta, y donde el conjunto de datos que se utiliza corresponde a la muestra de 60
SN Ta denominados ‘Gold’, los cuales son datos reportados por Cerro Tololo y por el Proyecto de
Supernovas la de Alto Corrimiento al rojo[39]. De tal forma que siguiendo el proceso de Méxima
Verosimilitud (mazimum likelihood)(ver apéndice H), y en el caso de materia no relativista,
se obtiene los valores 6ptimos para los pardmetros, la regiéon de confianza para los pardmetros
considerados, el ajuste para los datos de supernovas, la magnitud residual y el pardametro de
desaceleracién. Los valores que se muestran en la tabla, obtenidos del proceso de minimizacién,

son muy similares a los obtenidos a partir de otros tipos de mediciones y de consideraciones.

X° Qpn Q) Q
103,131 | 0,327214 | 0,686599 | —0,013813

Cuadro 9.1: Valores Optimos Modelo Estandar: tabla con los respectivos valores obtenidos de
la rutina de maxima verosimilitud, se ha obtenido un valor de chi-cuadrado pequeno, es decir
cercano a cien, el cual corresponde con valores reportados en la literatura, esto permite considerar
la bondad del ajuste, como también los respectivos valores minimos de los pardmetros del modelo.
En la literatura se reporta para la densidad de materia valores cercanos a 0.3, para la densidad
de constante cosmoldgica reportan valores cercanos a 0.7, y para la densidad de curvatura valores
cercanos a 0, es decir se considera hoy dfa un universo plano.
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Figura 15: Plano Estandar: esta grifica muestra el plano €2, — Q, en el cual se ha colocado,
los valores que minimizan el chi-cuadrado(el punto representa el minimo), los contornos de
confianza con un 68 %, para el mas pequeno; 95 % el contorno mayor, la curva de distancia de
luminosidad constante para z = 0,63, es decir la curva para la cual los valores de los
pardmetros determina una distancia de luminosidad constante. Adicionalmente, se muestran las
curvas que separan un universo abierto, un universo cerrado y la curva de universo plano;
astmismo, esta la curva de aceleracion cero, y la region de universo acelerado y desacelerado.
Segin lo anterior, el andlisis de mdzima verosimiltud, muestra un universo cerrado, acelerado.
Cabe mencionar, que el espacio o plano de pardmetros €2, — Qa, es muy rico, y origina una
gran variedad de posibilidades de modelos cosmologicos. Este es uno de los planos cosmoldgicos
mas tmportantes y recurrentes en la cosmologia moderna ya que permite estudiar y contrastar
muchos modelos cosmoldgicos, en este caso tenemos el plano cosmoldgico estandar en el cual se
aprecia los posibles valores de los pardmetros, las regiones importantes para la cosmologia y los

valores obtenidos en el proceso de minimizacion.
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Figura 16: Ajuste de datos SNIa: En esta grifica se muestra datos observacionales de SN 1A
con sus correspondientes barras de error, la curva de magnitud tedrica con los valores obtenidos
por mdzrima verosimilitud, es decir la curva de mejor ajuste. Obsérvese el ajuste de datos de
bajo corrimiento al rojo, el cual es bastante bueno e indica la factibilidad del método como del
modelo teorico usado. Iqualmente, se aprecia que la magnitud teorica cae dentro de las barras

de error de SN Ia con redshift cercano a uno.
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Figura 17: Ajuste Logaritmico: Relacion magnitud-redshift, en una escala logaritmica, se
observa el ajuste de la relacion teorica a los datos de supernovas. Los valores incorporados en la
relacion tedrica son los obtenidos por el proceso de mdrima verosimilitud. Aqui, nuevamente se

observa como se da el ajuste para corrimientos al rojo pequenos y como se hace un poco mds

complicado con los datos de corrimiento al rojo cercanos a uno.

Una gréfica importante en cosmologia, es la grifica de magnitud residual, la cual representa la
diferencia entre la magnitud observada y la magnitud tedrica, es decir el modulo de distancia, p =
m— M. Si el médulo de distancia es negativo indica que las distancias son cada vez més pequenas
frente al desplazamiento al rojo, es decir nos encontrarfamos en un universo desacelerado y por
el contrario si el modulo de distancia es positivo las distancias serfan cada vez mayores frente al

desplazamiento al rojo, es decir que nos encontrarfamos en un universo acelerado.
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Figura 18: Magnitud residual: Se define la magnitud residual como my..s =

DL,teo
DL,obs

encuentran a mayor distancia de lo predicho, asimismo, si la magnitud residual es negativa, la

Mobs — Mieo = —5 log( ) . Si la magnitud residual es positiva indica que las supernovas se
distancia de las supernovas es menor que lo predicho por el modelo, igualmente, se puede
considerar el promedio de valores residuales. Se observa que hay muchos mds valores positivos,

lo cual muestra que las supernovas se encuentran a mayor distancia de lo predicho.
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Figura 19: Parametro de desaceleracién vs corrimiento al rojo: Se observa el cambio de
la fase desacelerada a la fase acelerada, el llamado punto de inflexion, valor importante en la
determinacion de la ecuacion de estado que gobierna el cambio de fase del universo. Con los
datos de SN la, considerados aqui y bajo el modelo estandar, se obtiene un valor de z ~ 0,62

como valor para el cual se inicio la expansion acelerada, de las observaciones de SN Ia se

encuentra que el paso de una expansion desacelerada a una acelerada se da para z ~ 0,50 [42] .

Este valor corresponde al valor empirico obtenido de la observacion de SN Ia.

9.1.2. Modelo brane hiperbdlico bajo dominio de Materia

De forma similar como se realizé el andlisis de maxima verosimilitud para el modelo estandar,
en el marco de universos membrana (brane-world), se obtuvieron los valores de los parametros del

modelo que hacen minimo el chi-cuadrado, es decir los valores 6ptimos. Para el cdlculo de méxima
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verosimilitud se tomo en consideracién el valor de M = 24, para el indice barotrépico v = 1,
y se considero el caso §2; < 0.De igual forma se consideraron los valores de SN Ia reportados
por Perlmutter, se tomo la relacién magnitud-redshift para una brane no plana, y se hizo un
barrido de redshift desde cero a uno. Para el caso de braneworld y por el nimero de pardmetros
presentes se obtienen seis planos de regiones de confianza (o regiones de probabilidad) cuando se
combinan los diferentes pardmetros, pero el plano que en principio es més notable es el obtenido
para el plano estdndar (es decir el plano que reproduce la cosmologia estdndar), aunque los otros
son bastante importantes ya que permiten visualizar la forma de la regién de confianza como los
valores admisibles a un 68 % y 95 % de confianza. Los contornos o regiones de confianza obtenidos

son los siguientes
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Figura 20: Plano estandar-brane; se observa claramente la similitud con el plano obtenido
en el modelo estandar, de igual forma el contorno mds pequernio corresponde a un nivel de
confianza del 68 % , el mds grande corresponde a un nivel de 95 %, se muestra también la curva

de distancia de luminosidad constante, y las regiones en las cuales se ha dividido el plano
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(acelerado-desacelerado, abierto-cerrado). El punto denota el valor dptimo y se observa una
curva muy especial correspondiente a la curva de distancia de luminosidad constante, la cual se
puede interpretar como la curva que para un z determinado la distancia permanece constante
cuando los valores de los pardmetros cambian a lo largo de la misma. Ademds, se predice un
universo abierto o casi plano y acelerado aunque cercana a la prediccion del modelo estandar
para el universo, el cual aqui es cerrado y acelerado. Igualmete los valores obtenidos para los

pardmetros optimos corresponden con los valores reportados para los mismos.
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Figura 21: Plano de densidad de tensién y de energia oscura; las regiones de confianza
mds pequenas corresponden a un nivel de confianza del 68 %, las mds grandes corresponden a
un nivel de 95 %, el punto indica el valor éptimo para estos dos pardmetros. Los intervalos
proporcionan la probabilidad de encontrar valores de los pardmetros en esa region, fuera de esa
region la probabilidad es cero. Aqui, se tiene una fragmentacion de la region de confianza debido
a que la funcion chi-cuadrado es bastante irregular en este plano, se puede considerar que la

region que contiene el punto es una region del 68 % de confianza, y la region inmediatamente
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superior a ella es una region del 95 % de confianza, solamente que en este caso no se
interceptaron las dos, mostrando un desplazamiento una respecto de la otra. A priori, todas las

regiones que se ilustran son igualmente equivalentes, ya corresponden a los mismos niveles de

confianza.
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Figura 22: Plano de densidad de constante cosmolégica y de densidad de radiacién
oscura; se observa la region del 68 % y 95 % de confianza. Como el punto con los valores
optimos. Claramente se observa que los posibles valores de los pardmetros se obtienen
moviéndose en los contornos definidos, se tiene una gran amplitud de valores para la densidad
de constante cosmoldgica, en tanto que es mds estrecho los posibles valores de densidad de

radiacion oscura.
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Figura 23: Plano de densidad de materia y densidad de radiacién oscura; las regiones

pequenas corresponden a un nivel del 68 % y otra region corresponde a un nivel de 95 %.

Observese, que el punto que marca el valor éptimo queda en una region fraccionada del 68 %,

puede considerarse que los posibles valores quedan circunscritos a la region donde estad el punto,

porque siempre se pretende obtener regiones de confianza pequenas. Igualmente la region de

confianza del 68 % se muestra fragmentada.
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Figura 24: Plano de densidad de materia y densidad de tensidn; las regiones pequenas
corresponden a un nivel de 68 %, las regiones mayores a un nivel de 95 %. El punto corresponde
al valor dptimo de los pardmetros y al igual que el grifico anterior, se observan regiones

fraccionadas, entonces, se debe considerar las regiones donde se presenta el valor dptimo.
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Figura 25: Plano densidad de constante cosmolégica y densidad de tensién; las
regiones pequenas corresponde a un niwvel de 68 % y las regiones mayores corresponden a un
nivel de 95 %. Iqualmente se muestra el valor dptimo de estos pardmetros. Aqui se puede
considerar que las regiones que contienen el punto son las que permitirian restringir los posibles

valores de los pardmetros en cuestion.

De forma semejante al andlisis hecho para la cosmologia estdndar se obtuvieron las curvas
tedricas de mejor ajuste, es decir con los valores obtenidos por méxima verosimilitud, las cuales

son
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Figura 26:Curva de mejor ajuste; para los datos de supernovas Ia considerados
anteriormente, la magnitud tedrica para el modelo braneworld (curva cian) es inferior a la
obtenida para el modelo estandar (curva azul), lo cual esta de acuerdo con los reportes de
cosmologia de membranas, en la cual se predice un menor valor tedrico para la magnitud
aparente, es decir, predice un menor brillo para las SN Ia, en tanto que el modelo estdindar

muestra un valor mayor, esto es un elemento que coloca en dificultades el modelo estindar, ya
que no predice los resultados observacionales recientes, claro esta, que el modelo braneworld

habria que someterlo a un mayor numero de observaciones de alto corrimiento al rojo, para

determinar que tan bueno es su ajuste o prediccion, se sabe que ajusta supernovas de redshift

1,7 mejor que el modelo estdndar.
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Figura 27: Ajuste Logaritmico braneworld; esta grifica es andloga a la anterior, solo que
en este caso se considero una escala logaritmica para el redshift. FEsta es una de las curvas
preferidas para ilustrar el ajuste de la curva tedrica con los datos observacionales. Se observa
que en este caso la curva ajusta correctamente los datos de bajo y alto corrimiento al rojo.

Reproduce los reportes publicados anteriormente.

Una representacién del médulo de distancia frente al desplazamiento al rojo para distintas
SN Ia se obtiene en la siguiente gréfica, la cual ilustra el hecho de que las SN Ia a distancias
cosmoldégicas son més débiles de lo esperado, es decir se hallan mas lejos de lo que corresponde a
su desplazamiento al rojo para un universo desacelerado. Se observa una mayor cantidad de SN

Ia en la region positiva, mostrando un indicio més de la expansién acelerada.
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Figura 28: Magnitud Residual; esta grifica muestra la magnitud residual para un braneworld
con materia no relativista, en la cual se tiene mayores valores positivos, es decir el modelo
predice una mayor distancia para las SN Ia, o mayor brillo para las SN Ia , en otros términos

confirma nuevamente la expansion acelerada del universo.

Ademads, se obtuvo la curva para el pardmetro de desaceleracion, el cual muestra el valor
de redshif para el cual se produce el cambio de fase de expansion desacelerada a la fase de
expansion acelerada. Esto permite comparar el valor obtenido en el modelo estandar con el
obtenido en el modelo braneworld. Se conoce por los resultados empiricos que tal cambio de fase
se da para z ~ 0,5[43] , este tipo de grafica permite contrastar los resultados obtenidos teérica

y observacionalmente.



99

04 + -
0.2 .

Desacelera

= 0

Arelera
-0.2+ -
-04 + -
0.2 0.4 0.6 0& |

7

Figura 29: Parametro de desaceleraciéon vs redshift; se observa el cambio de la fase
desacelerada a la fase acelerada. En consideracion de los datos de SN Ia del conjunto Gold, y
bajo el modelo de braneworld con materia no relativista sobre la brane (curva cian), se
encuentra que el valor de corrimiento al rojo predicho para el cambio de fase desacelerada a
fase acelerada ocurre para z ~ 0,45 valor menor que el predicho por la cosmologia estdndar
z >~ 0,75 (curva azul), pero mas de acuerdo con el valor obtenido de la observacion de SN Ia el
cual es de z ~ 0,50 . Se observa que el valor actual de desaceleracion que predice el modelo

braneworld es cercano al valor predicho por el modelo estandar.

Igualmente se puede obtener la curva que muestra la edad del universo, en la cual se aprecia
que la edad predicha por el universo brane es inferior a la edad obtenida por la cosmologia
estdndar, este hecho ocasiona problemas con la estimacién de la edad de algunos objetos del

universo fisico, en general con la edad del universo aceptada hoy dia.
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Figura 30: Edad del universo braneworld con valores éptimos; se muestran curvas
comparativas de la edad del universo, se observa que la edad obtenida para el universo brane
(curva cian) es inferior a la edad del universo predicha por la cosmologia esténdar (curva azul).
Aqui, a es el factor de escala que corresponde al R considerado anteriormente. En las curvas de
caracterizacion ya se habia ilustrado esto. Para que la edad del universo brane sea concordante

con la edad predicha por el modelo estandar se requiere una densidad de tension muy pequena.

Un aspecto bastante importante en el estudio y factibilidad de diferentes modelos cosmolégi-
cos, es la comparacion de la distancia de luminosidad y la distancia diametral angular, las cuales
proporcionan elementos de comparacién y de discriminaciéon de modelos cosmolégicos. Se mues-
tran las curvas comparativas entre el modelo brane y el modelo estandar, para las distancias

mencionadas.
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Figura 31: Distancia de luminosidad para modelo braneworld; para el universo brane
(curva cian) en comparacion con la distancia de luminosidad para el modelo esténdar (curva
azul). La distancia de luminosidad para el universo brane es inferior a la distancia predicha por
el modelo estandar. Esto ya se habia ilustrado en la parte correspondiente a la caracterizacion
del modelo braneworld. Igualmente, aqui se debe multiplicar el valor obtenido por la distancia

de Hubble, para obtener el valor fisico.
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Figura 32: Distancia diametral angular; para el universo brane (curva cian) y distancia
diametral angular para el modelo estindar (curva azul). La distancia predicha por el universo
brane es inferior a la distancia predicha por el modelo estandar. Se observa que a bajo

corrimiento al rojo las dos curvas coinciden perfectamente.

Los valores encontrados son los siguientes

X2 Qm QA Q)\ QU Qk
102.861 | 0.2755098 | 0.715692 | 0.0137852 | 0.0067479 | -0.011

Cuadro 9.2: Tabla con los respectivos valores obtenidos de la rutina de méxima verosimilitud, se
ha obtenido un valor de chi-cuadrado pequeno que muestra la bondad del ajuste, como también
los respectivos valores minimos de los pardmetros del modelo.
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La suma de los valores de los pardmetros da 1,0113, que es un valor cercano a 1. No se
obtiene un valor igual a 1 porque se requiere mayor presicion en el cdlculo tedrico, pero se obtiene
un valor bueno con un chi cuadrado pequeno. Se observa de igual forma que los valores de los

parametros estandar son concordantes con los valores reportados convencionalmente.

9.1.3. Modelo brane plana bajo dominio de Materia

Se realiz6 el anédlisis de méxima verosimilitud en el marco de universos membrana (brane-
world), se obtuvieron los valores de los pardmetros del modelo que hacen minimo el chi-cuadrado,
es decir los valores éptimos. Para el cdlculo de maxima verosimilitud se tomé en consideracion el
valor de Ml = 24, para el indice barotrépico v = 1, y se considero el caso {2 = 0. De igual forma
se consideraron los valores de SN Ia reportados por Perlmutter, se tomo la relacién magnitud-
redshift para una brane plana, y se hizo un barrido de redshift desde cero a uno. Se presentan
las regiones de confianza en los planos (£2,,,24) ¥ (2, 2) ya que son los planos que més se
presentan en la literatura.

En este caso se encontraron los siguientes valores 6ptimos para los pardmetro

X2 Qm QA Q)\ QU Qk
102.861 | 0.270503 | 0.706143 | 0.0131454 | 0.005876 | 0.0043

Cuadro 9.3: Tabla con los respectivos valores obtenidos de la rutina de maxima verosimilitud, se
ha obtenido un valor de chi-cuadrado pequeno que muestra la bondad del ajuste, como también
los respectivos valores minimos de los pardmetros del modelo. Se observa que el valor para el
parametro de densidad de curvatura no es exactamente cero, en principio tal discrepancia puede
adjudicarse al programa de cdlculo que se ha desarrollado. Igualmente se observa un menor valor
de densidad de radiacién oscura.
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Figura 33: Plano estandar-brane-plana; se observa claramente la similitud con el plano
obtenido en el modelo estdindar, de igual forma el contorno mds pequeno corresponde a un nivel
de confianza del 68 % , el mds grande corresponde a un nivel de 95 %, se muestra igualmente
las regiones en las cuales se ha dividido el plano (acelerado-desacelerado, abierto-cerrado). El
punto denota el valor optimo. Igualmete los valores obtenidos para los pardmetros optimos

corresponden o son muy similares a los valores reportados en la literatura.
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Figura 34: Plano de densidad de materia y densidad de tensién; las regiones pequenas
corresponden a un nivel de 68 %, las siguientes a un nivel de 95 % vy la region mayor
corresponde a un nivel de 99 %. El punto corresponde al valor dptimo de los pardmetros y al
igual que el grdifico anterior, se observan regiones fraccionadas, entonces, se debe considerar las
regiones donde se presenta el valor éptimo. Puede compararse con grdficas reportadas en la

literatura, aunque no presente la misma forma si cubre de forma general los mismos valores.

Igualmente, se muestra la gréfica para el ajuste de las SN Ia consideradas, es decir se muestra

el diagrama de Hubble en el caso de una brane plana



106

M4t

22t

I 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Z

Figura 35:Diagrama de Hubble o Curva de mejor ajuste; Magnitud tedrica para el
modelo braneworld (curva cian) o curva inferior, similarmente se tiene la curva para el modelo
estandar (curva azul) o curva superior, lo cual esta de acuerdo con los reportes de cosmologia
de membranas, en la cual se predice un menor valor tedrico para la magnitud aparente, es
decir, predice un menor brillo para las SN Ia, en tanto que el modelo estandar muestra un valor
mayor, esto es un elemento que coloca en dificultades el modelo estindar, ya que no predice los
resultados observacionales recientes, claro esta, que el modelo braneworld habria que someterlo
a un mayor numero de observaciones de alto corrimiento al rojo, para determinar que tan
bueno es su ajuste o prediccion, se sabe que ajusta supernovas de redshift 1,7 mejor que el

modelo estandar.

Como uno de los resultados notables de este trabajo se muestra la curva comparativa para el
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Figura 36: Parametro de desaceleracion vs redshift; se observa el cambio de la fase
desacelerada a la fase acelerada. En consideracion de los datos de SN Ia del conjunto Gold, y
bajo el modelo de braneworld plano con materia no relativista sobre la brane (curva cian), en

este caso se predice un valor de cambio de fase de z ~ 0,47, menor que el predicho por la

cosmologia estandar z ~ 0,75 (curva azul), pero mucho mds cerca del valor obtenido de la

observacion de SN Ia el cual es de z ~ 0,50 .

9.1.4. Modelo brane esférico bajo dominio de Materia

De forma similar se realizé el andlisis de méxima verosimilitud en el marco de universos
membrana (brane-world), se obtuvieron los valores de los pardmetros del modelo que hacen

minimo el chi-cuadrado, es decir los valores 6ptimos. De la misma forma se tomé el valor de
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M = 24, para el indice barotrépico v = 1, y se considero el caso (29 > 0, es decir se consider6
la relacién magnitud-redshift para una brane tipo esférico, y se hizo un barrido de redshift desde
cero a uno. De igual forma se presentan las regiones de confianza en los planos (€,,,Q,) y

(Qm, 2)) ya que son los planos més recurrentes en la literatura.

0.25 05 0.75 1 1.25 L5 175 2

Figura 37: Plano estandar-brane-esférica; se observa claramente la similitud con el plano
obtenido en el modelo estandar, de igual forma el contorno mds pequeno corresponde a un nivel
de confianza del 68 % , el mds grande corresponde a un nivel de 95 %, se muestran las regiones
en las cuales se ha dividido el plano (acelerado-desacelerado, abierto-cerrado). El punto denota
el valor optimo y se observa una curva muy especial correspondiente a la curva de distancia de
luminosidad constante, la cual se puede interpretar como la curva que para un z determinado la

distancia permanece constante cuando los valores de los pardmetros cambian a lo largo de la

misma. Igualmete los valores obtenidos para los pardmetros dptimos corresponden con los

valores reportados para los mismos.
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Figura 38: Plano de densidad de materia y densidad de tensién; las regiones pequenas
corresponden a un nivel de 68 %, las siguientes a un nivel de 95 % . El punto corresponde al
valor dptimo de los pardmetros y al igual que el grafico anterior, se observan regiones
fraccionadas, entonces, se debe considerar las regiones donde se presenta el valor dptimo. Puede
compararse con graficas reportadas en la literatura, aunque no presente la misma forma si

cubre de forma general los mismos valores.
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Figura 39:Diagrama de Hubble o Curva de mejor ajuste; Magnitud tedrica para el
modelo braneworld (curva cian) o curva inferior, similarmente se tiene la curva para el modelo
estandar (curva azul) o curva superior, lo cual esta de acuerdo con los reportes de cosmologia

de membranas, en la cual se predice un menor valor tedrico para la magnitud aparente, es
decir, predice un menor brillo para las SN la, en tanto que el modelo estdndar muestra un valor
mayor, esto es un elemento que coloca en dificultades el modelo estandar, ya que no predice los
resultados observacionales recientes, claro esta, que el modelo braneworld habria que someterlo

a un mayor numero de observaciones de alto corrimiento al rojo.
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Figura 40: desaceleraciéon vs redshift; Se observa el cambio de la fase desacelerada a la fase
acelerada, bajo el modelo de braneworld esférico con materia no relativista sobre la brane
(curva cian), en este caso se predice un valor de cambio igual que el caso anterior de z ~ 0,47,

y para la cosmologia estandar z ~ 0,75 (curva azul).

Para este caso los valores encontrados corresponde a

X Qn Qp Q Qu Q
102.895 | 0.260485 | 0.699103 | 0.0126477 | 0.0047488 | 0.023

Cuadro 9.4: Tabla con los respectivos valores obtenidos de la rutina de maxima verosimilitud, se
ha obtenido un valor de chi-cuadrado pequeno que muestra la bondad del ajuste, como también
los respectivos valores minimos de los pardmetros del modelo.
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9.1.5. Modelo brane hiperbdlica bajo dominio de Radiacién

Este es un caso hipotético ya que tendriamos un universo dominado por radiacién, y ademas
con existencia de supernovas Ia, lo cual no corresponderia al universo dominado por radiacién en
el pasado. Bajo esta consideracion, se obtuvieron los valores de los pardmetros 6ptimos, el valor
de chi cuadrado, los contornos de confianza, la curva de mejor ajuste y la magnitud residual. Para
este caso se obtuvo un valor negativo en la densidad de radiacién, lo cual modifica las condiciones
de la dimension extra, y se tendria que revisar nuevamente la conservacion de la energia bajo este
resultado, pero en principio lo que muestra el resultado es que se tendria interacién brane-bulk.
Para considerar este caso se tomé v = 4/3, por consiguiente, las regiones de confianza obtenidas

son las siguientes
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Figura 41: Regiones de Confianza Radiacién-braneworld; se muestran los seis planos
resultantes, donde se se observan las regiones de confianza, nuevamente las mds pequenas son
regiones de confianza del 68 % y las mayores son del 95 %. Se ha conservado los elementos del

plano estandar, solamente como elemento comparativo. Se puede leer de las regiones de
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confianza el rango de posibles valores para los pardmetros del modelo. Este modelo predice un

unwverso abierto y acelerado.

De igual forma se muestran las curvas de mejor ajuste
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Figura 42: Ajuste datos SN Ia mediante Radiacién-braneworld; se observa que la curva
de mejor ajuste presenta un menor valor, al presentado por la curva estindar. De igual forma
se observa que la curva tedrica en realidad no estd ajustando completamente los datos
observacionales, ya que la curva tedrica es obtenida de un modelo irreal, es decir un universo

gobernado por radiacion, lo cual no corresponde con la observacion actual.
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Figura 43: Ajuste Logaritmico de datos SN Ia mediante Radiacién-braneworld; curva
de mejor ajuste, donde la escala de redshift es logaritmica. Nuevamente se observa un menor
valor de magnitud, de acuerdo con la cosmologia de braneworld. Se observa aqui que la curva

no ajusta correctamente los datos de alto corrimiento al rojo, aunque es aceptable para los

datos de bajo corrimiento al rojo.

También se muestra la curva de magnitud residual.
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Figura 44: Magnitud Residual para Radiacién-braneworld; esta grifica de magnitud

restdual, muestra muchos mdas valores positivos, nuevamente se tiene un modelo que predice

una mayor distancia para las SN Ia, o un mayor brillo para las SN Ia, esto es nuevamente un

indicativo de una expansion acelerada.

Asimismo, los valores 6ptimos obtenidos son

X2

Qg

Qp

Q

Qu

Q

107.256

-0.351414

0.476412

0.101741

0.0685964

-0.011

Cuadro 9.5: Tabla con los respectivos valores obtenidos de la rutina de méxima verosimilitud, se
ha obtenido un valor de chi-cuadrado pequeno que muestra la bondad del ajuste, como también
los respectivos valores minimos de los pardmetros del modelo.
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9.1.6. Modelo brane hiperbdlica bajo dominio de ‘paredes de do-
minio’

Se supone que el universo estd gobernado por paredes de dominio, consideramos v = 1/3,
es decir regiones primitivas que no han sufrido todas las transiciones de fase por las que ha
atravesado el universo, y ademés donde se supone la existencia de supernovas Ia, por consiguiente
es nuevamente un modelo hipotético no realista. Igualmente se obtuvieron, los valores de méxima
verosimilitud, los contornos de confianza, las curvas de mejor ajuste y la magnitud residual, en
este caso se observa un densidad de tensién negativa, esto indica que para este modelo se tiene
interaccién brane-bulk, esto lleva a considerar modificaciones en la conservacién de la energia.

Los contornos de confianza obtenidos son los siguientes, las curvas de mejor ajuste y la magnitud

residual se muestran a continuacién
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Figura 45: Regiones de Confianza Domain Walls-braneworld; estas grificas muestran las
regiones de confianza con un nivel de 68 % y 95 %. Igualmente se han conservado los elementos

del plano estandar, como referencia. Se puede observar segin el contorno el rango de valores de
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los pardmetros del modelo. Desde el punto de vista estadistico es conveniente obtener
contornos pequenos lo cual permite acotar los valores de los pardmetros, en este caso se

observan contornos bien definidos y pequenos.
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Figura 46: Curva tedrica de mejor ajuste para SN Ia mediante Domain
Walls-braneworld; se obtiene un menor valor para la magnitud tedrica. Se tiene que para
corrimientos al rojo grandes la magnitud empieza a crecer. Se conoce que para corrimientos al
rojo grandes, la magnitud observada es menor que lo que se predice tedricamente, de tal forma

que esta curva teorica dificultaria el ajuste de los datos.



118

mag

4

=

t1

i | i

{r
Fh

16 | j

14

] . . . . ] . . . . ] . . . . ] Ll:lgz
-1.5 -1 -0.3 1

Figura 47: Ajuste Logaritmico mediante Domain Walls-braneworld; se observa en este
ajuste con escala logaritmica, que para corrimientos al rojo grandes, la magnitud tedrica
empieza a crecer, es decir que si los datos observacionales son de magnitud mayor el ajuste
seria bueno, pero lo que se conoce es que la magnitud para corrimientos al rojo mayores se hace

mds pequena, lo cual no permite ajustar la curva tedrica.
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Figura 48: Magnitud Residual para Domain Walls-braneworld; la magnitud residual
para este caso presenta muchos mds valores positivos que negativos, lo cual muestra

nuevamente, que este modelo predice expansion acelerada.

Los valores 6ptimos obtenidos son:

X’ Qw Qp Q) Qu Q
103.389 | 0.125831 | 0.707483 | -0.0989964 | 0.268867 | -0.003184

Cuadro 9.6: Tabla con los respectivos valores obtenidos de la rutina de méxima verosimilitud, se
ha obtenido un valor de chi-cuadrado pequeno que muestra la bondad del ajuste, como también
los respectivos valores minimos de los pardmetros del modelo.

9.1.7. Modelo brane hiperbdlica bajo dominio de cuerdas césmicas

Para este modelo se supone, que el universo estd gobernado por cuerdas césmicas, es decir

filamentos muy delgados de materia energia que atraviesan el universo en grandes extensiones, y
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se supone la existencia de SN Ia, este también constituye un modelo hipotético no realista. Para

este caso el indice barotrépico es v = 2/3, el cual permite encontrar los siguientes valores

X \ Qs Qp Qy Qu O
105.052‘0.0950158 0.73635 | 0.07575 | 0.104958 | -0.01207

Cuadro 9.7: Tabla con los respectivos valores obtenidos de la rutina de méxima verosimilitud, se
ha obtenido un valor de chi-cuadrado pequeno que muestra la bondad del ajuste, como también
los respectivos valores minimos de los pardmetros del modelo.

Las regiones de confianza, las curvas de mejor ajuste, y la magnitud residual que se obtuvieron

se muestran a continuacion
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Figura 49: Regiones de confianza para el modelo Cuerdas Césmicas-braneworld; se
muestran regiones de 68 % y 95 %, para un modelo brane con dominio de cuerdas, se ha

conservado los elementos del plano estdndar como referencia para el modelo. Se obtienen unos
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contornos bastante definidos y pequenos para algunos planos, en general se busca que los

contornos sean pequenos para acotar los valores de los pardmetros de forma mds precisa.
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Figura 50: Curva de mejor ajuste en el modelo Cuerdas Césmicas-braneworld; para
dominio de cuerdas cosmicas, se observa un menor valor para la magnitud tedrica. La curva
tedrica que se exhibe en principio no estd ajustando los datos observacionales, ello es debido a

que proviene de un modelo hipdtetico, muestra claramente que este no es un modelo real.
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Figura 51: Magnitud-Redshift con escala Logaritmica en Z; en esta escala logaritmica, la
curva tedrica no ajusta los datos observacionales, en especial los datos de alto corrimiento al
rojo, ello es evidencia de lo irreal del modelo considerado, es decir un universo dominado por

cuerdas cosmicas.
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Figura 52: Magnitud residual para el modelo Cuerdas Césmicas-braneworld; en la
cual se tiene preponderacia de valores positivos, lo cual favorece fuertemente la expansion

acelerada del universo.

9.1.8. Modelo brane hiperbdélica bajo dominio de Energia Oscura

Este modelo constituye uno de los més importantes y en principio es un modelo realista
en el sentido que como se conoce en la actualidad, el universo esta siendo dominado por una
forma de energfa conocida como energia oscuraﬂ[él?], para este caso se ha considerado que la
brane contiene energia oscura, haciendo v = —1/3. Igualmente, se obtuvieron los valores de
los pardmetros mediante la técnica de méxima verosimilitud, como también, las regiones de

confianza, las curvas de mejor ajuste, y la magnitud residual. Los valores obtenidos son

2 Aunque, en los modelos braneworld, la energia oscura es reemplazada por el efecto gravitacional de la dimen-
sién extra, de tal forma que en este modelo tendriamos el efecto combinado de la energia oscura y de la dimensién
extra.
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X2 QD QA Q)\ QU Qk
114.899 | 0.0508607 | 0.532503 | 0.521554 | 0.371577 | -0.007096

Cuadro 9.8: Tabla con los respectivos valores obtenidos de la rutina de méxima verosimilitud, se
ha obtenido un valor de chi-cuadrado pequeno que muestra la bondad del ajuste, como también
los respectivos valores minimos de los pardmetros del modelo.

En este caso la curvatura es muy pequena, es decir un modelo casi plano, y los términos
adicionales €2, y €y tienen valores bastante representativos, esto lo que muestra es que en el
Universo 4D surgen dos componentes importantes de energfa, en principio se pueden asociar
a las componentes de energfa oscura y materia oscura. Es de notar también que la constante
cosmolégica presenta un valor un poco menor al aceptado hoy dia. La densidad de energia
oscura es pequena, es decir la contribucién de la energia oscura entendida como un tipo de
energia-materia sobre la brane es minima.

En este caso la suma de los pardmetros no reporta un valor cercano a 1, posiblemente debe
ser a falta de presicién o exactitud del programa de cédlculo y el valor de chi cuadrado no es
tan pequeno, quizd, se requiere mayor refinamiento en el programa, igualmente se obtuvieron los

contornos de nivel que son.
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Figura 53: Regiones de confianza para el modelo Energia Oscura-braneworld; para el

modelo braneworld con energia oscura, se ha dejado los elementos del plano estdndar para

tenerlos como referentes en el modelo. De igual forma las regiones menores corresponden a una

confianza del 68 % y las regiones mayores corresponden a una confianza del 95 %.

Las curvas de mejor ajuste son
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Figura 54: Curva de mejor ajuste para el modelo Energia Oscura-braneworld; para el
braneworld con energia oscura, se observa que la magnitud tedrica es menor de lo predicho por
la curva estandar. Se observa que la curva tedrica no ajusta completamente los datos, ya que es
una curva teorica obtenida para un modelo hipdtetico, ello muestra que es una curva muy
lejana para los datos observacionales, es decir que este modelo hibrido no reproduce la magnitud

observacional.
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Figura 55: Magnitud-redshift, en el modelo braneworld con energia oscura, y escala
logaritmica; igualmente se observa menor magnitud de lo predicho por la curva estandar.
Claramente la curva tedrica no ajusta los datos observacionales, lo cual muestra que este

modelo con energia oscura no es real o que hay una incompatibilidad de un universo brane con

contentdo de energia oscura.

La grifica de magnitud residual es la siguiente
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Figura 56: Magnitud Residual modelo Energia Oscura-braneworld; la grifica de
magnitud residual muestra una gran cantidad de valores positivos, lo cual conduce a predecir
bajo este modelo un universo en expansion acelerada o de muy fuerte expansion acelerada. Lo

anterior obedece a la consideracion de un modelo hibrido.

9.2. Cosmometria del braneworld bajo SN Ia

9.2.1. Volumen Comévil de braneworld bajo dominio de materia

En esta seccién se ilustran las graficas comparativas del modelo braneworld junto con el
modelo estandar para el volumen comévil y para cada uno de los tres tipos de curvatura posibles,
es decir braneworld hiperbdlicos, planos y esféricos. Las grificas son obtenidas con los valores
optimos de cada uno de los pardmetros, es decir los encontrados bajo la rutina de méxima

verosimilitud. Dichas gréficas son



129

0.8 f

0.6 f
=) | _‘_‘_—'_‘———._ J
=

04 r

04t

I:I - f

I 1 2 3 4 5
z

Figura 57: Volumen Comévil; la grifica muestra el volumen comdvil para el modelo brane
tipo hiperbdlico, grifica verde, junto con el volumen comdvil para el modelo estiandar, grifica
azul. Se observa que en el caso de corrimientos al rojo grandes el volumen comdvil predicho por
la membrana es mayor que para el caso estandar. Las grificas fueron obtenidas con los valores

doptimos de los pardmetros.
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Figura 58: Volumen Comévil; la grifica muestra el volumen comdvil para el modelo brane
tipo plana, grifica verde, junto con el volumen comdvil para el modelo estdndar, grifica azul. Se
observa que en el caso de corrimientos al rojo grandes el volumen comaouvil predicho por la
membrana es mayor que para el caso estandar, pero en el caso de corrimientos al rojo pequenos
se invierte el comportamiento. Las grdficas fueron obtenidas con los valores dptimos de los

parametros.
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Figura 59: Volumen Comévil; la grifica muestra el volumen comdvil para el modelo brane
tipo esférica, grifica verde, junto con el volumen comduvil para el modelo estandar, grifica azul.
Se observa que en el caso de corrimientos al rojo grandes el volumen comdvil predicho por la
membrana es mayor que para el caso estindar. En este caso la diferencia de los valores
predichos por los modelos es menor que la diferencia en el caso de brane tipo hiperbdlica. Las

grificas fueron obtenidas con los valores dptimos de los pardmetros.

9.2.2. Distancia de Luminosidad bajo dominio de materia

Nuevamente ilustramos las gréficas correspondientes a la distancia de luminosidad obtenidas
bajo la rutina de méxima verosimilitud, en el caso de un braneworld tipo hiperbdlico, plano y

esférico.
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Figura 60: Distancia de Luminosidad; la grdfica muestra la distancia de luminosidad para el
modelo brane tipo hiperbdlico, grifica cian, junto con el volumen comdvil para el modelo
estandar, grifica azul. Se observa que en el caso de corrimientos al rojo grandes la distancia de
luminosidad predicho por la membrana es menor que para el caso estdndar. Las grdficas fueron

obtenidas con los valores optimos de los pardmetros.



133

10

dr. Ha

Figura 61: Distancia de Luminosidad; la grdfica muestra la distancia de luminosidad para el
modelo brane tipo plano, grifica cian, junto con la distancia de luminosidad para el modelo
estandar, grifica azul. Se observa que en el caso de corrimientos al rojo grandes la distancia de
luminosidad predicho por la membrana es menor que para el caso estdndar. Las grdficas fueron

obtenidas con los valores optimos de los pardmetros.
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Figura 62: Distancia de Luminosidad; la grdfica muestra la distancia de luminosidad para el
modelo brane tipo esférico, grifica cian, junto con la distancia de luminosidad para el modelo
estandar, grifica azul. Se observa que en el caso de corrimientos al rojo grandes la distancia de
luminosidad predicho por la membrana es menor que para el caso estdndar. Las grdficas fueron

obtenidas con los valores optimos de los pardmetros.

9.2.3. Distancia Diametral Angular bajo dominio de materia

Aqui, se muestran las graficas comparativas para la distancia diametral angular obtenidas
bajo la rutina de méxima verosimilitud, en el caso de un braneworld tipo hiperbélico, plano y

esférico.
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Figura 63: Distancia diametral angular; la grifica muestra la distancia diametral angular
para el modelo brane tipo hiperbdlico, grifica cian, junto con la distancia de luminosidad para el
modelo estdandar, grifica azul. Se observa que en el caso de corrimientos al rojo grandes la
distancia diametral angular predicho por la membrana es menor que para el caso estandar. Las

grificas fueron obtenidas con los valores dptimos de los pardmetros.
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Figura 64: Distancia diametral angular; la grifica muestra la distancia diametral angular
para el modelo brane tipo plano, grifica cian, junto con la distancia de luminosidad para el
modelo estdindar, grifica azul. Se observa que en el caso de corrimientos al rojo grandes la

distancia diametral angular predicho por la membrana es menor que para el caso estandar. Las

grificas fueron obtenidas con los valores dptimos de los pardmetros.
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Figura 65: Distancia diametral angular; la grifica muestra la distancia diametral angular
para el modelo brane tipo esférico, grifica cian, junto con la distancia de luminosidad para el
modelo estdandar, grifica azul. Se observa que en el caso de corrimientos al rojo grandes la
distancia diametral angular predicho por la membrana es menor que para el caso estandar. Las

grificas fueron obtenidas con los valores dptimos de los pardmetros.
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Capitulo 10

Braneworld y observaciones

cosmoldégicas

Las SN Ia, son explosiones termonucleares de enanas blancas de carbén-oxigeno[37] y son
universalmente consideradas como patrones de intensidad estdndar observas a escala cosmoldgi-
ca ya que es bastante alta su luminosidad absoluta. La observacién de SN Ia con redshift z < 1
ha brindado una alarmante y sutil evidencia de que la expansion del Universo en la época actual
parece estar acelerando, como se ha mencionado en los apartados anteriores, dicho compor-
tamiento se ha atribuido a la llamada “Energia Oscura” con presién negativa (Riess et al. 1998;
Perlmutter et al. 1999). La evidencia directa proviene del opacamiento o merma en el brillo
aparente de SN Ia para z ~ 1. Recientemente, se han recopilado muchos més datos de SN Ia los
cuales han reforzado el andlisis y validéz estadistica de este hecho (Knop et al. 2003) mientras
otras investigaciones han extendido las muestras de SN Ia para z ~ 1 (Tonry et al. 2003; Barris
et al. 2004). Ademds, las observaciones de la estructura a gran escala del Universo (LSS), cuando
se combinan con medidas del tamano angular caracteristico de fluctuaciones en la radiacién cés-
mica de Fondo (CMB), suministran evidencia independiente (aunque indirecta) para considerar
efectos y componentes de la energia oscura (e. g. , Spergel et al. 2003). Una investigacién inde-
pendiente, aunque mas tentativa, mediante el efecto integrado de Sachs-Wolfe (ISW) también
suministra evidencia de la energfa oscura (Scranton et al. 2003). La magnitud de la aceleracién
observada no fue anticipada por la teorfa y continta siendo un gran reto para una explicaciéon
adecuada. Los candidatos para la energfa oscura incluyen la constante cosmolégica A con un valor

fenomenoldgico pequeno, evolucién de campos escalares, y un debilitamiento de la gravedad en
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nuestras 3+1 dimensiones por fuga gravitacional en otras dimensiones requeridas por la teorfa
de cuerdas (Deffayet, Dvali, Gabadadze 2002). Estas explicaciones deben soportarse en la fisica
fundamental lo cual ha estimulado la observaciéon para confirmar los resultados iniciales de la
energia oscura, posibles pruebas, deteccion de errores y extender nuestro conocimiento empirico
de estos novedosos descubrimientos en el Universo.

Los efectos astrofisicos pueden imitar o sustituir la evidencia directa de las SN Ia para la
expansion acelerada del Universo. Un apantallamiento perverso del polvo gris puede opacar las
SN Ia mostrando un enrrojecimiento (Aguirre et al. 1999a, b). La evolucién de la luminosidad
puede corromper las medidas si las SN Ia en z ~ 0,5 estdn intrinsecamente disminuyendo la
luminosidad. A la fecha, niguna evidencia de origen astrofisico del opacamiento de SN Ia se ha
encontrado. Sin embargo, dada la importancia de la energia oscura y de la capacidad de las
SN Ia para evidenciar este hecho, se requiere una prueba més definitiva de la hipétesis de que
las supernovas en z ~ 0,5 estdn intinsecamente opacandosen o mermando su luminosidad por
absorcion.

Si la aceleracién césmica es la razén por la cual las SN Ia estdn opacandosen en z ~ 0,5,
entonces se espera una desaceleracion césmica para z > 1 para invertir el signo de el efecto
observado. Ademads, entre otras cosas las SN Ia para z > 1 continuaran demarcando el camino
para la construccién de modelos cosmoldgicos, la observacién de SN Ia para corrimientos al
rojo altos suministrard la inica posibilidad de discriminar entre ecuaciones de estado de energia
oscura evolutivas o estdticas.

Una de las virtudes de los modelos braneword es que suministran un mecanismo alternativo
por el cual la aceleracién césmica se puede producir sin la necesidad de invocar la energfa oscura y
su dificil observacion o determinacién. Especificamente, se pueden explorar modelos en los cuales
la aceleracion es producida por el intercambio de energfa entre bulk y brane. El modelo Randall-
Sundrum, como se ha mostrado anteriormente, ha sido propuesto como un modelo fenomenolégico
préactico sobre el cual se puede explorar la fisica en altas dimensiones. Como la distancia por
luminosidad Dj, depende sensiblemente de la curvatura espacial y de la dindmica involucrada en
los modelos, la relaciéon magnitud-redshift para SN Ia de alto corrimiento al rojo puede ser usada
como una prueba potencial de modelos cosmolégicos, ademds de suministrar una herramienta ttil
para restringir los pardmetros de los modelos. Segiin lo mencionado anteriormente, la observacion
de SN Ia para z > 1, definird los modelos cosmolégicos apropiados, esto puede ser considerado en

la limitacién que presenta la curva de magnitud -redshift proporcionada por el modelo estandar
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para ajustar la SN Ia 1997ff (la magnitud predicha es menor que la observada), mientras el
modelo RS proporciona un ajuste mucho mejor para ésta SN Ia (dicho ajuste no se muestra
explicitamente en este trabajo ya que se consideraron SN Ia para z < 1 ) pero constituye un
elemento importante para otros trabajos.

Las observaciones cosmoldgicas nos indican que en el presente, la razén de la suma de las
densidades de todas las formas de materia-energfa en el Universo a la densidad critica para un

Universo globalmente plano, es

Qp=mTPA 0 L0, 1024004, (10.1)
pcri

donde las densidades critica y de constante cosmoldgica se obtienen de la siguiente manera

3\ A

Peri = (%) ; PA = (%) - (10.2)

Los datos son consistentes con la posibilidad de que €27 sea precisamente uno, implicando
un Universo espacialmente plano infinito. Los mejores valores de pardmetros cosmoldgicos re-
lievantes segun el satélite WMAP (2003) son Hy = 71 Km/SMpc , Quno = 0,27, Qp = 0,75,
Q =0, Ry = 16 Gly (radio de Sitter)[38]. Puede observarse en la seccién anterior que la
suma de pardmetros cosmoldgicos es cercana a uno, y que la densidad de curvatura presenta
valores pequenos, puede evidenciarse esto en (grafica 20) la cual muestra un universo brane casi
plano en expansién acelerada, estando de acuerdo con lo dicho anteriormente. Esto muestra la
compatibilidad del modelo braneworld con los resultados aceptados de la cosmologia estdndar.

En los tltimos anos, como se ha dicho varias vecés, se ha presentado una gran actividad
tratando de descubrir modelos del Universo en el cual la expansion se este acelerando. Algunos
modelos llenan el Universo de un fluido auto-interactuante, suave, no agrupado, con presién alta-
mente negativa, conocido colectivamente como energia oscura. Estos modelos, estan fuertemente
motivados por la observacién de SN Ia de alto corrimiento al rojo, las cuales no pueden ser expli-
cadas en el marco de trabajo del modelo estéandar, el cual desde el punto de vista teérico conduce
a un proceso de desaceleraciéon. Los modelos de materia oscura se encuentran soportados, en la ac-
tualidad por las recientes medidas de las fluctuaciones en el espectro de potencias de la radiacién
c6smica de fondo (CMB), las cuales indican que el Universo es plano y que Qp = 1,02 + 0,04
[39]. Sin embargo, la forma de contribucién de la densidad de masa total, incluyendo materia

oscura, es de tan sélo un tercio, es decir 2,0 ~ 0,3, valor obtenido del anédlisis de diferentes
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observaciones astrofisicas, conduciendo este hecho a que las restantes dos partes de €2, deben
provenir de la energfa oscura. El modelo més simple para la energfa oscura, es el que considera
la constante cosmolégica A, aunque presente el llamado problema de la ‘constante cosmolégica’
;, Por qué, no observamos la gran densidad de energfa del vacio, p, = (:25) =~ 107 GeV, o el

8rG
0123

valor esperado de la fisica de particulas =~ 1 veces mayor que el predicho por la ecuacion de

Friedmann?. Una solucién fenomenolégica a este problema es haciendo que A, decaiga dindmi-
camente, o introduciendo, a gran escala, un campo escalar conocido como Quintaesencia, el
cual puede producir presién negativa, conduciendo a una expansién acelerada. Debe notarse , sin
embargo que a pesar de su consistencia con las observaciones, la naturaleza de la energfa oscura,
es un misterio a la fecha. No presenta parecido a ninguna forma conocida de materia examina-
da en el laboratorio. Las observaciones presentes—mediciones de las fluctuaciones angulares en
el espectro de potencias de CMB, observaciones de magnitud-redshift para alto redshift, obser-
vaciones de tamano angular-redshift de radiofuentes de tamano de miliarco-segundos—pueden
ser explicados sin involucrar un término A. El modelo de brane-world, incorpora dentro de su
dindmica la expansién acelerada del universo[48]. Se encontré que el pardmetro de desaceleracién

en el marco de un modelo brane-world se puede expresar de la siguiente forma

1
qo = §QGR —QOx+ Qu+Qy, (10.3)

donde consideramos que el término clésico Qgr = (2,,,, ademds de considerar que en la actualidad

el término 2, =~ 0, segin lo considerado anteriormente, lo cual nos permite obtener

1
qo = §Qm + Qu — Qp . (104)

Un interesante caso surge cuando el modelo es geométricamente plano k£ = 0, en el cual
se cumple que Q0 + Quo + Qx4 = 1. Si el Universo estd dominado por la energia oscura,
en el escenario braneworld se puede atribuir dicho efecto al término de radiacién oscura, como
responsable de la fuga de energia gravitacional, es decir que se debe cumplir que 5 >
%Qm + Qy, para obtener gy < 0, esto conduce a obtener {2y < 0,55, en el presente trabajo se han
obtenido valores menores que éste valor.

En el caso de ajuste por SN Ia se muestra en la siguiente tabla los datos reportados para
el modelo estdndar, los datos para el modelo brane con materia no relativista reportados en la

literatura, y se muestran los valores para el modelo brane con materia no relativista estudiado
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aqui.

Tablacomparativaparalosdatosreportadosenlaliteraturayobtenidosenelpresentetrabajo

Finalmente, discutimos los resultados obtenidos de la relacién edad-redshift en la forma al-
ternativa presentada, la cual es independiente del pardmetro de Hubble hoy dia. Para este fin
se uso la medida de la cantidad Hgty. Los resultados obtenidos muestran que 0 < Hyty < 0,9
(grafica 30), para verificar este resultado comparamos con otros estimados del mismo parametro.
Por ejemplo, de observaciones s6lo de CMB se infiere una edad de to = 13,7+ 0,25 Gyr, mientras
que la edad inferida de cluster globulares conduce a ty = 12,6 +£ 2,4 Gyr. Si también asumimos
Hy = (9,77813Gyr)~' x h, con h = 0,72 £ 0,08 del HST Key Proyect, se obtiene para el pro-
ducto Hyty los rangos 0,79 < Hotp < 1,27 y 0,67 < Hoptg < 1,31, para cada una de las edades
anotadas[44]. El limite superior encontrado esta dentro de los limites superiores reportados, pero
existe discrepancia en el limite inferior hallado, aunque es importante anotar que en este trabajo
no se estd haciendo un analisis o cdlculo de errores en los pardmetros cosmolégicos, por ello no

se logra hallar el limite inferior o superior de forma mas precisa.
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Capitulo 11
Conclusiones

En este trabajo se ha analizado y mostrado un desarrollo paralelo a la cosmologia estdandar,
para el caso de universos membrana (brane-world). Se ha obtenido la ecuacién de campo efectiva
sobre una brane, la ecuacién de Friedmann modificada, y algunas relaciones cosmoldgicas co-
mo coordenada radial comévil, distancia diamétral angular, distancia de luminosidad, edad del
Universo, y diagrama de Hubble, en el marco de los Universos membrana. De igual manera, se
han obtenido las gréficas correspondientes para las relaciones cosmolégicas y se ha conseguido de
manera formal los valores posibles para los pardmetros cosmoldgicos involucrados en el modelo
bajo estudio, al igual que las regiones de confianza y las curvas de buen ajuste. Para ello fue
necesario desarrollar el esquema tedrico convencional seguido en la cosmolégia estdndar, como
también implementar el algoritmo numérico que permite obtener la minimizacién del estadistico
chi-cuadrado y por consiguiente las gréficas de la relacién magnitud-redshift. Se ha estudiado de
forma indirecta la incorporacién de una dimension espacial adicional no compacta, cuyo efecto se
aprecia en la ecuacién de Friedmann modificada. Asimismo, se han senalado algunas limitaciones
de la cosmologia estdndar, como son, la no predicciéon del valor de corrimiento al rojo para el
cambio de fase del universo y la no obtencién tedrica del menor brillo de las SN Ia.

Segtn lo obtenido para la coordenada radial comévil se observa que se torna més monétona,
es decir que tiende a un valor constante, para valores mayores en las densidades de materia,
tension o radiacién oscura. Ello produce que para corrimientos al rojo grandes las distancias
sean menores a las obtenidas en la cosmologfa estdndar, pero para el caso donde la densidad
de radiacién oscura se hace mayor, las distancias se harfan mayores y ello suministrarfa una

forma de probar la existencia de interacién de la brane con su bulk o viceversa. Igualmente, para
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corrimientos al rojo pequenos y diferentes valores de tensién se observan diferencias apreciables
en las distancias, lo cual permitiria determinar el efecto de tensién sobre la membrana. También,
se observa que aumentando el valor del parametro de densidad de radiacién oscura, se hace mayor
el valor de la coordenada radial, con minima sensibilidad, mientras que aumentado el valor del
pardametro de densidad de tensién se hace menor el valor de la coordenada radial mostrando
mucha mayor sensibilidad en las curvas para los cambios en tal pardmetro. Estas diferentes
variaciones son las que permiten dar explicaciones alternas a los resultados convencionales.

La edad del Universo predicha por el modelo de brane-world, es menor con el incremento en
la densidad de tensién, lo cual lleva a pensar que tal pardmetro debe ser pequeno, para evitar
dificultades con la edad predicha bajo la cosmologia estdndar. De forma similar las curvas de
distancias en general, para el modelo de brane-world, corresponden, para altos corrimientos al
rojo a un Universo temprano, estando de acuerdo el modelo con el comportamiento observado
en esta época, pero mostrando valores menores a lo esperado de la cosmologia estandar.

Segun la caracterizacion realizada, los modelos brane cobran bastante importancia en el
estudio del universo temprano, en tanto que muestran concordancia en la época actual con la
cosmologia estdndar, es decir, que en el estudio del universo brane temprano se manifiestan los
términos adicionales de la ecuacién de Friedmann modificada.

Como se mostré anteriormente, el valor predicho de redshift para el cambio de fase des-
acelerada a la fase acelerada para un universo brane-world es menor que el valor obtenido para el
modelo estdndar. De igual forma se muestra que el valor del pardmetro de desaceleracién actual
para el universo brane es un poco mayor que el valor que se observa para el modelo estandar,
pero un hecho importante del modelo braneworld es que predice un valor para el cambio de fase
bastante de acuerdo con el valor obtenido empiricamente.

Se ha mostrado un modelo brane-world, con simplificaciones fuertes, como son materia no
relativista, brane tipo RS, bulk vacio, una sola membrana, lo cual simplifica algunas implica-
ciones fisicas, que conllevan a desarrollar un esquema tedrico que no corresponde totalmente
con los resultados convencionales de la cosmologia estdndar. De igual manera se han obtenido
relaciones cosmolégicas, asumiendo que en estos modelos se conservan las relaciones y principios
convencionales, lo cual deberia probarse formalmente.

De los varios modelos brane considerados, el més de acuerdo o compatible con la cosmologia
estandar es el modelo brane con materia no relativista, el cual conduce en varios aspectos a

una concordancia aceptable con los resultados del modelo estdndar, y en el cual se obtiene la
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expansion acelerada sin involucrar energia oscura, aunque presenta algunas diferencias notables
con la cosmologia estdndar. Por ello es uno de los modelos que debe estudiarse a profundidad,
para determinar completamente la descripcién que suministra y poderlo someter a un mayor
mimero pruebas cosmolégicas y observacionales.

La técnica de maxima verosimilitud, desarrollada aqui, la cual permite restringir los valores
de los pardametros del modelo, debe involucrar muchos més datos de alto corrimiento al rojo, lo
cual permitirfa determinar el alcance del modelo bajo un conjunto mayor de datos.

En los desarrollos que se realizaron de forma paralela a los desarrollos de la cosmologia
estandar aparecen términos divergentes, la razén de ello puede obedecer a que se construyé una
cosmologia sobre una membrana de tipo RS, que no es presisamente uno de los modelos més
generales, es decir con bastantes simplificaciones, ocasionando lo senalado anteriormente, o tal
véz, no se introdujo una descripcién mas completa para los términos de tensién y de radiacion
oscura.

Es también importante mencionar que no se esta haciendo una descripcién unificada para
la constante cosmoldgica y para la tension de energia sobre la membrana, las cuales juntas es-
tan asociadas con la energia del vacio. No obstante, en el esquema tedrico exhibido se muestra
una relaciéon compleja entre densidad de energfa, densidad de energia del vacio, constante cos-
moldgica y tension, la cual podria explicar algunas dificultades, como también determinar nuevas
consecuencias.

El ajuste de SN Ia, con la relacién magnitud-redshift, ilustra un comportamiento concordante
y ajustado con la relacién magnitud-redshift estdndar, en particular para los datos de alto cor-
rimiento al rojo, estando en acuerdo con lo observado. En particular predice un mayor brillo de
SN Ia. Ello, evidencia la factibilidad de que el modelo de brane-world, sea una buena aproxi-
macién a una descripcion real. Los detalles obtenidos para el modelo braneworld, muestran que
este modelo es compatible con los resultados de la cosmologia estdndar como también con la ob-
servacion de SN Ia, lo cual brinda la posibilidad de pensar que tal modelo pueda ser un verdadero
modelo del universo, ademas de incorporar otros elementos no explicados completamente en los
esquemas convencionales. Aunque se debe realizar un anslisis mayor para estudiar el modelo bajo
CMB, nucleosintesis NBB, y otro tipo de observaciones, para obtener un modelo mas restringido
y poderlo considerar como un modelo méas aproximado a la descripcién real. Los valores de los
pardmetros obtenidos mediante la técnica de maxima verosimilitud corresponden bastante bién

a los valores reportados en la literatura convencional, algunos de ellos se muestran en la tabla
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10.1. De igual forma de las regiones de confianza obtenidas se puede inferir los posibles valores
de los pardametros adicionales, bajo una cierta probabilidad, igualmente puede observarse en el
apéndice H, la funcién de distribucion de los pardmetros.

En resumen, se ha desarrollado una aproximacién para el estudio de algunos aspectos cos-
moldgicos bajo algunas hipétesis novedosas y tomando en consideracién una técnica en particular,
pero como se ha dicho, el modelo desarrollado, debe ser sometido a muchas otras pruebas para
considerar su factibilidad. La lista de temas que quedan fuera es extensa, esta incluye la reciente
discusion sobre el problema de la constante cosmolégica, espacios de altas dimensiones curvos,
materia oscura desde los modos KK, agujeros negros en modelos braneworlds, deconstruccion de
dimensiones extras, y la lista continua. Urge al lector interesado el continuar desarrollando todos
estos temas.

Finalmente debe decirse que los resultados obtenidos anteriormente corresponden, en este
trabajo, a los cdlculos desarrollados mediante el programa creado para analizar el modelo cos-
molégico de membranas, por lo tanto los resultados estdan supeditados a los métodos numéricos
implementados, el nivel de presicién de los cédlculos, y la metodologia general seguida en la

elaboracién de dicho programa.
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Apéndice A

Ecuacion de campo para

Randall-Sundrum

En esta seccién se obtendra explicitamente la ecuacién de campo de Randall-Sundrum, sigu-
iendo la técnica clasica del pricipio de minima accién mediante la variaciéon de la accién. La

accion considerada en el modelo RSI, estd dada por

S = /d4l’/dy\/—g [2M3R — A} + /d4xw/—g(b1) Vo1 + L] + /d4xw/—g(b2) (Vi + Li2]
(A.1)
como la coordenada y es perfodica y = ¢ + 2, lo cual conduce a dy = d¢ , con 0 < ¢ < 7, con

esto se puede escribir la accién como

S = /d%/ do/—g [2M°R — A] + /d4$\/—g(b1) Vo1 + Lpa] + /d4$\/_g(b2) Vi + L2]
(A.2)
aplicando una variacién a la primera integral Sp (se refiere a la accién en 5D), se obtiene
0Sp = §/d4x/ doy/—g [2M°R — A] (A.3)

lo cual conduce a la siguiente expresién
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55y = / iz / " do [2M35(v=gR) — AS(v=9)] . (A.4)

donde el escalar de curvatura se puede expresar como R = ¢g"’R,,, con lo cual se obtiene

6Sp = / dix /_ : dp [2M35(v/= 99" Ruw)] — / d*x /_ 7; doAS(v/—=g) , (A.5)

tomando la variacién en el primer integrando, se encuentra

0(V=99"" Ruv) = 0(V=9)9" Ruv + V=90(9"") Ruv + v/=99" 0 (Rus) , (A.6)

ahora bién, si se desarrolla cada una de las variaciones, encontramos

V—=99"6(Ryy) = O/ —gg" 0T — 0,/—gg" ol (A.7)
5(guv) _ _gupgv55gps 7 (AS)

5(V=9) = 5V 99" (A9)

llevando estas expresiones a la expresién para 0(,/—¢gR), se obtiene

1
0(V=9R) = 5V =99u09" R+/=9(=9" 9" 0gps) Run+ 01/ = 99" T —0,3/—gg" 0T, , (A.10)

simplificando esta expresién y aplicando la idea de indices mudos llegamos a

1
5(v/—gR) = 5\/_—ggm,R5g“” — V= gR“ gy + O/ —gg" ol — O,/ —gg"“ ol | (A.11)

entonces la variacion completa para la accién en cinco dimensiones se puede expresar de forma

amplia como
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§Sp / d'x / do {QM?’ (v =99uwRIG"™ — N/ —gR"™6Guy + O/—gg" T, — Oyr/—gg" oT, )
—/d4x/ dqﬁg/\\/—gguvéguv, (A.12)

aplicando el teorema de Gauss y como las variaciones del campo son nulas en los limites de

integracién se obtiene

553—/d4 / d¢2M3 V=99 RIg" — /—gR"™gu,) /d4 / dqﬁ A/ —=99udg™’
(A.13)

simplificando la expresiéon anterior resulta

Aguv)éguv ) (A'14)

T 1 1
0Sg :/d4a:/ d¢2M3\/—g(—§guvR+Rw— IWE

ahora, efectuando la variacién para la acciéon que describe las branes tenemos

0S5y = ——/d T/ —912) gu,, %259 (b2) » (A.16)

entonces la variacién de la accién completa queda de la siguiente forma

i 1
/d4ZL‘/ d¢2M3\/ —g(—ﬁguvR-i- Ruv - Aguv)éguv
1 v
—3 / d*z/ —g<b1)gﬁ’3)%159&1)
1 v
—§/d4$\/ —g(b2>g,8b3)%259(‘,)2) ) (A.17)

expresando las variaciones para las branes en cinco dimensiones con ayuda de la funcién delta y

4M3

tomando en consideracién su localizacién en el orbifold, obtenemos
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N 1
4 3 ;—_* _
/d 31:/_7r dp2M°/—g( 2gm,R—|— R, 4M3Agw)5gm
1 T y
—5 [t [ aosto—my=guneVinsat,

—— / d*z / dod(9)\/— 92 gw>v,,25g(b2, (A.18)

simplificando la expresién anterior, resulta

——AGuv)d Guw

4 20/ —g(— -
/d /d¢ SRt R

1 4
—55@5 - 7T)\/ —g(bl)g,W %1595,1)
1 v
—55 (0)/ _g(b2)g/(£j2)vb259&2) , (A.19)

ahora, se puede expresar cada 5g(b de la siguiente forma o g“ Y= 0"6Y5g"™, con lo que se obtiene

4 3 S (__ —
/d / dqb 2M ( guvR + Ry 4M3 Aguv)
——5( )/ =91 9;(3/1 Vir0h6y — 50(0) /=902 gm, WVi20467)0gu ,  (A.20)

y como la variacién debe ser igual a 05 = 0 , entonces el integrando debe ser igual a cero

1
2M*/=g(= 5 gun B + R — 4M3Aguv — 8(¢ — ) /=900 9D Vi 840"

——5 9029 Vigdhidl =0, (A.21)

finalmente se obtiene la ecuacién de campo en el escenario Randall-Sundrum

— 1
~9(Huw = §guvR) - 4M3 (AV=99u0 + Virr/—9001) g b §e5v5(p — )

+Via/—92) g B2 5157 5(9)) (A.22)
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Apéndice B
Solucion de la ecuacion de Einstein

Como se ha dicho anteriormente, la métrica espacio-temporal en cinco dimensiones tiene la

forma

ds?® = gupdrda’ = gapdz®da’ + (L, y)dy* , (B.1)

pero como estamos interesados en obtener soluciones cosmoldgicas, tomamos la métrica en la

forma

ds® = —n2(t,y)dt2 + az(t,y)%jdmidxj + b%t,y)aly2 , (B.2)

donde 7,;; es una métrica en tres dimensiones de mdxima simetrfa. La ecuaciéon de Einstein en

cinco dimensiones toma la forma usual

1
Gab = Rab - ERgab - KQTab ) (Bg)

aqui k2 es la constante de acople gravitacionsal relacionada con la constante de Newton en
cinco dimensiones, k? = 87G5 = M3 , llevando la métrica anterior a la ecuacién de Einstein

obtenemos las componentes no cero del tensor de Einstein, las cuales son

a [ a b n®(a dfd ¥ n?
Go=3301a"% _ﬁ(3+5(5_5>>+k¥ ’ (B4)
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a? a(a n vV/n a 5 n
Gy = bﬂw{a(a 5)‘5(;”5)”;*%}
a2 6 4 nh. a4 b a n. b
v (=22 2 e (=2 Y= N ey .
W%J{a( S 2) 2o (2 ) g b~y (B.5)

Gos = 3(—: +—- - —) ; (B.6)

afa n b (a a a b2
=30 (-4+=)—=[=2(=- - —k= B.
Gu 3{a <a + n) o (a(a ) + a) ka2} (B.7)

donde se ha establecido que la prima denota derivada respecto a la coordenada y y el punto

SI3-

denota derivada respecto a t. El tensor momentum-energfa puede ser descompuesto en dos partes,

Tba :Tba |bulk +Tl;l |brane ’ (BS)

es decir que se puede escribir como

. 1.
Ty = diag(—pg, Ps, Pp, Pp, Pr)+ Edlag(_pba Db, Db, Db, 0)0(y) (B.9)

como se considera aqui s6lo geometrias estrictamente homogéneas e isotrépicas sobre la brane,
puede considerarse que las densidades p,, v p, son independientes de la posicién dentro de la
brane, es decir son funciones sélo del tiempo. Se puede asumir que Tps = 0, lo cual fisicamente
significa que no existe flujo de energia a lo largo de la quinta dimensién, implica que Gog = 0.
Las componentes (0,0) y (4,4) de la ecuacién de Einstein en el bulk se pueden escribir de la

siguiente forma

2

F = ga'a?’T(? lbut (B.10)
: 2. 5.4
F = gaa T4 ‘bulk ; (Bll)

donde F' = %, F= % y la funcién F' es funcién de t y y definida por
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(da)® _ (aa)?

F(t,y) = R ka® (B.12)
de tal forma que como T |pux= —pp es independiente de y , con lo cual se puede integrar las
expresiones anteriores para obtener

Ly
F+6apB+C’:0, (B.13)

donde C' es una constante de integracién la cual a priori depende del tiempo.

Puede considerarse que la quinta dimensién es estédtica, es decir que

b=0, (B.14)

lo cual posibilita solucionar la métrica espacio-temporal completa, es decir determinar la depen-

dencia explicita de la métrica con coordenada y. Segtin lo anterior se tiene que

b=1, (B.15)

entonces se sigue de Gy = 0, que n puede ser expresado en términos de a segun la relacién

=a(t), (B.16)

2

3a’a3T(? |lbuik, encontramos la siguiente ecuacién diferencial

llevando esta expresién a F' =

1
o® 4+ k— (ad) = §H2p3a2 : (B.17)

la cual es valida en todo el bulk, menos sobre la brane. Las soluciones de la ecuacién anterior

2 2
a’® = Acosh(y/ —gl-#pBy) + Bsin h(4/ —glf%By) +C para pg <0, (B.18)
, 2 e
a® = Acos( §ﬁ2pBy) + Bsin( g/{QpBy) + C para pg >0, (B.19)

a® = (a®> +k)y* + Dy + E para pg =0 . (B.20)

son
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La constance C' puede expresarse en términos de la funcién « de la siguiente forma

o>+ k
/‘?203

de igual manera se puede encontrarse que la conservacion de la energia sobre la brane puede

C =3 (B.21)

expresarse como

Py + 3a—(ﬂb +p) =0, (B.22)
0
si finalmente se fija el tiempo mediante la condicién ng = 1, es decir que se escoge como tiempo
el correspondiente al tiempo césmico sobre la brane y con la ayuda de la ecuacién de Friedmann
modificada, obtenemos
Ly

C = 50/0(1 +

mzp,%) ~ 6Upay
6pp Na2

finalmente se obtiene la expresiéon general para el factor de escala

K2 p} 6Uvag KPy o 2
(1 + @> C-—"35 3 =T agSenh( —gmzpBy)
1 K0y \ o, 6Uoag 2 1/2
+ [5 (1 - 6pB agq + W COSh( —gli2pBy)} . (B24>

Los otros coeficientes de la métrica, tal como n(t, y) se puede obtener directamente de la expresién

(B.23)

. s, : (¢
anterior con ayuda de la relacién a = na(t) , la cual conduce a n(t,y) = % . En general,
a
se puede encuentrar un comportamiento cuadrético en la densidad de energfa sobre la brane lo
cual conduce a una cosmologia no convencional, sin embargo, puede recobrarse la cosmologia

estandar en el contexto de Randall-Sundrum como se ha mostrado anteriormente.
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Apéndice C

Obtencién ecuacion de campo efectiva
para RSII

En estd seccion se obtendra la ecuacién de campo efectiva sobre una brane, donde, se hace
uso del formalismo seguido en el libro de Eric Poisson e igualmente se ilustraran los pasos maés
relievantes para el desarrollo. El “formalismo de hipersuperficies” es central en la construccién del
braneworld, en el cual nuestro Universo es concebido como una subvariedad (brane) sumergida

en un espacio de altas dimensiones (bulk), se ilustra esto esquemédticamente en la figura Al.

.2,

Una brane ¥ sumergida en un espaciotiempo M. Se muestra un vector normal unitario a la

brane, igualmente la métrica inducida sobre la brane.
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Una sub-variedad de m-dimensiones ¥ de una variedad de n-dimensiones M, puede ser defini-

da mediante una ecuacién paramétrica
*=2%0%) ,a=0,1,..n;a=0,1,..m, (C.1)

donde o son coordenadas internas de la sub-variedad. Con el braneworld en mente, se considera
el caso donde m = n — 1, es decir la sub-variedad es una co-dimensién. Las n — 1 dimensiones
internas pueden entonces ser eliminadas de las n-ecuaciones paramétricas para dar una ecuacion

de restriccién definiendo la hipersuperficie

O(z%) =c, (C.2)

donde ¢ es una constante. Esto permite definir un vector normal unitario en todos los punto de

> por

B v,
gV, BV, B[7

Ng

(C.3)

como se ha dicho en otros apartados el punto de inicio de tal desarrollo es la ecuacién de Gauss,
en la cual se expresa la proyeccion del tensor de Riemann sobre una hipersuperficie, tal ecuacion
es

Rabcdea egeieg = Ra,@'yé + KaéKﬁ'y - Ka’yKB(s ’ <C4)

«

en la cual los indices latinos barren las cinco dimensiones (a, b, ¢,d = 0,1,2,3,4), los indices grie-
gos barren cuatro dimensiones (a, 5,7,6 =0,1,2,3) y por ejemplo K5 representa la curvatura
extrinseca, es decir la curvatura de la hipersuperficie determinada desde el espacio de dimensién

superior. Despejando el tensor de Riemann en cuatro dimensiones se obtiene

Raﬁ'yé = Rabcdegegegeg - KaéKBW + Ka'yKﬁ5 s (05)

ahora, realizando un cambio de indices, es decir cambiando « por € y a por n, se puede escribir

la expresion anterior como

Regys = Rupcacneheles — KosKpy + Koy Kps (C.6)
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sobre esta expresién aplicamos de forma conveniente el tensor métrico inducido h®? = g“beg‘ef

, el cual permite subir un indice

h®* Re.pys = g™ eoes Rupcacteheses — h* KosKgy + h* K. Kgs | (C.7)

se obtiene

RB'Y(S Rbcdeaege 65 K5 Kﬁ’y + K Kﬁg 3 (C.8)

aplicando contraccién de indices sobre «, 7 y sobre a, c,

Rios = Risacqeseacs — K§ Kpo + Ko Kps (C.9)

se encuentra la expresién contraida

Rgs = Rueley — K§ Kpo + KKgs (C.10)

ahora bién, el tensor de Ricci en cinco dimensiones se puede descomponer en forma general como
Ryqg = e R}, jngn’ + B9 Rabvde%e};’, en el caso de una hipersuperficie como de espacio ¢ = —1, con
lo cual se obtiene Rbdeﬁe(g Rbd%% Ry nan® eﬁe 5, esta expresién se reemplaza en la anterior,

con lo cual se obtiene

Rgs = Rbde%eg Ry, nan’ eﬁe(; K§Kp, + KKps , (C.11)

haciendo un cambio de nombres de indices [ por «, d por 3, b por a, d por b, a por ¢, o por 7,

la expresién anterior se puede escribir como

Rop = Rapelely — Roynen’etel, — KK, + KKog (C.12)

contraiendo indices sobre a, 3y a,b , se obtiene

Ry = Rasenes, — Ry nen’egnen, — KJKoy + KK (C.13)

ava

lo cual conduce al escalar de curvatura en cuatro dimensiones

R=R — Rn.n’ — K"K, + K* | (C.14)
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donde R’ es el escalar de curvatura en cinco dimensiones, con esta expresién se construye el

tensor %Rhag,

1 1
iRhalg Rgabe eﬁ chcn hos + 2(K K"Ky )hag (C.15)
de tal forma que con las expresiones anteriores se puede construir el tensor de Einstein G,3 =

Rop — %Rhaﬁ, obteniendo

1 a C v a 1 C v 1 (0%
Gap = {Rab — §Rgab} eae%—Ravbncn eae%+§Rvncn hag—KgKM—i—KKag—§ha5(K2—K7 Koy),
(C.16)
ahora, con la descomposicién del tensor de Riemann 5D en el tensor de Ricci, el escalar de

curvatura y el tensor de Weyl, se tiene

C

2 1
avb — g [gfuRb}a - ga[ngﬂ - _Rg[cq;gb]a + Cccwb s (017)

6

la cual se reemplaza en la expresion tel tensor de Ricci, para obtener

a 2 c c
RQIB = Rabeaeg_{_ [g[va}a - ga[vaﬂ

1
5 — — Ry, gpja + C’[jvb} nen’el eﬂ KK\ +KK,3, (C.18)

6

nuevamente, en la expresiéon anterior se contraen los indices «, 3, lo cual permite en contrar el

escalar de curvatura en cuatro dimensiones, éste es

2
R=R - 3 (9, Rala — GarwRy] nen® + GRgvga]ancn — Cnen’ — K"K, + K* | (C.19)

similar a lo efectuado anteriormente, se puede construir el tensor de Einstein, el cual en estos

términos es



159

1 a 2 C C v _a 1 C v _a
Gop = [Rab — §Rgab} eae% ~3 [g[va]a — ga[va]] NN eae% + éRg[vgb}ancn eae%

1 C C v 1 C v 1 C v
+§ [g[vRa]a — ga[vRa]] nen’hog — ERg[vga]ancn hag + EC’ann hag — KgKav

1
+KKup + 5haﬁ(K2 — K" Ko,) — Coynen’elel (C.20)

a

agrupando términos semejantes se escribe de forma m&s compacta

1

1 2
Gaﬁ = { |:Rab - ERgab:| - g [g[cva]a - ga[ng]] nen’ + 6

Rg[cvgb]ancn” } eie%

1 1
+ {_ [g[CvRa]a - ga[vRZ]] ncnv - 75

C v 1 C v
3 12Rg[vga]ancn + EC’vncn }hag

a

1
— K} Koy + KKop + 5haﬁ(K2 — K"K,,) — CSynenelel (C.21)

con ayuda de la ecuacién de Einstein en cinco dimensiones R, — %Rgab = k2T, se obtiene

2 2 2 2 2
Cos = {%Tab} etely + [%Tabnanb] has — {%Tj] has
1 (6% (& v a
—Kj Koy + KKop + §h(w(K2 — K" Kq,) — Clypnen’elel (C.22)

finalmente, se puede obtener la ecuacién de campo en cuatro dimensiones sobre la hipersuperficie

(brane)

2k 1
Gaﬁ e % {Tabege% + |:Tabnanb _ Z‘:Tg:| halg} — KgKa»y + KKO{B
1
—I—§ha5(K2 — K"*K,y) — Cgvbncn”egeg . (C.23)

Ahora, se expresa el tensor momentum-energia en cinco dimensiones, en sus diferentes con-

stituyentes

Ty = _Agab - Ahaﬁegebﬂ + Ta56a€f ’ (024)

a
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donde, se puede identificar A con la constante cosmoldgica en cinco dimensiones, A tensién o
energfa del vacfo sobre la membrana y 7,5 es el tensor momentum-energfa convencional, se
puede expresar la contribucién de la brane en el tensor S,5 = —Ahagegef —I—Tageg‘ebﬁ . La ecuacién

de campo en cinco dimensiones, que incluye explicitamente la contribucién de la brane es
Gap = —Agap + K2 (Tup + Sapele)d(y)) (C.25)

integrando la anterior ecuacién desde y = —¢ a y = +¢, y tomando el limite cuando ¢ — 0, se

encuentran las condiciones de frontera de Israel-Darmois en la brane[23]
=g, =0 (C.26)
Yab Yab ’

_ 1
La simetria Z5 significa que cuando uno se aproxima a la brane desde un lado y la atraviesa
emerge en el bulk, pero con el vector normal invertido, n* — —n®. Entonces, la ecuacién anterior

implica que

K=K, (C.28)

por consiguiente con la condicién de frontera se puede expresar la curvatura extrinseca sobre la

brane como

1 2 1

Kop = =5#*(=3hash + Tap = ShasT) , (C.29)
con esta expresion se encuentra
L,
K = —3k (1—2A), (C.30)
o 1 2N T o 2\ T
K'"Kqy = 154 (_?hv — gh’r + 77 ) (—?hw — ghm + TM> , (C.31)
1 2\ T 2\ T

K,’BYKO&’Y = Z—l/{4 <_?]’Lg — ghg + Tg) (_?ho«y - gha,y + Ta'y) y (C32>
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expresiones que se sustituyen en la ecuacién de campo en cuatro dimensiones sobre la hiper-
superficie, y esto conduce a la ecuacién gravitacional efectiva sobre la brane, la cual toma la

siguiente forma

1 1 1
Gap = —Nahop +8TGNTop + I€4(—£—1Ta,y7'g + 137 T8 + ghaﬁ’]'ag’i'aﬁ — ﬂhagTQ) — C’gvbncn”eie% ,
(C.33)



Apéndice D

Generalizaciéon ecuaciones de campo
para RSI

De forma similar, inicialmente se parte de la ecuacién de Gauss

Ruvpsegegegeg = Rapys + Koy Kps — KoasKpy

subiendo un indice en la ecuacién anterior, se obtiene

R§. s = Rysenepehes + KT Kps — K Kp,

VPS U

contrayendo los fndices «,y obtenemos

Rﬁg =R epegeg + KK&; - K?Kﬁa .

VPS U
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(D.2)

(D.3)

La métrica inducida sobre la sub-variedad es dada por h,, = gn, — n,n, , esto permite

subir un indice h"Ph,, = e"’g,, — e"Pn,n, , para obtener hf = g’ —nPn, , reemplazando en la

expresién anterior, se llega a

Rgs = Rvsegeg - R" nunpegeg + KKps — K§5'Kg, -

VpS

(D.4)

Considerando el tensor de Einstein Gop = Ros— %haﬂR, y contrafendo los indices obtenemos

R=R — R'nn"+ K* — KK ,

(D.5)
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con R = e*®R,s, obtenemos
1
§ha5R Rgabe 65 R“nun hag + haﬁ( K(SﬁKﬁ(;) , (D.6)

llevando el resultado anterior a la expresién del tensor de Einstein, obtenemos

1 U v_a b 1 U v
Gop = [Rab — §Rgab} en Ravpnun €ats t §Rvnun hag +
1
KKop — KjKos — 5haﬁ(K’*’ — K% Kgs) . (D.7)

Si se considera el tensor momentum-energia en la ecuaciéon de campo R, — %gabR = k2T,

junto con el tensor de Weyl, se obtienen

2 1
Gog = H’ [Tuvelely + Tuun'n] — 5 Thas + KKop — K§Koas
1
—511&5([(2 — K Kps) — Cynyn’elely . (D.8)

En el caso de tener un modelo con dos membranas, como en el caso RSI, podemos mostrar
de manera simple que las ecuaciones de campo sobre cada membrana, tendrian las siguientes
formas, siguiendo lo anteriormente presentado y realizando algunas generalizaciones, las cuales

no se muestran explicitamente en la literatura convencional

Ragys = Rapeacteheles + 2K Kopp + 2K, Kjps (D.9)

lo cual si consideramos las membranas independientes, nos conduce a

KLQ a u, v HJQ h
Gop = 5 [Topelel + Tuon'n'] — gThaﬁ + KKop — KjKos — K'Klz + 7(}(2 — K% Kgs)
h/
o — Clonan’elel — ;B (K? — K" Kjs) — Cla minVeel (D.10)

donde se ha considerado que no existe interacién inter-brane, ademads de colocar materia sobre
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una brane.
En el espiritu de mantener independientes las branes, se considera la simetria Z,, es decir

cuando pasamos de un lado de la membrana al otro, para cada brane obtenemos

I 1

K’jv - K;v = _H2 Tu’u - ngu’U:| 9 (Dll)
[ 1

Kt — Ko = —k2 | Ty — ng;v} , (D.12)

lo cual nos lleva a las siguientes ecuaciones efectivas de campo sobre cada una de las brane

1

Guw = —Nwguw + 52TW + EKZHW -E,, (D.13)
1

G;w = —A'(4)gLV + /-QQT'W + EKQH:W — E;/w , (D.14)

donde se recalca nuevamente, que las brane no interaccionan. Una situacién més realista debe
implicar una interaccién de tipo gravitacional, lo cual debe llevar a un término que contemple

tal hecho y que se manifieste en cada ecuacién de campo.
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Apéndice E

Términos no nulos de la métrica
RS-FRW

Bajo consideraciones de isotropia, la métrica sobre un espacio 3D se puede expresar como

di* = dp* + R2sen’ <R#> (d6? + sen®0d¢®) (E.1)

(&
donde R, es el radio de curvatura del espacio, p es la distancia radial. Ahora, si se considera el
principio cosmoldgico y se definen los observadores fundamentales como aquellos que se mueven
de tal manera que el universo siempre parece isotrépico a ellos. Cada uno de ellos tiene un reloj
y mide el tiempo propio el cual se puede sincronizar en un inico evento para definir el tiempo

c6smico. Con esto se puede escribir la métrica como

ds? — dt? — S |dp? + R2sen? (L) (d6? + sen20do?)| E.2
5 |dp® + R 7
C

c
donde en esta forma ¢ es el tiempo césmico, y dp es el incremento de distancia propia en la
direccion radial.

Pero existe un problema al usar la métrica anterior, ya que la luz viaja a velocidad finita,
es decir que s6lo observamos todos los objetos astronémicos a lo largo de nuestro cono de luz
pasado el cual estd centrado en la Tierra en la época actual ty. Bajo algunas consideraciones un
poco artificiosas se puede expresar la distancia radial como p(t) = R(t)r , donde r es la distancia
coordenada radial comévil, y el radio de curvatura se expresa como R.(t) = R.(to)R(t) = RR(?),

con estos resultados se obtiene la métrica de Robertson-Walker la cual es
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R*(1)

2

dr® + R?sen? (%) (d6* + sen20d¢2)} ) (E.3)

esta métrica ha incorporado todos los elementos anteriores, y es el fundamento mismo de la

ds® = dt? —
c

cosmologfa estandar.
En consideracién de lo anterior, y con el modelo braneworld en mente puede obtenerse una

expresién para la métrica de Randall-Sundrum-Friedmann-Robertson-Walker la cual es

R2(t r
ds? = e 20Wgt? — ¢720W g ) dr® + R*sen? <§> (d0* + senQquﬁz)} + b2 (t,y)dy?,  (E.4)
c
esta métrica describe una geometria no factorizable, es decir que la dimensién adicional afecta
todos los elementos de la métrica.
Como se dijo anteriormente, la métrica mas general que permite obtener soluciones cosmol6g-

icas es

ds® = g datdz” + b*dy* | (E.5)

la cual toma la siguiente forma, para obtener cosmologias compatibles con FRW, segtin lo anterior

ds? = —n?(t,y)dt* + a?(t, )y, da'de’ + B (t, y)dy? (E.6)

donde 7;; es una métrica de maxima simetrfa tri-dimensional, es decir un espacio con simetrfa
esférica, donde la curvatura espacial estara parametrizada por k = —1,0, 1.

La ecuacién de Einstein toma la forma usual

1
Rab - §Rgab = 52Tab ) (E7)

donde R, es el tensor de Ricci cinco-dimensional, y R = ¢g®R,;, es el escalar de curvatura
y k es la constante de acople gravitacional relacionada con la constante de Newton en cinco-
dimensiones ademds de relacionarse con la masa de Planck en cinco-dimensiones, mediante la

relacion

K? = 81Gs = Mg ? . (E.8)
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Insertado la métrica de prueba en la ecuacién de campo se obtienen los elementos no nulos
del tensor de Einstein, definido por G = Ry, — %Rgab :

Los simbolos de Cristoffel de segunda especie no nulos son:

Fgozi% Fg4:n_b2% F§3=b%§—§j
F34:%g_§ F§4=%3—Z F84:%%
Y = %% Féozb%% F%OZ%%
Fg():%a_? F%l :_1%22_; Fh:%g_z
F(2)2:7%2% Fé‘az—%g—;‘j F%O:%%
ngzﬁa_g Fiio:%% F§4=£§—Z

Elementos con los cuales podemos construir el tensor de Ricci y el escalar de curvatura
_ 0 71a 0 Ta a T a Tl
Rap = %de s Lalha — Tl
_ _ 9 3 ! !
R= gabRab - gabﬁrgd - gabwrza + gabFZlde - gabrglrba
donde los indices latinos recorren 0, 1,2, 3,4

Relizando el correspondiente proceso algebraico obtenemos:

Gw=3{5 (5+4) -5 (5 +5(E- D) +hst)
a? a(a n [ a a’ n
Gij = 273 {‘ (5+2%) -5 (F+20) +2% _}
a? a(_a | on a_ b(_oa_ ny_b
a2 {‘(—‘ +20) -2+ (=28 1) - %} — kv
Gos = 3(T2 4 b _ a)
Gu=3{f(5+0) -5 (sG - +1) -k}
En las expresiones anteriores, la prima establece las derivadas respecto a y , y el punto
establece la derivada respecto a 7. Estas expresiones permiten obtener las ecuaciones dindmicas

de la cosmologia, una vez se conozca el tensor momentum-energia.



168

Apéndice F
Métrica Randall-Sundrum

Para solucionar la ecuacién de Einstein en cinco dimensiones, se requiere que las branes
preserven la invarianza de Lorentz en 4D (invarianza de Poincaré), para ello se escoge una

meétrica de prueba

ds® = a*(y)n,, dz"dz” + dy* | (F.1)

la cual se sustituye en la ecuacién de Einstein 5D y se aplica la condicién de frontera de la
topologfa de un orbifold S'/Z; (es un circulo doblado sobre su didmetro), esto permite obtener
la métrica de Randall-Sundrum, la cual expresa la geometria estdtica de una brane junto con la

geometria del volumen en el cual estd contenida, dicha métrica es

ds* = e_QU(y)nlwdx“dx” +dy? | (F.2)

el término e2°® es llamado el factor de curvatura, el cual es Z,—simétrico, y decae exponen-
cialmente desde la brane de tensién positiva hasta la brane de tensiéon negativa.

Para la métrica anterior los elementos del tensor métrico son

G = € 2Wn,,

gu =1

9ap = Gua =0

elementos con los cuales se puede calcular el tensor métrico inverso
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() (2 8) (10, -
0 1 C D 11

Desarrollando el producto matricial e igualando las componentes, se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones

Ae_%(y)nw =1
Be—2o(y)nw =0
C=0
D=1

Entonces los elementos del tensor métrico ¢g"” son

v __ 20,4V
g = et

g44 =1

g4u — gu4 =0

Segtn lo anterior se pueden determinar los simbolos de Cristoffel no nulos
Ffw = —20’6_2‘777#,/ F;’W =0 r,=0

Con los resultados anteriores se puede calcular el tensor de Ricci, el cual se obtiene de:
Ry = =01, + 0,1, — T + 17, 0,

calculando las respectivas componentes y llevando a cabo los pasos algebraicos se obtiene:
le — 6—20(0// - 40/2)77;u/

R44 = 40" — 40”2

R,,=0

de igual manera se puede calcular el escalar de curvatura

R =4(20" — 507) . (F.4)

En la quinta dimensién se encuentra lo siguiente

1 1
V —g(R44 - 5944R) = —W(AM/ —9944) ) (F5)
5

1
IV

1
do" — 40" — 5 [4(20" —507)] = -

Mv=g , (F.6)
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donde 607 = —ﬁA&

En lo que sigue se muestra un cdlculo explicito de la escala de energfa involucrada por
la métrica RS. La escala de energfas introducida por la masa de Planck, se define como
Mp = <£—fv> ~ 1,2 x 10¥GeV = 10'°TeV, que corresponde a la energfa de unificacién de
todas las interacciones. Los aceleradores de particulas mdas poderosos han explorado energfas en-
tre 100 y 1000 GeV es decir =~ 1TeV, correspondiente a los procesos de interaccién electrodébil,
esto define la escala de energias electrodébiles, la enorme discrepancia en los diez y seis ordenes
de magnitud es lo que se conoce como problema de jerarquias. Este problema se ha tratado de
resolver modificando condiciones fisicas o modificando los principios fisicos mismos. El modelo
de Randall-Sundrum, suministra una nueva escala de energias incorporando una dimensién adi-
cional, conduciendo a una llamada escala fundamental, la cual se encuentra en el orden de los
TeV, acercando la verificaciéon experimental a los aceleradores actuales. Dicha escala se define
por Mp = MT?’ (1 — 6_2"”0”) , como se enuncié anteriormente. M es la masa de Planck funda-
mental en cinco-dimensiones, k una constante, r. es un radio de compactificacién en el modelo
RSI. Considerando valores para k = 10*m="' y r, = 2,78 x 1073m, deducidos en el modelo RSI,
obtenemos M ~ 1TeV , en el caso RSII donde 7. — oo tenemos M = MIQD/ 1/ 3 lo cual nos

llevaria a M ~ 102TeV.
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Apéndice G

Soluciones exactas, ajuste fino y

relaciones entre constantes

Algunas soluciones integrables o exactas que se puecden encuentrar para la en la ecuacién de

Friedmann modificada en términos de indice barotrépico[28), B0]

i<d_a)2:C’GR C\y ko Ay @
a2’ dt a3y a® a2 3 a*’

(G.1)

_2 a‘l,

2
KZA

y donde se hace uso de la ecuacién de estado general p = (7 — 1)p la cual introduce el indice

donde las constantes que se ha mostrado son Cgp = %ia“p, Oy = gampa Cy =
barotrépico v, el cual hace posible la introduccién de diferentes contenidos de materfa-energia
sobre la membrana. A partir de la ecuacién anterior el andlisis correspondiente para determinar
cuales casos son integrables exactamente se obtienen tomando en consideracién diferntes valores
para el indice barotrépico

-Constante cosmolégica v =0

En este caso la ecuacién de Friedmann toma la siguiente forma

1 da A k. C
S(5) = (CGR +Cy + f) - S+ (G.2)

se observa que la ecuacién que se obtiene es similar a la obtenida en cosmologfa estdndar, mod-
ificando la constante cosmolégica.
-Paredes de dominio v =1/3

Considerando paredes de dominio sobre la membrana y en el marco de la relatividad general,
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el término relativistico Cgr actia como dominios de pared, mientras el término C'y actia como

el efecto producido por cuerdas césmicas, obteniéndose la siguiente expresion

1 da

Chn—k Cor Ay Cy
- — 2 —
a2(dt) * +

+ -
a? a? 3 at’

(G.3)
-Cuerdas Césmicas v =2/3

Bajo esta consideracién y en el marco de la relatividad general, el término Cgr actia o
representa el efecto de las cuerdas césmicas sobre la membrana,

en tanto que el término C'\
actia como un término de radiacion, esto lleva a obtener la siguiente expresién

1 da2 CU+C,\ CGR—k’ A4
$<E) I * a? 3 (G-4)
-Energia Oscura v = —1/3

Para el caso de materia oscura sobre la membrana se obtiene la siguiente expresién

1 da

k C A
E(dt)z = Cora + Cra® — T+

en la cual se puede hacer algunas consideraciones a fin de obtener una solucién simple para
energfa oscura, tales consideraciones son, C'y = Cy = Ay = 0 y ademds identificando Cgr = Cy
, junto con un universo plano k = 0, se obtiene como solucién

a(t) = %Cd(t )2, (C.6)

y considerando un universo espacialmente cerrado con k = 41, obtenemos

aft) =

1/2

- @)
C’;/2sen2(t —tp) , .
esta expresion muestra que el dominio admisible para el tiempo es

—m/2 < (t—to) < .
También, se puede encontrar una solucién donde k£ = 0 y Cy = 0, y definiendo A = %C’A

Ay — C%, se obtiene

o 2/3M, |
g [sen@(t — to)] — Car , &8

lo cual describe un universo oscilante no singular, con una competencia entre la presién positiva
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de Ay <0 y la presién negativa de energia oscura p = —(4/3) p.

En cosmologia el problema del ajuste fino se ha definido como la sutil relacién que debe
existir entre algunas constantes fundamentales para que se den las condiciones necesarias que
permitan que el universo evolucione hasta el estado actual. Segiin el modelo RS tenemos el

siguiente sistema de acuaciones diferenciales acopladas (las primas denotan derivadas respecto
de y)

602 = —k2A | (G.9)

30" = K\ (y) , (G.10)

entonces solucionando la primera ecuacién se obtiene o(y) = 4 /—%H2Ay , ahora, si se integra la
segunda ecuacion desde —e hasta +¢, luego se toma el limite € — 0 y se hace uso de la simetria

Z,, se encuentra 60’ = k20, que junto con la solucién o(y) permite obtener

A= %1/&2 : (G.11)

la relacién anterior es la condicién de ajuste fino para el modelo brane world RS estético, es decir
que el valor de la constante cosmolégica en cinco dimensiones depende del valor de la tensién sobre
la brane, de este modo los valores que puede asumir la tensién deben ser muy adecuados para
obtener un valor de constante cosmolégica 5D que conduzca al valor de constante cosmoldgica 4D
observado hoy dfa. En el marco del braneworld, se han obtenido relaciones entre las constantes

fundamentales, por ejemplo

1 1
A4 = 5/4)2 |:A + 652/\2] 5 (G12)

esta es la constante cosmolégica en cuatro dimensiones, relacionada con la constante cosmolégica
en cinco dimensiones y con la tensién sobre la brane, si consideramos un universo donde la
constante cosmolégica sea cero, obtenemos la condicién de ajuste fino encontrada anteriormente,
es decir que para producir un modelo braneworld RS estédtico se requiere que Ay =0 .

Se pueden deducir otras constantes o la relacién entre ellas, algunas son

ky = 87Gy = — = —Ar? | (G.13)
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8T

R = 87TG5 = Mg s (G14)
en términos del radio de curvatura del espacio AdSs, se obtiene
M?

l="—% G.15
Mg) ) ( )

—6 —A
- - _ G.16
k2 12k%7 ( )

y bajo algunas consideraciones fisicas, se obtienen algunas cotas, como por ejemplo
A2 1MeV
M;s 2 10TeV
My 2 10TV
Ay 20
A 26,31 x 1076V
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Apéndice H
Maxima Verosimilitud

Recientemente la técnica de méxima verosimilitud[41][42][43], se viene aplicando con regu-
laridad para contrastar y restringir los modelos tedricos bajo la consideraciéon de datos obser-
vacionales, ademds, es uno de los mejores métodos para obtener un estimador puntual de un
pardmetro o de un conjunto de pardmetros, y como su nombre lo indica, el estimador serd el
valor o valores de los pardmetros que maximizan la funcién de verosimilitud. La funcién de
verosimilitud es definida como la probabilidad de que dado un conjunto de datos, experimen-
tales u observacionales, se puedan encontrar éstos bajo una teorfa o modelo matamaético. Esta
técnica consiste en obtener una funcién de verosimilitud, sabiendo que los datos observacionales
se distribuyen normalmente y donde se asume que las medidas observacionales se presentan con
errores Gaussianos no correlacionados, y en tal caso se puede encontrar que la funcién de likeli-
hood L o de log-likelihood log £, puede ser determinada del estadistico x?, donde Lo e(_%).
Por consiguiente los pardmetros que méaximizan la funcién de verosimilitud, son los mismos que
minimizan el chi-cudrado, y donde se involucra las observaciones (datos) con el modelo teérico,

de la siguiente forma

X2(Zz, Qa): Z |:mobs(zi) - mteo(zi; Qa) : (Hl)

i=1 (i)
en la cual, tenemos la magnitud aparente observada, la magnitud tedrica y el error en la medida

(desviacion esténdar). La magnitud tedrica se obtiene segiin la siguiente relacién
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1+ ?
( Z>sen[\/Qk0/ (014 2)° + Quno(1 4 2)* + Quo(1 + 2)* + Qo (1 + 2)?
\% QkU 0

+Qpo] V2d2] + M, (H.2)

Mieo(2) = blog

de este modo la funcién chi-cuadrado que se debe estudiar se puede escribir de forma completa

Ccomo

L dey
— (Um(zi))2[ obs(2) — Dlog

V%o

sen[\/Qko/ [Qa0(1+ 2)% + Qo(1 + 2)* + (H.3)
0
Quo(1 + 2)* + Quo(1 + 2)? + Quo) V2d2] + M)? .

WE

X2(Zi; L0, a0, 2o, QUo) =

Ahora bién, para hacer el andlisis de los datos debemos determinar el mejor ajuste al conjunto
de pardmetros cosmolégicos, en este caso el conjunto de pardmetros es 2, = {Q0, 2a0, 2r0, Qw0 }
y ademds encontrar las regiones de confianza bidimensionales que en este caso corresponden con
las regiones definidas por (2,0, 2x0): (2mo, 2x0)s (2mo, Quo)s (240, 2r0), (a0, Qo) (a0, Quo)s
por lo tanto para encontrar el espacio de pardmetros anteriores usamos el proceso de marginal-
izacién asumiendo que cada pardmetro tiene una distribucién Gaussiana a priori, lo cual conduce
a considerar un estadfstico chi-cuadrado modificado, el cudl se puede expresar de la siguiente

forma

() = =210 [ 0 exp—3 (0~ ()] | (H.4)

esta ecuacion corresponde al chi-cuadrado marginalizado o integrado, en el cual podemos consid-
erar una distribucién Gaussiana a priori o una distribucién uniforme a priori para los pardmetros

cosmolégicos de interés, es decir

m(Qy) = ! exp [—
2ro? . ()

apriori

1
2Uc2lpriori (QOé )

(- 0 (1L.5)

m(Qa) =1, con Q, € X +AQ, , (H.6)
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entonces si se encuentra el minimo de x? se obtiene el minimo de x?, , donde x2 ., es el minimo

obtenido con el valor éptimo de los pardmetros da.

La variable x2 . es aleatoria en el sentido de que esta depende del conjunto de datos aleatorios
que se considera. Su distribucién de probabilidad es una distribucién chi-cuadrado para N — v
grados de libertad (v nimero de pardmetros libres). Esto implica que 68 % de los valores aleatorios

en un conjunto de datos dado dard un x? tal que

X2 - 12nin S AX%O’(V} ) (H7)

donde Ax?_ (v) es 2,3 para v =2 pardmetros libres. Por lo tanto, la ecuacién anterior define la
lo—superficie alrededor del pardmetro de mejor ajuste. De igual forma se puede mostrar que el

95,4 % de los valores aleatorios del conjunto dado dard un x? tal que

X2 - Xiu’n S AX%O’(V) ) (HS)

donde Ax2, (v) es 6,17 para dos pardmetros libres. Nuevamente, la ecuacién anterior define la
20 —superficie alrededor del mejor ajuste y de forma similar se puede encontrar lo mismo para
0’s mayores.

El valor fijo de Ax% (v) (i = 1,2,3,...) determina la frontera de los i — ésimos contornos de
nivel de confianza y dard la probabilidad de tener x? para el valor verdadero de los pardmet-
ros estimados dentro de la frontera. Este criterio permite descartar o aceptar cualquier par de
pardmetros y si x?/(N — v) ~ 1, se dice que el ajuste es bueno y que los datos son consistentes
con el modelo cosmoldgico bajo consideracion[44] [45].

Segiin lo anterior, en este trabajo se utilizé la siguiente metodologia: primero se obtuvo el
minimo de la funcién chi-cuadrado definida anteriormente, con ayuda de la funcién FinMinimum
de Mathematica V4.0, el resultado de esta funcién son los valores éptimos de los pardmetros,
con estos valores se obtiene el valor de x2, , vy siguiendo el criterio enunciado en las ecuaciones
anteriores se procede a solucionar estas ecuaciones con ayuda de la funcién ImplicitPlot, la cual
da como resultado la grafica de las ecuaciones anteriores, es decir los contornos de nivel. Puede
observarse la utilizacién de las funciones anteriores en el cédigo elaborado en Mathematica V4.0
y presentado al final de esta seccién.

Desde el punto de vista Bayesiano encontramos que el estadistico x?, como se ha mencionado

anteriormente, es bastante adecuado para determinar los valores méas probables de los parametros
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cosmolégicos, que en este caso corresponden a (£2,,, 2, 2, Qu), como también los intervalos
o regiones de confianza que rodean estos parametros. Para restringir las regiones del espacio
de pardmetros no acotados por contornos de confianza uniformes (i.e.x? constante), se necesita
definir la funcién de densidad de probabilidad (PDF) para los pardmetros cosmoldgicos. La
PDF (p) de estos pardmetros dada la magnitud aparente es derivada de la PDF de la magnitud

aparente observacional mediante el teorema de Bayes

1

pQTmQaQ)Q Mops) =
( A A U| b) p(mobs>

p(mobs | Qma QA; Q)\a QU)p(Qma QA7 Q)n QU) ) (Hg)

como no tenemos restricciones a priori sobre los pardmetros cosmolégicos (fuera de las regiones
excluidas) o sobre los datos, tomamos p(€2,,, Qa, Qy, Qu) v p(meps) como constantes. Entonces

tenemos para las regiones permitidas de (£2,,, Qx, Qy, Q)

p(Qma QAa Qz\a QU | mobs) O(p(mobs | me QA7 Q)n QU) ) (H10>

asumimos que cada magnitud aparente es independiente y distribuida normalmente, asi que la

PDF para el conjunto de magnitudes dados los pardmetros es un producto de Gaussianas

1 1 mteo,i(zia va QAa Q)\a QU) — Mebs,i

p(mobs | Qm7 QA7 Q)n QU) - H €xXp |:__( )2 ’

! A/ 27’('0'31)872. 2 O obs,i
(H.11)
la cual se simplifica a
1 1,
p(mobs | Qma QAa Q)\a QU) = H— eXp(_§X ) ’ (H12)
' \/ 271—0-3175,1’
el producto es una constante, lo cual lleva a la PDF de los pardmetros cosmolégicos
1,
p<mobs ‘ Qma QA7 Q)\a QU) X eXp(_§X ) 9 (H13)

la PDF normalizada se obtiene de dividir esta PDF relativa por la suma de todos los posibles

estados, es decir
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1 1
Pn(Qm, Qa, Dy Qo | Mobs) = 555 exp(—§x2) ,  (H.14)
// /exp —5x2)dQ, dQAdQdQy
—oo—o0—o0 0

despreciando las regiones no fisicas. Los valores mds probables de los pardmetros cosmoldgicos y
las regiones preferidas del espacio de pardmetros son localizados cuando la ecuacion x?(Qy,, Qa,
2y, Qp) es minimizado o alternativamete la ecuacién anterior es maximizada. Las regiones de

confianza conjuntas para las diferentes parejas de pardmetro se obtiene de

P(Qny QA | Mops) 77}% (Qny Qn, D, Qu | Mops)dQ20dQY (H.15)
P(Lmy O | Mops) //pn Dy Qay Uy Qu | Meops) A0 dQ (H.16)
Py Qu | Mobs) 77pn Qs Uy Dy Qo | Mops ) A2 (H.17)
P(Qa, Q| Mops) = 77pn(§2m, Qa, Uy Qu | Mgy )AL, dQy (H.18)

p(QA, QU ’ mobs) = pn(Qma QA, Q)\, QU ’ mobs)dedQ,\ (H19>

\»8

p(QA, QU | mobs) - pn(Qma QAa Qz\a QU | mobs)dedQA (H2O>

—3 5:3\8
~—3 3

—o0—00

En el desarrollo de este trabajo se ha escrito un programa o cédigo en Mathematica V4.0,
el cual permite obtener los pardametros éptimos del modelo, §2,, como el valor de chi-cuadrado
y los respectivos contornos o regiones de confianza, asimismo, se ha hecho uso de los datos de
Supernovas la, reportados por el Proyecto de Supernovas de Alto Corrimiento al Rojo, el cual

esta conformado por un total de 60 SN Ia, las cuales han servido para demostrar la expansién
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acelerada del Universo.

Se reporta en este dpendice, las funciones de verosimilitud para los cuatro pardmetros re-
lievantes del modelo braneworld, dichas funciones de verosimilitud se pueden interpretar como
la funcién de distribuciéon de valores las cuales permiten determinar la probabilidad de obtener

algin valor para los pardmetros en cuestion.

Likelihood

1

0.8

0.6

0.4

0.2

1 L L L 1 L L L L L L 1 . L L 1 Qm
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 49: Funcién de verosimilitud o de distribucién de valores, para el pardmetro

de densidad de materia.
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Likelihood

0.8 b
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0.2

0.2

0.4 0.6 0.8

l

Ly

Figura 50: Funcién de verosimilitud o de distribucién de valores, para el parametro

de densidad de constante cosmolégica.
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Lilkelihood

1

~0.04 -0.02 0.02 0.04 0.06 0.08

Figura 51: Funcién de verosimilitud o de distribucién de valores, para el pardmetro
de densidad de tensién sobre la brane. Observese, que existe una probabilidad de obtener

valores megativos para este pardmetro.
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Likeelihood

1

I M T T .D..U
-0.1 -0.05 .05 0.1 015

Figura 52: Funcién de verosimilitud o de distribucién de valores, para el parametro
de densidad de radiacién oscura sobre la brane. Observese, que existe una probabilidad

de obtener valores negativos para este pardmetro.
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tros de densidad de materia

3

ame

Figura 53: Funcién de verosimilitud 3D, para los par

y de constante cosmolégica. Puede apreciarse en esta grifico 3D, la forma que tiene la

funcion de verosimilitud en términos de los anteriores pardmetros.
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* 2

ametros de densidad de tensién

litud 3D, para los par

imi

de veros

2

Figura 54: Funcién

la forma que tiene la funcion de

y de radiacién oscura. Puede apreciarse en esta grifico 3D,

verosimilitud. Esta grifica ilustra el comportamiento que tiene la funcion de verosimilitud,

ademds de visualizar los posibles cortes o contornos de nivel que se podrian construir.

Finalmente se reporta el conjunto de datos utilizados en este estudio y se anexa el cédigo que

desarrolla los célculos.

error magnitud

redshift magnitud aparente

0.20

16.26
17.63
16.08
18.43
16.28
14.47

0.03
0

0.18
0.24
0.20

.05

0.026

0.075
0.026

0

2
0.23

0.

0.014

redshift magnitud aparente error magnitud




0.101
0.02
0.036
0.045
0.043
0.018
0.079
0.088
0.063
0.071
0.052
0.05
0.458
0.354
0.425
0.374
0.42
0.372
0.378
0.453
0.465
0.498
0.655
0.4
0.615
0.48
0.45
0.388
0.57
0.49
0.495

19.16
15.18
16.66
17.61
17.19
15.61
18.27
19.28
18.24
18.33
17.54
17.69
23.11
22.38
22.13
21.72
22.55
22.26
22.58
23.17
23.33
23.71
23.27
22.36
23.19
22.96
22.51
22.65
23.27
23.1
22.83

0.23
0.20
0.21
0.19
0.18
0.21
0.18
0.18
0.18
0.20
0.18
0.20
0.46
0.33
0.49
0.22
0.25
0.20
0.37
0.25
0.30
0.25
0.21
0.19
0.25
0.24
0.23
0.20
0.22
0.20
0.19

redshift magnitud aparente error magnitud
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0.656
0.828
0.45
0.43
0.58
0.763
0.526
0.172
0.619
0.592
0.55
0.18
0.374
0.472
0.43
0.657
0.612
0.32
0.579
0.45
0.581
0.416
0.83

23.57
24.65
23.17
23.13
23.46
24.47
23.15
20.17
23.8
24.42
23.51
20.43
23.52
23.11
22.57
23.83
23.69
21.86
23.48
22.83
23.09
22.57
24.32

0.28
0.54
0.23
0.22
0.23
0.53
0.20
0.18
0.28
0.37
0.25
0.17
0.24
0.19
0.18
0.23
0.21
0.18
0.22
0.30
0.22
0.20
0.22

Cuadro H.1: Tabla con los respectivos valores observacionales
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