






E J E M P L O 9 . 7 

r> 3 2 2 ^ z S e a F ( x , y , z ) = x y z i + x y z j + — k 
X 

f 1 ( x , y , z ) = x y z f 2 ( x , y , z ) = x 3 y 2 z ¿ f 3 ( x , y , z ) = 

3f 3f 3f 
r í 2 2 2 2 3 z 33T = = 3 x ^ 2 = ' ~ x 

9 f 1 ^ 2 _ 3 2 5 f 3 n — = x z _ - 2x yz 3y~~ = 

3 f 1 ? f 2 , 3 2 • 9 f 3 1 - — = x y - r — = 2x y z — = — 3z 3z J oz x 

3 f 1 3 f 2 3f 

3 2 = (yz) + (2x yz ) + ( 1 / x 

3f 3f 3f 3f 3f 3f _ 
r o t F = VXF = - — • ) i + - -r-=-J j + - v - 1 - ) k 3y 3z 3z 3x 3x 3y 

3 2 - t z -*• 2 2 2 =a (Q 2x y z l a + (xy + —y ) j + (3x y z - x z ) k x 

C a l c u l a n d o l a s s e g u n d a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s de f ^ , f ^ y f t e n e m o s : 

2 2 -»• 2 2 ->• 7 F = V f i i + V f 2 j + V f k 
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2 2 3 2 3 2z 
= (Q + Q + 0) i + (6xy z + 2x z + 4x y z ] j + ( — + Q + 0] k 

x 
Veamos a c o n t i n u a c i ó n , a l g u n a s p r o p i e d a d e s b á s i c a s de e s t e o p e r a d o r 

n a b l a . 

1) E l o p e r a d o r n a b l a e s l i n e a l , e s d e c i r V(f + g) = Vf + Vg y 
V(Xf) - XVf d o n d e f y g son campos e s c a l a r e s : y X e R. Veamos: 

vcf + g , = í + + g) } + it 3x 3y 

- ( | * + í + c f + | 2 i J + c f + | f i k 3x 9x 3y 9y v 9z 9z 

. « S U • ¿£$a-j • a g ! . t 

k = A ( — i + — j + = AVf 9x dy dz dx dy dz 

2) V ( f g ) = f ( V g ) + ( V f l g con f y g campos e s c a l a r e s 

_ 3 (f g) t + 3 ( £ 9 } t 4 9 ( f g ) £ 
~ J i T 9y 3z * 

/ J C 9g 3f . , ^ 3g 9f , i- 9g 3f , :> 
C f 9 ^ + g ) 1 + ( f 9y + F 9 D + C f £ + 3i" g ) k 
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(f £ i + £• k) + ( 3f -t 
1 + 

3f •t 3f ' + k ) 

3x 3y J 3z + C-3f 
3x 

3f t 3f 
+ 3 + k ) g = fCVg) + (Vf l g 

3) S i F = ( f , , f _ , f - ) campo v e c t o r i a l y g campo e s c a l a r : 

(F , V} g =s F . CVg] 

<F { ; * « 2 1 ? * « 3 i » ' - ^ U - ^ l ^ ^ a l f 

- « , < V f 3 > • I f ' Ü > • 

4) S i F = C f 1 , f - , ) campo v e c t o r i a l , y g campo e s c a l a r , 

(F X V)g =» F X (Vg) 

(F X V) a 

i 

9x 

-t 
i 

3y 

k 

f . 

3z 

í f i - f i f 3 f 9 f 9 « 
i r 2 3 z 3 9 y ' 39x " f 1 9 P f 1 "57 ~ 2 9 ? g 

( f i l - f ¿ 2 , f i l 
v 2 3z 3 9y ' 3 9x f i l f i l _ f i l 1 3 z ' 1 3y 2 9x 
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= F X (Yg] 

5) Rot (.Vf j « Q P a r a f d e f i n i d a en un a b i e r t o d o n d e l a s s e g u n d a s 

d e r i v a d a s p a r c i a l e s son c o n t i n u a s . 

r o t ( v f ) 

i 

9* 

3* 

í 

a _ 
9Y 

9Y 

3_ 
9 Z 

9 Z 

( -9Y3$ 3 Z 9Y T + (• 
2 2 2 9 f _ 5 f } + + , 3 f 9z9x 3x3z J 

2 9 f 
9x3y 9y9x ) k = 0 

6) d i v í r o t F5 = 0 . P a r a F = C f . , f 2 , f 3 ) campo v e c t o r i a l d e f i n i d o 
en un c o n j u n t o a b i e r t c donde l a s s e g u n d a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s son con-
t i n u a s . 

9f 9f 9f 3f ^ 8f 3f ^ 
r o t F = Or—— - — — — i + {—- - j + ( — • - T - 1 ) k 9y a z 3z 3x 3x 3y 

d i v ( r o t F) = 
a 9 f . 
9x 9y • ¿L¿ í l 3z 3y 3z ! í i , + ( ü . ü i , 3x 9z 9x 3y 

3 2 f . A , a 2 , , + 
2 2 2 

5 " 3 + Ü i _ i f i = Q 9x9y 9x9z 3y3z 3y9x 9z9x 3z3y 

En l a s a p l i c a c i o n e s f í s i c a s , con a l g u n a f r e c u e n c i a s e r e q u i e r e d e c i e r_ 
t a s i d e n t i d a d e s en l a s q u e i n t e r v i e n e n e s t a s f u n c i o n e s d e f i n i d a s me -
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d i a n t e e l o p e r a d o r n a b l a . S u s d e m o s t r a c i o n e s s e p u e d e n h a c e r d i r e c -
t a m e n t e u s a n d o l a s d e f i n i c i o n e s ; p e r o como a l g u n a s v e c e s e s t a s r e -
s u l t a n muy e l a b o r a d a s , e s n e c e s a r i o r e c u r r i r a c i e r t a s p r o p i e d a d e s d e l 
o p e r a d o r V p a r a c o n s e g u i r d e m o s t r a c i o n e s mas c o r t a s . E s t a s d e m o s t r a -
c i o n e s s e b a s a n en l o s s i g u i e n t e s h e c h o s : 

1) E l o p e r a d o r V s e p u e d e " o p e r a r ' ' como u n v e c t o r , t e n i e n d o c u i d a d o 
q u e a l a p l i c a r l a s p r o p i e d a d e s de l a s d i f e r e n t e s o p e r a c i o n e s no a p a -
r e z c a n r e s u l t a d o s c o n t r a d i c t o r i o s . P o r e j e m p l o , s i us^amos l a c o n m u t a 
t i v i d a d d e l p r o d u c t o i n t e r n o en V y un campo v e c t o r i a l , t e n d r í a m o s q u e 
CV,F] = ( F . V l y e s t o n o t i e n e s e n t i d o , p u e s V.F es un campo e s c a l a r , 

m i e n t r a s q u e (F .Vl e s un o p e r a d o r , 

2) P o r c á l c u l o s d i r e c t o s , s i m i l a r e s a l o s que s e h i c i e r o n a t r á s , s e 
p u e d e a p r e c i a r q u e e l c o m p o r t a m i e n t o d e V con c u a l q u i e r a d e l o s p r o d u c 
t o s e n t r e d o s c a m p o s , e s a n á l o g o a l c o m p o r t a m i e n t o d e l a d e r i v a d a con 
e l p r o d u c t o de d o s f u n c i o n e s ; en e s t e c a s o , r e c o r d e m o s , d e j a n d o u n a 
f u n c i ó n como c o n s t a n t e , d e r i v a m o s , l u e g o d e j a n d o l a o t r a como c o n s -
t a n t e , d e r i v a m o s y s e sumar, l o s d o s r e s u l t a d o s . Lo mismo h a r e m o s en 
n u e s t r o c a s o p e r o en l u g a r de d e r i v a r , " a p l i c a m o s " e l o p e r a d o r . Como 
v a a s e r n e c e s a r i o en un memento d a d o , en c a d a t e r m i n o , d i s t i n g u i r a 
c u a l d e l a s d o s f u n c i o n e s s e v a a a p l i c a r V, y c u a l s e v a a c o n s i d e -
r a r como c o n s t a n t e , vamos a n o t a r V c u a n d o e l o p e r a d o r s e r e q u i e r e 

" a p l i c a r " en f . P o r e j e m p l o ; V, (F X Gl = V , (F X Gl + V . (F X G) 
F G 

d o n d e en e l p r i m e r s i m a n d o d e l l a d o d e r e c h o d e l a i g u a l d a d s e d e b e n 
u s a r p r o p i e d a d e s de v e c t o r e s h a s t a c o n s e g u i r " a p l i c a r " V - e n F . En 
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e s t e c a s o p o d r í a m o s u s a r l a p r o p i e d a d d e l p r o d u c t o m i x t o U, CV X Wl=W, (U X Vi 

y t e n d r í a m o s ; 

C F X G L - G, ( V X Fl = C , C V X F ) F F 

en e l u l t i m e ; - t e r m i n o y a no a p a r e c e V_ s i n o s o l a m e n t e V, p u e s ya h e n o s 
F 

c o n s e g u i d o q u e V s e a p l i q u e en F , a s í V . (F X G) = G . ( r o t F ) . F 

En e l s e g u n d o sumando V . ( F X G) s e d e b e t r a n s f o r m a r h a s t a q u e q u e d e 
a p l i c a d a V en G. Cerno F X G = - G X F , y u s a n d o l a misma p r o p i e d a d 
d e l p r o d u c t o m i x t o t e n e m o s ; 

V_. (F X G) = V . (-G X F) = - (7 . CG X F) ) = - F . CV„ X G) = - F . (V X G) = G G G G 

pt *- F . Crc t G] 

A s í hemos d e m o s t r a d o un r e s u l t a d o i n t e r e s a n t e ; 

V. ( F X G) = V • ( F X G) + V . (F X G) F G 
V . ( F X G) = G . ( r o t F) - F . ( r o t G) e s d e c i r : ' 
d i v C F X G) = G, ( r o t F) - F . ( r o t G) 

Veamos o t r o e j e m p l o ; 

EJEMPLO 9 . 8 

r o t C F X G 1 = F d i y G - G d i v F + C G . V L F - C F - V I G 
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r o t C F X G) - ^ Í F X G! = V *CF X G) + V X (F X G) F G 

= ( G . V F 1 F R- ( V F . F ) G + ( V G . G ) J F - ( F , V G 1 G ( P r o p i e d a d d e l t r i _ 
p i e p r o d u c t o v e c t o 
r i a l ) 

" (G.VlF r (V.FlG + (V.GlF - (F.V)G 

*> (G,VlF - G d i v F + F d i v G r (F.V)G 

Aquí (G.VJ s e d e b e e n t e n d e r como; 

í g l I r + ^ J y + y ( f 1 ' f 2 ' f 3 1 = 

9 f1 8 f1 8 f 2 3 f 2 9 f 2 3 f 3 3 f 3 3 f 3 
= ( gl — + g2 à V g3 I T ' gl"3x_ + « 2 & T + g38T-' g1 b T + g 2 à T + 93 IT"1 

y aná logamente (F.V)G, 

E J E M P L O 9 , 9 

V(F,G) = (F .VlG + (G.VlF + F X ( r o t G) + G X U o t F i 
V(F.G) =V (F,G1 + V CF,G) (*) r Qj 

p e r o t e n e m o s q u e ; 

F X(V X GÌ = F X( VGX G) = Vg tF .G l - (F . V 1G ( P r o p i e d a d de t r i p l e p r o 
d u c t o v e c t o r i a l ) , 
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l u e g o ; 

V_ (F.G) = F X (V X Gl + (F.V)G (1) G 

Además: 

G XfV X G) = G X(V X F l = V (F.G) - (G.V ) F F F F 

l u e g o : V ÍF .Gl <= G X (V X F) + (G.V)F (2) F 

Remmplazando O I y C2) en (*) t e n e m o s ; 

7 (F.G) - G X(V X F) + (G .V^lF + F X (V X Gl + (F,VÍ G F 

= G X Crot F l + (G,V)F + F X ( r o t Gl + CF.V1G 

EJEMPLO 9 . J O 

. -*• S i r = x i + y j + z k d e m o s t r e m o s q u e : 

P r i m e r o d e m o s t r e m o s q u e s i F campo v e c t o r i a l y g campo e s c a l a r , 
V , ( g F l = g ( V , F l + CVg).F 

V , ( g F ) = V , CgF) + <7 (gF) g í 
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7. OgF) - F + 9Cyp.*) 

= t y g ) . f + g ( y „ F ) 

A p l i c a n d o e s t e r e s u l t a d o p a r a F = r y g F — - r- t e n e m o s : r 
V, ( * • ) * C V . r + (9- rl 

lííll3 llíll3 ||?||3 

1 2 2 2 - 3 / 2 3 ( x ?+ y 3" + z t i 
p e r o — V ( x + y + z ) — ^ J 

| | r | I (x + y + z ) 

V . r = 7 . ( x t + y ^ + z i c ) = 1 + 1 + 1 = 3 

e n t o n c e s : 

/ r \ 3 (x i + y i + z k) , -í- 1 
V< ( T ^ T T 1 = " . i ^ 2 , 5 / 2 ' (x i + y ] + z k ) + I ¡ r I ¡ (x + y + z ) | [ r | | 

- 3 3 
= 0 .2 2 2 3 / 2 2 2 2 v 3 / 2 (x + y + z ) (x + y + z ) 
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APENDICE Ai FORMAS CUADRATICAS Y SUPERFICIES CUADRICAS 

En e s t e A p é n d i c e , e s b o z a r e m o s a l g u n o s r e s u l t a d o s d e l A l g e b r a L i n e a l , 
s i n d e m o s t r a c i o n e s , q u e n o s c o n d u c e n a u t i l i z a r l a s f o r m a s c u a d r á t i -
c a s e n l a i d e n t i f i c a c i ó n d e c ó n i c a s y s u p e r f i c i e s c u á d r i c a s , 

DEFINICION A. 1 

Una f o r m a c u á d r | t i c a q d e o r d e n n , e s u n a f u n c i ó n d e R n a R , d e l a f o r m a : 

q ( X w x , x L - S - a x x 
X n J é j > j é n 1 3 1 3 

Toda f o r m a c u a d r á t i c a q u e s e p u e d e r e p r e s e n t a r en l a f o r m a 

q(Xl = X AX 

d o n d e X y X e s l a t r a s p u e s t a d e X, e s d e c i r 
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X « ( X j , x^ì y A es l a matriz simétrica, (b., » b 

a. . - a, _ — a 1,1 2 "1,2 2 "l f3' " " 2 a3,n 

1 I 2 a!,2 a2,2 2 d2,3 ' 

1 1 
2 d1,3 J a2,3 a3,3' 

2 2 , n 

1 
2 a3,n 

I l i 2 a!,n 2 a2,n 2 d3,n' a
n,n 

EJEMPLO A,1 

2 2 2 q t x ^ x 2 , x 3 , x 4 ) - 7x^ + 9 X 2 X 3 + x ^ - 5 x ^ 2 + 3 x 3 ~ 2x 4 > 

es una forma cuadrática. Ordenémosla y encontremos A: 

q(x1,x2,x3,x4) = 7 x 2+ 3 X 3 - 2 X 4 - 5 * ^ + 2 * ^ + Q x ^ - 5x2x 

7 -5/2 0 1 

X AX = (x^ x2, x3, x4l 
-5/2 0 9/2 -5/2 

0 9/2 3 1/2 

J -5/2 1/2 -2/ 
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» *2» X 3 ' 

- 5 / 2X 2 + X4 

W 2 x 9 / 2 x 3 - 5 / 2 x 4 

9 / 2 x 2 + 3X 3+ 1 / 2X 4 

x , - 5 / 2 X 2 + 1 / 2 X 3 - 2X 4 

7 X 2 - 5 / 2 x ^ 2 + x , x 4 - 5 / 2 X , X 2 + 9 / 2 x 2 x 3 - 5 / 2 x 2 x 4 + V 2 x 2 x 3 + 

2 2 + 3x + 1 / 2 x x + x . x - 5 / 2 x x + 1 / 2 x , x - 2 x . 3 3 4 1 4 2 4 3 4 4 

7x*+ 3X 3 - 2 x 4 - 5 X , X 2 + 2 x , x 4 + 9 x 2 x 3 - 5 x . , x 4 + x 3 x 4 

q(x,, *2' X3' 

O b s e r v e m o s q u e l a e c u a c i ó n g e n e r a l d e s e g u n d o g r a d o en d o s v a r i a b l e s 
(que r e p r e s e n t a c ó n i c a « ) o en t r e s v a r i a b l e s ( q u e r e p r e s e n t a s u p e r f i -
c i e s c u á d r i c a s ) , t i e n e como una p a r t e d e e l l a , u n a f o r m a c u a d r á t i c a , 
a s í ; 

2 2 
Ax + By + Cxy + D x + E y + F = 0 s e e s c r i b e 
q ( x , y ) + D x + E y + F = 0 

2 2 con q ( x , y ) l a f o r m a c u á d r á t i c a Ax + By + Cxy 
2 2 2 Ax + By + Cz + Dxy + Exz + Fyz + Gz + Hy + I z + J = 0 s e e s c r i b e 

q ( x , y , z ) + Gx + H y + I z + J = 0 
. 2 2 2 con q ( x , y f z ) l a f o r m a c u a d r á t i c a Ax + By + Cz + Dxy + Exz + F y z , 
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Por tanto «atas ecuaciones se pueden representar en forma matricial: 

La d e d o s v a r i a b l e s : 

Cx,y} 
A C/2 
C / 2 B 

' x\ 
+ ( D , E ) + F = 0 q u e escribiremos; 

y / y / 

X Q X + S X + F - 0 

La de t r e s variables: 

A D/2 « M f ' \ 
f x 

D/2 B F / 2 y 
i •KG,H,I) y + J • 0 q u e e s c r i i i 

E / 2 F / 2 c / w 
¡ 

z / b i r e m o s : 

x g x + sx + j - o 

En l o s d o s c a s o s , s i l a m a t r i z S e s i g u a l a c e r o , l a c ó n i c a o c u á d r i c a 
q u e r e p r e s e n t a l a e c u a c i ó n , no e s t á t r a s l a d a d a . S i S e s d i f e r e n t e d e 
c e r o , l a f i g u r a p u e d e e s t a r t r a s l a d a d a , p e r o s a b e m o s q u e con un s e n -
c i l i o c a m b i o d e v a r i a b l e , e s t a s e p u e d e i d e n t i f i c a r en su f o r m a c a n ó -
n i c a . 

La p r e s e n c i a d e t é r m i n o s en xy p a r a l a s c ó n i c a s , o en x y , x z , y z p a r a 
l a s c u á d r i c a s , i n d i c a q u e l a f i g u r a e s t á r o t a d a , A s í , s i l a m a t r i z Q 
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e s d i a g o n a l ( l o s ú n i c o s e l e m e n t o s q u e p u e d e n s e r d i f e r e n t e s d e c e r o son 
l o s d e l a f o r m a con i = j ) , l a f i g u r a no e s t á r o t a d a , y como s a b e -
mos s u i d e n t i f i c a c i d n no p r e s e n t a p r o b l e m a , P e r o s i Q no e s d i a g o n a l , 
l a f i g u r a e s t á r o t a d a , y p a r a su i d e n t i f i c a c i ó n s e r e q u i e r e e l i m i n a r 
l o s t é r m i n o s en x y , x z o yz q u e a p a r e z c a n , con c a m b i o s d e v a r i a b l e s 
a d e c u a d o s , ( P a r a e l c a s o d e l a s c ó n i c a s s e e s t u d i a un m é t o d o en c u r s o s 
d e G e o m e t r í a A n a l í t i c a ) , En l a r e p r e s e n t a c i ó n m a t r i c i a l q u e t e n e m o s , 
e l p r o b l e m a s e r e s u e l v e d i a g o n a l i z a n d o l a m a t r i z , e s d e c i r , e n c o n t r a n -
do u n a m a t r i z P i n v e r s i b l e t a l q u e P~ 1 QP s e a d i a g o n a l . E s t o e q u i v a l e 
a c a m b i a r l a b a s e v t i s u a l , p o r u n a n u e v a b a s e , con r e s p e c t o a l a c u a l , 
l a m a t r i z a s o c i a d a a l a f o r m a c u a d r á t i c a s e a u n a m a t r i z d i a g o n a l ; P e s 
p r e c i s a m e n t e l a m a t r i z d e c a m b i o d e b a s e , 

Como l o q u e p r e t e n d e m o s h a c e r e s u n a r o t a c i ó n d e l s i s t e m a u s u a l , y e s t e 
e s o r t o n o r m a l , e n t o n c e s l a n u e v a b a s e q u e b u s c a m o s t a m b i é n d e b e s e r o r -
t o n o r m a l , e s d e c i r , l a d i a g o n a l i z a c i ó n d e b e s e r u n a d i a g o n a l i z a c i ó n o r -
t o n o r m a l , o s e a que l a m a t r i z d e d i a g o n a l i z a c i ó n P d e b e s e r o r t o g o n a l 

- 1 t (P = P ) , y además e l d e t e r m i n a n t e d e P d e b e s e r i g u a l a 1, 

P u e s t o q u e l a m a t r i z Q e s s i m é t r i c a , e n t o n c e s s i e m p r e e s d i a g o n a l i z a -
b l e o r t o n o r m a l m e n t e , y además su d i a g o n a l i z a c i ó n s e h a c e a p a r t i r de 
s u s v a l o r e s p r o p i o s , como v e r e m o s a c o n t i n u a c i ó n ; 

DEFINICION A,2 

a) Un número X, s e d i c e q u e e s un v a l o r p r o p i o d e u n a m a t r i z c u a d r a d a 
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A s i existen vectores X ¿ 0 t a l e s que AX = Ax, 

b) S i X e s un v a l o r p r o p i o d e A, l o s v e c t o r e s X, t a l e s q u e AX « Ax 
s e l l a m a n v e c t o r e s p r o p i o s c o r r e s p o n d i e n t e s a A, 

P a r a d e t e r m i n a r l o s v a l o r e s p r o p i o s de una m a t r i z A, debemos t e n e r en 
c u e n t a q u e AX = Ax s e p u e d e e x p r e s a r como: 

AX = (Al) X ó (A - Al) X = 0 

y e s t a ú l t i m a e c u a c i ó n t i e n e s o l u c i o n e s d i f e r e n t e s d e c e r o s i y s o l o 
s i d e t l A - XI) " 0 . R e s o l v i e n d o p a r a A e s t a e x p r e s i ó n e n c o n t r a m o s l o s 
v a l o r e s p r o p i o s d e A, que a l o más son n , p u e s d e t (A - XI) e s un p o -
l i n o m i o en A d e g r a d o n . E s t a s r a í c e s p a r a e l c a s o en que A s e a s i m é 
t r i c a son t o d a s r e a l e s . 

E l c o n j u n t o d e t o d o s l o s v e c t o r e s p r o p i o s a s o c i a d o s a un v a l o r p r o p i o 
X, e s un s u b e s p a c i o de R n , y su d i m e n s i ó n p a r a e l c a s o d e m a t r i c e s s i -
m é t r i c a s e s i g u a l a l a m u l t i p l i c i d a d de X como r a í z d e d e t (A - Al) = 0 , 
además d o s v e c t o r e s a s o c i a d o s a v a l o r e s p r o p i o s d i f e r e n t e s son o r t o g o -
n a l e s , A s i , s i e m p r e e s p o s i b l e , a p a r t i r d e l o s v a l o r e s p r o p i o s d e 
u n a m a t r i z s i m é t r i c a A, c o n s t r u i r u n a m a t r i z o r t o g o n a l c u y a s c o l u m n a s 
son v e c t o r e s p r o p i o s i n d e p e n d i e n t e s ? é s t o s s e o b t i e n e n tomando u n a b a -
s e o r t o n o r m a l en c a d a s u b e s p a c i o a s o c i a d o a c a d a v a l o r p r o p i o A, 

E s t a m a t r i z , a s í c o n s t r u i d a , e s l a m a t r i z d e d i a g o n a l i z a c i ó n d e l a 
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m a t r i z s i m é t r i c a A; y su d e t e r m i n a n t e e s - 1 , como p a r a t e n e r u n a r o -
t a c i ó n s e r e q u i e r e q u e e l d e t e r m i n a n t e d e e l l a s e a 1 , e n t o n c e s , en ca> 
s o q u e n o l o s e a , s i m p l e m e n t e conmutamos d o s c o l u m n a s . 

A s í en e l c a s o de l a e c u a c i ó n g e n e r a l d e s e g u n d o g r a d o en d o s o t r e s 

v a r i a b l e s , e l c a m b i o : 

X = PX' 

con e l P c o n s t r u i d o como s e e s b o z ó a r r i b a , d i a g o n a l i z a l a m a t r i z Q, y 
r o t a e l s i s t e m a d e c o o r d e n a d a s de t a l f o r m a q u e l a e c u a c i ó n s e r e d u c e 
a o t r a en l a q u e no a p a r e c e n t é r m i n o s de l a f o r m a x y , x z , ó yz y a s í 
s e f a c i l i t a su i d e n t i f i c a c i ó n , 

EJEMPLO A,2 

I d e n t i f i q u e m o s l a c ó n i c a q u e c o r r e s p o n d e a l a e c u a c i ó n : 

21x 2 + 6xy + 13y 2 - 114x + 34y + 73 = 0 

2 2 
q(x,y) • 21x + 6xy + 13y f o r m a c u a d r á t i c a 

C = 

21 

3 13, 

m a t r i z s i m é t r i c a a s o c i a d a a q ( x , y ) 

\ 
d e t e r m i n e m o s l o s v a l o r e s p r o p i o s de Q: 
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d e t (Q - AH = 
21 - A 

13 - A 

= (21 - A) C13 - A ) - 9 A 2 - 34A + 2 6 4 

- U - 2 2 1 (A - 12) 

Los v a l o r e s p r o p i o s c o r r e s p o n d i e n t e s a Q s o n - ^ l » 22 A » 1 2 , 
V e c t o r p r o p i o a s o c i a d o a A^: V^ = ( x ^ ) q u e s a t i s f a c e QV^ = Av i 

21 

22 

h 3 W 

\ 3 ->¡ \ J 

v ° y 

W 

= 0 q u e e q u i v a l e a ; 

0 o s e a x 1 - 3y^ = 0 

= , e n t o n c e s l a s s o l u c i o n e s no t r i v i a l e s son d e l a f o r m a ( 3 t , t ) 
con t e R, e s d e c i r , e l c o n j u n t o d e v e c t o r e s p r o p i o s a s o c i a d o a A ^ 22 
e s t á d a d o p o r : 

( t C 3 , n [ t e R ] 
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y e l c o n j u n t o [ t 3 , 1 ) } e s b a s e d e é l . Como | | ( 3 , 1 ) [ | <= </Tff7 e n t o n c e s 
(—. , } e s b a s e o r t o n o n n a l d e e s t e s u b e s p a c i o . 
\ño Vio 

A n á l o g a m e n t e p a r a e l v a l o r p r o p i o A 0 = 12 h a l l e m o s l o s v e c t o r e s p r o -

p i o s a s o c i a d o s : 

\ 3 13 / \ y 

9 3 \ / x« 

V V \ * , 

= 0 que e q u i v a l e a ; 

/ 
o s e a q u e + — y = 0 , x^ 

" 3 y i 

A s i e l c o n j u n t o j( - y t , t ) | t e R j e s e l c o n j u n t o d e v e c t o r e s 
p r o p i o s a s o c i a d o a X 2 = 12 y ( - y , 1 ) J e s b a s e d e é l , l u e g o 

( - — , — ) e s b a s e o r t o n o r m a l , 
Tío" /To~ 

E n t o n c e s l a m a t r i z de d i a g o n a l i z a c i ó n P c,s: 

331 



vTô 

v T ô 

con det P « 1, entonces no permutamos columnas, ese P es la matriz 

que diagonaliza ortogonalmente a Q; haciendo los productos podemos ob-

servar que» 

PtQP 

22 0 

0 12 

con este P hacemos el cambio; 

X = PX' 

o s e a 

a s i ; 
3 . 1 . x = — x ' - —- y 1 

\JTô VTo 

y = — x ' + — y' 
vio vTô" 
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R e e m p l a z a n d o en l a e c u a c i f i n t e n e m o s : 

2 2 x ' 2 + 1 2 y « 2 - 114 ( — x ' - y ' ) + 3 4 ( J - x« + ~ y ' ) + 73 = 0 
Tío" VTo vTÜ" yTÜ" 

,2 , 2 308 , 216 . . o s e a 2 2 x ' + 1 2 y ' x ' + y ' + 73 = 0 s i n t é r m i n o s en x y , 
VTo" v/To 

Lo q u e f a l t a e s t r a s l a d a r , p a r a e l l o c o m p l e t a n d o c u a d r a d o s o b s e r v a m o s 
7 9 — y " = y ' + — 

\fTo V ' T 5 * 

7 9 q u e x " = x ' y " = y ' + — c o n v i e r t e l a e c u a c i ó n e n : 

2 2 ( x " ) 2 + 12 (y") 2 - 132 =» 0 6 

< £ ± 2 + 1 + * ^ 1 q u e c o r r e s p o n d e a u n a e l i p s e . 

EJEMPLO A , 3 

I d e n t i f i q u e m o s l a s u p e r f i c i e c u á d r i c a q u e c o r r e s p o n d e a l a e c u a c i ó n : 
z » x y o s e a 
q l x , y , z ) - z m 0 

d o n d e q ( x , y , z ) e s l a f o r m a c u a d r á t i c a . 
q ( x , y , z ) = x y 
cuya m a t r i z s i m é t r i c a a s o c i a d a e s : 

Io 1 / 2 
1 / 2 0 

\ o 0 

0 
0 

7 
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Busquemos s u s v a l o r e s p r o p i o s : 
d e t (Q - XI) » 0 

1 / 2 0 

1 / 2 X 0 = 0 

o o -X 

<=¿> - X U 2 - 1 / 4 1 = 0 - X(X - 1 / 2 ) (X + 1 / 2 ) = 0 

V a l o r e s p r o p i o s : X = 0 , X «= 1 / 2 , X = - 1 / 2 

La m a t r i z d e o r d e n t r e s c u y a d i a g o n a l t i e n e e s t o s t r e s v a l o r e s , y c e -
r o en e l r e s t o , e s l a q u e s e o b t i e n e a l d i a g o n a l i z a r Q, e s d e c i r , q u e 
con e l l a e l i m i n a m o s e l t é r m i n o x y , P e r o como a p a r e c e t é r m i n o en s é l o 
z , e s n e c e s a r i o h a l l a r l a m a t r i z P que d i a g o n a l i z a Q, p a r a e l l o e n c o n -
t r e m o s v e c t o r e s p r o p i o s a s o c i a d o s a e s t o s v a l o r e s . 

P a r a X = 0 

1 / 2 

0 
0 

o 
o 
o 

A s í : e s b a s e o r t o n o r m a l d e l e s p a c i o (de d i m e n s i o n uno) d e 

l o s v e c t o r e s p r o p i o s a s o c i a d o s a c e r o 
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P a r a X « 1 / 2 

/ O 1/2 

1/2 O 

y o O 

I g u a l a n d o a c e r o y h a c i e n d o t r a n s f o r m a c i o n e s e l e m e n t a l e s en f i l a s , 
nemos : 

A s í : { ( 1 , 1 , 0 ) } e s b a s e d e l e s p a c i o d e v e c t o r e s p r o p i o s a s o c i a d o s 
1 / 2 y p o r t a n t o 
e s p a c i o . 

° \ M 
T I y 

{ ( 1 / >/T, 1 / \JY, 0) j e s b a s e o r t o n o r m a l d e e s t e 

P a r a X = - 1 / 2 

1 / 2 

1 / 2 0 0 

V 0 

1 

^ 0 
0 0 

\ 0 0 1 / \ o / 

y 

z 

\ / 
x + y = 0 

z = 0 
x = - y 
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A s í s , - 1 » 0 ) } e s b a s e d e l e s p a c i o d e v e c t o r e s p r o p i o s a s o c i a d o s 

a - 1 / 2 , p o r t a n t o { a / - 1 / \TT, 0 ) ) e s b a s e o r t o n o r i n a l d e d i -
cho e s p a c i o . 

E n t o n c e s l a m a t r i z 

0 1 / N/T 
0 1 / / T 
1 0 

s e r á l a m a t r i z d e r o t a c i ó n , s i su d e t e r m i n a n t e e s 1 , p e r o como é s t e e s 
- J , e n t o n c e s p e r m u t a n d o d o s c o l u m n a s o b t e n e m o s l a m a t r i z P , 

1/ J T 

1 / / T 

0 

Se p u e d e v e r i f i c a r q u e : 

P t Q P = 

0 
1 / 2 

0 

0 
0 
o 

e n t o n c e s ; 

X = PX' 
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o s e a ; 

\ / j / < / r 1 / v T o 

W 
- 1 / ^ T 1 /vfT o 

O O 1 ivi 
e s d e c i r : 

x «= — x» + y ' 
\Í2" \ [ T 

1 . 1 . y = - X ' + — y ' 
\ T T NH" 

Z = Z ' 

c o n v i e r t e l a e c u a c i ó n xy - z = O en l a e c u a c i ó n s i n t é r m i n o s en x y : 

1 2 1 2 - j Cx' ) + j Cy') - z< = 0 

q u e c o r r e s p o n d e a un p a r a b o l o i d e h i p e r b ó l i c o . 

EJEMPLO A.4 

I d e n t i f i q u e m o s l a s u p e r f i c i e c u á d r i c a q u e c o r r e s p o n d e a l a e c u a c i ó n : 

2 2 2 
4x + 4y + 4z + 4xy + 4xz + 4yz - 9 = 0 , o s e a 
q ( x , y , z ) - 9 = 0 
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d o n d e q ( x , y , z ) e s l a f o r m a c u a d r á t i c a : 
2 2 2 q ( x , y , z ) = 4x + 4y + 4z + 4xy + 4xz + 4yz 

c u y a m a t r i z s i m é t r i c a a s o c i a d a e s : 

d e t (Q - XI) = 0 

4-X 
2 

2 

2 
4-X 

2 

2 
2 

4-X 
= 0 

<=P (2 - X) (X - 2) (X - 8) = 0 

E n t o n c e s l o s v a l o r e s p r o p i o s de Q son X = 8 y X = 2 (que c o r r e s p o n d e a 
u n a r a í z con m u l t i p l i c i d a d 2 de d e t (Q - XI) = 0) . 

P o r c o n s i g u i e n t e l a m a t r i z Q d i a g o n a l i z a d a e s : 

2 0 
0 2 
0 0 

r e e m p l a z a n d o l a f o r m a c u a d r á t i c a q ( x , y , z ) p o r : 
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( x ' , y ' , z<) D 

l a e c u a c i ó n s e c o n v i e r t e e n : 

2 ( x ' ) 2 + 2 C y ' ) 2 + 8 C z ' ) 2 - 9 = 0 

que c o r r e s p o n d e a un e l i p s o i d e . 

No f u é n e c e s a r i o e n c o n t r a r a q u í l a m a t r i z d e r o t a c i ó n P , p u e s en l a 
e c u a c i ó n no a p a r e c í a n t é r m i n o s d e l a f o r m a a x , ay ó a z , que son l o s 
q u e o b l i g a n a e n c o n t r a r e x p l í c i t a m e n t e x , y , z en t é r m i n o s d e x ' , y ' , z ' , 
l o q u e s e l o g r a m e d i a n t e l a t r a n s f o r m a c i ó n : 

X = PX' con x = ( x , y , z ) x ' = ( x * , y ' , z *) 
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APENDICE B, MATRIZ HESSIANA 

En e l c a s o d e f u n c i o n e s d e R en R, l a s e g u n d a d e r i v a d a d e u n a f u n c i ó n 
en u n p u n t o , n o s p e r m i t i ó e s t a b l e c e r s i l a c u r v a e s t a b a p o r e n c i m a o 
p o r d e b a j o , en u n a v e c i n d a d d e l p u n t o , d e l a r e c t a t a n g e n t e a l a c u r v a 
en e l m i smo , s i t u a c i ó n q u e r e s u l t a b a muy ú t i l p a r a d e t e r m i n a r s i en l o s 
p u n t o s c r í t i c o s , o s e a d o n d e f ' (x) = 0 , s e p r e s e n t a b a n v a l o r e s máximos 
o m í n i m o s r e l a t i v o s , 

2 

P a r a f u n c i o n e s d e R en R e s t a b l e c e r s i l a s u p e r f i c i e , en u n a v e c i n d a d 
de un p u n t o , s e e n c u e n t r a p o r e n c i m a o p o r d e b a j o d e l p l a n o t a n g e n t e 
a e l l a en d i c h o p u n t o , e s d e g r a n i m p o r t a n c i a p a r a s a b e r s i en l o s p u n -
t o s e s t a c i o n a r i o s s e p r e s e n t a n máximos o m í n i m o s r e l a t i v o s . E s t a r e í a 
c t ó n e n t r e l a s u p e r f i c i e y e l p l a n o t a n g e n t e l a l o g r a r e m o s d e t e r m i n a r 
m e d i a n t e e l e m p l e o d e u n a f u n c i ó n q u e e n t r a r e m o s a d e f i n i r m e d i a n t e e l 
d e s a r r o l l o en p o l i n o m i o s d e T a y l o r p a r a f u n c i o n e s d e v a r i a s v a r i a b l e s , 
q u e s e l a n a l a S e g u n d a D i f e r e n c i a l de f , q u e , como p o d r e m o s a p r e c i a r , 
e s u n a f o r m a c u a d r á t i c a , a l a c u a l Cver A p é n d i c e A) s e l e p u e d e a s o c i a r 
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u n a m a t r i z s i m é t r i c a , l a l l a m a d a M a t r i z H e s s i a n a d e f , d e donde s a c a -
r e m o s c o n c l u s i o n e s q u e f a c i l i t a n e s t e t r a b a j o . E s t e t r a t a m i e n t o n o s 
p e r m i t i r á g e n e r a l i z a r e s t a s i d e a s a f u n c i o n e s de R n a R, 

R e c o r d e m o s q u e d a d a u n a f u n c i ó n f : R •+• R, y un p u n t o x ^ e Dom f t a l que 
e x i s t a f» ( x j , f " ( x ) , . . , , f 0 1 + 1 ] (x) p a r a t o d o x en a l g u n a v e c i n d a d de 
X Q , e n t o n c e s e x i s t e un p o l i n c m i o p n ( * ) DE g r a d o menor o i g u a l a n , d e 
l a f o r m a : 

2 k P (x) • a + a 1 ( x - x ) + a _ ( x - x ) + , . , + a. (x - x ) + . . . + a (x -n o 1 o 2 o k o n 

t a l q u e : 

f 0 V " W ' f , { * o ] ' P ^ o ) ' " " f C ^ o ) = P n ( k ) c x o ) ^ ^ o 5 = 

(k) La d e t e r m i n a c i ó n d e l o s a, s e h a c e c a l c u l a n d o P (x ) y t e n i e n d o en je n o 
c u e n t a q u e : 

k . k 

- x )
1
 = o s i k > i , (x - x )

k
 = kj kv » « / — V «9 4. i v r X • ; V A - A 

o ^ k o dx dx 

d k i — r r ( x - x ) = (x - x L q ( x - x 1 s i i > k . y p o r l o t a n t o 
d x k ° ° 

- 4 (X - x J 1 ! - 0 , k o ' x = x dx o 
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A s í : 

p < k l (X > - f n o n 
Ck) e n t o n c e s 

\ = 

, l u e g o P Cx) e s : n 

00 f (k) 
p (x) - E a Cx - x } k . _ k o con a, k 

n 

E s t e p o l i n o m i o , s e l l a m a e l P o l i n o m i o d e T a y l o r d e f ( x ) , y en c i e r t a 
f o r m a " a p r o x i m a a f ( x ) " , e s d e c i r : 

f ( x ) = P (x) + R (x) n n 

d o n d e R^Cx) e s e l e r r o r , e l c u a l p a r a a l g u n o s v a l o r e s d e x p u e d e s e r 
p e q u e ñ o y s e o b t e n d r á u n a b u e n a a p r o x i m a c i ó n d e l a f u n c i ó n p o r e l p o -
l i n o m i o , 

2 
C o n s i d e r e m o s a h o r a u n a f u n c i ó n f : R R, s e a ( x o , y Q ) e Dom f , t a l q u e 
e x i s t a n t o d a s l a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s d e o r d e n n en u n a v e c i n d a d d e 
( x o , y o ) , en f o r m a a n á l o g a a l o h e c h o a t r á s , vamos a c o n s t r u i r un p o l i -

nomio en v a r i a b l e s x r y / d e g r a d o menor o i g u a l a n d e l a f o r m a : 

n i a . . (x - x ) Cy - y ) j 
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l 0 , 0 + [ a 0 , l C y - * o l + - V ] + [ a O , 2 C ^ - V 2 + a l r 1 U - X o U y - y c 

+ * 2 , 0 U " X o r + — + [ a0,n ( y - +
 a 1 , ( n - 1 ) X o ) í y " Y o ) n " 1 + 

. . . + a (x - x ) n n , 0 o 

tal que: 

íi+jPn(x,y) 

< V y o l 

8 1 + j f ( x , y ) 
i j ax a y J 

üt ,y ) o " o 

P a r a d e t e r m i n a r l o s c o e f i c i e n t e s de P (xfy) , p r o c e d e m o s a c a l c u l a r 

ap s+ t 

. s . t 1 (x , y ) 3 x 8 y ofJo 
n ( X o - y o ) en l a e x p r e s i ó n d e a r r i b a : 

3 xS3yt 

n gS+t . , i 
l a — C Cx - x )l (y - y )j) 

i + j = 0 1 3 5y ° ° K ' V 

t e n i e n d o en c u e n t a q u e ; 

. s + t 
s — t ^ ~ x o ^ x t y ~ Y o ) j = 0 s i s > i o t > j 

«s+t 
Cx - X } S Cy - y ) = S! t! 

9x 3y ° ° 
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a s + t 
—-—7- ( x - x I ( y - y l 
3 x S 4 y t ° ° o - - o 

- ( x - x ) ( y - y ) q ( x , y ) s i i > s y j > t 

o sea 

3 s + t 
— t ( x ~ x o ) 1 ( y ~ Yo 1 l = ° S i i > s y j > t 

3x 3y ( x o , y o ) 

De acuerdo a esto tenemos: 

n o o 
4 x S 3 y t 

3 f S + t ( x . y ) 
• O o 

* t 3x 3y 
a s t s j t j 

P o r t a n t o : 

s t s i 
J_ t j 

„ - S + t . , 
9 f ( v V 

S t 3x 3 y 

Luego e l p o l i n o m i o P n ( x f y l e s d e l a f o r m a : 

n 3 1 + j f ( x . y ) 
p ( x , y ) = s - p - T j r i i <* - * o > 1 ( y - y 0 > 

i+j-0
 1

«
 3
' ax^y

3
 ° ° 

q u e s e l l a m a el Polinomio de T a y l o r d e f ( x , y l , e l c u a l t a m b i é n en c i e r 
ta forma (que no estudiaremos a h o r a ) " a p r o x i m a a f ( x , y ) en u n a v e c i n d a d 
de (x0rY0}'\ o sea: 

f ( x , y ) - P ( x , y ) + R ( x , y ) n n 
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s i e n d o R ( x . y ) e l e r r o r d e l a a p r o x i m a c i ó n , n 

O b s e r v a n d o a l g u n o s t é r m i n o s de P ( x , y ) t e n e m o s : 

P n ( x , y ) = f ( x 0 , y 0 ) + 
M U . y ) 3 f ( x . y ) o o . o o , , 
——5 (x - x ) + 5 (y - y ) 

3 x o oy o 

3 f ( x , y ) o o 
3x 

2 9 2 f ( X Q , Y ° ) 

(x - x ) + 3x3y o 
(x - x ) (y - y ) + 

o o 

3 £ C W , . 2 
— 2 " V 3y 

1 » f ( x o ' y o ) , . 3 ^ 
6 U " X o 5 + 

+ I 
3 3 f ( x o , y Q ) 2 1 3 3f(x o,y Q) 

(x - x Q ) Cy - y o ) + j — 7 1 ( X " x o ) ( y 

3x 3y 3x3y 

1 
+ 6 

9 f 3 
r ~ ~ 3 — C y - V 
3y 

+ . . . 

A l a d e r e c h a d e P n ( x , y ) a p a r e c e n : 

1 . La f u n c i ó n f c a l c u l a d a en (x , y ) 

2, En e l p r i m e r c o r c h e t e : l a d i f e r e n c i a l d e f en ( X 0 / Y 0 ) c a l c u l a d a en 

(X - x o ) , (y - y o ) . 

(C7f) CxQfyol) . (x - x Q , y - y Q ) = ( D ( x } f j ( x - X q , y - y Q ) 
o o 

3 , La e x p r e s i ó n q u e a p a r e c e en e l s e g u n d o c o r c h e t e l a l l amamos La 
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Segunda Diferencial d e f en (x , y ) c a l c u l a d a e n ( x - x , y - y ) : o o o o 

4 . La e x p r e s i ó n d e l t e r c e r c o r c h e t e , s e l l a m a l a t e r c e r a d i f e r e n c i a l 
d e f en (x , y ) c a l c u l a d a en (x - x , y - y ) s ( D p 5 , f ) (x - x , y - y ) y o o o ' o (x ,v ) o 1 1 o 1 o o 
de l a misma f o r m a la e x p r e s i ó n d e l s i g u i e n t e c o r c h e t e , e s d e c i r , l a 
q u e c o n t i e n e e x p r e s i o n e s d e l a f o r m a u n a c o n s t a n t e p o r (x - x ) 1 (y - y ) 3 o o 
con i + j = 4 s e l l a m a l a c u a r t a d i f e r e n c i a l d e f en Cx , y ) c a l c u l a d a o o 

(4) en (x - x o , y - y < ) ) , ( D ^ f> (x - X q , y - y Q ) . 
o o 

(2) Nos i n t e r e s a p o r a h o r a l a s e g u n d a d i f e r e n c i a l : (D, , f ) ( x - x , y - y ) : C x o , y o ) o ' y y o 

1 * 2 f U o , y o ) 2 8 2 f ( x o ' y o ) 1 5 — - + - S & r * - - x l ( y - y ) + I ( y . y J 2 
3 x 2 - - o ' axay - — 

e s t a e s u n a f o r m a c u a d r á t i c a en (x - Xq) f (y - y ) , p u e s l a s d e r i v a d a s 
p a r c i a l e s q u e a l l í a p a r e c e n e s t á n c a l c u l a d a s en (x , y ) p o r t a n t o son o o 
c o n s t a n t e s , l u e g o l a s e g u n d a d i f e r e n c i a l e s u n a e x p r e s i ó n d e l a f o r m a : 

q CX f Y) = AX 2 + BXY + CY 2 

con A 1 a 2 f ( V y ° ' „ a 2 f l W „ 1 ^ " V V 
- r r - b - - W - ¡ 7 -

o 

X = (x - X ) Y = ( y _ y ) O o 
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P o r c o n s i g u i e n t e (Ver A p é n d i c e A) e x i s t e u n a m a t r i z s i m é t r i c a a s o c i a d a 
a q (X, Y) , l l a m é m o s l a Q f t a l q u e : 

(X, Y) Q * - q (X,Y) 

d o n d e : 

9 f ( x 0 ' y 0 ) 

9 x 2 

3 f ( x Q , y o ) 
9x9y 

9x9y 

3 f ( x o , y Q ) 

= T ( H . ( x , y ) ) 2 f o o 

9y 

Ma m a t r i z H ^ C x ^ y ^ ) , o s i m p l e m e n t e H f f o r m a d a p o r l a s s e g u n d a s d e r i v a d a s 
p a r c i a l e s d e f en (x , y ) s e l e l l a m a M a t r i z H e s s i a n a d e f en (x , y } . o o o o 

NOTA; Es p r e c i s o a c l a r a r q u e e s t a m o s b a j o e l s u p u e s t o q u e 
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De a c u e r d o a e s t o : 

( D C x , y ) f ) ^ - y - y Q ) = (x - x o , y - y , i H * " M 
o o \ 7 " Y o / 

La d e f i n i c i ó n d e M a t r i z H e s s i a n a s e p u e d e g e n e r a l i z a r p a r a campos e s c a 
l « r e ® d e f i n i d o s en e s p a c i o s d e d i m e n s i ó n s u p e r i o r a d o s : 

Sea ü) » f ü t , , x , , , , , , x 1 , A = ( a . , a „ , a ) e Dom f s i J ** n o i ¿ n 

e x i s t e n : 

3 2 f 
e n e l P u n t o A q - ( a ^ , a 2 , . a n l p a r a t o d o i = 1 , n j = 1 f . . w n 

e n t o n c e s l a M a t r i z H e s s i a n a d e f en A q u e n o t a r e m o s H (A ) . o s i m p l e -o f o ' c 

m e n t e H s i no h a y l u g a r a c o n i u s i ó n , e s t á d a d a p o r : 

3 f ( * h o 
3x? 

3 f ( A ) o 
3 X t 3 X 2 

3 2 f ( A ) o 
3x , 3x 1 n 

H C ( A ) = H f o 
3 f ( A ) 3 f (A ) o _ 

3x? 
3 f (A } o 
3x_ 3x 2 n 

3 x n 3 X l 

3 2 f ( A ) o _ 
3x 9x„ ' * * n 2 
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. 3 f (A ) 3 f ( A ) , . . o b s e r v e q u e s i o _ o__ l a m a t r i z e s s i m é t r i c a , 
3x . 3x , = 3xu 3x. i j j i 

A q u í l a s e g u n d a d i f e r e n c i a l s e r á u n a f o r m a c u a d r á t i c a con n v a r i a b l e s 
Cx , , x 2 , . , , , x^ ) y l o mismo q u e p a r a e l c a s o d e d o s v a r i a b l e s , l a Ma-
t r i z H e s s i a n a s e r á d o s v e c e s l a m a t r i z s i m é t r i c a a s o c i a d a a e s t a f o r m a 
c u a d r á t i c a . 

En l o q u e s i g u e s e p r e t e n d e m o t i v a r u n o s r e s u l t a d o s , l e j o s d e c u a l q u i e r 
2 

r i g o r : s e a f : R •*• R, supongamos q u e f s e p u e d e r e p r e s e n t a r p o r m e d i o 
É su p o l i n o m i o d e T a y l o r en u n a v e c i n d a d d e l p u n t o ( X Q , Y Q ) t e m a n d o s o -
l a m e n t e l o s t é r m i n o s h a s t a de s e g u n d o o r d e n : 

f(*,yl f(xo,yoL + CDfe } f ) ( x - V * - D ¡
2 ) f) (x - x o,y - y ) 

o O o o 

f (x,y) 
o o 3x (x - x ) o 

3f (x , y ) o o 
3y Cy - V 

o o 
(x - X , o y - y c ) 

E l p l a n o t a n g e n t e a e s t a s u p e r f i c i e en e l p u n t o ( x Q , y o , f ( x o , v q ) ) , z = z ( x , y ) 
e s t á d a d o p o r : 

3 f ( x o , y Q ) 3 f ( x , y ) 
r Cx - x L + ~ (x - x 1 + f (x , y ) 3x o 3y o o r o 
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Es d e c i r l o q u e a p a r e c e a r r i b a e n t r e c o r c h e t e s , e s l a imagen z = z ( x , y ) , 
d e l o s p u n t o s ( x , y ) p o r m e d i o d e l a e c u a c i ó n d e l p l a n o . 

E n t o n c e s : 

f ( x , y ) - * « C D [ 2 ) j f > (x - x Q , y - y Q ) 
o o 

A s í , p a r a p u n t o s ( x , y ) c e r c a n o a ( x 0 > Y 0 ) : 

(2) 
S i (D, . f ) ( x - x , y - y ) > 0 e n t o n c e s f ( x , y ) - z > 0 , e s (x . y ) o "'o o o 

d e c i r f ( x , y ) > z , l u e g o l a s u p e r f i c i e e s t á p o r e n c i m a d e l p l a n o t a n -
g e n t e . 

(2) S i (D. , f ) (x - x , y - y ) < 0 e n t o n c e s f ( x , y ) - z < 0 , e s d e c i r ( x , y ) o o o o 

f ( x , y ) < z , l u e g o l a s u p e r f i c i e e s t á d e b a j o d e l p l a n o t a n g e n t e . 

A p a r e n t e m e n t e no s e ha o b t e n i d o un r e s u l t a d o muy p r á c t i c o p a r a d e t e r -
m i n a r s i l a s u p e r f i c i e en l a v e c i n d a d de un p u n t o e s t á p o r e n c i m a o 
d e b a j o d e l p l a n o t a n g e n t e en e s e p u n t o , p u e s p a r a e l l o debemos e s t a -
b l e c e r s i l a s e g u n d a d i f e r e n c i a l e s p o s i t i v a o n e g a t i v a , P e r o e s t o s e 
p u e d e s i m p l i f i c a r c o n o c i e n d o s o l a m e n t e s i l o s v a l o r e s p r o p i o s (Ver 
A p é n d i c e A) d e l a M a t r i z H e s s i a n a son p o s i t i v o s o n e g a t i v o s , como v e -
r e m o s : 
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S e a Q l a m a t r i z s i m é t r i c a a s o c i a d a a l a f o r m a c u a d r á t i c a que d e f i n e 
l a s e g u n d a d i f e r e n c i a l en (x , y ) , c a l c u l a d a en (x - x , y - y ) , e n -o o o o 
t o n c e s Q « ]r H d o n d e H e s l a M a t r i z H e s s i a n a d e f en (x , y ) , Como ¿ o o 
Q e s u n a m a t r i z s i m é t r i c a , e n t o n c e s e x i s t e u n a m a t r i z o r t o g o n a l P t a l 
q u e : 

Supongamos q u e P 
/ P P \ / P P 1 2 1 „ t / 1 3 e n t o n c e s P = 

P P 3 4 P P 2 4 
P1 P2 \ 

Cx - x o , y - y Q ) P = Cx - X q , y - y Q ) 
P P 3 4 / 

= ( ( x - x ) P , + (y - y ) P - , (x - x }P_ + (y O I O J o ¿ 
= (a,6) 

Y ) P J o 4 

d o n d e a , 3 d e p e n d e n de x e y 

. i x - x . t | o 
Y - y. 

p p 1 3 
P P 2 4 

/x - x \ 

y - y / O / 

Cx - xQ)P1+ Cy - y^)P o ' 3 
(x - x )P_ + (y - y ) P . , o 2 o 4/ 

a 

6 

A h o r a : P f c QP = 1 

= > Q = P 

2 

0 \ 

A 
p o r s e r P o r t o g o n a l (P 1 = P F C ) 
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(x - x , y - y )Q o o 
X - X \ o 
y - y. 

(x - x o , y - y o ) P 

= ( a , g ) 

x - x 

y - y. 

, 2 _ 2 X,a + X 2 g 

A s í , s i l o s v a l o r e s p r o p i o s X, y X 2 de Q son p o s i t i v o s , e n t o n c e s 
2 2 

+ X 2 B > 0 p a r a cualquier x , y ( r e c u e r d e q u e dependen d e 
de x e y ) , p o r t a n t o l a s e g u n d a d i f e r e n c i a l s e r á p o s i t i v a p a r a t o d o 
( x , y ) . R e c í p r o c a m e n t e s i l a s e g u n d a d i f e r e n c i a l en ( x 0 » y 0 ) e s mayor 

q u e c e r o p a r a t o d o ( x , y ) , e n t o n c e s en p a r t i c u l a r s e r á mayor q u e c e r o , p a r a x * 0 y y = y + x —-, y a s í a = (x - x ) P , + (y - y ) P , e s d e c i r ^ 2 J 1 o o P o 1 o 3 
P 2 a = - x P , + P „ ( y + x 1) - y P , = 0, y s i a = 0 e n t o n c e s X_6 > 0, o 1 3 o o — n ^ ~ 

3 
o 3 

l o q u e i m p l i c a q u e X 2 > 0 , En f o r m a s i m i l a r s e p u e d e v e r q u e X.) > 0 , 
A n á l o g a m e n t e l a d i f e r e n c i a l e s menor q u e c e r o p a r a t o d o x y t o d o "y" 
s i y s o l i s i l o s v a l o r e s p r o p i o s de Q , ^ y son n e g a t i v o s . 

Cano s a b e m o s q u e Q = j H, p o r un c á l c u l o d i r e c t o s e p u e d e c o m p r o b a r 
q u e l o s v a l o r e s p r o p i o s d e Q son l o s v a l o r e s p r o p i o s de H m u l t i p l i c a -
d o s p o r 1 / 2 , l o q u e n o a f e c t a en n a d a s u s s i g n o s , p o r c o n s i g u i e n t e 
l o s r e s u l t a d o s o b t e n i d o s a t r á s s e p u e d e n d a r en t é r m i n o s de l a Ma -
t r i z H e s s i a n a , A s í t e n e m o s ; 
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Sea z r f(x,y) con d e r i v a d a s p a r c i a l e s c o n t i n u a s d e t e r c e r o r d e n . 

S e a (x ,Y ) e Dom f y H l a M a t r i z H e s s i a n a d e f en (x , y ) e n t o n c e s : o o o o 

S i los v a l o r e s p r o p i o s d e H son t o d o s p o s i t i v o s e n t o n c e s p a r a ( x , y ) ^ 
( x Q , y o } l a g r á f i c a d e f e s t á p o r e n c i m a d e l p l a n o t a n g e n t e a la super-

f i c i e en (x , y , f ( x , y )) en a l g u n a v e c i n d a d de (x ,y ), y si estos 

o o o o o o 

v a l o r e s p r o p i o s son n e g a t i v o s e s t á p o r d e b a j o de dicho plano. 
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