








EJEMPLO 9.7

e 322> z
Sea F(x,y,z) =xyz i +xyz 3J+ = k

32 ¢
fl(x,y,z) = Xyz fz(x,y,z) =Xy z f3(x,y,z) =
[ &
afl _ f2 3 202,2 5 _ 2z
X - vz = 3X Yy Z - =
¥
Y ay
i, PRI G N
3z Y 9z 4 9z X
of 3f2 of
= (yz) + (2x7yz?) + (1/x
of _ of _ af . of _ of . Bf1 N
rot F = VXF='—ay_'—§'zT—)l+(aT—'5;~-)j+(F—5-y——)k

]

2 2
(Q = 2x3yzz) T+ (xy + 57 ) ; + (3x yzz - xz) k
X

Calculando las segundas derivadas parciales de f], f2 y £ tenemos:

2 o 2
r = ¢ £, P o+ V2f2 T+ VE K
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2 2 2 > 2
= (0+Q+Q) i+ (&xy z + 2x3z + 4x3yz) j + (—E-+ Q+ Q) k
X
Veamos a continuacion, algunas propiedades bisicas de este operador

nabla.

1) E1l operador nzbla es lineal, es decir V(f + g} = Vf + Vg y

V(Af) — AVEf donde f y g sor campos escalares y X ¢ R, Veemos:

___B(f+g1—i*+akr+g)3?~+pufg:]—£
ox )

V(f + qg)

2, 29 T, B, 39 of | 39
(Bx * 5&* L (ay * Byl ? * (az * az) k

Y + . d0f) + . dE) 2
% 1 + a J + aZ k

k=A(—1+—3 +=—k) = AVE
ox

ox 9y ~ 0z dy 0z

2) V(fg) = £(Yg) + (Vflg con f y g campos escalares

p(fg) 3+  8(fq) 2 , 3(fg)

K
X oy < 92

39 . 2E oy 29, 3E 2
(f % + —qg) i+ (f 3y + 5y gl J
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(f%g-i-t-f- W o+ PE T T

of £ £
x - oyt oz * G + LT84 g =29 + (Vg

3) siP= (f,, £., £.) campo vectorial y g campo escalar:

(F .¥lg = F.(%ql

i

3 ) 9 3 ] 3
v - L L) g= 23 2 2
(F )g ‘fl ox + f2 oy + f3 Bz) g fJ ax + f2 dy * f3 0z

= 99 3g 3gy _
Eye £50 £30 0 Gov 350 530

4) Si F = (f1, £., fi) campo vectorial, y g campo escalar,

(F X Vlg = F X (Vg)

1 ? k
(F XV a £
ax oY 9z

316



= F X(Ygl

5) Rot (Vf} = Q Para f definida en un abie#to donde las segundas

derivadas parciales son continuas.

i 3
3 3
£ (vE _ -
rot (vf) ox e ’z
3% By 22
2 2 2 2
- 3 f 3 f, ~» (9 £ 3 £ .
voa  ozay -V Gzox " wmez) 0 Y Taxay  ayex KO

6) div(rot F} = 0. Para F = (f., f,, f,;) campc vectorial definido

en un conjunto abiertc donde las segundas derivadas parciales son con-

tinuas.
of _ 3af . of . of, of . of
EF= (oem - —— 14 (o= ) 34+ (5 - =1 K
o oy 0z ° 92z X ox Yy
of of of of of
. 3 - o 1 3 2 1
= + —— (= —) + —_— -
div(rot F) Ix oy 9z ° By(az ox ) oz (ax dy !
2 2 2 2 2 2
97 f. 3 f2 ] f1 5 f3 d f2 d f1

dxdy  9x0z T dydz  dyoax ¥ Bzox ~ dzdy

En las aplicaciones fisicas, con alguna frecuencia se recuiere de cier

tas identidades en las que intervienen estas funciones definidas me -
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diante el operador nabla, Sus demostraciones se pueden hacer direc-
tamente usando las defipniciones; pero ccmo algunas veces estas re-
sultan muy elaboradas, es necesaric recurrir a ciertes propiedades del
operador V para conseguir demostraciones mas cortas. Estas demostra-

ciones se basan en los siguientes hechos:

1) E1 operador V se puecde "operar" como un vector, teniendo cuidado
que al aplicar las propiedades de las diferentes operaciones no apa -
rezcan resultados contradictorios, Por ejemplo, si usamos la conmuta
tividad del producto interno en V y un campo vectorial, tendriamos que
(V,F) = (P.V]l y esto no tiene sentido, pues V.F es un campo escalar,

mientras que (F.V) es un operador,

2) Por calculos directos, similares a los que se hicieron atras, se
puede apreciar que el camportamiento de V con cualquiera de los produc
tos entre dos campos, es analogo al comportamiento de la derivada con
el producto de dos funciones; en este caso, reccrdemos, dejando una
funcion como constante, derivamos, luego dejando la otra como cons -
tante, derivamcs y se sumar los dos resultados. Lo mismo haremcs er
nuestro caso pero en lugar de derivar, "aplicamos" el operador, Como
va a ser necesario en un momento dado, en cada termino, distinguir a
cual de las dos funciones se va a aplicar V, y cual se va a conside -
rar como constante, vamos a notar V_ cuando el operador se requiere
"aplicar" en f, Por ejemplo; YV,(F X G) = VF.(F X G] + VG.(F X G)
donde en el primer sumandc del lado derecho de la igualdad se deben

usar propiedades de vectores hasta conseguir "aplicar" V .en F. En
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este caso podrfamos usar la propiedad del producto mixto U,V X Wi=W,{(U X V)

y tendriamos:

g FXGl -G (Y, X Fl =C(VXF)

en el ultimc .termino ya no aparece VF sino solamente ¢, pues ya hemas

conseguido que YV se aplique en F, asi VF.(F X G¢) = G, (rot F).
En el sequndo sumando Y_.(F X G) se debe transformar hasta que quede
aplicada Ven G. Como F X G = -G X F, y usando la misma propiedad

del producto mixto tenemos;

VG.(F X G) = VG-(—G X F) = —(VG.(G X F)) = =~ F.(VG X G) = -F.(V X G) =

= « F.(rct G)

Asl hemos demostrado un resultado interesante:

V.(F XG) = VF'( F X G) + VG.(F X G)
9.( F X ¢) = G.(rot F) - F. (rot G) es decir:
div(F X G) = G,{rot F) - F.(rot G)

Veamos otro ejemplog

EJEMPLO 9.8

rot(F X G} = Fdiv G - G div F + (G.V}F - (F.Vig
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rot(F X G) = W(F X G} = VFYCF X G) + VGX(F X G)

G.V )P ~ (Y _.F)G + (V_.G)F - (F.V_.)G (Propiedad del tri
F F G G - -
ple producto vecto

rial)
- (G.MIF = (V.FIG + (V.GIF - (r.V)G
a G,VIF - G div F + F div G = (F.V)G
Aqul (G.V) se debe entender como:
3 3 9
9 9 3 9
3f1 3f1 3f1 3f2 f2 f2 3f3 f3 f3

3%z 0 91ox T2y Y937 ekt Taay t 93 5z
y anfdlogamente (F,V)G,

EJEMPLO 9,9

V(F,G) = (F.VIG + (G.VIF + F X(rot G) + G X(rot F}

V(F.G) =VF(F,G1 + VGCF.G) (*)

pero tenemos que:

F X(? XG) = P X( VGX Gl = VG(F.GI - (F. V.1G (Propiedacd de triple pro
ducto vectorial),
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luegoy

VG(F.GI =F X (VXG] + (F.V)G (1)

Ademis:

: = V_(F.G) - (G.VY
G X(V X G) Gx(va F} F(F G) (G.V) F
luego: VF(F.GI =G X (VX F! + (G.VYIF (2)

Remmplazando (1) y (2) en (*) tenemos:

VF.G) =G X(VRF) + (G.V,IF + F X (VX Gl + (F.V] G

= G X(rot F}] + (G,V)F + F X(rot G} + (F.VJG

EJEMPLO 9.10

-

Sir=x1+ y-jr+ z k demostremos que:

Primero demostremos que si F campc vectorigl y g campo escalar,

v, (gF1} g(v,F) + (Vg).F

v, (gF) Vg. (gF) + VF (gF)
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¢.(gF) =~ (v Q). F + g(VF,F)

= (zg). £ + g (9.F)

Aplicando este resultado para F = r y g = - teremos:
E —)a (§—— .1+ — (Y. r)
3 3 3
=11 %11 112]]
-> .
pero ...-.].-._- V(xz-i« Y2+ 22)“3/2 =__3(x i+ y i+ z K)

Ilrl I~ - (x + y2+ z7)

V.r= %xT+yJ+zk)=1+14+1=23

entonces:
3 + + k
v -1;3 = - (QXlzyjz/zZ)e(xT+y§+zI€)+ !
Hrll (x"+y +2)) llr{l
.-3 3 _o
- . - .
(x2+ y2+ 22)3/2 (x“+ yo+ 22)3/2
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APENDICE A: FPORMAS CUADRATICAS Y SUPERFICIES CUADRICAS

En este Ap@ndice, esbozaremos algunos resultados del Algebra Lineal,
sin demostraciones, que nos conducen a utilizar las formas cuadrlti -
cas en la identificacibn de cbnicas y superficies culdricas,
DEFINICION A,1
Una forma culdr§tica q de orden n, es una funcidn de R" a R.de la forma:
Q(x'x, 0-0'x1= & - a..x.x

17 72 n 1£i£34n ij7 i

Toda forma cuadrftica que se puede representar en la forma

q(X] = X AX

donde X Yy X es la traspuesta de X, es decir
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X™ = (X490 veer xnl Y A es la matriz simetrica, (b., = b

1,12%,2 2%1,3" ***" 27 %,n

1 1
73,2 %2,2 2%2,3 2 "2,n
a ) a a 1-a
1,3 2 92,3 33,3’ 2 %3,n
L a ! a ]—a a
2 1,n 2 2,n 2 3,n" ' %n,n

EJEMP1O A.1

2 2 2
q(x,, Xyr Xg4 x4) - 7x] + 9x2x3 + X X = 5x1x2+ 3x3— 2x4-

es una forma cuadritica, Ordenémosla Yy encontremos A:

2
q(xj,xz,x3,x4) = 7x + 3x3- 2x4- 5x1x2+ 2x]x4+ 9x2x3- 5x2x

7 -5/2 0 1
-5/2 0 9/2 =5/2
X AX = (x" xz' x3' x4l
0 9/2 3 1/2

J =5/2 172 =2,
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- 5/2x2 + x4

“wb/2x 9/2x3- 5/2 x

4
’ xz' x3'
+
9/2x2+ 3x3 1/2x4
X, - 5/2x2 + 1/2x3- 2x4
2
- - + - 2 + +
7% 5/2xlx2 + x1x4 5/2x1x2 9/2x2x3 5/ x2x4 9/2x2x3

2
+ 3x3 + 1/2x3x + x x4 - 5/2x2x

2
+ -
4 3 1/2x3x 2x4

4 4

2
- - - +
7x + 3x3 2x4 5x1x2 + 2x1x4 + 9x2x3 5x7x4 x3x4

q(x1 ’ xz' x30

Observemos que la ecuacibn general de segundo grado en dos variables
(que representa cdnicas) o en tres variables(que representa superfi-
cies culdricas), tiene camo una parte de ella, una forma cuadritica,

as{:

2 2
Ax + By +Cxy +Dx +Ey + F =0 se escribe

q(x,y) + Dx + Ey + F = 0

2 2
con q(x,y) la forma culdrdtica Ax~ + By + Cxy

2 2 2
Ax + By + Cz + Dxy + Exz + Fyz + Gz + By + Iz + J = 0 se escribe
qx,y,z) + Gx +Hy + X2 + 2 = 0

2 2 2
con q(x,y,z) la forma cuadr@tica Ax + By + Cz + Dxy + Exz + Fyz,
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Por tanto eatas ecuaciones se pueden representar en forma matricial:

La de dos variables:

A Cc/2 ' x\\,
(x,y} + (D, B) + P =0 que escribiremos:
c/2 B Yl Ly

XQX +8X +F=0

La de tres variables:

A D/2 2\ [ /%

D/2 B F/2 y KG,H,I)f y | +J = 0 que escri
‘ !

B/2 F/2 c / 2 z/ biremos:

XQOX+SX+J=0

En los dos casos, si la matriz S es igual a cero, la cbnica o cufidrica
que representa la ecuacidn, no esti trasladada. Si S es diferente de
cero, la figura puede estar trasladada, pero sabemos que con un sen -
cillo cambio de variable, esta se puede identificar en su forma canb-

nica,

La presencia de terminos en xy para las cbnicas, o en xy, xz, yz para

las cufidricas, indica que la figura est& rotada, Asi, si la matriz Q
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es diagonal (los Qinicos elementos que pueden ser diferentes de cero son
los de la forma b.. con i = j), la figura no est@ rotada, y como sabe-
mos su identificaci8Bn no presenta problema, Pero si Q no es diagonal,
la figura esti rotada, y para su identificacibn se requiere eliminar
los términos en xy, xz o yz que aparezcan, con cambios de variables
adecuados, (Para el caso de las conicas se estudia un metodo en cursos
de Geometria Analitica), En la representacibn matricial que tenemos,
el problema se resuelve diagonalizando la matriz, es decir, encontran=-
do una matriz P inversible tal que P—]QP sea diagonal, Esto equivale
a cambiar la base wwsual, por una nueva base, con respecto a la cual,
la matriz asociada a la forma cuadr@itica sea una matriz diagonal; P es

precisamente la matriz de cambio de base,

Como lo que pretendemos hacer es una rotacibn del sistema usual, y este
es ortonormal, entonces la nueva base que buscamos también debe ser or-
tonormal, es decir, la diagonalizacibn debe ser una diagonalizacibn or-
tonormal, o sea que la matriz de diagonalizacibn P debe ser ortogonal

(IP'-1 = Pt), y adem8s el determinante de P debe ser igual a 1,

Puesto que la matriz Q es simétrica, entonces siempre es diagonaliza-
ble ortonormalmente, y adem8s su diagonalizacibn se hace a partir de

sus valores propios, como veremos a continuacibn:

DEFINICION A,2

a) Un nfimero ), se dice que es un valor propio de una matriz cuadrada
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A si existen vectores X ¥ 0 tales que AX = AX,

b) Si A es un valor propio de A, los vectores X, tales que AX = AX

se llaman vectores propios correspondientes a A,

Para determinar los valores propios de una matriz A, debemos tener en

cuenta que AX = AX se puede expresar Como:

AX = (AI) X 8 (A - AI) X =0

y esta 1ltima ecuacidn tiene soluciones diferentes de cero si y sole
si det(A - AX) = 0, Resolviendo para ) esta expresifn encontramos los
valores propios de A, que a lo mis son n, pues det (A - AX) es un po-
linomio en )\ de grado n, Estas rafces para el caso en que A sea simé

trica son todas reales,

El conjunto de todos los vectores propios asociados a un valor propio

A, es un subespacio de Rn, y su dimensidn para el caso de matrices si-
métricas es igual a la multiplicidad de A como rafz de det (A - AI) = O,
ademds dos vectores asociados a valores propios diferentes son ortogo-
nales, As}, siempre es posible, a partir de los valores propios de

una matriz simétrica A, construir una matriz ortogonal cuyas columnas
son vectores propios independientes; &stos se obtienen tomando una ba-

se ortonormal en cada subespacio asociado a cada valor propio A,

Esta matriz, asi{ construida, es la matriz de diagonalizacidn de la
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matriz simé@trica A; y su determinante es - 1, como para tener una ro-
tacifn se requiere que el determinante de ella sea 1, entonces, en ca

so que no lo sea, simplemente conmutamos dos columnas,

Asi en el caso de la ecuacidn general de sequndo grado en dos o tres

variables, el cambio:
X = pX!

con el P construido camo se esbozb arriba, diagonaliza la matriz Q, y
rota el sistema de coordenadas de tal forma que la ecuacibn se reduce
a otra en la que no aparecen t@rminos de la forma xy, xz, & yz y as{

se facilita su identificacibn,
EJEMPLO A,2
Identifiquemos la cbnica que corresponde a la ecuacidn:

21x% 4 6xy + 13y° - 114x + 34y + 73 = 0

qx,y) = 21x2 + 6xy + 13y2 forma cuadratica

21

Q= ( matriz sim8trica asociada a q(x,y)
\3 13,

determinemos los valores propios de Q:
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21 - 2
det (Q - AI} = = (21 - A1 (13 - A)- 9 Xz— 34X + 264

13 = A

m (A =-22) (A - 12)

los valores propios correspondientes a Q son.Aj= 22 A =12,

Vector propio asociado a ij v, = (xj ) que satisface Qv, = le

21

22

Y
-1 3
=0 que equivale a:
3 -9
/ \

0 © sea x, - 3y] =0

0 0

= Jy,, entonces las soluciones no triviales son de la forma (3t,t)
con t € R, es decir, el conjunto de vectores propios asociado a )\1= 22

est& dado por:
{t(3,Jl [ e R}
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y el conjunto {(3,1)} es base de €1, Como ||(3,1)|| = /10, entonces

, — ) es base ortonormal de este subespacio.

Anidlogamente para el valor propio A, = 12 hallemos los vectores pro-

pios asociados:

3 13/ \y

o 3\ /x,

=0 que equivale a:

\3 1/ \y1

O sea que X. + —y_ =0, X -

As! el conjunto {( - §-t, t) | t € R } es el conjunto de vectores

propios asociado a Az =12 y {( -3 Iﬁ es base de €1, lueqgo

(- —, — ) es base ortonormal,
V10 Vio

Entonces la matriz de diagonalizacibn P (3:
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Vio

VAL

con det P = 1, entonces no permutamos columnas, ese P es la matriz
que diagonaliza ortogonalmente a Q; haciendo los productos podemos ob-

servar quei

22 0

ptor

con este P hacemos el cambio:

X = PX!
o sea
asi:
3 ] ] ]
X = ——x%' - —y
Vio vio
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Regiiplazando en la ecuacibn tenemos:

1
22x'2 + 12y'2 - 114 (— %' =« —y") + 34 (—~-x'+—y') +73 =0

Vio Vio V10 vio
o sea 22x'2 + 12y'2 - EQE:XQ + Elé-y' + 73 =0 sin terminos en xy.
Vio J70

Lo que falta es trasgladar, para ello campletando cuadrados observamos

7 9 . .
que x" = x' - — y" = y' + — convierte la ecuacidn en:

Vio VTo

22(x')2 + 12(y')2 - 132 =0 &

]
gi-L + :+T= 1 que corresponde a una elipse.
EJEMPLO A,3

Identifiquemos la superficie culdrica que corresponde a la ecuacion:
zZ = Xy o sea

q(x,y,z) -z =m0

donde q(x,y,z) es la forma cuadritica.

qlx,y,2z) = xy

cuya matriz sim@trica asociada es:

0 1/2 0

1/2 0 0
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Busquemos sus valores propios:

det (Q = AI) = 0

1/2 0
1/2 A 0 = 0
0 0 -\

& - 02-1/4)=0 & - A0 =-1/2) A +1/2) =0
Valores propios: A =0, A = 1/2, X = = 1/2

La matriz de orden tres cuya diagonal tiene estos tres valores, y ce-
ro en el resto, es la que se obtiene al diagonalizar Q, es decir, que
con ella eliminamos el t&rmino xy., Pero como aparece té&rmino en s8lo
z, es necesario hallar la matriz P que diagonaliza @, para ello encon-

tremos vectores propios asociados a estos valores.

Para A = 0
1/2 0
0 0 {
0 0
As{: es base ortonormal del espacio (de dimension uno) de

los vectores propios asociados a cero
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Para A = 1/2

Igualando a cero y haciendo transformaciones elementales en filas,

nemos:

Asi: {(1,1,0)} es base del espacio de vectores propios asociados

1/2 y por tanto {(1/'f7} 1/ V2, 0)} es base ortonormal de este

espacio,

Para A = - 1/2

1/2 \
1/2 0 0 } ) y
/
\\0 0] 2
1 x+y=290 X = -y
|
0 0 f =0
| z

\ o 0 1/‘3‘\0/
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asf: yu, -1, O)} es base del espacio de vectores propios asociados

a -1/2, por tanto {(J/ V2, - 1/ V7, 0)} es base ortonormal de di-

cho espacio.

Entonces la matriz

0 1/VZ
Y 1/ V2T
1 0

serd la matriz de rotacidn, si su determinante es 1, pero como &ste es

-1, entonces permutando dos columnas obtenemos la matriz P,

1/ V7.
1/ V2

0

Se puede verificar que:

0 0
PoQp = 1/2 0
0 0

entonces:

X = PX!
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O sea:

\/J/\'[Z_ INT 0
) “1/NZ 12 0

Z‘/ 0 0 1 z!

es decir:

N2 V2o

y = --lx' +__1_y'
V2

z = 2z

convierte la ecuacibn xy - z = 0 en la ecuacibn sin términos en xy:

1

-

x")° + ;— w"% -2zt =0

nf

que corresponde a un paraboloide hiperbdlico.
EJEMPIO A.4
Identifiquemos la superficie cuadrica que corresponde a la ecuacidn:

4x2+ 4y2+ 422+ 4xy + 4xz + 4yz - 9 = 0, o sea

qlx,y,z) -9 =20

337



donde q(x,y,z) es la forma cuadrftica:
2 2 2
qix,y,z) = 4x + 4y + 4z + dxy + 4xz + dyz

cuya matriz simétrica asociada es:

det (Q - AI) =0

4-) 2 2
2 4-) 2 =0
2 2 4-)

& (2-MNMA-2)(A -8 =0

Entonces los valores propios de Q son A = 8 y A = 2 (que corresponde a

una raiz con multiplicidad 2 de det (Q - AI) = 0),

Por consiguiente la matriz Q diagonalizada es:

2 0
0 2
0 0

reemplazando la forma cuadrftica q(x,y,z) por:
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(x', y', 2') D

la ecuacidn se convierte en:

2 2 2
2(x")" + 2(y')" + 8(z") -=9=0
que corresponde a un elipsoide,
No fué@ necesario encontrar aquif la matriz de rotacidn P, pues en la
ecuacidn no aparecian términos de la forma ax, ay & az, que son los
que obligan a encontrar explicitamente x,y,z en términos de x',y',z',

lo que se logra mediante la transformacidn:

X = px! con X = (x,y,2) X' = (x',y',2")
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APENDICE B, MATRIZ HESSIANA

En el caso de funciones de R en R, la segunda derivada de una funcibn
en un punto, nos permitio establecer si la curva estaba por encima o
por debajo, en una vecindad del punto, de la recta tangente a la curva
en el mismo, situacion que resultaba muy til para determinar si en los
puntos criticos, o sea donde f'(x) = 0, se presentaban valores maximos

o minimos relativos,

Para funciones de R2 en R establecer si la superficie, en una vecindad
de un punto, se encuentra por encima o por debajo del plano tangente

a ella en dicho punto, es de gran importancia para saber si en los pun~
tos estacionarios se presentan maximos o minimos relativos, Esta rela
cibn entre la superficie y el plano tangente la lograremos determinar
mediante el empleo de una funcibén que entraremos a definir mediante el
desarrollo en polinomios de Taylor para funciones de varias variables,
que se:-lama la Sequnda Diferencial de f, que, como podremos apreciar,

es una forma cuadritica, a la cual (ver Apéndice A) se le puede asociar
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una matriz simétrica, la llamada Matriz Hessiana de f, de donde saca-
remos conclusiones que facilitan este trabajo, Este tratamiento nos

. . . . n
permitir& generalizar estas ideas a funciones de R a R,

Recordemos que dada una funcibén f: R + R, y un punto xoe Dom f tal que

exista f'(x), f"(x}), ..., f(n+1)

(x} para todo x en alguna vecindad de
X entonces existe un polincomio Pn(x) de grado menor o igual a n, de

la forma:
P(X) =a +a,(x=-x)+a,x-x )2 + +a (x - x )k + +a (x -
n o 1 o 2 o ' k o te n

tal que:
i i k) . (k) W, .
SRR AR PR LR IER IR PR L SRS P A R

(k)

La determinacibn de los a_ se hace calculando P

(xo) y teniendo en

cuenta que:

k i k K
= xo) =0 sik?>i, —;E-(x -x ) = k!
dx dx ©
dk

% x - x ) = (x - x ) qlx - x) si i > ke y por lo tanto
ax o o o
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As{:

pkl
n

3} (k)
(xo) = fn entonces

a = ——, luego Pn(x) es:

. £ (k)

P (x) = & a(x-—x)k con a
. A~ k fe)

Este polinomio, se llama el Polinomio de Taylor de f£(x), y en cierta

forma "aproxima a f(x)", es decir:
f(x) = P_ (x) + R (x)
n n
donde Rn (x) es el error, el cual para algunos valores de x puede ser
pequefio y se obtendra una buena aproximacidn de la funcidn por el po-

linomio,

. .o 2
Consideremos ahora una funcidn f: R + R, sea (xo,yo) € Dom £, tal que
existan todas las derivadas parciales de orden n en una vecindad de
(xo,yo) , en forma aniloga a lo hecho atris, vamos a construir un poli-

nomio en variables x, Y, de grado menor o igual a n de la forma:

a..(x - x )i (y-y_)j
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2
- - + -y + a x - x Ly -
10,0+ [ao,](y Yol ta - xol:] [a0,2(y )o) 1,1 oY T ¥

+ a x -x) _ - - n-1
2,0 o | 4 eu. + [aoln(y SRR E N E SR
n
e + an'o(x - xo)
tal que:
i+]
¥R Gy e (x,y)
(xolyol axlayj (xoryo)

Para determinar los coeficientes de P (x,y), procedemos a calcular
+t
apS

e ¢ |
axsayt (xo‘yo)

n (xonyo)

en la expresion de arriba:

n aS+t i j ]
b3 a —— (X =-x )" (y -y))
9 xsa}’t it3=0 I xSy ° o l(xo,}’o)

teniendo en cuenta que:

S+t
s t

n
[«

(x-xoll(y-yo)j sis>i o t>j

aS+t
t!

n
7]

s
— X -x ) (y-y )
axaayt o o

343



——(x—x°)°(y-y°) -(x-xo)(y-yo)q(x,y) siissyijst

O sea
as+t: N
—— X =x ) (y -y )| =0 sii»>s v 3>t
ax~ay" ° ° T x_,y)
o'‘o
De acuerdo a esto tenemos:
s+t
f .
n o "o a__ (’.‘O'YO) s! t!
t L] L]
ixsayt axsay st

Por tanto:

s+t
f (xo.yo)
t

]

[}
st S. 3xsay

Luego el polinamio Pn(x,y) es de la forma:

n “ aujf(x YY) N
P (x,y) = z —r—— e (X = X )T (y - ¥.)
j+jmg 103 ax 2y’ © ©

que se llama el Polinomio de Taylor de f(x,y), el cual también en cier
ta forma (que no estudiaremos ahora) "aproxima a f(x,y) en una vecindad

" .
de (xo,yol s O sea:

flx,y) = Pn(xly) + Rn(le)
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siendo Rn {(x.y) el error de la aproximacion,

Observando algunos términos de P (x,y) tenemos:

A (x ,v ) of (x ,y )
P (x,y) = £(x_,y.) + oo(x-x)+ oo(y--y)
n ! o'‘o d x o dy o
- 2. (x_,y.)
9 f(x 'Y ) 3°F o’?0 -
o "o (x - x )2 + —Ts;—— (x Xo) (y YO) +
o
9x
9 f(xd.yo) o )2 1 3 f(xo.YO) o - x )3 .
2 yo 6 x o)
dy
3 3
+ - (x-xo) (y-yo)+-2- ——-—-i—-(x—x)(y
ax "~ dy axdy ©
. 1 3ff(xo,yo) v - )3 .
6 —-——_—a 3 Yy yo v
Y

A la derecha de Pn (x,y) aparecen:
1. La funcidn f calculada en (x_,y_)

2, En el primer corchete: la difewrencial de f en (xo,yo) calculada en

(x -xo), (y - yo).

((V£) (xo,yol) e x=x_,y -y) = (D ) &k =x_, ¥ -y)

(x .y)f
o'“o

3, La expresidn que aparece en el sequndo corchete la llamamos La
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Segunda Diferencial de f en (xo,yo) calculada en (x = X0 ¥ - yo) 3

4, La expresibn del tercer corchete, se llama la tercera diferencial

(3)

de f en (xo,yo) calculada en (x - Xt ¥ = Yo)‘ (D(xo'y

c>)f) x - X 1Y - yo) Y

de la misma forma la expresibn del siguiente corchete, es decir, la
. . 1 ]
que contiene expresiones de la forma una constante por (x - xo) (y - yo)

con i + j = 4 se llama la cuarta diferencial de f en (xo,yo) calculada

(4)

en(x-xo,y-y0)= (D £) (x-xoaY"Yo)-

(xo'yo)
. . (2)
Nos interesa por ahora la segunda diferencial: (D(x y )f) x - X 1Y - yo)z
o'‘o
2 2
1 9 f(xo,yo) e 72 . 3 f(xo,yo) ol - - 17 et ( )2
axz % o axdy e Y-y - Y-y,

esta es una forma cuadritica en (x - xo) + (y - y_), pues las derivadas
parciales que alli aparecen estdn calculadas en (xo,yo) por tanto son

constantes, luego la segunda diferencial es una expresibfn de la forma:

qx ,Y)=Ax2+BXY+CY2

2 2 2
3 f(Xo.Yo) ad f(xocyo) 1 3 f<xolyo)
con A = - 5 B= iy ¢=3 2
X Xy dy
X=(x-x°) Y=(y-y°)
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Por consiguiente (Ver Apéndice A) existe una matriz simétrica asociada

a q(X,Y), llamémosla Q, tal que:

x, ¥) of*1 = qx,1)

donde:

a'f(xolyo)
axz X9y
= 7 ('Hf(xo’yo))
9 f(xo,yo) 3 f(xo,yo)
Xy

oy

Ma matriz Hf(xo,yol, o simplemente H, formada por las seqgundas derivadas

parciales de f en (xo,yo) se le llama Matriz Hessiana de f en (xo,yo).
NOTA: Es preciso aclarar que estamos bajo el supuesto que
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De acuerdo a esto:

1
(D(x ¥ )f) x - X_r ¥~ yo) = (x - X Y- yG) :-H {

o'‘o \ y - yo/

La definicibn de Matriz Hessiana se puede generalizar para campos esga

larea definidos en espacios de dimensibn superior a dos:

Sea w = f (x], Xor seey xn), Ao = (aj, Ay eeed an) € Dom £ si
existen:

2!
2f en el punto Ao = (aj, a,, . anl para todo i = 1, ,.,,, n

j=1, *rvr

entonces la Matriz Hessiana de f en Ao que notaremos Hf(AO), o simple-

mente H si no hay lugar a confusibén, estd dada por:

2
arf(ko)\ ] f(Ao) ] f(Ao)
ax? axjax2 ax1axn
3 f(A ) o f(a ) 3" f (A )
H(A) =H —_— —— T
£ o 9X ., x2 X

Bzf(Ao) 3% (a )

Ix 9x X 3x T 2

n 1 n X



B-f(ho) __a_f(Ao)

9x , 9X = 3 X,
i) i

3

observe que si la matriz es simetraica,

Aqul la segunda diferencial ser8 una forma cuadritica con n variables
(xj, Xop seey xn) y lo mismo que para el caso de dos variables, la Ma-
triz Hessiana serf dos veces la matriz simétrica asociada a esta forma

cuadrftica.

En lo que sigue se pretende motivar unos resultados, lejos de cualquier
rigor: sea f: AR2 + R, supongamos que f se puede representar por medio
4 su polinomio de Taylor en una vecindad del punto (xo,yo) tomando so-

lamente los t8rminos hasta de segundo orden:

(x =x ,y -y (2)
£) o o'+ D ) x - x - )
(xo'yo) ('0'-0 O'Y Y_

f(x,y) > f(xo,yol + (D

Bf(xo,yo)
(x - xo) oy (y - yo)

f(x,y)

x - xor Y - Yo)

El plano tangente a esta superficie en el punto (xo,yo,f(xo,vo)), z = 2(x,y)

est§ dado por:

3f(xo,yo) 3f (x_,y.)
———3;—-—-(x - xol + 5y (x - xol + f(xo,yo)
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Es decir lo que aparece arriba entre corchetes, es la imagen 2z = z(x,y),

de los puntos (x,y) por medio de la ecuacion del plano,

Entonces:

(2)
( .y

(o o}

f(x,y) =z >~ (D )f) (x = x_,y=y)

Asi, para puntos (x,y) cercano a (xo,yo)z

(2)

si (D
id (xogyo)

£f) (x - X0 Y- yo) >0 entonces f(x,y) -z > 0, es
decir f(x,y) > z, luego la superficie esti por encima del plano tan-

gente,

(2)

Si (D(x

f) x = x ,y -y ) < 0 entonces £(x,y) - 2 < 0, es decir
O,Yo) (o] (o]

f(x,y) < z, luego la superficie esti debajo del plano tangente,

Aparentemente no se ha obtenido un resultado muy practico para deter-
minar si la superficie en la vecindad de un punto estd por encima o
debajo del plano tangente en ese punto, pues para ello debemos esta-
blecer si la segqunda diferencial es positiva o negativa, Pero esto se
puede simplificar conociendo solamente si los valores propios (Ver
Apéndice A) de la Matriz Hessiana son positivos o negativos, como ve-

remos:
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Sea Q la matriz sim8trica asociada a la forma cuadritica que define
la segqunda diferencial en (xo,yo), calculada en (x - Xgr Y - yo), en-
tonces Q = %-H donde H es la Matriz Hessiana de f en (xo, yo). Como

Q es una matriz sim@trica, entonces existe una matriz ortogonal P tal

que:
/[ p P, | P P
Supongamos que P ! 2 entonces Pt = / ! 3
Py By P, Py
P, By
(x-xo,y-y°)P= x - x_, Yy - vy,)
Py By

= ((x - xo)P1 + (y - yo)PS, (x - xo)P2 + (y yo)P4)

= (G’ 8)
donde a,8 dependen de x e y

/ \
ti x = xo P1 P3 X X (x xo)P1+ 4 yo)PB @

Yy =Y. P2 P4 Yy - ¥, / (x - xo)P2 + (y - yo)p4i 8

Ahoraz PtQP - ]

0\
-1
= Q=P por ser P ortogonal (P = P)
A

|
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x - xor Yy = YO)P

= (G, B)

2 2
11a + AZB

Asf, si los valores propios A1 Y Az de Q son positivos, entonces
2
+ A262 > 0 para cualquier x,y (recuerde que «.8 dependen de
de x e y), por tanto la segunda diferencial serd positiva para todo

(x,y)., Reciprocamente si la sequnda diferencial en (xo,yo) es mayor

que cero para todo (x,y), entonces en particular serd mayor que cero,

= — = - + - i
parax m Oyy=y +X 5 Y asi a (x xo)P1 (y yo)P3 es decir
P,.~ . 2
a = = xoP1 + P3(yo+ X 1) - yoP3 = 0, vy si a = 0 entonces A.8 > 0,
3
0]

lo que implica que Az > 0, En forma similar se puede ver que X1 > 0,
Anidlogamente la diferencial es menor que cero para todo x y todo "y"

si y soli si los valores propios de Q,A1 Y A, son negativos,

Cano sabemos que Q = 3 H, por un cadlculo directo se puede comprobar
que los valores propios de Q son los valores propios de H multiplica-
dos por 1/2, lo que no afecta en nada sus signos, por consiguiente
los resultados obtenidos atri3s se pueden dar en terminos de la Ma =~

triz Hessiana, As! tenemos:

352



Sea z = f(x,y)} con derivadas parciales continuas de tercer orden,

Sea (xo,yo) € Dom £f y H la Matriz Hessiana de f en (xo,yo) entonces:

Si los valores propios de H son todos positivos entonces para (x,y) #
(xo,yo) la grafica de f est8 por encima del plano tangente a la super-
ficie en (xo,yo,f(xo,yo)) en alguna vecindad de (xo,yo), y si1 estos

valores propios son negativos estf por debajo de dicho plano.
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