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Introduccion

El propdsito de este trabajo consiste en estudiar la existencia y ciertas propiedades
cualitativas de las soluciones del problema semilineal

Au+ flu) =0 en Q,
{ u = 0 en Of), (1)

donde © c RN, N > 2, es un dominio suave y acotado y f : R — R es una funcién
no lineal de clase C'. Aqui y en adelante, la expresién Q es suave significard que
es, al menos, un dominio de clase C3.

En particular, consideraremos el caso en que f es asintéticamente lineal, mas pre-
cisamente,

(fl) f/(OC)) = 11’m\t|—>oo f,(t) S ()‘ka)‘k+1) para algin k > 1,

donde {);}; es la sucesién de valores propios de —A con condicién de Dirichlet cero
en la frontera.

Las propiedades cualitativas que nos proponemos estudiar se relacionan, basica-
mente, con el indice de Morse y los grupos criticos por un lado, y el cambio de
signo de las soluciones por el otro. En este sentido, en el Capitulo 2, probamos la
existencia de una solucién cuyo indice de Morse aumentado es grande en un sentido
que se precisarda méas adelante. Ademaés, usando informacién acerca de los grupos
criticos, bajo condiciones adicionales demostramos la existencia de tres soluciones.
Este resultado mejora el teorema de J. Cossio y S. Herrén en [CH] y el teorema
de J. Cossio y C. Vélez en [CV]. Nuestros desarrollos en este capitulo provienen de
resultados esencialmente establecidos por A. Lazer y S. Solimini en [LS].

En el Capitulo 3, consideramos el problema (1) bajo la hipdtesis adicional

(f2) Existe v > 0 tal que f'(t) <y < A\p41 para todo t € R



(aqui y en adelante se entenderd que k en (f2) es el mismo que satisface (f1)). En
este contexto, se puede aplicar el Método de Reduccién de Lyapunov-Schmidt. En
la Seccién 3.1, usando algunas ideas de A. Castro y A. Lazer en [CL] demostramos
un resultado de invariancia del indice de Morse bajo reducciéon que nos permite,
en la Seccién 3.2, complementar los resultados de A. Castro y J. Cossio en [CC].
En particular, quedan establecidos la existencia de una solucién de indice de Morse
aumentado igual a k y el hecho de que, si esta soluciéon cambia de signo, existe otra
solucién del problema que también cambia de signo.

Finalmente, en el Capitulo 4 demostramos que, bajo condiciones adecuadas, las solu-
ciones de indice de Morse aumentado grande, obtenidas en los capitulos anteriores,
cambian de signo. La cuestién clave para obtener este resultado consiste en estable-
cer primero ciertos estimativos a priori muy precisos para la norma en L* de las
soluciones de un signo del problema (1).

En el Capitulo 1 presentamos los preliminares necesarios para enunciar y demostrar
nuestros resultados.

A fin de precisar los teoremas descritos anteriormente, introduzcamos el funcional
J : H}(Q) — R asociado al problema (1) y definido por

() = /Q <;|Vu]2 _ F(u)> da,

donde F(§) = foé f(s)ds. Bajo las condiciones consideradas a lo largo del traba-
jo, se puede probar que J es de clase C? y que sus puntos criticos coinciden con
las soluciones del problema (1). Aplicaremos diversas técnicas tales como Grupos
Criticos, Teoria de Grado de Leray-Schauder, estimativos a priori y Teoria de puntos
criticos, en particular el Teorema del Paso de la Montana y el Método de Reduc-
cién de Lyapunov-Schmidt. Puesto que varios de los teoremas de estas técnicas que
emplearemos lo exigen, en adelante supondremos que los puntos criticos de J son
aislados.

Ahora enunciamos de forma precisa los aportes de nuestro trabajo. En lo que sigue,
m(u) y mg(u) denotardn, respectivamente, al indice de Morse de J en el punto
critico u y al indice de Morse aumentado de J en el punto critico u. Ademads, Cy(J, u)
denotard al g-ésimo grupo critico de J en el punto critico aislado u, tomando el grupo
de coeficientes igual a R. En el Capitulo 2, se demuestran los siguientes resultados.

Proposicion A. Sea Q un dominio suave y acotado y sea f : R — R una funcion
de clase C' que satisface (f1). Entonces existe al menos una solucion ug de (1) tal
que Ci(J,ug) # {0}. En particular, m(up) < k < mg(ug).

Proposicion B. Sea 2 un dominio suave y acotado y sea f : R — R una funcion
de clase O que satisface (f1) con k > 2. Supongamos, ademds, que f satisface las
condiciones



(f3) f(0) =0,y
(f4) f'(0) < Ar.

Entonces existen al menos tres soluciones no triviales uy, u— y ug de (1). Adicional-
mente, uy >0 en Q, u_ <0 en Q y Cx(J,up) # {0}.

La Proposicién A proviene, en esencia, de un lema abstracto de Lazer y Solimini en
[LS], que hemos reescrito en forma adecuada para nuestros propdsitos. El lema de
[LS], nuestra variante y su demostracién se incluyen en el Capitulo 2. La Proposicién
B es consecuencia de resultados conocidos, que recordamos en el Capitulo 1, y de la
Proposicién A. En [CH] se obtiene la misma conclusién de la Proposicién B bajo las
hipétesis (f1) con k > 2, (3), (f4) y la hipétesis adicional de no degeneramiento de
los puntos criticos de J. En [CV] se obtiene la misma conclusién de la Proposicién B
bajo las hipétesis (f1) con k > 2, (£3), (f4) y la hipdtesis adicional de que k sea par.
En este sentido, nuestro resultado mejora aquellos de [CH] y [CV]. M4s atin, bajo
la hipétesis adicional de no degeneramiento considerada en [CH], en el Capitulo 2
probamos la existencia de soluciones adicionales.

Proposicion C. Sea Q un dominio suave y acotado y sea f : R — R una funcion
de clase C que satisface (f1) con k > 2, (f3) y (f4). Supongamos, ademds, que
la solucidon ug proveniente de la Proposicion B es no degenerada. Entonces existe
una cuarta solucion no trivial 4 de (1). Ademds, si ug cambia de signo, 4 también
cambia de signo.

En el Capitulo 3 recordamos el siguiente resultado de Castro y Cossio en [CC].

Teorema D. Sea Q) un dominio suave y acotado. Sea f una funcion que satisface
(f1)-(f4), con k > 2. Entonces el problema (1) tiene al menos cinco soluciones.
Ademds, ocurre uno de los siguientes casos:

(a) k es par y el problema (1) tiene dos soluciones que cambian de signo.

(b) k es par y el problema (1) tiene seis soluciones, tres de las cuales tienen el
mismo Signo.

(c) k es impar y el problema (1) tiene dos soluciones que cambian de signo.

(d) k es impar y el problema (1) tiene tres soluciones del mismo signo.

Denotemos por u;, ¢ = 1,..., 5, a las soluciones de (1) cuya existencia viene del teore-
ma anterior. En su demostracion, A. Castro y J. Cossio demuestran que una de las
soluciones, digamos u,, proviene de una aplicaciéon del método de reduccién descrito
en la Seccién 3.1 y que otra solucién, digamos us, se obtiene a través de argumentos
de grado de Leray-Schauder. Con base en el Teorema D probamos nuestro resultado.



Teorema E. Sea Q un dominio suave y acotado y supongamos que f satisface (f1)-
(f4), donde k > 4 es par. Supongamos ademds que todos los puntos criticos de J
son no degenerados. Entonces:

(a) m(uyg) = k.

(b) us cambia de signo, m(us) es par y m(us) < k.

(c) Si m(us) = k, existen dos soluciones adicionales ug y uy de (1). Ademds
m(ug) =k — 1.

(d) Siwuyg es de un signo, también existen dos soluciones adicionales ug y wr de

(1).

La demostracién de este teorema sigue las mismas ideas usadas en [CC| para es-
tablecer el Teorema D. No obstante, para su demostracién se requiere de un hecho
adicional, que es la invariancia del indice de Morse bajo el método de reduccion.
Este hecho, a su vez, es consecuencia de algunos de los resultados y argumentos
desarrollados en [CL] si bien no esté explicitamente demostrado alli. En conclusién,
en el Capitulo 3 hemos incluido la prueba de la invariancia del indice de Morse bajo
reduccién en un marco abstracto y la prueba del Teorema E.

Hasta ahora los resultados que hemos presentado se refieren a soluciones para las
cuales se tiene alguna informacién acerca del indice de Morse o del indice de Morse
aumentado. En la prueba del Teorema D en [CC]|, para establecer la existencia de
ug se consideran por separado dos casos: u4 cambia de signo o u4 es de un signo.
A raiz de esta disyuncion, surge la pregunta de cudndo u4, que es una solucién que
tiene indice de Morse aumentado igual a k, cambia de signo. Este es el origen y la
motivacién para nuestros desarrollos del Capitulo 4. En primer lugar, en este capitulo
establecemos un estimativo a priori para la norma en L*° de las soluciones de un
signo del problema (1). Este tipo de estimativos tiene antecedentes, por ejemplo,
en aquellos de H. Brézis y R. E. L. Turner en [BT] y D. de Figueiredo, P. L. Lions
y R. D. Nussbaum en [DLN]. No obstante, nuestro estimativo es mds preciso en
cuanto que indica explicitamente de qué aspectos de la no linealidad f depende la
constante que acota las normas. Por otra parte, nuestro estimativo no es aplicable
en el caso superlineal, como es el caso de [BT] y [DLN]. Usando estos estimativos y
los resultados de existencia de soluciones de indice de Morse aumentado grande de
los capitulos 2 y 3, probamos resultados cuyas versiones resumidas presentamos a
continuacién.

Teorema F. Sea Q C RN, N > 3, un dominio suave y acotado. Sea f : R — R

una funcién de clase C' que satisface (f1) con k > 2 y (f3). Existe una constante
positiva C(Q, N, f) que depende de Q, N y f tal que si

f'(t) <X VE€[-C(QN, f),C(Q, N, f)], (2)
entonces existe al menos una solucion u, de (1) que cambia de signo y

HU*HLOO(Q) > C(Q7N7 f)



Teorema G. Sea Q C RN, N > 3, un dominio acotado y suave. Sea f : R — R una
funcién de clase C' que satisface (f1)-(f4) con k > 2. Supongamos, ademds, que

f,(t) <M Vi€ [_C(QvN’ f)?C(QaNa f)}v (3)

donde es la constante del Teorema F. Entonces existen dos soluciones u, y vi de
(1) que cambian de signo. Ademds, al menos una de ellas, digamos u, es tal que

[wsl|Loo () > C(, N, f).

A pesar de que en los enunciados anteriores no queda clara la forma que tiene la
constante C(€, N, f), en el Capitulo 4 presentamos de manera mdas precisa esta
constante. Igualmente mostraremos, a manera de ejemplo, una clase de funciones
para las cuales la hipétesis (2) es verificable.

Los Teoremas F y G tienen antecedentes, por ejemplo, en los resultados de A. Castro,
J. Cossio y J. M. Neuberger en [CCN] y [CCN2|. Sin embargo, en estas referencias
se trabaja bajo condiciones del tipo f'(t) > f(t)/t para t # 0, que en nuestro caso
no son necesarias. Por otra parte, en [CCN] y [CCN2] no se requiere la hipétesis (2).

Al final de cada capitulo incluimos algunos comentarios acerca de las conexiones de
nuestros resultados con avances recientes o resultados afines debidos a otros autores.
Como lo hemos mencionado, destacamos que algunos de los resultados presentados
en este trabajo son abstractos en el sentido de que son validos para funcionales
definidos en espacios de Hilbert reales, no sélo para el funcional J que definimos
antes.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos de manera muy resumida algunos resultados que usare-
mos repetidamente a lo largo del trabajo. Comenzamos en la Seccién 1.1 recordando
resultados cldsicos de la teoria de ecuaciones diferenciales parciales. Aplicaremos
estos resultados especialmente en el Capitulo 4. En la Seccién 1.2 introducimos con-
ceptos y resultados abstractos bésicos de la Teoria de Morse. Estos conceptos seran
aplicados en los Capitulos 2 y 3 para establecer propiedades cualitativas de las solu-
ciones para nuestro problema. Finalmente, en la Seccién 1.3 fijamos el marco en
el cual desarrollaremos nuestro trabajo y recordamos algunos resultados especifica-
mente relacionados con el problema en consideracion.

1.1. Lemas de Ecuaciones Diferenciales Parciales

Comenzamos esta seccién con un lema relacionado con el concepto de vecindad
tubular de la frontera de un dominio suave. Para fijar ideas, consideremos el dominio
suave y acotado Q ¢ RN, N > 2. Dado § > 0, denotemos por €5 al conjunto
{x € Q|d(z,00) < 6}. Para x € 01, denotamos por 7 (r) a la normal interior
unitaria a 0€) en z. El siguiente lema es una escritura conveniente de algunos de los
hechos enunciados y demostrados en los Lemas 2.1 y 2.2 de [Pr].

Lema 1.1.1. Sea 2 un dominio suave y acotado. Existe 69 > 0 tal que

(i) si z € K5, entonces existe un unico (x,,t,) € 0Q x (0,00) tal que
z=x,+t, 1 ().

1) st x € entonces para todo t € (0,00) se tiene que x +tn (x) € (2.
i) si o0 ent todo t € (0,4, ti tnw 9)



Nota: el numeral (i) del lema anterior tiene una consecuencia que serd de utilidad en
la demostracién del Lema 4.1.2. Consideremos z € Qs, v y € 02 tal que d(z,09) =
lly — z||. Debido a la regularidad de € existe una vecindad U de y y existe una
funcion G : U — R de clase C3 tal que U N9 = {r € U|G(x) = 0}. Ahora,
definamos la funcién D : U — R por D(z) := ||z — z||>. Aplicando el Teorema de
los multiplicadores de Lagrange a la funciéon D restringida a U N 9 y el numeral
(i) del Lema 1.1.1, se demuestra que y = .

Ahora repasamos algunos hechos conocidos. Comenzamos por el Lema de Hopf.

Lema 1.1.2. (Hopf) Sean Q C RN un dominio suave y acotado yu € C?(Q)NC(Q).
Sea L un operador de la forma L = A + ¢, donde ¢ es una funcion continua en ).
Supongamos que Lu > 0 en Q y que existe xg € 0 tal que 0 = u(xg) > u(x) para
todo x € ). Entonces la derivada normal interior de u en xq satisface la desigualdad
estricta

ou

5, (10) <0. (1.1)

Prueba. Véase [GT], pag. 34. O

El siguiente lema permite representar puntualmente una solucién de nuestro pro-
blema en términos de la no linealidad f. Este hecho sera clave en la Seccién 4.1. Su
demostracién se presenta en [GT] (pag 19-26).

Lema 1.1.3. (Funcion de Green) Sea Q C RN, N > 3, un dominio suave y acotado.
Sea u € C*(Q). Dado ¢ € Q existen una funcion v(€,.) : Q@ — R en C%(Q) N C(Q),
que es positiva y armdnica en ), y una constante C(N) > 0 tales que

w9 = [ (G o6 (-dula)

En el Capitulo 4 usaremos el siguiente resultado de encajes de Sobolev. Su prueba
se puede consultar en [A] (pdg. 98) o en [GT] (pag. 171).

Teorema 1.1.1. Sea Q C RY un dominio suave y acotado. Para j,m € NU {0} y
p > 1 el encaje ' '
Witm»(Q) — 09 (1)

es continuo simp >N > (m—1)p y O<a§m—%.

El siguiente resultado, parte del cual es conocido como FEstimativos de Agmon-
Douglis-Nirenberg, es 1util para establecer resultados de regularidad de soluciones
para problemas elipticos no lineales. Su demostracién se puede revisar en [GT] (pag.
241-244).



Teorema 1.1.2. Sea Q@ C RN un dominio suave y acotado. Sea p € (1,00). Si
h € LP(Q2) entonces el problema

{ —Au = h en(Q, (12)

u e WyP(),

tiene una tnica solucion ug € W2P(Q). Ademds, existe una constante positiva C
(independiente de u) tal que

lullw2ri) < CllAu| o) Yu € WP(Q) NWP(Q).
Si h € WHP(Q), entonces la solucidn ug € WP(Q) de (1.2) pertenece a W3P(Q).

1.2. Lemas de Analisis no Lineal y Topologia

Sea H un espacio de Hilbert real y sea J : H — R una funcién de clase C'. En
esta seccién recordamos algunos conceptos y resultados relacionados con grupos de
homologia, grupos criticos y Teoria de Morse. Comencemos con una definiciéon que
usaremos a lo largo del trabajo.

Definicion 1.2.1. Diremos que J satisface la condicion de Palais-Smale, en ade-
lante referida como (PS), si dada una sucesion {un}, en H tal que DJ(u,) — 0 y
{J(un)}n es acotada, {un}n contiene una subsucesion convergente.

Sea X un espacio topoldgico y sea Y C X un subespacio de X. Al par (X,Y)
lo llamaremos par topolégico. Para ¢ € N U {0}, denotemos por H,(X,Y) al ¢-
ésimo grupo de homologia singular relativa de X con respecto a Y con grupo de
coeficientes igual a R. Se sabe que, en este caso, Hy(X,Y') es un espacio vectorial
real. En particular, si Y = (), usamos la notacién H,(X) en lugar de la anterior. Una
descripcién de las propiedades basicas del los grupos de homologia se encuentra, por
ejemplo, en [Ch] (Capitulo I, Seccién 1). Para ¢ € R, denotemos por J¢ al conjunto

J¢:={ue€ H|J(u) < c}.

Definicion 1.2.2. Supongamos que ug es un punto critico aislado de J y sea ¢ =
J(ug). Para ¢ € NU{0} definimos el g-ésimo grupo critico de J en ug como

Co(J,ug) = Hy(J°N U, J°NU\ {ug}),

donde U es cualquier vecindad de ug que no contiene otro punto critico de J.

Notas:

-Se puede demostrar que la definicién anterior no depende de la escogencia de la
vecindad U (véase [Ch], pdg. 32).
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-Si, en particular, J satisface la condicién (PS) y ug es un minimo local aislado de
J, entonces todos los grupos criticos de J en ug son triviales excepto el de orden
0. Més atin: Cy(J,up) = dq0R, donde J,; denota al delta de Kronecker, es decir,
0q; =0siq#jydg;=1siq=j. Por otra parte, si up es un punto critico aislado
que no es de minimo local, entonces Cy(J,ug) = {0} (véase [Ch], pag. 33-43).

-Si H es de dimensién finita, digamos dim H = n, J satisface la condicién (PS) y ug
es un punto aislado de maximo local, entonces Cy(J, up) = d4,R. Andlogamente, si
up es un punto critico aislado que no es de méaximo local, entonces Cy,(J, up) = {0}
(véase [Ch], pag. 33-43).

El siguiente lema sera de utilidad en la Seccién 2.1 (véase [Ch], pag. 35).

Lema 1.2.1. Supongamos que J satisface la condicién (PS). Sea ¢ un valor critico
de J y supongamos que c es el unico valor critico de J en un intervalo (a,b). Sean
di,dy € (a,b) tales que di < ¢ < da. St K. := {u € HDJ(u) =0,J(u) = ¢} =

{u1,...;um}, entonces
m

Hy(J%, %) = @ CyJ,w)
i=1
para todo ¢ € NU {0}.

A continuacién introducimos el concepto de indice de Morse que serd usado a lo
largo del trabajo. Hemos tomado la definicién de [LS].

Definicién 1.2.3. Supongamos que J € C? y que ug es un punto critico de J. De-
notemos por D?J(ug) : H — H a la sequnda derivada vista como operador acotado
y autoadjunto en H.

Si existe un entero m tal que existe un subespacio m-dimensional de H sobre el cual
D?J(ug) es definido negativo, y m es mazimal respecto a esta propiedad, decimos
que m es el indice de Morse de J en ugy y lo denotamos por m(J,ug), o m(uop)
cuando no haya confusion.

St no existe un entero m con la propiedad descrita, entonces decimos que el indice
de Morse de J en ug es infinito.

Definimos el indice de Morse aumentado de J en uy en la misma forma,
cambiando la expresion “definido negativo” por “definido no positivo”. En este caso
usamos la notacion mq(J, ug), 0 me(up) cuando no haya confusion.

Finalmente, decimos que el punto critico ug de J es no degenerado si D*J(ug) es
invertible.
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Convencién: en lo que queda de esta seccién supondremos que J € C? y que
en cada punto u € H, el operador lineal D?J(u) es de la forma Identidad menos
Compacto. En este caso, se puede probar que mg(ug) es finito y mg(ug) = m(ug) +
dim ker D2 J (up).

El siguiente resultado es una consecuencia de un teorema conocido como Shifting
Theorem , o Teorema de Intercambio, que relaciona los grupos criticos de J en un
punto critico ug con los grupos criticos de J|y en ug, donde N = ker D?.J(ug) C H
(véase [Ch], pag. 50-51).

Lema 1.2.2. Supongamos que J satisface la condicion (PS). Sea uy un punto critico
aislado de J. Entonces

Cy(J,up) = {0}, para todo q < m(up) y todo q > mq(uop).

Ademds, siug es no degenerado, Cq(J,uo) = g m(ue)R-

El siguiente lema también es consecuencia del Teorema de Intercambio y sera ttil
para caracterizar ciertas soluciones de los problemas elipticos que consideraremos, en
particular aquellas que vienen de Teorema del Paso de la Montana. Su demostracién
se puede consultar en [Ch], pag. 91.

Lema 1.2.3. Supongamos que J satisface la condicion (PS). Sea uy un punto critico
aislado de J tal que C1(J,up) # {0}. Supongamos que se verifica la siguiente condi-
cion: si 0 es el menor valor propio de D?J(ug) entonces es un valor propio simple.
Entonces

Cq(J, Uo) = (5q71R.

El proximo lema permite calcular el grado local en un punto critico aislado de J en
términos de sus grupos criticos. Dado un punto critico aislado ug de J, denotamos
por djo.(VJ,up) al grado local de Leray-Schauder de VJ en ug (véase [K]|, capitulo
3).

Lema 1.2.4. Supongamos que J satisface la condicion (PS) y que VJ es de la
forma VJ = I1d—T, donde T es un operador compacto (no necesariamente lineal).
Sea ug un punto critico aislado de J. Entonces

dioc(V T, ug) = > (—1)% dim Cy(J, ug).
q=0
Prueba. Véase [Ch], pdg. 100. O

En el Capitulo 3 haremos uso de la versién del Teorema del Paso de la Montana que
recordamos a continuacién (véase [H]). Antes de presentar este resultado, introduci-
mos la nocién de punto critico de tipo paso de montana.
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Definicién 1.2.4. Sea ug € H un punto critico de J y sea ¢ = J(ug). Diremos que
ug es un punto critico de tipo paso de montana de J si existe una vecindad U de ug
tal que, para toda vecindad V C U de ug, se tiene que

Vn{ueH|J(u)<c}
no es vacio ni es arco-conezo.

Teorema 1.2.1. Supongamos que J satisface la condicion (PS). Sean uy y ug puntos
distintos en H. Definamos

I':={0:[0,1] — H|o es continua, 0(0) = uj,o(1) =us} y

¢ = inf sup J(o(t)).
o€l 4el0,1]
Si méx{J(u1), J(u2)} < c entonces existe un punto critico ug € H de J tal que
J(ug) = ¢. Si ademds K. :== {u € HDJ(u) =0,J(u) = ¢} consta sélo de puntos
aislados, entonces K. contiene al menos un punto critico de tipo paso de montana.

1.3. Preliminares técnicos

En esta seccién presentamos algunos hechos ya publicados relacionados con nuestro
problema principal. Comencemos considerando el espacio de Sobolev H&(Q) A lo
largo de todo el trabajo, supondremos que A1, A2, A3, ... es la sucesion de valores
propios de —A en €2 con condicién de Dirichlet cero en la frontera, y @1, , @n...
es una sucesion correspondiente de funciones propias, completa y ortonormal en el
espacio de Sobolev H}(£2). En adelante, para u € Hg () tomaremos la norma defini-
da por ||u|]§16(9) := [ |Vu|?. Dado k > 1, consideremos los subespacios de Hg(2),

X = span{p1,02,..., 06} VY = X+ = {0Ors1,Ort2,...}. A lo largo del tra-
bajo, usaremos repetidamente las desigualdades provenientes de la caracterizacién
variacional de los valores propios:

Hﬂfoqé(Q) < )\k/ﬂl’2 Ve € X, (1.3)
195 = Mo [ o V€Y. (1.4)

A continuacién, introducimos el concepto de solucién para el problema

(1.5)

Au+ f(u) =0 en Q,
u =0 en 0f2,

donde, como hemos dicho, f : R — R es una funcién no lineal de clase C!. Para fijar
ideas en nuestra definicién supondremos que f es también sublineal.
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Definicién 1.3.1. Sea Q2 C RN, N > 2, un dominio suave y acotado y sea f : R — R
una funcion de clase C' tal que existen a,b € R que satisfacen

If(t)| < alt| +bVt €R.

Una solucion débil de (1.5) es un elemento u € H}(Q) que satisface

/ (Vu-Vo— f(u)v) de =0 Yo c HNQ).
Q

En realidad, en las condiciones de la definicién anterior, empleando un argumento de
boot-strap que involucra los estimativos de Agmon-Douglis-Nirenberg de la Seccién
1.1, se sabe que si u € H}(Q) es una solucién débil de (1.5) entonces u € C?(Q)
y satisface (1.5) en sentido puntual (véase [GT] o [MZ]). En consecuencia, en lo
sucesivo escribiremos simplemente solucion en lugar de solucion débil.

Por otra parte, el problema de hallar soluciones (débiles) de (1.5) se puede formular
en forma variacional, como lo indica el siguiente resultado.

Lema 1.3.1. Sea Q@ C RN, N > 2, un dominio suave y acotado y sea f : R — R
una funcion de clase C' tal que existen a,b € R que satisfacen

If(t)| < alt| +bVt €R.

Definamos J : H} () — R por
Lo 2
J(u) = —|Vu|® — F(u) | dz,
o \2
donde F(§) = fog f(s) ds. Entonces J es de clase C*(HE(Q),R) y
DJ(u)v = <VJ(U,),U>H5(Q) = / (Vu- Vo — f(u)v) de, Vu,v € H}(Q).
Q
Ademds, el operador T : HE(Q) — HZ(Q) definido por

(T, ) mygey = [ f ) vda, Vo € HY(@),

es compacto.
Prueba. Véase [R], pag. 90-94. O

De esta forma, las soluciones del problema (1.5) coinciden con los puntos criticos de
J, cuando f es continuamente diferenciable y sublineal. En los capitulos siguientes
necesitaremos que este funcional J sea de clase C? para poder aplicar los resultados
de la Seccién 1.2. El siguiente resultado, que también se prueba en [R], garantiza
esta regularidad para J.
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Lema 1.3.2. Sea Q@ C RN, N > 2, un dominio suave y acotado y sea f : R — R
una funcion de clase C tal que existe a € R que satisface

If'(t)] <aVteR.

Entonces el funcional J definido en el Lema 1.3.1 es de clase C*(H}(Q),R) y

<D2J(u) v,w) = /Q (Vo-Vw — f' (u)vw) de, Vu,v,w € HI(Q).

Nota: en realidad se puede probar que J es dos veces continuamente diferenciable
bajo una condicién ligeramente mds débil que el acotamiento global de |f’| (véase
[R]). Hemos presentado esta version del resultado de [R] por simplicidad y conve-
niencia para nuestros propositos.

Como mencionamos en la introduccion, a lo largo del trabajo estudiaremos el pro-
blema (1.5) cuando f es asintéticamente lineal. Introduzcamos la siguiente condicién

(fl) f’(OO) = h,m\t|~>oo f/(t) € ()‘kv)‘k-‘rl) para algﬁn k>1.

Esté claro que si f satisface (f1), se tienen las hipdtesis de los Lemas 1.3.1 y 1.3.2.
Con la siguiente proposicién, completamos la lista de condiciones que se requieren
para poder aplicar a J los resultados de la Seccién 1.2.

Lema 1.3.3. Sea Q C RN, N > 2, un dominio acotado y suave y sea f : R — R
una funcién de clase C' que satisface (f1). Entonces el funcional J definido en el
Lema 1.3.1 satisface la condicion (PS) definida en la Seccion 1.2.

Prueba. En virtud de la Proposicién B.35 en [R], para verificar la condicién (PS),
sélo debemos probar que si {un},cy €s una sucesién tal que |J (un)| < My
DJ (un) — 0 cuando n — oo, entonces {uy},y s Una sucesion acotada.

Puesto que H}(Q2) = X @Y, existen sucesiones {z,} C X y {y,} C Y tales que
Uy = Tn + yn para cada n. Ademds, existe N € N tal que

(VI (zn +Yn); —Tn +yn) < || — 20 + yn”Hg(Q) = [|lzn + ynHHé(Q)a (1.6)

para n > N. Por un célculo directo
(VI (xn 4+ Yn), —Tn + yn) = —/ |V, | + / V| —
Q Q

/ F(@n + ) (i — 2n). (L.7)
Q
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De (1.6) y (1.7) vemos que

’vyn‘z - ]an]2 < Hxn“‘ynHHl(Q) + | f(@n+yn)(Yn — zn).
Q Q ¢ Q

Sea v : R — R la funcién definida por

v(s) =o(s) cuando |s| — 0.

Combinando (1.8) y (1.9) deducimos que

L9l = 1'00) [ 43+ £00) [ a2 = [ [Vl <

o+ gy + [ 2 +90) 0~ 30)

De (1.3) y (1.4) se sigue que

(1= 250 bty + (522 1) oy o <

o + gty + [ 7@ + 90 = 30)
Dado que f'(00) € (Ak, Ak+1), existen e > 0y €5 > 0 tales que

09 g escn < 119

erC? <1 -
k41 Ak

_17

donde C es la constante que aparece en la desigualdad de Poincaré.

Sea £1 = min{e}, e} > 0. Afirmamos que
1:€2

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

/Q'Y(xn‘i‘yn)(yn_xn) < &7102H$n\|§{5(9)+€1CQ\|ynH§{5(Q)+11Hxn+ynHH3(Q)7 (1.12)

donde [; es una constante positiva. De hecho, la continuidad de v y el hecho de que

v(s)/s — 0 cuando |s| — oo implican que

‘7(8)

S

< &1

cuando [s| > M,y |y(s)| < Ko si |s| < M para ciertas constantes positivas M y Kj.
De esto, la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y los resultados de encajes de Sobolev,
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obtenemos

/ (@ + Yo — 20) < / y(@n + )l — Tl do

Q |t |>M
4 / I (@n + o)l [y — 2l
|un|SM

Sffl/ |$n+yn||yn_$n|
| |>M

e / g — ]
|un‘SM

< eillyn + zallr2|yn — 2nllp2 + KSHyn — T 2

< 5102”:% + anHé(Q) [yn — anHé(Q) + CK{llyn — xn”Hé(Q)

= e,C?||yn + an%&(Q) + Ullyn + 2all 3 (@)

y asi llegamos a (1.12). De (1.10) y (1.12) se sigue que

f(00) o)y g2 J'(c<) AV
<1—Ak+1—ac lalligo) =\ 5, — 1= 5107 ) lenlliy o) <

L+ W)llen + gl < 1+ 1) (yallizy + leallm).  (1:13)

Luego, usando (1.11) y (1.13) concluimos que {z,, } and {y,, } son sucesiones acotadas.
Por tanto {u,} es una sucesién acotada. O

Los dos siguientes resultados serdan usados en los Capitulos 2 y 3, especialmente en
argumentos relacionados con el grado de Leray-Schauder. La demostracién de ambos
resultados se puede consultar, por ejemplo, en [CV]. El primero de ellos en realidad
se obtiene de manera similar a la condicién (PS). El segundo, se prueba usando la
propiedad de invariancia homotoépica del grado de Leray-Schauder.

Lema 1.3.4. Sea Q C RN, N > 2, un dominio acotado y suave y sea f : R — R una
funcién de clase C' que satisface (f1). Entonces el conjunto K de puntos criticos
del funcional J definido en el Lema 1.5.1 es acotado en HE(Q).

Recordemos que V.J : H} () — H(Q) es de la forma Identidad menos Compacto
(véase Lema 1.3.1).

Lema 1.3.5. Sea Q C RN, N > 2, un dominio acotado y suave y sea f : R — R
una funcién de clase C' que satisface (f1). Sea R > 0 suficientemente grande tal
que todo punto critico de J estd contenido en Br(0) C HE(Q). Entonces el grado
de VJ en Br(0) con respecto a 0, que denotamos por d(VJ, Br(0),0), es tal que

d(V.J,Br(0),0) = (—1).

A continuacién recordamos un resultado conocido. Su demostracién esta contenida,
por ejemplo, en [Ch] (Capitulo 3), parcialmente en [CV], y esencialmente en [R].
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La idea consiste en construir funcionales adecuados, modelados sobre .J, para los
cuales cualquier punto critico resulte ser solucién de un signo de (1.5). La existencia
misma de dichos puntos criticos proviene de una aplicaciéon del Teorema del Paso
de la Montana. Las propiedades adicionales relacionadas con los grupos criticos y el
grado, se siguen de resultados de H. Hofer en [H] y de Chang en [Ch] (Capitulos 2

y 3).

Lema 1.3.6. Sea Q C RN, N > 2, un dominio acotado y suave y sea f : R — R
una funcion de clase C* que satisface (f1). Supongamos, ademds, que f satisface

(f3) f(0) =0,y
(f4) £'(0) < A1

Entonces existen dos soluciones uy y u_ de (1.5) tales que uy >0 yu_ <0 en Q.
Ademds, Cq(J,uy) = 0g1R = Cy(J,u) y dipe(VJ,uq) = —1 = djpe(VJ,u_).

El resultado anterior permite establecer el siguiente lema de grado global en regiones
que contienen soluciones de un signo del problema (1.5).

Lema 1.3.7. Sea Q C RN, N > 2, un dominio acotado y suave y sea f : R — R
una funcion de clase C* que satisface (f1). Supongamos, ademds que f satisface

(f3) f(0) =0,y
(£4) 1'(0) <A

Entonces si X1 es una region abierta y acotada de Hi(Q)) que contiene a todas las
soluciones positivas de (1.5) y cuya clausura no contiene otros puntos criticos de J,
d(VJ,X1,0) = —1. Andlogamente, si ¥_ es una region abierta y acotada de Hg(Q)
que contiene a todas las soluciones negativas de (1.5) y cuya clausura no contiene
otros puntos criticos de J, d(VJ,¥_,0) = —1.

Prueba. Véase [CC]. O

Nota: Los resultados de los Lemas 1.3.3, 1.3.4, 1.3.5 y 1.3.7 se han establecido en
las referencias citadas bajo la hipdtesis

(F1) f(00) = limyy oo 22 € (Ag, Apy1) para algiin k > 1,
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que es mas débil que la hipétesis (f1) en el sentido de que, razonando con el Teorema
del Valor Medio, la existencia de lim;_,, f'(t) implica la existencia e igualdad con
f@)

limy; o =~ No obstante, hemos escogido la hipétesis (f1) a efectos de asegurar que

J sea siempre de clase C?.

Definicién 1.3.2. Sea Q un dominio acotado y suave en RN, con N > 2, y sea
f: R — R una funcién de clase C' que satisface (f1). Sea u una solucién de (1.5).
Definimos el indice de Morse de la solucion u, m(u), como el indice de Morse del
funcional J, definido en el Lema 1.5.1, en el punto criticou € HZ(Q). Andlogamente
se define el indice de Morse aumentado, mg(u), de la solucion u. En el mismo
sentido diremos que u es una solucion no degenerada de (1.5) si el punto critico
u € HY(Q) de J es no degenerado.

Finalizamos con un lema que establece una cota superior para el indice aumentado
de Morse de una solucién de (1.5) si se imponen condiciones adecuadas sobre f'.
Este resultado sera de gran utilidad en el Capitulo 4.

Lema 1.3.8. Sea Q C RN, N > 2, un dominio acotado y suave y sea f : R — R
una funcién de clase C' que satisface (f1). Supongamos que u es una solucién de
(1.5) y que eziste j € N tal que

J'(t) < Aj para todo t € u().

entonces el indice de Morse aumentado de u es menor o igual que j — 1.

Prueba. De la formula para la segunda derivada de J,

<D2J(u) v,v) = / (Vo-Vo—f'(u) 1)2) dx.

Q

Luego, si Y := (p;, 9j+1,...) C H () y v € Y\ {0}, de la hipédtesis y la desigualdad
(1.4), se tiene que (D?J (u)v,v) > 0.

Si 5 = 1 el resultado se sigue. Si j > 1 razonemos por el absurdo y supon-
gamos que existe un subespacio W C H&(Q) tal que dimW =:p > j -1y
(D*J (u)w,w) < 0 para todo w € W \ {0}. Sea {wy,...,wp} una base de W. Sea
X = span{p1,¢2,...,pj—1}. Entonces, por la descomposicién H}(Q) = X @Y,
tenemos que w1 = 1 + Y1,...,wWp = Tp + Yp, para ciertos x1,...xr, € X y ciertos
Y1,--,Yp € Y. Dado que p > j — 1, existen a1, ..., € R, no todos iguales a cero,
tales que aqzq + ... + apx, = 0. Por tanto, w := aqw; + ... + apw, € WNY \ {0}
Esto es absurdo y el resultado se sigue. O
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Capitulo 2

Existencia de soluciones via
argumentos de Lazer-Solimini

Este capitulo esta dedicado a establecer resultados de existencia y propiedades cua-
litativas de soluciones del problema

{ Au+ f(u) =0 en €,

u = 0 en 02, (2.1)

donde © c RN, N > 2, es un dominio suave y acotado y f : R — R es una funcién
de clase C! que es asintéticamente lineal.

En particular, nuestro interés consiste en obtener soluciones de este problema cuyo
indice de Morse aumentado sea grande en un sentido que se precisard mas adelante.
Este tipo de soluciones sera de utilidad en el Capitulo 4. Adicionalmente, quisiéramos
mejorar algunos resultados de existencia de multiples soluciones ya establecidos en
[CV] y [CH].

La idea inicial en [CH] es aplicar un lema abstracto debido a Lazer y Solimini
(véase [LS] o [Ch]) que afirma la existencia de una solucién de indice Morse grande
cuando el funcional asociado a (2.1) satisface ciertas condiciones, entre ellas, no dege-
neramiento de sus puntos criticos. Siguiendo esta idea, en la Seccién 2.1 mostramos
una variante de dicho lema, en la cual la hipdtesis de no degeneramiento de los
puntos criticos queda eliminada. A cambio, como es de esperarse, la conclusién no
sera la existencia de un punto critico de indice de Morse alto, sino la existencia de
un punto critico para el cual cierto grupo critico de orden grande es no trivial. Este
punto critico servird para nuestros propdsitos.

En la Seccién 2.2 mostramos, como aplicaciones del lema abstracto, los resultados
de existencia de una solucién de (2.1) cuyo indice de Morse aumentado esté acotado
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inferiormente y los resultados de multiplicidad de soluciones que mejoran aquellos
de [CV] y [CH]. En estas aplicaciones, se hace uso extensivo de algunos de los
preliminares enunciados en las Secciones 1.2 y 1.3 relacionados con indice de Morse
y grupos criticos.

2.1. Un resultado abstracto

En esta seccién, H serd un espacio de Hilbert real y X y Y serdn subespacios
cerrados de H tales que dimX = k< ooy H=X®Y.

Comenzamos enunciando, sin demostracién, una versién resumida del Teorema del
Punto de Silla de Rabinowitz (la prueba se puede consultar, por ejemplo, en [R],
pag. 24). Este teorema es el punto de partida del lema de Lazer y Solimini en [LS]
que mencionamos en la introduccién del capitulo. Intuitivamente, una consecuencia
del teorema dice que si un funcional adecuado es coercivo sobre Y y anticoercivo
sobre X, entonces el funcional tiene al menos un punto critico. En particular, cuando
dim X = 0, este resultado es simplemente una versién del resultado clasico de mini-
mizacién de funcionales (véase, por ejemplo [R], pag. 8).

Teorema 2.1.1. (TEOREMA DEL PUNTO DE SILLA) Sea J € C(H,R) un funcional
que satisface la condicion (PS) y que satisface las siguientes hipdtesis

(S1) inf{J(y) :y €Y} =1d > —o0,

(S2) J(z) — —oo cuando ||z|| — 0o con x € X.

Entonces existe un punto critico de J, i.e. existe uy € H tal que DJ(up) = 0.

En [LS] los autores demuestran que bajo ciertas condiciones adicionales a las del
Teorema de Punto de Silla, al menos uno de los puntos criticos del funcional debe
tener indice de Morse igual a dim X. De manera precisa, los autores prueban el
siguiente lema.

Lema 2.1.1. (LAZER-SOLIMINI) Sea J € C%(H,R) un funcional que satisface la
condicion (PS), y las hipdtesis (S1) y (S2). Supongamos que J tiene solamente un
numero finito de puntos criticos y que todos ellos son no degenerados. Entonces
existe un punto critico de J que tiene indice de Morse igual a k = dim X.

Una revisién de la prueba de este lema, presentada en [LS], deja claro que el lema
se puede reformular en términos de grupos criticos en lugar de indice de Morse,
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eliminando la hipétesis de no degeneramiento de los puntos criticos. Més atn, en
esta reformulacién no se requiere que el funcional sea de clase C? sino de clase C'. A
continuacién enunciamos esta variante del lema de Lazer y Solimini y presentamos
su demostracién, que como hemos dicho, es una reproduccién de la que aparece en
[LS] para el lema original. En la demostracién hacemos uso de varios de los conceptos
y resultados de la Seccién 1.2 y de [Ch].

Lema 2.1.2. Sea J € C'(H,R) un funcional que satisface la condicion (PS), y las
hipdtesis (S1) y (S2). Supongamos, ademds, que J tiene solamente un nimero finito
de puntos criticos. Entonces existe un punto critico ug de J tal que Cx(J,ug) # {0}.

Prueba. Consideremos primero el caso en que k& = 0. En este caso, por (S1), el
funcional J es acotado inferiormente en H, y puesto que satisface la condicién (PS),
existe un ug tal que J(up) = ming J (la demostraciéon de este hecho se puede
consultar, por ejemplo, en [R], pdg. 8). Asi, uyp es un punto critico de J tal que
Co(J,up) # {0} segun la segunda nota posterior a la Definicién 1.2.2.

Supongamos entonces que k > 1. Notemos que del Teorema de Punto de Silla se
tiene la existencia de al menos un punto critico de J. Razonemos por contradiccién,
es decir, supongamos que para cada punto critico u de J, Cy(J,u) = {0}. Denotemos
por ¢; < ... < ¢, a los distintos valores criticos de J. Escojamos dg tal que dy < ¢
vy dg < d. Tomemos dy, ..., d,, tales que

do<c1<di <cg<... <em<dpm.

Recordemos de la Seccién 1.2 que, para j € {1,...,m},
™m;
Hy,(J%, J%) = @D Cr(J, uij),
i=1

donde J% = {u € H|J(u) < d;} y los puntos u;j, i = 1, ..., m;, son todos los puntos
criticos de valor critico ¢j. Por nuestra hipdtesis, tenemos entonces que

Hy(J%, J%-1) = {0}. (2.2)

Ahora, consideremos la terna topolégica J% C J% c J%m y la siguiente porcién de
una secuencia exacta

s Hy (JU, g0y 2 py (g gdoy 2 (gde iy L (2.3)

(la existencia de una secuencia de este tipo proviene de las propiedades basicas de
los grupos de homologia singular, véase la seccién 1.1 de [Ch]). Por resultados de
espacios vectoriales y por la exactitud de esta secuencia,

dim Hy,(J%, J%) = dimker 8 4+ dim Imf < dim Ima + dim Hy(J%, J%).
Por otra parte, dim Ima < dim Hy(J%, J%) = 0 en virtud de (2.2). Luego,

dim Hy(J% %) < dim Hy,(J%™, J%).
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Repitiendo este argumento para las ternas J4 C J% c Jdm .. Jim-2 C Jim-1 C
J%m | se sigue entonces que

dim Hy(J%, J%) < dim Hy,(J%, J%) < ... < dim Hg(J%, J4m=1) = 0. (2.4)

Ahora, consideramos el par topolégico J% C J% y la siguiente porcién de una
secuencia exacta

s Hy (T, gdoy 2 g9y 2 Hy (%) —s (2.5)
Tenemos entonces que
dim Hj,_; (J%) = dim ker v + dim Im~y < dim Imd + dim Hj,_; (J%™).
De (2.4), se sigue que dimImd < dim Hy(J%, J%) = 0. Por tanto,
dim Hy_1(J%) < dim Hy_1(J%). (2.6)

Ahora, por el Teorema 1 de [CL], o bien porque J% es un retracto de deformacién
de H debido a que [d,,,c0) no contiene valores criticos (véase [P]), se sabe que
dim Hy,_1(J%) = dim Hy_1(H) = 4.1. En consecuencia, de este hecho y de (2.6)

dim Hy_1(J%) < 6.1 (2.7)

Observemos que esta conclusion se ha obtenido solamente con nuestra hipotesis de
contradiccién y con argumentos béasicos de secuencias exactas. Ahora, usando la
geometria del funcional J dada por las hipétesis (S1) y (S2), estimaremos inferior-
mente la dimensién de Hy_1(J d0) 1o cual nos dard una contradiccién en virtud de
(2.7).

Comencemos observando que, debido a (S2), si r > 0 es suficientemente grande y
S = {z € X|||z|]| = r}, entonces max,cgJ(z) < dp. Por (S1) y la escogencia de
dy<d, J% cH \ Y. En conjunto, entonces, tenemos que

ScJbcH\Y. (2.8)

Denotemos por i : S — H\Y,j: 8 — J% y h:J% — H\Y a las funciones de
inclusion entre los respectivos espacios. Denotemos por

izfl : Hk71<S) — kal(H \ Y),
Jroy s Hee1(S) — Hy_q(J%) y
he_yt Heo1(J%) — Hy((H\Y)

a las homomorfismos inducidos entre las respectivas homologias de orden k& — 1.

Afirmacién: S es un retracto de deformacién de H \ Y. A causa de esto, i;_, es
un isomorfismo.

La demostracién de esta afirmacién, que omitimos, hace uso de la propiedad de
invariancia bajo homotopia de la homologia (véase [Ch], pag. 4).
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Ahora completamos la demostracién. Notemos que ¢ = hoj. Aplicando la propiedad
de functorialidad de los grupos de homologia, 73 _; = hj,_; o j7_;. Dado que i;_, es
un isomorfismo, h;_; debe ser sobreyectivo. En particular,

dim Hy,_1(H \'Y) = dimTm h}_; < dim Hy,_,(J%). (2.9)
Por otra parte, nuevamente usando el hecho de que 7;,_; es un isomorfismo,
dim Hy_1(H \'Y) = dim Hi_1(S5).

El conjunto S es homeomorfo a la esfera S¥~!. Por tanto, dim Hy_1(S) = 1 + Ok,1-
Reemplazando entonces en (2.9), obtenemos la estimacién

1+ 61 < dim Hy_ (J%). (2.10)

De (2.7) y (2.10) obtenemos una contradiccién. El resultado se sigue. O

Como consecuencia de este lema, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1. Sea J € C%(H,R) un funcional que satisface las hipdtesis del
Lema 2.1.2. Entonces eziste un punto critico ug de J tal que m(up) < k < mg(up).

Prueba. Del Lema 1.2.2, aplicado al punto critico obtenido en el Lema 2.1.2 se
tiene el resultado. O

Nota: “Otra” forma de probar el Lema 2.1.2, consiste en aplicar los resultados
abstractos de la teoria de puntos criticos en el lenguaje de la teoria de Morse pre-
sentados en [Ch]. En efecto, una vez podamos aplicar el Teorema 1.5 (pag. 89, [Ch])
el resultado estara probado. Basta entonces verificar las hipdtesis de este teorema.
Es decir, que Hy(Ja,,,J4,) # {0}. Segin el Teorema 1.1° (pdg. 84, [Ch]) para esto
basta ver que ciertos conjuntos se encadenan homoldgicamente (estos conjuntos se
aclaran con las condiciones 1.1 y 1.2 de la pag. 84, [Ch]). En nuestro caso, como te-
nemos las hipotesis del Teorema del Punto de Silla, estos conjuntos son los descritos
en el ejemplo 2 (pag. 84, [Ch]). El Teorema 1.2 (pdg. 86, [Ch]) garantiza que ellos
se encadenan homoldgicamente. En consecuencia se puede aplicar el Teorema 1.5 de
[Ch] mencionado antes y el resultado se sigue.

2.2. Aplicaciones

A lo largo de esta seccién supondremos que la funcién f, mencionada en la intro-
duccién del capitulo, satisface al menos la hipotesis
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(f1) f'(00) == limyy oo f'(t) € (Mg, Akt1) para algin &k > 1.

Debido al Lema 1.3.2, bajo esta condicién (f1) el funcional J : H}(Q) — R, definido

- 0= [ (59 - R e

donde F(&) = fOE f(s) ds, es de la clase C*(H{(9),R) y las soluciones clésicas de
(2.1) coinciden con los puntos criticos de J. En esta seccién también supondremos
la siguiente hipdtesis

(A) las soluciones de (2.1) son aisladas, esto es, los puntos criticos de J son
aislados.

El siguiente resultado se obtiene por aplicacién directa del Lema 2.1.2 al funcional
J que acabamos de definir.

Proposicién 2.2.1. Sea Q un dominio suave y acotado en RN, N > 2, y sea
f: R — R una funcién de clase C' que satisface (f1). Entonces existe al menos una
solucion ug de (2.1) tal que Cy(J,up) # {0}. En particular, m(ug) < k < mgq(uo).

Prueba. Debido a los Lemas 1.3.2 y 1.3.3 sabemos que J es de clase C2(H}(Q),R)
y satisface la condicién (PS). A efectos de aplicar el Lema 2.1.2, debemos verificar
que J satisface (S1), (S2) y la condicién de que el conjunto de sus puntos criticos
es finito. Esta ltima condicion es consecuencia del hecho de que el conjunto de los
puntos criticos de J es acotado en H{ () (véase Lema 1.3.4), de la condicién (PS)
y de la hipétesis (A): en efecto, supongamos que existe una sucesion {uy }nen de
puntos criticos de J, todos distintos. Como ésta es una sucesién acotada, y J envia
conjuntos acotados en conjuntos acotados, la condicién (PS) implica que {uy, }nen
tiene una subsucesién convergente. Esto contradice la hipétesis (A).

Hy ()
Sea‘n X = Span{@la@?? ey 90]4} y Y = XJ_ = {@k+17§0k+27 .- } ¢

Afirmacién 1: J satisface la condicién (S1).

Para probar la afirmacién, tomemos y € Y. Debido a (fl), existen a1 < Agy1 y
as € R tales que

F(s) < %52 +ay VseR.

Luego,
L2 ai 2
I6) = 5ol ~ 5 [ — el
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De la desigualdad (1.4),

]. al 2
5002 5 (1= 52 ) ol - a2 19

Puesto que a1 < Ag41, J satisface (S1).
Afirmacién 2: J satisface la condicién (S2).

En efecto, tomemos = € X. Nuevamente por (f1) existen ag > \; y as € R tales que
a
F(s) > ?3824—&4 Vs € R.

Asi,
3@ = 3llelliye — [ F@) < glalye =5 [ = alol

De la desigualdad (1.3),

sy < 3 (1= 2 Ielfyo — a9

Puesto que a3 > A, J satisface (S2).

El resultado se sigue aplicando el Lema 2.1.2. O

Combinando esta proposicién con el Lema 1.3.6 obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.2. Sea Q un dominio suave y acotado en RN, N > 2, y sea
f R — R una funcién de clase C* que satisface (f1) con k > 2. Supongamos,
ademds, que f satisface las condiciones

(f3) f(0) =0,y
(f4) 1'(0) <A

Entonces existen al menos tres soluciones no triviales uy, u— y ug de (2.1). Adi-
cionalmente, uy >0 en Q, u_ <0 en Q y Cr(J,up) # {0}.

Prueba. La solucién ug es aquella que viene de la Proposicion 2.2.1. Como vimos
en el Lema 1.3.6 de la Seccién 1.3, existen soluciones de un signo u4 y u— tales que

Co(Jouy) = Cy(Jyu_) = 6,1R.
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Puesto que k > 2y Cx(J,up) # {0}, uy # up y u— # wup. Finalmente, de las hip6tesis
(f3) v (f4) se sigue que 0 es un minimo local aislado de J. En efecto, debido a (£3), 0
es un punto critico de J. De la férmula para la segunda derivada de J, tenemos que

(D?J (0)v,v) = /Q (Vo Vv — f(0)v?) dz Vv € Hy(Q).
La desigualdad de Poincaré implica entonces que
f'(0
(021 ©v0) 2 (1 T 1ol w0 e mb(@),

lo cual implica que 0 es un minimo local aislado de J. En consecuencia, por la nota
2 posterior a la Definicién 1.2.2, Cy(J,0) = §40R, con lo cual ug # 0 y el resultado
se sigue. [

Nota: En [CV] se prueba la existencia de tres soluciones no triviales cuando f
satisface las hipdtesis de la Proposiciéon 2.2.2 con k > 2 par. En este aspecto, la
Proposicién 2.2.2 mejora el resultado de [CV]. No obstante, el argumento de grado
de Leray-Schauder empleado en [CV], permite demostrar que la tercera solucién no
trivial, ug, cambia de signo. Como veremos en el Capitulo 4, esta soluciéon cambia de
signo, independientemente de si k es par o impar, cuando f satisface (f1), (f3) y una
condicién adicional que involucra al rango de su derivada (la hipdtesis f/(0) < A; es
reemplazada por una variante en el Teorema 4.2.1 del Capitulo 4).

En [CH] se prueba la existencia de tres soluciones no triviales bajo una hipétesis
adicional a las de la Proposicién 2.2.2: los puntos criticos de J deben ser no de-
generados. En este sentido, la Proposicién 2.2.2 mejora el resultado principal de
[CH]. Més aun, si se supone el no degeneramiento de los puntos criticos de .J, una
combinacién de los argumentos de [CV] y [CH], de grado e indice de Morse, nos
garantiza la existencia de una cuarta solucién no trivial. Enunciamos este resultado
con precisién.

Proposicién 2.2.3. Sea Q un dominio suave y acotado en RN, N > 2, y sea
f : R — R una funcién de clase C que satisface (f1) con k > 2, (f3) v (f4).
Supongamos, ademds, que la solucion ug proveniente de la Proposicion 2.2.2 es no
degenerada. Entonces existe una cuarta solucion no trivial a de (2.1). Ademds, si
ug cambia de signo, U también cambia de signo.

Prueba. Sean ui, u_ y ug como en la Proposicion 2.2.2. Puesto que ug es no
degenerado y Cx(J,up) # {0}, el indice de Morse de ug es k debido al Lema 1.2.2.
En consecuencia, por los lemas 1.2.2 y 1.2.4, dj,(VJ, up) = (—1)*.

Del Lema 1.3.6 se sigue que djpe(VJ,uy) = dijpe(VJ,u_) = —1. A causa de las
hipétesis (f3) y (f4) se verifica que 0 es un minimo local aislado de J. Luego,
dioc(VJ,0) = 1, segun la segunda nota posterior a la Definicién 1.2.2 y el Lema
1.2.4.
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Ahora, supongamos que R > 0 es suficientemente grande tal que el conjunto de todos
los puntos criticos de J estd contenido en Bg(0). Esto es posible pues ya se probé en
la Seccién 1.3 que el conjunto de puntos criticos de J estd acotado en H}(€2). Por el
Lema 1.3.5, d(V.J, Br(0),0) = (—1)¥. Sea D una regién en Br(0) cuya clausura no
contiene a ninguno de los puntos 0, u4, u— o ug y tal que Bg(0)—({0, u4, u_, uo}UD)
no contiene puntos criticos.

Gracias a la propiedad de escisiéon del grado de Leray-Schauder,
(—1)% = d(VJ, Br(0),0) =

dioe(V T, 0) + dioe(V I, uy) + dipe(V T, u) 4 dioe (V. T, ug) + d(V.J, D, 0)
=1—-1—-14(-1)F+d(VJ,D,0).

Consecuentemente, d(V.J, D,0) = 1, y debe existir una cuarta solucién de (2.1).

Si ug cambia de signo, se emplea un argumento similar al anterior, pero ahora
usando el hecho de que, si ¥ (respectivamete ¥_) es una regién que contiene a
todas las soluciones positivas (respectivamente negativas) de (2.1) y a ningin otro
punto critico de J, entonces d(VJ,¥4,0) = d(VJ,X_,0) = —1 en virtud del Lema
1.3.7. Concretamente, se toma D tal que D no intersecta a ninguno de los conjuntos
{0,up}, X4 o X_ y tal que Br(0) — ({0,up} UX4+ UX_ U D) no contiene puntos
criticos. Entonces se aplica la propiedad de escision del grado, tal como se hizo antes.
Se sigue que existe una cuarta solucién que, ademas, cambia de signo. O

Nota: Separando los casos k par y k impar, de la demostracién anterior queda claro
que lo que se requiere para garantizar la existencia de una cuarta solucién es el hecho
de que djpe(VJ,ug) # 0y dipe(VJ,up) # 2 . Si ug es no degenerado esto claramente
ocurre.

Notas finales:

-La Proposicién 2.2.1 garantiza, en particular, la existencia de una solucién ug cuyo
indice de Morse m(up) estd acotado superiormente. A este respecto vale destacar
que, imponiendo condiciones adicionales sobre f, se puede acotar inferiormente, de
manera no trivial, el indice de Morse de cualquier solucién de (2.1). Por ejemplo, se
puede probar que la condicién adicional

() > fit) para todo t # 0,

implica que cualquier solucién no trivial de (2.1) tiene indice de Morse por lo menos
igual a uno. Méas aun, si u es una solucién que tiene m regiones nodales entonces
me(u) > m(u) > m (véase, por ejemplo, [CCN]). En particular, toda solucién que
cambia de signo de (2.1) tiene indice de Morse por lo menos dos. En el Capitulo 4
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veremos que, en cierto sentido y bajo condiciones adecuadas, el reciproco es cierto:
si mq(u) es grande entonces u cambia de signo.

-Andlogamente, la Proposiciéon 2.2.1 garantiza, en particular, la existencia de una
solucién ugy cuyo indice de Morse aumentado mg(ugp) estd acotado inferiormente.
Nuevamente, vale destacar que, imponiendo condiciones adicionales sobre f, se puede
acotar superiormente el indice de Morse aumentado de cualquier solucién de (2.1).
Por ejemplo, como caso particular del Lema 1.3.8 de la Seccién 1.3, si ademéas de
(fl)v

f'(t) <~ < A\gs1 para todo t € R,

para algin v > 0, entonces toda solucién de (2.1) tiene indice de Morse aumentado
menor o igual que k. En el siguiente capitulo, veremos que, bajo esta condicién y
(f1), existe una solucién cuyo indice de Morse aumentado es exactamente k.
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Capitulo 3

Propiedades cualitativas de
soluciones via Reduccion de
Lyapunov-Schmidt y
aplicaciones

En este capitulo estudiamos ciertas propiedades cualitativas de las soluciones del
problema

{ Au+ f(u) =0 en Q, (3.1)

u = 0 en 0f2,

donde, como antes, Q2 C RV, N > 2, es un dominio suave y acotado y f : R — R es
una funcién de clase C! que es asintéticamente lineal y su derivada estd adecuada-
mente acotada. Mas precisamente, supondremos que f es tal que

(f1) f(00) := im0 f'(t) € (Ak, Ak41) para algin k > 1y

(f2) Existe v > 0 tal que f'(t) <y < Akt1, para todo t € R.

En particular, nuestro interés consiste, en primer lugar, en estudiar propiedades
cualitativas de las soluciones de este problema obtenidas en [CC| bajo hipétesis
complementarias, y en segundo lugar, en usar estas propiedades para obtener solu-
ciones adicionales del problema (3.1).

La idea global en [CC] consiste en aplicar el Método de Reduccién de Lyapunov-
Schmidt (véase por ejemplo [CL]) que permite reducir el problema de hallar solu-
ciones de (3.1) al problema de hallar puntos criticos de un funcional definido en un
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espacio de dimensién finita. En este sentido, vale destacar que, bajo las hipotesis
(f1) y (£2), este funcional resulta tener un comportamiento especialmente ttil.

Siguiendo la idea de [CC] y los argumentos de [CL], comenzamos probando en la
Seccién 3.1 un lema que afirma la invariancia del indice de Morse bajo el método
de reduccién. En realidad, la prueba de este lema es una aplicacién de algunos de
los hechos establecidos en [CL]. Este resultado serd titil para nuestros prépositos y
nos permitird, en la Seccién 3.2, describir propiedades de las soluciones obtenidas en
[CC] y demostrar la existencia de soluciones adicionales bajo condiciones adecuadas.
Nuevamente, en la Seccién 3.2, se hace uso extensivo de algunos de los preliminares
enunciados en las Secciones 1.2 y 1.3 relacionados con el indice de Morse.

En las notas finales del capitulo, indicamos cémo nuestros resultados se relacionan
con trabajos recientes.

3.1. Invariancia del Indice de Morse bajo reduccion

En esta seccién, H serd un espacio de Hilbert real con producto interior (-,-), y X y
Y seran subespacios cerrados de H tales que dimX =:k < ooy H =X @Y. Dado
un funcional j : H — R, denotaremos por Dj(u) a la derivada de j en u y, como se
acostumbra, Vj(u) denota al unico elemento de H que representa a Dj(u) segin el
Teorema de Representacién de Riesz. La derivada de Vj: H — H en u € H, que es
un operador autoadjunto en H, se denotara por D?j(u).

Comenzamos enunciando, sin demostracién, un lema abstracto que es el punto de
partida del Método de Reduccién de Lyapunov-Schmidt. En la formulacién que
presentamos aqui hemos seguido [CC] y [CL], y recomendamos estas referencias
para una lectura de la prueba.

Lema 3.1.1. Sea): H — R una funcién de clase C*(H,R). Supongamos que existe
c > 0 tal que
(D%(u)y,y) = clylf;  YueH Vyey. (3.2)

Entonces:

(i) Eziste una funcion ¢ : X — Y, de clase C*, tal que

)+ () = gg;u(x +9).

Ademds, dado x € X, ¢(x) es el unico elemento de Y tal que

(Vi@ +¢(z)),y) =0 Vyey. (3.3)
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(it) El funcional j : X — R, definido por j(x) := j(x + ¥ (z)) para cada x € X, es
de clase C*. Ademds,

Di(x)h = (Vi(@),h) = (Vi(z + (), h)  Va,heX.  (3.4)
(i4i) Dado x € X, x es punto critico de j si y solo si u = x4+ (x) es punto critico
de ).

(iv) Siug = o+ 1P(xo) es un punto critico de tipo paso de montana de ) (véase la
Definicion 1.2.4) entonces xg es un punto critico de tipo paso de montana de

J-

(v) Sixzy € X es un punto critico aislado de j entonces el grado local se preserva
bajo reduccion, es decir,

dloc(vj7 370) = dloc(v.]a UO)-

Observemos que la conclusién (iii) del lema anterior en realidad es una consecuencia
de (3.3) y (3.4). De esta forma, el problema de hallar puntos criticos de j queda
reducido al problema de hallar puntos criticos de j que estd definido en un espacio
de dimensién finita.

A continuacién presentamos en forma resumida algunos hechos establecidos en [CL]
que usaremos para probar la invariancia del indice de Morse bajo reduccién. En
primer lugar, la segunda derivada de ] satisface las identidades

(D?j(x)h, h) = (D% (z + (@) (h+ ' (2)h), (h + ¢/ (x)h)) (3-5)

<D2J (z+ () (h+ ¢ (z)h),y) =0 Vz,heX VyeV. (3.6)

Notemos que (3.5) sugiere cierta correspondencia entre los elementos h € X y los
elementos de la forma h + ¢/(z)h € H. A su vez, (3.6) indica cierta ortogonalidad
entre elementos de la forma h + ¢/(x)h y los elementos y € Y con respecto a la
forma bilineal asociada a D?j(z + v (x)). Con esta motivacién, dados z € X y un
subespacio X C X, definamos

W :={h+'(z)h| he X} C H. (3.7)

Puesto que XNY = {0}, se puede probar que {h1, ..., hy } C X es una base para X si
y sblo si {h1+¢'(x)h1, ..., hy+1' (x)hpm} C W es una base para W. En consecuencia,

dim W = dim X. (3.8)
Si consideramos en particular

W = {h+1/(x)h| he X} C H, (3.9)
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se tiene que

H=WaY. (3.10)

Ahora presentamos el resultado principal de esta seccion. En lo sucesivo, denotamos
por m(up,)) al indice de Morse de ug € H con respecto al funcional j. Igualmente,
m(xg,]) denotard al indice de Morse de zyp € X con respecto al funcional j. Andloga-
mente, denotamos por m(J, up) al indice de Morse aumentado de ug con respecto a
]

Lema 3.1.2. Sea ) : H — R una funcion de clase C?(H,R) que satisface (3.2).
Sean v : X =Y yj:X — R como en el Lema 3.1.1. Supongamos que xg € X
es un punto critico de j y denotemos por ug = xo + ¥(x9) € H al correspondiente
punto critico de j. Entonces

m(y,up) = m(j, zo)

ma (], uo) = Ma(j, 2o)-

Prueba. Por simplicidad, a lo largo de la prueba tomemos m := m(j,z9) < k y
n = m(j,up) € NU{oco}. En primer lugar, probemos que n = m(j,up) < k = dim X.
Razonemos por contradiccién y supongamos que m(j,ug) > k. Entonces, existen
p > k y un subespacio V C H tales que dimV =p y

(D*)(up)v,v) <0 Yo e V\{0}. (3.11)
Sea {v1,...,vp} una base para V. Dado que H = X @Y,
v1 =1+ Y1, Up = Tp+ Yp

para ciertos 1,...,7p € X y y1,...,yp € Y. Puesto que p > k = dim X, existen
at,...,0p € R, no todos iguales a cero, tales que ajx1 + ... + apz, = 0. Luego,
vi=avr 4.+ opuy, € VA {0}y

v=0a1T1 + ... +apTy + 1y + ... apyp = a1y1 + ...+ oapyp €Y.
Asi, v € VNY \ {0} lo cual es absurdo en virtud de (3.2) y (3.11). Por tanto n < k.
Ahor~a probamos que m < n. Para esto, tomemos un subespacio X C X tal que
dmX =m vy 3
(D*(z0)h,h) <0 Vhe X\ {0}.
Tomando w = h + v/ (x0)h para cada h € X, de (3.5) y (3.7), tenemos
(D?) (up) w,w) <0 Y € W\ {0}.

De (3.8), dim W = m. Luego, n = m(ug,)) > m.
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Finalmente, probemos que m > n. Sea V' C H un subespacio tal que dmV =n y
(D*)(up)v,v) <0 Yo eV \{0}. (3.12)
Sea {v1,...,v,} una base ortogonal de V. En virtud de (3.10),
V1 = W1+ Y1, Up = Wn + Yn

para ciertos wi,...,wp € W v y1,...,yn € Y. Razonando como en la prueba de la
desigualdad n < k que presentamos antes, se puede mostrar que {wi,...,w,} es un
conjunto linealmente independiente. Ahora, de (3.9), w1 = hy + ¢'(zg)hy, ..., w1 =
hn + Y'(zo)hy, para ciertos hi,...,h, € X. Como mencionamos antes, la inde-
pendencia lineal de wy, ..., w, implica la independencia lineal de hq, ..., h,. Sean
X := span{hy,....hn} y W := span{w, ..., wy }. Mostraremos que

(D% (w0)h,h) <0 Vhe X\ {0}. (3.13)
Debido a (3.5), para probar (3.13) basta probar
(D?) (up) w,w) <0 Y € W\ {0}. (3.14)

Para este fin, tomemos w € W \ {0}. Entonces existen v € V \ {0} y y € Y tales
que v = w + y. De (3.5) y (3.6)

(D?) (uo) v,v) = (D (ug) w,w) + (D?) (u0) ¥, y) -

Por tanto, (3.14) se sigue de (3.2) and (3.12). Puesto que dim X = n, (3.13) im-
plica n < m(j,z9) = m. La demostracién de la igualdad m,(3,up) = ma(j, o) es
completamente analoga. El resultado se sigue. O

En la siguiente seccién, usaremos el hecho de que si ug = xg + ¢¥(xg) € H es un
punto critico no degenerado de j entonces xg € X es un punto critico no degenerado
de j. Este hecho estd esencialmente contenido en [CL] si bien no estd enunciado
explicitamente.

Lema 3.1.3. Sea ) : H — R una funcion de clase C?*(H,R) que satisface (3.2).
Sean ¢ : X —-Y yj: X — R como en el enunciado del Lema 3.1.1. Supongamos
que ug = xo+ P (x9) € H es un punto critico no degenerado de j. Entonces xg es un
punto critico no degenerado de j.

Prueba. Supongamos que para algin hg € X
(D*(z0)ho,h) =0 Vh € X.

De la regla de la cadena y (3.4) se sigue que para todo h € X,

. d .
0 = (D%(x0)ho, h) = 3 (Vi(zo + tho), h) le=0 =
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% (Vi(zo + tho + ¥ (0 + the)), h) [i=0 = (D*(uo)(ho + %' (z0)ho), h) .

Este hecho en conjunto con (3.6) implica que
(D*)(ug)(ho + ¢/ (x0)ho),u) =0 Vu € H.

Como por hipétesis ug es no degenerado, ho + ¢’ (xg)ho = 0. Asi hy = 0. El lema se
sigue. O]

Nota: Recientemente, S. Liu en [L] ha demostrado que los grupos criticos son in-
variantes bajo reduccién. Més precisamente, sij: H - R, ¢ : X - Y yj: X - R
son como en el Lema 3.1.1, zp es un punto critico de j y ugp = xo + 1(xp) es el
correspondiente punto critico de j, entonces

Cq(3,u0) = Cy(§,20) Vg =0,1,2...

En su demostracion, S. Liu usa argumentos de homologia tales como funtorialidad
e invariancia homotépica y no usa las identidades (3.5) y (3.6) que hemos usado
para probar el Lema 3.1.2. Notemos que en el caso en que ug es un punto critico no
degenerado, por los resultados bésicos de grupos criticos e indice de Morse (véase
[Ch]), la invariancia de los grupos criticos implica la invariancia del indice de Morse.
No obstante, nuestro resultado es independiente del resultado de [L].

3.2. Propiedades cualitativas de algunas soluciones y
existencia de soluciones adicionales

A lo largo de esta seccién, consideraremos el espacio de Sobolev H}(£2) y los sub-
espacios X = span{p1,@a,...,0r } vY = X*. Ademés, supondremos que la funcién
f mencionada en la introduccién del capitulo satisface, al menos, las hipétesis

(f1) f'(00) =m0 /() € (Ak, Ak41) para algin k > 1y

(f2) Existe v > 0 tal que f'(¢t) <~ < Ak41, para todo t € R.

Como mencionamos antes, bajo (f1) el funcional J : Hj(Q) — R, definido por

() = /Q (;|Vu]2 _ F(u)) da,

donde F'(§) = fog f(s) ds, es de la clase C?(H} (), R), satisface la condicién (PS) y,
ademds, sus puntos criticos coinciden con las soluciones clésicas de (3.1). Igual que
antes, en esta secciéon también supondremos la siguiente hipétesis
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(A) las soluciones de (3.1) son aisladas, esto es, los puntos criticos de J son
aislados.

A continuacién probamos que la hipétesis (f2) implica que J satisface la condicién
(3.2). En efecto, de la Seccién 1.3 recordemos que la segunda derivada de J satisface

<D2J(u)v,v> = / (Vv Vo — f"(u) U2) dz Yu,v € HY(Q).
Q
Y recordemos también que

HyH%{l Q) = Akl y? Yy ev.
0(®) Q
Como consecuencia de estos dos hechos y de la hipétesis (£2),

(DI (wy.y) > (1= )ylP,  Vue H Ve, (3.15)
k+1

Asf, J : H}(Q) — R satisface las condiciones del Lema 3.1.1. Siguiendo las notaciones
de la seccién anterior, ¢ : X — Y y J : X — R denotaran a las funciones que
satisfacen las conclusiones de los Lemas 3.1.1 y 3.1.2 para J.

Comenzamos recordando el teorema de [CC] sobre el cual enunciamos nuestro re-
sultado acerca de propiedades cualitativas y existencia de soluciones adicionales.

Teorema 3.2.1. (Castro-Cossio) Sea Q un dominio suave y acotado en RN, con
N > 2. Sea f una funcion que satisface (f1) y (f2), con k > 2, y las condiciones

(f3) f(0) =0,y
(f4) £'(0) < A1

Entonces el problema (3.1) tiene al menos cinco soluciones. Ademds, ocurre uno de
los siguientes casos:

(a) k es par y el problema (3.1) tiene dos soluciones que cambian de signo.

(b) k es par y el problema (3.1) tiene seis soluciones, tres de las cuales tienen el
mismo Signo.

(c) k es impar y el problema (3.1) tiene dos soluciones que cambian de signo.

(d) k es impar y el problema (3.1) tiene tres soluciones del mismo signo.
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Denotemos por u;, i = 1,...,5, a las soluciones de (3.1) cuya existencia viene del
teorema anterior. En su demostracion, A. Castro y J. Cossio demuestran que una de
las soluciones, digamos us es positiva en €, y que otra, digamos us es negativa en (2.
Este hecho proviene de una aplicacién del Teorema del Paso de la Montana (véase
[R]) a ciertos funcionales adecuados. La solucién w4 proviene de una aplicacién del
método de reduccién descrito en la Seccién 3.1 y la solucién us se obtiene a través
de argumentos de grado como los que usamos en la Seccién 2.2. Para obtener us,
us y us, es fundamental el hecho de que, debido a (f3) y (f4), u1 = 0 es un minimo
local aislado de J.

Ahora enunciamos y demostramos nuestro resultado. Como quedara claro méas ade-
lante, en la demostracion que presentamos, seguimos estrechamente los mismos ar-
gumentos de [CC]. El tnico ingrediente adicional es el uso de la invariancia del indice
de Morse bajo reduccion establecida en el Lema 3.1.2. En las notas posteriores a la
prueba del teorema indicamos otros resultados que provienen de argumentos simi-
lares.

Teorema 3.2.2. Sea Q) un dominio suave y acotado en RN, N > 2, y supongamos
que f satisface (f1)-(f4), donde k > 4 es par. Supongamos ademds que todos los
puntos criticos de J son no degenerados.

Entonces:

(a) m(J,us) = k.
(b) us cambia de signo, m(J,us) es par y m(J,us) < k.

(c) Sim(J,us) =k, existen dos soluciones adicionales ug y uy de (3.1). Ademds
m(J,ug) =k — 1.

(d) Siwug es de un signo, también existen dos soluciones adicionales ug y wr de

(3.1).

Prueba. Comenzamos la demostracién resumiendo algunos de los hechos estable-
cidos en [CC] y enunciados en la Seccién 1.3. En primer lugar, debido a (£3) y (f4),
u1 = 0 es un minimo local estricto de J. Del Lema 1.2.4 y de la nota 2 posterior a la
Definicion 1.2.2, djo.(VJ,u1) = 1. Como vimos en la Seccién 1.3, existen soluciones
de un signo ug = uy > 0y uz = u_ < 0 tales que

leC(VJ, UQ) = dloc(VJ, u;g) =—1. (3.16)

Ademas, si ¥ (respectivamente ¥_ ) es una regién que contiene todas las soluciones
positivas (respectivamente negativas) de (3.1) y ninguna otra solucién, entonces

d(VJ,$4,0) = —1=d(V.J,5_,0). (3.17)
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Recordemos también que (f1) implica, por el Lema 1.3.4, la existencia de R > 0 tal
que Br(0) C HZ(9) contiene a todos los puntos criticos de J. Ademds, por el Lema
1.3.5,

d(V.J, Bg(0),0) = (—1). (3.18)

Hasta ahora no hemos usado en la demostracién la hipétesis (£2) ni el método de re-
duccién descrito en la seccion anterior. A continuacién, recordamos cémo se obtiene
la solucién uyg en [CCJ. En la prueba de la Proposicién 2.2.1 se demostré que

J(z) — —oc0 cuando ||z]] — o0 para x € X. (3.19)
Puesto que J(z) = mingey J(z +y) < J(z) para cada z € X,
J(z) — —oco cuando ||z]| — oc.

Dado que dim X < oo, existe 74 € X tal que j(x4) = méxy J. Por tanto, ug = x4+
1 (x4) es un punto critico de J. Notemos que z4 es un punto de maximo de J. Asi,de
la tercera nota posterior a la Definicién 1.2.2 y del Lema 1.2.4, djoo(V(J), 24) =
(—1)*. Debido a la conclusién (v) del Lema 3.1.1, o bien usando la caracterizacién de
grado presentada en la Seccién 1.2 y la invariancia de los grupos criticos establecida
en [L],

dioe(VJ,ug) = (—1)F. (3.20)

Hasta ahora sélo hemos recordado la prueba de [CC]. Notemos que no hemos usado
el no degeneramiento de los puntos criticos de J.

Ahora, dado que los puntos criticos de J son no degenerados, el Lema 3.1.3 y la
caracterizaciéon de x4 implican que m(j,x4) = k. Del Lema 3.1.2, m(J,uy) = k
y de esta forma hemos probado la parte (a) del Teorema 3.2.2. Antes de seguir,
observemos que aun si uy4 fuese degenerado, su caracterizacién y la invariancia del
indice aumentado de Morse garantizan que mg(J, us) = k.

Sea K el conjunto de puntos criticos de J. Sean S, Sa, S3 regiones abiertas acotadas
y disjuntas en HE(€2), que contienen respectivamente a u1, us y us, tales que SjNK =
{u1}, So N K es el conjunto de soluciones positivas de (3.1), y S3N K es el conjunto
de soluciones negativas de (3.1). Consideraremos dos casos, los cuales nos llevaran
a probar (b) y (d) en el Teorema 3.2.2. En esta parte nuevamente seguimos los
argumentos de [CC].

Supongamos en primer lugar que ug4 cambia de signo. Sea Sy una region abierta y
acotada que contiene a uy4, es disjunta de S; U Sy U S3 v es tal que Sy N K = {ug}.
Entonces, a causa de (3.17), (3.18), (3.20) y la propiedad de escisién del grado de
Leray-Schauder,
(=1 = d(VJ, Bg(0),0)
= d(VJ, S1, 0) + d(VJ, S9, 0) + d(VJ, S3, 0) + d(VJ, Sy, 0)
+ d(VJ, BR(O) \ S1USy U S3U Sy, O)
=1-1-14+14+d(VJ,Bgr(0)\ S US2US3US4,0).
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En consecuencia, d(V.J, Bg(0) \ S1US2US3US4,0) = 1. Por tanto, existe otro
punto critico us de J cuyo grado local es 1 = (—1)"(/45)_ Luego, m(J,us) es par.
De (3.15) o de la hipétesis (£2), m(J,us) < k. Observamos que, en este caso, us es
una solucién de (3.1) que cambia de signo.

Ahora supongamos que u4 es de un signo. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que uy € So. Sea P una subregién de Ss tal que PN K = {ug, us}. De (3.16), (3.17),
(3.20) y la propiedad de escisién del grado de Leray-Schauder se sigue que

1 = d(VJ,S5,0)
= dloc(VJ, UQ) + leC(VJ, U4) + d(VJ, So \P, 0)
= 14 (=1)F +d(VJ, Sy \ P,0).

De esto, la propiedad de existencia del grado de Leray-Schauder implica la existencia
de una solucién adicional de (3.1). Denotemos por ug esta solucién. Razonando como
en el caso en el cual ug cambia de signo, se obtiene la existencia de us y u7 que son
soluciones de (3.1) que cambian de signo. De esta forma hemos completado la prueba
de (b) y (d) en el Teorema 3.2.2.

Finalmente probamos (c). Supongamos que m(J,us) = k. Escribiendo us como
us = x5 + ¥(x5), el Lema 3.1.2 garantiza que m(j,xg)) =k y, asi, x5 es un maximo
local de J. Luego, x4 y x5 son puntos de minimo de —J. Directamente de su definicién
se verifica que .J satisface la condicién (PS) dado que J la satisface. El Teorema del
Paso de la Montana (Teorema 1.2.1) implica que existe un punto critico z¢ de tipo
paso de montafia para —J. Puesto que es no degenerado, m(—j ,x6) = 1 (véase
[H]). Por tanto, m(j,:vg) = k — 1. De nuevo, por el Lema 3.1.2, ug = xg + 1(xg) es
un punto critico de J cuyo indice de Morse es k — 1. Ahora usamos un argumento
de conteo de grado para obtener u7. Sea S una subregion de Bgr(0) tal que S N
K = {u1,ug,us,us, us,ug}. Asi, usando (3.16), (3.20), dioe(VJ, us) = (-1)F =1y
dioe(VJ,ug) = (—1)¥~1 = —1, tenemos que

(-1)* = d(VJ, Br(0),0)
= d(VJ,S,0) +d(V.J,Bg(0)\S,0)
=1-1-1+ (D +(-D)* + (=D)* ! +d(VJ, Br(0)\ S,0).

Consecuentemente, d(V.J, Bg(0) \ S,0) = 1 # 0 y la propiedad de existencia del
grado implica la existencia de u;. Hemos probado (c) y el teorema se sigue. O

Enunciamos aparte un hecho destacado en medio de la demostracién anterior, el
cual no requiere del no degeneramiento de los puntos criticos. Més atn, siguiendo
los mismos argumentos que presentamos, es valido incluso para k > 2 independiente
de que sea par o impar (véase [CC]).

Proposicion 3.2.1. Sea Q) un dominio suave y acotado y supongamos que f satis-
face (f1)-(f4), donde k > 2. Entonces:
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(a) mq(J,uq) = k.

(b) siug cambia de signo entonces us también cambia de signo.

Esta proposicion sera relevante en el Capitulo 4.
Notas:

1. De nuestra prueba es claro que, bajo las hipdtesis del Teorema 3.2.2, existen al
menos dos soluciones que cambian de signo del problema (3.1).

2. Consideremos una hipétesis adicional: f/(t) > @ para cada t # 0. Entonces, un

célculo directo muestra que el tinico punto de minimo de J es cero. En particular,
cuando k = 4, el Teorema 3.2.2 implica que o bien uy tiene indice de Morse dos o
existen al menos siete soluciones.

3. La parte (c) del Teorema 3.2.2 genera de manera natural una pregunta: ;bajo
qué condiciones es posible garantizar la existencia de una segunda solucién cuyo
indice de Morse sea k7 FEsta pregunta es relevante porque la prueba del teorema
deja en claro que es el hecho de tener dos soluciones con indice de Morse maximal
lo que genera nuevas soluciones.

Al menos en el caso en que f es impar, cada solucién estd acompanada de otra
solucién cuyo indice de Morse es igual. En consecuencia, u4 genera otra solucién de
indice maximal, digamos us. El Teorema del Paso de la Montana entre estas dos
soluciones, genera otra solucion ug, la cual a su vez genera una solucién adicional wuy.
Estas tltimas con indice de Morse igual a kK — 1. Observemos que este razonamiento
no depende de que k sea par o impar.

Notas finales:

-En [L], se considera el problema (3.1) en el caso en que f/'(c0) = Ay (denominado
resonante). Con las hipétesis (£2), (f3) y (f4) mds hip6tesis adicionales, S. Liu de-
muestra el mismo resultado de [CC]| presentado antes. En [L] se emplea la técnica
de grupos criticos.

-En [CL] se considera el caso en que f’ cruza solamente un valor propio del operador
-Laplaciano, a diferencia del caso de [CC] en el cual f’ cruza al menos k valores pro-
pios. En [CL] se establece la existencia de al menos tres soluciones para el problema
(3.1). Asi mismo, se establecen resultados para el problema no homogéneo asociado.
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-E. Dancer en [D] muestra el ejemplo de un problema asintéticamente lineal para
el cual existen solamente cuatro soluciones no triviales, no degeneradas y f’ cruza
N +1 valores propios. Este ejemplo muestra que la conjetura de que si f’ cruza més
vy més valores propios deben existir méas y més soluciones no es cierta en general.

-Supongamos que {2 es una bola o un anillo con centro en 0 y que f € C?(R) satis-
face las hipdtesis (f1)-(f4). Debido a la estimacién del indice de Morse aumentado
establecida en la Seccién 1.3, la hipétesis (f2) implica que todas las soluciones de
(3.1) tienen indice de Morse menor o igual a k. Por otra parte, A. Aftalion y F.
Pacella en [AP] establecen que las soluciones radiales que cambian de signo para
este problema tienen indice de Morse mayor o igual a N + 1. En consecuencia, si
k < N entonces las soluciones que cambian de signo provenientes de los resultados
de esta seccién no son radiales.

-Una cuestién interesante que queda planteada es la posibilidad de eliminar la
hipétesis de no degeneramiento de las soluciones en el Teorema 3.2.2. Otra pregunta
natural es: ;Cudl es el resultado analogo al Teorema 3.2.2 cuando k es impar?
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Capitulo 4

Estimaciones a priori para
soluciones de un signo y
existencia de soluciones que
cambian de signo

En este capitulo abordamos la existencia de soluciones que cambian de signo para
el problema que hemos considerado a lo largo del trabajo,

Au+ f(u) =0 en €,
U 0

en Of). (4.1)

Como antes, a lo largo de este capitulo, Q@ € RV, N > 3, es un dominio suave y
acotado v f : R — R es una funcién de clase C'. Igualmente, A1, A2, A3,... es la
sucesion de valores propios de —A en €2 con condicién de Dirichlet cero en la frontera,
v ©1, P2, 3, ... €s una sucesién correspondiente de funciones propias que es completa
y ortonormal en el espacio de Sobolev H&(Q) Por conveniencia, tomaremos ¢1 > 0

en Q.

La idea general es demostrar que, bajo condiciones adecuadas, las soluciones de
indice de Morse aumentado grande, cuya existencia hemos probado en los capitulos
anteriores, necesariamente cambian de signo. Como veremos, intuitivamente esto
ocurre cuando f’ es relativamente pequena en cierto intervalo alrededor de cero.

Para demostrar la existencia de soluciones que cambian de signo, procedemos de
la siguiente forma: en primer lugar, establecemos unos estimativos a priori para la
norma en L*°(2) de las soluciones de un signo para el problema (4.1). En segundo
lugar, imponemos condiciones sobre la no linealidad f que permiten, usando los
estimativos a priori, acotar superiormente el indice de Morse aumentado de las
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soluciones de un signo. Como consecuencia, usando los resultados de los capitulos
anteriores, probamos nuestros resultados.

Observamos que los estimativos a priori que establecemos a continuacién no re-
quieren que f sea asintéticamente lineal, sélo que f sea sublineal. Por otra parte,
nuestros estimativos a priori son mas explicitos que los estimativos conocidos en el
caso en que f es superlineal (véase [BT| y [DLN]).

Nuevamente, en las notas finales del capitulo indicamos como nuestros resultados se
relacionan con los de otros trabajos recientes.

4.1. Estimaciones a priori para soluciones de un signo

Sea € > 0. A lo largo de esta seccién supondremos que la funcién f satisface las
siguientes hipotesis:

(E1) f(0) =0,
(E2) existe Dy € (0,00) tal que f'(t) < Dy paratodot € R,

(E3) existe A > 0 tal que f'(t) > A1 + ¢, para todo |t| > A.

Consideremos las constantes reales K¢, my y My definidas por

—my =min f(t), (4.2)
—Mj = min{f(1) ~ (1 + o)1}, (43)
K = min{t]t] 751 — f(1)). (4.4)

Observemos que las hip6tesis (E2) y (E3), en particular para ¢ > 0, implican la exis-
tencia de estas constantes. Antes de seguir, algunos comentarios son pertinentes.
Notemos en primer lugar que (E2) y (E3) garantizan que f’ € L*°(R) . En segundo
lugar, de las definiciones anteriores, my < M. Tercero, como quedard claro mas
adelante, en lugar de la potencia 1+ ﬁ en la definicién de —Kt, se puede escoger
cualquier potencia de la forma 1 +
hace por simplicidad.

ﬁ con p € (0,00). Nuestra selecciéon p =1 se

En esta seccién, una solucién positiva (respectivamente negativa) de (4.1) es una
funcién no idénticamente nula u € C?(2) que es no negativa (respectivamente no
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positiva) en Q y que satisface las dos condiciones en (4.1) en sentido puntual. Comen-
zamos enunciando el resultado principal de esta seccién, cuya demostracion desarro-
llamos por etapas.

Teorema 4.1.1. Sea Q C RN un dominio suave y acotado. Sea f : R — R una
funcion de clase C* que satisface (E1), (E2) y (E3). Existen constantes positivas
Ci(Q,N), i =1,..,5, y existe r; > 0 que depende sdlo de Q, N, ||f'[|p®) y Dy
tales que si u es una solucion positiva de (4.1) entonces

1_1_# _ _
[ull ooy < My Y rENCUQN) + Kpri N Co(Q,N) +mpCs(Q,N)  (4.5)

||U||LOO(Q) < Mfo T?7N04(Q,N) +7”I’LfC5(Q,N). (46)
Nota: 7 estd definido por (4.28) y (4.33).

Prueba. La demostracion se completara en tres etapas. Dada una solucién positiva
u del problema (4.1), en la primera etapa procedemos a estimar superiormente las
integrales fQ UP1, fQ u, fQ uHﬁ y fQ f(u) en términos de las constantes K¢, my¢ y
My . En la segunda etapa, demostramos que si &, € Qy ||ul| () = u(&u), entonces
la distancia de £, a 02 estd acotada inferiormente en términos de || f'|| Lo (). En la
tercera etapa, hacemos uso de la funcién de Green y de los resultados de las dos
primeras etapas para probar el teorema.

ETAPA 1. Sea u una solucién positiva de (4.1). Multiplicando la ecuacién diferencial
en (4.1) por la funcién propia ¢1 e integrando por partes, obtenemos

0= [ prduraif = [ (F) =M. (47)
De la definicién de My se tiene que
0= [ (eu= M), (4.8)
Q
es decir,
M
/ upy < = 1. (4.9)
Q € Q

Ahora, en virtud del Teorema 1.1.2 y del Principio del Méximo Fuerte (véase [GT],
pag. 35), existe una tunica solucién ¢ > 0 para el problema

Ay =1 en
{ Y =0 en 0. (4.10)

Por aplicacién del Lema de Hopf (Lema 1.1.2), y usando argumentos de comparacién
de 1 y ¢ en (), existen constantes positivas c¢; y c2 que dependen sélo de €2, tales
que

c1p1 <P < cop1 en (4.11)
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(més adelante, en el Lema 4.1.1, damos la demostracién de un caso més general que
éste). Multiplicando la ecuacién diferencial en (4.10) por u e integrando por partes

se obtiene
/u:/f(u)w. (4.12)
Q Q

Como consecuencia de (4.11) y (4.12), se sigue que

/Q u< /f o fwrse /f o fwe=e < /Q Flw)er - /f (Mf(u)gol) .

De (4.7), (4.9) y la definicién de my,

A
/USCQ <Mf1/<pl+mf/g01). (413)
Q € Ja Q

Ahora, dado que my < My,
A1
u < MfCQ — 41 ©1. (414)
Q € Q

Usando (4.14), una combinacién de los Lemas 1.1.1 y 1.1.2 y de los Teoremas 1.1.1 y

1
1.1.2 aplicados a la solucién de un problema auxiliar, permiten estimar fQ wt N,
Para este efecto, consideremos en primer lugar el problema

{ —Aw gl\’il en {2, (4.15)

en Of).

w =

Por los Teoremas 1.1.1 y 1.1.2, existe una tinica solucién débil w € C'(Q) para este
problema. Ademads, por resultados tipo principio del méximo (véase [GT], pag. 179),
w > 0. Debido a los estimativos de Agmon-Douglis-Nirenberg (véase Teorema 1.1.2)
existe una constante cg > 0 (dependiendo sélo de Q2 y de N) tal que
1
HWHWQ,NJA(Q) < C3HUN+1 HLN+1(Q). (4.16)
Luego, de (4.14) y (4.16) se sigue que
1
(L (M w5
Jolbwariie < M (e (2 +1) [@) e (417)
Q

€

De la continuidad del encaje W2V*1(Q) ¢ C(Q), existe una constante ¢y, depen-
diendo sélo de Q2 y de NN, tal que

1

1 A N
wllen @ < MFT ( (; ; 1) / @1) s (4.18)
Q

Del Lema de Hopf (Lema 1.1.2), el Lema 1.1.1 y la desigualdad (4.18) podemos com-
parar las funciones w y ¢1 en 2. Més precisamente, tenemos el siguiente resultado.
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Lema 4.1.1. Euxiste una constante positiva cy que depende de Q y de My tal que
w < cppr en S (4.19)

Prueba de Lema 4.1.1. Sea my := minygq|Ve1|. Notemos que el Lema de Hopf
implica que my > 0. Ahora, consideremos dg como en el enunciado del Lema 1.1.1.
Recordemos que 7 () denota la normal unitaria interior a 99 en .

Afirmacién 1: Existe d tal que 0 < d < o y

(a) Para todo z € Qg se tiene |V (z)| > Smy,
(b) Para todo = € 99 y para todo t € (0,9) se tiene

Voi(z +tn (z))
Vi (x +t7 (2))]

- () >

N =

Para probar esta afirmacion se usa, en primer lugar, la continuidad uniforme de la
funcién z — |Vp1(2)| en Q para obtener (a). En segundo lugar, se usa la continuidad

uniforme de (z,t) — % -7 (z) en 09 x [0, 9] para § € (0,80) cumpliendo

(a). Finalmente, se obtiene (b) teniendo en cuenta que
x € 0N.

vty (@) = 1 para

Ahora, tomamos mg := ming\q,¢1 > 0. Notemos que mq, § y ma dependen sélo de
2. Motivados en parte por (4.18) escojamos ¢y > 0 tal que

1
1 1 A NFT
cy min{Zml,mg} > Mf]”1 <62 <1 + 1) / cp1> c3C4.
€ Q

Afirmacién 2: si z € Q\ 5 entonces w(z) < cpp1(2).
En efecto, si z € 2\ Qs,

1
1 A s
w(z) < [wllorm < M (Cz <61 + 1) /9901> czcq < cpma < cppr(2).

Para completar la demostracién de (4.19), probemos la siguiente
Afirmacién 3: si z € {5 entonces w(z) < crp1(2).

Para probar la afirmacién escribamos z = x + t7 (z), con x € 9Q y t € (0,6), lo
cual es posible segin el Lema 1.1.1. Como w € H}(Q) N CHQ), w(z) = 0. Asf,

w(z) = /0 Vw(x+sn(z)) n(x)ds < /0 |\Vw(z + sn'(x))|ds.
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Por otra parte, de la escogencia de ¢y y de la Afirmacién 1, para cada s € [0,1] se
tiene

[Vw(z + 57 (2))] < [wler g <
1
< icf\Vgol(a: + s (2))| < ¢fVer(z+ sT(2)) - 7 ().

En consecuencia,

w(z) < /0 |Vw(z + s7 ()| ds < /0 crVr(z + sm(x)) 7 (x)ds = cro1(z).

Se sigue la Afirmacién 3 y por tanto (4.19). Finalmente, observemos que se puede
tomar ¢y de la forma

1
Cy = C5_Z\4fNJrl 5 (420)
donde ¢35 depende sélo de 2y de N. O

1
Ahora procedemos a la estimacién de fQ TN Multiplicando por u la ecuacion
diferencial en (4.15), integrando por partes y usando (4.19), se sigue que

[t == [use= [ e e /f =

cf (/Q flu)er — /f(u)<of(U)301> :

Razonando como en el argumento que usamos para llegar a (4.14), de (4.7) y (4.9)

se tiene \
/uHNlﬂ < Mjey <1 + 1) / 1. (4.21)
Q € Q

De (4.21) y de la definicién de K se sigue entonces que si QcQ,

1 A
/ﬁf(u)ﬁ/guhrz\ril + K¢|Q < Mycy <;+1>/Qg01+Kf|Q‘. (4.22)

Como una variante del estimativo anterior, notemos que por el Teorema del Valor
Medio y (E1), f(t) < Dyt para todo t > 0. Teniendo en cuenta este hecho, asi como

(4.14) obtenemos
A
/Af(u) < M;Dycy <1+1>/¢1, (4.23)
Q € Q

donde € es cualquier subconjunto de €.

ETAPA 2.

Lema 4.1.2. Supongamos que £ es un dominio suave y acotado, y que f : R — R
una funcion Ct que satisface (E1), (E2) y (E3). Entonces existe o > 0 dependiendo
solo de Q, N y || f'|| Lo (w) tal que siu es una solucion positiva de (4.1), se tiene que:

Véu € Q : [[ul| poo (@) = u(u) = d(&u, 0Q2) > 10. (4.24)
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Prueba. Puesto que () es suave y acotado, existe dp > 0, que depende sélo de £,
que satisface (i) y (ii) en el Lema 1.1.1. Sea u una solucién positiva de (4.1). Sea
§u € Q tal que |lul| () = u(&u). Para probar el lema, basta considerar el caso en
que &, € Q5, (caso contrario d(&,,0§2) > &g y el resultado se sigue).

Escribamos &, = x +tn (x), con x € 92 y t € (0,8). Como consecuencia de la
parte (ii) en el Lema 1.1.1, la funcién s +— u(z + st7 (x)) estd bien definida y es
diferenciable en [0, 1]. Por el Teorema del Valor Medio, existe un s € (0,1) tal que

u(é&,) = (Vu(z + stn(z)) -t (v).
Puesto que &, es un punto critico de u, Vu(z + 7 (z)) = Vu(&,) = 0. Asi,
u(&) = (Vu(z + st (z)) — Vu(z + 0 (z))) - t7 (z). (4.25)

Por otra parte, de los encajes de Sobolev en el Teorema 1.1.1 y de los estimativos
de Agmon-Douglis-Nirenberg en el Teorema 1.1.2, existen constantes positivas cg y
c7, dependiendo sélo de  y de N, tales que

Il sy g < Colltlwaveney < erllf )l (4.26)

Por el Teorema del Valor Medio, aplicado a f(u), y (E1),

L ()l vy < esllf @) lull (), (4.27)

para alguna constante positiva cg que solo depende de §2.

De (4.25), (4.26) y (4.27), se sigue que

1 141
NEEy HUH 1 < cpegt' TANTD 1 £'1] oo ) || oo 02)

[ull oo (@) = u(€u) <t = @)

De lo anterior y de la nota posterior al Lema 1.1.1, tenemos entonces que

141
(d(§u789))1+2(N1+1) — |£u _ x‘l‘i’m — t1+2(1\/+1) > /; = T0+2(N+1)
cres|| /|| oo (m)

(4.28)
y €l lema se sigue. O

Nota: En el caso en que 2 es, ademas convero, existe ry que depende sélo de 2, tal
que si u es una solucién positiva de (4.1), existe &, € Q tal que [[u|fo(q) = u(éu) ¥
d(&,,0Q) > 1o (para esto, se pueden consultar los resultados de B. Gidas, W. M. Ni
y L. Nirenberg en [GNN] y los comentarios en [DLN]).

ETAPA 3. Ahora completamos la demostraciéon. Usando la Funcién de Green para
u en § (véase Lema 1.1.3), se tiene que

= &—U T u\xr X
we) = [ (S s — o6 fu(w)as, (4.29)
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donde v(§,, .) es una funcién positiva y arménica en Q y C(N) > 0. Notemos que

/Q (H;C_Cgb\ﬂ)NQ - ’U(Eu,x)> de >0

(por aplicacién de la funcién de Green a la solucién de (4.10)). Por tanto

o) o)
wa)de < | e dr < YY) g = C(N,Q),
R °””</qu—suuN—2 ‘””</BR(EH> le g2 = O Q)

donde R = 2diam(£2). Se sigue entonces de la definicién de ms que

/Q o, ) f(ulz))dz < C(N, Q)my. (4.30)

Nos concentramos ahora en estimar u(&,). Sea r € (0,79). Por (4.24), B,(£,) C .
Por tanto, de (4.29) y (4.30),

u(&u) < / C(N)f(u(:n))da:vL/ Mdm+ C(N,Q)my. (4.31)
B Q

(&) 17— &u| V2 \By (&) T —&ullN 2

Ahora, estimamos las integrales del lado derecho de (4.31). En primer lugar, ob-
servemos que por el Teorema del valor medio, (E1) y la definicién de Dy se sigue
que
C(N).f(u(x))
By () 17 = &ull
donde C1(N) > 0 es una constante que depende de N. Tomemos 7 := ry > 0 en
(0,70) tal que
1

2C(N)Dy’

Con esta escogencia, ry depende sélo de Q, N, || f'| <) v Dy. Ademds, de (4.31),
(4.32) y (4.33) se sigue que

0<r7< (4.33)

1, C(N) f(u(@)) m
5 (EM)S/Q\BT(@) Hx—gunN—?d + C(N,Q)my. (4.34)

En cuanto a la integral en el lado derecho de (4.34), debido a (4.22)

f(U(m» 2-N ()\1 ) / 9 N
7dl’§Mcr — 41 + Ker Q. 4.35
/Q\BA&» Iz — &ul| ¥ =2 5\ e P R T (435)

De (4.34) y (4.35) se sigue que existen constantes positivas C1(2, N), C2(Q2, N) y
C3(2, N) que dependen de Q y de N tales que

[ull ooy < Myeyrs NC1(Q, N) + Kpry NCy(,N) +myC3(2,N).  (4.36)
Como una variante del estimativo anterior, usando (4.23) asi como (4.34) obtenemos
[ull ooy < MDDy NCo(92,N) 4+ myCs(92, N), (4.37)

para ciertas constantes positivas Cy(Q, N) y C5(Q2, N). De (4.20), (4.36) y (4.37) se
sigue el teorema.
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A fin de obtener estimaciones similares a las anteriores para la norma en L*(Q2) de
soluciones negativas de (4.1), observemos que si u es una solucién negativa de (4.1),
v := —u es una solucién positiva de

Av+(—f(-v)) =0 en Q,
{ v =0 en 0. (4.38)

En consecuencia, para establecer el estimativo para [|u[| e (q), basta imponer sobre
la funcién g : R — R definida como g(t) := —f(—t), las mismas hipétesis que se
le han impuesto a f, en argumentos no negativos. Estas condiciones han sido (E1),
(E2) y (E3) para t > 0. Dado que ¢'(t) = f'(—t) para todo ¢t € R, basta entonces
imponer (E1), (E2) y (E3), para t € R. Definamos las constantes I~(f, myy Mf tales
que

—my :=min g(t) = min{—f(—1t)}

t>0 t>0
=My = min{g(t) = (O + )t} = min{—f(~1) = (A1 + )t}

~ 1 1
—K; := min{t|t| ™1 — g(t)} = min{t|t| ¥+ —t)}.
f = min{t[t g(t)} = min{t|t[¥+F + f(—t)}

En términos de f esto implica que

my > f(s), Vs <0
My > f(s) — (A +€)s, Vs <0
f(f > s|s|1\7%r1 — f(s), Vs <0.
Como consecuencia del Teorema 4.1.1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.2. Sea Q C RN un dominio suave y acotado. Sea f : R — R una
funcién de clase C' que satisface (E1), (E2) y (E3). Erzisten constantes positivas
Ci(Q,N), i =1,..,5, y existe r; >0 que depende sdlo de Q, N, ||f'[|p®) y Dy
tales que si u es una solucion negativa de (4.1) entonces

~] L ~ _
[ul| oo () < Mf+N+1 riNCUQ, N) + Ky ri NV Oy (Q, N) +myCs(Q,N) - (4.39)

lull ooy < MypDyr3NCy(Q,N) + iy Cs(Q,N). (4.40)

Nota: 7 estd definido por (4.28) y (4.33).

Recordemos que 7 depende de || f'|| oo (r) ¥ Dy. En el siguiente ejemplo mostramos
que, para cierta clase de funciones f que satisfacen (E1), (E2) y (E3), los términos
Mg, myy Ky enrealidad dependen esencialmente del comportamiento de f en cierto
intervalo [0, a]. En consecuencia, suponiendo escogido {2, para ciertas funciones f las
cotas en los lados derechos de (4.5), (4.6), (4.39) y (4.40) estén prescritas una vez
fijados || f'|| Lo (r), Dy y el comportamiento de la funcién en un cierto intervalo [0, a].
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Ejemplo 4.1.1. Sea q: [0,00) — R la funcién definida por

N+2 1
= N+1 .
N—i—lt , t€0,00)

q(t)

Notemos que ésta es la derivada de la funcion t — t1+ﬁ. Sea j € N\ {1} y
sea a; > 0 tal que q(a1) = A\ + €, donde € € (0, A2 — A1). Tomemos a € [ay,00).
Consideremos cualquier funcion continua h : [0,00) — R que satisfaga las siguientes
condiciones:

(h1) —X; < h(t) < A + € para todo t € [0,a),
(h2) h(a) = A\ +e,

(h3) M\ + € < h(t) <min{q(t),\;}, para todo t > a.

Definamos f : [0,00) — R como f(t) = fg h(s)ds. Observemos que f satisface (E1),
(E2) y (E3) parat > 0. En este caso, ||f'|| Lo r,) < Aj. Ademds, notemos que

—-M; = /Oa h(s) — (M + €)ds = f(a) — (A1 + €)a.

Por la escogencia de a > a1 y por (h3), —Ky ocurre en un az € (0, a]. Andlogamente,
—my ocurre en a3 € (0, al.

Observamos que si hy y ha son dos funciones que satisfacen (h1), (h2) y (h3) vy,
ademds, hy = ha en [0,a], entonces las respectivas antiderivadas fi y fo son tales
que My, = My,, my = my, y Ky, = Ky,. En este sentido es que afirmamos que
estas constantes dependen del comportamiento de la funcion f en [0, al.

Si se interpretan geométricamente f(t), (A +€)t y t1+ﬁ como dreas bajo curvas,
estd claro que se pueden debilitar la condicion (h3) y todavia obtener funciones que
satisfacen (E1), (E2), (E3), para t > 0, y para las cuales My, my y Ky dependen
bdsicamente de su comportamiento en [0,a]. Por otra parte, si se extiende h de
manera par a R se obtiene una funcion f que satisface (E1), (E2) y (E3).

4.2. Existencia de soluciones que cambian de signo

A lo largo de esta seccion supondremos que la funcion f satisface la hipdtesis

(f1) f'(00) == limyy oo f'(t) € (Ak, Akt1) para algin k > 2.
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En este caso sélo consideramos k > 2 en (f1) por conveniencia. Sea € € (0, Ao — A1).
Notemos que la hipétesis (f1) implica las hipétesis (E2) y (E3). Ahora, debido al
Lema 1.3.2 y al comentario posterior a la Definicién 1.3.1, bajo la condicién (f1) el
funcional J : H}(Q) — R, definido por

() = /Q (;|Vu]2 _ F(u)) da,

donde F(§) = foé f(s) ds, es de la clase C?(H{(Q),R) y las soluciones cldsicas de
(4.1) coinciden con los puntos criticos de J. En esta seccién también supondremos
la siguiente hipdtesis

(A) las soluciones de (4.1) son aisladas, esto es, los puntos criticos de J son
aislados.

Para efectos de simplicidad, introduzcamos las siguientes notaciones

_1
Bi(f) = My T 2N Oy (Q, N) + K r2 N Cp(Q, N) 4 myCa(Q, N),

by (f) = MyDyri N Cy(Q, N) +myCs(2, N),
donde los lados derechos son aquellos que aparecen en (4.5) y (4.6). Andlogamente,

—~1

_1 ~
B_(f) = M; M7 2 NO (Q,N) + Ky 13 N Co(Q, N) + 5 C5(9, N),

b (f) = MyDyr3NCy(Q,N) + i C5(Q, N),
donde los lados derechos son aquellos que aparecen en (4.39) y (4.40).

El siguiente teorema es consecuencia del Lema 1.3.8, de la Proposicién 2.2.1 y de los
estimativos obtenidos en la seccién anterior. En resumen, el teorema afirma que la
solucién de indice de Morse aumentado grande que se obtuvo en la Seccién 2.2 como
consecuencia de los argumentos abstractos de Lazer y Solimini, es una solucién que
cambia de signo si f’ cruza el valor A\, por fuera de cierto intervalo alrededor de
cero.

Teorema 4.2.1. Sea Q C RN, N > 3, un dominio acotado y suave. Sea f : R — R
una funcion de clase C' que satisface (f1) y

(f3) f(0) =0.

Supongamos, ademds, que
f'(t) < A Yt € [=B-_(f), B+(f)]- (4.41)
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Entonces existe al menos una solucion u, de (4.1) que cambia de signo y

[wsl|Loo (@) > min{B_(f), B+(f)}.

La misma conclusion se obtiene si en (4.41) se cambia By (f) por by (f) y/o B_(f)
por b—(f).

Prueba. De la Proposicién 2.2.1, debido a las hipdtesis (f1), existe una solucién u.
del problema (4.1) cuyo indice de Morse aumentado es al menos k. Del Lema 1.3.8 y
la hipdtesis (4.41), el rango de esta solucién no puede estar contenido en el intervalo
[—B_(f), B+(f)]. En virtud de los Teoremas 4.1.1 y 4.1.2 el resultado se sigue. [

El siguiente teorema es consecuencia del Lema 1.3.8, de la Proposicién 3.2.1 y de los
estimativos obtenidos en la seccién anterior. Esencialmente, el teorema afirma que
la solucién que se obtuvo en [CC] a través del método de Reduccién de Lyapunov-
Schmidt y que tiene indice de Morse aumentado igual a k (véase la Seccién 3.2), es
una solucién que cambia de signo si f’ alcanza suficientemente tarde el valor .

Teorema 4.2.2. Sea Q C RN, N > 3, un dominio acotado y suave. Sea f : R — R
una funcion de clase C' que satisface (1), (f3),

(f2) existe v > 0 tal que f'(t) < < A\pr1 para todot € R, y
(f4) f(0) <A1

Supongamos, ademds, que

f1(t) <Ak, V€ [=B_(f), B+(f)]- (4.42)

Entonces existen dos soluciones us y v de (4.1) que cambian de signo. Ademds, al
menos una de ellas, digamos us es tal que

[tsl oo (@) > min{B_(f), B+(f)}.

La misma conclusion se obtiene si en (4.42) se cambia By (f) por by (f) y/o B_(f)
por b_(f).

Prueba. De la Proposicién 3.2.1, debido a las hipétesis (f1)-(f4), existe una solucién
uy del problema (4.1) cuyo indice de Morse aumentado es k. Del Lema 1.3.8 y la
hipétesis (4.42), el rango de esta solucién no puede estar contenido en el intervalo
[—B_(f), B+(f)]- En virtud de los Teoremas 4.1.1 y 4.1.2, se concluye que u, cambia
de signo. Nuevamente los teoremas de la Seccién 3.2 garantizan la existencia de una
segunda soluciéon v, que cambia de signo. El teorema se sigue. O
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Como una continuaciéon del Ejemplo 4.1.1, presentamos una coleccién de funciones
que satisfacen las hipétesis de los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2.

Ejemplo 4.2.1. Sean f, q, h, a > 0 y a1 > 0 como en el Ejemplo 4.1.1. Tomemos
Jj = k+ 1. Con esto determinamos el valor de ry. Tomemos h de tal forma que,
ademds de (h1), (h2) y (h3), satisfaga h(t) — Do € (Mg, At1), cuando t — oo, y
h(t) < A, para todo t € (a, B4(f)]. Esto es posible debido a que, como se afirmo en
el Ejemplo 4.1.1, las constantes My, my y Ky quedan determinadas por h en [0, a].
Entonces f :[0,00) — R satisface las hipdtesis del Teorema 4.2.1 a la derecha de 0.
Andlogamente se procede para extenderla a la izquierda de 0.

Si, en particular, j = k+ 1, f/(0) < A1 y f'(t) < Mey1 para todo t > 0 entonces f
satisface las hipdtesis del Teorema 4.2.2 a la derecha de 0 y andlogamente se puede
extender.

Nuevamente, consideraciones geométricas dejan claro que la coleccion de funciones
f que satisfacen las hipotesis de los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2 contiene funciones menos
restrictivas que las presentadas en este ejemplo.

Notas finales:

-La existencia de soluciones que cambian de signo para el problema (4.1) ha sido
tema de estudio recientemente. Para mencionar sélo algunas referencias, T. Bartsch,
Z. Liu y T. Weth en [BLW], T. Bartsch y Z. Q. Wang en [BW], T. Bartsch y T.
Weth en [BWe] y A. Castro, J. Cossio y J. M. Neuberger en [CCN] estudian esta
cuestion en el caso en que el problema (4.1) es superlineal. En [BLW] , ademds, se
estudia el caso en que Q = RY.

-A. Castro, J. Cossio y J. M. Neuberger en [CCN2] y Z. Q. Wang en [W], por
ejemplo, consideran la existencia de soluciones que cambian de signo en el caso
asintGticamente lineal. En [CCN2| se consideran hipétesis del tipo f'(c0) € R o
f'(0) € (Ak, Ag+1)- No obstante, nuestros resultados difieren de aquellos de [CCN2]
en cuanto que alli se exige que la no linealidad f satisfaga, ademads, la condicién
tf"(t) > 0 para t # 0, lo cual permite aproximar el problema (4.1) por problemas
superlineales (truncaciones) a los cuales se les puede aplicar los resultados de [CCN].
Observamos que una condicién de este tipo implica que f’ es creciente e impide que
f! cruce valores propios mayores que \;. En nuestro caso, f y f' pueden tener un
comportamiento més oscilatorio y f’ puede cruzar valores propios mayores que Aj.
Por otra parte, en [CCN2] no se requiere de una hipdtesis del tipo (4.41) como la
requerimos en el presente trabajo. En [W] se considera el problema asintéticamente
lineal (4.1) con Q = R¥,

-Los estimativos a priori para soluciones de un signo, establecidos en la Seccién
4.1 estan, en parte, inspirados por los estimativos de [DLN] (véase también [BT]).

54



Destacamos que en [DLN] se consideran no linealidades f que podrian ser super-
lineales o asintéticamente lineales. En particular, por ejemplo, no se requiere que f’
sea acotada. Sin embargo, nuestros estimativos son mucho mas precisos que aquellos
de [DLN] y nos permiten, en condiciones adecuadas, dominar el indice de Morse de
las soluciones de un signo y obtener soluciones que cambian de signo para (4.1).

-En [Y], X. F. Yang obtiene estimativos polinomiales en términos de los indices de
Morse, para la norma en L™ de las soluciones (incluyendo las que cambian de signo)
de problemas superlineales.

-Nuevamente, como en el capitulo anterior, usando la informacién que conocemos
acerca de la solucién u, del Teorema 4.2.1 y los resultados cualitativos de [AP], se
pueden describir algunos aspectos de la geometria de esta solucién. Para ser mas
precisos, supongamos que §) es una bola o un anillo con centro en 0y que f € C?(R)
satisface las hipdtesis del Teorema 4.2.1 para k < N. Entonces, de los resultados de
la Seccion 2.2, sabemos que el indice de Morse de u, es menor o igual que k y, por
el Teorema 4.2.1, sabemos que esta solucion cambia de signo. Por otra parte, si esta
solucién fuese radial, segin los resultados de [AP], su indice de Morse serfa mayor o
igual que N + 1, lo cual es absurdo. En consecuencia, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.1. Sea 2 una bola o un anillo con centro en 0. Sea f € C%*(R) una
funcion que satisface (f1), (f3) y (4.41) con k < N. Entonces la solucion u, del
Teorema 4.2.1 no es radialmente simétrica.

-Bajo la hipétesis de reduccion (f2), toda solucién de (4.1) tiene indice de Morse
menor o igual que k. Razonando como en la nota anterior, tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 4.2.2. Sea Q una bola o un anillo con centro en 0. Sea f € C*(R) una
funcion que satisface (f1)-(f4) y (4.42) con k < N. Entonces las soluciones u, y v
del Teorema 4.2.2 no son radialmente simétricas.

-Sigue abierta la cuestiéon de si, en general, la solucién us en el Teorema 3.2.2,
que proviene del método de reduccién y tiene indice de Morse aumentado grande,
necesariamente cambia de signo. El Teorema 4.2.2 es una respuesta parcial a esta
cuestion.

-En [CCNZ2] se consideran problemas asintéticamente lineales como el nuestro. La
estrategia general alli, consiste en aproximar la funcién f asintéticamente lineal
a través de funciones superlineales, y luego aplicar los resultados de existencia de
soluciones nodales de [CCN]. Un asunto que dejamos planteado es el de intentar
aplicar la estrategia inversa con base en los resultados de este capitulo, es decir, ex-
traer informacién acerca de un problema superlineal con hipo6tesis adecuadas usando
aproximaciones con funciones asintoticamente lineales.
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