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INTRODUCCION

El grupo fundamental de un espacio topolégico es una de las herramientas mas im-
portantes con las que cuenta un topélogo para poder distinguir espacios topologicos.
El objetivo central de este trabajo es el de estudiar dicho grupo, sus propiedades y
las principales técnicas que existen para calcularlo.

Dedicamos nuestro primer capitulo a la definicion de dicho grupo. Veremos que ésta
es sencilla e intuitivamente entendible. Para calcular el grupo fundamental de un
espacio dado, existen diferentes téenicas. La mas conocida proviene de la aplicacion
del Teorema de Van Kampen. Esta técnica la desarrollamos en el capitulo segundo,
donde, ademds, mostramos abundantes ejemplos que nos ensenan en la practica
como hacer los cdlculos. Otra técnica proviene de la aplicacién de la Teoria de
Cubiertas, la cual desarrollaremos extensivamente en los Capitulos 3 y 4.

Sin temor a equivocarnos, podriamos decir que el estudio de las 3-variedades ha
sido el principal objeto de trabajo de los topdlogos del Siglo XX. Alrededor de
este estudio se encuentran problemas que han permanecido abiertos por mds de un
siglo, como por ejemplo, la famosa conjetura de Poincaré o la clasificacién de las
J-variedades.

Aunque nuestro objetivo principal para estudiar la Teoria de Cubiertas es el de
aprender una técnica para el computo del grupo fundamental, es importante resaltar
la importancia de esta teoria en otros aspectos. Por ejemplo, ella soporta la Teoria
de las Cubiertas Ranificadas, la cual a su vez, tiene aplicaciones en el estudio de
las 3-variedades y de la Teoria de Nudos. Algunos ejemplos, dados en los Capituloes
3 v 4, corresponden a ejemplos de Nudos o de Cubiertas Ramificadas.

Como la Topologia es ante todo una rama de la matemadtica de tipo visual, he
considerado de gran importancia acompaiiar los textos con muchos dibujos cuyo
objetivo es ¢l de ayudarle a aclarar las ideas al lector. Es importante observar que
estos dibujos no son pruebas de los hechos que se afirman en el texto. El lector,
encontrard a lo largo de todo el recorrido muchas preguntas y/o ejercicios, que
le permitiran su participacion activa en la construccién de los conceptos y en la

completacion de detalles en las pruebas de los teoremas.



Este trabajo, es el primer paso de un proyecto mds amplio del profesor José Maria
Montesinos, de la Universidad Complutense de Madrid. Algunas de las partes del
presente trabajo, estan basadas en las notas desarrolladas por el profesor Montesinos
durante sus cursos de Topologia Algebraica, dados en distintas oportunidades en
Madrid y en Zaragoza. Mi trabajo ha sido el de complementarlas con mis propias

notas, reordenarlas y editarlas tal cual las presento en este trabajo de ano sabatico.



AGRADECIMIENTOS

Expreso mi gratitud a la Universidad Nacional de Colombia Sede de Medellin por
la confianza depositada en mi para la realizacidn de este trabajo de ano sabdtico.
Parte de este trabajo se realizé en la Universidad de Texas en San Antouio, donde
tuve la oportunidad de trabajar con el profesor Nikos Salingaros, en temas rela-
cionados con la Arquitectura y ful finanuciada en parte por la Fundacién Alfred P.
Sloan. Agradezco especialmente a los profesores Nikos Salingaros y Alfonso Cas-
tro de dicha Universidad por haberme apoyado enl la culminacién de este trabajo.
Parte de los gastos de mi estada en San Antonio fueron financiados por el premio
Colciencias: “Mejor grupo de Investigacion en Matemdticas”.

Quiero manifestar mi especial agradecimiento al profesor José Maria Montesinos
por permitinne utilizar sus notas y comenzar a desarrollar su proyecto. Las obser-
vaciones hechas por mis alumnos de los cursos de Topologia Algebraica fueron muy
utiles en la escritura del presente trabajo. A todos ellos les doy las gracias. Aprecio
enormemniente la ayuda de Cecilia Vallejo en el levantamiento de parte de este texto.
Finalmente, son mis agradecimientos para mi esposo Jorge Cossio, mi hija Pilar
y toda mi familia, quienes me apoyaron emocionalmente durante la ejecucion del

presente trabajo.



1. EL GRUPO FUNDAMENTAL

En la Seccidon 1.1 de este capitulo, estudiaremos la definicién del Grupo Fundamental
de un espacio topoldgico. Las principales propiedades del Grupo Fundamental son
estudiadas en las secciones siguientes. El lector debera completar muchos detalles
que quedan pendientes, ya que el tratamiento que le damos al tema es algo intuitivo.

Los primeros capitulos del libro de Massey (8] complementan el tema.

1.1. Definicion.

Definicion 1.1.1. Sean X,Y espacios topolégicos, f : X - YV yg: X — Y
funciones continuas, si existe una funcién continua H : X x I — Y tal que H(x,0) =
f(z) y H(z,1) = g(z), para todo = € X, donde [ es el intervalo cerrado [0, 1]

decimos que f v g son funciones homotdpicas (lo que denotanios por f ~ g) vy que

H es una homotopia de f a g.

“ Intuitivamente, podemos visualizar a H como una deformacion suave de la funcion

f en la funcion g, la cual se realiza en una unidad de tiempo.”

_.
—

Figura 1

Definicién 1.1.2. Si ademds, existe un subconjunto A de X tal que H(a,t) =
fla) = ¢g(a), para todo a en A y todo ¢t en I = [0,1], decimos que f y ¢ son

homotdpicas con respecto a A (o relativas a A) y qne H es una homotopia entre f



(s ]

v g, relativa a A, lo que denotamos por f 9 (rel A).

“Intuitivamente, podemos pensar que la imagen del conjunto A permanece fija du-

rante la deformacion H”.

Proposicién 1.1.3. La relacién de homotopia es una relacion de equivalencia.

i) “Propiedad reflexiva”. (f ~ f)

o LX) H(x, t} = f{r)
o Wit e X [

———— H(X.f] = f{X)

'

-.l__, 171

Figura 2
i) “Propiedad simétrica”. (f ~g=—= g~ f)
#{X} fix3
1 &

— H(X,L—1) = [1(X. 1}
. ————f+ H(X,t}

(6] =

FOX) S a( X}

Figura 3



#i) “Propiedad transitiva”™. (f ~gy g~ h == f ~h)

g(X}
[
1 !- )’
1]
{
| -
S
FUXG
Diuplicamos s velocidud
L
1
Hy [z, 20), B<t<t
Hir 1) = 7 il
bret) | Hylz2t—~1), §<Sts1
Figura 4

Notacién 1.1.4. La clase de equivalencia de una funcién f la denotamos por [f].

Definiciones 1.1.5. Sea X un espacio topoldgico, una funcién continua « : [0, 1] —
X es llamada un camino en X con punto inicial «(0) y punto final o(1). Si a(0) =
a(l) = x4 decimos que « es un lazo de X basado en xg.

Si oy (3 son dos caminos tales que «(1) = 3(0), podemos definir la operacién

composicion de los caminos a y 3 por:

a(2s) 0<s<3
af(s) = :
B2s—1), 3<s<1

“Intuitivamente, esta operacion nos dice que primero recorremos el camino « en
media unidad de tiempo y que a continuvacion recorremos el camino 3 en la ofra
media unidad de tiempo. Note que la velocidad de recorrido de cada camino es el
doble.”



Notacidn 1.1.6. Escribiremos a ~ 3(rel{0,1}) sl @ v 8 sou dos caminos homotdpicos

con homotopia relativa a los extremos {«(0), a(1)}.

Figura 5

Notacion 1.1.7. El conjunto de las clases de homotopia de los lazos de un espacio
topolégico X basados en un punto base zg (1 € X) se denota por I1; (X, zy). Este
puede ser dotado de la estructura de un grupo. En efecto, la Figura 5 nos muestra
que se puede definir una operacién en II, (X, 2) por [e] [8] = [a8].

FEjercicio 1.1.8. Probar que esta operacion estd bien definida.

Veamos que el conjunto de clases de homotopia de lazos, II;(X,zg), es un grupo
con esta operacion.

i) “Ley asociativa”.

(0

Figura 6
Ejercicio 1.1.9. Teniendo en cuenta la Figura 6 deduzca una homotopia entre
(len]jeo])[as] ¥ leq]([es]]es]). Clave: Contéstese primero: ;Qué indica la grafica

cinematicamente, es decir, cémo se deforman los caminos en una unidad de tiempo?



it) “Elemento neutro”. Sea e : [0,1] —» X la funcién constante tal que e(s) = zp,
para todo s € [0, 1.
La Figura 7 siguiente nos permite deducir que la clase [¢] es el eletnento neutro. En

efecto, basta definir 1a homotopia

a(25), 0<s<3(t+1)
H(s, t) = )
() {TO, s(t+1) <s <1,

(F(t+1),1) = (s,1)

Figura 7
iti) “Elemento inverso”. Sea «: [0,1] — X un lazo basado en 2y € X, definimos
otro un lazo e~ : [0, 1] — X tal que a(s) = a(l — s).
Ejercicios 1.1.10.
a) Interprete cinematicamente lo que se describe en la Figura 8.



Figura 8
b) De la figura anterior deduzca que [al[a™?!] = [e]l. Clave: La parte sombreada
cae sobre @g y a lo largo de las diagonales D la funcién de homotopia se considera
constante,

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos concluir el siguiente teorema:

Teorema 1.1.11. (Teorema de Poincaré.) Sea X un espacio topologico, 29 € X,
el conjunto de clases de lazos basados en xg, junto con la composicién de lazos, es

nn grupo.

Definicién 1.1.12. Este grupo es llamado el grupo fundamental del espacio X
basado en gy (también es llamado el primer grupo de homotopia de X o el grupo

de Poincaré).

FEjercicios 1.1.13.
a} Sean X un espacio topoldgico, zg v 7, elementos de X, si existe un camino
C': [0,1] — X con punto inicial 2y y punto final x, pruebe que los grupos II; (X, zg)

y 11, (X, @)} son isomorfos. Clave: Considere la gréfica:
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Iy
a :
4 [I[(X, ﬂfo) — H;(.Y,.‘L’lj
a - O laC
C
i
Figura 9
b) Proponga una conjetura de ciial puede ser II; (R, (0,---,0)) v trate de probar

que su conjetura es cierta.

c} Proponga una conjetura de ctal puede ser I (R? — {{0,0)},(0,0}) y trate de
probar su conjetura.
d) Dado X C R? tal que X = AUBUCUDUE, donde

A={(z,y) e R/ —1<2<0,y=0},
B={(x,y) cR*/z=-1,-2<y <0},
)

C={(my)eR?/—1<x<gmy=-2},

B3| =

)
D= {(z,y) € R*/z = 3m, -2 < y <0},
E={(r,y) eR*/0 <z < fm,y=usent}.
Proponga una conjetura de cudl puede ser I, (X, (—1, —2)} y trate de probarla.
Notacion 1.1.14. Segun el literal a) del ejercicio anterior, si X es arco conexo (es
decir, cualquier par de puntos en X pueden ser unidos con un camino) y si no hay
fugar a confusién el grupo fundamental se denctara simplemente por II;(X) v el

isomorfismo inducido por C por . Nétese que este isomorfisino no es candnico,

ya que depende del camino escogido.
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Fiercicios 1.1.15.

a) Sean 'y ("’ dos caminos en X con los mismos extremos xg,x;. Probar que
existe una homotopia relativa a {x,} entre C y C}.

b) ;Sera que el resultado vale si la homotopia es relativa a los dos extremos?

¢) Piénsese qué relacién tienen los isomorfismos inducidos por C'y C”, cuando ellos

son homotoépicos con relacién al conjunto {zg,z;} y cuando no lo son.

Figura 10

Definicién 1.1.16. Sea X un espacio topoldgico. Si X es arco conexo v 1L (X) =

{e} decimos que X es simplemente conexo.

Fjemplos 1.1.17.
a) Si E C R™ es convexo (es decir, para todo =,y € E el segmento de recta formado
por los puntos de la forma (1 — #)z + ty (0 <t < 1) estd contenido en F), entonces

es simplemente conexo.
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a{s)

(43

o

Figura 11

“Cinemdticamente vemos que el lazo o lo podemos retraer llevando los puntos a(s)
a lo largo del segmento que une as) con xo”. Formalmente expresamos este hecho

por medio de la homotopia H(s,t) = (1 — t)a(s) + tzg.

b) Veremos que la esfera $? es un espacio simplemente conexo, aunque no es convexo
en R3.

Ejercicios 1.1.18.

a) Sean E C R" convexo, x,y € E. Si &, 3:[0,1] — E son dos caminos que unen a

x con y, pruébese que a = g3 (rel{0,1}).
b) Probar que la afirmacién anterior es cierta si E es simplemente conexo.

¢) Defina dos caminos a y 3 en R? tales que o comienza en (—1,0), termina en
(1,0) y recorre el intervalo {(z,y) € R?/y =0y —1 <z < 1}, 3 tiene los mismos
extremos de a, pero recorre la semicircunferencia {(z,y) € R?/2? + y* = 1.0 < y}.

Establezca una homotopia entre estos dos caminos relativa a sus extremos,



13

1.2. Homomorfismo inducido.

A continuacién veremos la relacién existente entre los grupos fundamentales de

espacios que tienen definida entre ellos una funcion continua.

Teorema 1.2.1. Sean X,Y espacios topolégicos, f : X — Y una funcion continua,
rg € X. Sidefinimos f, : TIH{X,xzq) — IL(Y, f(zo)) por fu(la]) = [f o o] para

[a] € I, (X, x), entonces f, es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. En efecto, f, es bien definido. Claramente f o a es un lazo basado
en f(xo) y ademss si [a] = ;] entonces existe una homotopia H de & a «; relativa
a {0,1}. Si definimos H’' = f o H, es facil ver que H' es una homotopia de fo« a
foa relativa a {0,1}.

Figura 12

Ademads, f, respeta la composicién de lazos, es decir f.([o][8]) = fe([a]) fe([3])-
En efecto, si [, [8] € II,(X,2p) entonces f.([a][8]) = ful[eB]) = (fo (aB)] y
(e £ (18]) = [f o al[f o 8].

Pero,
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o
[A
[/

o a(2s),
—{f 2 = {foda][fe 8]

| foB@s—1),

_ =

b —
IA
w

IA

luego f. es un homomorfismo. [J

Definicion 1.2.2. El homomorfisio f, se llama el homomorfisme inducido por f.

La proposicién siguiente nos da la relacién existente entre los homorfismos inducidos
por funciones continuas y homotopicas.

Teorema 1.2.3. Sean X,Y espacios topoldgicos, f,g: X — Y funciones continuas

homotépicas, con homotopia H, entonces g. = Iy, (o fe, donde Hyy(t) : 1 =Y
es el camino tal que t — H{x,t).

f{f(r{r—;]_ fJ
L4

A
HI“[:M _
: ) goa

g (-Ifrs,
\'h———/

Figura 13

- i
Iit,o 0 (fole]) = Ty, ol foad = [Ho(8) 7] [f 0 of [Hyo (8)] ~ [goc] = g,[a], donde
H’ ¢s la homotopia ilustrada en el diagrama de la Figura 14, la cual es relativa a
{g(.’lio}. O

Demostracion. En efecto, sea [o] € IL(X,7o), entonces Ty, (y o fula] =



g(‘f-o) Gorxy g(mﬂ)
!1?;,_.” l\(f) HI‘n (f}
H(«(s},t)
g(xp) ge g(zq)

Ho®) g;o)f H. (0

(

Figura 14

Esta proposicion quiere decir que los homomorfismos inducidos por funciones ho-
motopicas son casi lo mismo, en otras palabras, que ellos son equivalentes, salvo
isomorfismo. En el Ejercicio 1.2.4 b) 7} se muestra un caso en el cual los homo-

morfismos son exactamente iguales.
Ejercicios 1.2.4.
a) Dé la definicion estricta de H' v describa cinematicamente su significado.

b) Probar las siguientes propiedades del homomorfismo inducido. Sean XY, Z
espacios topoldgicos, xp € X, f X — Y, g:Y — Z, h: X — Y funciones
continuas.

’l‘,) (id}()* == ?‘:dnl(xamn).
it) (go f)e = gs 0 fa
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1) Si f es un homeomorfismo entonces f, : 11 (X, z9) — I (Y] f(zp)) es un iso-
morfismo de grupos.
w) Si f ~ h(rel{xp}), entonces f, = g. : I[}{X,z0) — I (Y, f{z0)) (0 sea que el

homomorfismo induncido es invariante bajo homotopia relativa al conjunto {zg}).

Corolario 1.2.5. Si f: X — X es una funcién continua homotdpica a la funcion
identidad (idy) de X por medio de una homotopia H, tal que H,,(t) = xo, para
todo t en [0,1]. Entonces f, = idn, (x ,0)-

En efecto, (idx ). = idi, (x,24) ¥ cOmMO Hy, (8) = mg, paratodoten (0,1], Iy, (nla] =
[zo]le][zo] = [a], para todo [o] en I, (X, zp}, es decir, Ty, (1) = idi, (x,2)- lU€ZO

feo= IHx(,(E) o (idx ), = id’ﬂﬂz\’,ru)' u

1.3. Grupos Fundamentales de Espacios

Homotdpicamente Equivalentes.

Definicién 1.3.1. Sean X,Y espacios topologicos, f : X — Y una funcién con-
tinua, decimos que f es una equivalencia de homotopia si existe g+ ¥ — X tal
que fog~idy y go f ~ idy. En este caso se dice que los espacios X e ¥ son
homotépicamente equivalentes o que tienen el mismo tipo de homotopia (ésto lo

denotamos por X = Y).

51 X v Y son espacios topologicos homotdpicamente equivalentes, es natural pre-
guntarse por la relacién existente entre sus grupos fundamentales. Observemos
primero que los homomorfismos inducidos por las funciones continuas que producen
la equivalencia de los espacios, son isomorfismos, aunque no necesariamente uno

inverso del otro.

Si X 2V, entonces existen f : X - Y yg:Y — X talesque go f ~ idy v
fog ~ idy . Ahora, como go f ~ idx entonces I,{Tn(t)o(gof)* = (#dx )" = idi1, (X,n0)
luego Ty, (1 0 (g *x of,) = idn,(x zo). Como en esta identidad, tanto Ty, (;) como
idy1, (x,zo) SON isomorfismos, queda claro que, necesariamente, f. es inyectivo y que
g« s sobreyectivo. Similarmente, f o g ~ idy implica que f, es sobreyectivo y que
g« €5 inyectivo, es decir tanto f. como g, son isomorfismos. Obsérvese que si 7 Heo (1)

no es trivial entonces f, ! # g,. Hemos probado la siguiente proposicién:
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Proposicion 1.3.2. Si f: X — Y es una equivalencia de homotopia, entonces el

homomorfismo inducido f, : 1, (X, zq) — I (Y, yo) es un isomorfismo.

Fjercicios 1.3.3
a) Sea X un espacio contractible. Probar que X es arco conexo y que IT; (X)) = {e}.
b) ;Serd que si 11 (X, zg) = {e}, para algin 7y € X, entonces necesariamente X es

arco conexo? (compérese con la Definicién 1.1.16).

Definicion 1.3.4. Un espacio X se llama confractible si es homotdpicamente equi-
valente a un punto.
Sea A subconjunto del espacio X. Una funcién continua r : X — A tal que r(a) = qa,

para todo a en A, se llama una retraccion de X. El conjunto A lo llamamos retracto
de X.

Si una retraccién de X es homotdpica a la funcién identidad de X, decimos que A es
un retracto de deformacion débil, si la homotopia entre la retraccion y la identidad

es relativa al conjunto A, se dice que A es un retracto de deformacion fuerte.

Notese que si X es un espacio contractible, ésto significa que existe un punto zg € X,
tal que la funcién constante C : X — X 2 — zq, para todo x en X, es ho-
motdpicamente equivalente a la identidad de X. En efecto, si X = {=}, ©, € X,
entonces existen f: X — {z1} y g: {1} — X tales que fog ~ids, y vy gof ~idx.
Ahora, si g(iry) = xp, claramente go f es la funcién constante e : X — X, 27 — =,
para todo x en X . Pregintese ;qué pasaria si no se tiene la condicién g( f(xo)) = ao?
;Como seria f,7

Fiemplos 1.3.5.

a) Todo £ C R" convexo es contractible. (Probarlol)

b) Sean C,C; C R? dos circulos centrados en el origen, de radios ry y 2, respec-
tivamente. Sea A = {(z,y)/r? < a? + 4% < r%} el anillo comprendido entre ellos y
sea B = C)UC; = §A (frontera de A). Se puede probar que cualquier circulo C de

centro el origen y radio rg, 1y < rp < r es un retracto de deformacion fuerte de A.

P P {LL,‘U)} - . A L
En efecto, sea r : A — C tal que (z,y) — rp =] Y sea H: AxTI - A definida

por

(z,y) € At € 1.



18

Claramente, H es una homotopia entre r e id4, relativa al circulo C.

—

. = (=)
Por otro lado, se puede ver que la funcién r : B — €, donde (z,y) — 1 (;é’;:) o s

una retraccién de B. Sin embargo, ésta no es retracto de deformacién. ;Por qué 7

Teorema 1.3.6. Si A es un retracto de deformacion fuerte de X, entonces la
inclusién i : A — X induce un isomorfismo de I1;(A,a) en II,(X. a), para todo
a € A

Demostracion. Sea r : X — A una retraccién tal que r ~ idx(rel A). Obsérvese
que roi = id4 luego ry o, = idyy, (4 4), €8 decir, r, es sobreyectiva e i, es inyectiva.
Y como r es homotépica a la identidad de X y, ademas, i o = r (pues 7 es solo la
inclusién), entonces i o7 ~ idx (rel A), luego i, or, = idy,(x o) ¥ asi i. es también

sobrevectiva, quedando probado el teorema. O

Obsérvese que para probar que 4, es inyectiva no se necesita el hecho de que r sea

retracto de deformacion fuerte.

En otras palabras, este teorema nos dice, que el grupo fundamental de un espacio es
isomorfo al de cualquier retracto de deformacién fuerte de él. Esta propiedad sera
utilizada muchas veces en el cdlculo de los grupos fundamentales. Por ejemplo, del
FEjemplo 1.3.5 b) se podré concluir que el grupo fundamental de una regiéon anular

es isomorfo al grupo fundamental de un circulo.

3

Figura 15 a)
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Ejercicios 1.5.7.
a) El cuadrado de la Figura 15 a), con sus lados identificados como lo indican las

fleclias, es llamado un toro y denotado por 7 o por T?%. Probar que el lazo a de

dicha figura, es un retracto de T. ;Sera que es retracto de deformacién fuerte?

b) Sean X e Y espacios topdlogicos, g € X, yo € Y. Probar que
IL{X %Y, (20,90)) = W1 (X, x0) x IL{Y, %)

Clave: Completar este esquema de solucioi. Seanp; : X XY — X ypp: XxY =Y
las proyecciones canédnicas. Definimos F' = p;, % pa,. es decir,
FIL(X x Y, (29,90)) — I (X, 20) x 111 (Y, 9n), con [Q] = (PI*([Q])aPm([QD)-

e Probar que F' es un homomorfismo de grupos bien definido.

e “Fes sobreyectiva”. En efecto, sean [a] € I1; (X, z0) y [a2] € II; (Y, y0), definimos
un lazo en X x Y basado en (xg,50) por @ : I — X x Y, con t — (o (), az(t)).
Probar que F([o]) = ({oy], [e2]) (ver Figura 15 b).

Figura 15 b)

e “F es inyectiva”. Sean [a, [3] € I11(X x Y, (=g, y0)), supdngase que Fla] = F[3],

entonces ([p; o o, [p2 o a]) = ([p1 o A, [p2 © 8]), luego existen homotopias

H1:Ixf—>XyH2:IxIﬁYtalesqueploagploﬁypgoa;jr_vpgoﬁ.
1 2
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Definase H : I x I — X x Y por H(s,t) = (H(s,t), Ha(s,t)). Pruébese que I es
una homotopia entre o y 3, relativa a {0, 1}.
c) Probar que X es simplemente conexo si y solo si X es arco conexo y cualquier

funcién continua f : S' — X se puede extender a una funcién continua f : D? — X,
(Recuerde que S = {(z,y) € R*/22 + 3y =1} y D? = {(2,y) € R* /2% + y* < 1},



2. EL CALCULO DEL GRUPO FUNDAMENTAL

Para calcular el Grupo Fundamental de un espacio topolégico existen diversas
técnicas. Una de las mas 1tiles es el Teorema de Egbert Van Kampen. En la primera
seccidén enunciaremos 2 versiones de este teorema, de las cuales solo haremos un es-
quema de su demostracion. Como el Teorema de Van Kampen estd intimamente
ligado con el concepto algebraico de grupos libres, dedicaremos dos subsecciones
para recordar algunas definiciones y teoremas relacionados con estos grupos. En las
Secciones 2.2 y 2.3, a través de muchos ejemplos, aprenderemos como utilizar dicho

teorema para calcular el Grupo Fundamental.

2.1. Teorema de Van Kampen.

2.1.1 Preliminares Algebraicos necesarios para la primera version del
Teorema de Van Kampen.

Sean {G;};e; una familia de grupos, £ = igIG'i v

W(E) = {w/w es una sucesién finita de elementos de E}. Los elementos de W (E)
son llamados palabras.

Stwe W(E) yw = ayas...a,, a; € F, su longitud £(w) es n. Denotamos por
wq la sucesién vacia, en este caso f£(wg) = 0. El conjunto de palabras de longi-
tud 1 se identifica con el conjunto E, y asi podemos pensar a E como subcon-
junto de W (E). Si definimos en W (E) la siguiente ley de composicion (asociativa)
ww' = (ay...0p)(0] .. .a) =a1...0,a]...0}, entonces W(E) dotado de esta ope-
racion y con unidad wy es un semigrupo.

Ahora, si aceptamos los siguientes cambios o “jugadas”:

i) ae;b — ab, e; unidad de G;.

i) axyb — azb, v,y € G; y 7y = z,

podemos definir una relacién de equivalencia en W(E) por w ~ w’ si y sélo si
se puede pasar de w a w’ por medio de un nimero finito de jugadas de la forma
anterior. El conjunto de clases de equivalencia lo denotamos por W (E) fwyg, el cual,
claramente resulta ser un grupo.

Fjercicio 2.1.1.1. Probar la afirmacién anterior.

21
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Este grupo lo denotamos con % (; y lo lamamos el producto libre de los G;. Notese
que cada grupo G; se puede 1§en‘f1ﬁcar de forma natural con un subgrupo del pro-
ducto libre ?_;IG,-. Su elemento neutro lo denotamos por wg.

Una palabra w se llama reducida si:

a) Ningin a; es unidad.

b) Nunca dos letras consecutivas pertenecen al mismo G;.

Fjercicios 2.1.1.2. (Para algebristas, )

a) Probar que cada clase de equivalencia tiene exactamente una palabra reducida.
b) Probar la propiedad universal del producto libre de grupos, es decir probar el

teorema siguiente:

Teorema 2.1.1.3. Sean {G,},c; una familia de grupos, G un grupo, h; : G; — G
un homomorfismo de grupos para cada i € I, entonces existe un homormorfismo

h: *1G — G, que extiende cada uno de los h;.
i€

Teorema 2.1.1.4. (Primera versién del Teorema de Van Kampen)
Sean X = X, U Xy, AUB = X, N X, donde:

i) X1, X2, A y B son arco conexos y abiertos en X.

ii) AN B = ¢.

i) 1 (X) = T (A) =TT, (B) = {e}.
Entonces 11, (X) ~ 11, (X,) x Z.

A

Figura 16
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Esquema de la demostracion. Sean o € A, b € B, ¢; un camino de Xy que une a
con by ¢y un camino de X que une b con a. Definimos ¢ = ¢;ez.

Sea a un punto base para X, entonces [¢] € II)(X,a). Definimos h : I, {X;) x Z —
II,(X) el homomorfismo inducido por los homomorfismos 7, : IT\(X;) —» I1,(X) ¥
Z—1(X),y— ¢ dondei: X| <= X es la inclusién canénica y v es un generador
de Z. Probaremos que i es un isomorfismo.

Fn efecto, diremos que un camino es pequerio {¢.p.) si estd totalmente contenido en
X, oen X;. Para cada x € X escogemos un ¢.p. {denotado por d(x)) que unird =

COon

a si €A y d{z) estdcontenidoen A
b si re€B y d(x) estdcontenidoen B
a si ¢ AUB y d(x) estd contenidoen X;, si z € X,.

d(z) &
PO il
A X,
T d{x) d(w)

Figura 17
Sea w uu lazo de X basado en a. Dividimos w en un nimero finito de ¢.p.
wy, Wa, ..., W,. DU existencia se garantiza por la compacidad de 7. Sean #;,¢,41
los extremos de w;yq, i = 0,--- ,n. Denotaremos por d; el c.p. d(t;), para todo

1=0,---,n.
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Figura 18

Vamos a construir una palabra que denotaremos M {w,s) en I1,(X;) * Z tal que

h{M(w,s)) = w y de esta manera habremos probado que h es sobreyectiva.

Construccion de M {(w, s). Esta palabra dependerd de w y de la subdivision en c.p.

de w que llamaremos s.

. 1
Paso a. Definimos w| = wd,, wy = d| wads,.. wl, =d!,_|w,, entonces, dados w

y s la palabra w{w} ... w! estd bien definida y es homnotépica a w.

Paso b. De la lista wjw} ... w}, eliminamos los w] cerrados homotépicos a un punto
en X, 6 en Xy. Asi, todos los lazos contenidos en X5 quedan también eliminados,
pues X, es simplemente conexo. Si w] conecta a b con a en X, entonces w!
es homotdpico al camino ¢ en Xo, entonces w} ~ caey'er! = coc™! (en X) y

1

reemplazamos w} por czc ! en la lista.

Si w! conecta el punto a con b en Xy, entonces w) ~ ¢; en Xp y asi w) ~ cjege; ! =
cey !y se reemplaza a w! por ccy '

Asi w resulta ser un producto de caminos totalmente contenidos en X; o, en su

defecto, por factores de la forma ¢ ¢ ¢71.
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Sien el proceso de eliminacién de los w! se eliminaron todos, ponemos M(w, s) = wq

en caso contrario:

Paso ¢. Juntamos los caminos consecutivos de X; que aparecen en la palabra w,
éstos deben formar un lazo, pues los antecede v precede un elemento de la forma
¢ 6 ¢! que son lazos basados en a, este lazo contenido en Xy lo reescribinios con
una sola letra, por ejemplo .

De esta forma la lista se convierte en una sucesién de lazos «; de X; basados en a

y de elementos de la forma ¢ 6 ¢

M (w, s) serd la palabra reducida de W(E)/wy (con E = 11;(X,) U Z) escribiendo

cada lazo o; basado en a como [o;] € TI(Xy) ¥ cada ¢ por vy ¢! por 71,

Luego A(M{w, s)) = [w] y entonces k es sobreyectiva.

Probemos ahora que h es inyectiva. Para counseguir ésto, observemos que
h(M(w,s)) = [w]. Si probamos que M{w,s) no depende de la subdivisién s, ni
del representante de clase de [w] y que, ademés, toda palabra reducida debe ser de

la forma de M (w, s), habremos probado la inyectividad.

Notese que si existiese una palabra R, reducida que no fuera de la forma de M (w, s)
tendriamos que M (h{R),s) serfa una palabra reducida diferente a R, pero h(R) =
A(M(R(R),s)) luego h no podria ser inyectiva. Buscando este fin probaremos algu-

nas propiedades:

Figura 19
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i) Sienw = w - w;---w, reemplazamos a w; por v; cuando w; sea homotdpico
a v; (ref{0,1}), entonces M(w,s) mno cambia. Probar esta afirmacién. (Clave:
Revisar los Pasos a, b y ¢ y mostrar que dicho cambio no afecta a M (w,s)). Ver
Figura 19.

i) Si w = wywe -~ w;wiy) - -wy, lo cambiamos por w = wiws -+ W VW1 c - W,
donde v es un lazo basado en ¢; (c.p.) completamente contenido en X| o en Xo
y homotépico a un punto {nulhomotdpico) entonces M (w,s) no cambiard pues de
todas maneras esa parte se elimina en el Paso b.

Obsérvese que i) y ii) implican que M (w, s) no depende del representante de clase.
iii) Si s’ es una subdivisién obtenida de s subdividiendo el camino w; en w;v;,
entonces M (u,s') ~ M(w, s) en W{FE). Es decir, M (w, s) no depende de la subdi-
visién. Probar la anterior afirmacion.

iv) Toda palabra reducida de W(E)/wy = I} (X)) * Z, es de la forma M(w, s) (es
decir, proviene de un lazo w y de una subdivisién s), pues necesariamente es de la

forma y="1 o] vE"2 [ag] ¥772 ..., (n; € Z) y bastara tomar

w = (Clcg)inlﬂil(cl cz)i”‘Za-z(clcg)i"“ caey

donde todos los clementos son c.p., v asi, tomaremos ésta como la subdivision s.
Ahora si w = h(M(w,s)) = 1 € II,(X) es porque M(w,s) ~ wp, pues en caso
contrario seria de la forma descrita en iv) y tendria términos no triviales y, por
tanto, w # 1. Luego h es inyectiva. U

Ejercicio 2.1.1.5.

a) Probar el Corolario: II,{S') = Z.

b) Sea X = AUB, donde A = {(z,y) e R*Ja? + 3> = 1} y B = {{z,y) ¢ R*|]z =
0,—1 <y < 1}. Calcular su grupo fundamental.

2.1.2. Preliminares Algebraicos necesarios para la segunda versién del
Teorema de Van Kampen.

Sea E como en los Preliminares Algebraicos 2.1.1. Sean {(S;, T;)};es C W(E) x
W(E), R = {S; = T;}jes un conjunto de relaciones. Permitiremos la siguiente
clase de cambios o “jugadas” entre palabras.

iii)a S; b5 a )b,
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. R, , . -
v decimos que w ~ w’ si y s6lo si se puede pasar de w a w' por un nimero finito
de jugadas del tipo i} y ii) (Preliminares Algebraicos A) y del tipo iii). La clase del
wyp la denotaremos con wg.
El conjunto de clases de equivalencia W{(FE)/wg es un grupo que denotamos con
*G fwg vy llamamos el grupo cociente por R.
Notese que si se tienen conjuntos de relaciones equivalentes, por ejemplo,

- R R

R:{S; =Tj}jes v R = {ST] "' =wpl}jes, entonces w ~ w' = w >~ w'.

El producto libre *;Z; tal que Z; = Z, para todo i, se llama grupo libre.

Teorema 2.1.2.1. Sea G un grupo generado por {a;},cy, entonces existe un epi-
morfismo de grupos h : *Z; — G tal que 1; — a; y, ademads, * Z; [ kern, = G, donde

Kerh es el conjunto de relaciones.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.1.3. existe el homomorfismo h el cual es so-

breyectivo, ya que todos los generadores de G pertenecen a I'm(h). O

Una presentacion de un grupo consiste en exhibir los generadores del grupo junto
con el conjunto de relaciones gue cumplan entre ellos. Si G es generado por ap,aq, - -
con relaciones 81 = 11,5, = T3, --- una presentacion para & es

< ay,09, 8 = T1,8 = Ty--- >. Por ejemplo, < o : a? = ¢ > es una
presentacion del grupo ciclico de orden 2, Zo.

Nata. En general un grupo admite diferentes presentaciones.

Ejercicio 2.1.2.2. Buscar distintas presentaciones para el grupo Dy, grupo dihedral
de orden 6.

Eis natural preguntarse cuando dos palabras son equivalentes, es decir, jcuando w £
w'? Con relacién a esta pregunta aparece lo que hoy se conoce como el problerna de
la palabra: “Hallar un algoritmo que decida cuindo dos palabras son equivalentes”.
Lia respuesta a este problema en general es negativa.

Sean {G,};c; una familia de grupos, que se entienden diferentes, segtin el subindice,
H un grupo tal que para cada i en I existe un monomorfismo j; : H <« H; < G;. Si
T = {j;(a) = ji(a)|a € H,i,k € I} es un conjunto de relaciones en *G;, el cociente
?Gi /T se llama el producto amalgamado por H. Notese que ¢l sﬂnbolo = en la

definicton de 7 es de orden formal.
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Notacion 2.1.2.3. Si I = {1,2}, el producto amalgamado *G;/Z lo denotamos
simplemente por G, * Gs. ?

Fjercicio 2.1.2.4. Probar que 7 es un subgrupo normal de ?_&G’,;.

Si identificamos j;(a) con a para todo a € H y todoien I y si ingi = F, entonces
G;NG; = H para todo i # j. Ahora, si tomamos W{E) basta usar las jugadas i) y
ii) de los Preliminares Algebraicos 2.1.1 para obtener la relacién de equivalencia que
define el cociente *G; /7, ya que la jugada iii) definida al comienzo de esta seccién,
estd contenida al fia.cer las identificaciones j;{a) = a.

Para G; definimos la relacién de equivalencia a E b= ab' € H. De esta
manera, (G; queda partido en clases a derecha H, con respecto a H. Y E queda
partido en clases disjuntas. Para cada clase diferente con respecto a H se toma un
representante f. La coleccién de representantes la llamamos F.

Sige F - H, entonces existe f € F' tal que g = i f. En particular un elemento de
la forma fh serd igual a un elemento #'f' y si f € FFNG; entonces fh € G luego
WMfeG;yasl f/ € FNG;. Es decir, tenemos fh = A’ f' lo que es cierta forma de
“permutacion” dentro de ;. Esta “permutaciéon” permite reducir las palabras.
Decimos que w = hf)--- f,. es F-reducida si h € H y f;, fiy1 no pertenecen a un

mismo (; para todo i entre 1 y r — 1.
Teorema 2.1.2.5. Cada T-clase contiene exactamente una palabra F-reducida.

FEjercicio 2.1.2.6. Probar el teorema anterior (para algebristas).
Podemos entonces identificar el coclente %G, /7 con el conjunto de palabras F-

reducidas.

Teorema 2.1.2.7. Si para todo i € I, existe un homomorfismo h; : G; — G tal

que by = hilg, i # j, entonces existe un homomorfismo h : xG,; /T — G.
1
Ejercicio 2.1.2.8. Definir h.

Teorema 2.1.2.9. (Segunda version del Teorema de Van Kampen, version cldsica. )
Sean X1, X2, X1 U Xy, X1 N X, arco conexos y ablertos en X, U Xy, seaa € X, N X,
el punto base y para i = 1,2, sean k; : X1 N Xy — X;, 7 - X; — X1 N X, las

inclusiones canonicas. SiZT = {k; [of = k;, [o] ,[e] € 11 (X) N X3)}, entonces

I Y — —
(XU Xe) = (X)) * 111 (X0)/z Hl(Xl)nl(mexg)Hl(Xz)



29

Esquema de la demostracion. Sea h @ I1 (X)) * I, (Xy) — IL1(X; U X3) tal que
hlr,(x,) = Jji,- Se puede ver que h es sobreyectiva con kernel igual al subgrupo 7.

Probar la anterior afirmacién. Clave: Desarrolle los siguientes pasos:

Figura 20

1) Tome o un lazo en X U Xy,

2) Subdivida a o en caminos w; de tal modo que cada camino esté completamente
contenido en X, o en Xy, esta clase de caminos los llamanios pequefios (c.p.).

Recuerde que X, X, son abiertos y que [ es compacto.

Figura 21

3) Sea d; un camino que una a t; con e, de modo que sea c.p.
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4) dy v d, son el lazo constante basado en a.
5) Defina w} = d;_w;d;'. Note que w/ es c.p.
6) Descomponga a en w!.

7) Se tiene entonces que [a] = h([w]] [wh] - - - [w),]) donde [wl] jwh] - - - [w],] € TT1(X)*

I1,(X3), luego h es sobreyectiva.

8) Noétese que si o y 3 son lazos contenidos en X y X, respectivamente. Y si 7 es
un lazo en X1 NX, v [@] = [7] como elementos de 11, (X, ) y [8] = [v] como elementos

de 11 (X)), trivialmente se tiene que [a] = [3] como elementos de I1; (X, U X)),

9) Atn se debe probar que si [a] = [3] en 11 (X, U X3) entonces existe un nimero
finito de operaciones efectuadas dentro de los grupos II1(X,) y II;(X2) o que
provienen de las relaciones del tipo k;, [y] = k;, [4] con [v] € II;(X; N X,) Para
probar este numeral, témese H : I x I — X, U X5 tal que « - 3. Y subdivida I x I
en una rejilla de pequenios cuadrados de modo que cada cuadrado caiga completa-

mente en X, o en X, bajo la aplicacion H. Ver Figura 22.

Figura 22

Y ahora extienda H de la siguiente manera: témese el cubo I x I x I, defina
H : I? - X; U X, tal que H |pase del cubo = H. Si (81, 82) es un vértice de la

rejilla de I x I, tomamos H'|(s, 4,)x7 ¢omo un camino que una H(sy,sz) con a 'y
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de tal modo que esté contenido en X; si H(s;,52) € X; o contenido en X, M X; si
H(Sl,Sg) S Xl N Xg.

a
1 ; _.—\_/ H'E(-sx-‘!z)XJ
" |

e e B G

Figura 23
Obsérvese que las subdivisiones que aparecen en las aristas {0} x I x {0} y {1} x
I x {0}, y los caminos H'|, s;1xr con s; € {0,1} se pueden tomar para expresar a
a y a 3 como en el numeral 6.
Extienda ahora H a las paredes de la forma ((1 — #)v + tw) x I, donde v y w son
vértices consecutivos en la rejilla, es decir, en el segmento (1 —#)v + tw no hay otro
vértice de la rejilla. Para esta extension utilice el siguiente truco, llamado extension
por proyeccion solar. Ver Figura 24,
A lo largo de cada linea I la funcién A’ se define constante. Y por un truco similar,
defina H' en los prisimas cuyos vértices son consecutivos dos a dos en forma ciclica.
Observe que la imagen bajo H' de cada uno de estos prismas estard completamente
contenida en X; o en X,. Ver Figura 25.
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i

Figura 24

B b phel ekt

Figura 25

Finalmente, utilice a H' para efectuar un niimero finito de operaciones del tipo que
: P P

se describen al comienzo del numeral 9. O

El Teorema de Van Kampen es una herramienta muy util en el computo del grupo

fundamental. La segnnda versién del Teorema de Van Kampen nos dice, “intuiti-
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vamente”, que si se pegan dos espacios X| y Xs a lo “largo” de un conjunto A, los
lazos que “vivian” en A, tomado como subconjunto de X, deben coincidir con los

mismos lazos de A cuando se considera como subconjunto de X,.

2.2, Calculo del Grupo Fundamental en algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.1. Sea S' v S! el espacio formado por dos circulos pegados por un

punto. Y sean X; v Xs como en la figura:

X i Pl o~ Ko

Figura 26
Luego X; & Xy =& Sty (X)) & Z = II,(X,). Por otro lado X; N Xy es
contractible a un punto. Luego H,(S' Vv 81) = Z {g} Z = Z x Z. Obsérvese que el

grupo fundamental de S! v §! es isomorfo al grupo fundamental del espacio X del
Ejercicio 1.1.5.b).
Ejercicio 2.2.2. Generalizar el literal anterior, es decir, calcular Hl(YS’) para k

circulos con un mismo punto comiin.

Ejemplo 2.2.3. 1;(5?) = {0}. Sean X y X, como lo indica la figura:
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1

p? = X,

XU, = &

Figura 27

Entonces X; ~ X, ~ D* y S! es retracto de X N Xy. Luego I, (X, U X,) &
(0} 1 {0) = {0},

Ejemplo 2.2.4. 11;(S”) = {0} para n > 2, donde
St = {(-T;l," : ,-’7/'1;,) € R”l.’ﬂ% + '1,% 44 '172? — 1}

FEjercicio 2.2.5. Calcularlo!

Nota 2.2.6. Es bien conocido que una variedad conexa, compacta y sin frontera de
dimension 2, es decir, una superficie cerrada, es una esfera, una suma conexa de
toros o una suma corexa de planos proyectivos. (La suma conexa de dos superficies
se obtiene al quitarles a cada una un disco y después pegarlas a lo largo de la frontera
de los discos que se quitaron, ver Figura 32.) En la literatura se pueden encontrar
diferentes demostraciones de este resuitado, siendo una de las mas conocidas la que
aparece en Massey [8] (consultar también [12]}). El esquema de tal demostracién,
consiste en establecer que toda superficie cerrada se puede construir identificando
(o “pegando”) por parejas los lados de un poligono que tiene un nimero par de

lados.

En el Ejercicio 3.7 a), del capitulo anterior, dijimos que un Toro se puede considerar
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como un cuadradoe con sus lados identificados convenientemente. Igualmente, los
poligonos de la Figura 28 representan distintas superficies. Las flechas y letras
que aparecen sobre los lados de los poligonos indican cémo se identifican los lados.
Obsérvese que las Figuras 28 (a) y 28 (¢) muestran que una misma superficie puede

obtenerse de distintas maneras.

— /T

e Toro

a) Toro k) Esfera

Figura 28

Fjemplo 2.2.7. Grupo fundamental de un foro.

Figura 29

Si T = S' x S! ya sabemos {Ejercicio 3.7 b) del Capitulo 1) que I[;(S' x S1) =
M (SYYy x I (SN ¥ Z x Z.
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Utilizando Van Kampen, probemos el mismo resultado:

Sean X, = T —{p}, donde p es un punto en 7', X5 = D disco abierto que contenga a
p. Ver Figuras 29 y 30. S! es retracto de deformacién fuerte de XN Xy y S1vS! es
retracto de deformacién fuerte de X,. Luego I1;(7) = II;(X,) * I (Xy) =

T (X \NXz)
(Z+2) £ {0}

Figura 30

Sean ¢ v 3 generadores de II; (X, ) v v generador del grupo II; (X, N X5).

Nota 2.2.8. Mientras no haya lugar a confusion, la clase de un lazo se denotard

con la misma letra que el lazo sin colocar los corchetes.

Como T es arco conexo, sin pérdida de generalidad, podemos tomar como punto
base al punto z (ver la figuras). Vemos que k1 (v) = af a3 v ko, (7) = ¢,
donde (ki : X1 N Xo — X;), 7= 1,2, luego 11 (T) =< a,F:af la 18 >=2ZxZ

el cual es un grupo libre donde los generadores conmutan.

Ejercicio 2.2.9. Calcular IT1,(5?) utilizando la representacién de S? como un poli-

gono de dos lados (digono) identificados como lo indica la figura siguiente.
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» —

>3

Figura 31
Fjemplo 2.2.10. Grupo fundamental de la suma conexa de 2 toros.

Sea THT = (S x S1H)#(S! x S1) la suma conexa de dos toros. La suma conexa de
dos superficies se obtiene al quitarles a cada una un disco y después pegarlas a lo

largo de la frontera de los discos que se quitaron (ver figura).

G ER

Superficie orientable de dos ssas Tefnero 2

Figura 32
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[ista suma conexa de dos toros la podemos representar por un octigono con sus

lados identificados por parejas:

Figura 33

(o)
Seanp € D, X, = (T#T)—p, entonces YSI es retracto de deformacion fuerte de X,

Y si Xo = D, S! es retracto de deformacién fuerte de X; N X5. Ademds, sia,b, ¢, d
son generadores de I11(X ) y f es generador de II;(X, N X3) entonces k; (f) =

bab=la~tede='d 1. Asipues, I} (T#T) = H (X, UX;) = Hl(Xl)n (X* « )Hl(Xg)
1{ X3 NXz

= (Z*xZxZ*7) * {0} =< a,b,e,d: bab ta tede™ d ! >.
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Fjercicio 2.2.11.

i, Cual es el grupo fundamental de la suma conexa de n toros?

Fjemplo 2.2.12. El grupo fundamental de superficies no orientobles.

Calculemos el grupo fundamental del plano proyectivo RP?, II; (RP?). Consider-
amos el plano proyectivo como un disco D = {(z,y) € R?/z%+y? < 1} cuyos puntos
de la frontera diametralmente opuestos se han identificado por parejas. También se
puede considerar como el digono de la Figura 34 con sus lados identificados como

lo indican las fechas.

a

o

Figura 34

Sean X, = RP? — {p}, donde p € disco D C P, X, = D. Entonces S' es retracto
de deformacion fuerte de X7 MX, y también de X . (;Por qué?). Luego 11, (RP?) =
(S * {0} = {a/a®) = Zs.

H1(5%)
Lijercicio 2.2.13. ;Cudl es el grupo fundamental de una suma conexa de %k planos
proyectivos?
Fjemplo 2.2.14. Grupo fundemental de un espacio al cual se le adiciona una n-celda,
(=2 D™).
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-F--’-'—- =
—
a = Jlmd
X T
X L, p2

Figura 35

Sean X un espacio y f: ™! = D" — X una funcién continua. Consideremos el

sigulente espacio cociente:

X U D" /~, el cual denotamos por X L}J D" ydonde z ~y,siz = fly)(z € X,y €
S7|~1 — aDn.

Caso n = 1. Por el Primer Teorema de Van Kampen IT{ X L}J DY T (X)) * Z.

Caso n = 2. Tomese X y Xy como lo muestra la Figura 36,

Figura 36

Entonces X es un retracto de deformacioén fuerte de X luego IT; (X, ) = I (X).
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Fjercicio 2.2.15. Defina una retraccion r : X — X.

Sea Xy = D?, luego I1;(X;) = {0} y si X N Xy es el anillo entre los “paralelos” a
v b de la figura, entonces [1;(X; N Xy) 2 T (S!) = Z.

Ahora, si m es un generador de I1,(5'), & (m) = a = [f.(m)], donde a es

f(81) = f(0D?). Luego Hl(XL}JDQ) = 1L (X1) 111(XT0X2)H1(X2) =11 (X) g {0} =

(generadores de X : o).

Caso n > 3.

X iy oo

Figura 37
Sea X, = (X L}J D") — p, donde (p € D") entonces X es un retracto de deformacion
fuerte de X, luego II;(X) = II,(X,;) (udtese que X estd pegado al exterior de
D™). Y si Xy = D®, entonces II;{X,) = {0}. Por otro lado, S”"~! es un retracto
de deformacion fuerte de X; N Xy, luego II{(X; N X3) = {0} para n > 3, y asi
X '}J D) =11, (X) {3’} {0} 211, (X), luego el grupo fundamental no cambia.
Eyercicios 2.2.16.
a) Defina para este caso una retraccién r: Xy — X.

b) Mostrar que II; (V2 S!) & %82 __Z grupo libre con conjunto de generadores
Z.

¢) ;Cudl es TI; (RS — S x {01)?

d} Muestre que para todo n > 2 existe un monomorfismo del grupo libre con n

generadores en el grupo libre con 2 generadores.
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2.3. El Grupo Fundamental de un Nudo.

Definiciones 2.3.1. Un subconjunto N de S? = R* + oo homeomorfo a S! es
llamado un nudo, el grupo del nudo N es el grupo fundamental de su complemento,
es decir, I1;{S§% — N). Decimos que dos nudos N y N’ son equivalentes si existe un
homeomorfismo de S en S% que envia a N en N’ (si N y N’ fuesen orientados, al
homeomorfismo se le exigird ademds que preserve la orientacién). Un nudo se llama

trivial si es equivalente al circulo S x {0} € R? + o0,

Ejemplo 2.53.2. Grupo fundemental de nudos toroidales.

Un nudo equivalente a un nudo que esté contenido en un toro T2 = 5 x S? (recuerde
que el toro es una superficie!) se llama nude toroidal. Los nudos toroidales se
clasifican (ver [10]) segin parejas (no ordenadas) de primos entre si. Por ejemplo, a
la pareja de primos {3, 2} le corresponde el nudo que comunmente es conocido con

el nombre de trébol.

T‘l
s T AT M i
| / i E
1 / .'/" -
r e < !
| o ,f - P
s f/ o )
pendiente £ [~ ¥4 ¥ longityd
3 F - =
[ s )
/"’ - r
i o

meridiano

Figura 38

Obsérvese que se dan tres vueltas en el sentido del meridiano m. y dos en el sentido

de la longitud ¢. En la figura vemos dos presentaciones graficas del trébol, denotado
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por {3,2}.

Figura 59
Fjercicio 2.3.2.1. Dibujar los nudos {5,2},{5,3}.

Calculemos ahora 11, (8% — {3,2}). Para esto utilizaremos la propiedad de S que
nos dice que dado un toro T2 contenido en 5%, entonces S* = X UY, donde X e Y
son toros macizos tales que X NY = T2, “Intuitivamente, un toro T? divide o S°

en dos toros macizos, uno dentro y otro fuera de T?”.

5
/ T2 \w_":- K e T'f - TJ L_Q
/) /:#.3 \ /j’ (e %\ &
<X
/
( L,—/ __/ L= 5t (,
\\_ Sty i o e (
T T e —J_‘_/K K

Figura 40
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Fjercicios 2.3.2.2.

a) Piense lo que significa la anterior propiedad; visualice los toros y describa con

palabras o haga un dibujo de lo que esta “viendo”.

b) ;Seré que una esfera 52 divide a S% en dos regiones y cada una de ellas es una

bola maciza D37 Trate de explicar su respuesta, asi sea con un dibujo.

¢) ;Serd que un doble toro T#7T' divide a S* en dos regiones y cada una de ellas es

un doble toro macizo? Trate de explicar su respuesta, as{ sea con un dibujo.

Ahora, si X; = X — {3,2} y Y] = Y — {3,2}, entonces S* - {3,2} = X; UY ¥
XNy, =7%-{3,2}.

Como X, es un toro macizo al cual se le ha quitado solo una curva superficial,
entonces S! es un retracto de deformacién de X, y asi I1;(X;) & Z. Denotemos
con la letra A a su generador (ver Figura 41). Similarmente, I1;{Y71) = Z y sea B

su generador (ver Figura 42).

~

Figura 41
c 5 >—%> 2.
0. e

— ) o~

Figura 42
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Por otro lado, como 72—{3,2} es un anillo (; Por qué?), entonces IT, (T?—{3,2}) 2 Z
y llamemos « su generador, o ~ 3m+ 2£. Se vé entonces que al inyectar a « dentro
de X, es decir, considerandolo como elemento de X, lo que contribuye el meridiano

se anula, quedando 2¢ ~ 2A, Similarmente, « inyectado en Y] se convierte en 3B,

Tenemos entonces que: II,(S% — {3,2}) 2= IT; (X)) - * )HI(Y]) ~{(A,B:2A =
1(X1MYy

38), donde ky, (a) = 2A y ka_(a) = 3B. En notacién multiplicativa

(A,B: A’ = B%)

En general se puede probar que para un nudo {p,q} (med (p.q) = 1) entonces
(8% — {p,a}) & (A, B : A% = BY).

Ejercicio 2.3.2.35.

Noétese que en el anterior razonamiento los conjuntos X; y X, no son abiertos,
como lo exige el Teorema de Van Kampen. Pruebe que estos conjuntos se podrian

redefinir, para que cumplan las condiciones de dicho teorema.
Ejemplo 2.3.3. Bl grupe fundamental de un nudo cualesquiera.

Consideremos un nudo N contenido en R} = {(z,y,2) € R¥/2 > 0} C R Quere-
mos calcular el grupo del nudo N, II, (R* — N).

Supongamos que tenemos la siguiente proyeccién plana de N sobre el plano z = 0
en R?.

> =g

Nudo alternanre Nuda no alteronante

Figura 43
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A continuacién colocamos puntos sobre el nudo de la siguiente manera:

- Si cuando estamos recorriendo el nudo, dos cruces seguidos se alternan, es decir,
uno se pasa por debajo y a continuacién el otro se pasa por arriba o viceversa, entre

estos eruces colocamos un solo punto.

- Sipor el contrario los cruces no se alternan, colocaremos dos puntos entre los cruces.

Py

Piq o Py
Py
P n
P
s
PJ 1
Figura 44

Ahora, comenzando por un arco que pase por encima de ull cruce, engrosaros

alternadamente porciones del nudo asi:

e ———

TN S,

Figura 45
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Habrd entonces tantos segmentos gruesos como delgados a lo largo del nudo. Ahora,
reemplazamos cada segmento delgado de N, por ejemplo, el limitado por los puntos
P, v P, por la curva obtenida al unir la proyeccion del segmento sobre el plano
z = 0, con los segmentos que unen Jos puntos P; y P, del nudo con sus respec-
tivas proyecciones P/ y P/, ;. En el caso del trébol, y mirdndolo lateralmente, éste

quedaria asi:

Figura 46
Claramente, el nudo obtenido después de esta deformacién, es equivalente al nudo

inicial, el cual seguiremos denotando por N.

Figura 47
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Ahora las curvas que estan sobre el plano z = 0 las deformaremos estirandolas hacia
abajo en forma de lamina una distancia €, en otras palabras los planos z = k, —€ <

k < 0 (e > 0) son copias del plano z = 0, incluyendo las curvas.

Sea N’ el conjunto formado por la unién del nudo N con estas ldminas. R* — N’/ es
entonces homeomorfo a R* — N. Bastard pues, calcular I1{(R3 — N’) para obtener

el grupo del nudo N.

Consideremos la descomposicién R* - N’ = XU Xy, donde X| = {(x,y,2)/2 > —¢}
=N, Xy ={(z,y4,2) [z <0} =Ny X, N Xy = {(z,y,2)/—e <z <0} = N".

Claramente, IT} (X2) = {0} y IL(X1NX2) = (B4, 82, .. , Bk). Este dltimo grupo, no
es mas que el grupo libre generado por & elementos, siendo k el nimero de laminas

o nimero de segmentos delgados en la Figura 45.
Ejercicio 2.3.5.1.

a) Definir un homeoniorfismo entre F'y G, donde F = {(z,y) € R?|0 < 2®+y* < 1}
yG={{z,y) cR?|2? + 42 <1} - {(z,y) e R*)|x =0y —0.5 <y < 0.5}

b) Visualice los conjuntos X; y X, y escriba una prueba de que I (Xy) = {0} ¥
(XN Xe) = (81,025, Br)-

Veremos ahora que II,{ X)) es libre generado por &k generadores, donde & es también
el numero de curvas mas gruesas superiores de la Figura 45. En efecto, si A =

{(x,y,2)|z > 0} — N’, se puede ver que A es homeomorfo a X ;. Calculemos entonces

T, (A).

Sea B = {(z,y,2)|z > 0} — U |C;, donde C; = {(w,y,2)[x =4i,9° + 2 = 1}. Es

decir, B es el semiespacio superior al cual se le han quitado k& semicircunferencias.
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- L —
il y
o
P

Figura 48

Ahora, si B' es el conjunto {(z,y,2)/y =0,z > 0} — U¥_,C;, B’ es un semiplano
con k huecos en los puntos de coordenadas {(i, 1,0)}2“:1 y por tanto su grupo fun-
damental es libre v estd generado por k elementos. Ademads, es posible ver que B’
es un retracto de deformacion fuerte de B.

Fjercicio 2.5.3.2. Probar la tultima afirmaciéon. Clave: Cierre a B como un libro
con lomo el eje .

Si denotamos por z;, 1 < ¢ < k, las curvas gruesas de la Figura 46 y por a; el ge-
nerador de II, (X ) correspondiente a x;, tenemos entonces II;(X) = {o, ... , o).

Asi pues, IT; (R — N') %JHI.(Xl)U (x*mx )H1(X2) = {a,... ,ap) 0 (e)-
1 1 2 Hlyrer A

Debemos ver entonces como se inyectan los 3; en el grupo {a,. .. ,a;) para encon-
trar las relaciones en I[, (R3 - N’).

En la Figura 45 observamos, que para las lineas delgadas solo hay dos posibilidades



Figura 49 o) Figura 49 b)

o hay una linea gruesa que la cruza superiormente o no la hay.

Figura 50




Consideremos el caso detallado en la Figura 49 a), el cual llamaremos Caso a).

R ; R SN |
La Figura 50 nos muestra que 3; = QO

Nota: Los «; se orientan segun la siguiente regla:

Figura 51

En el Caso b) (detallado en la Figura 49 b)), 3, = ajea ! e ! luego 8; = a_..ja_;_il.

Ver figura siguiente.

Figura 52

Ahora, como los 3; se inyectan en II,(X3) en e. En cualquiera de los dos casos, a)



é b}, la relacién que aparece la llamaremos r;. Tendremos entonces que:
T3 N e e
Hl(R —N)—<O£1,...,Ok.11,...,Tk-).

Esta presentacion la podemos simplificar eliminando las relaciones que entran por
el Caso b) y con cada una de ellas se elimina, también, uno de los generadores que
en ella intervienen, quedando sélo relaciones del tipo ajaraj;lla;l (Caso a)).

Ademads es posible probar que una cualquiera de las relaciones r; depende de las
otras, o sea que podemos eliminar por ejemplo la relacién 7. Para ver esto, bastaria

tomar un lazo F en X; N X5 que rodee todas Ias ldminas.

Figura 53

Claramente, 3 es un producto de todos los 3; (o de sus inversos), pero ademas 3,
asi escogido, se inyecta en e eu I1;{X). Ver la Figura 54.

Lo que implica que el producto de las r; es trivial y, por lo tanto, una de estas
relaciones sc puede eliminar quedando una presentaciéon con una relacién menos

que el nimero de generadores.



Figura 54

Definicion 2.3.3.3.
La presentacion del grupo fundamental de un nudo, obtenida como lo hemos descrito

en los parrafos anteriores, es conocida como la presentacion de Wirtinger.

A continuacion describiremos cémo encontrar esta presentaciéon facilmente. Supon-
gamos que tenemos el nudo orientado de la Figura 55, el cual es llamado “square”.
Observamos que su dibujo estd hecho por una serie de arcos disjuntos z;. Por
cada uno de estos arcos tendremos un generador del grupo fundamental «; que lo
pensaremos basado en un punto suspendido sobre el dibujo, y que pasa debajo del
arco en la direccién derecha-izquierda con respecto a la orientacion fijada en el nudo.

El «; lo ilustraremos solo con una pequena flecha.
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Y ahora cada cruce del diagrama nos proporcionard una relacion, la cual dependerd

del tipo de cruce, asi:

A ||
Ty (83
.«"—— —_— _,Ji_. —
1] 1.0
T . -
| .1 e
s Ty 0 Y
LR ol 1 n; = a;'ay

Figura 56
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Teniendo en cuenta lo anterior, una presentacion para el nudo N “square” serd:
{aey, (o, 03, 04, 5, e O.‘5O.‘1_IC¥6_1C}'1, o-:gala;lal"l, a1a3a§1a§17 azagay tayt,
a4aﬁ“la5_la5, aﬁa'glal_la5).

Como una de las relaciones puede ser eliminada, se obtendrd una presentacién del

grupo con 6 generadores y solo 5 relaciones.
FEjercicios 2.3.3.4.
a) Encuentre una presentacién de Wirtinger para el trébol.

b) Muestre que esta presentacién puede ser simplificada eliminando un generador y

dejando solo una relacion.
¢} Compare esta presentacién con la ya obtenida; (A, B : A2 = B3).

d) Teniendo en cuenta la presentacién encontrada en b), utilice el Teorema de Van
Kampen para calcular otra presentacién para el nudo “square”.

Nota 2.3.3.5.

El problema de decidir cudndo dos presentaciones dadas representan el mismo grupo
en general no tiene solucién. Sin embargo, en el caso de grupos de nudos, el poli-
nomio de Alexander puede indicar cudndo dos presentaciones distintas no represen-

tan el mismo grupo, ya que este polinomio puede ser computado toniando como

base cualquier presentaciéon de un grupo de un nudo (ver [3]).

Ejercicio 2.3.3.6. Dado el siguiente nudo K:

¥

Figura 57



56

Encuentre la presentaciéon de Wirtinger para K y 1uestre que esta se puede sim-
plificar hasta encontrar una que tenga solamente 4 generadores y 3 relaciones.

Ejemplo 2.3.4. El grupo fundamental de los nudos de nimero de tinel uno.

Definiciénes 2.3.4.1. Dado un nudo K en $?, deciinos que una curva T'; {0, 1] —
5% es un tinel pare el nudo K si T es una funcién continua, Tlp,1y es inyectiva y
tal que T([0,1])N K = {T°(0),T(1)}. Diremos que un nudo K admite un nimero de
tiinel n si existen n tineles T} que hacen que S — V{K U (U%.,T;)) sea homeomorfo

a un cuerpo de n+1 asas, donde V{K U(U?_,T;)) es una vecindad abierta y tubular
de KU(U? , T}) y, ademas, no existen n—1 tineles que hagan a S° —V{(KU(UL; T}))
homeomorfo a un cuerpo de n+ 1 asas. El minimo entre todos los niimeros de tinel

que admite un nudo es llamado el nimero de tinel del nudo. Ver [7].

El nudo trivial es el inico nudo de ntumero de tinel 0. Obsérvese que un nudo de
nimero de tinel n es también un nudo de tinel n+ 1, pues basta colocarle un tinel
en forma trivial.

En la figura siguiente mostramos que el nudo 945 es un nudo de nimero de tinel
uno. La figura muestra que existe un homeomorfismo entre los complementos de
945 UT y de S' v S'. Podemos, entonces, decir que el grupo I1;{945) es isomorfo
al grupo cociente I (945 UT)/ < relacion que “mata” al tdnel > que a su vez es
isomorfo al cociente I1,(S! v 8')/ < relacion que “mata” al tinel >. Un argu-
mento similar es valido para cualquier nudo de ntinero de tinel uno. O sea que,
tedricamente, un nudo de nimero de tinel uno debe adinitir una presentacién con
so0lo dos generadores y una séla relacion. Esto quiere decir que si se tiene, por
ejemplo, la presentacion de Wirtinger del nudo 9,5 es posible hacer simplificaciones
algebraicas para reducir el nlimero de generadores a dos y el nimero de relaciones
a una sola.

Ejercicio 2.5.4.2. Sin mirar el parrafo que sigue, trate de encontrar dicha pre-
sentacion para el nudo 945, a partir de la presentacion de Wirtinger.

Como se habra dado cuenta el lector, en la prictica, no es sencillo encontrar dicha
presentacidon. A continuacién mostraremos el truco para poder encontrarla. La
clave de todo estd en seguir paso a paso la misma serie se dibujos de la Figura 58.

Con cada paso, denotado con el mismo nimero del dibujo correspondiente, iremos
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transformando la presentacién del grupo fundamental hasta obtener la transfor-

macion deseada.

Figura 58

Paso . La presentacion de Wirtinger para el nudo 945 es la siguiente:

< a,b,c,d, f,g.h,i,7: ca = ad;bf = fa,gb = bh;bg = gc; fe = ced; jd = dayhf =
fi fi=igyig=gj>
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Paso I Colocamos el tiinel colapsado en el cruce correspondiente a la relacion
jd = da, agregamos el generador e, sustituimos dicha relacion por jd = ea y a d por
e en la relacién fc = ed. Tenemos entotnices la presentacién del grupo fundamental
del complemento de K UT:

< a,b,e,d,e, fog,hi.jca=ad;bf = fa;gb = bh;bg = gc; fe = ce;jd = eashf =
fifi=igiig=gj>

Para obtener de nuevo una presentacién del grupo del nudo, debemos afiadir la
relacién ed que es la que anula el efecto del tiinel, asi obtenemos:

< a,bede fog,h,i,7:ca=ad;bf = fa;gb = bh;bg = gc; fe = ce; jd = ea}hf =
fi fi=igyig = gjied >

Paso II. De la primera relacion obtenemos d = @ca, lo que nos permite eliminar el
generador d.

< a,bye,e, fog,h,1,7 :bf = fa,gb = bh;bg = ge; fe = ceyjac = e;hf = fi; fi =
1g; iy = gj; jac = e;eaca >.

Paso III. De la peniltima relacién tenemos e = jac lo que permite eliminar el
generador e.

< abe fog,hi 7 bf = fajgb = bhibg = go; f = cjagshf = fi fi = igiig =
gj; jacaca >.

Paso IV. De la primera relacién obtenemos @ = fbf v asf eliminamos el generador
a.

< b,e, f.g9,h,i,5: gb=bhibg = go; f = cifbf(e bf = cj)ihf = fis fi = igiig =
g3 3Jbfcfofefof >.

Paso V. Con el movimiento de apertura del tinel introduciinos un nuevo generador
t, agregamos la relacién t = bf y reemplazamos bf (resp. fb) por ¢ (resp. por ) cada
vez que aparezca. Y despejando h de la primera relacién (= bgb) lo eliminamos
como generador.

<be, fogi gt t=0bfbg =get = cjibyt = fi; fi = igiig = gj, jAfclfeft >
Paso VI. Introducimos un nuevo generador ¢/, aladimos la relacion ¢’ = bi y sustitu-
imos bi por # cada vez que aparezca. Fn este mismo paso eliminamos los generadores
¢ (utilizando ¢ = gbg de la segunda relacién) y j (utilizando j = gig de la peniltima
relacién).

< b, f,g ittt =bit =bfit=gt'g,bgt = fi; fi = ig; gigl fgbgt fgbgft >.
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Paso VII. Utilizando f = igi (de la peniltima relacién) y b = tf = tigi (de la
segunda relacién} eliminamos los generadores f y b.

< g,i bt ot = tig,t = gt'g; gt = ti; Gighigigtigigtigigigilgigit >.

Paso VIII. Con la primera relacién, # = tig, eliminamos a #'.

< g,i,t 1t = Gti; gt = ti; Gigligigtigigligigigitgigit >.

Paso IX. Despejando a g de la primera relacién g = tif lo eliminamos. Observése
que al hacer el reemplazo en la segunda relacidn, ésta queda redundante y por eso
no la escribimos.

< 4t bkttt tittitet bt titititilatit i bttt ilit >

Haciendo las cancelaciones pertinentes y rotando ciclicamente la relacién obtenemos:

fititittatitittitititititittitibittititat,
la cual es una palabra capicia, es decir, que se lee lo mismo de izquierda a derecha
que de derecha a izquierda. La letra en negrilla destaca el centro de la capicia.
Ejercicio 2.3.4.3.
a) Probar que los nudos 8,9 v 10,5, {consultar la tabla de nudos del libro de Rolfsen
[10]) tienen namero de ténel uno.
b} Encontrar presentaciones para ellos que tengan dos generadores y una sola
relacion.

c) ;Qué nota de especial en la forma de las relaciones?



3. CUBIERTAS

Dedicamos este capitulo al estudio de la Teoria de Cubiertas. En la Seccion 1 damos
su definicién, mientras que en las las Secciones 2 y 3 estudiamos las propiedades

que nos relacionan esta teoria con el calculo del grupo fundamental.

3.1. Definiciéon y Ejemplos de Cubiertas.

Por simplicidad, supondremos que todos los espacios son arco-conexos y localmente
arco-conexos. Recordemos que un espacio X se dice localmente arco-conexo si para
todo # en X y para toda vecindad abierta de V, de x existe una vecindad abierta
U, de z, arco-conexa tal que U, C V..

Sean X y X espacios topoldgicos, diremos que una funcién sobreyectiva y continua
P X — X esuna cubierta, s1 para todo # € X existe una vecindad abierta U de x tal
que p~H(U) = U Ul, donde U; es una componente arco-conexa y p/U; : U; — U es
un homeomorﬁsmo para todo i en 7. La situacién anterior la expresamos diciendo
que U estd parejomente cubierto. A menudo, el espacio X es también llamado

cubierta o espacio recubridor.

Figura 59

60
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“Intuitivamente, vemos que tenemos una copia del entorno U de x por cada ele-
mento de la fibra p~'(x)”.

FEjemplos 3.1.1
Sea X un espacio topologico.

a) La funcién identidad Id : X — X, tal que x — z, para todo = en X, es una

cubierta.

b) Sea X = X x [0, 1] con la topologfa producto y sea p : X — X tal que (z,7) v &,

entonces p no es una cubierta. ;Por qué no lo es?

c) Sea ! = {z€ C/|z| =1} v sea p: S' — S! tal que z — z* entonces p es una

cubierta.

Figura 60 a)

“Intuitivamente, la circunferencia 81 se enrolla sobre si misma k veces” (ver Figura

60 a). En esta cubierta cada fibra tiene tiene k elementos

d) Sea p: R — S?! tal que t — €. “Intuitivamente, la recta R se enrolla sobre S?

infinitas veces” (ver Figura 60 b). En esta cubierta cada fibra es infinita.

e)Sip: X —» X yp : X' — X' son cubiertas, entonces la funcién pxp’ : X x X' —

X x X', producto candnico, es una cubierta. Probarlo!
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Figura 60 b)

AsI pues, si p es la cubierta del literal d), ésta nos permite delinir una cubierta
natural de R? scbre S! x S' (un toro).

@
o]
@
o
]
N

Figura 61

Ma4s exactamnente, p’ : R — S' x S1, donde (s,#) — (e?7% £2) es una cubierta

del toro. En esta cubierta cada fibra es infinita.
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f) Recordemos que el espacio proyectivo RP? se obtiene al identificar los puntos
antipodales en una esfera S? {RP” se construye de forma similar a partir de S™), es
decir, RP? = §%/~, donde ¥ ~ 3si y s6lo si # = —i/ 6 ¥ = §. Tenemos entonces una
funcién cociente p : S* — RP? = §?/ ~ la cual es una cubierta. En esta cubierta

cada fibra tiene 2 elementos.

Sip: X — X es una cubierta y, para todo = en X, el cardinal! de su fibra es
k, decimos que p es una k-cubierta y la denotamos por p . X L X. Tenemos
entonces que el ejemplo del literal ¢} es una k-cubierta y que el del literal e) es una

2-cubierta.

g) La grafica siguiente nos permite visualizar una 2-cubierta de el toro sobre el toro,

la funcién serfa p: S x 81 — S x St (2, w) v (2%, w).

SN
8 e 1

plo) = W)=

Figura 62

h) La grafica siguiente nos permite visualizar una 3-cubierta de T2HT2H#T2H T2
g g

! En realidad, dada una cubierta, se puede probar que el cardinal de sus fibras es
constante (ver Seifert y Threlfall [12]).
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sobre T?#T2. Alli, los meridianos verdes caen sobre m, y los amarillos sobre ..

Figura 63

Ejercicio 3.1.2. Describa la anterior 3-cubierta por medio de poligonos.

3.2. Teoremas de Clasificacion de las Cubiertas.

En esta seccion desarrollaremos los resultados principales de la Teoria de Cubiertas.
Veremos, por ejemplo, los teoremas de levantamiento de caminos y de homotopias,

asi como los teoremas que nos caracterizan las cubiertas.

Definicién 3.2.1. Decimos que 2 cubiertas p : X - X y p o X' — X son
equivalentes si existe un homeomorfismo ¢ : X 3 X' tal que el siguiente diagrama

conmuta:



Figura 64
Nuestro objetivo por el momento serd el de caracterizar las cubiertas de un espacio
X y distinguirlas entre si. Veremos cémo los grupos fundamentales de X vde X
juegan un papel principal en este proceso. Con el fin de estudiar las relaciones
que aparecen entre estos grupos, estndiaremos los teoremas de levantamiento de
caminos y de homotopias.
En particular, el teorema de levantamientto de caminos nos dice ¢démo son las

preimagenes de un camino de X, cuando la funcién es una cubierta.

Teorema 3.2.2. (Levantamiento de caminos.) Sea p: X — X una cubierta,
a : I — X un camino con «(0) = my. Para cada Iy € p~ '(zg) existe un tnico

camino @: I — X tal que @(0) = &y y po® = a. (Ver Figura 65.)

Demostracion. Como para cada © € X existe una vecindad U, que es pareja-
mente cubierta, consideremos el recubrimiento abierto {Um}mex de X. As{ pues,
{a“l(Ur)}TGX es un recubrimiento abierto de I v, como I es compacto, sea ¢ el

ntmero de Lebesgue' para este recubrimiento. Consideremos entonces una parti-

Un numero real € > 0 se llama el niimero de Lebesgue para un recubrimiento abierto
{G;} de un espacio métrico X, si todo subconjunto A de X cuyo didmetro es menor
que ¢ esta contenido en algun ;. Se puede probar que en un espacio métrico

compacto, todo recubrimiento abierto tiene un nimero de Lebesgue.
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Figura 65
cion {0 =tg <t < --- < t, =1} tal que t; — f;_; < e. Asi, parai =1,--- ,n,

[t;-1, ;] estard contenido en algin o~ !(U,). Denotemos este tltimo por o !(U,,).
Es decir, a(jt; 1,t:])) C U,,.

A continuacién definiremos el camino &, inductivamente, por partes. Ver Figura
66. Como «([tg,#1]) C U,, v U, es parejamente cubierto, existe U; vecindad de
%o, tal que p/U, :© U — U,, es un homeomorfismo. Definimos entonces & para
los t € [tg, #,] por @(t) = (p/Uy)" ! o a(t). Llamemos #; = @a(t;); obsérvese que
p(%) = a(t)). Sea ahora Uy la vecindad de &, en X tal que p/Us : Uy = U,, es un
homeomorfismo, definimos entonces @ para los t € [ty, ts] por &(t) = (p/Usz) o (t).
(Queda entonces @ definido para [tg, f2].

Supongamos ahora que @ estd definido para [ty, t;], sea &; = @(t;), €l cual es una
preimagen de «(#;) (por p). Sea Uiy, la vecindad de #; en X tal que p/Uis1 ¢
Uipr — Ug,
(p/Uss1) 7' o ex(t). Quedando @ definido para el intervalo [tg, t;4.1]- Asi pues, en n

es un homeomorfismo. Definimos a @ para t € [t;,£,41] por @(t) =

pasos quedara @& definido para todo el intervalo [ty,#,] = [0, 1].

Obsérvese que la funcién @ es bien definida y continua.

Ejercicio 3.2.3. ;Por qué ?

Ademsds, poa =« puessit € [t;_1,¢] C[0,1] entonces: @&(t) = (p/U;) ! oa(t) para
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t € [ti_1,t;]. Luego p/U; oc@(t) = a{t), t € [t;—1,t;] pero la funcién p/U; coincide

con p en su dominio.

Figura 66

Ejercicio 3.2.4. Probar la unicidad del levantamiento.

Con este e¢jercicio queda terminada la prueba del teorema. O

“Intuitivamente, el teorema de levantamiento de caminos nos dice que si estamos

situados sobre Zg, el cual es una preimagen del elemento xy, hay una sola manera
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continua de desplazarse en X de tal manera que en todo tiempo t € [0, 1] la posicion

que se ocupe en X sea preimagen del punto a(t).

Es natural preguntarse si al levantar caminos homotdpicos sus levantamientos son

homotdpicos. La respuesta nos la da el siguiente teorema:

Teorema 3.2.5. (Levantamiento de homotopias.) Sea p: X — X una cubierta. Si
a, &’ son dos caminos de X tales que o ~ o'(rel{0,1}), v si xp = «(0) y p(F) = g
—t

entonces los levantamientos de o y o', & y @', tales que @(0) = &' (0) = #q, son

homotépicos (rel{0,1}). En particular @(1) = a’(1).

Figura 67

Idea de la prueba. Con el fin de construir una homotopia entre @ y @, se utiliza
la homotopia existente entre a v «, y se levanta utilizando las mismas ideas de la

prueba del teorema anterior. Ver la Figura 67. [
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Fjercicios 3.2.0.
a) Completar detalles de la prueba del teorema anterior.

b} Cousidere algunos de los ejemplos dados al comienzo del capitulo. En cada uno de
ellos, proponga un camino y/o lazo en el espacio base y luego levantelo comenzando

en diferentes puntos. Haga lo mismo con caminos y/o lazos homotépicos.

El teorema siguiente nos muestra la relacion existente entre los grupos fundamen-

tales de los espacios X y X.

Teorema 3.2.7. Sea p: X — X una cubierta con p(Zg) = zg, entonces

P 11 (X, 7)) — I, (X, m¢) es un monomorfismo y si Zf, es otro punto en la fibra
de o entonces p, (1T, (X, %0)) y px (I (X, #(,) son subgrupos conjugados en el grupo
II) (X, %g). Es mads, de esta manera se obtienen todos los conjugados del subgrupo
p*(nl(}?a To))-

B g N
~ | ™
- g
\ Ty //
— e
p
14
<. 4 ' \\§ X
e #J)Eln"l d S

Figura 68
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Demostracion. Comenzamos la prueba con el ejercicio siguiente.

Ejercicio 3.2.8. Pruébese que p, : II1(X,7g) — II;(X,zo) es inyectivo y por lo
tanto es un monomorfismo.

Sean ahora &g, ) € p~!(wg). Sea [of € II;(X,#)). Veamos que p,([a]) se puede
escribir como [4] [8] [v™!], donde [8] € pIL (X, %)) v [4] € I1L(X,20). Como X
es arco conexo, sea g : I — X un camino tal que g(0) = &j v g(1) = &p, entonces
g~ lag es un lazo en X basado en #g, luego pl[g7"ag]) € P (111 (X, 7). Sea
p+(|lg7teg]) = [8]. Por otro lado, como g es un camino que comienza y termina
en preimdgenes del mismo punto g, entonces p o g sera un lazo en X basado
en zg, el cual Jamaremos . Es claro que [8] = p. [g7tag] = [polyg™lag)] =
[(pog™")poa)pog)] = [pog']Ipoallpogl=[v'] pla]) [v] luego pu(la]) =
P18 [y

Por tanto p.(I1;(X, 7)) C [v]p«(II (X, #,))[7]!. Realmente, se puede mostrar
que la contencién en el otro sentido es, tanibién, cierta, es decir, son subgrupos
conjugados en I1, (X, zg). Veanios que éstos son todos los conjugados, es decir que
si [v] € T11 (X, 2¢), podemos encontrar #}, preimagen de g tal que p, (II; (X, @))) =
[ﬂ,']—l (11} ()Z .Z0)) 7). En efecto, si levantamos a v comenzando en 7, tomaremos
xy =F(1), ver la parte b) del ejercicio siguiente.

Ejercicios 3.2.9.

) Probar que [y]p.(IL,(%, #))[2] € p (X, 7))

b) Probar que si &, = 7(1) entonces

pu (T (X, %)) = [1] ' pu(IL (X, o)) [1).

Con estos ejercicios se termina la prueba del teorema. O

Ejercicio 3.2.10. Utilizando el Ejercicio 3.2.8. de este capitulo, probar de nuevo el
Ejercicio 2.2.16. d) de la segunda seccién del capitulo anterior.

Hemos visto pues, que para cada cubierta p: X — X, la clase {p.(IT, (56, Zo)} (con
Zp € p Hxp)) queda asociada a ella. FEsta es una clase completa de conjugacion
de subgrupos de II,;(X, ). Veremos, més adelante, que las clases de cubiertas
equivalentes estin caracterizadas por la clase de conjugacién que determinan.
Ejemplo 3.2.11. Sea X = §'. Sabemos que I1,(S') 2 Z. Como Z es abeliano, cada
subgrupo de Z es normal en Z vy por lo tanto su clase de conjugacion no tiene sino

un tnico elemento; en realidad él mismo. Asf{ pues, sea n ¢ Z+ — {0}. Al subgrupo
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nZ le corresponde la cubierta @, : S' — S (S! Cc C) tal que z +— 2™ paraz € C y
para n = 0 tenemos: g : R — 8! con t — ¢™*, Y cualquier “otra” cubierta sobre
5! deberd ser equivalente a una de las anteriores.

FEjercicios 3.2.12. Describa cubiertas para el toro T? correspondientes a los sigu-
ientes subgrupos de Z x Z.

a) 27 x 3Z.

b) 2Z x {0}.

¢) {0} x {0}.

Hemos visto que podemos levantar caminos y homotopias, uos preguntamos ahora
por condiciones necesarias y suficientes para levantar una funcién. El teorema

siguiente nos da la respuesta.

Teorema 3.2.13. (Levantamiento de funciones continuas.) Sean X, X,Y espacios
topoldgicos!, p : X — X una cubierta, f Y — X una funcion continua, yg €
Y, 20 = f(ya), o € p '(x0). Entonces f admite un inico levantamiento f : Y —
X, con flyy) = #q siy sélo si f(I(Y,40)) C pu(T1 (X, Fo)).

Demostracidn. (=) Como f es un levantamiento de f, entonces po f = f, es decir,

el diagrama siguiente conmuta:

.

rid

Figura 69

! Recordemos que estamos suponiendo que todo espacio topoldgico es arco-conexo y

localmente arco-conexo.
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Luego el diagrama inducido

m (Y, Yo)

Figura 70

también conmuta, y asi f.(IT (Y, 40)) = ps(F.(T11(Y, 50)) C p(T1 (X, 7).

(«=) Supongamos ahora que f,(I1, (Y, 40)) C p. (Il (X, %)) y veamos que f admite
un levantamiento de Y a X. Sea y € Y, queremos definir f(y). Sea o : I — Y uu
camino que une a yo con y, asi pues foo es un camino en X que une a zg = f{yp) con
fly). Sea foa: T — X el levantamiento de f o« que comienza en #g. Definamos
Fly) = fowa(l). Veamos que f : ¥ — X estd bien definida. En efecto, dado o,
foa(l) estinico. Veamos entonces que f(y) no depende de la escogencia del camino

.

Sea « : I — Y otro camino que une a yy con y. Veamos que foa(l) = foa/(l).
Consideremos el lazo af(a’)~!, éste es un lazo en Y, basado en yg. Asi pues,

filla(@)™H]) = [folala) )] = [(foe)(fo(a)7!], ¥ como fi(TI(Y,10))

s o

C p.(II1(X. %)), entonces existira § : I — X, lazo basado en 7y, tal que

(foa)(fole) ™) = pu([f]). Luego [po gl = [(f o a)(f oa)7], es decir,
poll ~ (foa)(foa')™!, y allevantarlos tendremos que 3 =po 8 = (foa)(foa') 1.

Por la unicidad del levantamiento, tendremos que al levantar el lazo ( foa)(fo(a’) 1)

se produce un lazo (un camino cerrado) pues es homotdpico al lazo 3, luego nece-
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sariamente f o a(l) = foa/(1).

Fry ) _r:; Y

Figura 71

Debemos probar que f es continua. Sea y € Y y U una vecindad abierta de f(y),
probemos que existe V vecindad abierta de y tal que f(V) < U. Sin pérdida de
generalidad podemos escoger a U de tal manera que p(U/) = U’ sea parejamente
cubierta y U sea la componente arco-conexa de p~'(U’) que contiene a f(y). Asi
p/U : U 5 U’ es un honieomorfismo, y también U’ es abierto en X (Ejercicio
3.2.14 b). Como f:Y — X es continua f~1(U’) es abierto en ¥ y contiene a y.
Como Y es localmente arco-conexo, sea V C f~1(UJ’) la componente arco-conexa

que contiene a y. Esta es abierta! (Ejercicio 3.2.14 d).
Ejercicios 8.2.14.

a) Pruébese que f(V) C U.

b) Pruebe que toda cubierta es una funcién abierta.

¢) Pruebe la unicidad del levantamiento f.

d) Probar que las componentes arco-conexas de un subconjunto abierto de un es-
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pacio localmente arco-conexo son abiertas.

Con estos ejercicios queda terminada la prueba 0O

El teorema siguiente nos caracteriza las cubiertas equivalentes. En particular, nos

dice que a cubiertas equivalentes les corresponde la misma clase de conjugacion.

Teorema 3.2.15. Seanp: X — X, p' : X' — X cubiertas. Entonces p y p/ son

equivalentes si v sélo si

A= {P*(H1(f,féo))/§?o € p‘l(mo)} = {pi(Hl(f(’,ia))/% e (pr')—-l(mo)} Y

Demostracion. (=) Sipy p’ son equivalentes, existe un honieomorfismo A : X — X'
tal que p’ oh = p, luego si T € p~! (1), entonces p*(Hl()N(, T9)) = Pl (Hl()}’, h(xqg)),
pero h(dg) € (p') " Hxp) luego A C A’. Similarmente A’ C A,

(<=) Aplicaremos el Teorema 3.2.13 varias veces:

LE~1

Primera vez: Como pl (I1) (X', %)) = p*(Hl(f,:?:o)) para algin Iy € p~ 1 (p'(7)))
entornces para la cubierta p : X — X y la funcién continua p’ : X' — X existe un
finico levantamiento ¢ : X’ — X con @(3}) = #g tal que pop = p'.

Sequnda vez Simétricamente existe un tmico levantamiento ¥ : X — X' con
P(Zo) = #f tal que p' o p = p.

Tercera vez Luego po (p o) = p ot = p, es decir, el diagrama

(X, 70)

ol
7

v

():’ Jia) _p (X ma)

1

Figura 72



conmuta, y por la unicidad del levantamiento de p, necesariamente @ o 3 = idy,
luego ¢ es sobre y 3 es inyectiva.

Cuarta vez: Similarmente ¥ o ¢ = id ;,, es decir, ¥ es sobre y ¢ inyectiva.

Luego ¢ es un homeomorfismo, y como po p = p’ entonces las cubiertas son equiv-

alentes. L[]
Definicién 3.2.16. Sea p: X — X una cubierta, una superposicion (0 una trans-

formacion de cubierta) de p es un homeomorfismo ¢ : XX tal que pow = p, €s

decir, el diagrama:

Ies]

Figura 79

conmuta.

Ejercicio 3.2.17.

a) Probar que el conjunto de las superposiciones de p es un grupo, el cual denotamos
por Sup(p).

b) Encontrar el grupo de las superposiciones de las cubiertas definidas en los Ejem-
plos 1.1 ¢), d}, e) ¥ g).

La proposicién que sigue nos dice que que si una superposicién fija un elemento, los

fija todos.

Proposicién 3.2.18. Si o € Sup(p) y ¢(Z) = & para algiin & € X, entonces
Y = id)?.
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Demostracion. Obsérvese que X es conexo (es arco-conexo) y que A = {#/7 =
@(Z)} es abierto y cerrado en X luego A = ¢ 6 A = X, pero por hipétesis A # .

Entonces, necesariamente, (%) = #, para todo & € X, luego ¢ = idg. O

Ejercicio 3.2.19. Probar que A es abierto y cerrado en X.
Sabemos que a cubiertas equivalentes les corresponde la misma clase de conjugacion.
Nos preguntamos ahora, si dada una clase de conjugacién se le puede asociar una

cubierta. En lo que sigue trataremos de dar respuesta a este problema.

Teorema 3.2.20. Seanp: X — X yp' : X — X cubiertas tales que pi(ﬂl(f,:ﬁg))
C p (1 (X, £0)) (¢ (&0) = p(Fo) = 20) entonces el levantamiento 7' X — X deyp'

con 7' (dg) = Ty es una cubierta. (Es decir, la cubierta p’ factoriza en dos cubiertas;

py7)

Figura 74

Demostracion. Veamos que P’ es sobreyectiva., Sea 7 € X, probemos que existe
# € X tal que P(3) = & Sea o : I — X tal que a(0) = &y y a(l) = & sea
B=poa:l — X laimagen del camino a bajo p, es decir, 8 es un camino en X
que comienza en xg y termina en p(7) = z. Como p' : X — X es cubierta, sea
I — X el levantaniento de 3 que comienza en #y. Luego, P oy : 1 — X es un
camino que comienza en p' o y(0) = 7'(Zg) = 7g. Ademds, pop'oy=p'oy =0, es

decir, P’ o7y es otro levantamiento de 4. Como tanto a como p’ oy son levantamientos
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de 3 que comienzan en el mismo punto, ellos son iguales y por lo tanto & = (1) =

7 oy(1) = 7 (v(1)), luego 7’ es sobreyectiva.

/,u/f} /ii_g«r———— — ’

/ 1 {pt) 1 ) »
T T Ty
,«-; 4 H w1 5 ( Lo
’ a ’_‘_,.-r"""'d*\ P
5 . - /\z \ '_-J} Pf") \\
il i s __,.r-|_r 20 ! )
"~ = it U o
r O - /
v ¢ mgin e

Figura 75

Vamos ahora a probar que para # € X existe una vecindad parejamente cubierta
por 7. Sea U, una vecindad de © = p(Z) parejamente cubierta por p’ y U, una
vecindad de z parejamente cubierta por p. Sea U la componente arco-conexa (que

contiene a x) de U, NUs. Esta es abierta. Claramente U es parejamente cubierta

por py p'.

Sea U la componente arco-conexa de p~ !} (U) que contiene a I. Veamos que U es
parejamente cubierta por p’. En efecto, mostremos que (')~ (U) € (¢/)~H{U). Sea
z € (7)Y (U), entonces p'(z) € U, luego pop'(z) € U, es decir, p/(z) € U y asi
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z € (p")7H(U).
Luego, si (p') "1 (U) = _EJIU{, veamos que (7))} (U) = 'ngi’ donde J C I. Sea U,
7 16

tal que U; N (P) " {U) # @, mostremos que U; < (p)~H(U).

Sea z € U; y sea & € U, tal que (p')(2) € U. Como U; es arco-conexa, sea & un
camino que une £ con z, luego P’ o e es un camino que une p () con ¥'(z} y como
7(3) € U que es una componente arco-conexa, necesariamente p(z) € U , pues
P o« es un levantamiento del camino p’ o & que estd completamente contenido en
U. Luego z ¢ (p') (D).

As{ pues, (p'}"HU) = ié)JUi, ahora (7 /U;) = ((p/U) "V o (p'/U;)) : Ui — U, luego

P’ /U; es homeomorfismo, ya que es composicién de homeomorfismos. [

Corolario 3.2.21. Sea X simplemente conexo. Sip : X — X es una cubierta,
entonces para toda cublerta p . X — X el levantamiento P X — X de p’ es una
cubierta.

Demostracion. Queda como ejercicio para el lector.

Obsérvese que mientras mas pequeno sea el grupo fundamental del espacio recubri-
dor, éste esta “mas arriba”.

Ejercicio 3.2.22. ;Cudntas cubiertas no equivalentes podra tener el plano proyectivo
RP2?

Definicién 3.2.23. Una cubierta (o espacio recubridor) con grupo fundamental

trivial se lama Cubierta Universal.

2mit og una cubierta universal

Ejemplos 3.2.24. La funcién p: R — S! tal que t — ¢
para S' pues R es simplemente conexo.
Observamos que en este caso, el grupo de las transformaciones de cubierta Sup(p)

es ciclico infinito, generado por la traslacion entera

R %R

r—ar+1

Es decir, Sup(p) = Z luego Sup(p) = I, (S1).
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Mas adelante veremos que en general st p es la cubierta universal de un espacio
X entonces el grupo de superposiciones de X, Sup(p), es homomorfo al grupo
I, (X, $0)-

Por otro lado, observamos que si p: S — 8! es la funcion tal que z — 22 entonces
el grupo Sup(p) es ciclico de orden 2, generado por v : S! — S (z — —2z) es decir,
Sup(p) = Zy =2 Z/2Z = 11,(S")/p.(I1;(5')), pues p, lleva un lazo a dos veces el
misimo lazo.

Una pregunta natural es si el grupo de superposiciones sera siempre isomorfo al
cociente de grupos I1; (X, zg)/p. (111 (X, #0)?

Veremos que el resultado es cierto, siempre que p*(nl()? ,Zg)) sea un subgrupo

normal en el grupo I1; (X, zq).

Definicién 3.2.25. Una cubierta p(}?,:?:g) — (X, ) se llama cubierta regular si

el subgrupo p,(I1;(X, %)) es normal en el grupo II; (X, zg).

Queremos ahora enfrentar el problema de encontrar la cubierta asociada a una clase

de conjugacion.

Definicién 3.2.26. Un espacio X se dice semilocalmente simplemnente conexo (o
semilocalmente 1-conexo) abreviado S.5.C. si para todo z € X existe una vecindad
V de 2 tal que el homomorfismo ¢, : II;(V,z) — [1, (X, z) inducido por la inclusién
11V — X es trivial.

Observacion. Esta nocién es mas débil que la nocién de ser localmente simplemente
conexo (L.S.C.), Ia cual exige que para todo z € X exisia una base local de vecin-
dades simplemente conexas para el punto x. Es decir, L.5.C. = S.5.C. También
es clerto que ser simplemente conexo implica 5.5.C.

Ejemplo 3.2.26.

b) Claramente, toda variedad es L.5.C., luego también es S.5.C.

a) Sea A = U §, siendo S, una circunferencia centrada en el punto % de radio
nely

L. Sea X = A x I/~ (I =[0,1]), donde se identifican todos los puntos de segunda
coordenada 1 a un solo punto. Ver Figura 76. En este ejemplo X es S.5.C., yva que

es S5.C., pero no es L.S.C.
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X=Axli~

Figura 76
Fjercicio 3.2.27. Encuentre un espacio que sea 5.5.C. pero que no sea simplemente

conexo, ni L.S.C.

" Teorema 3.2.28. Si X admite una cubierta universal p : X — X entonces X es

5.5.C.

Demostracion. Sea x € X y sea U una vecindad de x parejamente cubierta, y sea
# € p~Ya) y U la componente arco-conexa de p~'(U) que contiene a Z, tenemos
entonces que p/ U : U — U es un homeomorfismo v entonces diagrama ilustrado en
la Figura 77 conmuta.

Luego (p/[h)“’)‘i o4 es un levantamiento de i : U — X y asi

i (I (U, 2)) < p*(Hl(XN,:E‘O)) = {0}, luego 7. es trivial. O
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(&4

Figura 77

Veremos que la condicién de ser S.5.C., la cual es necesaria para la existencia de

la cubierta universal es suficiente para la existencia de una cubierta asociada a un

subgrupo.

Teorema 3.2.29. Sea X un espacio 8.5.C. Sea xg € X. Dado un subgrupo H de
11, (X, mo) existen un espacio X y una cubierta p: X — X tal que p,(I1; (X, %)) =
H, donde p{&y) = xg.

Demostracion.

“Construccion de X 7.

Sea P el conjunto de todos los caminos en X que comienzan en xg. Definimos en
P la relacién: « ~ 3 si vy sélo si @ y 3 terminan en el mismo punto y la clase
a1 € H, fAcilmente se ve que ésta es una relacién de equivalencia (ver Ejercicio
3.2.30 a).
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Figura 78
Sea X = P/~. La clase de equivalencia del camino «, segin esta relacién, la
denotaremos por @. Definimos p : X — X por p(@) = a(1). Como X es arco-
conexo, p es sobreyectiva, ademas claramente estd bien definida, ya que si @ = 3
luego o ~ § y a3 ' € H entonces a(1) = g(1).
Debemos, ahora, asignarle al conjunto X una topologia de tal modo que p : X —X
sea una cubierta.
‘Una base para X .
Sea @ € X, y sea U una vecindad abierta de a(1), definimos

B(U,@) = {&7w/w es un camino que comienza en a(1) y estd contenido en U}.

Claramente B(U, &) es no vacio pues @ es uno de sus elementos.

Observacion: “4 ¢ B(U,&@) == B(U,3) = B(U,&)”. En efecto, si § € B(U, @)
entonces 3 = @, para algln w que comienza en o(1) y estd en U. Luego § ~ a.w,
es decir, [B{aw)™!] € H.
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Figura 79
Sea ahora F € B(U, 3), entonces vy ~ B.w’, con w’ comenzando en 3(1) y contenido
en U (ver Ejercicio 3.2.30 b). Luego v ~ c.w.w’, pero a.w.w’ € B(U,@), es decir

¥ € B(U,@) .. BU,3) c B(U,&).

Ahora, como 3 ~ aw veamos que fw ! ~ «y asi &@ € B{U,3). En efecto w !

comieriza en 3(1) y w™! estd contenido en U y ademds [(Bw ')a™'] € H pues
[(Bw e~ = [fwla™!| = [B(aw) '] € H, entonces si ¥ € B(U,@), por un ra-
zonamiento similar al anterior, se prueba que 7 € B(U, 3). Luego “8 € B(U, @) =
B(U,B) = B(U,&)" vy queda probada la observacién.

Sea B = {B(U,&)/a e X y U es una vecindad de o(1)}. Veamos que /3 es una base
abierta de X (ver Ejercicio 3.2.30 ¢). Es claro que UB(U, &) = X, en efecto, sea
% € B(U,a) N B(V,3), esto implica que U NV # @. Ahora, B(U,%) = B(U,&@) v
B(V.%) = B(V,3). Luego B(UNV,7) ¢ B(U,@) N B(V, 3), es decir, B{UNV.,¥) C
B(U,7) N B(V,7) luego B es una base.

Probemos que X es arco-conexo con esta topologfa. Sea ¢: J — X (t — 1) el lazo
trivial en X, basado en xp. Mostraremos que para todo & € X existe un camino
que une @ con ¢. Sea entonces & € )Tf, donde a : I — X es tal que «(0) = ap.
Definimos una familia (“continua”) de caminos en X por e, : I — X {# — «a(t.t')).

Obsérvese que los oy son caminos que cormienzall en T terminan en «(t).
1 q 0
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Figura 80

Sea ahora A; : I — X tal que # — @, entonces A(0) =8 A(1) =&y Ay es

continua (ver Ejercicio 3.2.30 d). Luego X es arco-conexo.

Veamos ahora que X es localmente arco-conexo. Basta ver que todos los elementos
de la base B son arco-conexos. Sea &@ € X, y consideremos B(U,@) para U una
vecindad abierta cualquiera de «(l). Sea ¥ € B(U,&), entonces ¥ = @i para un
w que comience en a(1) y esté en U. Definimos wy; : I — X tal que ¢’ — w(it’) y

As : T — X tal que # — @w;. Es claro que A(0) =@, que Ax(l}) =aw =7 y que

A es continua. Luego B(U, &) es arco-conexo.
“Continuidad de p: X — X (& — a(1)).

Por la definicién de la base, p es continua, pues si U es un entorno de «(1} que
contiene a p(&) = a(1) entonces p(B(U,&)) CU y @ € B(U,&).

“n es cubierta”.
Aqui es donde necesitamos el heclio de que X sea S.5.C.

Sea x € X, y sea U un entorno arco-conexo de z: tal que i, : I, (U, z) = 1[} (X, z) es

trivial. Veamos que U es parejamente cubierto. Obsérvese primero que p~!(U) =
Ul( )B(U?Zi-). En efecto, si B € p~ (U), A(1) € U, como U arco-conexo, sea w

acpi{x

un camino en U que una B(1) con z y sea o = Bw entonces [J] = [aw™!] luego

B =aw-1, es decir, 8 € B(U,&) con @ € p~!(x). La otra contencién es trivial (ver
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Ejercicio 3.2.30 d).

Veamos que si @, @ € p '(z) y @ # & entonces B(U,&) # B(U,&). En efecto,
si B(U,&@) = B(U, &), probemos que @ = @'. Esto es cierto, pues si @ = o/w’ y
@' = auw para w' camino en U que comienza en o'(1) = z v w camino en U que
comienza en «(1l) = x y, ademas, a(l) = w'(1) =z = /(1) = w(1), luego w es un

lazo basado en z, completamente contenido en U, luego es trivial en X y asi:
[@'a™'] = [¢'(aw) "] € H,
pues o' = &w, entonces o = @.

Luego la familia {B{U, @)}z,

si se interceptaran, serfan iguales) arco-conexos, luego cada uno es una componente

() € una familia de abicrtos disjuntos (nétese que

arco-conexa de p~'(U).

Ahora p/B{U.@) : B(U,&) — U con @ € p~ }{x) es continua y sobreyectiva (ver
Ejercicio 3.2.30 f.). De manera anéloga al razonamiento anterior, utilizando el heclio
de que los lazos de U son triviales en X, se prueba que p es inyectiva (ver Ejercicio
3.2.30 f). Ademas, claramente {ver Fjercicio 3.2.30 g), por la definicion de la base B,
p es abierta, luego p/B(U, &) es un homeomorfismo y as{ U es parejamente cubierto.
Finalmente, veamos que p, (11 (X, %)) = H. Sea # = @ siendo ¢: [ — X (+ — ap)
el lazo trivial en X basado en 2. Sea [a] € H. Podemos definir el lazo A; : T — X
tal que £ — @, comno antes, donde A;(0) =¢y A,(1) =@, como [a] € H, entonces
[ac“l} € Hyasla ~ ¢, esdecir, @ = ¢ luego Ay es un lazo, y ademas p. ([4,]) = [¢],
luego H C p, (I (X, %))

Sea [f] € p,(I11(X, 7)), entonces [3] = [po B], para algin B : I — X lazo basado
en g, entonces existe 8’ homotépico a [ tal que 3’ = po B, es decir B es un
levantamiento de 8’ y como B' : T — X (¢ — 3;), donde 3, : I — X cont’ — (),
es otro levantaniiento de 3’ que comienza en iy = ¢, necesariamente B = B’ y como
B es lazo con B(0) = ¢ = B(l) = B'(1) = B = B, entonces [Be™1] € H, pero
Be! = 8, es decir, [8] € H. Queda entonces probado que p. (I} (X, %)) = H. [

Fjercicios 3.2.30. Completar los siguientes detalles de la prueba anterior.

a) Probar que la relacién #

~ " dada, es una relacién de equivalencia.
b) jPor qué 7 es igual a a.w.w'?

¢) Probar el siguiente:
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Teorema de Existencia de Bases. Sea X un conjunto, B una coleccion de sub-
conjuntos de X. Entonces existe una topologia T' en X tal que I3 es una base para
T si:

i) X =UB.

) SiUVeByxzeUNVexiste WCBtalqgueze WCUNV.
Conversamente, st (X,T) es un espacio topologico y BB es una base de T entonces

las Condiciones i) y ii) se verifican.

d) Probar la continuidad de A,.
e) Probar que U )B(U, a) cp HU).

@Ep~(x

f) Probar que p/ ;) es biyectiva.
g) Probar que p: X — X es abierta.

Corolario 3.2.31. Sea X un espacio topologico.
a) Si X admite una cubierta universal, ésta es inica salvo equivalencia.

b) Si X es S5.5.C., entonces X admite una cubierta universal.
Demostracion. Queda como ejercicio para el lector.

Observacién 3.2.32. Para la cubierta universal, el grupo H es {e}, y entonces, los
elementos de la cubierta universal son clases de caminos que comienzan en un punto
base Zg. Y dos caminos, de éstos, que terminen en un mismo punto perteneceran
a la misma clase si y sélo si son homotdpicos con relacién a los extremos. Por lo
anterior, la cubierta universal X de un espacio X no es mas que las distintas formas
de alcanzar los puntos de X saliendo del punto base zp. En la Figura 81 a) vemos
en el toro tres caminos diferentes (no homotdpicos) que conectan x con y, mientras
que en la Figura 81 b) vemos los levantamientos de dichos caminos a la cubierta
universal del toro.

Ejercicio 3.2.33.

a) Probar que si X es un espacio simplemente conexo y p : X — X es una cubierta

de X, entonces p es un homeomorfismo de X en X.
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Figura 81 a) Figura 81 b)

b) Sean XY, Z espacios topolégicos, p: X — Y,q: X — Z cublertasy r: Y — Z

una funcién continua. Si el diagrama

Figura 82
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conmuta, entonces r : Y — Z es una cubierta. (Compdrese con el Teorema 3.2.20).
¢) (Continuacién del Ejercicio 3.2.12.)

Describa cubiertas para T2 correspondientes a los siguientes subgrupos de Z x Z:
i) H={10)<ZxZ

i) H={(1,1)) <Z xZ

iii) Compare la cubierta encontrada en el literal a) con la cubierta encountrada en
b). Si ellas son equivalentes, encuentre un homeomorfismo entre los espacios re-

cubridores.
iv) Describa cubiertas universales para S', T, RPZ.

Recordemos que en el ejemplo dado a continuacién de la Definicién 3.2.23, nos
preguntabamos por la relacion existente entre el grupo de superposiciones de una
cubierta, p : X — X, y los grupos I{X,z) y HI()E',:EO). Por el momento, el
Teorema 3.2.7 s6lo nos dice que p, (Hl()z',:i':o)) &~ Hl()z,io).

3.3. Cubiertas Regulares.

Teniendo en la mira esta pregunta, debemos desarrollar, todavia algunos concep-
tos necesarios para poder responderla. Primero que todo consideremos el ejemplo

siguiente:

Ejemplo 3.3.1. Definimos una 3-cubierta de la botella de Klein (K') en si misma
(ver Figura 83 a)) y tal que cada rectangulo de la primera botella de Klein (K) cae
sobre la segunda botella (K3} en forma “natural”. Fn otras palabras, en la primera
botella se identifican los puntos por medio de una traslacién de orden 3 y al hacer

esta identificacion obtenemos la segunda botella de Klein.
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Figura 83 a)
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Figura 83 b)
Sea x un puuto base en K,, entonces p!(z) = {1,2,3} ¢ K;. Observamos que si

levantamos el lazo f comenzando en 1, obtenemos un camino 3, : I — K tal que

5,(0) =1y B,(1) = 3 (ver Figura 84),

i
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Figura 84

Similarmente, 3, es un levantamiento de 3 comenzando en 2 y terminando en 2 y
(3 cs un levantamiento de 8 comenzando en 3 y terminando en 1 (ver Figura 84).
Obtenemos asi, para el lazo 3, una permutacién del conjunto {1, 2, 3} inducida por

los distintos levantamientos de 5. Mds especificamente, 3+ (13).

Por su parte el lazo @ nos induce también una permutacién del conjunto {1,2,3}.

En la Figura 85 vemos que a — {132).

PRRMEE S
o
3
L]

s e
=l

Figura 85

Por otro lado, veamos cudl es la imagen de cada grupo 11,(K,j), 7 = 1,2,3, bajo
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el homomorfimo inducido p,.

Sean ay, as, a3 lazos basados en los puntos 1,2 y 3, respectivamente, y tales que su
imagen es la misma. Y sean b, by, by lazos basados en 1,2 y 3 como lo indica la
Figura 86. Entonces a;,b; son generadores del grupo I1;(K,i) y se puede ver que
T (K1, 1) 25 11, (§Cy, =) es tal que ay — a® v by — Ba?, TI(K1,2) B 1T (Ky, 2)
es tal que ay — o y by = B v I (K,3) 5 I1,(K,, ) es tal que ag — a® y

by i— ﬁ()!ﬁ"z.

'3
| SRR
by
I3 2 |
. > |
o v |"J-__.
L] 1
- >
i by
=
Figura 86

Observamos que, para todo i, i = 1,2, 3, p.(IT, (K,7)) no es un subgrupo normal,
pues de lo contrario tendriamos p.(IIi(K,1)) = p, (111 (K1,2)) = p {111 (K1, 3)),
pero ésto no es cierto, ya que el levantamiento de 8 que comienza en I no es

un lazo. Se tiene entonces que 3 ¢ p.(II,(K, 1)), pero por otro lado vemos que
/B = P*(Hl(KlaQ))-

Recordemos que una cubierta p : ()E,:L*O) — (X, 20) es regular si el subgrupo
p*(lTl()?, Zp)) es normal en el grupo I1, (X, zg), asi pues la 3-cubierta p: Ky — K

no cs una cubierta regular. En particular, ésto nos muestra que el grupo fundamen-
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tal de la botella de Klein no es abeliano.

Las consideraciones anteriores insintian que la siguiente propiedad caracteriza las

cubiertas regulares:

Proposicién 3.3.2. Una cubierta p : (X,Z) — (X, x) es regular si y sélo si cada
vez que se tiene un lazo 3 (basado en x € X ) y uno de sus levantamientos es un

lazo, entonces todos los otros levantamientos de [ son lazos.
Demostracion. Dejamos la prueba como ejercicio para el lector.

Ejercicio 3.3.3. Observe la figura:

Figura 87 a) Figura 87 b)
Identificar si los levantamientos descritos en la figura anterior pueden ocurrir en
cubiertas regulares o no.
Una propiedad m#s general que la anterior proposicion es la siguiente:
Sip: (X,%) — (X,z) es una cubierta, entonces p, (1 (X, 7)) C p,(I(X,%,)) si y
solo si cada vez que para un lazo 3 (basado en z) su levantamiento comenzando en

a2 es un lazo, entonces su levantamiento comenzando en Z; es también un lazo.
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En contraposicién a las cubiertas regulares tenemos el otro caso extremo: Para cada
F € p~i(r) existe un lazo # (basado en x) que al levantarlo es lazo solamente en .
En este caso, el cardinal de la clase de conjugados de p, (IT, (X, %)) es igual al grado
de la cubierta.

Fjercicio 3.3.4. Probar esta afirmacion.

0000




4. GRUPO FUNDAMENTAL Y CUBIERTAS

Con el fin de dar una técnica para la construccidn de Cubiertas, en la Seccion 1 de
este capitulo, generalizamos la situacion estudiada en el Ejemplo 3.3.1 del capitulo
anterior. La Seccién 2 introduce las Cubiertas Ramificadas, las cuales tienen su
importancia en el estudio de las variedades y en la iltima seccién se completa la

relacion existente entre las Cubiertas y el Grupo Fundamental.

4.1. Grupo de Monodromia y Construccién de Cubiertas.

Sea p: X — X una cubierta, el punto base en X. Llamaremos homomorfismo de
monodromia o la moenodromia de la cubierta p a la funcién:

Wy :HI(X,*)"—) Zp—l(*)

[a] — wpla] p™H(¥) = 7 ()

Foml),  (Fep (o)

donde %i,—1(4y = {/f : p i (*) — p~1(x)/f es biyectiva}, es decir, ¥,~i(4) es el grupo
de las permutaciones de los elementos de la fibra de *, y @; es el levantamiento de
a comenzando en #. El subgrupo w,(I1; (X, *)) se llama el grupo de monodromia de
la cubierta p.

La unicidad de los levantamientos nos permite:

FEijercicio 4.1.1.

a) Demostrar que wy, [a] es biyectiva.

b) Demostrar que w,([o] [8]) = w,, [a] o w, [F], es decir que w, es un homomorfismo
de grupos.

Obsérvese que si p es una cubierta regular w, [of fija algin punto si y sélo st w, [a]
es la identidad, pues si w, [a] fija un punto, ésto quiere decir que el levantamiento
de o en ese punto es un lazo, luego en todos los demas tendrd que ser, también, un
lazo.

En el Ejemplo 3.3.1 la monodromia de la cubierta, w, : IT) (K, ) — X3(doude X3
es el grupo simétrico de tres elementos), es tal que o — (132), 73— (13). Aqui
comprobamos de nuevo que p no es regular pues w, [J] fija el elemento 2 pero no el

resto de los elementos.
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Por otro lado si 7 € p~' (%), se tiene que

pe(TI (X, %)) = {{o] € Th(X, *)/wp [a] () = &} = B
= wIH(SHE)) < T1,(X, %)

donde St(%) es el estabilizador de &, es decir,

Ademads, como X es arco-conexo, el homomorfismo de monodromia
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es transitivo, es

decir, en el grupo de monodromia w,(Il; (X, *)) siempre hay una permutacién que

lleva un punto dado a otro.
Ejercicios 4.1.2.

a) Probar la anterior afirmacién.

b) Calcular la monodromia para los Ejemplos 3.3.1.1 a), d), g), h) e i) del capitulo

anterior.
Ejemplo 4.1.5. Aplicacion.
A continuacién describiremes cémo construir una cubilerta sobre

forada en 4 puntos.

Figura 88

una esfera per-

Sean x;, 19,73, 74 € 5% y sea X = S§? — {w,wy, 73,74}, Queremos construir un

espacio X y una cubierta p : X - X.
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Sean a; (¢ = 1,2,3) caminos en 5% tales que a; une los puntos x; 1 y T; ¥
a,,(;) N a?(}) =0 (sii## j), donde T es el interior del intervalo I = [0,1]. Cortamos
a X a lo largo de los caminos a;,as y a3. El espacio resultante es homeomorfo a
un exdgono S (sin vértices). En la Figura 88, los superindices i y d en los lados a;
indican la posicién (izquierda o derechia) de S con respecto a la orientacion de la

flecha del a;.

Observamos que IT) (X)) 2 Z*x Z *Z = {a), as, a3}, donde el lazo «; corta el camino
a; de izquierda a derecha una tnica vez y no corta ningin otro camino a;. Estos

lazos los describimos en la siguiente grafica:

Figura 89
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Supongamos que queremos que la cubierta tenga dos hojas, entonces tomamos dos
réplicas de S, las cuales distinguimos por sus subindices. Ver Figura 90.
Para construir X identificamos los lados de los poligonos S; (i = 1,2) segtin la regla

sigulente:

(a)] — (a1)5 . (a2)ie— (a2){ , (a3)i « (as)3,

(0-1)5 — (ﬂ‘l)f ) (ﬂ‘-z)?z*—> (a‘z)g ) (G-s)é — (ﬂ‘a)(li-

Si observamos los subindices exteriores vemos que al lado a; le corresponde la
permutacién (12), al lado a, le corresponde id y al lado ag le corresponde (12).
Ahora, en la forma en que escogimos los lazos «;, se establece una correspondencia
entre el lazo «; y el camino a;, asi pues, lo que tenemos es una funcioén del conjunto

{ag, ag, a3} en o, que induce una representacion:

w: (X, %) — 5y = {G 3)@ i)}

ag — (12),

la cual es justamente la monodromia de la 2-cubierta p : X — X, donde X =
S1 U Sy / cousiste de los exagonos S v S5 con sus lados identificados segin la regla
dada; la funcién p es tal que p = p; Upa/=, donde p; : S; — S/~ es la proyeccioén
natural, es decir, p;{) es justamente el punto de $? correspondiente antes del corte.
Obsérvese que la esfera S2, perforada, se puede ver como el exdgono S con los lados
identificados. Por eso denotamos la esfera perforada como por S/=. De esta manera
p1 ¥ p2 coinciden en los lados que se identifican, quedando p bien definida y, por
otro lado, es claro que es una cubierta, jpor qué?

i Qué es X7
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X es un toro perforado en cuatro puntos. Ver Figuras 91 v 92.

Fjercicio 4.1.4. Compruebe que la monodromia de p es justamente

w i TH{X) — Xy
GQH’[d

&g (12)

Asi pues, hemos visto que dada una esfera perforada en cuatro puntos, junto con
una representacion w de su grupo fundamental en el grupo simétrico ¥, se puede
construir una cubierta sobre 52.

Estas técnicas se generalizan sin dificultad para una esfera perforada en & puntos y
una representacion de su grupo fundamental en ¥,. Ver, por ejemplo la referencia
[13].

FEjercicio 4.1.5.

a) Construya una cubierta con las siguientes caracteristicas:

i) 2 hojas sobre S? — {zy, 73,23}

it} 3 hojas sobre 5% — {x), 79,13}

iii) 4 hojas sobre % — {z, z2, 23 }.

b} En cada caso anterior, identifique la variedad X perforada que se obtiene. Clave:
Deduzca una formula para poder calcular la caracteristica de Fuler de la superficie

que se obtendria si le taparamos los huecos a X .

4.2. Cubiertas Ramificadas y Preguntas.

Resumiendo, hemos visto que dada una esfera perforada en k& puntos, a cada re-
presentacién de su grupo fundamental en el grupo simétrico de n elementos le
corresponde una cubierta f: X — §% — {z, - ,a} de grado n, donde X es una
superficie perforada y orientable, la cual es conexa si y s6lo si la representacién es

transitiva,

Definicién 4.2.1. Dadas las superficies Y y Y, diremos que una funcién g : ¥ — Y

es una cubierta ramificada de grado n si existe K C Y, K finito, tal que gly -k
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es una cubierta de grado n, y el cardinal de la preimagen de cada punto en K es

menor que n. El conjunto K se llama el conjunto de ramificacion de f.

Es claro que cada vez que tengamos una cubierta del tipo de
f:X —S%—{x;,---,x;} serd posible extenderla de manera natural a una cubierta
ramificada f: Y — SZ?, simplemente “tapando los huecos”. Esta serd entonces, una

cubierta ramificada de grado n con conjunto de ramificacién {z,, -,z }.

Nos preguntamos entonces si es posible obtener por este método todas las superficies
orientables. La respuesta a esta pregunta es Si, ya que Alexander (ver [1]) demostré
que foda n-variedad orientable y cerrada es una cubierta ramificada sobre S™. Asi
pues, si tenemos una superficie orientable )7, tenemos también una cubierta ra-
mificada f : Y - 52, y sus puntos de ramificacién junto con su monodromia
suministraran entonces los datos que necesitamos para reproducir la superficie Y.
Otras preguntas son:

(1) Teniendo fijo el nimero n de capas ;se podrdn construir todas las superficies
orientables? La respuesta es afirmativa para n = 2. En efecto, toda superficie
orientable de género g es una cubierta ramificada de grado 2 sobre S*. Para mostrar
ésto, basta seleccionar k = 2g + 2 puntos sobre la esfera y elegir una representacion
p: I (8%~ {z,- ,x9412}) — Ea conveniente.

Ejercicio 4.2.2. Encuentre una representacién conveniente, y calcule la carac-
teristica de Euler para la superficie obtenida, con el fin de probar que su repre-

sentacion si sirve.
Una pregunta simétrica a la anterior es:

{2) Manteniendo fijo el nimero k& de puntos seleccionados sobre la esfera ;jse podran
construir todas las superficies orientables? La respuesta a esta pregunta es también
afirmativa para & = 6. En efecto, toda superficie orientable de género g es una
cubierta ramificada con 6 punios ramificacion.

Ljercicio 4.2.3. Encuentre una representacién conveniente, y calcule la carac-
teristica de Euler para la superficie obteuida, con el fin de probar que su repre-

sentacion sl sirve.

Podemos también preguntarnos por la construccién de una superficie especifica.

Mas concretamente:

(3) ;Podremos construir S? como cubierta ramificada sobre cualquier conjunto de
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k puntos? La respuesta es de nuevo afirmativa.

Ejercicio 4.2.4. Para cada k (mayor que 1) encuentre una representacién conve-
niente, y calcule la caracteristica de Euler de la superficie obtenida, con el fin de
probar que ésta es una esfera.

Dejamos al lector las siguientes preguntas:

Preguntas 4.2.5.

.Sera afirmativa la respuesta a la Pregunta (1) para n = 3, etc?; jserd afirmativa
la respuesta a la Pregunta (2) para k = 3, etc?; ;qué restricciones necesitaremos
imponer sobre k para que la respuesta a la Pregunta (3) sea afirmnativa cuando
reemplazamos la esfera por un toro, un doble toro, ete?; dado n jcudl es el nimero
niinimo k para el cual se puede obtener una superficie de género dado?; dado un
numero & jcudl es el nlunero minimo n para el cual se puede obtener una superficie
de género dado?

Hemos visto pues, como la monodromia w permitié la construccion de la cubierta;
la monodromia no es mas que la regla de pegamiento de los lados!
Vamos a ver que, efectivamente, el homomorfismo de monodromia determina la
cubierta. En efecto, recordemos que una cubierta viene determinada por la clase
de conjugacion de p,(II;(X,%)): y la monodromia también determina la clase de

conjugacién, dada por

{w, H(St(@)) /5 € p H(0)} = {pulIL (X, 5:)) /% € 71 (%)}

Obsérvese que si w y w’ son homomorfismos conjugados, es decir, existe g € Yp-1(x)

tal que
W o] = gwla) g7, Va eI (X, *),
entonces las cubiertas determinadas por w v w’ son equivalentes.
Ejercicio 4.2.6. ;Por qué son equivalentes?
Lypercicico 4.2.7. Dada una cubierta ramificada. Investigar cémo es la preimagen

de una vecindad pequena de un punto que pertenece al conjunto de ramificacion.

4.3. La Accién de un Grupo sobre un Conjunto.

Con el fin de estudiar mas a fondo el grupo de superposiciones, Sup(p), de una

cubierta p : X — X recordaremos lo que es la accién de un grupo sobre un conjunto
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v algunas otras nociones algebraicas relacionadas con la nocién de accién de un

grupo.

Definiciéon 4.3.1. Un grupo G se dice que actia sobre un conjunto E por lo
izquierda (resp. por la derecha) si existe una funcién G x £ — E definida por
(g,2) — g -z (resp.,, E x G — E; (v,9) — = -g) y tal que para todo z € K y
g1, g2 € G se verifican las condiciones:

1. e -z = z (e es identidad) (resp., 1, z - € = =), es decir, el elemento neutro fija
todos los elementos « de F, pero esto no quiere decir que sea el 1inico que lo haga.
2. g192-w = g1-(g2- ) (resp., 2" z-g1g2 = (= - g1) - g2)-

Notese que la diferencia de la accidn a derecha esta principalmente en las propieda-
des 2 y 2’ pues cuando g; g2 actiia sobre el elemento x por la izquierda, primero se
pone a actuar a g sobre x, pero cuando g;gs actia por la derecha sobre z:, primero
se pone a actuar a g, sobre z.

Ejemplos 4.3.2.

1) X3 actia por la izquierda sobre {1,2,3} = I, asf:

23 ><Ig — I3

(@, i) = a i = ali), (o, i) € 23 X I3

2) Z, actia por la izquierda sobre S™.

Sea Zy = {1,¢}, donde g? = 1. Definimos la accién por:

ngsﬂ_)sn
(L,z)— 1.2 ==,

(g, ) — g &= —mx; (—x es la antipoda de x)

para (1,z), (g, 2) € Zs x 8™. Obsérvese que gg-x =g-(9-z) =g -(—2) = —(~x2) =
r=1-x

3) Z actia sobre R a la izquierda. En efecto, sea

T:R—R
r—x+1="T(x), reR.
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entonces T es un homeomorfismo de R y (T} 2 Z (notése que T '(z) =2 — 1 y se

entiende 79 = id). Definimos la accién de Z sobre R por

ZxR—-R
(Tyz)—T -z ="T{(x), z € R.

4) Si G actia por la izquierda sobre un conjunto E con G x E — E definida por
{g,7) — g -z, entonces G actia por la derecha sobre £ con la accién £ x G — F
definida por (x-g) —m 2-g=g¢""' - 2.

Ejercicio 4.8.3. Demostrar la ultima afirmacion.

5) Sea H un subgrupo de un grupo G. La funcién H x G — G tal que (h,g) —
h-g=~hgh™! esuna accién a izquierda de H sobre el conjunto . Esta accion
recibe el nombre de conjugacion (a izquierda). Por otro lado, la funcién Gx H — G,
donde (g,h) v g-h = h 'gh, es una accién a derecha de H sobre G.

6) Si E = {K/K es subgrupo de G} y H es un subgrupo de G. La funcién H x £ —
E, donde (h, K)+— h- K := hKh™!, es una accién a izquierda de H sobre E.

7} Si K es subgrupo de Gy E = {gK/g € G} es el conjunto de clase laterales
a izquierda de K y si H es otro subgrupo de G, la funciéon H x £ — E con
(hygHK} — h-gK := hgK, es una accién a derecha de H sobre E, la cual es llamada
translacion a derecha o accion por translacion.

Obsérvese que si (G es un grupo que actia sobre un conjunto £ por la izquierda, se
induce una representaciéon ¢ : G — X tal que g — p, = @(g) ¥y ¢, £ — FE con
2+ g-z, donde Xy = {permutaciones de F}.

En efecto, ¢, € X g pues ¢ -1 es su funcién inversa. Y si g;, g2 € G, entonces para
todo 2 € E. ¢g,4,(%) = q192 -2 = g1 - (92 - 2) = @4, (0o (2}) = 0y, © @y, (). Luego
@ es un homomorfismo de grupos. {Se tiene algo similar cuando la accién es por la
derecha).

8) La monodromia induce una accion. Veamos ahora que dada una cubierta

p: X — X, su monodromia, wp : I (X, %) — X, define de manera “natural”

una accién a derecha del grupo II, (X, ) sobre la fibra p~!(x) asi:

p o (x) < 1T (X, %) — p"l(*)
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donde @ es el levantamiento de « comenzando en .
En efecto, veamos que si es una accion.
a) -le} = wy{le]) (&) = €x(1) = &, ya que &; es el lazo constante (8z(s) = &, Vs € I).

b) 7 - ([e]IB) = wlla]B)(2) = wpleB)(@= (aB):z(l) = Bg,u)D)
= wp([B)(@z(1)) = wp([B])(w, ([e]) (&) = wp([A)(E - [o]) = (& [o] - [B]).

X

/ enplL) = g (A s l]':) N

/ i s,

A (_ ) * \
N T 5 )

Figura 93

Definiciones 4.3.4. Sea (G un grupo que actia sobre un conjunto £ a izquierda.

1) Sig: G — X (g~ @,) es un monomorfismo, se dice que G actiia efectivamente
sobre F. En otras palabras, el inico elemento de G que deja fijos todos los elementos
de E (por su accion) es la identidad e de G.

2) Decimos que G actia libremente sobre E si g - 2 = @ para algin ¢ € G y algin
x € F necesariamente g = e. Es decir, que el unico elemento de G que tiene puntos
fijos es €.

3) Decimos que G actia transitivamente si para todo z,y € E existe g € G tal que
g-x =y. “Intwtivamente, ésto nos dice que podemos pasar de cualquier elemento

2 a cualquier otro elemento y, por medio de la accion”.

4) Dado x € E, el conjunto {g-z € E/g € G} = O, se llama la drbita de w. Dicho
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de otra manera, la drbita de & es el recorrido que hace x bajo la accion de todos los
elementos de G.

5) Dado z en E, el conjunto {g € G/g-z = =} se llama el estabilizador de = o grupo
de isotropia de x. Lo denotamos por Si(z) o Iso(x). Este es el conjunto de todos

los elemenetos de G que no mueven a .

Ejercicios 4.3.5. Probar las siguientes afirmaciones:

a) La relacién: “r ~ y <= (Jg € G){g -z = y)” es de equivalencia y sus clases de
equivalencia son precisamente las érbitas de los elementos.

b} Si G actiia transitivamente sobre K, entonces para todo © € F la orbita O, es
todo el conjunto E.

c¢) El estabilizador St(x) es un subgrupo de G.

d) Si G actia libremente sobre E, entonces para todo z € E. St(x) = {e}.

e) El cardinal de la érbita de un elemento @ € E es igual al indice [G: St(x)], o
sea que es igual al cardinal del conjunto de todas las clases laterales de St(z) en G.
Clave: Considere la aplicacién gSt(x) — g - 2.

En la accién definida en el Ejemplo 4.3.2. 8) anterior; si # € p~'(x) entonces el

grupo de isotropia de 7 es:

St(x) = Iso() = {[o] € IL(X,*)/F - [o] = &}
= {lo] € (X, #) fwp([e])(Z) = 2} = w, ' (St(Z))
= p*(Hl(Xni))'

Donde debemos temer cuidado con la notacién St(z), ya que el primer St(z) que
aparece en las ecuaciones anteriores, es el estabilizador segin la accién, mientras
que el segundo St(%) es el conjunto {f € E(p ' (*)}/f(&) = &} {que es el mismo
definido después del Ejercicio 4.1.1 de este capitulo).

Alora, como X es arco-conexo, se tiene que la accién considerada es fransitiva,
luego para todo & € p~!{(x) su drbita O es p~1(x) y ademés el cardinal de p!(*),
es decir, el grado de p es igual al namero de clases laterales del subgrupo I'soe(Z) en
I1; (X, *). En otras palabras:

E! grado de la cubierta = [II;(X, %) : Iso(7)] = [Hl(X: *) 0 pe(ILI(X, Z)) |
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Definiciones 4.3.6.

1) Si G es un grupo que actila por la izquierda sobre dos conjuntos F| y E,, diremos
que una funcién f : F; — F» es G-equivariante por la izquierda si el diagrama

siguiente conmuta:

y OxEs

{g.7) SR N F o 1

i
L ’:1 — E-’l l

g 5 fr-f: = flj.z)

Figura 94

2) Se dice que una funcién f : F, — Fj, G-equivariante, es un isomorfismo por la
wzquierda s existe f' 1 By — E), G-equivariante, tal que fof' = Idg, y f'of = Idg,.

En este caso se dice que E, es isomorfo a Ez por la accidn de G o izquierda.

Egercicia 4.3.7.
Sea G un grupo que actua transitivamente a derecha sobre el conjunto F,. Sea Fo =
{Tso(z)g/g € G} = G/Iso(x) (el conjunto de clases laterales a derecha del estabi-

lizador de x en &) con z fijo en E,.

Considere la aplicacién G — E; tal que g — z - g. sta es sobreyectiva, y, ademds,

g =a-gy =T gig; =@ <= q1g; € Iso{a).
Luego podemos inducir una aplicacién f, : Bz — E) tal que Iso(z)g — « - g.

a) Priebese que f, es bien definida, es G-equivariante y es un isomorfismo bajo

la accién de G a la derecha. Notese que f, depende de la eleccion de z. Probar
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también que si y € E, entonces los grupos Iso(z) e Iso(y) son conjugados.
b) Probar que en general se tiene que si y € @, entonces el grupo Iso{z) es conju-
gado con el grupo Iso(y).
Volvamos ahora a la accion inducida por la monodromia y considerada al comienzo
de esta seccidn. Por el ejercicio anterior vemos que p~!(*) es isomorfo al espacio de
clases laterales

Iy (X, +)/Iso(&) = T (X, *)/p.(TT;(X, %))

bajo la accién de I, (X, *} a derecha, obteniendo de nuevo que el niimero de hojas
de la cubierta p es igual al indice del subgrupo p,(I1;(X, %)) en IT,(X, ).

Sea Autg(p~'(x)) el grupo de automorfismos de p~!(*) bajo la accién de G. El
teorema siguiente nos relaciona el grupo, de superposiciones de p, Sup(p), con la

accion de @,

Teorema 4.3.8. El grupo de superposiciones de una cubierta Sup(p) es isomorfo
al grupo Auty (x o (p7' (%)),

Demostracion. Consideremos la funcion

o ,-100 : Sup(p) — AUtHI(X,*)(pnl(*))e

¢ @lp-1(x

mostremos que ésta es bien definida y que es un isomorfismo de grupos.

i) “®|,-1(s) es bien definida”.

Claramente, si ¢ € Sup(p) entonces @, 1.,y es una biyeccién. Veamos que es
I1; (X, #)-equivariante. En efecto, sea [a] € II;(X,*) y sea T € p~*(*). Probemos
quie @y (u) (#[0]) = @ly-100) (@)-[0]. En efecto, @lp-1iy (@ [0]) = @yt (@(1)) =
p(@z(1)) = (poaz)(1) = @y (1) = ¢(T) - [a] = @l-1((E) - [o]. Obsérvese que
@ 0@z es el levantamiento de a comenzando en ().
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Figura 95
luego pl,-1(4 es [I; (X, x)-equivariante y, ademds, por ser biyectiva, se ve facilmente
que es un automorfismo de p~ ! (x) bajo la accién de II, (X, %), es decir, @|,-1(, €
Autr, (x 0 (p7 (). Luego e|,-x(,y es bien definida.
ii) “®|,~1(«y es un homomorfisrmo.”
Claramente (9 0 ¥} ,-1 () = Plp-1(5) 0 ¥]p-1(4y-
iii) |, es inyectiva”.
Supongamos @i |,-1(.) = @alp-1(.). Veamos que ¢, = wo. En efecto, st # € p~ (x),

’301|p-'(*)(-’i') = 2|p-1(x) (¥), luego
—1 _
(‘Pllp“(*)) 0 P2lp-1(0)(T) = 2,

entonces ;' 0 @o(#) = ¥ y por la Proposicién 2.18, del capitulo anterior, se tendra

que ﬁPfl oy = idg. Luego p2 = ¢1.
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iv) “®|,—1(4 es sobreyectiva’.

Sea f € Autr,(x«(p~ (%)), entonces f es G—equivariante y f(& - [a]) = f(Z) - [a].
Primero que todo veamos que Iso(7) = Iso{f(7)), lo que nos permitird probar la
sobreyectividad. Sea [a] € Iso(#) <= & -{a] =7 <= f(&-[c]) = f(Z) y como [ es
G— equivariante, esto es equivalente a f{Z) - [a] = f{Z) <= [o] € I'so(f(%)).

Asf pues p(I1;(X, 7)) = Iso(Z) = Iso(f(%)) = p.(I1,(X, f(£)) y aplicando dos
veces el teorema del levantamiento de funciones continuas (Teorema 2.13, capitulo

anterior) existen y; v 2 tales que los diagramas siguientes conmutan.

(X f2) (X
¥l i
v
o !
(19 SN %Y S I PRV
1EF = f(5) el JIE)
Figura 96

es decir, poy, = py poys = p, luego po(pa0p)) = pop; = py como pyop(F) = &
y necesariamente, por la uniciad del levantamiento ¢; o w2 = Idy. Similarmente,
@2 01 = Idg, luego v € Sup(p).

Veamos que @|,-:.) = f. Sea @y € p~ 1{x). Como la accién es transitiva, existe
[a] € TI; (X, %) tal que & - [a] = &y. Entonces ¢(Zg) = ¢1(Z - [e]) = ¢1(@z(1)) =
(@p 3 (1) = ap5)(1) = f(&) - [o] = f(Z - [a]) = (7o), luego pi1lp-1(s) = f-

Y asi o|,-1(, es sobreyectiva. []
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Figura 97

Antes de ver el teorema que nos relacionara el grupo de superposiciones de una
cubierta p : X — X con el grupo fundamental del espacio X, necesitamos ver otro

resultado de teoria de grupos.

Proposicién 4.3.9. Sean E x G — FE una accion transitiva a derecha sobre el
conjunto E; H el grupo de isotropia de 2o € E. Si N(H) = {g € G/gHg™ ' = H}
es el normalizador de H. Entonces el grupo Autg(FE) es isomorfo al grupo cociente
N(H)/H.

Demostracion. Se trata de definir una funcién @ : N(H) — Autg(F) que sea
homomorfismo de grupos y cuyo kernel sea precisamente H. Para esto, dado g €
N(H) tenemos que poder escoger un Unico elemento @, de Aute(E). Obsérvese

que si ¢ € Autg(E), entonces Iso(w) = Iso(p(x)), para todo z € E.

Ejercicio 4.3.10. Pruebe la anterior afirmacion.

Por otro lado, veamos que si z,y € E son tales que Iso(x) = Iso(y) = H', entonces
existe un Unico ¢ € Autg(E) tal que p(z) = .

Por el Ejercicio 4.3.7 las funciones f, : G/H' — Etalque H'g— 2.9y f, : G/H —
F con H'g — y - g son biyectivas y G-equivariantes. (Realmente son isomorfismos

bajo la accién de G.)
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Sea ¢ = f, o i, entonces p(a) = f, 0 f'(x) = f,(fiMwe) = fy(He)
= y-e = y. Ademas ¢ es G-equivariante (composicién de G—equivariantes!) v
es un automorfismo.

“Unicidad de @”.

Sea ¥ € Aut;(F) tal que ¢(x) = y. Sea z € E, como la accién es transitiva,
existe g € G tal que x - g = z, as{ pues, ¢(z) = gz -g) = plx)-g=y-g =
¥(x)- g =z g) = ¥(2), donde la segunda y quinta desigualdades son ciertas por
la equivarianza de ¢ y de %, respectivamente. Luego ¢ = .

Por otro lado, sea 2y € E, H = [so(xy) = {h € G/xy - h = xy}. Tenemos:

Iso(wo) = Iso(xo-g) <= H ={h € G/(xo-g)-h =0 g}
= H={heGlrg-ghg™" =z}
«— H ={hecG/ghy' € H}
«=H ={hecG/heg " Hyg}
= H =g 'Hg <= g & N(H).

Podemos entonces definir una funcién @ : N(H) — Autq(F) por ®{g) = ¢, donde
g es el Uinico automorfismo que existe tal que w4(z0) = 2o - g.

“Sobreyectividad”.

Esta aplicacion es sobreyectiva, pues si ¢ € Auto(E), Iso(zy) = Iso(p(xg)) (por
la observacién que hicimos al comienzo del teorema) y como la accién es transitiva,
existe ¢ € G tal que xg - g’ = p(zg), pero como Iso(xry) = Iso(zy - g') entonces
¢ € N{H) y necesariamente ®(g’') = .

“Homomorfismo de grupos”.

Sean g1, g2 € N(H). Veamos que g, 4, = @g, ©Pg,. Bastard probar que @gq, 4, (70) =
Vg1 © Pgs(0). En efecto,

Parg:(T0) = w0 - (G192) = (To - 1) - g2 = g, (Za) - g2
= 9091(51:0 “g2) = Py, (9992(370)) = g, © 9"92('”50)-
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FEjercicio 4.3.11.

a) Probar que si @4, 4,(70) = @g; © g, (Tq) entonces g q.(r) = 04, 0 g, (z), para
cualquier otro = en K.

b) Probar que el Kernel de ¢ es exactamente I1.

Luego, N(H)/H = Auig(F). [

Corolario 4.3.12. Sip: (X,T) — (X, *) es una cubierta, entonces

Sup(p) 2 N(p. (I (X, #)))/pu(IL (X, &)).

Demostracion. Apliquese el Teorema 4.3.8 y la Proposicién 4.3.9. O

Corolario 4.3.13. Sip: (X, %) — (X, ) es una cubierta regular, entonces

Sup(p) 2= T (X, +) /p. (T (X, 7).

Demostracion. En este caso N(p(I1,(X,7))) = [ (X,*). O

Ejemplo 4.3.14. Sea p : X > Xcon X =X =5y tal que z — 2" (n € 7).
Entonces I, (X, zy) & Z = N(nZ) y p.(I1,(X,%y)) = nZ. Segin el corolario,
Sup(p) = Z/nZ = L, vy, en efecto, geométricamente lo podemos ver claramente, ya

que el grupo Sup(p) es generado por una rotacién de dngulo 2.

Corolario 4.3.15. Si p : (X,7) — (X,*) es una cubjerta universal, entonces

Sup(p)
T (X, %) y el orden de I1,{ X, %) es igual al grado de la cubierta.

El Corolario 4.3.13 nos muestra la relaciéon que estdbamos buscando entre el grupo
de superposiciones de la cubierta y el grupo fundamental del espacio base.

La importancia del Corolario 4.3.15 estd en que éste nos da una forma de calcular
el grupo fundamental de un espacio cuando se conoce su cubierta universal.
Ejemplos 4.3.16.

1) En el Ejemplo 3.3.1 de la botella de Klein, p,(TT; (K,2)) = {o*, 8). Utilizando la
monodromia w, : IT{ (Kq. %) — X3 (@ — (132), 6 - (13)), se tiene w, (p.(T1, (K7, 2))
= w,({a?, 8)) = {(132)3, (13)} = {(13)). Como {(13)) no es un subgrupo normal en
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Y3 v, ademas, no hay un subgrupo intermedio entre {(13)} y X3, se tiene entonces
que N{{{13)}) = ((13)}, luego N{{(13)))/((13})} = {e}, y como w, es un homo-
morfismo se tiene que N(p,{(I11(K, 2)))/p.(II1 (K}, 2)) = {e}, por ¢l teorema de
correspondencia de subgrupos normales. Es decir, la cubierta no admite superposi-

ciones no triviales. Luego Sup(p) == {e}.

2) Sea p: R — 8! C R? tal que t — (sent,cost). Esta es la cubierta universal de
St

Figura 98
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FEjercicio 4.3.17. Pruébese que Sup(p) = (T) = Z, donde T : R — R es tal que
x> 2+ 1. De donde I1;(S!) = Z. Encontrando el mismo resultado que obtuvimos
al aplicar la primera versién del Teorema de Van Kampen.

3) Sea p : 2 — RP? definida por z — %, donde ¥ = {x,—2}. p es la cubierta
universal de RP? y como ésta tiene sélo dos hojas, necesariamente Sup(p) = %, =
I1; (RP?).

4) La funcién p : R x R — S x S tal que (s, t) v (%7 2™it) es la cubierta
universal del toro S* x Sy Sup(p) 2 Z x Z={T,U), donde T: RxR =R xR
estal que (z,y) — (z+ 1,y) y U: R xR — R x R es tal que (x,y) — (x,y + 1).
5) El grupo II,(S8! v 8') no es conmutativo. En efecto, considere la Figura 98. Y
seap: £ — AV B tal que:

a) “Eurolla” al eje x alrededor del circulo A enviando los enteros siempre en xy.
b) “Enrolla” el eje y alrededor del circulo B enviando los enteros siempre en zg.

¢) Cada circulo tangente al eje # en un entero, se envia homeomérficamente sobre
el circulo B.

d) Cada circulo tangente al eje ¥ en un entero, se envia homeomorficamente sobre
el circulo A.

FEjercicio 4.3.18. 'Teniendo en cuenta la Figura 98, dé coordenadas a los espacios
E y AV B, defina forinalmente la funcién p y compruebe que ella es una cubierta.
Veamos ahora que II; (S v §1) no es abeliano utilizando la teorfa de cubiertas.
Sea f : I — E el camino tal que f(s) = s x 0 para s € I, el cual comienza en (0,0)
y termina en (1,0) y sea §: I — E el camino definido por §(s) = 0 x s que va desde
el punto (0, 0) hasta el punto (0,1).

Consideremos po f = f y po g = ¢ que son lazos basados en zy y que rodean a los
circulos A y B, respectivamente. Veamos que [f] [g] # [g) [f] en TT;(S? v §Y).

En efecto, si levantamos el lazo fg comenzando en (0,0), obtenemos un lazo que
termina en (1,0) y si levantamos g f comenzando en el mismo (0,0), éste termina
en (0,1), luego los levantamientos no pueden ser homotdpicos, lo que hace que
[F11g] # 9] [£]-

6) El grupo fundamental de un doble toro 11, (7T?#7%) no es abeliano y por lo tanto

es diferente de I1(T?). Sea T?#17 el octdgono siguiente:
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[ - o
Figura 99

Considere la composicién de funciones continuas que describimos graficamente en
la Figura 100.

Tenemos entonces una funcién continua v de T2#772 en S' Vv St que es subconjunto
de T2#T? que deja fijo a STV S?, es decir, es un retracto (no es de deformacién!) de
T?#T2. Por la primera parte de la prueba del Teorema 4.3.3 (la cual no necesita que
el retracto sea de deformacién) se tiene que la inyeccién i : S'VS? — T2#7T? induce
un monomorfismo i, : T (ST VSY) — 1T, (T?#7?). Esto prueba que IT; (T?#7T?) no
puede ser conmutativo. Concluimos también que el grupo fundamental de un toro,
el cual es conmutativo, no es isomorfo al grupo fundamental de una suma counexa
de dos toros, es decir, T11{T2) 2 T, (T?#T?).

Fiercicios 4.3.19.

a) jPor qué ~+ no puede ser un retracto de deformnacién fuerte de T2#72 7

b) Sabiendo que HI(XS,) 2 (Z *---x7Z) no es conmutativo, pruebe que

A

11, (T?# - - - #7?) no es conmutativo.
A —

n
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Figura 100

¢) Encuentre el grupo de superposiciones de las siguientes cubiertas:
i) p:8' — & donde z — 2" para n entero mayor que 0.

i) p: R x R — S' x S, donde (x, y) r— (&271 2miv),

ili) p: St x St — St x S, donde (z,w) — (2%, w?).

iv) Para Ja cubierta del Ejemplo 1.3. de este capitulo.

0000
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