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Resumen

Muiltiples soluciones radiales para una EDP cuasilineal

Se demuestra la existencia de infinitas soluciones radiales para un problema
con el p-Laplaciano; con condicién de frontera nula y de tipo Dirichlet. El
dominio considerado es la bola unitaria de RY. El Teorema es un aporte
personal al trabajo. Ademas, se completan los detalles de las ideas de Joseph
A. Taia en [Joseph A. Taia. Radial solutions to a p-laplacian dirichlet problem.
Applicable Analysis, 58(3):335-350, 1995].

Palabras clave: p-Laplaciano, solucién radial, cuasilineal.



Abstract

Multiple radial solutions to a quasilinear PDE

We prove the existence of infinitely many radial solutions to a p-Laplacian
problem; with a null boundary Dirichlet condition. The considered domain is
the unit ball in RY. Theorem is a personal contribution. Besides, we com-
plete the details of the ideas of Joseph A. Taia in [Joseph A. Taia. Radial solu-
tions to a p-laplacian dirichlet problem. Applicable Analysis, 58(3):335-350,
1995].

Key words: p-Laplacian, radial solution, quasilinear.



1. Introduccion

Consideremos u : A C RY — R una funcién de varias variables, siendo A una
bola centrada en el origen. Si para z,y € A se cumple u(x) = u(y) siempre
que |z| = |y|, entonces decimos que u es una funcién radialmente simétrica,
o para abreviar, una funcién radial. Asi, podemos ver a u como funciéon de
una sola variable u(r) = u(|z|), con r = |z|.

Este tipo de funciones son de gran utilidad en el campo de las ecuaciones
diferenciales parciales, pues bajo ciertas condiciones se pueden obtener so-
luciones para una ecuacion diferencial parcial a partir de soluciones de una
ecuacion diferencial ordinaria.

Planteemos el problema principal que se abordaré en esta tesis: consideremos
un entero N > 2 y constantes 1 < ¢+ 1 <p < N.

El operador diferencial A, es conocido como el p-Laplaciano y se define, para
p > 1, por

Apu = div(|[VulP2Vu) = V - ([VulP2Vu).
Notemos que el caso p = 2 corresponde al operador lineal Laplaciano. En
este sentido el operador p-Laplaciano es una generalizacion del caso lineal A.

Llamemos §2 a la bola abierta unitaria de RY, definimos el espacio de Sobolev
con condicion de Dirichlet homogénea como

Wir(e) = Ox(@)

1/p
ullwir) = (/ IUIpdx+/ |Vu|pdx> .
0 Q

En realidad, esta definicién se aplica a conjuntos abiertos no vacios. Este
espacio es un espacio de Banach reflexivo y coincide con el conjunto de fun-
ciones en W1P(Q) cuya traza sobre 92 es nula (véase, por ejemplo, [I]).

donde

Consideremos el problema de valor de frontera

Apu+ [ulTlu=0 en
u|89 = 0.

Se dice que u € W, () es una solucidn débil del problema (1)) si
/ |VulP2Vu - Vo dr = / lu| g de, (2)
0 0

b}



para toda ¢ € Wy ?(Q).

Esta formulacién se motiva multiplicando la ecuacién por ¢ € C°(Q), inte-
grando en 2 y aplicando integracién por partes, esto es

/V-(|Vu|p_2Vu)godx:/ (|Vu|p_2Vu)~ﬁg0dx—/(|Vu|p_2Vu)~Vgodx,
Q ) Q

teniendo en cuenta la condicién de frontera y un argumento de densidad.
Estd bien documentado (ver [9]) que las soluciones débiles se obtienen como
puntos criticos del funcional

1 1
Ju:—/ Vupdz——/uqﬂda:, u € WiP(Q).
()pQ|| qulﬂ|| o (€)

Enunciamos el teorema principal a probar en esta tesis:

Teorema 1.1. El problema (1)) tiene un ntimero infinito de soluciones débiles
radiales u € C*(Q).

De hecho, se demuestra que, dado k € N, existe una solucién débil u € C*(Q)
que es radial y tiene exactamente k ceros interiores en [0, 1].

En esta tesis nos concentramos en soluciones regulares. Con esto en mente,
al problema se le anade una condicién inicial para garantizar suavidad: pen-
semos, por ejemplo, en el caso N = 2. Si u es solucion del problema , su
grafica es un subconjunto de R? cuyos conjuntos de nivel son circunferencias.

Es necesario que en el origen la grafica deba verse “suave”. Pensando a u en
funcién del radio, si r = 0y «/(0) # 0, al momento de graficar la superficie
en tres dimensiones, gracias a la simetria radial basta revolucionar la curva
anterior (r,u(r)) alrededor del eje vertical, generando un pico en el origen.
Asi, adicionamos la condicién u'(0) = 0 para garantizar lo deseado.

Como estamos interesados en soluciones radiales, la ecuaciéon diferencial par-
cial se reduce a una ecuaciéon diferencial ordinaria.

Lema 1.2. Sea u : Q — R una funcién de clase C* y radialmente simétrica.
Escribimos «’ como la derivada de u con respecto a la variable r = |x| viéndola
como funcién radial. Supongamos que la funcién

r ul ()[R (),

es diferenciable en (0, 1).



Entonces el p—Laplaciano de u satisface la ecuacion

1
rN-1

Ayu(x) = g (VP
para todo z € Q\ {0}.

Demostracion. Tomando r = |z| con 0 # z € ),

x x u
VU= (U, tgy) = (U - Tay, et ey ) = (=, ) = —a.
r r r
Como %ZB es unitario,
‘Vu‘p—Z — ‘U/EV)*? _ |u/’p—2'
r
Luego,
N /
Ayju =V - (|Vuf2Vu) = V - (ju'|P~2= Z xl)

M= 11

0, ot u’
— P=22 . Np—22_
(axium “ )+ | )

2
(ﬁw*%' ; |u’|p-23’)
1 T T T

/

= Sy e

/ 72U r N 1 2t Ny
(up==Ly - r )-TN_1+<\urp I
= Ny

TN_I )

| %o 1T

I
N3

Ahora, consideremos el problema

e (PN PEY + Jul e =0 e (0,1),

(3)

Decimos que u € C[0, 1] es una solucién del problema (3| si se cumplen las
siguientes condiciones:



(i) La funcién r — |u'(r)[P~2u/(r) es diferenciable en (0, 1);

(i)
—rN 7 () P2 (1) :/0 sV Hu(s)|9  u(s) ds  Vr € (0,1);

(iii) »/(0) =0y u(l) =0.

La teoria clédsica de regularidad para problemas con el p-Laplaciano, bajo la
hipotesis 1 < ¢+ 1 < p < N y la suavidad del dominio €2, garantizan que las
soluciones u del problema satisfacen u € C1*(Q), para cierto a € (0, 1).
Véase [12] y [§].

Por tanto, como estamos interesados en hallar soluciones radiales del proble-
ma , basta buscar soluciones para el problema . Esto esta justificado
en el Teorema 2.10 de [2].

Sin embargo, resolver este problema directamente esta, por ahora, fuera de
nuestro alcance. La condicién de frontera es restrictiva, por lo que primero
trabajaremos con el problema con una condicién inicial.

Verificaremos que este nuevo problema tiene solucién tnica definida en todo
radio positivo, y luego veremos qué tan regular es esta solucion.

En seguida estudiaremos como se comportan los ceros de la solucion, y de-
mostraremos cémo la condicién inicial influye en la cantidad de ceros en el
intervalo [0, 1], el objetivo de interés.

El contenido de esta tesis estd basado en la idea principal presentada en [7]
escrita por J. laia. A medida que avancemos, nos daremos cuenta que en este
trabajo se anaden, con mucho detalle, algunos resultados o procedimientos
que Taia omite en su escrito. Estos detalles no son triviales y su adecuada
presentacion exige un esfuerzo importante, el cual constituye un aporte sig-
nificativo. Un ejemplo de esto es el asunto de la extensién global de una
solucién y para ello combinamos nuestros razonamientos con ideas tomadas
de [I1] o de [3], segiin las condiciones iniciales. Vale mencionar también que
el Teorema 2.5 es un aporte personal de este trabajo, el cual es crucial en la
prueba del Teorema 3.12.

Finalizamos esta introduccién mencionando brevemente la importancia del
operador diferencial p-Laplaciano. Este operador esta involucrado en aplica-
ciones relevantes en diversos campos de la fisica y la ingenieria. En primer
lugar, se ha utilizado en modelamiento de flujos no lineales en medios porosos,



como en la filtracién de gases o liquidos, donde el flujo depende de un gradien-
te no lineal de presiéon. Un ejemplo destacado de este enfoque se encuentra
en el trabajo de Girg, Kotrla y Svandové [5], donde se describe su implemen-
tacion en simulaciones por dinamica de fluidos computacional para medios
porosos complejos. Como una segunda aplicacién, el p-Laplaciano aparece en
modelos que describen el comportamiento de materiales no newtonianos, la
elasticidad no lineal, e incluso procesos geofisicos como el desplazamiento de
glaciares. En estos contextos, su uso permite capturar con mayor fidelidad
el comportamiento mecénico de medios no homogéneos y con respuesta no
lineal a tensiones externas, como se describe en el modelo ecolégico con di-
fusién propuesto por Rasouli en [10]. Otras aplicaciones pueden encontrarse
en el libro [4] y referencias alli presentadas.



2. Preliminares

Enunciamos en esta seccion algunos teoremas clasicos de analisis que se uti-
lizan a lo largo del documento.

Teorema 2.1 (Punto Fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico com-
pleto. Si T : X — X es una contraccion, entonces existe un tnico x € X tal
que Tx = x.

Teorema 2.2 (Punto Fijo de Schauder). Sea K C X compacto y convexo,
donde X es un espacio de Banach real. Si T : K — K es un operador
compacto (es decir, envia conjuntos acotados en precompactos), entonces
tiene un punto fijo.

Teorema 2.3 (Arzela-Ascoli). Sea { f, }, una sucesién de funciones continuas
real-valuadas definidas sobre un intervalo compacto [a,b] C R. Si la sucesién
es uniformemente acotada y uniformemente equicontinua, entonces tiene una
subsucesién uniformemente convergente.

Como consecuencia del Teorema del Valor Medio y del Teorema [2.3] tenemos
el siguiente corolario.

Corolario 2.4. Sea {f,}, una sucesién de funciones real-valuadas y dife-
renciables definidas sobre un intervalo compacto [a,b] C R. Si las sucesiones
{futn v {(fa) }n son uniformemente acotadas, entonces { f,, }, tiene una sub-
sucesion uniformemente convergente.

Teorema 2.5. Sean F': R x (0,00) X (R~ {0}) — R una funcién continua,
to € R, a € (0,00) y B € R\ {0}. Si F es localmente Lipschitz en su segunda
y tercera variables, entonces existen I, intervalo cerrado centrado en tg, y
una funcién y € C*(I) tal que

(i) y(t) > 0y y'(t) # 0 para todo t € R.
(ii) ¢ es diferenciable en I.

(iii) y satisface

y'=F(t,y,y), Vtel,
(4)
y(to) = o, ¥/ (to) = 5.
Ademss, y es la tnica funcién en C*(I) que cumple todas las condiciones
anteriores.
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Demostracion. Como F' es localmente Lipschitz en su segunda y tercera va-
riable, existen €1, €9, €3 > 0y constantes ¢, ca > 0 tales que Uy = (tg — &1, 10 + £1),
Uy=(a—eg,a+e3) y Us = (8 — €3, + €3) son subconjuntos de R, (0, c0)

y (R '\ {0}) respectivamente, y se cumple que

|F(t,71,81) — F(t,r9,51)] < cq|rn — 12,

|F'(t,71,81) — F(t,71,52)] < cals1 — sal,
para todo t € Uy, 1,10 € Uy y 81, 52 € Us.
Sean R = ifmin{e,en,e5} y M = ME&X (. e, xToxUs | F(E5 7, 8)], que estd
bien definido al ser F' continua, y tomemos cualquier € > 0 que cumpla

R
e <min< R, — »,
B { 2|5!}

e? 4+ & < mf R !
min :
M + 1" méx{ci,c2} +1

Sea B={y € C'to—e,to+e] | |ly—(a+B(t—ty))|l1 < R}, una bola cerrada
de radio R en el espacio completo de funciones C'[ty — €, ty + €] dotado con
la norma ||+ |1 = || - [loc + | " lloo-

Definamos el operador T : B — B como

Ty(t) = a+ B(t —to) +/ /SF(r,y,y/)drdS.

La razon por la cual se define asi es porque se puede verificar que, integrando
y derivando, una funcion y es solucion del problema si y solo si

y(t):oz—l—ﬁ(t—to)—l—//F('r,y,y’)drds,

con lo que buscamos puntos fijos de este operador.

Veamos que, en efecto, el operador T' esta bien definido: primero, es claro
que T(B) C Cty — &,ty + €] por el Teorema Fundamental del Célculo.

Por otro lado, si y € B entonces

1y" = Blloe < lly = (@ + Bt —to))[h < R <es,

11



y por la desigualdad triangular reversa, para todo t € [tg — €,y + €]

ly(t) — af = [B(t —to)| < R,
con lo que

y(t) — af < R+[B(t —to)]
< R+|ple

R
< -
_R+2

3R
2

9.

IN

A

De esta manera, (y(t),y'(t)) € Uy x Us.

Con esto en mente,

Ty -5l = /t:m,y,y') dr

< Mt —to|
< Mse,
y
t S
I Ty(t) — (a+ Bt —t))| = / / F(r,y.y)drds
to Jto
< Me|t — o]
< Me2.
Esto es,

1Ty = (a+ B(t = to))|h < M(e* +¢) < R,
con lo que Ty € B.

Ahora bien, si y,x € B, entonces
t

()0 = (T2 (O] < [ Plry) = Pl dr
to

< / (F(r,y,y) — F(r,y, ")

to

+ |F(r,y,2") — F(r,z,2")|) dr
< (e2fl” = ¥ lloo + cillz = Ylloo)e,
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Ty(t) — T@(|</P/|Fryy) Fr,z,2')| dr ds

// (I1F(r,y,y') = F(r,y,2")|

+ |F(r,y,2") — F(r,z,2")|) dr ds
< (eoll2” = ¥ lloo + callz — yllc)e®
Asi,
1Ty — Txlly < max{er, c2} (|2 = ylloo + 2" = ¥/'lloc) (£ +€)
= max{cr, c2}(e* +e)[lw — yl,
en donde max{cy, c2}(e? +¢) < 1 por la eleccién de e.

Por el Teorema T tiene un unico punto fijo en B. Llamémoslo y.

Antes de proseguir con la unicidad, es importante observar que, tomando
cualquier £ de menor tamaio, el resultado de punto fijo sigue siendo cierto.

Ahora, consideremos otra funcién w € Cl[ty — €,ty + €] que cumpla las
condiciones (i), (ii) y (iii).

Por continuidad de w y su derivada, existe 6 > 0 tal que

R

t) — =

wit) —al < .

' R
w/(6) ~ Bl < 7

para todo t € [ty — 0,tp + d] C [to — &, to + €.

De esta manera, trabajando con la norma en el espacio Ct[tg — 6,y + 0] se
cumple que

lw = (a+ B(t = to)) Il = llw = (@ + Bt — o))l + 0" = Bl
< lw = alloe + [18( = t0)) oo + 10" = Blloc

R R
< i
_4+ww+4

R
§§+|5|5
R R
=92 "9
= R.



Estoes, w € B = {z € C'tg — 0,to+ 9] | ||z — (a + B(t — to))|l1 < R}.

Como y € B’ también, y ambas funciones y y w son puntos fijos del operador
T ahora definido sobre B’ al satisfacer la ecuacién integral asociada, entonces
deben coincidir en [ty — d, to + ] por la unicidad del punto fijo.

Llamemos S = {p € (0,¢] | w(t) = y(t) Vt € [to — p,to + p|}, €l cual es
no vacio pues 6 € S. Sea s = sup S. Supongamos que s < €. Tenemos pues
que en el punto tt = ¢; + s las funciones w y y coinciden. Sean at = y(t*)
y BT = /(t7). Como en particular t* € [ty — e,19 + €] y y € B, entonces
at €U,y T € Us, conlo que a™ >0y T #£0.

Consideremos el problema con datos en ¢™:

2 = F(t,z,2'),
z(tT) = at,
(1) = +.

Tanto y como w son soluciones del problema en el intervalo [ty — e, + €.
Ahora bien, el argumento de punto fijo aplicado anteriormente y la equiva-
lencia de y y w cerca de ty no dependia del punto inicial, sino inicamente de
la continuidad de F'y la condicién de que F' fuese localmente Lipschitz en
sus dos ultimas variables. Por lo tanto, existe n > 0 tal que y y w coinciden
en [tT —n,tT 4+ nl.

Un argumento analogo se puede hacer para t~ = ty— s, permitiendo agrandar
el intervalo en donde y = w. Pero esto es absurdo, pues s es el mayor radio
en donde esto ocurre.

Necesariamente s = ¢, y como la eleccién de w fue arbitraria, y es la tnica
solucién del problema ({)) en I = [ty — &,y + £].

]
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3. Existencia, unicidad y regularidad de las
soluciones del P.V.I.

En este capitulo nos enfocaremos en resultados que garanticen la existencia
y unicidad de soluciones locales y veremos que estas se pueden extender de
manera global.

Sea 1 < k € R. Consideremos la funcion ¢, : R — R dada por
[r[*=2r, si |r] >0,
0, si r=0.
Afirmacién 3.1. ®; es continua en R y diferenciable en R\ {0}.
Demostracion. La continuidad es inmediata observando que |®(r)| = |r[F~*

para todo r € R. Para la diferenciabilidad, si  # 0 en un computo directo
vemos

) = (k=2 D = (= Dl

]

Se puede verificar que (®)~! = @/, donde %’ es el conjugado de Holder de k.
Ademas, cabe resaltar que cuando k > 2 tenemos diferenciabilidad en todo
R.

Asi, reescribiendo y tomando condiciones iniciales generales obtenemos
el problema

e (PR (W) + By (u) =0 en (ro, 00),

()
u(ro) =d, u'(ro) =d.

Si tenemos una solucién u con suficiente regularidad, y suponiendo, por aho-
ra, la integrabilidad de las funciones involucradas si o = 0, podriamos llegar
a la condicién necesaria

T 1 t r _
u=d— / D, <tN——1 / sN_l@q+1(u) ds — (%)N 1@p(d,)) dt,
70 T0

de donde, derivando, llegariamos nuevamente a que u cumple [5], con lo que
tendriamos una equivalencia.

15



Lo anterior motiva la definicién del operador 1" : Bj(d) — B%(d) dado por
Tu(r)=d— / I,(t)dt,
70

con R, e > 0 adecuados y
By(d) := {u € Clro,ro + 5]‘||u —d|| < R},

sabiendo que C|[rg, o + €] es el espacio de funciones de valor real continuas
definidas en [rg, ro + €], dotado de la norma || - || = || - ||sup ¥ ademds

<I>pf<t]+_1 Jo SN 1Dy (u) ds — (%O)N‘lcbp(d')), si tro,

U o _
—d', si t=ryg.

Proposicién 3.2. Seanrg >0, d >0y d e R; 6rg=0,d >0y d =0.
Existen ¢ > 0y R > 0 tales que el operador T : B3(d) — B%(d) tiene un
Unico punto fijo.

Demostracion. Sea R = % y por ahora consideremos € € (0, 1). A lo largo de
la prueba nos daremos cuenta de los refinamientos necesarios para ¢.

Lo primero que debemos verificar es la buena definicion del operador T'.
Para ello, tomemos u € Bj(d) y veamos que I, es una funcién continua en
[r0, 7o + €]. Observemos que

d 3d
0<§§u(r) < 5 < 2d Vr € [ro,ro + €],

con lo que u no se anula y por tanto ®,41(u(s)) es una funcién continua y
positiva en [rg, 79 + €].

Es claro que si rg > 0, la funcién I, es continua, con lo que el tinico problema

16



estd, posiblemente, en ¢t = ry cuando rg = 0. Afortunadamente,

1 t N1 tSN—l
q)p/(tN—l/o s @gya(u) dS)‘ = ‘I)p’(/o =1 Do (w) ds)‘

p'—1

cuando t — 0%, teniéndose lo deseado.

Por el Teorema Fundamental del Calculo, Tu € Clrg,ro + €|. Debemos ver
que la funcién T'u estéd en B%(d):

Tu(r) — d| < / / ()" By ds — ()2, ()

ro t

r t p'—1
g/ (/ |u|qu+|d'|p_1) dt
] 0

< /O ((Qd)q(t — ) + |d’|7"1)plldt

/

< ((Zd)qa + |d’|p—1>p )

/

p'—1
< ((Qd)qe + \d/\p_l) €.

Como la 1ltima linea tiende a 0 cuando € — 0%, podemos tomarlo suficien-
temente pequeno y asi concluir que

|Tu(r) —d| < R.

Ahora bien, queremos aplicar el Teorema al operador 7T'. Sabiendo que
B%(d) es un subconjunto cerrado del espacio normado completo
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(Clro,ro + €, - |lsup), entonces también es completo. Restaria probar que T
es una contraccion.

Sean u, v € B%(d), y definamos la funcién
G(h, t) = [(hu—l-(l—h)v) (t), (h, t) € [O, 1] X [7"0, To + 6].

Notemos que hu+ (1 —h)v es una combinacién lineal convexa, y por lo tanto
pertenece a B%(d).

Fijemos t € (ro,r0+¢]. Si hg € [0,1] ¥ {hn}» es una sucesion en [0, 1] tal que
hn — hg cuando n — oo, entonces para s € [rg, t] obtenemos

|58 @g i1 (hnuls) + (1= ha)v(s))] = 5™ hu(s) + (1 = o )v(s)|?
< s halu(s)] + (1= R u(s)])?
< SN_l(hn(Qd) + (1 - hn)(Qd))q
= sV (24d)4.

Como f:o sN1(2d) ds = PD2(#N — ]’} < oo, podemos utilizar el teorema de
la convergencia dominada y la continuidad de las funciones ®,,; y ®, para
concluir que

I _
G(hn,t) _ @p/ (ﬂv—_l/ SN—l@q_H(hnu + (1 — hn)U) ds — (%)N 1q)p(d/))

L]

1 t _
—®, (tN—l/ sN_1<I>q+1(nll;rgo(hnu + (1= hy)v)ds — (Z—O)N 1<I>p(d/))

1 [ To\N- '
= (I)p, (tJV——l / 5N71®q+1(h0u + (1 - hO)U> ds — (YO)N I(I)p(d ))

Probemos ahora la diferenciabilidad de G(-,t) en (0, 1).

Afirmacién 3.3. Si llamamos x(h, s) := s™ 1,1 (hyu(s) + (1 — hy)v(s)),
(h,s) € D =1[0,1] x [ro, ], entonces a%x(h,s) existe en D. Ademads, ambas
x(h,s)y %X(h, s) son continuas en D.

Demostracion. Es suficiente ver la continuidad en cada variable, ya que luego
se puede utilizar un argumento cldsico €/3.

X(h,s) es continua en cada variable por la continuidad del producto, de
s+ sVl de &, y de la combinacién lineal.
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Por otro lado, hu + (1 — h)v € B%(d), y asi®,1(hu(s) + (1 — h)v(s)) tiene
derivada parcial con respecto a h para todo (h,s) € D,y asi

0
Sk s) = gs" " (hu(s) + (1 = h)o(s)) (u(s) — v(s)),
la cual es, nuevamente, continua en cada variable. O

. ., . . d t .
La anterior afirmacién nos permite decir que 7 fro X(h, s) ds existe y es

t
/ Xn(h,s)ds,

0
para todo h € (0,1), usando la diferenciacién bajo el signo integral.
Quisiéramos utilizar la regla de la cadena para computar %G (h,t); sin em-

veri Vi /
bargo, debemos verificar previamente que el argumento de ®,; no se anula,
ya que p’ puede ser menor que 2.

Sea w € Bg(d). Si d < 0, es claro que f:o sNTLD,yy (w) ds — 1) 1D, (d) es
positivo. Si d' > 0,

t t
[ s @) 2 e - | [ o
7o

T0

¢
> r(])v_l(d’)p_1 —/ N w|?ds

0

t
> VN AP = (ro + )V (2d)1 / 1ds

T0

> 7N AP — (g + 1)V H(2d) .

. T'N_l(d/)p_l
Si € se toma tal que € < 5 0 tenemos

t
‘ / SNy (w)ds — TR0, (d)| > TN d)P = (rg + DN TH(2d) %
0

> (P >0 (6
De lo anterior,
%G(h,t) = (/ (?)N*@qﬂ(hw (1—h)v)ds — (%)N*@p(d')) :
: (iIN__ll) / s Lg(hu + (1 — h)v)T - (u —v)ds.

To
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Cuando t = rg, G(h,r9) = 0. Las propiedades de continuidad y diferenciabi-
lidad demostradas resultan triviales en este caso.

Asi, las hipdtesis del teorema del valor medio se cumplen para G(h,t) con t
fijo. Existe y € (0,1) de tal manera que

d
—-G(h1) - G(1,t) — G(0,1).

Ahora, acotemos d%G(h,t). Como 1 < g+ 1< p < N, veamos qué sucede
cuando el 2 esta antes, entre y después de ¢ + 1y p:

Caso 1): g+ 1 < p < 2. En este caso, 2 < p’ y ¢ < 1. Teniendo en cuenta el
signo de los exponentes y si g > 0,

d _ a’ = 1)| [ N-1 N-1 / Ve
%G(ha ==z [ 5 Qerr(hut(L—-hjv)ds—ry @(d)
tr-1 70

t
: / s Hhu+ (1 —Rh)v) - |u —v| ds

T0

I 1 t
q(p N71) |:/ SN_l(Qd)q dS+TéV_1|d,|p_1:|

(ro) >~ 0
t d q—1
Nw — vH/ sVt <§) ds
To
q(p' — 1)

p'—=2
a1 [<2d>q<ro LNl rév-lwdwp—l}

p'—2

IA

/

(ro) =1

AN
N — | <§> (ro+1)""te
= 01((],}7, To, d7 dlvg)”u - UHJ

con C4(q,p,r9,d,d ,€) — 0 cuando £ — 0.
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Si rg = 0, las cuentas cambian un poco:

d =2

—-G(h, t)’ :w‘/ NG, (hu+ (1 — h)v) ds

t
: / s Hhu+ (1= Rh)v)t - |Ju —v| ds
0

w2 2y |

t q—1
||u—v||/ sVt <g> ds

g

(0
AN A
T (5) 5

- Cl(q7p7 da N>tp/_1||u - UH
< CI(Q7P7 da N7 5)Hu - U”’

IN

donde la constante C'; cumple lo mismo.

Caso 2): ¢+ 1 <2 <p. Aqui, p' <2y ¢ < 1. Para d’ > 0, utilizando (0]

d f—1 t
00| = S ik (1 o) ds = )
tr-1 )

t
: / s Hhu+ (1 —h)w) ™t |u —v|ds

To

<t ) [l(rév_l(d’)P—l)]p/_Q

— N—-1 2

t d q—1
Hu—v||/ st <§> ds
0

(ro) 2
< D [Layn)]

(ro)»=1 L2

d\ 7
S <§> (ro+ 1)V !

- CQ(qvpa To, d7 d/, 5)||u — UH

21

p'—2



Sid’gOyr0>0,

diLG(h t)‘ _ % [ / t Ny (hu + (1= h)o) ds + rgv—1|d'|1’—1r2
: /t s Hhu + (1 — Rh)v)Tt - |u —v| ds
o
([ (@) e
To) P1 7o
Nu = /t sVl (g)ql ds
o
< () o vt wniap]
ro) P1
T <§> (o + 1)V
= Cy(g,p, o, d,d',€)|lu — .
Sirg=0,
dciLG(h t)‘ = % /Ot sV, (hu+ (1 — h)v) ds v

t
x/ N (B (1= R)o)™ -« Ju— o] ds
0
’ t d\ 9 p'—2 t d q—1
-1 1){/ N1 (—) ds] ||u—UH/ sVl (—) ds
(1) : o2
/

q(p ) d q(p'—2) "y p’2” ” d\ TN
(t)r - \2 N Tl g N

= Co(q, p,d, N)t" ju — v
< Ca(q,p,d, N, e)|lu—v].

IN
2|

VAN
z

Caso 3): 2 < g+ 1 < p. Finalmente, tenemos p’ < 2y 1 < ¢, con lo que se
intercambian las cotas.
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Si d’ > 0, utilizando nuevamente () tenemos

d q(p/ — ]_) =2
—G(h,t)| = ——<=
dh (R, >‘ No1

t
; / s,y (hu 4 (1 — h)v)ds — Y 710, (d)

T0

t
- / sNHhu+ (1 —h)w)t - Ju— | ds

T0

<=1 [ ! (Tév_l(d/)p—l)] -

(ro) »=

t
lu - v||/ sNH2d) 1 ds
70

<t Loyar]

N =] (2d)* (g + 1) e
= 03(q7p7 To, d7 d/,g)HU — UH

Sid <0yry>0,

iG(h,t)‘ _ M{

/

t p—2
/ sN1D, (hu + (1 — h)v) ds + r(l)\f—1|d/|p—1:|

0

dh ()v

t
: / sNHhu+ (1 —h)w) - Ju— | ds

T0

!/ t d q p/_2
Q(p—w_ll) {/ sV (5) ds + réV1]d’|P1}
(ro)»=1 Lro

t
lu— vH/ sV 2d)1 ! ds
T0

-1 d\“? p'—2
o g

IA

IA

(ro) =7 2

N =] (2d)* (g + 1)V e
= C3(Q7p7 To, d; d/, 5)||U — UH
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Si 7”0:0,

dh

—G(h, t)‘

g(p — 1) re2
No1

t
X / sV, (hu+ (1 — h)v) ds
p—1 0

t
: / s Hhu + (1 —h))T - |u— | ds
0

qig_> N v (5) d} Juoll [ 0 as

(
Cs(q, . d, N~ ju — o]
< Cs(q,p,d, N, e)|Ju —v].

IN

AN
2 | '@‘2 [
,_ —_ =

Asi, existe C' = C(e) > 0 tal que |-£G(h,t)| < C|lu — v|| para todo (h,t) €

[0, 1] x

[7"0,7"0 +€]

Finalmente, para r € [rg, 7 + €],

[Tu(r) = To(r)| =

/T:([u(t) _ L,(t))dt‘

r

(G(1,1) — G(0,1)) dt‘

/|— (v, )| dt

§C||u—v||/ 1 dt
0

< Cllu—vle
= C'Ju —vl],

donde C’" > 0 es una constante que depende de ¢ y cumple C' — 0 cuando
e — 07. Asi, se puede escoger ¢ tal que C' < 1. De esta manera queda
probado que T' es una contraccion.

Por el Teorema existe un unico u € B%(d) para el cual Tu = u. O

Observacién 3.4. Dentro de la prueba de la anterior proposicién podemos
verificar que, si € cumple el resultado, entonces cualquier 0 < & < ¢ también

lo satisface.
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Teorema 3.5. Existe € > 0 tal que el P.V.L.

- (PN P2 4 u)f e =0 en (0, 00),

w(0)=d >0, u(0)=0,

tiene una unica solucién local en C*(0, €].

Demostracion. Por la proposicion anterior, existen € > 0, R > 0 y un tnico
u € B%(d) que cumple

u(r) =d— /07“ I,(t)dt, ¥rel0,e].

Notemos que u(0) = d. Ademads, recordemos que al inicio de la prueba de la
Proposicién (3.2 vimos que I,,(t) es continua en [0,&]. Por el teorema funda-
mental del calculo, u es de clase C' y

u'(r) = —Lu(r),
lo cual implica que »/(0) = 0. Si r € (0,¢],
1 "N
U,<T) = —Iu(’l“) = —@p/ (m/o SN 1@q+1(U) dS) < O,

recordando que s — sV 71®_ . (u(s)) es también una funcién continua y po-
sitiva en (0, €]. Aprovechando la imparidad de las funciones @

1 "N
N_l/o sV D, (u) ds

= V1o, () = —/ NP,y (u) ds.
0

Nuevamente por el Teorema Fundamental del Célculo, la funcién r¥ 1@, (u/)
es de clase C1(0,¢] y

(P ) = By (1)
1
TN_l
1
pa

(TN_I(IDP(U,))/ + P@gir(u) =0
— NG PR ] e =0,

que demuestra la existencia.

Finalmente, con un razonamiento similar al utilizado en la prueba del Teore-
ma , pero usando en los argumentos el espacio C|0, €], se puede verificar
la unicidad. 0
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Proposicién 3.6. Sea u € Cl[rg, b] una solucién del problema , donde
0<ry<b<oo. Sil<p<2, entonces u es de clase C*[rg,b]. En otro caso,
sélo se puede afirmar que u es de clase C? en el abierto

U={rerob]|u(r)+#0}.

Demostracion. Sabemos que rV=1®,(u') es C[rg, b] y

(e, (u)) = =T D ().

De esta manera, ®,(u') = —y— (r’¥ 1@, (') también lo es. Utilizando la regla

del producto,

(B(1)) = By ) — s (P (1)

1-N
N T

D, (1) — By ().

Si 1< p < 2, entonces p’ > 2, con lo que &, es C'(R). Componiendo,
u' = Dy (Py(u)) es Clrg, b]. Es decir, u es de clase C?[ry, b].

Ahora bien, supongamos que p > 2. Sea r € U. Por continuidad de la deri-
vada, v’ no se anula alrededor de r. De esto, nuevamente, v’ = @,/ (®,(u'))
es continuamente diferenciable alrededor de r por la regla de la cadena. [J

Lema 3.7. Sea u € C''(0, b] una funcién que satisface la ecuacién diferencial
(Y1, (W) =~ 1Dy (1),

en (0,0] donde 0 < b < oo. Si u(rg) = u'(rg) = 0 para algin ro € (0,0],
entonces u = 0.

Demostracion. Supongamos que u no es idénticamente 0 alrededor de 7.
Sea {t,}, una sucesién alrededor de rq tal que ¢, — 7o cuando n — ooy
u(t,) # 0 para cada n. Por el teorema del valor medio, para cada n existe 7,
entre rg y t, tal que «/(r,) = u(t,)/(t, —ro) # 0. Entonces la sucesién {r, },
converge también a t. Notemos que, en cualquier caso, r, # 0, b para todo n.

Para r € R, sea
Hr) = — / By (s) ds.
0

Observemos que H es una funcién no positiva que se anula sélo en r = 0, y
por el teorema fundamental del calculo

d

- (u(r)) = =P (ur)u'(r).
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Por la proposicion anterior, para cada n existe ¢, > 0 tal que si B,, C U =
{b>r>0|u(r)# 0} es la bola cerrada de radio d,, centrada en r,,, entonces
la funcién u es de clase C*(B,,). Reescribiendo la ecuacién diferencial para
r € B,,

(N )
(v

By () + (By(e)) = ~ By (1)
By () + (p— D2 = By (u)
W=D gyl + (0 — 1)@,y = — By (w)d!

<~
<~
= - 1)1) + b= 1)p<1>p(u')u” =P (u)
<~

r p
N -1 —1
( )U+ (p )UI — _®q+1<u)u/7
r p
"

donde, en B,,, v = ®,(u')u’ = [v/|P > 0 y por lo tanto v = p®,(u")u".

Encontrando v como solucién (local, en B,,) e integrando por partes

—(p_l)vrw%——(p_l)vr (r %: ' u ’ p(;f_‘”
() o)+ )5 = [ o)) @

p(N—-1 N —1 T p(N—-1
= H(u(t)r"rt ~ %/ H(u(t)) - "5 ~Ldt.

n

Sean B, = [rp, 7y + 0n] ¥ My = mings H(u(r)). Como v’ no se anula en By,
entonces u no es idénticamente cero alli. Por lo tanto, m, < 0. Llamemos
x, € B al elemento tal que m,, = H(u(x,)).

Observemos que no puede suceder el caso ro € [ry,,x,], pues esto implica
ro € B, y por lo tanto u'(rg) # 0, lo cual no es cierto. Asi, 1y es mayor a x,
6 menor a r,, y esto para cada n. Si ro > x,, entonces

Tn 70
/ tldt</ =1 dt.

Si r, > ro, al ser t~! decreciente en los positivos,

In Tn+6n
/ t‘ldtg/ L dt
< / 1 dt
Tn*(sn
< / t=1dt.
T0
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Con esto en mente,
(r—1)
v(x,) = my +
P () P
(p - 1) Tn
() (22)

n

N -1 En -1
p—1 J. P

(YD ) 0

p—1
donde los tres términos que dependen de n tienden a 0. Tomando un N
= dt‘ <1-
TN

p(N —1 t pv-1)

7 o) - (S

Tn

p(N—-1)
p—1

+

suficientemente grande para que —my <

(-1
p

1
V2)  p-1 vy

v(ry) < 3, tendrfamos

(p—1) 1 ( 1 ) 1
viey) < —=| —1+(1——) | +=
1 1
—_ —— _ = 0
2 * 2 ’
generando una contradiccién, ya que v(zy) > 0.

De esta manera, v = 0 alrededor de ry. Veamos que, en realidad, © = 0 en
todo el intervalo [0, b]: trabajemos a la izquierda de 7, pues el razonamiento
a derecha es completamente andlogo.

Sea m = sup A, donde A = {e € (0,70] | u = 0 en (rg — €,70]}, no vacio,
y supongamos 7o # m. Por propiedad de aproximaciéon y regularidad de la
solucién, u(ro —m) = u/(ro —m) = 0. Lo anterior implica que, alrededor de
ro — m también se cumple u = 0. Es decir, existe M > m tal que u =0 en
[ro, 70 — M), contradiciendo el hecho de que m es el supremo de A.

Necesariamente se debe cumplir que m = ry. O]

Observaciéon 3.8. El lema anterior sigue siendo valido aun cuando u €
C10, 00).

Corolario 3.9. Sea u € C'[0,b) una funcién no nula que satisface la ecuacién
diferencial
(TN_I(I)ZJ(U/))/ = _TN_lq)q+1(u)7

en (0,b) donde 0 < b < co. Siry € (0,b) es un cero de v, entonces es un cero
aislado.

28



Demostracion. Supongamos que existe {r, }, C (0,b) tal que v'(r,) = 0 para
todo n y r, = ro cuando n — co. Como u satisface la ecuaciéon diferencial,

0= (1) @y (u'(rn)) — (ro)" '@y (u'(ro)) = — /n sV Dy (u) ds,

To
para cada n.

Si u no se anulara entre rqg y 7, entonces, por continuidad, no cambiaria de
signo; esto harfa que la integral anterior fuese distinta de 0. Asi, para cada
n existe x, entre ro y r, tal que u(x,) = 0.

Observemos que x, — ro cuando n — oo. Nuevamente por continuidad,
u(rg) = 0. Por el lema anterior, u = 0. Absurdo. O

Queremos demostrar que nuestra solucion local se puede extender a una glo-
bal. Para ello, definimos una funcion de energia correspondiente a la ecuacion
diferencial y con su ayuda veremos el acotamiento de las soluciones.

Corolario 3.10. Sea v € C*[0, ) una funcién no nula que satisface la ecua-
cién diferencial
(P12 ()) = N gy (u),

en (0,b) donde 0 < b < co. Definamos la funcién de energia E asociada a la
solucion u, dada por

B(r) = T () + =)l ©

Entonces E es diferenciable en U = {r € [0,b) | /() # 0} y decreciente en

0,6 or lo tanto u v u’' son acotadas.
[0,0), y p y

Demostracion. Supongamos que u es no nula. Sea rg > 0 tal que u'(rg) # 0
pues, de no existir, u seria constante y no satisfaria la ecuacion diferencial.
Por la proposicién anterior, v’ es continuamente diferenciable alrededor de
ro. Teniendo en cuenta que si k > 1

(") = ku(r).
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entonces
E'(r) = (p— 1)@, (u)u" + Oq(u)u
1—-N
= (p = D@, )" — (@, ()t + =@y (/!
1—-N

= (= D, — (p = D2+ 2N
1-N
= (p = DPp(u)u" — (p — 1)®p(u)u" + [P
N -1
=— |u'|P < 0,
.

para todo r cercano a rg.

Ahora bien, si rg > 0 es un cero de u’, sabemos que es aislado. Queremos
ver que a su alrededor E es decreciente. Para ello, consideremos < rg < y
lo suficientemente cercanos, y sean {z,}n, {yn}n sucesiones tales x < z, <
o < Yn <YV Tn,Yn — 7o cuando n — oo.

Como en [z,ry) E es diferenciable y decreciente, F(z,) < E(z). Lo mismo
sucede para y, obteniendo E(y) < E(y,). Pasando al limite obtenemos lo
deseado: E(y) < E(rg) < E(z). Utilizando la transitividad, logramos probar
que E es decreciente en su dominio.

Esto es, E(r) < E(0) para todo r € [0,b). O
Observacién 3.11. Si v € C'[0,b) es solucién del problema , entonces

lul <dy [P < mdqﬂ-

Més aun, si u € C*[0, b) satisface el problema cond = d' = 0y suponemos
que u es no nula, tendriamos |u| < d = 0, un absurdo.

Es decir, la tnica solucién que satisface el problema con condiciones iniciales
nulas es la funcién nula.

Teorema 3.12. Para cada d > 0 existe una tinica solucién u € C''[0, o) del
problema (7).
Demostracion. Definamos

A={r>0| el problema (7)) tiene una tnica solucién local en C*[0,7]}.
Por el Teorema A # (. Sea 1y = sup A. Supongamos que ry < 00.

Consideremos una sucesiéon {r,}, C A, creciente, que converge a ry. Para
cada n, existe una tinica solucién u, del P.V.L.[7len C1[0,7,]. Asi, u, = u, 1
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en [0,7,]. De lo anterior, la funcién u(r) = w;(r) cuando 0 < r < r; esté bien
definida en [0,79) y ademds es solucién del problema (7). Nuestra intencién
es extenderla al intervalo cerrado.

Utilizando el teorema fundamental del calculo y el acotamiento de u' dado
por el corolario anterior,
Tn
/ o' dr
Tm

Asi, {u(r,)}, es una sucesiéon de Cauchy en R. Llamemos o = lim,, o, u(ry,)
y definamos u(rg) = «, haciendo que u sea continua en el intervalo.

u(ra) = ulrm)| = < |rm — ol M.

Por otro lado, al u satisfacer la ecuacion diferencial,

()l ) = - [

0

T

n 70
N D, (u) dr — —/ N D, (u) dr,
0

cuando n — oo. Como P, tiene inversa continua, {u'(r,)}, es convergen-
te. Sea 8 = lim, oo ¢/ (7,). Si definimos u(rg) = [ entonces u es solu-
cién del P.V.I. (1) en C10, 7). Més atin, es tnica: si existiese otra solucién
v € C0, 7], entonces para 0 < r < g, v(r) debe coincidir con algin u,, y
por lo tanto con u. Para r = rq, basta replicar el argumento anterior para

ver que v(rg) = a y v'(rg) = f.
De esta manera, u € C'*[0, o] es la tinica solucién del problema .

Haciendo d = a y d' = (3, si a # 0, entonces se puede aplicar la Proposicién
(de ser av < 0, basta usar el razonamiento con —u) para encontrar € > 0
de tal manera que el problema tenga tnica solucién local en Ctrg, ro +¢], y
asi extender a u, contradiciendo el hecho de que ¢ es el supremo de A.

El caso a« = 0 = [ es imposible por el Lema

Finalmente, para a = 0 y [ # 0 veremos primero la existencia utilizando el
Teorema 2.2

Sabemos que encontrar una solucion alrededor de ry es equivalente a encon-
trar un punto fijo del operador

Tu(r) = — / cpp,<tNL_1 / "N () ds — (@)N‘lcpp(ﬁ)) dt.

T0 t
definido sobre un espacio métrico completo.

Sean R > Bl y 0 < e < min{l,%}. Si definimos B%(0) como en
la Proposicién 3.2 entonces T : B5(0) — B(0) estd bien definida. En
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efecto, para w € B%(0), por argumentos ya realizados sabemos que Tw €

Clro,mo + €], y sir € [ro,ro + €],
r 1 t B r N—1
T < [ | [ 9 Rpatwrds— () 0,06)
To To

" 1 q ¢ N—1 ’["0 N-1 p—1 p/—l
< tN—1|w| sV ds + n 5] dt
To T0

r p'=1

< [ (lwka—r+1or) a
ro -

< (lulr=+15) e

o (B 18P S\
<[ () )

= (Rt
=R

/

p'—1

dt

Ahora veamos que T es un operador compacto. Consideremos {w,}, una
sucesion en B%(0). Para cada n y r € [rg,rg + €], replicando las cuentas
anteriores,

(T 0 =y (s [ gt ds = (%) a6

T0 r
/

p'—1
< (lule+15) <

Es decir, tanto {T'(wy,)}, como {(T(w,))'}, son uniformemente acotadas.
Por el Corolario 2.4} {T'(w,)}, tiene una subsucesién convergente, con lo que
se satisfacen las hipotesis del teorema de punto fijo de Schauder, y por lo
tanto 7" tiene al menos un punto fijo.

Ahora bien, sea w € B%(0) un punto fijo de 7'. Para simplificar la notacién,
llamemos w a la funcién wxo,q + WX[ro,ro+e], que es C'[0, 7o + €] y satisface

1

SN—1 (PN, () + Pgar(u) = 0,

en todo su dominio.

Notemos que alrededor de 79, u es de clase C* y u/(rg) = 8 # 0. Por el
Teorema, de la Funcién Inversa, existe una funcién v de clase C? alrededor
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de 0 tal que v y u son inversas. En particular, v > 0 y u(v(t)) = t para todo
t suficientemente cercano a 0. Si derivamos con respecto a la variable t,

u'(v(t)) ' (t) = 1,

de donde reemplazando ¢t = 0, obtenemos

Derivando nuevamente,

u'(v(t)) 0" () +u"(v(t)) - (V(1))* = 0.
Sabemos que,
1-N

(p = DI P70 = (By(w)) = ———P(u) = Pypa(w),

para todo r en una vecindad de ry. Despejando u” y reemplazando en la
igualdad previa,

= ORIt wl0) + 10 o) (ulo(0)]

p—1 [ o)
= (0 = ORI g (00 )8 atutel0)]
= 0= COE A o wpe,a),

con lo que tendriamos
N2
(p— 1" = (N — 1)% + (VY Dy (t) = F(t,0,0").

Bastaria ver que F' es localmente Lipschitz en su segunda y tercera variable
en R x (0,00) x (R\ {0}) para invocar la unicidad proporcionada por el
Teorema 2.5 Comprobémoslo:

Fijemos (t1,ts,t3) € Rx (0,00) x (R\{0}). Consideremos U; = (tp—1,t5+1),
U2 = (%,th) y Ug = (tg — ‘2—3|,t3 + %) Para t € Ul, S € U3 y Z1,T2 € U2
tenemos

1 1
|F(t,LL’1,S) —F(t,$278)| < (N_ ]')(S ===
T T2
— (N —1)(s)?| =22
T1T2
< (N —1)(2t5)? 1
(N —1)(2t3) (t2)2|~’6‘1 |



Ahora, para t € Uy, s1,s9 € U3 y x € Uy se cumple que

N -1

[F(t,2,81) = F(t,2,8)] < ()% = (s2)7| + [t17] (51)""" = (s2)""]

N —1
=— |51+ sa|s1 — sa| + [t]?](p + 1)AP||s1 — sof,

para algun h entre s; y sy por el Teorema del Valor Medio, con lo que h € Us.
Asi,

N -1
x

4lts|[s1 — so| + (p + 1)([ta] + 1)7(2[¢3])P|s1 — s2l,

|F(t,x,s1) — F(t,z,s)] <

2(N —1)
lo

|51+ s2|[s1 — sao| + [t|](p + 1)RAP||s1 — 52|

<

y tendriamos lo deseado.

De lo anterior, v satisface, localmente, un problema de valor inicial que,
por el Teorema [2.5] tiene solucién tinica local. Necesariamente v es tnica y,
consecuentemente, su inversa u también lo es. Es decir, ry no es el supremo
de A, lo cual es absurdo.

En todos los posibles casos llegamos a una contradiccion; por consiguiente,
sup A = oo. Esto es, el problema @ tiene una tunica solucion global. O

Lema 3.13. Sea u(r,d) una solucién del problema (7)) con condicién inicial
d > 0. Entonces u tiene un nimero infinito de ceros. Mas ain, todo cero de
u es un cero simple y aislado, y entre dos ceros consecutivos hay un tinico
extremo local.

Demostracion. Supongamos que u nunca se anula. Como u(0) = d > 0, u
no puede cambiar de signo debido a la continuidad. Es decir, u(r) > 0 para
todo r. Sabemos que

.
—7’N_1|u/|p_2 /—/ SN_1]u|q_1ud3 > 0,
0

con lo que v/ (r) < 0 para todo r > 0; es decir, u es estrictamente decreciente.
De esto,

r q—1 r

_|u/’p—2ul — Nll/ SN_ly’LL‘q_ludS > |u(r>’]\/1u(r>/ SN_l ds
r 0 r 0

_orfulT

= N
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Sabiendo los signos correspondientes, tenemos que

—(—uP > %uqflu — (Pl > %uq

-9
= —vur1 > —

P — 1 ( p—(q+1)>/ T’P%l
= (u ) > —.
p—(qg+1) =

Integrando en (0, r), obtenemos

L[] p
p—(¢+1) P N1

Despejando,

LD g o po (gt ) rf
p N

p
p—(qg+1) p—(g+1) — + 1) re-1
e gy p (q+1) i
p Nr—1
Como lo anterior se cumple para todo r > 0, tomando un r suficientemen-
te grande el lado derecho es negativo, generando una contradiccion, pues
asumimos u > 0.

Necesariamente u < 0 en algiin punto. Si se anula en un radio, acabamos; si
es negativo, por continuidad se debe anular en algin punto intermedio. Es
decir, u tiene al menos un cero.

Llamemos z; > 0 al primer cero de u. En efecto, este primer cero esta bien
definido: por continuidad, existe 0 > 0 tal que u(r) > % > ( para todo r entre
0 y 4. Entonces el infimo del conjunto A = {r > 0 | u(r) = 0} # () estd bien
definido al ser este acotado inferiormente por §. Tomando cualquier sucesion
{rr}x de elementos de A que converjan al infimo, 0 = u(ry) — u(inf A). Es
decir, A contiene a su infimo, con lo que este elemento es el primer cero de
u.

Queremos ver que z; es un cero simple. Para ello, simplemente observemos
que

1 1
ol ()P (1) = = / N LB, (u) ds > 0.
1 0

Ademads, la desigualdad anterior implica que u/(z;) < 0. Por ser u de clase
C1, existe § > 0 tal que v/(r) < 0si z; —d <7 < 21 + . En este intervalo u
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es estrictamente decreciente. Como z; es un cero, no puede existir otro cero
alli; por lo tanto, z; es un cero aislado.

Ahora supongamos que no existe un cero de u mayor que z;. Esto implica
la existencia de un punto de minimo local (pues u es negativa a la derecha
cercana de z1) mayor a z;. En efecto, de no existir tal minimo local, tenemos
u'(r) < 0 para todo 7 > 21, ya que de lo contrario habria un cambio de signo
en la derivada, continua, de negativo a positivo.

De esto, u es decreciente a partir de 2z, y es acotada por el corolario anterior.

Con estas propiedades, vemos que 0 > lim, ., u(r) = L > —oo. Por otro
lado, como v’ también es acotada,

r—00 r r—00 TN

O, (v 1 [
0= lim o) _ lim ——/ NP,y (u) ds.
0

Utilizando L’Hopital, concluimos que

r

1 1
TILIEO _T_N ; SNilq)q+1 (U) ds = — rlif{.lo WT’Nilq)qul ('U,)

contradiciendo L # 0.

Necesariamente u tiene un minimo local evaluado en un radio mayor a z;.
Llamemos m; al primer radio que satisface esto. Nuevamente, decir que es
el primero tiene sentido y la justificacion es andloga a la realizada con z;
(v < 0 alrededor de z; y continuidad de ).

Integrando en (mq,r), u satisface
=, ()N () = [ SNl uds

mi
r

— — Vo, ) = / N Hu|ttuds < 0.

mi

Esto es, u/ > 0 en (m,00), 0 que es lo mismo, —u es decreciente a partir de

36



mi mi
1
= (~wr= (Y —mi)
Para radios que cumplan r > Q%ml > m, se tiene que
1 1
A (T (—U)qﬁ(TN —my) > (—U)qﬁ(TN)
1
_ =1

=/ (—u) 7T > Ll
(2N)r—1

/ _1

— _ L<(_u>w) >
p—(g+1) (2N)7T

Integrando en (28 my, 7):

s )

p—(g+1
p—1 {rppl — (211Vm1)17p1}
p(2N)r1
Despejando,
p(a+1) »

(—u) > < (-u(?ﬁml))% _ w[ p_

— |re1 — (211fm1)10—1}
p(2N)r—T

Tomando r suficientemente grande, el lado derecho es negativo, pero —u es
una funcién positiva en (mq, 00), lo cual es absurdo.

Necesariamente u tiene un cero z > z;. Llamemos z, al cero méas pequeno que
cumple ser mayor que zi, el cual se prueba que esta bien definido recurriendo
a ideas anteriores.

Afirmamos que existe un tinico punto critico en el intervalo (z1, z5). En efecto,
la continuidad de u garantiza al menos un minimo local en el intervalo.
Llamemos m; al primero de ellos. Este no puede ser mayor o igual a 2zs.
Si hubiese otro punto critico t, este debe cumplir ¢ > m;. Sabiendo que u no
cambia de signo en (z1, z3), tenemos que

t
0 = —t"Hu (72 (£) + (ma) ¥ (ma) [P~ () :/ s ulT uds

mi

< 0,
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lo cual es una contradiccién.

Todos los procedimientos anteriores se pueden repetir para 2, viéndose que
es un cero simple y aislado, pudiéndose luego demostrar la existencia del
tercer cero z3 y el inico punto critico entre ellos my.

Inductivamente se demuestra que la solucion u tiene ceros z; < 29 < z3 < -- -,
aislados, simples y con un unico extremo local entre ellos; lo deseado. O]

Este lema serd fundamental en la prueba del Teorema/l.1jun poco més tarde.
Por el momento, lo utilizaremos para ver que, en cierto caso, las soluciones
no tienen la “suficiente” regularidad.

Corolario 3.14. Sea u € C'[0,c0) una solucién del problema . Sip> 2,
entonces v no es C? en los puntos donde su derivada se anula.

Demostracion. Si u fuese de clase C? en un radio ry tal que u/(ry) = 0y
sabiendo que ®, es C''(R), podemos aplicar la regla de la cadena y obtener

1-N
r

Oy (1) = Py (u) = (Dp(u)) = P (u)u" = (p = D'~

Evaluando en r,
chJrl (U<TO)) =0,

lo que implica u(rg) = 0, contradiciendo el lema anterior. ]

Notemos que dependiendo de la condicién inicial d en el problema ([7]) tenemos
una tnica solucién u = u(r, d). Quisiéramos que al tomar condiciones iniciales
cercanas unas de las otras, las respectivas soluciones también estén cerca. A
esto se le conoce como dependencia continua de las condiciones iniciales vy,
en efecto, se cumple para nuestro caso.

Teorema 3.15. Si {d;}; es una sucesién de reales positivos tal que dp —
dy > 0, entonces las respectivas soluciones uy del problema con condi-
cion inicial dj convergen uniformemente a wug, la soluciéon del problema con
condicién inicial dp, en todo compacto de [0, 00).

Demostracion. Supongamos que esto es falso. Existe M C [0,00) un com-
pacto no vacio tal que u; - up uniformemente en M. Esto es, existe € > 0
tal que para todo n € N existen kK > n y r € M tales que

[k (r) — uo(r)] > <.
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Para cada n natural, tomemos ug, y 7, y construyamos dos sucesiones que
satisfagan
g, (rn) — uo(rn)| > €, Vn € N. (9)

Para no sobrecargar la notacién, uy, = .

Como {d}} es convergente, es acotada. Por las energias correspondientes,

p—1

1 d q+1
)+ () < 1

< C,
qg+1 T g+ 1

para un C' > 0. Esto implica que las sucesiones {uy}x y {u} }x estdn unifor-
memente acotadas.

Por compacidad, existe 0 < b < oo tal que M C [0,b]. Aplicando el Corolario
hay una subsucesion {u,,}; que converge uniformemente a una funcién,
llamémosla u, en el intervalo [0, b]. Sabemos que para r € (0, b,

1 "N
u;j:—CDp,(TN_I/O sV 1CI>q+1(unj)ds>.

Por la convergencia uniforme de u,; y la continuidad de @, y ®,4, el lado
derecho de la igualdad anterior converge a

1 "N
v(r) = —CI>p/(rN_1/0 sN 1<I>q+1(u)ds).

Por otro lado, utilizando el Teorema Fundamental del Calculo,

Un, (1) — dp, = /0 Uy, ds.

Tomando limite cuando j — oo, el lado izquierdo converge a u(r) — dy,
mientras que el lado derecho, por el Teorema de la Convergencia Dominada
(recordemos que {u;, }; es uniformemente acotada) tenemos que

/ ul, ds — lim u;,d:s:/ vds.
o 0 J7eo 0
Juntando las igualdades y derivando, v'(r) = v(r). Ademads, cuando r — 0%
0
u(0) — dy = / vds =0 .. u(0) = do,
0

y sabiendo que
0=, (0) — v(0),

nj
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tenemos u/(0) = v(0) = 0.

Es decir, u satisface el problema con condicién inicial u(0) = dy. Por la
unicidad de la solucién, u = ug en [0, b].

Lo anterior implica que u,; — uo uniformemente en M, con lo que existe
N € N de tal manera que si 7 > N, entonces

|tn, (1) — uo(r)| <e,
y esto para todo r € M. En particular, si j = N y r = r,,,, tendriamos
|unN(rnN) - UO(TnN” <g,

que contradice la desigualdad @D

Necesariamente uy — 1y uniformemente en compactos de [0, 00). [
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4. Comportamiento de los ceros dependiendo
de la condicién inicial

La prueba del teorema principal requiere el uso de cuatro lemas. En la sec-
cion pasada ya probamos uno, el Lema En esta seccion enunciamos y
demostramos los tres restantes.

Lema 4.1. Si d > 0 es suficientemente grande, entonces u(r,d), la solucién
del problema ([7)), no tiene ceros en [0, 1].

Demostracion. Utilizaremos algunas de las ideas empleadas en la prueba del

Lema [B3.131

Tomando k € (0,1), tenemos 0 < kd < d. Como u es decreciente en (0, z1),
sea 154 € (0,21) el radio donde donde u(r;q4) = kd. Integrando sobre (0,7),
con r € (0, z),

1 T
— )P = - /0 sV 7wl ds

— —u' < —rp1,
Nt

Usando el Teorema Fundamental del Célculo,

i di1 [Ted — 1)dr1 v
d—kd= / —u'(s)ds < - / sr-1(ds = (p—)l(rk,d)”j,
0 Nr1 Jo pNﬁ

y de esta manera,

p—(1+q) —1
(-2 < P2V e
pN#=t
Como el lado izquierdo tiende a infinito cuando d — oo, 14 — 00 también.
Es decir, el primer cero de u(r,d) estd por fuera de [0, 1] para d suficiente-
mente grande. O]
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El siguiente lema va de la mano con la dependencia continua de las condicio-
nes iniciales. Recordando que estamos intentando encontrar soluciones con
un nimero fijo de ceros interiores en [0, 1], ;qué pasa con los ceros interiores
de la solucién si perturbo un poco la condicion inicial? Lo que deseamos,
en un principio, es que no haya una disonancia muy grande en su cantidad.
Pero, jqué tanto podemos acotar el error?

Lema 4.2. Sea d > 0. Supongamos que u(r,d) es la solucién del problema
(7). Supongamos, ademds, que u(1,d) = 0 y tiene k ceros interiores en [0, 1].
Entonces existe 6 > 0 tal que para todo d' que cumpla d — § < d' < d se
tiene que la solucién u(r, d") del problema con condicién inicial d’ tiene a
lo sumo k + 1 ceros interiores en [0, 1].

Demostracion. Razonemos por el absurdo. Si no existiera tal ¢, podriamos
encontrar una sucesion {d;}; C (0, d) estrictamente creciente tal que d; — d
y las soluciones respectivas u;(r) := u(r, d;) tienen, como minimo, k+ 2 ceros
interiores en [0, 1]. Denotemos u(r) := u(r,d).

Por la dependencia continua de las condiciones iniciales, u;(r) — wu(r) uni-
formemente en compactos de [0, 00). Trabajemos en el intervalo [0, 2].

Veamos primero que u(r) — u/(r) uniformemente en [0, 2]: como toda w; y
u satisfacen la ecuacion diferencial en el problema ,

1-N

/0 N @y (1) — By ()],

donde el lado derecho tiende a 0 uniformemente en [0, 2], justificindose con
la dependencia continua de las condiciones iniciales, u;(r) — u(r) en [0,2], y
la continuidad de @, ;.

Como la inversa ¢,, también es continua, tenemos lo deseado.

Sea j € {1,2,...,k + 1}. Llamemos z; al j—ésimo cero de u. Observemos
que z; € (0,1] para todo j. Como los ceros de u son simples, sin pérdida de
generalidad supongamos que ¢ = u'(z;) > 0. Por continuidad de v/, existe

d; > 0 tal que
c
!/
—_ <_
W) -l <,

para todo r € [z; — §;, z; + d;]. Lo anterior implica que en dicho intervalo se
cumple

u'(r) > g > 0.
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Utilizando la convergencia uniforme de las derivadas, existe 7; € N tal que
para todo ¢ > i; y todo r € [0, 2] se tiene que

u(r) = ()] < =,
4
con lo que para r € [z; — 0, z; + 0;],

/ S 8_c_°¢
w;(r) > u'(r) 17311

Es decir, u; es estrictamente creciente en [z; — §;, z; + J;].

De esta manera, si ¢ > 4; entonces u; puede tener a lo sumo un cero en
(2j — 05,2 +9;),conje{l,2,....k+1}.

Sin pérdida de generalidad, los ¢; se pueden tomar lo suficientemente pe-
quenos para que los intervalos sean disjuntos dos a dos.

Llamemos AO = [0, Z1 —61], Al = [Zl +51, Z9 —(52],. Cey Ak = [2k+5k7 1 _5k+1:|.
Sea A = Ag U --- U A, un compacto. Observemos que u(r) # 0 para todo
r € A. Asi, si m = min,¢c4 |u(r)|, necesariamente m > 0. Por la convergencia
uniforme, existe 7o € N tal que para todo i > ¢ se cumple

m
uslr) — () < 3,
en el intervalo [0, 2]. En particular, si r € A, utilizando la desigualdad trian-
gular reversa obtenemos

()] > Ju(r)] — 2 >

| 3

m
5

Ahora bien, sea N = max{ig,i1,...,ik1}. Si ¢ > N, entonces u; no se
anula en A, y tiene a lo sumo un cero en cada intervalo (z; — d;,2; + 0;).
Como u; tiene por lo menos k + 2 ceros en (0, 1) por hipétesis, entonces debe
haber un intervalo (z; — d;, z; + 0,) que contiene por lo menos dos ceros, una
contradiccion. O

Ya vimos qué sucedia al tomar condiciones iniciales muy grandes. ;Qué
podria suceder si se toman muy pequenas? Como vimos en la seccién pa-
sada, si d = 0 entonces la unica solucion es u = 0. Asi, inferimos que los
ceros de las soluciones se van acercando al origen.

Lema 4.3. Sea z;(d) el k—ésimo cero de u(r,d), solucién de (7). Entonces
21(d) — 0 cuando d — 0.
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Demostracion. Seamy, = my(d) el inico extremo local en el intervalo (zy, zx11).

El resultado se tiene para el primer cero z;: en la prueba del Lema [3.13
obtuvimos la desigualdad

ey p—(g+ 1) re
p prl

para 1 € (0, z1). Tomando limite cuando r — z1,

Ogjggﬁ_p—@+iﬂﬁﬁ%
p Nr—1
p_ < pNﬁ p=(at)
p—(q+1)

_——><Zl)1’*1
Viendo que el lado derecho tiende a 0 cuando d — 0, se tiene el resultado.

Ahora bien, supongamos que el k-ésimo cero zy(d) tiende a cero cuando
d — oo, donde k£ > 1. Sea y = |u|®, con a = @ > 0. Observemos que,
ademas, 1 = ;;%} > «. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que v’ < 0
en (zx, my). Asi,

y = a|u|°‘_1’u—|u' = ajul*?ua. (10)
u
Luego,
y" = [afa —2)[ul*? |“| o+ aful*2[u'u’ + ]
= ol = PR ol F ] ()
= oo — Dul**(@)* + alul* uu”
< alu|*2uu”.

Recordando que la ecuacion diferencial se puede reescribir como

N -1
o 72p = D+ =]+ " = 0,

si multiplicamos por u a ambos lados obtenemos

/[P~ (p — D)u” u] + [ulT = 0.

., : L . 1
Queremos la ecuacién equivalente en términos de y. Despejando, |u| = ya y

de (1)




Luego, utilizando ({11
N -1

0=|u|P2[(p — 1)u"u+ w'u] + |ul?!

92—
— |ul|p—2|u| “

N -1
[(p — Du"ulul]* o+ w'ulul*a] + Jul "

|27a

> |u,|p_2|u g+1
o o

N -1
[(p—l)y“r—r Y] +y e

| 17y N—1 .  a
N [ T [(p— 1)y + ——y ] +y
ay « (6% T
_ |y/|p—2 2= (=a)(p=2) v, N-1, atl
= v =Dy e
Asi,
N -1 (a+D)+(a=2)+(a=1)(p—2)
0 Z |y/|p—2[<p . 1)y// + Ty/] 4 O[p—ly q+1)+ A P ‘
Pero

(G+D)+ (=24 (a—1)p-2)=qg+1+a—2+ap—2a—p+2
=(@+1)—p+talp-1)
=(q+1)—p+p—(¢+1)=0,

con lo que
N —1
0>y P2[(p - Dy + ——y¢] +a" L.
r

Como habiamos asumido que ' < 0 en (zx, mg), por justificaciones anteriores
tenemos que u < 0 alli también. Esto implica que 3/ > 0. Si hacemos el cambio
de variable v = |y/|P~! = (y/)P~ !,

= (- 1))y
Tenemos

B N-1 B
0> [y[P?[(p—1)y" + —y]+a” !

=v + v+ aP?
r
1
=~ [PV 4+ (N — DN 20 4+ NP
1
_ — 1[(TN_1U)/ +TN_1O[p_1].
N



Multiplicando a ambos lados por r¥ =1 e integrando sobre (r,my.) C (2, my),
aP~!

N

mkN_lv(mk) — Ny +

(mpy — ™) <0. (12)

Sabiendo que u'(my) = 0, tenemos que
v(mg) = (' (mi))P~ = (alu(m)|* ulmy ) (mg,))P~ = 0.

N
m
Como r < my, entonces —% > =%*. De esto,

my k my
T_N_1>T_1:>T‘N_1 —r>mg —T.
Utilizando lo anterior y ,
ap~1 a1t mN 1 oPt -~
N (mg —1) < N <7*N]il — ) = PN-1 N (my =) <wv=(y)"

— O;(mk—r)PlTl <.

N1

Integrando nuevamente sobre (r,my) y tomando limite r — 2,

N(jll ]%(mk — )71 < y(my) — y(z)
= y(mk>
= (—u(my))"
S da)

donde la tultima desigualdad esta justificada gracias al acotamiento de w
probado en el Corolario |3.10f

Tomando d — 0%, tenemos que my — 2z, — 0. Por hipétesis, z;, — 0, con lo
que necesariamente my — 0.

Integrando la ecuacién diferencial sobre (my,r) C (my, zk41), por computos
anteriores sabemos que v’ > 0 y por lo tanto

1 T
'[P~ = Nl/ sV Hul T (—u) ds
r -
1 T
= N—l/ sV —u)i ds
r i
_a)e [T
> ( qu)l / V-1 g
r i
(=w)? ™ —my
rN-1 N



ya que —u es decreciente. Esto es, llamando w = —u

(—u)? ™ = m)

Nnp—1
oz S
N N
o1 WIrt —my
< (—'LU )p > W—TNfl

—4q
— —wwrt >

1 m p—1
r— k .
Nt rN —1
Integrando nuevamente,

1
" —q 1 T NN -1
—/ wwrt ds > - / (s — ]\T,nk 1) ds. (13)
my NP=T Jmy s° =

Aplicando integracion por partes con 6 = Wit y d\ = w'ds,

" —a —a " " —q —g—p+1
/ wwrTds = (w-wr 1)l — ——w 1 -ww'ds
p=(+a) |" q L
=(w »1 ) +—— [ wriwds.

Por lo tanto,

p=1l-4 (/ wwr T ds) — (wp_”(iq))
p—= 1 mg

Reemplazando en ,

mg

1-— —(1+9) 1 " mN \r1
—p<wp p—lq Z - (S— N k > dS
p—(1+q) me N7 Jmy, sV —1

p—(1+q) =

< (w r-1

_ _ _ r N 1
— it (w(my))” = < PZ T u +i) / (s Sk ) ds.

N _
e S 1

Tomando limite cuando r — (2zx41)~ v acotando w(my,) con d,

1

z N —1
R A (R I

(1= p)N7 T Jm, s =1
L z N \ 77
@%d%ﬁq) E/M (s— ;n’“ 1)p " ds.
p— q mg s =

47



Acotemos inferiormente la integral del lado derecho:

1 1
Zk+1 N = Zk+1 N _ N =1
m, Z B s my \?
S — N dS = N 3 dS
my s — 1 mp S = 1

Zk+1 1
> / (s —my)r1ds

mp

_ 1 Zk4+1
p -
-1 P

Tomando d — 0,

0 2 lim p (Zk+1 — mk)ﬁ Z 0,

d—0+

con lo que zxy 1 — my — 0. Pero sabemos que my — 0, obligando a que
zk+1 — 0, lo que se queria demostrar. O
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5. Prueba del teorema principal

La idea para probar el teorema es sencilla ya teniendo todo el conocimiento
previo, mostrandonos el comportamiento de las soluciones: si necesito un
numero predeterminado de ceros, puedo intentar reducir la condicién inicial
lo suficiente para tener una solucién que lo cumpla. Si no le atinamos de
inmediato, los lemas nos propician herramientas para que, al perturbar un
poco la condicién, no nos alejemos mucho de los ceros que teniamos.

Queremos ir paso a paso mediante un razonamiento inductivo, y la clave esta
en tomar condiciones iniciales definidas como infimos, para que asi al irlas
reduciendo no nos encontremos en un caso previo y tengamos la certeza de
tener, por lo menos, una cantidad de ceros predeterminados en cada iteracién.

Probemos el Teorema [T.11

Demostracion del Teorema[L1. Definamos, para k > 0, el conjunto

Ag :={d > 0 : u(r,d) tiene exactamente k ceros interiores en [0, 1]}.

En el caso k = 0, por el Lema podemos asegurar que Ay # (). Llamemos
dy = inf Ay > 0. Supongamos que dy = 0, y sea {h,}; una sucesién decreciente
de elementos en Ay que converge a do. Por el Lema [4.3] zi(d;) — 0 cuando
J — o0o. Sin embargo, esto implica que para algin j suficientemente grande,
21(d;) € [0, 1], contradiciendo d; € Ay. De esta manera, dy es positivo.

Para todo d € Ay, tenemos u(r,d) > 0 en [0, 1). Por dependencia continua de
las condiciones iniciales, 0 < u(r, dy) en [0,1). Como los ceros son simples, si
u(r, dy) se anulara en el intervalo, deberia haber un cambio de signo. Por lo
tanto, z1(dp) > 1y dy € Ag. Por continuidad, u(1,dy) > 0. Supongamos que
es positivo: existe 6 > 0 tal que |u(r, d) —u(r,dy)| < M/2 para todo r € [0, 1]
siempre que |d —dy| < 6, donde M = min,¢jo,1) u(r, do) > 0. Esto es, tomando
un d suficientemente cerca, pero menor que dy,

en todo [0, 1]. Absurdo, pues dj es el infimo de Ay.
Concluimos que u(1,dy) = 0, probando el teorema para k = 0.

Ahora, veamos que d; = inf A; estd bien definido. Para d suficientemente
cerca, por la izquierda, a dy, u(r, d) tiene, a lo sumo, 041 = 1 ceros interiores,
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recurriendo al Lema[4.2] Como dy es el minimo de Ay, necesariamente u(r, d)
tiene un cero interior. Es decir, A; es no vacio, y d; < dj.

Maés ain, d; # 0. En efecto, de no ser asi, podemos encontrar d € A; tan
cercano a d; = 0 que cumpla que z5(d) € (0,1) utilizando el Lema
generando una contradiccién.

Veamos que la cantidad de ceros interiores de u(r,d;) es de exactamente
1: por ser d; < dy, no puede no tener ceros interiores, con lo que tiene
minimo uno. Veamos que 25(d;) = 1. Supongamos que z(d;) > 1. Utilizando
ideas de la prueba del Lema [£.2] podemos encontrar pi,ps > 0 tales que
si d es lo suficientemente cercano a d; por la izquierda, entonces u(r,d) es
estrictamente decreciente en el intervalo (z1(dy) — p1,21(d1) + p1) C (0,1),
estrictamente creciente en (z2(dy) — p2, 22(d1) + p2) € (1,2) y no se anula en
[0, z1(d1) — p1] nien [z1(dy) + p1, 22(d1) — p2]. De lo anterior, u(r, d) tiene un
tnico cero en (0,1), lo que implicaria que d; no es el infimo de Aj.

Supongamos ahora que z9(d;) < 1. Tomemos d € A; lo suficientemente cerca
a di. Un argumento con intervalos alrededor de los ceros zi(dy) y zo(dy),
similar a como se razono6 en la prueba del Lema (4.2, permite verificar que
z1(d) debe estar en (z1(dy) — p1,21(d1) + p1). Ademas, en [25(dy) + p2, 1 — 6],
con 0 lo suficientemente pequefio (puede ser 0), se cumple que u(r,d) > 0. Al
saber que entre z;(d) y 2z9(d) la solucién wu(r, d) es negativa, se debe cumplir
que z5(d) < 1, contradiciendo el hecho de que d € A;.

Concluimos que z9(dy) = 1, y asi, dy € Ay y u(1,d;) = 0.

De manera completamente analoga se prueba la existencia de dy = inf Ay de
manera que 0 < dy < dy < do, dy € Ag y U(l, dg) =0.

El razonamiento se puede aplicar inductivamente, y se logra ver que para
todo valor de k > 0 se cumple el teorema. O
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