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Resumen

Entropia Bekenstein-Hawking: una conexion entre la teoria de la
informacion y la termodinamica

Se modela la entropia de Bekenstein-Hawking con base en el conteo de microestados de
la radiaciéon Hawking en los agujeros negros de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom. Se
muestra la conservacion de la informacién y la entropia tras un proceso de evaporacion de
un agujero negro por la radiacién Hawking via tunelamiento cuantico.

Palabras clave: entropia Bekenstein-Hawking, radiacion Hawking, microestados, agujero ne-
gro.

Abstract

Bekenstein-Hawking entropy: a connection between information
theory and thermodynamics

The Bekenstein-Hawking entropy is modeled based on the count of microstates of Haw-
king radiation in Schwarzschild and Reissner-Nordstrom black holes. The conservation of
information and entropy is shown in a process of evaporation of a black hole by Hawking
radiation through quantum tunneling.

Keywords: Bekenstein-Hawking entropy, Hawking radiation, microstates, black hole.



X

Notaciones y convenciones

En el presente documento se tienen en cuenta las siguientes consideraciones:
I. La signatura de la métrica utilizada es (—, +,+, +).
I1. En relacién a las constantes fisicas, se establece en la mayoria de resultados que:
c=h=G=kg=1,

siendo ¢ la velocidad de la luz, h la constante de Planck, G la constante gravitacional
y kp la constante de Boltzmann.

ITI. La entropia Bekenstein-Hawking se ha abreviado como Sgpy.
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Capitulo 1

Introduccion

El universo en que habitamos usualmente es descrito en términos de cantidades fisicas como
la masa y la velocidad, sin embargo otra cantidad tan importante y un poco menos conocida
es la informacién. Fueron los trabajos de Claude Shannon [1], que le dieron un soporte ma-
tematico a la teoria de la informacién en la cual el bit es la unidad fundamental de medida.
Con el tiempo la conservacién de la informacién se ha tomado como principio fundamental
de la naturaleza [8], que al incorporarlo en la mecanica cuéntica se obtiene como resultado la
evolucion unitaria de un sistema cuantico: un estado puro evolucionard a otro estado puro,
y nunca evolucionard a un estado mizrto. Tanto en mecanica cudntica como en clésica, la
informacion se conserva en un sistema cerrado [9].

Entre los fenémenos fisicos que han puesto la informacién en un escenario relevante, los
agujeros negros han sido uno de los mas interesantes. A principios de los anos 70, Jacobo
Bekenstein tomo6 como base fundamental la teoria de la informacion y propuso una expre-
sién para la entropia de un agujero negro [10,11], posibilitando un primer acercamiento entre
estos objetos y la termodinamica. Poco tiempo después a estos trabajos, Stephen Hawking
utilizando mecéanica cuantica, descubrié que los agujeros negros deberian emitir particulas
en forma de radiacion térmica con una temperatura proporcional a la gravedad superfi-
cial [12,13] encontrando una expresién para la entropia coherente con la que habia hallado
Bekenstein. Con este resultado se logra precisar la termodinamica de los agujeros negros, que
inicialmente se establecié como una analogia entre las leyes de la dinamica de estos objetos
y la termodinamica.

Con el tiempo se mostraria que la evaporacion de un agujero negro por medio de la radiacion
Hawking, ocurre como un proceso irreversible con un incremento de la entropia total [14] y
por la naturaleza térmica del espectro de la radiacion se tiene que ésta no transmite ningu-
na informacién. Asi, después de que un objeto caiga en el agujero negro surge la pregunta
esencial: ja donde va la informacion? puesto que se pasa de un estado cuantico puro a uno
mezclado. En pocas palabras, el espectro de radiacién térmica de un agujero negro descu-
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bierto por Hawking, no conserva la entropia ni la informacién y finalmente conduce a lo que
se conoce como la paradoja de la perdida de la informacion.

Revisiones posteriores al tratamiento original de Hawking encontraron que no se tenia en
cuenta el principio de conservacién de la energia y a comienzos de este siglo, Wilczek y Pa-
rikh proponen la correcciéon de la radiacion Hawking utilizando la conservacion de la energia
y donde se representa la fuente de radiacion como un efecto de tunelamiento cuéntico en
el cual se obtiene un espectro no térmico para el agujero negro de Schwarzschild [15]. Uti-
lizando este resultado, Zhang et al. [16] descubrierén la existencia de correlaciones en la
radiacion Hawking (tratada como la emision de particulas no térmicas), lo que implica que
estas pueden llevar informacién fuera del agujero negro y que toda la informacion se podria
recopilar mediante la recolecciéon de estas particulas. Otra consecuencia importante es que
la entropia se conserva en el proceso de evaporacion y para llegar a este resultado, Zhang
et al. han calculado la entropia del sistema de radiacién obtenido después de la evapora-
ciéon completa del agujero negro, coincidiendo con la entropia de Bekenstein-Hawking del
agujero negro inicial. De esta manera se vislumbra una posible solucion a la paradoja de la
perdida de la informacion, desde la perspectiva de la probabilidad y teoria de la informacién.

El objetivo general del presente trabajo es modelar la entropia de Bekenstein-Hawking con
base en la teoria de la informacién y la termodinamica, tomando como referencia los tra-
bajos de Zhang et al. y desarrollos posteriores a €él, cuyas investigaciones gravitan entorno
a dos problematicas que han surgido desde los descubrimientos de Hawking y que al sol de
hoy continian abiertas: la paradoja de la informacién y el significado de la entropia de un
agujero negro.

El documento se estructura de la siguiente manera: en el capitulo 3 se reproduce el fenémeno
de la radiacion Hawking como tunelamiento cuantico a través del horizonte de eventos del
agujero negro con el modelo propuesto por Parikh-Wilczek [15]. El capitulo 4 muestra cémo
a partir de la relacién entre informacion y entropia se genera una condicién necesaria y
suficiente sobre el espectro de emision, para que el fenémeno de radiacién Hawking suceda
como un proceso unitario (en particular se demuestra que la tasa de tunelamiento encontrada
por Parikh y Wilczek cumple dicha condicién). Siguiendo a Cai et al. [17], en el capitulo
5 se obtiene la Spy para los agujeros negros de Schwarzchild, Reissner-Nordstrom y el
caso extremal de este iltimo, con el conteo de microestados de las respectivas radiaciones
Hawking. Con el danimo de bordear la problemética del significado de la entropia de un
agujero negro, en el capitulo 6 se realiza una descripcién de la interpretacion adoptada por
Zhang et al. con respecto a Spy.



Capitulo 2

Fundamento teorico

2.1. Teoria de la informacién

Los origenes de la teoria de la informacién, se remontan a la publicacién en 1948 de A
Mathematical Theory of Communication. por Claude E. Shannon. El titulo de este extenso
articulo o tratado publicado en The Bell System Technological Journal, es muy sugerente: la
teoria de la informacién como disciplina cientifica estara mas relacionada con los aspectos de
la cuantificacién de la informacion que con los aspectos de significado que pueda dar lugar
un mensaje que llega a distintos receptores. Segin Shannon, dichos factores seménticos de
la comunicacion son irrelevantes para el problema de la ingenieria.

De forma general, un sistema de comunicacién estd conformado como en la figura 2-1. El
objeto de la informacion es el mensaje, que esta constituido por un conjunto organizado de
datos procesados.

FUENTE DE
INFORMACION TRANSMISOR RECEPTOR DESTINATARIO

SENAL
SENAL RECIBIDA

Y

Y

MENSAJE MENSAJE

FUENTE DE
RUIDO

Figura 2-1: Diagrama de la comunicacién planteado por Shannon. (Tomado de [1])
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2.1.1. Medicién de la informacion y unidades

Sea E un suceso que puede ocurrir con probabilidad P(FE). Si E se llega a presentar, entonces
se dice que se ha obtenido o recibido

I(E) =log (2-1)

P(E)

unidades de informacién'. Dependiendo de la base del logaritmo que se utilice en la férmula
(2-1), se define la unidad de informacién:

» Con logaritmo de base 2, la unidad correspondiente de informacion es el bit (abreviacién
de binary unit)
1
I(E) =logy, —— bit 2-2
( ) Og2 (E) 118 ( )

» Con logaritmo natural, la unidad recibe el nombre de nat (abreviacién de natural unit)

nats (2-3)

= Con logaritmo de base 10, se distingue la unidad de informacién como el Hartley

1
I(E) = logyg P(E) Hartleys (2-4)

La conversion entre las distintas unidades queda definida por

log, x = log, x. (2-5)

&p @
Convencionalmente, el sistema de unidades utilizado en informacién es el sistema binario
donde su unidad fundamental es el bit. La condicién binaria es la que posee una cualidad
biestable, por consiguiente puede existir uno de dos estados: encendido o apagado, si o no,
marca o espacio, magnetizado o desmagnetizado, y asi sucesivamente. En el sistema numérico
binario esas dos condiciones estan representadas por los digitos 1 y 0.

2.1.2. Entropia de Shannon

Considérese una fuente de informacién R (figura 2-2) que emite un conjunto de simbolos
pertenecientes al alfabeto finito y fijo {rq,...,r,}, cuyas probabilidades de ocurrencia son
respectivamente P(r), ...., P(ry,).

'En el apéndice A se muestra un ejemplo sencillo de cémo se puede cuantificar en bits la informacién
contenida en un mensaje, y se pone en evidencia el sentido de usar la funcién logaritmo para la medicién de
la informacion.
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R —> T, T},

Figura 2-2: Fuente de informacion discreta
De acuerdo con la ecuacién (2-1), la cantidad de informacién que aporta la presencia de cada

I(r;) = log ( P(Z)) . (2-6)

Asi, la cantidad de informacién media por simbolo de la fuente es

> P(r)I(ry). (2-7)

simbolo viene dada por

Esta tultima magnitud recibe el nombre de entropia de Shannon, cuya forma explicita se
obtiene al remplazar (2-6) en (2-7):

an log( n) ZPn )log (P(r;)). (2-8)

En términos de probabilidad, esta entropia se puede interpretar de la siguiente manera:
Supongamos que se conoce el valor de una variable aleatoria X. La entropia de Shannon de
X cuantifica la cantidad de informacion que obtenemos, en promedio, cuando conocemos el
valor de X. Una vision alternativa es que la entropia de X maide la cantidad o la incertidumbre
acerca de X antes de conocer su wvalor. Estos dos puntos de vista son complementarios,
podemos ver la entropia, ya sea como una medida de la incertidumbre antes de conocer el
valor de X, o como una medida de la informacion de lo mucho que se ha ganado después de
conocer el valor de X [2].

2.1.3. Algunas propiedades de relacién de la entropia

Si se tiene dos variables aleatorias X y Y, surge la pregunta de como se relaciona el contenido
de informacién de X con el contenido de informacion de Y. Los siguientes conceptos ayudaran
a esclarecer esta situacion.

1. Entropia conjunta: si se tiene un sistema de las variables aleatorias X y Y, la entropia
conjunta mide la cantidad de entropia que esta contenida en este sistema y se define
como:

S(X,Y) ==> p(z,y)logp(z,y). (2-9)

T,y
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2. Entropia condicional: es una medida de la incertidumbre que se tiene, en promedio,
sobre el valor de X, dado que conocemos el valor de Y':

S(X|Y) = 8(X,Y)—S(Y). (2-10)

3. Informacion mutua: esta cantidad mide la dependencia estadistica entre las variables
aleatorias X y Y. Mas precisamente, mide la informacion o reduccion de la incertidum-
bre de la variable X debido al conocimiento del valor de Y':

I(X:Y)=S(X)+S(Y) - §(X,Y) = S(X) — S(X|Y). (2-11)

La figura 2-3 ilustra las anteriores relaciones:

S(X)  S(Y)

Figura 2-3: Relacién entre las entropias. (Tomado y adaptado de [2])

2.2. Agujeros negros clasicos

Inicialmente los agujeros negros surgen como una solucién matematica a las ecuaciones de
la relatividad general de Einstein. Desde un punto de vista formal, un agujero negro es un
espacio-tiempo que posee un horizonte (horizonte de eventos), que actiia de tal manera que
el exterior del horizonte esté incomunicado en relacién con el interior, y ademas tiende a ser
asintéticamente una variedad plana donde los efectos gravitatorios son nulos, y el espacio-
tiempo adopta la métrica de Minkowski [18].Ya desde un punto de vista més intuitivo y
fisico, se pueden definir como una region del espacio-tiempo que contiene una concentracién
tan elevada de materia que nada puede escapar de su gravedad, ni siquiera la luz.

A diferencia de otros objetos compactos en el universo (tales como las enanas blancas y las
estrellas de neutrones que se caracterizan por tener elevadas concentraciones de materia), un
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agujero negro resulta ser un objeto muy simple para un observador externo. Se sabe de él
todo si se conocen los parametros: masa, momentum angular y carga eléctrica. Esto ultimo
estd establecido por un teorema: “el agujero negro no tiene pelo”. La emision de ondas gra-
vitacionales que acompana la formaciéon de un agujero negro lo afeita para no dejarle mas
que su masa (M), momentum angular (J) y carga eléctrica @ [19].

Lo anterior sugiere que desde un punto de vista clésico, existen 4 tipos de agujero negro,
los cuales fueron bautizados con los nombres de quienes encontraron las soluciones a las
ecuaciones de la relatividad general: agujero negro de Schwarzschild (solo depende de M ),
Reissner-Nordstrom (depende de M y @ ), el de Kerr (depende de M y J ) y por ultimo el
més general que es el de Kerr-Newman (depende de M, J y Q).

» Agujero negro de Schwarzchild: La primer soluciéon exacta a las ecuaciones de la
relatividad general fue encontrada por el aleman Karl Schwarzschild en 1916. Para
comprender intuitivamente el significado de esta solucién matematica, imaginemos un
objeto esférico de masa M y radio r. En la medida que r se reduce, la gravedad del
objeto se incrementara, hasta que llega un momento en que su densidad es tan grande,
que ni siquiera la luz puede escapar de su gravedad. El valor critico que debe tomar
r para que esto ocurra se denomina radio de Schwarzschild y se calcula mediante la
ecuacion

_2GM

2 Y

rs (2-12)

c
donde G es la constante de gravitacién universal y ¢ la rapidez de la luz en el vacio.

Un agujero negro de Schwarzchild tiene como caracteristica su horizonte de eventos
situado a un radio de Schwarzchild. Cualquier objeto que no rote y no tenga carga,
con un radio menor a su radio de Schwarzchild, formarfa un agujero negro.

La métrica que corresponde a la solucion a este tipo de agujero negro, se le denomina
métrica de Schwarzschild la cual estd dada en coordenadas polares {¢,r,6, ¢} [20]:

oM oM\
d82 = — (]. — T) dtz + (1 — T) d’l“2 + ’I"QCZQQ, (2—13)

donde df2? es la métrica de una 2-esfera unitaria
df2? = dh* + sin® Od?. (2-14)

Entre las propiedades mas importantes de la solucién de Schwarzschild, se tiene que
es esféricamente simétrica, estacionaria?, estatica®, asintéticamente plana y presenta
una singularidad coordenada en r = 2M, la cual puede ser removida por un cambio de
coordenadas adecuado [4].

2Una solucién es estacionaria si es independiente del tiempo.
3Un espacio-tiempo es estético si no cambia con el tiempo y adicionalmente es irrotacional.
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= Agujero negro de Reissner-Nordstrom: Posterior a la soluciéon encontrada por
Schwarzschild, los fisicos Hans Reissner y Gunnar Nordstrom de forma independiente
encontraron una solucion a las ecuaciones de Einstein que representan el espacio y
tiempo de un agujero negro cargado eléctricamente. La métrica relacionada a este tipo
de solucién esta dada por:

-1

ds® = — (1 _2M + Q—j) dt* + (1 _2M + Q—j) dr? 4+ r*(d? + sin® 0d¢?). (2-15)
r r r r

En esta expresion, M es interpretada como la masa del agujero y () su carga eléctrica

total. La estructura de este tipo de agujero resulta un poco mas compleja que la del

Schwarzschild, dado que se generan dos horizontes de eventos concéntricos (uno interno

y otro externo) cuyos radios estan definidos por [21]

reo =M+ /M2 — Q2 (2-16)

donde 7, define el horizonte externo y r_ el horizonte interno. Se evidencia que @
no puede aumentar indefinidamente, pues la carga provoca un efecto repulsivo que se
opone a la gravedad. Si la repulsion eléctrica supera a la gravedad, el agujero negro
se desintegraria y en su lugar se formaria una singularidad desnuda sin horizonte.
Por razones tedricas, se presume que no pueden existir singularidades desnudas. Esta
conjetura se denomina censura cdsmica y fue formulada por Penrose en 1969 [3].

De la ecuacién (2-16) se deduce que la carga maxima que puede alcanzar el agujero
negro es Qe = M, cuando se alcanza esta carga se habla de un agujero negro Reissner-
Nordstrom extremal.

= Agujero negro de Kerr: Una solucién de vacio de las ecuaciones de Einstein para un
agujero negro en rotacion corresponde a la métrica de Kerr, la cual fue encontrada por
Roy Kerr en 1963. En coordenadas de Boyer-Lindquist, dicha métrica toma la forma

2M AMrasin® 0 Asin? 6 i
ds? = — (1= 2280} g2 = 22700 g+ 200 Y g 4 S0 sag?, (2-17)
by X A
¥ =r’+a’cos’0, A=7r*—2Mr+d? A= (r’ +a*)? — Ad’sin® 0.
(2-18)

Al igual que el caso anterior, este agujero presenta dos horizontes concéntricos (uno
interno y otro externo) los cuales quedan definidos por

ry =M+ VM?—a? (2-19)

donde el pardmetro a = J/M (momento angular especifico).
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El horizonte de eventos del espacio-tiempo de Kerr es una superficie tridimensional
nula. Sus cortes espaciales tienen la geometria de una esfera distorsionada bidimen-
sional (ver figura 2-4). A diferencia de los anteriores agujeros, la singularidad no es
un punto sino un anillo localizado en el plano ecuatorial y adicionalmente tiene una
regién que se encuentra fuera del horizonte exterior llamada ergésfera. Segtn el efecto
Lense-Thirring, la rotacién del agujero negro de Kerr arrastra el espacio-tiempo en
sus proximidades de tal manera que cualquier objeto ubicado en la ergdsfera no puede
permanecer estatico.

Eje de rotaciéon

Horizonte externo ; fmi A4
<l Limite estatico

Ergésfera
Singularidad
& N
I

Horizonte interno

Figura 2-4: Estructura del Agujero negro de Kerr visto paralelamente a su eje de rotacion.
(Tomado de [3])

Un anélisis similar al del agujero negro Reissner-Nordstrom, sugiere que el valor de J
no puede crecer indefinidamente, pues la rotacion genera una fuerza centrifuga que se
opone a la gravedad. Si la fuerza centrifuga superara a la gravedad, el agujero negro
desapareceria y se formaria una singularidad desnuda. El valor maximo que puede
alcanzar J se obtiene de la ecuacién (2-19), haciendo M? — a? = 0. Cuando el agujero
negro alcanza este valor maximo de momentum angular, se denomina agujero negro de

Kerr extremal.

= Agujero negro de Kerr-Newman: Existe una soluciéon generalizando la métrica de
Kerr para el caso cuando un agujero negro es eléctricamente cargado. Esta solucion se
conoce como métrica de Kerr-Newman, que en coordenadas Boyer-Lindquist adopta
la forma [21]:
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— Q2 _ 02 .2
oo (1 BTN Ly 20Mr - Qasin?e
% b
Asin? 6 o sin

- N 2 9.9
s 4"+ —dr* + de?, (2-20)

Y =1r*+a’cos* 0, A =72 —2Mr+a?+ Q2
A= (r*+a?)? — Ad®sin . (2-21)

En cuanto a la estructura del agujero negro de Kerr-Newman, es similar a la mostrada
en la figura 2-4. El horizonte de eventos se localiza en

ry =M+ /M2 — a2 — Q2 (2-22)

donde M, J = aM y @ son la masa, momento angular y carga eléctrica del agujero
negro respectivamente. Su area estd dada por

A =dn(rl +a®). (2-23)

2.3. Leyes de la mecanica de los agujeros negros y co-

nexion con la termodinamica

A continuacion se exponen las leyes de la mecédnica para agujeros negros que fueron inicial-
mente introducidas por J. Bardeen, B. Carter y S. Hawking y guardan una sorprendente
relacion con las leyes de la termodinamica.

» Primera Ley: Como se vio en secciones anteriores, la métrica de Kerr-Newman es la
solucion mas general con la cual se describe el espacio-tiempo alrededor de un agujero
negro rotante y con carga en su estado final de equilibrio. Tomando la ecuacién (2-22)
y remplazandola en la (2-23), se tiene que el drea del horizonte de eventos para este
agujero es:

A=An(M++/M? — a2 — Q?)*+a?) = 4m(2M? — Q>+ 2M /M2 — a2 — Q2). (2-24)

De esta manera, el area queda en funcion de los parametros M, () y J. Diferenciando
la ecuacién por medio de la férmula:

0A HA OA
dA = (a_M) dM + (%> dQ + (5) dJ,

y luego despejando dM, se obtiene que:

1 -M
dM =— (T; 2)dA+( 2Q”2>dcg+ (QLQ) dJ
8t \ri+a ri+a ri+a

zgidA + ®dQ + Qd.J. (2-25)
T
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Esta ultima férmula se conoce como la ecuacion de estado de los agujeros negros,
donde k es conocida como la gravedad superficial, ® se identifica con el potencial
eléctrico del agujero negro medido desde el infinito y €2 representa la frecuencia angular
rotacional.

Teniendo en mente que la energia en el agujero negro esta representada en la masa,
entonces la ecuacién (2-25) guarda una cercana relacién con la expresion de la primera
ley de la termodindmica:

dE = TdS — PdV. (2-26)

Asi, 8idA se puede identificar con T'dS donde la gravedad superficial (k) hace las
T

veces de la temperatura (77) y el drea (A) hace las veces de la entropia (5).

Siguiendo esta misma analogia, se tendria que la expresion ®d@) + €2d.J corresponde a
—PdV , lo cual representa el trabajo hecho sobre el agujero por un agente externo que
incrementa la carga y momentum angular del agujero por d@ y d.J respectivamente.

= Segunda Ley: Hawking demostré que para cualquier proceso que involucre agujeros
negros (por ejemplo materia cayendo en un agujero negro, colisiéon de agujeros negros,
etc) el area o las areas de los agujeros negros tiende a incrementarse, lo que puede ser
expresado como

AA > 0. (2-27)

Lo anterior es analogo a la segunda ley de la termodinamica donde se establece que la
entropia en un sistema aislado nunca puede decrecer (AS > 0).

= Tercera Ley: Con lo expuesto anteriormente, se defini6 la gravedad superficial como

=M _ WP (@)
et (M /MP (@ @)+

(2-28)

K =

por lo tanto x debe tomar un valor estrictamente mayor que cero, pues si M? < (Q*+a?)
nos enfrentamos a una solucién que no tiene sentido fisico y si M? = Q% + a? es una
relacion limite que no se puede satisfacer o alcanzar por medio de una cantidad finita de
procesos, pues como se evidencié con el agujero negro de Reissner-Nordstrom y Kerr,
tanto la carga como el momentum angular no pueden crecer indefinidamente pues por
efectos de repulsion y fuerza centrifuga se podria llegar a una singularidad desnuda
sin horizonte. De esta manera se llega a la tercera ley: es imposible reducir la gravedad
superficial a cero por un numero finito de pasos, la cual resulta similar a la tercera ley
de la termodindmica que afirma la imposibilidad de llevar un sistema al cero absoluto
por medio de un nimero finito de pasos.

La tabla 2-1 resume las anteriores leyes.
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Ley Termodinamica Agujeros negros

K es constante sobre el
T es constante en un .
Cero . . horizonte de eventos de un
sistema en equilibrio .
agujero negro

Primera dE =TdS — PdV AM = a4 + ®dQ + QdJ
8
Segunda dS >0 dA >0
T = 0 no puede ser k = 0 no puede ser
Tercera alcanzado en un nimero reducida por un ntmero
finito de pasos finito de pasos

Tabla 2-1: Analogia entre las leyes de la termodinamica y las leyes de la mecanica de los
agujeros negros.

2.4. Entropia Bekenstein-Hawking
La relacion entre informacion y entropia de un sistema fisico cerrado se puede expresar como
Al = —-AS, (2-29)

donde AI indica la informacion ganada del sistema y AS corresponde al descenso de la
incertidumbre?. El bit se define como la informacién disponible cuando la respuesta a una
pregunta de si' 6 no es precisamente conocida (entropia cero). Un bit es numéricamente
igual a la entropia maxima que puede ser asociada con una pregunta de si 6 no. La entropia
de Shannon (2-8) es méxima para p(no) = p(si) = 1/2. Entonces, un bit es igual a In2
de informacion. Transfiriendo lo anterior al contexto de los agujeros negros, se tiene que
la captura de una particula por un agujero negro contiene la misma informacién con una
respuesta a la pegunta de si hay o no captura de ésta. Por la segunda ley de la termodinamica
de los agujeros negros, el area del horizonte de eventos debe aumentar para este ultimo
proceso. Asi, por lo anterior, puede asociarse la entropia de un agujero negro Sgy con el

drea racionalizada («)®:

S = f(a). (2-30)

4En el capitulo 3 se muestra como se puede llegar a esta relacién.

. A
5 Area racionalizada a = P donde A es el area del horizonte de eventos del agujero negro.
T
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Bekenstein concluyé que la mejor opcién es que la funcién f(«) sea de la forma [11]:

fla) =a, (2-31)

donde 7 es una constante. El siguiente paso que da Bekenstein es definir las unidades ade-
cuadas de esta constante, que al comparar las ecuaciones (2-30) y (2-31) se tiene que deben
ser (longitud)™. Recurriendo a la mecénica cuéantica, la constante queda definida como el
inverso de la longitud de Planck ¢ (I,) al cuadrado. De este modo

Spr =nh'a. (2-32)

El incremento minimo posible en el area del agujero negro por la captura de una particula
de masa p y radio propio b resulta ser

Ao = 2ub. (2-33)

Acotando el valor de b entre la longitud de Compton y el radio gravitacional (h/p < b < 2u),
se tiene que

(AQ)min = 2h. (2-34)

Luego, el minimo incremento de entropia generado por la captura de la particula, a través
del horizonte de eventos, serd equivalente a la perdida minima de informacién (1 bit), asi

1
De (2-34) y (2-35) se obtiene que n = 3 In 2. Finalmente, remplazando en (2-32) y utilizando

unidades convencionales, se obtiene la expresion para la entropia de Bekenstein-Hawking:

n2\ ke
S = (8_7T> ﬁA’ (2-36)

Este resultado presentado por Bekenstein es muy similar al encontrado por Hawking poste-
riormente [13]:

kA
412

1
= ZA (en unidades Planck).

SBH

(2-37)

Por lo tanto, se establece que la entropia de un agujero negro es directamente proporcional
al area de su horizonte de eventos.

61, = /Gh/c.
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2.5. Radiacion Hawking

Tras un viaje a Moscu en 1973 y por sugerencia de los rusos Yakov B. Zel'dovich y su
estudiante A. Starobinsky 7, Hawking demostré que por efectos cudnticos de los campos de
materia en las proximidades de un agujero negro, se produce la creacion de pares particula-
antiparticula virtuales. Asi, un componente del par de particulas virtuales puede caer en
el interior del agujero dejando al otro componente sin pareja para aniquilarse. La particula
o antiparticula abandonada tiempo después puede caer en el agujero o escapar al infinito
donde aparecerd como radiacién emitida por el agujero negro (ver figura 2-5). Hawking en

\
|

Particula
Aniquilacién escapando al
de par infinito

Antiparticula
cayendo en el

/ agujero bar
N

Horizonte de
eventos

Creacién par
particula-
antiparticula

Figura 2-5: Radiacién Hawking. (Tomado y adaptado de [4])

sus resultados encuentra que dicha radiacién tiene la naturaleza de un espectro térmico. Sin
embargo esto conduce al problema de la perdida de informacion, pues a medida que el agujero
negro emite radiacion se va evaporando completamente sin dejar rastro de la informacion
sobre la materia que lo formé (suponiendo que este se generd por el colapso de una estrella).
Por otra parte, la radiacion emitida no transporta ninguna informacion. Es asi como esta
perdida de informacion entra en contradiccion con el principio de evolucion unitaria de la
mecanica cuantica y como consecuencia de esta evolucién no unitaria, la entropia no se
conserva en el proceso de evaporacién [14].

"Zel’dovich y Starobinsky conjeturaban que utilizando mecénica cuantica se podria mostrar que un agujero
negro en rotacién deberfa emitir radiacién hasta detener su movimiento rotacional [22].
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2.6. Preliminares de mecanica cuantica

2.6.1. La aproximacion WKB

El método de Wenzel-Kramers-Brillouin (WKB), sirve para encontrar soluciones aproxima-
das a ecuaciones diferenciales lineales. La aproximacion WKB puede ser aplicada a ecuaciones
diferenciales con soluciones que tienen coeficientes constantes o varian lentamente. En parti-
cular, el método sirve para resolver la ecuacién estacionaria unidimensional de Schrodinger:
2 72
W9 vy =Ry (2-38)
2m dx?
Para encontrar la solucion a esta ecuacién por medio de la aproximacién WKB, primero se

escribe ¢ en la forma
zS(T)

U(x) = (2-39)
donde S es la accién clasica. Sustituyendo (2-39) en (2 38) se obtiene
h? (i 1 9
—— =5 - —S’ %4 E 2-40
= (3 )t ve=po (2-40)
Dividiendo esta ultima ecuacion entre ¢ y reorganizando términos
h? (i 2
—— | =5 — = —(FE — =0. 2-41
o (357~ 57) = (B - V(@) =0 (2-41)

2

Teniendo en cuenta que la energia total del sistema es £ = 2’; +V(z) = 2]'; =F—-V(x),
m m

al sustituir en (2-41) y simplificar términos, se obtiene que
ihS" — 8" —p? = 0. (2-42)
El siguiente paso es expandir la accidn clasica en series de potencias de h
S(x) = So(w) + hSy(x) + K2 Sa(x) + -+ = Solw) + Y _ W'Si(x). (2-43)
Al diferenciar esta tltima ecuacién y remplazar en (2-42), se llega a
ih( Sy (x) + hSY (x) + h2Sy(x) + ) — (Sy(x) + hSy(z) + R*Sh(x) + - )> — p* = 0. (2-44)

Desarrollando el cuadrado de la primer derivada de la accién expandida

(So(x) + hSy(x) + K> Sy(x) + - -+ ) =[S(x) + (hSi(z) + A*Sy(x) + - -+ )]

=(Sp(w))* + 25y(x Z Si(x (Z )
R

( S/ + 2 S/ Z S/ h2z

+3 N 28)(x) S (). (2-45)

=1 j=i+1
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De acuerdo con esto tltimo, en la ecuacién (2-44) se pueden asociar términos semejantes en
funcién de las potencias de h para obtener

—(P* 4 S) + (iSl — 285 S B+ (iS" — 817 — 2885 h2 + -+ = 0. (2-46)

Dado que el lado derecho de la ecuacion (2-46) es 0 entonces, al lado izquierdo, el término
independiente y los coeficientes que acompanan a las potencias de A también deben valer
cero. Adicionalmente, la aproximacion se obtiene al truncar la serie de potencias generada
en esta ultima ecuacion hasta el orden lineal en h. De esta manera, solo se consideran los
términos de cero y primer orden.

Asi, a partir del término de orden cero se encuentra que

—(p* + 8)%) =0 = S;° = p*
= Sy = +p

= So(z) ==+ /93 p(z)dx, (2-47)

xo
mientras que del término de primer orden se obtiene
iS! — 2580 — 0 —> iS! = 251!
= ip = 2p9S]

Z‘/

2p
2) »p
— S (z) = %mp. (2-48)

Por lo anterior se llega a que

S(z) =Sy(z) + Z WS, (x)

~ / " p(@)da + %i In p(x). (2-49)

Por (2-39) y (2-49)

1S (x)

Y(a) ="t

et (& 5 p(@)do+ 2 Inp(a))

o Cy e:l:%ffop(:c)da:7 (2_5())
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Esta ultima solucién funciona cuando p(z) es real. Si resulta imaginario, la solucién aproxi-
mada toma la forma

(o) o — T I bl (2-51)

p()]

2.6.2. Tunelamiento a través de una Barrera de Potencial

Considérese el movimiento de una particula cuyo momentum es k = v2mFE, la cual incide al
lado izquierdo de una barrera de potencial V(z), con una energia E menor al méximo valor
del potencial de la barrera (figura 2-6). Desde el punto de vista cldsico la particula no puede

V(x)
A

(1) (2) (3)

X, X,

» X

Figura 2-6: Barrera potencial cuyas regiones clasicamente permitidas son © < z1 y = > x».

(Tomado de [5])

traspasar o penetrar la barrera de potencial, entonces se reflejara. Sin embargo, de acuerdo
con la mecanica cuantica, la probabilidad de que la particula tunele a través de la barrera
y emerja al lado derecho (regién 3) es diferente de cero. Siguiendo a [5], para estimar dicha
probabilidad de tunelamiento se puede hacer uso de la aproximacién WKB.

En las regiones (1) y (3) se tiene que

w1< ) 1kx/h+B€ ikx/h

Vy(x) =Fe™h, (2-52)
donde A, B, F son respectivamente las amplitud de la onda incidente, reflejada y transmitida.
Si la energia de la particula es méds pequena que el maximo valor del potencial en la barrera

(E < Vinaz) v si el potencial V(z) varia lentamente en funcién de z, entonces la funcién de
onda en la regién (2) es dada por la aproximacién WKB

bole) = 2t D g e (2-53)
()] Ip()|



18 2 Fundamento tedrico

donde p(z) = i\/2m(V(x) — E). Se puede suponer que la barrera es lo suficientemente
ancha® para tener que D ~ 0 y por lo tanto
C _ i [T ' !
Yn(w) = —mmme i o P (2-54)

VIp(@)]

La probabilidad para que la particula atraviese la barrera es dada por el coeficiente de

transmision , )
Utrans|wt7"ans(x)| _ |F|

Uin0|¢inc(x)|2 N |A|2 7

donde se ha tenido en cuenta que las velocidades de transmisiéon e incidencia son iguales. Lo

T = (2-55)

que sigue a continuacién es operar para expresar F' en términos de A y poder simplificar el
coeficiente de transmisién. Utilizando las relaciones de continuidad sobre ¢ (z), 19(x) y sus
respectivas derivadas en los puntos z; y x5 se tiene que

Y1(z1) =a(z1)
Yy (1) =h(x),

obteniéndose C
Aeike/h 4 pe=ika/h _ _041 (2-56)
%(Aeikx/ﬁ _ Bemike/hy — _halal’ (2-57)

donde a; = i\/2m(V(z;) — E). Procediendo de forma analoga para el punto z,, por la
continuidad de las funciones de onda, se halla que

Va(2) =13(x2)
Py (x2) =15(w2),

por lo tanto

C i f2 bl x

——e wday PN — preiha/h 2-58
N (2-58)
asC i pae 0K L g
— L J T = —F 2 2—59
Bt P (2-59)

donde ay = iy/2m(V (z9) — E).
Sumando (2-56) y (2-57), se elimina la constante B y se encuentra que C' = 24, /age*@1/n /(1

oy /ik). Al remplazar en (2-58)

F 2 Q1 ik(wr—z2)/h —F [ |p(x)|dz
i _ T SWR(T x x 2—60
A 1—(a/ik)\ 0426 o ’ (200

8Si la barrera es muy ancha y/o muy alta, lo cual es equivalente a decir que la probabilidad de tunelamiento

es pequeila, entonces el coeficiente D de la exponencial creciente en la funcién de onda vs(x) deberd ser
pequetio [23].
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entonces

|F'|? 4 —2 (72 ()| da
_ = . 261
A2 ~ \ao/ar + aran/i? ) € (2-61)

Por las ecuaciones (2-55) y (2-61), se concluye que
T ~ 6_% ;12 |P($)|dﬂ?. (2—62)

Si se utiliza la convencion de unidades utilizada en el documento y la accion clasica se toma
x .z
como S(x) = fzf p(x)dx, entonces la ecuacién (2-62) se puede expresar como

T ~ e 2ms, (2-63)



Capitulo 3

Radiacion Hawking en el modelo
Parikh y Wilczek

En el trabajo original de Hawking, sobre la radiacién emitida por un agujero negro, se
considera un espacio-tiempo estatico y no se tiene en cuenta el principio de conservacion
de la energia. Parikh y Wilczek muestran un modelo donde si consideran tal conservacion y
se muestra el fenémeno de la radiacién como un proceso de tunelamiento cuantico [15]. A
continuacion se presenta un esbozo de este importante resultado.

3.1. Coordenadas no singulares

Como se mencioné anteriormente, la métrica de Schwarzschild tiene una singularidad coor-
denada en el horizonte r = 2M, la cual puede ser removida por un cambio adecuado de coor-
denadas. Esto ultimo se puede lograr utilizando las coordenadas de Painlevé-Gullstrand [6].

Primero se define un tiempo coordenado t, (tiempo Painlevé) como:
ty =1ts+ f(r), (3-1)

donde t, es el tiempo de Schwarzschild y f(r) es una funcién cuya estructura se conocerd mas
adelante, con la imposicion de ciertas condiciones sobre el elemento de linea de la métrica.
Despejando y derivando la expresion 3-1:

dt, = dt, — f (r)dr

dts = (dt, — f'(r)dr)?

/

dt2 = dt2 — 2f (r)drdt, + f (r)*dr®. (3-2)
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Ahora remplazando en la métrica de Schwarzschild (ecuacién 2-13)

-1
dSzZ_(l_%) dt?_‘_(l_ﬂ) d’f’2+7‘2d92
T T
2M , , A
== (1= 20 g —f yaraty 4 S )+ (1-20) g tagy
2M / 2M

+ ((1—¥>_1—f’( )2 (1-%)) dr® + r2d$)?. (3-3)

Imponiendo la condicién que para tiempo constante las rodajas de tiempo generadas sean

(1—%)1—]“( )2 <1—ﬂ) = 1. (3-4)

T r

planas, entonces:

De la anterior ecuacion se obtiene que

por lo tanto!

fr)= M (1 — %) B : (3-5)

Luego, remplazando (3-5) en (3-3) se llega a:

2M 2M
ds? = — [ 1 — =— | di® + 24/ =—dt, dr + dr® + r>d2>. (3-6)
r p r P

Esta 1ltima ecuacién corresponde a la métrica de Schwarzschild en coordenadas de Painlevé-
Gullstrand, las cuales han permitido remover la singularidad en el horizonte r = 2M.

ntegrando f'(r) se obtiene
f(r)=2vV2Mr +2MIn \\;

quedando el tiempo definido en (3-1) como:

/T

oI
/T
NeIR

tp = vaMr I V= V2M
ts+2 +2MIn
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3.2. Geodésicas radiales nulas

Con la anterior métrica, se puede trabajar las trayectorias que son radiales (d€2 = 0) y nulas
(ds* = 0). De esta manera se obtiene que la ecuacién (3-6) se transforma en

2M [2M

dr
Dividiendo la ecuacién (3-7) entre dt* se llega a una expresiéon cuadratica en términos de o

(dr)2+2 2Mdr (1_ﬂ> 0, (3-8)

dt rodt r

al resolverla se tiene que

dr 2M
— =41 -4/ — 3-9
o — (3-9)

donde +/— corresponde a las geodésicas salientes/entrantes.

3.3. Tasa de emision a través del horizonte de eventos

Las soluciones generales para la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, con
coeficientes que varian lentamente, pueden ser aproximadas como
Cr iz p@s _
U(z) ~ T P p(a) = /2m(E - V(x), (3-10)
p(x

donde m, E, V(x) y p(x) son respectivamente la masa, la energfa total, el momentum clasico
de la particula que tunela y el potencial de barrera. La integral en el exponente de la ecuacién
(3-10), es igual a la accién clasica

@
S(x) = / p(a’)da’, (3-11)
x;
donde S(x) toma valor real cuando la particula estd en la regién clasicamente permitida
(E > V(x)) y resulta con valor imaginario cuando la particula estd en una regién con
V(z) > E.

En el caso de una particula tunelando a través del horizonte de eventos de un agujero negro,
V(x) se podria pensar que estd asociado con la barrera de energia potencial gravitacional
que la particula debe superar para escapar al infinito. En el modelo propuesto por Parikh y
Wilczek, la particula tunela a través de una barrera de energia la cual esta determinada por la
propia energia de la particula [24]. Cuando un agujero negro irradia, pierde energia (masa).
Dado que en un agujero negro su energia y radio estan relacionados, entonces este debe
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contraerse: el horizonte se aleja de su radio original a un nuevo radio mas pequeno. Como
la contraccién depende de la energia de la particula saliente, en cierto modo, es ella misma
la que define la barrera [25]. En el caso de particulas atravesando el horizonte de eventos,
la relacion entre la probabilidad de tunelamiento de la particula y la parte imaginaria de la
accién es descrita por [15]

I' ~exp[—2Im S]. (3-12)

Para una particula que tunela a través del horizonte de eventos y que viaja a lo largo de las
coordenadas radiales, se puede hacer el remplazo z — r en la ecuacién (3-11) para obtener
que

ry
S—/ prdr. (3-13)

k3

Esta tltima ecuacién sirve como punto de partida para calcular la tasa de tunelamiento en
la radiacién Hawking, como se vera a continuacion.

3.4. Tunelamiento cuantico en la radiacion Hawking

La radiacién Hawking se puede entender como un proceso en el cual, a causa de fluctuaciones
cuanticas del vacio, se produce en el interior del horizonte de eventos del agujero negro de
masa M un par particula-antiparticula. La particula? dotada de energia positiva w, cruza
(tunela) el horizonte de eventos hacia el exterior desde una posicién inicial r;, hasta una
posicién final r,,,. La siguiente figura ilustra este proceso:

w IN ouT
’ O O

|

] R
- [

Figura 3-1: Diagrama heuristico del proceso de tunelamiento. ( Tomado de [6])

2El tratamiento de la radiacién como particulas puntuales se puede justificar teniendo en cuenta que la
relacién entre la frecuencia de onda detectada por un observador (f,;) a cierta distancia del horizonte de
eventos y la frecuencia con que ha sido emitida (fe.,), viene dada por

fob
1—"s

T

fem:

De esta manera, cuando r — 1, la longitud de onda se desplaza hacia el azul.
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El descenso de la masa del agujero negro (M — M — w) va necesariamente acompanado de
un descenso en su radio de Schwarzschild (Rg = 2M — 2(M — w)). Para llegar a la tasa de
tunelamiento se debe calcular la parte imaginaria de la acciéon sobre la region clasicamente
prohibida

Tout

Im S =Im prdr

Tin

Tout 4
:Im/ dr/ dp.. (3-14)
Tin 0

El siguiente paso es expresar la variable de momentum en funciéon de la energia utilizando

las ecuaciones de Hamilton

dH

F=

dp,

T

Con esto ultimo se realiza el cambio de variable en la ecuacién (3-14)

r M—w
out dH
Im S = Im/ dr/ —, (3-16)
Tin M r

donde se ha considerado que si la particula tunela hacia el exterior del agujero negro entonces
este pierde una cantidad de energia w. Lo siguiente es cambiar las variables de integracién
de H a la energia de la particula w, teniendo en cuenta que al tomar H = M —w' =— dH =
—duw’

Tout w 1
Im S = Im/ dr/ (—dw")= (3-17)
Tin 0 r

Kraus y Wilzeck [26] mostraron que la particula de energia positiva saliente siente una fuerza
gravitacional efectiva del agujero negro de masa M — w, y asi viaja en las geodésicas del
espacio-tiempo que contiene un agujero negro de Schwarzschild de masa M — w. Al tener en
cuenta esto, se debe hacer el remplazo M — M — w en la métrica del espacio-tiempo que
viaja la particula, lo cual deriva que la ecuacién (3-9) tome la forma

oy 2M =) (3-18)

T
En su movimiento a lo largo de la trayectoria clasicamente prohibida, la particula saliente
tiene como punto inicial » = 2M — ¢, el cual se ubica dentro del horizonte de eventos
respecto a su posicion inicial, y como punto final (luego de atravesar el horizonte de eventos)
r = 2(M — w) + € el cual se ubica a las afueras de la posicién final del horizonte de eventos,

por lo que los limites de la trayectoria de la particula quedan definidos como

Tin =2M — ¢

(3-19)
Tout =2(M — w) + €.
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Teniendo presente lo anterior y remplazando (3-18) en (3-17), se tiene que

(M —w)
ImS——Im/ d'r’/
\/ -

o [T [ Q(L_w) (320)

r

De esta manera, para continuar con el calculo de la parte imaginaria de la accién, se debe

/2(Mw) dr
2M 2(M — ')’

1—

primero calcular la integral

r

que se puede resolver como una integral de contorno realizando la sustitucién r = u?, obte-
niéndose que
tout 2u2du

/:;M ’ \/Tw / V2(M —w)’

por el segundo miembro de la ecuacién (3-21), se observa que hay un polo simple en u =

V2(M —w'). Luego, tomando u — \/2(M — w') = ee” = du = cie?’df), se puede realizar

una deformacion de contorno y definir la integral sobre un semicirculo en la parte superior

(3-21)

del plano complejo, es decir,

/“"“t 2uldu [T 2iee(ee” + /2(M — w'))?d0
—2(M —w') 0 e’

_ / 2i(ec + \/2(M — w'))2d6
0
:22'/ (e + \/2(M — w'))?db.
0

Hallando el limite cuando € — 0 en ambos lados de esta tltima ecuacion

Uout 2 2d ™ )
/ v au — lim [zi / (e’ + \/2(M — w'))db
wim U —A/2(M —w') =0 0

oy /ﬂ( ST — w))2d6

=4i(M — w') /7r do
=dim(M — ). (3-22)
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Asi, retomando el célculo de la parte imaginaria de la accién (Im S), al remplazar (3-22) en
(3-20)

m S = — Im /0 " dw (4 (M — )
— _Im {zm‘ /Ow dw'(M — w’)}

:47r/ dw' (M — w'")
0

— 4w (M - %) . (3-23)

Finalmente se llega al coeficiente de transmision

w
—8mw| M——
D~ e2md—p ( 2 > (3-24)

3.5. Efecto tunel en agujeros negros cargados

El procedimiento descrito en las anteriores secciones se puede extender a agujeros negros car-
gados, cuya radiacién emitida no tiene carga, pues en caso de tenerse en cuenta esta ultima,
los célculos se vuelven complejos dado que hay que considerar la fuerza electromagnética en
las trayectorias. Siguiendo este orden de ideas, el punto de partida serd expresar la métrica
del agujero negro de Reissner-Nordstrom en coordenadas de Painlevé, es decir,

r r2 r 72

oM Q? oM Q?
ds® = — (1 -+ Q—> dt* 4+ 24/ — @ gt + dr? 4+ r2dQ>. (3-25)

Esta tltima expresiéon se logra por medio de la transformacion
—OMr — 02
tr=t+2/2Mr —Q?+ MIn ! r-@
r+/2Mr — Q?

+ —Q];;iwc; tanh ™! <\/M2 _ ij\/rzMT — Q2> . (3-26)

Luego, la velocidad radial de particulas neutras resulta ser

f’:il—\/%—Q—z. (3-27)
T T

La parte imaginaria de la accién para la particula saliente de energia positiva, incluyendo el
efecto de autogravitacion, es

Im S = Im / (—duw) / h dr , (3-28)
0 e \/Q(M —w')  Q?
T
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y utilizando el cambio de variables

U :\/Q(M —w')r — Q?
du :_—rdw’,

u

la ecuacién (3-28) se transforma en

2(M w)r— Tout u
Im S = Im/ du/ dr : (3-29)

oMr— Q2 in r—u

Teniendo en cuenta que por definicién el horizonte de eventos se localiza en ry = M +
\/ M? — 2, se terminan de definir los limites de integracién en esta ultima ecuacién

dr
M++/M2-Q2 r—u
(M—w)+/(M—w)*—Q?
=Im dr(—mir)

M++/M?2—-Q?
(M—w)+/(M—w)2-Q?
=— 7T/ rdr
Mi\/AP— Q2
2 | M+y/3E-Q2
2 | M)t/ =0 =02
—r [Qw <M - 9) (M —w) /(M —w)?— Q2+ M\/M? — Q?)} , (3-30)

2

V2AM—w)r—Q2 (M—w)+/ (M—w)2—Q2 u
Im S —Im/ du/

2Mr— Q2

obteniéndose una tasa de emisién

T~ 672Im S _ e—27r[2w(M—%)—(M—w)\/(M—w)2—Q2+M\/M2—Q2)] ] (3_31)

Expandiendo en series de potencias de w el exponente, se encuentra que

[ o~ g Prothawi+faui (3-32)

donde

(3-33)

lo cual indica que en una aproximacion de primer orden en w, el resultado es consistente con
la temperatura Hawking (7)) para un agujero negro cargado:

Ty = VAP — &7 . (3-34)
2m(M + /M2 — Q2?)?




Capitulo 4

Informacién y entropia en la radiacion
Hawking

A diferencia del espectro de emisién encontrado por S. W. Hawking [13], el correspondiente
a la ecuacién (3-24) es no térmico y consistente con el principio de evolucién unitaria de
la mecénica cudntica [27]. Trabajando con este espectro de emisién no térmico, Zhang et
al. [16] mostraron la existencia de correlaciones en la radiacién Hawking en la forma de
informacion mutua y la conservaciéon de la entropia tras un proceso de evaporacion del agujero
negro. Continuando por la linea de investigacion de Zhang et al., desarrollos posteriores han
determinado una condicion necesaria y suficiente para que la informacién y la entropia se
conserven en la radiacién Hawking [17]. En la seccién (4.3) del presente capitulo, se realiza
una exposicién de estas ultimas ideas.

4.1. Relacion entre informacién y entropia termodinami-

ca

Desde la perspectiva de la teoria de la informacion, la entropia mide la cantidad de incerti-
dumbre de una variable o equivalentemente la cantidad de informacion que se gana cuando
la variable se vuelve conocida. Como plantea Brillouin [28], en un sistema fisico lo anterior
se puede visualizar con el ejemplo de un gas contenido en un recipiente compuesto por mi-
llones de moléculas que se mueven aleatoriamente. En un instante dado, no se tiene idea
de las posiciones y velocidades exactas de las particulas (hay incertidumbre), la estructura
microscopica del sistema es desconocida y solo hay certeza de valores macroscopicos como la
temperatura, la presion, el volumen y la composicion quimica, los cuales se pueden medir. A
partir de esto se calcula el nimero de microestados y la entropia del sistema. Dicho calculo
considera el nimero de las estructuras internas elementales que satisfacen las condiciones
macroscéopicas. Mientras mayor sea la incertidumbre, mayor serdn el nimero de estructuras
internas posibles, la probabilidad y la entropia.
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El conocimiento de alguna informacion adicional del sistema que se estd estudiando, como
por ejemplo saber como estaba constituido en un momento dado y de ahi conocer la distri-
bucién original de las densidades y las velocidades, permite detallar con mayor exactitud la
configuracion del sistema, disminuir el nimero de microestados y por ende la probabilidad
y entropia. De aqui que se pueda establecer una relaciéon, por lo menos cualitativa, entre
informacion y entropia en un sistema: un aumento de informacion conlleva a un descenso de
la entropia. Siguiendo a [29], dicha relacién se puede cuantificar y formular de la siguiente
manera:

Supongase un problema en el que sean posible obtener W, resultados diferentes, cada uno con
igual probabilidad, la cual se ha establecido a priori (equivalentemente, un sistema fisico que
pudiera obtener una diversidad de estructuras microscopicas y donde Wy es el niimero total
de esas estructuras). La anterior descripcién representa la condicién inicial del problema en
la que no hay informacién disponible (I, = 0). Al igual que en el ejemplo del gas, pueden
surgir definiciones o mediciones que permitan acotar y disminuir el nimero de resultados
posibles a W;. Resumiendo lo anterior, se tiene que:

= Situacién inicial: [, = 0 donde se tienen W} casos igualmente probables.
» Situacién final: [; > 0 donde se tienen W, casos igualmente probables y W; < W,

Por lo tanto, la variacién de informacién en este problema (sistema fisico) es

1
L—-—Iy=KIn— -0
1 0 HPW1

1
Wo

Wo
T Al
H(Wl)

= Kln WO — Kln Wl (4—1)

donde K es una constante que depende del sistema elegido, asi por ejemplo como se vio en
el segundo capitulo, para el caso de problemas en los cuales se utilicen los bits K = 1/1n 2.
En sistemas fisicos, una eleccién adecuada de K como

K=r=1,38x10"" (constante de Boltzmann), (4-2)

permite comparar y relacionar directamente la informacién con la entropia termodinamica.
Retomando el tltimo ejemplo, cuya cantidad de informacion se captura con la ecuacién (4-1)
y replanteando con la constante k, se tiene que

[1 — [0 :/'ianO — /ﬁ?anl
—Sy— 5. (4-3)
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Es asi como se puede establecer una relacién entre entropia e informacién (para un sistema
fisico cerrado), quedando definida por

AT = —AS, (4-4)

donde AT denota la informaciéon ganada de un sistema por medio de mediciones y —AS
corresponde al descenso de su entropia.

4.2. Relaciéon entre la entropia de Shannon y la de Bol-

tzmann

A rasgos generales, la entropia de Shannon
S=- an Inp, (4-5)

mide la cantidad de incertidumbre en un sistema cerrado, siendo p, la probabilidad para
el n-ésimo resultado. Para un ensamble microcanénico en equilibrio, en el cual todos sus
microestados son igualmente probables (p, = p), se puede tomar p = 1/ con 2 denotando
el nimero total de microestados para un sistema cerrado donde se conserva la energia. Asi,
bajo estas circunstancias, la entropia de Shannon toma la forma

Q
S=- an lnpn
n=1

S 0)

=—lnp. (4-6)

De acuerdo con las leyes de la termodinamica de agujeros negros, un agujero negro y su ra-
diacién forman un sistema cerrado que permanece en equilibrio [17]. Por lo tanto su entropia
puede ser descrita por la ecuacion (4-6) o entropia de Boltzmann.

4.3. Conservacion de la informacién y la entropia

Para un agujero negro de Schwarzschild de masa M, su entropia S(M) depende tinicamente
de la masa. Tomando la radiaciéon Hawking como la emisién secuencial de particulas con
energia w;, entonces se pueden considerar dos procesos:
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(a) El agujero negro primero emite una particula w; y luego otra particula wsy, como se
ilustra en la figura 4-1

Horizonte

Figura 4-1: Emisién sucesiva de w; y wsy. (Tomado y adaptado de [7])

Tras la radiacién wy, la entropia del agujero negro se reduce a S(M —wy) y la informacién
que transporta esta particula es

I(w) = —[S(M —w1) — S(M)] = S(M) — S(M — w). (4-7)

En el caso de dos variables = y y, la informacién condicional I(y|x) = I(z,y) — I(x) es
la informacién acerca de y dado que se conoce = [29]. De esta manera, para la segunda
emisién ws de radiacion Hawking, después de haber sido emitida la primer particula, se
tiene que la entropia del agujero negro desciende a S(M — w; — wy) y la informacién
transportada por wy es

I(wa|wy) =1(wy,wy) — I(w)
= — [S(M — w1 — ’LUQ) — S(M — wl)]

donde I(wq,ws) denota la cantidad total de informacién transportada por las particulas
w1 y we en un proceso en el cual se ha emitido primero w; y luego ws. Dicha informacion
puede ser expresada como

I(wl, UJQ) :I(wl) + I(w2|w1)
=S(M) — S(M —w; —wy). (4-9)

(b) Se considera otro proceso en el que el agujero negro de masa M emite una particula
wr cuya energia es w; + wy como se ilustra en la figura 4-2. En este escenario, tanto
la masa del agujero negro como su entropia descienden a M —wr y S(M — wy — wy)
respectivamente. La informacion transportada por la particula con energia w +wy viene
dada por

I(wy +wy) = S(M) — S(M — wy — ws). (4-10)
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J

Horizonte

Figura 4-2: Emisién de una particula con energia wr. (Tomado y adaptado de [7])

Dado que la cantidad de informacién de los procesos descritos en (a) y (b) son equivalentes
(ecuaciones (4-9) y (4-10)), se puede tomar como conservacion de la informacion en la
radiacién Hawking. Para que esto tltimo suceda, la condicion

I(wl,wg) = I(wl) +I(U)2|’U)1) = I(w1 —|—w2) (4—11)

es requerida.

Esta ultima expresion sirve como punto de partida para encontrar una condiciéon necesaria
y suficiente, sobre la tasa de emisién de particulas en la radiacion Hawking, para que la
entropia e informacion sean preservadas:

1. SiI'(w) es la probabilidad o tasa de emisién de la particula w, entonces por lo visto en
la seccion (2.1), la cantidad de informacién asociada a este evento (o en términos mas
fisicos, la cantidad de informacién transportada por w) serd

— —nT(w),

y por (4-6), dicha informacién se traduce en
I(w) = —InT(w) = S(w). (4-12)
Aplicando el resultado obtenido en (4-12) a la ecuacién (4-11), conduce a que la entropia
también se conserve en la emisién de particulas de la radiacion Hawking, ya que
I(wglwl) :S(M — wl) — S(M — W, — ’wg) = S(wglwl) (4—13)
[(w1 + ’LUQ) :S(M) — S(M — W, — ’wg) = S(w1 + wg),

pero por definicion, la entropia de la emision de la segunda particula ws, después de
haber sido emitida la particula wy, resulta ser S(wy|w;) = S(wy, we) — S(wy), entonces

S(wl, wg) == S’(w2|w1) + S(wl) (4—14)
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De las ecuaciones (4-11), (4-13) y (4-14) se concluye que

S(wy, we) = S(walwy) + S(wr) = S(wy + ws). (4-15)
Esta tltima ecuacién puede ser expresada como

F(wl, U}2> = F(wl)F(w2|w1) = F(U)l -+ wg). (4—16)

En consecuencia, se encuentra que si se asume conservacion de la informacién y la
entropia entonces se debe cumplir la condicién (4-16).
En un proceso de evaporacion de un agujero negro por medio de su radiacién Hawking,
se tiene que la probabilidad conjunta de todas las emisiones es

D(wy,wa, -+ s wy) = T(wy) - D(we|wy) -+ - T(wy |wy, wa, - -+, wy,), (4-17)

y de forma iterativa se encuentra que

D(wy,wa, -+ ywy) = T(wy +wy + -+ + wy,) (4-18)

2. Ahora supongamos que la tasa de emision de radiacion Hawking del agujero negro
satisface la condicién (4-18). Si la masa del agujero negro es M, y por conservacién de
la energfa se tiene que M = )" | w;, entonces al hacer uso de la férmula de Boltzmann
para la entropia

S(M)=—InT(wy + ws + -+ - + wy)
= —InT(wy,wsq, - ,w,), (4-19)
es decir que la entropia del agujero negro inicial es igual a la entropia de toda la
radiacién del agujero negro, donde I'(wy,ws, -+ ,w,) = 1/Q(wy,ws, -+ ,w,), lo cual

significa que la entropia e informacion se conservan en la emisién de radiacion Hawking.

Los desarrollos en los numerales 1 y 2 muestran que:

La informacion y entropia se conservan en la radiacion Hawking si y solo si el
espectro de emision I'(w) cumple la condicion senalada por la ecuacion (4-18).
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4.3.1. Preservacion de la informacion y entropia en la radiacién
Hawking de un agujero negro de Schwarzschild

Retomando el espectro de emision descubierto por Parikh y Wilczek para la radiacion Haw-
king del agujero negro de Schwarzschild, cuya deduccién se mostré en el capitulo anterior,

w

D(w) = e_8mu <M_5>, (4-20)

basta con verificar que este cumple con la condicién (4-18) para tener la conservacién de la
entropia y la informacién. La demostracion se puede lograr utilizando induccion matemdti-
ca, para lo cual se considera un agujero negro de Schwarzschild con masa M cuya radiacién
Hawking consiste en la emisién secuencial, por tunelamiento, de particulas con energia w;:

Para n = 2: corresponde al proceso en el cual se emite primero la particula w, y enseguida
la particula ws que esta condicionadal a la emisién de wy, por lo tanto

F(wl, U)Q) :F(wl)F(w2|w1)

—8rwi(M—w1/2) | ,—8mwa(M—w1—w2/2)

=€ €

:e—Sﬂ'(Mwl —w%/Q—l—ng —wiwa —w%/?)

:e—8ﬁ(M(w1+w2) - % (w+2wiwatw3))

:efSW(M(leer)f%(w1+w2)2)

:e—syr(leer)(M—W)

:F(U)l + wg). (4—21)

Asi, el espectro (4-20) cumple la condicién (4-18) para la emision secuencial de dos particulas.
Ahora supongamos que I'(w) cumple la condicién para la emision de n particulas, es decir,
se tiene que

F(wl, Wy, * -+ 7wn) :F(wl) : F(w2|w1) e 'F(wn|w17 Wa, « -+ 7wn—1)

:F(wl—l—wg—i——i—wn)

— e 8m(witwattwn ) (M —(witwa+-+wn)/2)

26_87"(2?:1 wi)(M_(Z?:1 wi)/2)' (4_22)

!La probabilidad condicional I'(E;|Ey) corresponde a la probabilidad de tunelamiento de una particula
con energia E; condicionada a la emisién de radiaciones con energia total E; y se define como I'(E;|Ey) =

o s (31 ;- 5]
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Para n + 1: teniendo en cuenta la hipotesis anterior

F<w17 Wa, w5 Why, wn-i-l) :F(wl) ' F(’LU2|’LU1) e F(wn+1|w1a Wa, - - awn)
w1 (M—w1/2) | 6—87rw2(M—w1—w2/2) . e—87rwn+1(M—Z?:1 Wi —Wn41/2)

=€
ST wi) (M—(S i) [2) | 87w 1 (M= S0y wi—wny1/2)

— o 8T (M Ty wi— (g wi)? /24 Mwn 1 —wn 41 300y wi—wy, 4/2)

— o 8TI(M Ty wit Muwn 1) = (X wi)?/24wn 1 30 witw}, 4 /2)]

e 8mIM T wi— (0 wi)*+2wn 1 I witw) )]

—e8mIM S wi— (0 wi)?]

e ST wi) (M (74 wi) /2)

=I'(wy + wa + -+ + Wy + Wpi1). (4-23)
De este modo, se concluye que el espectro de emisién dado por la ecuacién (4-20) satisface

la condicién (4-18) y por lo tanto la radiacién Hawking del agujero negro de Schwarzschild
conserva la entropia e informacién.

4.3.2. Preservacion de la informacion y entropia en la radiacién
Hawking de un agujero negro de Reissner-Nordstrom

Como se vio anteriormente, para un agujero negro de masa M y carga @, el espectro de
emision de particulas neutras (modelo Parikh y Wilczek) resulta ser

T'(w) = efZﬂ[Qw(Mfw/Z)f(Mfw)\/(Mfw)QfQQJrM\/MQfQ?]. (4-24)

De forma andloga que en el caso del agujero negro de Schwarzschild, se puede demostrar,
por induccién matemadtica sobre n, que esta tltima expresiéon cumple la condicién (4-18):

Para n=2: corresponde a la emision de la particula neutra w, seguida a la emisién de la
particula neutra ws dado que ya ha sido emitida wy, por lo tanto

['(wy, wy) =T (wy)T'(we|w,)
:6727r[2w1(Mf%)f(Mfwl)\/(M*w1)2fQ2+M\/M2*Q2} (4-25)

X67271’[21112(Mfwlf%)f(Mfwlfwg) (M —w1 —w2)?~Q%+(M—w1)y/(M~w1)?~Q?

Definiendo

o1 =2w, (M—%> — (M —wi)y/(M = w)? = Q*+ M/M? — Q2
w2

o2 =2Ws (M—w1—7> — (M — wy — wo) /(M — wy — wy)? — Q2

+ (M = wi) /(M —w)? — Q2
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entonces (4-25) se puede reexpresar como

T(wy, wy) = e~ 271102, (4-26)
Luego
o1 + 0 =2w, (M - %) — (M — w)/(M —w)? — Q2+ M/M2— Q2
+ 2w, (M—wl—%> — (M —wy — w)\/ (M — wy — ws)? — Q?
+ (M = w) /(M —w)? — Q2 (4-27)

Desarrollando paréntesis, simplificando y reorganizando términos en esta ultima ecuacién

g1 + 09 :2(w1 + U)Q)M — (U)l + w2)2 — (M — W1 — wg)\/(M — W1, — w2)2 — Q2
+ M/ M2+ Q?
:2(U)1 +w2) (M — W) — (M — W1 — UJQ)\/(M — Wy — WQ)Q — Q2
+ M+\/M? + Q2. (4-28)

Remplazando (4-28) en (4-26)

F(wl, wz) :€—2W[2(w1+w2)(M—%)—(M—wl—wz)\/(M—wl—w2)2—Q2+M\/M2+Q2]

=T"(w; + ws). (4-29)

Ahora supongamos que I'(w) cumple la condicién para la emisién de n particulas, es decir,
se tiene que

[Nwy,wa, -+ ywy) =L'(wy) - T(wa|wy) -+ T(wy|wy, we, - -+, wp—1)
=I'(wy +we + -+ + wy,)

22w (M- B (M-S wi) /(M wi) - Q2+ M /M QF]

(4-30)
Para n+1:
F(wb Wy, -+, Wn, wn-i—l) —
[(wy) - T(wa|w:) - T(wpga |wr, wa, - -+ wy,) =

e—27r[2uu(M—%)—(M—w1)\/(M_w1)2_Q2+M\/M2_Q2)]

o2 [2w2(M—w1—%)—(M—w1—w2)\/ (M —w1—w2)?—Q?+(M—w1) (M—w1)2—Q2)] S
=27 [2wn 41 (M =300 wi— wn;l )—(M—=327 wi*wn+l)\/(M*Z?=1 Wi —Wn41)?—Q2+(M—377 wi)\/(M*Z?:1 w;)?—Q?

(4-31)

X e
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Por hipétesis de induccion

F<w17 Wz, -+, Wn, wnJrl) =

22Ty wi (M= B - (=57 i) (M=, wiP— QP+ M /M2 Q2]

x e 2m2wnn (M=300 ) wi— L) — (M= wi)y/ (M= i) = QP+ (M= wi)y/(M=327 wi)?—Q?) ]

(4-32)

Definiendo

A =2 Z:;l w; (M — @) — (M — Z:;l wi> \/(M — Z;l wi>2 —Q?
+ M\/M? — Q2,

b (= 37 =) = (= 3 ) (= 3 ) -
(=3 ) (-5 ) -

se reexpresa (4-32) como

D(wy, we, -+ Wy, Wyyy) = e~ 2m(AatA2) (4-33)

Asi,

M =2 w (M - Znle) — (=Y ) \/(M -3 wi)2 - Q?
+ M~/ M? — Q? + 2w, 41 (M—Zn w; — wnH)

i=1 2
(- X )y (- ) e
T (M - Z; wz‘) \/ (M - Z; wi)2 - Q2. (4-34)
Desarrollando paréntesis, simplificando y reorganizando términos en esta tltima ecuacién
A1+ A =2 <Zj:1 w; + wn+1> M — <Zj:1 w; + wn+1>2

B (M B Zj:l Wi w”“) \/(M - Z:;l L wn+1>2 - Q?
+ M/ M2+ Q?

=92 Z:rll w; (M — _zi:21 wl) _ (M - Z::l wi) \/(M — Z:rll wi)Q — Q2
L MVAET QR (4-35)
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Remplazando (4-35) en (4-33)

onl2 S+l i M_S L, \/M ntl,  V2_)2 M\/MQ 2

[(wy, wa, -+, Wy, Wypr1) =€ 22 wi (M= =5 ) = (M=) iy wa) v (M =20y wi)* Q%+ +Q7]
=I"(wy + wg + + -+ + Wy, + Wyy1). (4-36)
Por lo tanto, se concluye que el espectro de emisién dado por la ecuacion (4-24) satisface la

condicién (4-18) y en consecuencia hay conservacién de la informacién y la entropia en la
radiacion Hawking del agujero negro de Reissner-Nordstrom.



Capitulo 5

Numero de microestados de un
agujero negro y su entropia
Bekenstein-Hawking

En termodindmica, el valor de la entropia de un sistema esta relacionado y se puede deter-
minar por el nimero de sus microestados a que es asequible [30]. Para el caso de un agujero
negro, en principio, su numero de microestados podria ser calculado directamente de sus
estados cuanticos microscopicos. Pero este enfoque resulta dificil de abordar dado que la
forma exacta del estado cuantico de un agujero negro necesita de una teoria de la gravedad
cuantica que aun esta pendiente por establecerse. Sin embargo, a pesar de la complejidad del
problema, se han realizado avances y explorando un enfoque diferente al de contar con dicha
teoria para poder hallar los microestados de un agujero negro, investigaciones como las del
grupo de Cai et al. [17] han vislumbrado un camino a través del cual se puede obtener los
valores de las entropias de Bekenstein-Hawking para los agujeros negros de Schwarzschild y
Reissner-Nordstrom a partir del conteo de los microestados de la radiacion Hawking. En el
presente capitulo se realiza una descripcién de estos desarrollos que permiten calcular tales
entropias.

5.1. Agujero negro de Schwarzschild

Cai et al. relacionan el nimero de microestados de un agujero negro con su correspondiente
radiacion Hawking utilizando como argumento el hecho de que para un atomo excitado, su
nimero de microestados se pueden obtener a partir del nimero de microestados del fotén
emitido y la degeneraciéon de niveles de energia respecto al estado basal. La analogia también
es respaldada por el hecho de que en teoria de gravedad cuéntica, los agujeros negros son
tomados como estados altamente excitados. Bajo estas presunciones, la entropia del agujero
negro puede ser calculada por medio del conteo de microestados de sus respectivas emisiones
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de radiacion Hawking, las cuales agotan el agujero negro. Tras este proceso, el espacio-tiempo
se vuelve euclidiano (estado fundamental).

Considerando la radiacién Hawking como la emision secuencial de particulas con energia w;,
después de la primer emisién de energia wq, el nimero de microestados del agujero negro de
Schwarzschild cambia de Qinicia (M) a Qpy (M — wy), obteniéndose que

Qinicial(M) = Qradiaeién(wl) : QBH(—]\4 - wl)y (5_1>

donde Q(w;) corresponde al nimero de microestados de la particula emitida.
Para la préoxima emision de una particula ws, se tiene que

QBH(M - wl) = Qradiacién(w2) : QBH<M — Wi — w2)- (5-2)
De estas dos ltimas ecuaciones se encuentra que tras dos emisiones
Qinicial(M) = Qradiacién(wl) . Qradiacién(w2) . QBH(M — W — w2)- (5'3)

Continuando con el proceso de radiacién, hasta que el agujero negro se agote con n emisiones,
la relacién mostrada en la ecuacién (5-3) deriva en la siguiente férmula

Qirlicia,l(]\j) = H Qradiaci(’)n (wz)> (5_4)
=1

es decir que el numero de microestados de un agujero negro puede ser calculado a partir del
nimero de microestados de su respectiva radiaciéon Hawking, lo cual es consistente cuando
dicha radiacién resulta ser un proceso unitario.

Si la tasa o probabilidad de emisién de w en la radiacién es I'(w), entonces el nimero de
microestados de esta radiacién se puede expresar como

Qradiacién(w> = 5/ N (5‘5>

Al retomar la tasa o probabilidad de emision de particulas w; para la radiacion Hawking vista
como un fenémeno de tunelamiento cudntico (modelo Parikh y Wilczek), por las ecuaciones
(5-4) y (5-5) se encuentra que el nimero de microestados para el agujero de Schwarzschild
de masa M es

n

1
Qinicial(M) ==
E I'(w;)

1
= , 5-6
F<w1) ‘F(’w2|w1)"'F(wn\wbwz,"' 7wn) ( )
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y como se mostré en el capitulo 4 que I'(w) (ecuacién (3-24)) satisface la condicién (4-18),
entonces

1
C(wy +wg + -+ + wy)
1
_6_87"( g wi) (M =327 wi)/2)
1
e 8m(M)(M—(M)/2)
1
e
2647TM2’ (5_7)

Qinicial(]\4) =

donde M = 3" , w; por conservacién de la energia, dado que el agujero negro se evapora
tras n emisiones w;.
Este ultimo resultado revela que la entropia del agujero negro es

S = In Qnicial (M) = 47 M3, (5-8)

coincidiendo con el valor encontrado por Hawking [13].

5.2. Agujero negro de Reissner-Nordstrom

Si se considera la radiacién Hawking de un agujero negro de Reissner-Nordstrom, consti-
tuida por particulas que llevan masa (w) y carga (q), se encuentra que la probabilidad de
tunelamiento es [31]

T(w, q) = el —wty/OT-wPE—(@-a) (0 +/MP =) (5-9)

la cual satisface la condicién (4-18) como se muestra en el apéndice B. Procediendo de forma
analoga a como se hizo en el caso del agujero negro de Schwarzschild, se tiene que el nimero
de microestados para el agujero negro de Reissner-Nordstrom viene dado por

Qinicial(Ma Q) = H Qradiacién<wi7 qz)

i=1
_ H 1
— (M M2-Q2)% (5-10)
Utilizando este tltimo resultado, se obtiene el valor de entropia

S=1In Qinicial(Ma Q) = 7T(M =+ 1/ M2 — Q2)2. (5—11)
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5.3. Agujero negro extremo de Reissner-Nordstrom

En el capitulo 3 (seccién 3.5) se vio que al realizar una aproximacién de primer orden en w
para el espectro de emisién de particulas neutras de un agujero negro cargado, se recupera
el valor de su temperatura Hawking

Ty = . (5-12)

Esta expresién muestra que conforme M — @ entonces Ty — 0y I'(w) — 0, es decir,
la emision de particulas se detiene en el limite M = Q.

De acuerdo con el planteamiento de Cai et al., un agujero negro extremo de Reissner-
Nordstrém puede obtenerse de un agujero negro de Reissner-Nordstrom (cuya masa y carga
son M y @ respectivamente) si solo hay emisiéon de particulas sin carga, dado que en algin
momento se llegard a la condicién (M — 3, w;)* — Q* = 0. Asi, a la luz de este modelo, el
estado final de una agujero negro de Reissner-Nordstrom es el agujero negro extremo con
masa m =M — ) w,; y carga @, en el cual la emisién de particulas se ha detenido. Luego,
el nimero de microestados para el agujero negro de Reissner-Nordstrom resulta ser

n

[T 0w

i=1

Qinicial(]\/[: Q) = ’ Qfmal<m, Q)7 (5_13)

donde Qfina(m, Q) indica el nimero de microestados para el agujero negro cargado de masa
m y carga () = m, cuyo valor no puede ser determinado procediendo como en las anteriores
secciones, sino que se debe utilizar la ecuacién (5-13) expresandola como

Qinicial <M7 Q)

innal (ma Q) = n
:1_[1 Q(w;)

: (5-14)

En esta ultima ecuacion, el valor del numerador ya es conocido y esta dado por la ecuacion
(5-10). Solo falta calcular el denominador utilizando el espectro de emisién encontrado por
Parikh y Wilczek para la emisién neutra del agujero negro cargado (ecuacion (4-24)), el cual
satisface la condicién (4-18). Teniendo en cuenta que m = M — > . w; = >, w; = M —m,
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se llega a
[Tow) =115
. . F<wi)
i=1 i=1
B 1
C(wy) - T(wa|wy) - - T(wy |wy, wa, -+ wy,)
1
S D(wy +wy 4+ wy)
B 1
e 2m230 wi(M—Z5) (-7, wi)y/ (M =327 wi)2 = Q2+ M/ M2~ Q?]
B 1
o~ 2m(2(M —m) (M = M5 ) — (M~ (M—m))/ (M~ (M—m))?— Q>+ M/ M?~Q?]
— 2 (M2 =m? —m/m?—Q?+ M/ M?-Q?) (5-15)

Por (5-10), (5-14) y (5-15) se obtiene que el nimero de microestados del agujero negro
extremo residual es

err(MJm/M?—Q?)?
627r(M2mefm\/m27Q2+M\/M2fQ2)

2
o2 (M242M/ M?—Q2 - %)

innal (m7 Q) =

627T(M2—m2—m\/mz—Qz—i-M\/Mz—Q?)
:eQﬂ(m2+m\ / m27Q27%2)
—em(my/ Mm@, (5-16)

Haciendo uso en esta tltima expresién de la condicién de extremalidad () = m, el resultado
se simplifica a Qppa(m, Q) = ¢™ vy la entropia del agujero negro extremo de Reissner-
Nordstrom con masa m y carga () = m es

S = Qpina(m, Q) = mm?>. (5-17)

Resultado que esta en acuerdo con el derivado por medio de la teorfa de cuerdas [8].



Capitulo 6

Una mirada a la interpretaciéon de la
entropia Bekenstein-Hawking

Una de las caracteristicas principales que tiene la entropia de Bekenstein-Hawking, es que
resulta ser proporcional al area del horizonte de eventos del agujero negro, lo que la hace
diferente a la entropia de la materia ordinaria, por ejemplo la entropia térmica de un gas
la cual es proporcional al volumen. Desde su descubrimiento se ha generado toda una linea
de investigacion para abordar el origen y significado de la Sgy, surgiendo varias propuestas
(por ejemplo [32-35]) desde distintas teorias entre las que se encuentran: teoria de cuerdas,
gravedad cudntica de lazos, teoria de entanglement, entre otras [36]. El mismo Bekenstein dio
su punto de vista al respecto y unos pocos anos después de su descubrimiento, conjeturd que
la entropia de un agujero negro, interpretada en términos de la férmula de Boltzmann, indi-
carfan las configuraciones o posibles microestados de su estructura y composicién interna [37].

Una interesante interpretacién es la adoptada por Zhang et al. [38]. Ellos proponen que
la entropia es la incertidumbre sobre la informacion de las configuraciones precolapsadas,
autocolapasadas e intercolapsadas de la materia que conforma el agujero negro. En escenarios
en los cuales involucra agujeros negros, lo anterior puede ser aplicado a la formacién, colisién
o materia cayendo en estos objetos. En las siguientes lineas se describe y profundiza sobre
esta vision de la entropia de Bekenstein-Hawking sugerida por Zhang et al.

6.1. Entropia e informacion del agujero negro y su ra-

diacion

Como se vio en el capitulo 3, en el modelo propuesto por Parihk y Wilczek, se trata la
radiacién Hawking como un fenémeno de tunelamiento, obteniéndose que la probabilidad de
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emision viene dada por

T'(M:E) ~ exp [—87TE (M - g)} . (6-1)

Adoptando la notacién de S para indicar la entropia del agujero negro y S para indicar la
de la radiacién, la parte exponencial de la anterior expresién puede ser considerada como el
cambio de entropia de un agujero negro’

AS = —87E (M — E/2), (6-2)

donde el signo negativo representa el descenso de entropia del agujero negro asociado con
cada emisién. Esto tdltimo significa que la radiacion Hawking lleva informacién, pues un
descenso en la entropia implica una reduccién de la incertidumbre, o equivalentemente, una

ganancia de informacién. Luego, la entropia llevada por las particulas emitidas es?

S(E)=—InI'(M;E)=+8tE (M — E/2), (6-3)

donde el signo positivo representa un incremento de la entropia en los alrededores del agujero
negro. De esta manera, si se toma el sistema agujero negro mds su radiacion Hawking, la

—2Im S — oASBH considérese la emisién de una particula de energia del

!Para llegar a la equivalencia I' ~ e
agujero negro. Denotando el estado inicial y final por los subindices i y f respectivamente, P, la probabilidad
de obtener el sistema en el macroestado a(a =1, f) y P,— la transicién de la probabilidad del estado a a b

(a,b=1, f), entonces en el equilibrio térmico

dP;
dt

= PiPZ‘_”v - PfPf_H' =0. (*)

Por la mecénica estadistica, se tiene que la entropfa de un estado dado (especificado por sus macroestados)
es el logaritmo del total de sus microestados, por lo tanto el nimero de microestados para el agujero negro
serfa e384, Como la probabilidad de obtener un sistema en un macroestado particular es proporcional al
ntimero de microestados compatibles para esa configuracién, entonces por la condicién (x)

Si _ S
€ ZPemisic’)n =€ fPabsorCio’na

donde Pemisien €s la probabilidad de emisién Pj_; ¥ Pabsorcisn €5 1a probabilidad de absorciéon Py_,;. Asi, la
tasa de tunelamiento estd dada por

Si ASppH

Pemisién
= ——— =e€ )

=eS —¢

Pabsorcic')n

de donde se concluye la correspondencia [39]:

ASBH =—-2Im S.

2Una razén por la cual se le puede asociar una entropia a cada particula emitida, es que dicho proceso es
probabilistico. En un agujero negro de masa M, cada emision de su radiacién Hawking por efecto tinel, ocurre
con una probabilidad T'(M; E). En pocas palabras, la incertidumbre del evento (emisién de una radiacién
con energia F) o informacién potencial que se puede ganar del evento es S(E) = —InT'(M; E) [38].
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entropia no cambia durante todo el proceso (se conserva) y la informacién es transportada
al exterior del agujero negro. Al desarrollar la tltima ecuacién

S(E)=8tE (M — E/2) = 87E(M — E) + 47 E?, (6-4)

se encuentra que la entropia llevada o transportada por la particula con energia FE depende
también de la masa del agujero negro de tal manera que el sistema total consiste de un
agujero negro de masa M — E y una emisién con energia F. El primer térmico en la ultima
expresion de la ecuacién (6-4) tiene la forma de la correlacién entre el agujero negro y la
particula®, mientras que el segundo es similar a la entropia de un agujero negro de masa o
energia F. Con esta lectura de la entropia que se asocia o lleva una particula emitida por el
agujero negro, Zhang et al. explican la entropia relacionada con la colisiéon de dos agujeros
negros, materia cayendo en un agujero negro y materia colapsando en agujero negro.

6.2. Entropia en el proceso de colisién de dos agujeros

negros.

Sean dos agujeros negros de Schwarzschild con masa M y m cuyas entropias son 4wM?
y 4mm? respectivamente. Asumiendo que estdn separados por una gran distancia y que
estan estacionarios, se tiene que para cada uno de ellos la energia cinética y el momentum
valen cero. Sin embargo, debido a la atraccion gravitacional los dos agujeros comenzaran
a aproximarse uno hacia el otro, incrementando su velocidad hasta colisionar y formar un
agujero negro mas grande. Mientras la conservacion de la energia y el momentum se mantiene,
la conservacién de la entropia no se cumple, pues la entropia final del agujero negro resultante
es

Sarim = 4m(M +m)? = 4rM? + 47rm? + 8t Mm. (6-5)

Como se aprecia en esta tltima ecuacion, adicional a las dos entropias iniciales, existe un
tercer término 8T Mm que mide alguna clase de correlacién a causa de la interaccion gra-
vitacional. Antes de la colision, esta correlacion constituye informacién actual que describe
la dindmica debida a la fuerza gravitacional. Lo anterior esta al alcance de un observador
externo, por lo que la entropia de todo el sistema no cambia. Cuando se forma el nuevo agu-
jero negro, dicha correlacién es cubierta por su horizonte de eventos, de tal manera que el
observador no puede obtener informacion acerca de la correlacién, incrementando la entropia
o la incertidumbre con respecto al nuevo agujero negro.

3En el apéndice C se explica la existencia de correlaciones con el espectro no térmico y la forma matemética
que tienen éstas.
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6.2.1. Entropia en la radiacién gravitacional

Aparte de la radiacién de Hawking, otro tipo de radiacién relacionada con agujeros negros
es la debida a la emisiéon de ondas gravitacionales, la cual se presenta cuando dos de estos
objetos colisionan. Surge la inquietud si este tipo de emisién puede transportar la cantidad
de informacién correspondiente al incremento de la entropia cuando se fusionan los agujeros
negros de masa M y m. Suponiendo que efectivamente todo el incremento de entropia es
llevado por la radiacién gravitacional, entonces

ASradiacién gravitacional + A‘S‘agujero negro =0

A‘S'mdiacién gravitacional — A‘Sagujero negro
[S(m) = 0] = = [(Shrsm—m') = (Sas + Si)]
S(m') =Su + Sm — Sargm—mr (6-6)

donde m’ es la energia de la radiacién gravitacional.

Por el teorema del drea o segunda ley de la termodindmica de los agujeros negros [40], cuando
dos de estos objetos colisionan, el area del horizonte de eventos final es mayor que la suma de
las areas de los horizontes de eventos de cada uno de los agujeros negros involucrados. Dado
que en este caso la entropia resulta proporcional al area del horizonte de eventos, entonces
se sigue la relaciéon

SM+m—m’ > SM + Sm (6—7)

Por las ecuaciones (6-6) y (6-7) se tiene que S(m’) < 0, indicando que la radiacién gravi-
tacional no da cuenta de todo el incremento en la entropia del agujero negro fusionado y
por lo tanto no puede llevar toda la informacién respecto a la interaccién gravitacional del
colapso. Varias correlaciones deben quedar ocultas tras el horizonte de eventos del agujero
negro final, a las cuales observadores externos no tienen acceso.

6.3. Entropia en el proceso de materia cayendo en un
agujero negro

Si materia ordinaria de masa m y entropia inicial S(¥, cae en una agujero negro de Sch-
warzschild de masa M, entonces la entropia resultante en el agujero negro es Sy, =
47(M + m)* = dxM? + 47m? + 8t Mm y el correspondiente cambio neto de entropia en el
sistema resulta ser

AS =47m? + 8t Mm — S©
=(4mm?* — SO + 8rMm. (6-8)

Haciendo una lectura de esta ultima expresién, su estructura sugiere las siguientes etapas en
el proceso:
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= En la primer etapa, la materia que cae sufre un autocolapso y se transforma en un
agujero negro de masa m, el término (47m?—S8(®) cuantifica la cantidad de informacién
que es inasequible en este proceso de colapso.

= En la segunda etapa, el agujero inicial y el agujero negro originado en el colapso de
la materia con masa m, colisionan y forman un nuevo agujero negro en un proceso
de intercolapso. El término 87 Mm mide el incremento de entropia causado por la in-
formacion inasequible acerca de las correlaciones gravitacionales durante la colision y
colapso, ya que las ondas gravitacionales generadas no pueden llevarse todo el incre-
mento de entropia.

6.4. Significado de la entropia en la radiacion Hawking

La entropia que mide la informacion llevada por una particula que tunela (ecuacién (6-4)),
se puede reexpresar como

S(E) =8rE(M — E) + (4rE* — S©) +- 8O (6-9)

donde S denota la entropia de la particula (masa) con energia E antes de la formacién
del agujero negro. Por lo expuesto en las secciones anteriores, esta ultima ecuacion sugiere
que en el proceso de radiacion Hawking visto como efecto tunel, adicional a la entropia
inherente a la particula radiada, la correlacién entre la radiacion y el agujero negro restante
8 E(M — E), generado del proceso de intercolapso, y la entropia del agujero negro restante
(47 E? — S©), generada por el proceso de autocolapso, también son llevadas al exterior.
Dichas correlaciones que son llevadas afuera del agujero negro a través de su radiacion,
incluyen correlaciones de todas las particulas emitidas entre si. Considerando una emisién
secuencial de particulas en el orden FEy, Fs,--- , E,_1 se tiene el siguiente proceso:

1. La entropia de la primer emisiéon con energia E; es
S(E,) = 87E (M — Ey) + (4rE? — 8 + 81 (6-10)

donde el término 87 F; (M — E;) incluye todas las correlaciones entre la particula E;
y las demas particulas con energias Fs,--- , B, 1, E,.

2. Dada la primer emisién con energia F1, la entropia de la segunda emisién con energia
FE5 resulta ser

S(F3|Ey) = 87E{(M — Ey — Fy) + (4nE2 — &) + 8. (6-11)

En esta ultima entropia se diferencian tres términos: 82(0) hace referencia a las con-
figuraciones precolapsadas, (4TE3 — 82(0)) a las configuraciones autocolapsadas y la
correlacion 8nEy (M — E; — E») a las configuraciones intercolapsadas. Cabe notar que
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la informacién acerca de la correlacion entre la primer emision F; y la segunda emisién
E, ya es transportada (llevada) por la primer emision, por lo que no se tiene en cuenta
en la ecuacién (6-11).

3. Procediendo de forma andloga para la tercer emision con energia Fj
S(E3|Ey, E) = 8tE(M — Ey, — By — E3) + (47E2 — S) + 8\ (6-12)

En esta tltima ecuacién se puede verificar que la correlacion entre las emisiones E3 y
FE1, no se tiene en cuenta porque ya esta contabilizada en la entropia de la emision 2
o ecuacion (6-11). Igualmente para la correlacién entre las emisiones E; y FEs, la cual
ya estd capturada en la entropia de la emisién E; o ecuacion (6-10).

Sumando las entropias descritas en los pasos 1, 2 y 3 del anterior proceso, se llega a que

S(E1) + S(Es|Er) + S(Es| By, Ey)
=87E\(M — E)) + 4nE? + 87FEy(M — Ey — Ey) + 4nE3 + 87 FE3(M — Ey — Ey — E3)

+ 4mE}
=87(Ey + By + E3s)M — 471E? — 8nFLy By — 4TE2 — 8nFsEy — 8tEsEy — AnE?
=87(E) + Ey + E3s)M — 47(E, + Ey + E3)*. (6-13)

Sumando y restando 47 M?

S(E1) + S(Es|Ey) + S(Es|Ey, Es)

=47 M? + 87(Ey + Ey + E3s)M — 47w(E) + Ey + E3)* — 4w M?
=47 M? — 47[M? — 2(E, + Ey + E3)M + (E; + Ey + E3)?
=4rM?* — An(M — E, — Ey — E3)*.

(6-14)

Luego S(E4) + S(E»|Ey) + S(Es|Ey, E1) = AS, es decir, la entropia asociada a la emision
secuencial de las tres emisiones resulta ser el cambio de entropia en los alrededores del agujero
negro. Por otra parte, la expresién 47 (M — Ey — Ey — F3)? — 47 M? es el cambio de entropia
en el agujero negro como consecuencia de las tres emisiones. Asi, el desarrollo de ecuaciones
(6-14) conlleva a:

ASadiacion = —ASagujero negro- (6-15)

Esto implicaria que la radiacion Hawking lleva consigo informacion, de tal forma que en un
proceso de evaporacién completa del agujero negro tras las emisiones F1, Fs, --- , E,, toda la
informacion es llevada al exterior implicando su conservacion al igual que la entropia, pues
al agotarse el agujero negro se encuentra que

ASmdiaucién - 47TM2 - SBH- (6_]‘6>



Capitulo 7

Conclusiones

= Se logr6 reproducir la radiacion Hawking como un fenémeno de tunelamiento cuantico,
con base en el modelo propuesto por Parikh y Wilczek (capitulo 3) donde se tiene en
cuenta la conservaciéon de la energia y el espectro de emision toma la forma

T ~ 6787rw(M7w/2)’ (7_1)

para la emision de una particula con energia w de un agujero negro de Schwarzschild
de masa M (seccién 3.4). Como se muestra en la seccién 3.5, el procedimiento para
obtener este resultado se puede extender al agujero negro con masa M y carga ()
(Reissner-Nordstrom) en un proceso de emisién de particulas neutras y obtener una
tasa de emisién

T ~ 6—27r[2w(M—w/2)—(M_w)\/(M_w)2—Q2+M\/M2—Q2], (7—2)

= De acuerdo con la seccién 4.3, se pudo desarrollar la completez de los calculos y de-
mostrar de manera formal que las ecuaciones (7-1) y (7-2) satisfacen la condicién

F(wlaw%"' 7wn> :F(w1+w2++wn)u (7_3>

tras un proceso de emisién secuencial de n particulas. La ecuacién (7-3) es una condicién
que resulta necesaria y suficiente (si y solo si) para que la radiaciéon Hawking suceda
como un proceso unitario, es decir, que tanto la entropia y la informacion se conserven
en dicho fenémeno enmarcado en el limite semiclasico.

» Utilizando la condicién (7-3), se ha mostrado que el nimero de microestados de un
agujero negro se puede definir en funciéon del niimero de microestados de su respec
tiva radiacion, y a partir de esto se ha calculado la entropia de Bekenstein-Hawking
para los agujeros negros de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom (secciones 5.1 y 5.2),
lo que ha sido posible al considerar el agujero negro junto con su radiacién, un sistema
cerrado en equilibrio lo que posibilita que al definir sobre éste la entropia desde la
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perspectiva de la teoria de la informacién (entropia de Shannon), se pueda traducir
en la entropia termodindmica (entropia de Boltzmann) [17]. En otras palabras, se ha
modelado la entropia de Bekenstein-Hawking conectando la teoria de la informacion
con la termodinamica.

Cuando la entropia es interpretada como una medida de la incertidumbre o equivalen-
temente una medida de la informacién oculta (como se describié en el capitulo 6), se
puede inferir que la entropia para un agujero negro, implica que para un observador ex-
terno existe incertidumbre acerca de las configuraciones precolapsadas, autocolapsadas
e intercolapsadas de la materia que conforman dicho objeto [38]. Asi, al considerar un
proceso de evaporacion completa del agujero negro, toda la informacion resguardada
por el horizonte de eventos podria ser llevada al exterior por medio de la radiacion
Hawking via tunelamiento cuédntico (seccién 6.4). Sin embargo, cabe aclarar que esta
ultima afirmacién se enfoca desde un punto de vista cuantitativo (la cantidad de infor-
macién/entropia del agujero negro es equivalente a la cantidad de informacién/entropia
relacionada con la respectiva radiacién Hawking). Precisar con detalle la forma en que
la informacion se codifica en las correlaciones de la radiacion Hawking, es una pro-
blematica que deberd ser resuelta por una eventual teoria de la gravedad cuantica.

En el contexto del los agujeros negros, se ha podido enlazar la entropia definida en
la teoria de la informacién con la entropia termodindmica (seccién 4.2): el universo
de la informacion se conecta con el universo de la materia. Una conexion que ya
es predecible por el solo hecho de que la materia contiene informacion en su propia
estructura, organizacion y estados cudnticos: en sus multiples configuraciones, ella tiene
la capacidad de almacenar informacion.



Apéndice A

Ejemplo cuantificacion de la
informacion

En la ciudad Z el estado del tiempo se clasifica en: soleado, nublado, lluvia, tormenta eléctri-
ca, niebla, bruma, chubasco o parcialmente soleado. Suponiendo que los ocho estados son
equiprobables, a un habitante de Z le llega un mensaje a su celular informandole que el dia
estara nublado.

;Cuanta informacion tiene este mensaje?

Shannon consideraba que una forma de medir la informacién en un mensaje era equivalente
a la cantidad de preguntas (con respuesta si 0 no) que se necesitaria para averiguar su
contenido. Asi, para medir la cantidad de informacion del mensaje del estado del tiempo
que le ha llegado al habitante de Z, lo méas eficiente es hacer una pregunta que divida las
posibilidades del estado del tiempo a la mitad. Por ejemplo, se organiza en una lista los 8
estados:

Soleado

Nublado

Lluvia

Tormenta eléctrica
Niebla

Bruma

Chubasco

Parcialmente soleado

Tomando como referencia este ordenamiento, se podria preguntar si el estado del tiempo:

sse ubica en la mitad superior? (%)
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Las respuestas a (x) serdan Si (que se codifica con el bit 1) o No (que se codifica con el bit
0). Al realizar la pregunta (x) por primera vez, se eliminan los cuatro tltimos estados y el
primer bit de informacién obtenido sera 1:

( Soleado

Nublado

Lluvia

| Tormenta eléctrica

( Niebla
Bruma
Chubasco
| Parcialmente soleado

Eliminados

Después de que se ha eliminado la mitad inferior, el estado Nublado se encuentra en la
mitad superior del resto de la lista. Al formular la pregunta (x) por segunda vez, se obtendra

nuevamente un bit 1:
.

1 Soleado
0 — Nublado
LLuvia

Tormenta eléctrica

\
En este ultimo diagrama se observa que el siguiente bit fue 0, pues Nublado se encuentra
en la parte inferior de los estados restantes. Por lo tanto, se ha utilizado una cadena de tres
bits (110), como resultado de realizar la pregunta (%) tres veces, para encontrar o identificar
una posibilidad entre un grupo de ocho elementos. El mensaje que recibe el habitante de la
ciudad Z notificandole sobre el estado del tiempo, contiene 3 bits de informacién.

Utilizando la operacién de potenciacién, se tiene que para el anterior ejemplo 8 = 23, donde
la potencia (nimero de estados del tiempo) y la base (situacién binaria) eran conocidos,
mientras que el valor del exponente es el que captura la cantidad de bits que se necesita para
identificar un candidato de un conjunto de ocho elementos. Luego, como

8 =23 <= log,8 = 3, (A-1)
se tiene que para abordar el problema de cuantificar la informaciéon de un mensaje, el empleo

de la funcién logaritmo es pertinente.

Generalizando el anterior ejemplo, el niimero de bits que se necesitan para identificar deter-
minada eleccion de un conjunto de N posibilidades resulta ser
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cuando todas ellas tienen igualdad de oportunidad para ser elegidas. Como N = <, entonces
N

(A-2) se puede reexpresar como:

1
I =log, oL (A-3)

siendo P la probabilidad de elegir cada opcidn.



Apéndice B

Demostracion con el espectro de
emision de particulas cargadas

A continuacién se demostrara que el espectro de emision
(w,q) = elr—w+ (M—w)Q—(Q—q)Q)Q—W(MJr\/MTQQ)Z}7 (B-1)
cumple la condicion
F(wh... W, G, 7Qn) — F(w1 + w1 +"'+Qn)- (B_Q)
Demostracion. La prueba se realiza por induccién sobre n. Suponiendo n = 2, corresponde
a la emisién de la particula con masa w; y carga ¢y, es decir (wy,q), seguida a la emisién

de la particula con masa wq y carga ¢, es decir (wq, qz). Asi

F(wl,wm%,(h) =F(w1,ql)F(w2,qzlw1,ql)
:e[ﬂ(Mfwl+\/(M7w1)27(Q7q1)2)27ﬂ(M+\/ M2-Q?)?]

x e[w(M—un—w2+\/(M—w1—w2)2—(Q—q1—q2)2)2—W(M—w1+\/(M—w1)2—(Q—q1)2)2} :

operando las exponenciales y cancelando términos semejantes

F(U}l, Wwa, 41, q2) :e[ﬂ-(Mfwlin‘F\/(M*wl7UJ2)2—(Q7q17q2)2)277T(M+ /—M27Q2)2]
:G[W(M_(“’1+w2)+\/(M—(w1+w2))2—(Q—(q1+q2))2)2—7r(M+ /MZ—qQ2)) (B—3)

=I'(wy + wa, 1 + ¢2).

Lo anterior muestra que efectivamente el espectro de emisién (B-1) cumple la condicién (B-
2) para la emisién sucesiva de dos particulas.
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Hipdétesis de induccién: supongamos que I'(w, ¢) cumple la condicién para la emisién de n

particulas, es decir, se tiene que

L(wi, - ywn, quy oo 5 gn) =C(wr, @) - D(we, golwr, qi) - T(wns, golw, - w1, g1, 5 gon)
=T(wr+ - +wp,n + -+ qn)
M= (2 wi)+ /(M= (7 w) 2= (Q= (1, 40))?)? —m(M++/M2—-Q2)?]
(B-4)

Para n+1:

F(wb o, Woy, 41, 7Qn+1) =
F(U)l, QI) : F(w27 q2|w1 ql) e F(wn-‘rla QTL+1|w17 o, Wy (41, aqn) =
RO —wr -4/ P (@—a0)®)?—n(M-+/MP—Q2Y

w elm(M—wi—watr/(M—wi—w2)?—(Q—q1—42)?)? —m(M—wi++/(M~w1)>~(Q-q1)2)?] o ...

w elmM=320, Wi—wn 14/ (M =37 wi—wn 1) —(Q=3 1" Gi—gn+1)?)?—m(M=37 ) wity/ (M= wi)?>—(Q-31 4 ¢:)?)?]

y por hipdtesis de induccion,

F(wla"' Wn+1,41, ,Qn+1) =
elm(M— > 1wz+\/(M S wi)?2—(Q-21 4:)2) 2 —m(M++/ M2-Q?)?)

Y

s MM =320y wimwn 14/ (M=301  wimwn 1) Q=221 ti—an+1)?)* —m(M =320y wit /(M =31 wi)2—(Q-31, 4)?)°]

(B-5)

Definiendo

= (S oS @ S ) - (e V@)

2

po = (M - 2;1 Wi — Wny1 + \/ M — ZZ Wi = wnp)? = (@ — Z:;l 4 — C]n+1)2)

2

(e N T )

la ecuacién (B-5) se puede expresar como

ST T2
P(wlﬂ"' y Wni1,q1y - 7Qn+1) =e™ - e™

eﬂ(#lJruz)_ (B_6)

De esta manera, la parte exponencial de la ecuacién (B-6) resulta ser
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2

ET— (M — Z:;l w; + \/(M - ijl w;)? — (Q — Z;l qi)Q) - (M + \/W)Q
(0= 3w w0 3w~ @ 3 - )
- (M -y wit \/(M =3 wP-@-Y qz‘)Q)2

Operando términos semejantes en esta tltima ecuacién y teniendo en cuenta que Y., w; +

n+1 n n+1
Wit = Doy Wi ¥ D oimy G+ g1 = D50y Gy entonces

2

2
n+1 n+1 n+1 2
fat ity = <M N Z¢:1 wit \/(M B Z¢:1 wi)? = (@ = Z¢:1 %)2) _<M VMR- Q2> '
(B-7)
Remplazando (B-7) en (B-6)
F(UJ1, e ’wn_’_l’ q17 e 7qn+1) :eﬂ—(ul'i'MQ)

=S i /(M= ST w02 —(Q- Sy 40)2)? — (M o4/ M2 —Q2)?)
M- it/ (S w0 (@ Sy 40)?)? (M A/ M- Q22

:F(w1+"'+wn7Q1+"'+Qn)- O



Apéndice C
Correlaciones en la radiacion Hawking

Considerando la probabilidad de emisién no térmica (ecuacién (3-24)), Zhang et al. [16]
mostraron que la radiacion Hawking puede llevar informacion al exterior del agujero negro
en forma de correlaciones ente las emisiones secuenciales de energia. Primero se define la
funcién de correlacién para la emisién de dos particulas como!

donde el numerador es la probabilidad de emisién de dos particulas con energias w; y wo
simultaneamente, o de una sola particula con energia total w; + ws, del agujero de masa M.
El denominador es el producto de la probabilidad de emisién de las particulas w; y ws, las
cuales ocurren como eventos independientes?, por lo que la probabilidad de emisién de una
particula no depende de la energia de la otra particula. Luego,

(2)
—8rwi | M———
[(wy) =e 2

s ’ (C-2)
D(wy) = e—san <M_7>

'En general, se puede definir una medida de la correlacién entre los eventos = y 3 como

I P(z,y) nP(ny)
x(wrwa) =1 W " P

P(z) -
donde
P(ylz) =

es la probabilidad condicional de y dado = y P(z,y) es la probabilidad conjunta de z y y [41].
2Dados los eventos E; yFs, son independientes si y solo si P(E, Ey) = P(E;)P(Es). En caso de ser
dependientes, la relacién que se cumple es P(E1, Ey) = P(E;)P(Es|Ey).
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Remplazando estas ultimas relaciones en (C-1)

exp [—8%(101 + ws) (M _ W)]

e T R e )

=8mwiwy (C‘?’)

X(wy,wy) =In

Por lo tanto x(wy,wsy) # 0, lo que implica la existencia de correlaciones entre las dos emi-
siones. Siguiendo con el argumento de Zhang et al., al definir la entropia de las particulas
emitidas como S(w) = — InI'(w), se puede reexpresar la funcién correlacién como

X (w1, we) =InT(wy + ws) — T'(wy) — T'(wy)
:S(wl) + S(UJQ) — S(wl, ’U)Q) (C-4)
=I(wy : wy),
es decir,? la informacién mutua entre las dos particulas. De esta manera se puede concluir

que las correlaciones estadisticas entre dos emisiones es compartida en forma de informacion
mutua entre estas.

3Para el desarrollo de las ecuacién (C-4) se ha hecho uso de la equivalencia T'(w; + wq) = I'(w1,ws)
demostrada en el capitulo 4.
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