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INTRODUCCION

El objetivo del presente trabajo es estudiar la relacién entre la teoria de grado y la
teoria de puntos criticos. Teorias éstas que han demostrado ser herramientas muy
utiles en el estudio de las soluciones de ecuaciones diferenciales.

La teoria de grado ha sido ampliamente utilizada en el estudio de las soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones diferenciales parciales, por medio
de ella se han desarrollado métodos que permiten obtener informacién sobre la
existencia, el nimero de soluciones y la naturaleza de las soluciones. La teoria de
bifurcacién, por ejemplo, constituye hoy en dia un area de investigacién amplia
que se apoya fuertemente en la teoria de grado para su desarrollo. También, la
teoria de grado permite obtener teoremas de punto fijo, de gran importancia en las
aplicaciones.

La teoria de puntos criticos constituye otra herramienta importante en el estudio
de ecuaciones diferenciales, ya que en muchas aplicaciones encontrar la solucién de
una ecuacién diferencial se reduce a encontrar los puntos criticos de un funcional
asociado con la ecuacién. Existen al menos dos clases de métodos para encontrar
puntos criticos de funcionales: la teoria de minimax y la teoria de Morse. La
teoria de minimax se inici6 con los trabajos de Ljusternik y Schnirelman en 1929 y
tiene como uno de sus principales resultados el denominado Teorema del paso de la
montafia, el cual serd de gran utilidad en el presente trabajo. La teoria de Morse
constituye una aproximacién hacia una teoria global de puntos criticos, se inicid
con los trabajos de Morse en 1934 y tiene en el llamado Lema de Morse una de sus
principales herramientas, el cual nos sera de mucha utilidad en la investigacion del
grado de un punto critico del tipo paso de la montana.

En este trabajo se presentan dos teoremas, los Teoremas A y B, que muestran una
interesante relacion existente entre la teoria de grado y la teoria de puntos criticos.

El primer teorema establece que el grado del gradiente de un cierto funcional en un



punto critico es uno ; mas exactamente :

Teorema A. Sea U un abierto de un espacio de Hilbert Hy f € C'(U,R) tal
que Vf = I — F donde F € C(U,H) es compacto. Supongamos que para algin
B € R, el conjunto V := f~}(—o0, ) es acotado y V C U. Supongamos, ademds,

que existen numeros reales o < f, 7 > 0 y un o € U tales que
f(~00,0] € B(eo,r) CU 3y Vi(x) £0 Ve f[af].

Entonces

d(V§,V,0) = 1.

Este resultado fue obtenido por Herbert Amann en [1]. Un primer corolario del
Teorema A nos dice que el grado del gradiente de un funcional coercivo en una bola
de radio suficientemente grande es uno. Krasnosel’skii en [11] demostré el mismo
corolario para el caso H = R". Por otra parte, Castro y Lazer en [3] obtuvieron el
mismo resultado para el caso H = RY| bajo la hipétesis adicional f € C2(RY,R) y
con un numero finito de puntos criticos. Otra consecuencia del Teorema A, tal vez la
mas importante por su aplicacion, afirma que el grado del gradiente de un funcional
C! en un punto de minimo local es uno. Rabinowitz en [15], demostré este ultimo
corolario suponiendo que f € C?(U, R), su prueba se basé en el método de reduccién
de Lyapunov-Schmidt. Otros dos corolarios al Teorema A nos permitiran mostrar
la fuerza de la teoria de grado, al encontrar nuevos puntos criticos de funcionales a
los cuales se les conoce la existencia de otros puntos criticos.

El segundo teorema que estudiaremos nos permite calcular el grado en un punto

critico del tipo paso de la montana.

Teorema B. Sea U un abierto no vacio de un espacio de Hilbert H y ® € C*(U,R)
tal que V® tiene la forma identidad menos compacto. Supongamos que para todo

punto critico u* de ®, el primer valor propio A1 de ®"(u*) € L(H) es simple siempre



que Ay = 0. Si ug € U es un punto critico aislado del tipo paso de la montafia

entonces el grado local del gradiente de ® en ug es —1.

Este teorema fue demostrado por Hofer en [10]. Hofer muestra, en otros trabajos so-
bre operadores potenciales que preservan una estructura de orden, como utilizarlo
para obtener resultados de existencia y multiplicidad en ecuaciones diferenciales
parciales. Independientemente de Hofer, Tian [17] y Dancer [4] obtuvieron resulta-
dos semejantes. Sin embargo, la prueba dada por Hofer tiene la ventaja de ser mas
geomeétrica.

Este trabajo se divide en tres capitulos. En el Capitulo 1 se presentan los prelimi-
nares o requisitos que seran utilizados en la demostracion de los Teoremas A y B.
Se incluyen allilos principales elementos de la teoria de grado en dimensién finita
(grado de Brouwer), de la teoria de grado en dimensién infinita (grado de Leray-
Schauder), una aplicacion a ecuaciones diferenciales de la teoria de grado y, por
ultimo, el Teorema del paso de la montafia y el Lema de Morse. En el Capitulo 2 se
demuestra el Teorema A y sus corolarios mas importantes. Y en el ltimo capitulo
se prueba inicialmente un teorema de existencia de puntos criticos del tipo paso de
la montafia debido a Hofer y posteriormente se demuestra el teorema B.

Solo me resta agradecer a Jorge Cossio, mi director de tesis, por sus TEX-ensefianzas

para elaborar este trabajo y su valiosa colaboracion durante el desarrollo del mismo.

Sigifredo Herrén O.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

El propésito fundamental de este capitulo es presentar un resumen de los principales
resultados de la teoria de grado y de la teoria de puntos criticos, que seran utilizados
en los Capitulos 2 y 3 en el estudio del grado en un punto de minimo y en un punto
critico del tipo paso de la montafia (ver Teoremas A y B). En la seccién 1 se
establecen los conceptos basicos de la teoria de grado en dimensién finita (grado
de Brouwer). Como en el Capitulo 2 se hace uso intensivo del grado en dimensién
infinita, en la seccion 2 se presenta el grado de Leray-Schauder. Posteriormente, en
la seccién 3, se muestra una aplicacién del grado de Leray-Schauder a ecuaciones
diferenciales; y por ultimo, en la seccién 4, se incluyen el Teorema del paso de la
montafia y el Lema de Morse, herramientas de mucha utilidad en la investigacién

del grado de un punto critico del tipo paso de la montafia.

§ 1. Teoria de grado en espacios de dimensién finita

Inicialmente se define la nocién de grado para funciones de clase C! en un abierto
acotado de R" respecto a un punto regular y se muestran algunos ejemplos. Segui-
damente se introducen los elementos necesarios para definir el grado de una funcién
continuamente diferenciable en el mismo abierto, con respecto a un punto singu-
lar, asi como la extension a funciones continuas y se demuestran las propiedades
mads importantes. Finalmente, se presentan algunas aplicaciones topoldgicas que se

desprenden de las propiedades del grado.

En lo sucesivo ) representars un abierto acotado de RY y 8 su frontera.
Definicién 1.1 Sea f € CYQ,RY). S¢(Q) = {z € Q : det f (z) = 0} es el

conjunto de los puntos criticos de f.



Definicién 1.2 Un punto y € R" se denomina un valor regular de f si

fHy) N S§() = @ y un valor singular si f~1(y) N Sp(Q) # 2.

Definicién 1.3 Sea M(X,Y) el conjunto de aplicaciones entre los espacios to-
pologicos X y Y. Dos funciones f,g € M(X,Y) se dicen homotdpicas si existe una
aplicacién continua k : X x [0,1] — Y tal que h(z,0) = f(z) y h(z,1) = g(z).

Enunciamos a continuacién, sin demostracién, el Teorema de Sard (ver [7] p.13).

Teorema 1.4. Sea f € CY(Q,RYN), G un abierto tal que G C Q. Entonces el

conjunto f(S¢(G)) tiene medida cero en RV,

Definicién del grado de Brouwer.

Sea f € CY(Q,RM)NC(Q,RN), y ¢ f(0Q) un valor regular de f. El grado de f en
Q respecto a y, d(f,Q,y), se define como

(1.1) d(f,Qy)= > signdetf (z)

s€f-1(y)nQ

Si f~Y(y) = @, definimos d(f,,y) = 0.

La suma en (1.1) es finita pues el conjunto f~!(y) N £ es finito. En efecto, si
dicho conjunto fuera infinito, como {2 es compacto entonces tendria un punto limite
que llamaremos zg € £. Luego existiria una sucesién (z,) C f ~1(y) de elementos
distintos que converge a zo tal que f(z,) = y para todo n. Por la continuidad
de f, f(zo) = y. Como y no esta en la imagen de la frontera de §, se tiene que
zo ¢ Q. Por tanto zp € QN f~1(y). Al ser y regular, det f (zo) # 0. Por el
Teorema de la funcion inversa existe un abierto .w C 2 que contiene a z( tal que f
es inyectiva alli. De la convergencia de (z,), se tiene la existencia de un natural k
tal que (z,) Cw Vn > k. Luego f(z,) =y Vn > k, esto contradice el hecho de que

f es uno a uno en w, lo cual demuestra la afirmacion.



Ejemplos.

(a) Sea I:Q — RV la aplicacién identidad. Claramente I € C'(Q), detI'(z) =1,

I es biyectiva. Luego

1 ye)

d(I,Q,y):{O ‘0
y .

(b) Sea f : C — C tal que f(z) = 2%. Del anélisis complejo se sabe que f es

analitica y satisface las ecuaciones de Cauchy- Riemann. Podemos interpretar f

asi:
f:R? 5 R? tal que f(z,y) = (2% — y?, 2zy).
Luego
detf'(z,y) = o =4z + 4y £ 0
2y 2z

si (z,y) # (0,0). Como 22 = p # 0 tiene 2 raices, entonces d(f,Q,p) = 2.

Similarmente se demuestra que si f(z) = 2™ entonces d(f,§,p) = n.
El grado respecto a un valor singular.

Estableceremos a continuacion algunos lemas técnicos con el 4nimo de aplicarlos en
la construccién de la definicion del grado en puntos singulares.

Sea f € CY(2) N C(N), y € RN — f(89). Supongamos que y es un valor regular de
f. Luego f~(y) = {z1,22, - ,z&}. Por el Teorema de la funcién inversa, existen

vecindades V(z;) tal que V(z;) C £, f es uno a uno en cada vecindad, det f'(z) # 0
k

para todo z € U V(z;) y ademas estas vecindades son disjuntas dos a dos, ya que

i=1
los z; son puntos aislados.

Sea ¢ = f —y : @ — RN, Claramente ¢ € C*(Q2) N C(Q). Nétese que ¢(z;) = 0,

por tanto ¢(V(z;)) es una vecindad de cero para todo ¢. Ademas, existe n > 0 tal



k
que B(0,7) C ﬂ ©(V(z;)). Finalmente, existe § > 0 tal que

k
(1.2) lp(z)| > 6 Yz e Q- U V(x;).

Con estas ideas en mente podemos introducir el siguiente lema.

Lema 1.5. Sean f, n , 6§ y ¢ como arriba, y v = mun{n,6}. Sea
® € C>(0,00) N C[0, ) tal que sop ¢ C (0,7) y

(1.3) /]RN O(|z|) dz = 1.

Entonces

A1, 0) = [ 2(11() = o) det (a)da.

Prueba: Ver [7] p. 15.

El siguiente lema es fundamental para extender la definicién de grado a puntos
singulares, se conoce con el nombre de los siete epsilons y establece que dos funcio-
nes préximas en C() tienen el mismo grado, siempre que y esté suficientemente

separado de la imagen de la frontera de Q.

Lema 1.6. Sean y € RN un valor regular de f;,f, € C{(Q)NC(Q), y e > 0.

Supongamos que

(1.4) filz) —y|>T7¢ ¢=1,2; z€0Q
(1.5) |fi(z) — fa(z)| < € z € Q.
Entonces ‘

d(flaﬂay) = d(fZagay)



Prueba: Ver [7] p. 16.

La misma conclusion del lema anterior se da en el siguiente lema para dos puntos

regulares cercanos que verifiquen las condiciones del lema de los siete epsilons.

Lema 1.7. Sean f; € C'(Q) N C(R), ¢; € RN con i=1,2. Sea e > 0. Supongamos

que
(1.6) fi(z) —g5| 2 Te i,j=1,2 z€dQ
(1.7) |fi(z) — fa(z) < e z€Q
(1.8) ' lg1 — g2] < €

y los puntos q1 y g2 son valores regulares. Entonces d(f1,Q,q1) = d(f2,9Q, ¢2)

Prueba: Ver [7] p. 18.

Disponemos ya de los elementos necesarios para construir la definicion del grado
para funciones f € C! respecto a un valor singular y € RY — f(3 Q). Por el Teorema
de Sard, f(Sf(f)) tiene medida cero y por lo tanto su complemento, bf(Sf(1)),
es denso en R, Luego existe una sucesién (y,) C 0f(Sf(2)) tal que y, — y. Es
claro que existe ng € N tal que y, ¢ f(GQ)V n > ng. Veamos que

lim d(f,Q,y.)

existe y es independiente de la escogencia de la sucesién (yn).

Como los y, son valores regulares, por el Lema 1.7 , con f; = f; = f, tenemos

d(f,Q,yn,) = d(f,Q,yn) para todo n > ng. En consecuencia dicho limite existe.



Sea (t,) otra sucesion tal que t, — y, con t, valores regulares de f y
tn ¢ f(O0Q) para cada n > k, donde k € N. Por el Lema 1.7 existe n; € N tal que
d(f,Q,yn) = d(f,Q,t,) VY n > nyy asi hemos probado que el limite es indepen-

diente de la sucesion (y,,).

Definicién 1.8 Sea f € C'(Q) N C(R), y € RN — f(8Q) un valor singular. Se

define el grado de f en Q respecto a y, como

d(f,9Q,y) := lim d(f,9,yx),

donde (y,) es una sucesién de valores regulares que converge a y.

El préximo lema es la version del lema de los siete epsilons para puntos singulares.

Lema 1.9. Sean fi,f» € CY(Q) N C(Q), y € RN un valor singular y ¢ > 0.

Supongamos que

(1.9) [fi(z) —y| > 8e €0
(1.10) |fi(z) - fo(z) <e zef
Entonces

d(f1, ) = d(f2,9Q,y)-

Prueba: Ver [7] p. 19.

Construiremos a continuacion la definicion del grado para funciones continuas res-
pecto a puntos y € RV — f(8Q).
Sean f € C(,RN), y ¢ f(3K). Por el teorema de aproximacién de Weierstrass

existe una sucesién (f,) C C'(Q) N C(N) tal que f, converge uniformemente a f
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en . Ademas existe ng € N tal que y ¢ f,(8R) para n > ng € N. Por los Lemas
1.6 y 1.9 aplicados a (fn) tenemos que d( frny,2,y) = d(fr,Q,y)) V n > ny, lo cual
garantiza que el limite existe. Ademas si (gn) es otra sucesién con las mismas ca-
racteristicas que (f), por el mismo lema d(fn,,y) = d(gn,,y), es decir el limite

es independiente de la seleccion de la sucesion (fr).

Definicién 1.10. Sea f € C(2), y € RN — f(89Q). Sea (f») una sucesién tal que
(fn) € CYH(Q)NC(N) y que convege uniformemente a f en 2. Se define el grado de

f en 2 respecto a y de la siguiente manera

d(f,2,y) = lim d(fa, D)

Propiedades del grado de Brouwer.

Teorema 1.11 (existencia). Sea f € C(Q,RY), y ¢ f(0%). Sid(f,Q,y) #0

entonces existe un zo € Q tal que f(zg) = y.

Prueba: Por reduccién al absurdo. Supongamos que V z € Q f(z) # y. Luego
existe € > 0 tal que |f(z) — y| > €. Por el Teorema de aproximacién de Weierstrass,
existe (f,) C CY(Q) N C(Q) tal que f, — f uniformemente en Q, y se tiene para

cierto ng € N que
€ < 1f(@) =yl < 1f(2) = Fale)| +fale) ~ 0] < 5+ 1fule) =3] Vn2no Vae

|fn(:c)—y|>§ paran > ng, T € Q.
Luegoz ¢ f,'(y) Vz € Qyn > ng. Estoimplicaque d(f,,Q,y) = 0 paran > no.

Si n tiende a oo, entonces d(f,2,y) = 0 lo cual contradice la hipdtesis. W

La segunda propiedad es un criterio muy importante para saber cuando dos funcio-

nes tienen el mismo grado.
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Teorema 1.12 (Invarianza bajo homotopia). Sea H : Q x [0,1] —» RN una
homotopia de f y g € C(Q) tal que H(z,t) # y paraz € 0Q y t € [0,1]. Entonces
d(H,Q,y) es constante en [0,1]. En particular se tiene que d(f,Q,y) = d(g,Q,y).

Prueba : Veamos que la aplicacion t — d (H(-,t),Q,y) es continua, lo cual demues-
tra el teorema.

Por la continuidad uniforme de H, dado € > 0 existe § = é(¢) > 0 tal que si
|t; — t2] < 8, entonces |H(z,t1) — H(z,t2)| < § para todo z € .

Por otra parte, como y ¢ H(3Q x [0,1]) entonces |H(z,t) — y| > 9¢ para cada
t €00,1] y cada = € 9. Existen sucesiones (fi,) ¥ (f2n) en CI(Q)OC(ﬁ) tales que
fin(z) = H(z,t;) uniformemente y fn(z) — H(z,t;) uniformemente en . Como

en la prueba del Teorema 1.11, existe ng € N tal que
9¢ < [H(z,t1) — y| < [H(z,t1) = fin(2)| + | fin(z) —y| < € + | fin(z) — yl,

es decir,

|fin(z) —y| > 8 n >ng, z € 0.

Similarmente |fan(z) — y| > 8e.

Finalmente, para z €
|f1n(x)_f2n(x)| S |f1n(:r)—H(.’E,t1)|+|H(.’E,t1)—H(:E,tz)|+IH(.’E,tz)—fzn(:E)l <e€.

Aplicando bien sea el Lema 1.6 o el Lema 1.9 segun sea y regular o singular a f;,
(z = 1,2) se concluye d(fin,Q,y) = d(f2r,,y) paran > ng. Cuando n — oo, dela
definicién 1.10 se obtiene que d(H(-,t1),8,y) = d(H(-,t2),Q,y). Hemos probado
que si [t; —t3| < 8 entonces |d(H(+,t1),Q,y) — d(H(-,t2),Q,y)| < €. Por lo tanto
la aplicacién es continua y como tiene valores en Z, entonces d(H (-,t),Q,y)_es

constante en [0,1]. W
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Enunciamos a continuacién, sin demostracion, otra propiedad importante del grado.
El lector interesado en la prueba le sugiero ver [13] p. 26. Esta propiedad afirma
que si se descompone el dominio en dos abiertos disjuntos, la suma de los grados en

cada abierto es igual al grado de la funcién en todo el dominio.

Teorema 1.13 (Escisién). SiQ; esun abiertocon(y C Qyy ¢ f(0)UF(9Q),

entonces

d(f,Q,y) = d(f,Q,y) + d(f,Q ~ D1, y).

Dos consecuencias de las propiedades.

Teorema 1.14. Sean f,g € C(Q,R") tal que f(z) = g(z) para cada = € 09,
y ¢ f(09Q). Entonces d(f,Q,y) = d(g,2,y).

Prueba : Basta simplemente aplicar la propiedad de invarianza del grado bajo

homotopia, a la funcién H : Q x [0,1] = RY definida por

H(z,t) = tf(z) + (1 - t)g(z). M

Teorema 1.15 (Punto fijo de Brouwer). Sea B = {zr € R" : |z]| < 1}. Si

f : B — B es continua, entonces existe = € B tal que f(z) = .

Prueba: Debemos garantizar que f tiene un punto fijo en B o en B. Suponga-
mos que f no tiene puntos fijos en B. Sea H : B x [0,1] — R" definida por
H(z,t) = =z — tf(z). H es una homotopia continua de I y I — f. Es facil ver
que H(z,t) # 0 paraz € 8B y t € [0,1]. Como 0 € B, por la invarianza bajo

homotopia, tenemos

d(I,B,0)=d(I - f,B,0)=1+0
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Luego por el teorema de existencia f tiene un punto fijoen B. W

§ 2. Teoria de grado en espacios de dimensidén infinita

En ecuaciones diferenciales los espacios de funciones en los cuales se trabaja son,
generalmente, espacios de dimension infinita. De alli surgié la necesidad de genera-
lizar el concepto de grado a espacios de dimensién infinita. Este se conoce como el
grado de Leray-Schauder. Este concepto se define para operadores de la forma I — f
donde f es un operador compacto. La idea consiste en aproximar f por medio de
operadores de rango finito, lo cual nos permite encontrar un espacio de dimension
finita donde podemos aplicar el grado de Brouwer.

Inicialmente se enuncia un teorema de densidad, basico en la construcién de esta
teoria. Seguidamente se presentan las condiciones que permiten definir el grado de
Leray-Schauder de un operador definido en un abierto acotado de un espacio de
Banach. El grado de Leray-Schauder tiene las mismas propiedades del grado de

Brouwer y sus demostraciones son consecuencia directa de la definicion.

Sea E un espacio de Banach real y 2 C E un abierto acotado. El siguiente teorema
nos dice que un operador compacto, T, se puede aproximar por un operador de

rango finito. Su demostracion se puede ver en [5] p. 55.

Teorema 2.1. Sea ) abierto y acotado y T : § — E compacto. Entonces para

cada € > 0 existe T, : @ — E de rango finito tal que

sup | 7(z) — Tu(a)] < e
TEN

Consideremos ahora un operador T : {} — E compacto, y seay € E — (I —T)(9Q).
Veamos que existe a > 0 tal que dist (y,(I — T)(8)) > a. En efecto, si no fuera

cierto, entonces existiria una sucesién (z,) C 0 tal que |ly— (I —T)(z,)|| — 0. Por
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la compacidad de T existe una subsucesién (z,, ) tal que T(z,, ) converge, digamos,

T(xn,) — yo. Ahora

”x"k - Yo — y” < ”y + T(xnk) — Tny ” + ”yo - T(xnk)“ — 0,

es decir ,, — yo+y. Como 9 es cerrado, yo+y € IN. Finalmenté, la continuidad
de T implica que yo = T(yo +y) y asiy € (I —T)(9 ), lo cual es una contradiccién.
Vamos enseguida a garantizar la existencia de un subespacio de dimension finita en
el cual se puede hablar del grado de Brouwer. Para T : Q@ — E dado, por el teorema

anterior existe T, : @ — E de rango finito tal que

sup | T(z) - Tu(a)]| <
T€EN

2] 2

Sea E, := (Ta(Q),y), el subespacio generado por la base de T,(Q) y y. Sea

Qo := QN E,. 2, es un abierto acotado en E,, que es un espacio de dimensién
finita. Ahorad ((I - Ta)lﬁ,, , Qe y) tiene sentido, es decir podemos hablar del grado
de Brouwer, ya que primero, (I-T,)(Q4) C Eq4 y segundo porque y ¢ (I-T,)(89,).

Efectivamente para z € 94, se tiene
«
le = Ta(z) = yll 2 lz = T(2) = yll = | Ta(2) = T()|| 2 ||lz —~ T(z) ~ 9|l - 5-

Puesto que y ¢ (I — T)(0Q) y 00 C 9 se concluye que
le - Tu(z) —yll > = & 0.

Enunciamos el siguiente teorema que nos permitira definir el grado en dimensiéon

infinita.

Teorema 2.2 (Reduccién). Sean X,, X, espacios normados tales que
dimXm = m < dimX, = n. Sean Q C X, un abierto acotado, f : @ — X,
continua, y € X, — (I — f)(0Q) . Entonces

d(I - f,Q,y) =d((I-—f)|m,QﬂXm,y)



15

Prueba: Ver [5] p. 29.

Ahora si, disponemos de los elementos que nos permiten definir el grado de Leray-

Schauder.

Definicion 2.3 Sea E un espacio de Banach real,  C E un abierto acotado,
f:Q — E compactoy y € E— (I — f)(99). Sea f. como en el Teorema 2.1 y E
un subespacio finitodimensional que contenga a (f.(R2),y) y Q. := QN E. Se define
el grado de Leray-Schauder, asi

d(I - £,92,9) = d((I - £l erv)-

Demostremos ahora que la definicién anterior es independiente de la escogencia de
fe- En efecto, sean f, y fe como en la definicién previa. Sean E,, E, los subespacios
de dimensién finita correpondientes a f. y f. respectivamente.

Sea E; := (E,,E,), el generado por las bases de E, y E, , Q, = QN E, ,
Q, =QNE,, Qs = QN Es. Por el Teorema de reduccién, se tiene

(21) d[(I - ff)lm’ Qll’y] = d(I - fe’ﬂ6ay)a

(22) d[(I_ fe)|m) Qn)y] = d(I - f6)957y)'

Seane < ay H(z,t) := t(I—f.)(z)+(1=t)(I—f.)(z). H es una homotopia continua.
Se puede ver usando la desigualdad triangular que ||H(z,t) — (I — f)(2)]| < €¢/2 y
de aqui se concluye que ||H(z,t) —y|| > £ > 0. Por lo tanto H(z,t) # y
V(z,t) € 89 x [0,1]. |

Por la invarianza bajo homotopia del grado de Brouwer, tenemos

(23) d(I—fe,Qg,y)=d(I—f€,Qg,y).
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De (2.1), (2.2) y (2.3) se concluye

d[(I— ff)lﬁ:’ﬂu,y] = d[(I— fs)l'sﬁ,ﬂmy]-

Propiedades del grado de Leray-Schauder.

A continuacidn presentamos sin demostracion las principales propiedades del grado

de Leray-Schauder, cuyas pruebas pueden verse en [5] p. 58.
Teorema 2.4. Siy € §, entonces d(1,Q,y)=1;siy ¢ Q,d(I,0,y) =0.

Teorema 2.5 (existencia). Sid(I — f,Q,y) # 0, entonces existe zo € Q tal que
(I = fNzo) =y.

Teorema 2.6 (Invarianza bajo homotopia). Sea @ C E un abierto aco-
tado y h : [0,1] x @ — E una homotopia compacta (es decir, h es continua
y Ilg — h es compacta) tal que h(z) # y para (t,z) € [0,1] x 0. Entonces
d(h(t,z),8,y) es constante para todo t € [0,1].

Teorema 2.7 (Escision). Sea ) = U, donde Q; son abiertos disjuntos. Sean

f compacto y y ¢ (I — f)(02). Entonces

d(I—f’Q’y) :d(I_f’Ql,y)+d(I_f’QZ’y)‘

Los teoremas que siguen son consecuencia del Teorema de invarianza del grado bajo

homotopia. Sus pruebas pueden verse en [13] p. 63 y 67.

Teorema 2.8. Sean f,g : Q — E compactas, f(z) = g(z) Yz € Q. Entonces si
y ¢ (I—f)09),
d(I_ f’Q’y) = d(I - g’Q’y)'
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Teorema 2.9 (Punto fijo de Schauder). Sea D un abierto acotado y convexo
tal que 0 € D. Sea f : D — E una funcién compacta con f(D) C D. Entonces f

tiene un punto fijo.

§ 3. Una aplicacién del Grado de Leray-Schauder

Con el 4nimo de aplicar las técnicas abstractas desarrolladas en la seccién anterior,
consideremos el siguiente problema de ecuaciones diferenciales :

Dada f : [0,7] — R continua. Queremos encontrar u : [0,7] — R tal que

—u' = f(2) 0<t<m
(51) {

u(0) = u(7) = 0.

La solucién de (3.1) es

(3.2) u(t) = /07' K(s,t) f(s)ds,

donde K(s,t) es la funcién de Green para el operador segunda derivada, funcién

que viene dada por

(m — t)% cuando s € [0,1]

(m— .s)i cuando s € [t,7].
m

K(s,t) =
Similarmente, si g : [0,7] X R — R es continua y acotada, el problema

—u" = g(t, u(t 0<t<n
5.3 { g(t, u(t))

u(0) =u(r)=0

es entonces equivalente a la ecuacién integral

(3.4) u(t) = /O" K(s,t) g(s,u(s))ds.
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Veamos que el grado es una herramienta 1til para resolver las ecuaciones integrales

(3.2) v (3.4).

Sea k : [0,7] x [0,7] = R continua. Es claro que k es uniformemente continua y
acotada en  x Q := [0,7] x [0,7]. Para v € C(f), sea K(u) : @ — R la funcién

definida por

(3.5) K(u)(t) = / " ks, tyu(s) ds.

0

Es facil ver que (3.5) esta bien definido y, usando la continuidad uniforme de k, que

K(u) € C(2). También puede verse que K es lineal y acotado.
Lema 3.1. El operador integral K : C(2) — C(2) es compacto.

Prueba: Sea (u,) C C(2) una sucesién acotada. En consecuencia {K(u,)} es
acotada. Como k es uniformemente continua en §2 x 2, dado € > 0 existe § > 0 tal
que si |(s,t) — (3,%)] < & entonces |k(s,t) — k(5,1)| < e. De manera que si [t —7| < §

entonces, para todo n
K (un)(t) = K(un)(7)| < /07r |k(s,2) = (s, 7)[ |un(s)| ds < Mme,

donde M es una cota superior de la sucesion (||un||). Esto garantiza que {K(u,)}
es equicontinua. Por lo tanto por el Teorema de Arzela -Ascoli {K(u,)} tiene una

subsucesion convergente y asi K es compacto. W

Definamos ahora § : C(2) — C() asi : §(u)(t) = g(¢,u(t)). Es facil ver que §
estd bien definida, es decir, §(u) € C(2). Ademds, por la continuidad de g, § es

continua.
Teorema 3.2. La ecuacion u = Kg(u) tiene al menos una solucidn.

Prueba: Sea H : [0,1] x C(Q) — C(Q) definida por H(\,u) = AKg(x). Como

Kg es la composicion de una funcion compacta con una continua, entonces H es
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compacto.

Veamos ahora que u — H(A\,u) #0 VA€ [0,1], Vu € dB(0,R), donde R es sufi-
cientemente grande. Efectivamente, como K y § son acotadas, existe una constante
M > 0 tal que ||H(\ u)|| £ M. Luego ||u — H(A,u)|| > R— M) > 0 si tomamos

R > M. Por la invarianza bajo homotopia,
d(I — Kg,B(0,R),0) = d(I, B(0, R),0) = 1.

El teorema de existencia concluye la demostraciéon. W

Corolario 3.3. El problema (3.4) tiene al menos una solucidn.

§ 4. El Teorema del paso de la montana. El Lema de Morse

En esta seccion presentamos el Teorema del paso de la montana y el Lema de Morse,
herramientas fundamentales en la investigacién del grado en un punto critico del

tipo paso de la montafia, aspecto que abordaremos en el Capitulo 3.

Definicién 4.1. Sean X un espacio de Banach real , U un abierto no vacio de X,

® € CY(U,R) y ¢,d € R. Definimos

Co(®,c):i={uec U:9(u)=0,8u)=c} ; C(P):= U C.(D,e)
ee R

3% := & (—00,d] ;& := & [c,+0) (9% = @Y (—00,d) ,3% = %N &..

Decimos que & € C!(X,R) satisface la condicién de Palais-Smale (PS) si se cumple
lo siguiente: Toda sucesién (u,) C X tal que ®(u,) estd acotada y ®'(u,) — 0,

tiene una subsucesion convergente.

A continuacién presentamos el enunciado del Lema de deformacién cuya demos-

tracién detallada se encuentra en [16] p. 82.
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Teorema 4.2 (Lema de deformacion). Sean X un espacio de Banach real,
® ¢ CY(X,R) que satisface (PS). Dados € > 0 , d € R y vecindades V y W
de C.(®,d), tales que V.C W y dist(8W,V) > 0. Entonces existen e € (0,¢] y
n:[0,1] x X — X continua tal que

(i) n(0,u)=u, VuelX.

(i) ®(n(t,u)) < ®(u) parat € [0,1], u € X, es decir ® (n(t,u)) es no creciente.
(iii) n(1, @4+ — V) C ®?—=.

(iv) n(t,u) = u para todo t € [0,1] si ®(u) ¢ [d —F€,d + €.

(v) 0 (0,1]) x V) C W,

Presentamos el siguente teorema debido a Ambrosetti y Rabinowitz, que establece

que C.(®,d) # O, i.e., existen puntos criticos de nivel d.

Teorema 4.3 (Paso de la montana). Sea X un espacio de Banach real y
® € C'(X,R) que satisface (PS). Supongamos ®(0) = 0 y que

(®1) Existen constantes p, a > 0 tales que ®|5p, > a.

(®,) Existee € X — B, tal que ®(e) < 0.

Entonces ® posee un valor critico d > «. Mas aun d esta caracterizado por

d = inf ® (gt
inf max (g()),

donde A = {g € C([0,1],X):¢(0) =0, g(1) = e}.

Prueba : Como @ o g es continua y [0,1] es compacto, entonces el méximo de la
definicién de d existe para todo g € A. Luego d < o0. Sig € A, ¢([0,1))NOB, # 2.
Por tanto usando (®,) y las definiciones de inf y max se concluye que d > a.

[ 4

Supongamos que Cr(®,d) = 3. Sea € = 7. Por el Lema de deformacién existe

e€(0,€) y n:[0,1] x X — X continua tal que

(4.1) nt,uy=u si P(u)<d-=e
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(4.2) ®(p(lu))<d—e€ si ®u)<d+e.
Por la definicion de d, existe gy € A tal que

(4.3) max & (go(t) <d+e.

Sea h(t) = n(1,go(t)) con t € [0,1]. Facilmente se ve que h € A. De la definicién
de d , tenemos d < max ® (h(t)). Por (4.3) ®(go(t)) < d+ € para todo t € [0, 1].
Por (4.2), ® (n(l,gg(t—))—) = ® (h(t)) < d — e para cada t € [0,1], lo cual implica que

< d —-
max @ (h(t)) <d-—e,

de donde se concluye que d < d — ¢, lo cual es una contradicciéon. Luego
C(®,d)#0. ®

Exponemos a continuacion el Lema de Morse.

Teorema 4.4. SeaU un abierto en un espacio de Hilbert H y ® € C*(U,R) tal que
V& tiene la forma Identidad menos compacto. Supéngase que 0 es un punto critico
aislado de ®, tal que ®(0) =0. Sea H = H-®H @ H™* la descomposicién candnica
via resolucién espectral asociada a L := $'(0). Entonces existe una vecindad A de

0 en H, una vecindad B de 0 en ker L, un homeomorfismo local D de A en H y una

aplicacién 3, de clase C!, definida de B en H= & H™ tal que

1
(44) B(Du) = — el + 5 =11 + B(y + By)

(45) QVE(y + y) = 0

para toda u = z +y+2z € H™ @& H® ® HY y |u| pequedia, donde
Q: H > H™ @& H' es la proyeccidn ortogonal. Ademds se tiene la relacién lo-

cal



(4.6)

con P(y) = ¥(y + By).

Prueba : Ver [10].

d(V®,0) = (-1)"™H" d(V4,0)
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CAPITULO 2
EL GRADO EN UN MINIMO LOCAL

El objetivo fundamental de este capitulo es el de demostrar que el grado de Leray-
Schauder del gradiente de un cierto funcional de clase C*! definido en un espacio de
Hilbert es uno (ver Teorema A). Este resultado obtenido por Herbert Amann en
1982 (ver [1]) permite probar que el grado del gradiente de un funcional coercivo
sobre una bola de radio suficientemente grande es uno y permite, también, demos-
trar que el indice de un funcional C? en un minimo local aislado es uno.

El problema de estudiar la relacion entre la teoria del grado y la teoria de puntos
criticos ha sido investigado ampliamente por muchos autores, entre los cuales me-
recen destacarse los trabajos de Castro y Cossio (ver [2]), Krasnosel’skii (ver [11])
y Rabinowitz (ver [15]).

La seccién 1 de este capitulo incluye algunos elementos necesarios en la demos-
tracion del Teorema A. Alli se estudia la aproximacion de una funcién continua por
otra localmente Lipschitz, la continuidad débil del gradiente de un funcional si éste
es compacto y la compacidad de la derivada de un operador compacto. Se expone
que el grado de una perturbacion compacta de la identidad es una potencia de —1;
donde el exponente es la suma de las multiplicidades algebraicas de ciertos valores
propios. Se presenta el concepto de medida de no compacidad y sus propiedades y
algunos elementos de célculo en espacios de Banach.

En la seccién 2 se demuestra el Teorema A y en la seccidén 3 se prueban los coro-
larios més importantes del teorema, entre ellos se demuestra que el grado en un
minimo local aislado es uno (ver Corolario 3.2) y dos resultados relacionados con la

existencia de puntos criticos (ver Corolarios 3.3 y 3.4).

23
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§ 1. Preliminares

Presentamos a continuacién una serie de proposiciones y conceptos de gran utilidad
en la demostracion del teorema principal de este capitulo. Iniciamos con un lema

que nos permite aproximar una funcion continua por otra localmente Lipschitz.

Lema 1.1. Sean X y Y espacios de Banach, 2 C X abiertoy f : @ — Y continua.
Entonces Ve > 0 existe f, :  — Y localmente Lipschitz tal que || f(z) — fe(z)|| < €

para todoz € Q) .

Prueba: Ver [6] p. 5.

El teorema hacia el cual nos encaminamos trata con operadores de la forma
Vf = I — F donde F es un operador compacto. El siguiente teorema aporta

elementos que facilitan su manejo.

Definicion 1.2. Sea X un espacio de Banach. f : X — R se dice débilmente
continua en z si cualquier sucesion (z,) que converge débilmente a z¢ implica que

f(zn) converge fuertemente a f(zo).

Teorema 1.3. Si Vf es compacto en B(0,r) = {z : ||z|| < r} entonces f es

débilmente continua .

Prueba: Ver [18] p. 76.

El siguiente teorema nos proporciona un criterio para saber cuando la derivada de

Fréchet de un operador en un punto es un operador compacto.

Teorema 1.4 (Krasnosel’kii). Sean X, Y espacios de Banach, FF : X —» Y

compacto y Fréchet diferenciable en zy. Entonces F'(z¢) es compacto.

Prueba: Ver (18] p. 51.
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Otro concepto que necesitamos es el de indice de una funcidn, el cual presentamos

a continuacidn.

Definicién 1.5 Sea f una funcién continua en B(zg,r) con y # f(z) en dB(zq, 7).
Supongamos que zo es una solucién aislada de y = f(z); es decir existe € > 0
suficientemente pequefio tal que o es la tnica solucién de y = f(z) en B(zo,e¢).
Definimos el indice de f en z, relativo a y ¢ f(9B(zo,€)), denotado por i(f, zo,y),

de la siguiente manera

Z(fa To, y) = d(fa B(:l:Oa E), y)

Utilizando el Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos (ver [5])

se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.6. Sean X un espacio de Banach real, L : X — X compacto,

XA # 0 tal que A~ no es valor propio de L. Sea Q un abierto acotado en X con
0 € Q. Entonces d(I — AL, Q,0) = (—=1)™™, donde m()\) es la suma de las multi-
plicidades algebraicas de los valores propios yt que cumplen pX > 1, y m()) =0 si

L no tiene valores propios p de esta clase.

Prueba: Ver [5] p. 64.

Como respuesta a preguntas de tipo topoldgico que se presentan en el desarrollo
de la prueba del teorema principal de este capitulo, introducimos el concepto de
medida de no compacidad o medida de Kuratowski.

Definicion 1.7 Sea X un espacio métrico completo, M C X un conjunto acotado.

Consideremos el conjunto

A(M) = {d >0:351,82,+ 80, MC Lnj S;, diam(S;) < d},

=1

donde diamS; = sup{||z — y|| : z,y € Si}.
Se llama medida de no compacidad de M al nimero «(M) := inf A(M).
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El siguiente teorema (ver [14] p.17 y 18) describe dos de las propiedades mas im-
portantes de la medida de no compacidad que seran utilizadas en la prueba del

Teorema A.

Teorema 1.8. Sea 2 C X un conjunto acotado.
(i) a(Co()) = a(R), donde Co() := (N{A: A D Q; A es convexo}.

(ii) Si ) es relativamente compacto, entonces Co(Q2) es compacto.

Veamos ahora la definicion de funcidn integrable para una funcion definida en un

intervalo y con valores en un espacio de Banach.
Definicién 1.9 Sean J un intervalo de R y X un espacio de Banach . Sean
a,f € Jcona<fByr={r;}", una particién de [, §]. Esto es,

a=rg<r <rp<---<rp,=4.

La norma, ||r||, de la particién es ||r|| = maz{r; —ri-; : 1 =1,2,3,--- ,n}. Una
funcién f : J — X se dice integrable sobre [, (] si existe ff f(r)dr € X tal que
Ve>0 36 >0con

| [ o1 = 32 et <

siempre que ||r|| < 8y & € [riyric1] 1=1,2,--- ,n.

Lema 1.10. Sea X un espacio de Banach, f : J — X una funcién integrable.

Entonces (8 — a)~! ff f(r)dr € Co({f(r): 7€ [a,H]}).

Prueba: Ver [14] p. 25.
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§ 2. Demostracion del Teorema A

En esta seccién se demuestra el teorema principal de este capitulo, el cual permite
calcular el grado del gradiente de cierto funcional f definido en un espacio de Hilbert.
Este teorema nos posibilita, entre otros resultados, demostrar que el grado en un

punto de minimo local aislado es 1, como lo veremos en la seccién 3 de este capitulo.

Sea U un abierto en un espacio de Hilbert H, sea f € C'(U,R) y supongamos que
Vf:U — H es un campo vectorial, esto es, Vf = I — F donde F € C(U,H) es

compacto.

Teorema A. Supongamos que, para algin 8 € R, el conjunto V := f~1(—c0, §)
es acotado y V C U. Supongamos, ademds, que existen a < f, r > 0 y un punto

zg € U tal que
f(~00,0] CB(zo,r) CV y Vf(z)#0 Vaef'[a,f].

Entonces

d(Vf,V,0)=1.

Prueba: La demostracion del teorema se divide en cuatro partes .
(1) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U es acotado. Luego F(U) es

relativamente compacto. Veamos que p > 0, donde

(2.1) pi=inf{lVf(2)ll : z € f'[a, A]}.

En efecto, si p = 0, entonces existe una sucesién (z,) C f~![a,p] tal que
IV f(zn)|ll = 0 cuando n — co. Como (zn) C f~'a,f] C U y U esté acotado,
entonces (z,) estd acotada. Por la compacidad de F, existe una subsucesion (z,, )

tal que F(zn,) — z € H. Luego

20, = 2ll < I€ns = F(@ay)ll + |1F(2ny) — 2l = IV f(@n)| + |1 F(@ns) — 2| =0
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cuando k — oo. Por lo tanto z,, — 2. Como f es continua y [a, ] es cerrado,
entonces z € f7'[a,f]. Por la continuidad de F' tenemos que F(z,,) — F(2)
y asi z = F(z), es decir Vf(z) = 0. Lo cual contradice la hipdtesis Vf(z) # 0
Vz € f~[a, f]. Luego p > 0.

Ahora por el Lema 1.1 existe G : U — H localmente Lipschitz tal que
|F(z)-G(z)| <1p Vz € U. Delapruebadel Lema 1.1 (ver [6] p. 5) se sigue que
G(U) C Co(F(U)). Seag:=I-G:U — H. Como F(U) es relativamente com-
pacto, por el Teorema 1.8 (ii) Co(F(U)) es compacto y como G(U) C Co(F(U)),
concluimos que G(U) es relativamente compacto. Por lo tanto G es compacto y
asi g es un campo vectorial localmente Lipschitz, continuo y compacto.

Sea h : [0,1] x V — H definida por h(t,z) = (1 — ¢)Vf(z) + tg(z). h es una
homotopia compacta, es decir, h es continua y I|y; — h es compacta . Veamos que

h(t,z) # 0 para (t,z) € [0,1] x V. En efecto,

Ia(t, )| = (1 ~ )V f(z) + tg()|| = |V f(2) ~ t(G(z) — F(2))|

11
2 [[Vf(@)ll - IG(2) = F(z)| 2 p = 5p = 50 > 0.

En la desigualdad anterior hemos utilizado el hecho 8V C f~![a, f]. La invarianza
bajo homotopia del grado de Leray-Schauder (Teorema 2.6 , cap.1 ) permite concluir

que

(2.2) d(V£,V,0) = d(g,V,0).

(ii) Para cada z € U, sea t — ¢'(z) := ¢(¢,z) la 1dnica solucién del problema de

valor inicial

{ y'(t) = —g(y(t))
(PVI)

y(0) ==z,
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definida en el intervalo maximal de existencia (¢7(z), t¥(z)) C R. De la teoria de

ecuaciones diferenciales ordinarias se sigue que
Q:={(t,z) eRxU:t7(z) <t < tt(z)}

es abierto en Rx U y ¢ : § — U es una funcién Lipschitz continua. Se verifica

directamente que

o(t,z) =etx +/ 6_(t—T)G((pr(l’)) dr

0

es la solucién del problema (PVI).
Haciendo Ky(z) := fot e"G(p(r,z))dr V(t,z) € tenemos que

e(t,z) = e [z + Ki(z)].

Por el Teorema fundamental del calculo

d

| (7 @) dr = 1(ptt,2)) = F(6(0,2)) = F((t,2) - f(=).

Utilizando la regla de la cadena y el hecho de que ¢!(z) satisface (PVI), obtenemos

| gt ar = [(91(e7@), ol (@) ar.

Por lo tanto,

4
0

(23— [(VHE @), ol @) dr =[5 (@) ~ f(@) para (t,9) €

Supongamos que ¢"(z) € f~![a, ] para0 < 7 < t. Ahora, para todoy € f~!{a, ff]
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tenemos

(VI(y),9(v)) = (V(w)y — G()) =(VI(y), VI(y) + Fy) — G(y))
= IVFWII? = (V£(v), G(y) — F(y))
> IVEOI? = IVFOIIGY) = F)Il 2 IV LIV F@)I - g')

(2.4 > p-2)=2.

Por lo tanto de (2.3) y (2.4) tenemos

2

- [[@ser st ar < -5

En consecuencia

(25) 0B < f(p'(@) - fl) < -LF.

Afirmamos ahora que tt(z) =00 VzeVy
3 -1 d . 2
(2.6) p’(z) € f7(~00,a] Vz €0V, donde s:= ,O—Z(ﬂ - a).

En efecto, si tT(z) < oo para algin z € V, existe una sucesién (t,) con t, < t¥(z)

y tn, = tt(z). Como g =I— G =V f+ F — G, entonces para y(t) = ¢'(z),

y'(t) = —=V£(y(®) + G(y(t)) — F(y(t)).

Integrando entre ¢, y tn4+1 obtenemos

1(tnss) — y(ta)l] < / V)N dt + / e W) - Fu(®))dt-

n n

< M(tn+] - tn) + g(tn+1 - tn) = Cv(tn+] - tn),
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donde M es una constante y C = M + p/2. Luego (y(t,)) es Cauchy y por lo tanto

converge a un elemento § cuando ¢, — t*(z). La solucién de

y'(t) = —g(y(t), ¥(0) =7

proporciona una continuacién de y(¢) a valores de ¢t > ¢*(z) contradiciendo la

maximalidad de t+(z).

Ahora, en (2.5), haciendo s =t y como 9V C f~1[a, ] tenemos

2

(@) < fl@) -G = @)~ (B-) S p-(B-a) = a

Luego ¢*(z) € f~!(—~o0,a] VY € V.

(iii) Sea h : [0,s] x V — H la funcién definida asi

t
te l(x—cpt(x)) si 0<t<s

he(z) := { e =

g(z) si t=0.

Kt(x)
et —1°

La idea de esta parte de la prueba es demostrar, utilizando el Teorema de invarianza

del grado bajo homotopia, que d(g,V,0) = d(h,, V,0).

De la definicién de K se tiene que h¢(z) = z —

Veamos primero que h es una homotopia compacta. Como G(V) es compacto, existe
un conjunto compacto C tal que e”G(p"(z)) € C para (1,z) € [0,5] x V. Por el
Lema 1.10,

%/0 e"G(¢"(z)) dr € Co(C) V(t,z) €(0,5] x V.

Esto implica que I|37 ~ h aplica [0,s] x V en un conjunto compacto.

Veamos ahora la continuidad de k. De la definicion de h se concluye la continuidad
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en (0,s] x V. Supongamos que {(tg,zx)} C [0,s] x V es una sucesién tal que
(tk,zk) — (0,z). Para demostrar que hy, (zx) — ho(z), es suficiente considerar el

caso tx > 0, y probar que t; ' Ky, (zx) — G(z) ya que

t
E—1

he, (zk) = 28 — (e"‘ - 1)_1Kt,c (z) =z — (et )t,_c'thk (zx),

. tk
g—I-—Gytil_r{lOet’c 1 =1.
Como M := {x} : k> 1}U{z} es compacto, los conjuntos [0, s] x M y ([0, s]) x M
son compactos. Como G es continua localmente lipschtiziana en (p([(],s]) x M,

entonces es uniformemente Lipschtiz. Por lo tanto 3) > 0 tal que

IG(#7(zx)) — G(2)|| < Ml (zx) — zl| < Ml (zx) — " (2)|| + Ml (z) — 2|
<pllze — 2l + Ale™(2) —z|| V7 €[0,s]yk €N

donde p = p()) es una constante cuya existencia se tiene por ser ¢ localmente
lipschitziana en un compacto y por ello resulta ser uniformemente Lipschitz.

Finalmente,

16 Ku(o) - G = [ [ (607 e0) ~ 6@ dr + (S 1))
< [ e e =l + g (er) - el
FIGE@I(E=E 1)
=l =2l + o [ heron) — i dr
HIG@I(==E —1) ~ 0

cuando t; — 0. Luego t;' K¢, (zx) — G(z). En consecuencia % es continuaen ¢ = 0

y por lo tanto es una homotopia compacta . UNIVERSIDAD NACIONA)

BIBLIOTECA CENTRAu
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Probemos ahora que h(t,z) # 0 para todo t € (0,s]y =z € V. En efecto, si
h(t,z) = 0 con (t,z) € (0,s] x AV, entonces z = p*(z) € IV C f~1|a, #]. Por (2.5),
0 = f(¢'(z)) — f(z) < 0, lo cual es una contradiccién. Luego h(t,z) # 0 para todo
(t,z) €(0,s) xOV. Parat=0,h=¢g=I—-G y

lg(@)ll 2 l=F(2)l|-G(z)~F(z)|| = IV (@) -IG(z)-F(e)| = p—p/2=p/2>0

Yz € dV. Por la invarianza del grado bajo homotopia concluimos que

2.7) d(g,V,0) = d(h,, V,0).

(iv) En esta parte final se prueba que d(h,V,0) = 1. Sea k : [0,1] x V — H definida

k(o,z) :=(1—0ce ") (z ~ 0¢°(z) — (1 — 0)zp).

Luego k(o,z) = z — (1 — oe™*)™! {ae"sKs(a:) + (1 - O’)IL‘()],IC(O,.’L‘) =z -9y
k(1,z) = hy(z).

De la definicion de k se deduce facilmente que k es continua. Ahora

—3

oe 1—-0

I-k= (

—————— . _———-————x
- 8 0
1—o0e* 1—o0e™s

es compacta. Luego k es una homotopia compacta.

Ahora, k(o,z) = 0 si y sdlo si ¢ — 29 = o(¢*(z) — z0o).

Como f~'(—o0o0,a] C B(zo,r) por hipétesis y, de (2.6), ¢°(z) € f~1(—o0,q], en-
tonces ||p*(z) — zol]| < r Vz € V. Ademas, como ||z — zo|| > r en OV entonces

k(o,z) # 0en[0,1] x V. Por la invarianza del grado bajo homotopia obtenemos

(2.8) d(hs, V,0) = d(I — zo,V,0) = 1
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Luego el teorema se sigue de (2.2), (2.7), (2.8). &

§ 3. Consecuencias del Teorema A

Sea U un abierto en un espacio de Hilbert H, sea f € C'(U,R) y supongamos que
Vf : U — H es un campo vectorial compacto, esto es, Vf = I — F donde

1
F € C(U,H) es compacto. Observamos que f(z) = §||:ch|2 — ®(z), donde V& = F.

El primer corolario nos dice que el grado de Leray-Schauder del gradiente de un

funcional coercivo en una bola suficientemente grande, es uno.

Corolario 3.1. Supongamos que U = H , f es coercivo y que existe ro > 0 tal

que V f(z) # 0 para ||z|| > ro, entonces Ir; > rq tal que

d(Vf,B(0,r),0) =1 Vr>ry.

Prueba. Como F es compacto y F = V& entonces por el Teorema 1.3 se deduce
que ® es débilmente continuo. Veamos que f aplica conjuntos acotados en conjun-
tos acotados. En efecto, sea A un conjunto acotado tal que f(A) no es acotado.
Luego existe una sucesién (z,) en A tal que f(z,) — +00. Como (z,) esta acotada
existe una subsucesién (z,, ) que converge débilmente, digamos z,, — z. Por ser
@ débilmente continua, ®(zn,) — ®(z). Luego (®(zn,)) estd acotada y en conse-
cuencia (f(zn,)) estd acotada, lo cual contradice que f(z,,) — oco. Por lo tanto
f(A) es acotado.

Sean a := sup f(B(0,79)) y 1 := sup{||z| : ¢ € f~'(—o0,a]}. Obsérvese que
r;y < oo por la coercividad de f. Como B(0,79) C A := {z : z € f~!(—00,a]}
entonces sup{||z|]| : z € B(0,r0)} < sup{||z]| Lz € A}, es decir rg < ry. Dado
r>ry,sea § € R tal que f > supf(?((),r)).

Hagamos zg = 0 en el Teorema A y veamos que se cumplen las hipétesis .

V = f71(—o00,) es acotado. En efecto, si no lo fuera, entonces existiria una
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sucesion (z,) C V tal que ||zn|| = oo. Luego f(zn) < B y por la coercividad

f(z,) = o0, lo cual es un absurdo. Por lo tanto V es acotado. La condicién V c U

es inmediata.

a < B, ya que > supf(B(O r)) > supf( (0,71)) > sup f(B (0,79)) =
~!(~o0,a] C B(0,r) C V. Si f(z) < « entonces ||z|| < r; < r. Por lo tanto,
“!(—=oc0,a] C B(0,r) . Ahora, z € B(0,r) = |z| < r =

f(a:) < sup f(B(0,r)) < B. Luego, z € V.

Vf(z) #0 Vz € f~![a,p] por (2.1). Luego, por el Teorema A, d(Vf,V,0) = 1.

Teniendo en cuenta la propiedad de escision del grado (Teorema 2.7 capitulo 1)

tenemos

d(V£,V,0) = d(Vf,B(0,r),0) +d(Vf,V - B(0,r),0).

Como d(Vf,V — B(0,r),0) = 0, ya que por hipdtesis Vf(z) # 0 si ||z]| > ro ¥

r > ry 2 rg, entonces

dVf,B(0,r),0)=1 A
Mostramos enseguida que el indice de un minimo local aislado de un funcional de

clase C', es uno.

Corolario 3.2. Sizy € U es un punto critico aislado de f en el cual f tiene un

minimo local, entonces i(V f, zq¢) = 1.

Prueba: Sin pérdida de generalidad, supongamos que o = 0, f(0) = 0 y que
U = B(0,7p) para algtin 79 > 0 tal que 0 es el Gnico punto critico de f en U.

Afirmacion:
inff(f?_(O,rg) - B(0,m )) >0 Vry,rptales que 0 <1y <1y < ryg.

En efecto, si el infimo fuera cero, entonces existen ry, 7, con 0 < ry < rp <rg y

una sucesién (zx) C B(0,73) — B(0,r1) tal que f(zx) — 0. Podemos suponer que
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(zx) converge débilmente a algin ¢ € B(0,7;). Como & es débilmente continuo y

la norma es DISC, entonces f(z) = %]Ix”z — ®(z) es DISC . Luego
0 < f(z) < liminf f(zg) = 0.

Por lo tanto f(z) = 0, lo cual implica ®(z) = ||z]|*/2, luego V&¥(z) = z y
asi Vf(z) = 0. Como 0 es el dnico punto critico de f en U, entonces z = 0. Por
otra parte, como zx ¢ B(0,r1) entonces f(zg) > 372 — ®(zk). Y como ®(zy) — 0,
entonces liminf f(zx) > 3r? > 0 lo cual contradice que f(zx) — 0. En consecuen-
cia, inf f(B(0,r2) — B(O,1)) > 0.

Fijemosry yracon0 < r; <rz <rpyseaf := inff[_B—(O,rg)—B(O,r])} . Escojamos
r >0 conr < ry tal que B(0,7) C f~1(—o00,8) y sea

o = %inff[F(O,rg) — B(O,r)] :

Observamos que a < 3 ya que f[F(O,rz) — B(0,r; )] C f[F(O,T‘z) - B(O,r)} .

Sea U = B(0,ry), veamos que se cumplen las hipdtesis del Teorema A.
V = f~1(~00,3) estd acotado pues V C U y, ademas V C U.

f~Y(=o00,a] C B(0,r). Si no fuera asi, entonces existe un z tal que z € f~!(~o0, o]

y lz|| > r , luego
f(e)<a<B=z €V CU=B(0,r).

Luego, utilizando la definicién de a, f(z) > 2a, lo que es una contradiccién . Por lo
tanto

f!(=o00,a] € B(0,r). Finalmente, como 0 ‘es el tnico punto critico en U,
Vf(z)#£0 Yz € f~'|a,p). Luego d(Vf,V,0) =1.

De la propiedad de escision del grado (Teorema 2.7, Capitulo 1) se deduce que

1= d(va Vw 0) = d(Vf, B(O,T‘),O) + d(Vf, V- —B-(Oir)’o)'
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Pero 0 es el tinico punto critico de f en U y en consecuencia por la definicién 1.5

tenemos

i(Vf,0)=1. o

Corolario 3.3. Supongamos que se cumplen las hipdtesis del Teorema A y ademas
que £; € V es un punto critico de f, el cual no es un minimo global de f en V.
Supongamos también que F' es diferenciable en z; y 1 no es un valor propio de la
derivada F'(z;) € L(H) o que z; es un minimo local, entonces f tiene al menos

tres puntos criticos en V.

Prueba : En el primer caso, por el Teorema 1.4 F'(z;) es un operador lineal
compacto. De esta manera, como 1 no es un valor propio de F'(z;), la derivada de
Vf en z; es invertible y asi (Vf(:cl)), es un automorfismo continuo de H (ver [12]
p. 135).

Afirmacién : Ja > 0 tal que ||F'(z1)(z) — z|| > a||z|| Vz € H. En efecto, si no
fuera asi, entonces Va > 0, ||[F'(z1)(z) — z|| < «a||z|| para algin = € H — {0}.
En particular para cada n € N se tendria que |[F'(z1)(z) — z|| < %|[z|| lo cual
implica || F'(z1)(z) — z|| = 0. Luego F'(z,)(z) = z. Lo cual contradice la hipStesis
de que 1 no es valor propio de F'(z1). Veamos que z; es un cero aislado de V f. En
efecto, por la diferenciabilidad de F' en z, para e = a/2 > 0 existe 6y > 0 tal que
Vz € B(z1,6), |F(z1 +z) — F(z1) — F'(z1)(2)]| < a/2||z||. Ahora

IVf(z1 +2)| = llz1 + & = F(z1 + )| = [lz + F(21) = F(e1 + 2|
= |le + F(z1) — F(z1 + ) + F'(z1)(z) — F'(21)(=)]
2 ||F'(z1)(2) — 2l = |F(1 + 2) = F(z1) = F' (1) (=)

« o '
> allell - Sllell = il > 0

Luego V£ no tiene ceros en B(zy,8p). Por el Teorema 1.6 #(Vf,z;) = 1.
Como f es DISC en B(z¢,r), f obtiene su minimo global en algiin x; € B(zo,7)
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(ver [18] p.78). La hipotesis acerca de z; implica que z; # z3. Si z; y z2 son los
unicos puntos criticos de f en V, entonces por propiedades del grado, el Teorema

A y el corolario anterior, se sigue en cualquiera de los casos que

1=d(Vf,V,0) = i(Vf,z1) +i(VFf z2) € {0,2},

lo cual es una contradiccion. En consecuencia existe al menos un tercer punto
critico. W

Por ltimo, veamos un caso particular del Corolario 3.3.

Corolario 3.4. Supongamos que U = H y que f es coerciva. Mads aun, supon-
gamos que 1 es un punto critico de f, el cual no es un minimo global. Si F es
diferenciable en x; y 1 no es un valor propio de la derivada o x; es un minimo local,

entonces f tiene al menos tres puntos criticos .

Prueba : Basta simplemente usar el Corolario 3.1 en lugar del Teorema A en la

demostracion del Corolario 3.3. W



CAPITULO 3

EL GRADO EN UN PUNTO CRITICO DEL
TIPO PASO DE LA MONTANA

El objetivo del presente capitulo es demostrar que el grado local del gradiente de
un cierto funcional de clase C? en un punto critico del tipo paso de la montafia es
—~1 (ver Teorema B). Este resultado es independiente de que el punto critico sea
degenerado o no degenerado, siempre que el funcional esté restringido a una clase
de funcionales que cumplen una condicion especial (ver Condicién (2.1) p. 43).
En el caso degenerado y cuando no se verifique la condicién mencionada arriba,
mostramos, con un ejemplo, que el grado no necesariamente es —1 (ver Observacién
2 p. 48).

Este capitulo consta de dos secciones. En la seccion 1, presentamos un teorema de
existencia de puntos criticos del tipo paso de la montafia en el cual la herramienta
basica es el Lema de deformacién. Y en la seccion 2, presentamos la demostracion

del teorema B.
§1. Puntos criticos del tipo paso de la montana.

Definicién 3.1 Sea X un espacio de Banach real y sean U C X un abierto no vacio
y ® € CY(U,R). Supongamos que ug € C,(®,d) para algin d € R. Decimos que
ug es del tipo paso de la montafia (tipo mp ) si existe una vecindad V C U de uy
tal que para toda vecindad W C V de uq el espacio topoldgico W N ®% # @ y no es
arco conexo, donde ¢ := {z € U : &(z) < d}.

El siguiente teorema demuestra, bajo hipdtesis muy generales, la existencia de pun-

tos criticos del tipo paso de la montana.

39
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Teorema 3.2. Sean H un espacio de Hilbert y & € C'(H,R) que satisface (PS).

Supongamos que eg, ey son puntos distintos en H. Definamos

A={aeC(0,1),H); a(0) = ey, a(l) = &1},

d = inf sup ®(a(t)),
2€A ¢e0,1] ( ( ))

c = max{®(eo), ®(e1)}.

Si d > c entonces el conjunto de puntos criticos de ® es no vacio. Si, ademads, los
puntos criticos en C.(®,d) son aislados en H, entonces existe un punto critico ug

del tipo paso de la montafia en C,(®, d).

Prueba: Observamos inicialmente que por el Teorema del paso de la montana (ver
Teorema 4.3 cap. 1), C.(®,d) # D. Veamos que el conjunto de puntos criticos
C,(®,d) es finito. En efecto, si fuera infinito, como por (PS) el conjunto C(®,d)
es compacto, entonces dicho conjunto tendria un punto de acumulacion. Pero un
conjunto de puntos aislados no tiene puntos de acumulacién. Luego C,(®,d) es
finito. Sea C,(®,d) = {u1,uz,- - ,un}.
Supongamos que no hay puntos criticos del tipo mp en C,(®,d). Luego existen
vecindades U; de u; tales que U; N & es vacio o es arco conexo. Es claro que
C,(®,d) C O U; := U. Definamos 6 >0, € >0, W, V por
i=1
€:=1/2(d - o),
§:= —;-min {dist((OU U {eq, €1}), Cr(®,d)), inf{dist(u;, Cr(®) — {u;}) ;Vi}},
W . = {u € H|dist(u,C.(®,d)) < 26},
V:={u € H|dist(u,C,(®,d)) < é}.

Por el Lema de deformacién (ver Teorema 4.2 cap. 1) existen € € (O,'e']>y

n:[0,1] x H — H que verifican las conclusiones del mismo.
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Por la definicién de d es posible seleccionar a € A tal que ®(a(t)) < d+e Vit € [0,1].

Sean W; = B(u;,26)y Vi = B(u;,6). Entonces W = U W,y V= U V;. Defina-
i=1 =1
mos los conjuntos

M:={te0,1]]a(t) ¢ V},y
I:=({Un <i>d) Un({1} x a(M)).

Veamos que I' # @. Para ello probemos que ey, €1 € I'. En efecto, de la definicién de
d se tiene que 86 < |leg —u;|| Vi =1,2,--- ,n. Luego ey ¢ V y asi 0 € M, por tanto
n(1,e0) € I'. Pero del Lema de deformacién se concluye que n(1, eg) = eg puesto que
®(eg) < ¢ =d—2€ < d—¢ En consecuencia ey € I'. Similarmente se prueba que
n(l,e1) =e1ye €T. Sea Tla componente arco conexa de eg en I'. Demostraremos
més adelante que e; € T, lo cual concluye la demostracién, ya que si e; € I' entonces
existiria un camino g que uniria ey con ey, tal que g([0,1]) C I'cTlcd? pero esto
contradice la definicién de d, ya que, como @ o g : [0,1] — R es continua, existe

t€[0,1] tal que sup ®(g(t)) = ®(g(?)). Luego d < supd(g(t)) = ®(g(%)) < d.

tefo,1]
Demostremos que e; € I'. Si M = [0, 1] entonces a(t) ¢ V V¢ € [0,1] y asi el camino

o(t) = n(l,a(t)) € T conectaria eg con e; puesto que g(0) = ¢g € r y o(1) = €.
Luego e; € I'. Supongamos M # [0,1]. Definamos

to =sup{t € M : n(1,a(t)) € I).

Veamos que to = 1. Supongamos que tp < 1. Como 0 € intM en [0,1], entonces
tg € (0,1). Sea [t7,t¥] la componente conexa en M que contiene a ty. Necesaria-
mente to = t+ pues si tg < t existe un t con ty < t < t¥ tal que n(l,a(t)) eT, lo
cual contradice la definiciéon de #y. Ahora como cualquier vecindad de ¢y contiene
puntos de M y de su complemento, entonces a(to) € JV. Luego existe un unico

0 € {1,2,--- ,n} tal que ||a(to) — ui,|| = 8. Sea

t:=sup{t €[0,1] : a(t) € V,, }.
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Por lo anterior y como ty = t* encontramos que f € (tp,1). Es un hecho que
a(t) € dV;,. Por lo tanto t € M y por la escogencia de la a, y el Lema de
deformacién, tenemos que g; := n(1,a(f)) € Wi, N ¢ c U;, N %, Ademis

g2 :==n(1,a(te)) € U, N$<. Como U;, N ®? es arco conexo, g; ¥ g2 pertenecen a la
misma componente arco conexa. Y como gz € I' concluimos que g; € T. Luego por
la definicién de tg, tenemos tg > t > tg, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto

to =1y asie; €I, con lo que concluye la demostraciéon. W
§2. Demostracion del Teorema B

Para estudiar el grado en un punto critico del tipo paso de la montafa necesitamos
imponer la siguiente condicién al funcional & de clase C? que se quiere estudiar.

Para cada ug € C(®) el primer valor propio A; del operador
&1 { ®"(ug) € L(H) en wup essimple siempre que A = 0.
Veamos ahora el teorema principal de este capitulo.
Teorema B. Sea U un abierto no vacio en un espacio de Hilbert real H, y sea
® € C*U,R). Supongamos que V@ tiene la forma identidad menos compacto y

que satisface la condicién (2.1). Si ug es un punto critico aislado del tipo paso de

la montana entonces

Z(V@, U()) = —1.

Prueba: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ug = 0 y ®(0) = 0. Por

el Lema de Morse (ver Teorema 4.4 cap. 1), ® tiene la forma
o2 102
B(u) =~ ol + 521 + p(v),

dondeuv=z+y+2eW=W-9pWopWwWt chWCUy donde W~ y W+ son
bolas de radio é alrededor de 0 en H~ y HT y donde W es una bola alrededor de
0 en H? tal que

2

(22) W)l < S Vyew',
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Como 0 es un punto critico aislado, podemos suponer ademas que WNC,.(®) = {0}.
La prueba se hara en tres pasos :

Paso (i) Demostremos que dim H~ < 1.

Supongamos, por contradiccién, que dimH~ > 2. Sea I' := W N °. Probemos que
I' es arco conexo, lo cual contradice nuetra hipétesis que 0 es un punto critico del
tipo paso de la montafia. Para g, ¢’ € I escribiremos g ~ ¢’ si y s6losi g y ¢’ estan en
la misma componente arco conexadeI'. Sea g :=z;+y1+2; €. Seaa:[0,1] - H
el camino definido por a(t) = z; +y; +t2;. Veamos que ®(a([0,1])) CT. En efecto,
por el Lema de Morse, ® (a(t)) = ——%lel”z + guzl”z + ¢¥(y1). Como ¢t € [0,1]
y g € T', entonces ®(a(t)) < ®(g9) < 0. Luego ®(a(0)) = ®(z1 + 1) < 0 y
en consecuencia ¢ ~ g1 = z; + y1 € I'. Ahora, sea z; € W~ con ||zz|| > R
ltz2 + (1 — t)z1|| > ||z1|| para todo t € [0,1]. Sea a; : [0,1] — H el camino definido
por a;(t) = tzz + (1 — t)z; + y1. Como ¢; € T, entonces

B(er (1)) = —3lHza + (1= Ol + () < —3 [l + (o)
= ‘:D(g]) < 0.

Lo cual implica que g1 ~ g2 := z2 + y1 € I'. Finalmente si usamos el camino
1

az(t) := z2+(1—1t)y; cont € [0,1] tenemos que ® (az(t)) = —§H$2”2+1,/) (1 =t)y,).

Por la forma como se escogié z2 y por (2.2), ®(az2(t)) < 0. En consecuencia

g2 ~ g3 :=z2 € W~ — {0}. Hemos demostrado que
(2.3) VgeTl existe gel :==W™ —{0} talque g~ g, si H™ #{0}.

Como dim H~ > 2, el conjunto I' es arco conexo. Esto y (2.3) implican que I' es
conexo por caminos, lo cual contradice que 0 es un punto critico del tipo mp. En

consecuencia dim H~ < 1.

Paso (ii) Sean m™ := dim H~ y m® := dim H°. Demostremos que .

(2.4) (m~,m°) € ({1} x N)U{(0,1)}, dondeN={0,1,2,3,...}.
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Supongamos que (m~,m") ¢ {1} x N. Por el paso (i) m~ = 0. Veamos que m® = 1.
Si m® = 0 entonces H~ = H® = {0}. Por el Lema de Morse ®(u) = %Hz”2 Por lo
tanto v = 0 es un minimo local de @, lo cual es una contradiccién ya que 0 es del
tipo paso de la montafia. Luego m® > 1. Ahora, por la condicién (2.1), m® = 1.

Luego (m~,m?) € {(0,1)}.

Paso (iii) Demostremos que
(m~,m% € ({1} x N) U {(0,1)} == i(V®,0) = —1.

Supongamos inicialmente que (m ™, m°) € {1} x N. Veamos que 0 es un minimo local
de 1. Supongamos, por contradiccién, que 0 no es un minimo local de 1. Luego
existe y € W?—{0} tal que ¥(y) < 0. Como en la pueba del paso (i) y como dimH ~
es uno, encontramos que I' := WnN ®° tiene a lo méas dos componentes arco conexas
que pueden ser representadas por los elementos £, T € W~ — B(0, 23—5) Definamos

el camino a : [0,3] = H por

% +ty, te[0,1]
a(t)={ 2-)i+(t—-1)F+y, te[l,2]

T+ (3 —t)y, te (23]

Claramente a es continua y por el Lema de Morse, para t € [0,1],

B (a(t) = 2l + (ty). Como 2] = 2 y (ty) < ., entonces @ (a(t)
es negativo. Similarmente @ (a(t)) < 0 si t € [2,3]. Ahora para t € [1,2] se tiene
& (a(t)) = ~%n(z —4)i + (¢ — 1)7) + (), que es menor que cero puesto que
¥(y) < 0. Luego a(t) € ' Vt € [0, 3]. De aquise deduce que & ~ T, y asiI’ es arco
conexo, lo que contradice que 0 es del tipo paso de la montana. Por lo tanto 0 es un
minimo local de . Por el Corolario 3.2 al Teoréma A del Capitulo 2, se concluye

que 1(V,0) = 1. Por el Lema de Morse ¢(V®,0) = —i(V1,0), luego

i(V®,0) = —1.
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Ahora, supongamos que (m~,m°) = (0,1). Veamos que 0 es un méximo local de
1. En efecto, como 0 es un punto critico aislado de 1, y como dimH? = 1, existen
cuatro tipos de comportamientos de 1 localmente, a saber : 3 ~ y?, ¥ ~ —y?,

P ~ sign(y)y?, ¢ ~ —sign(y)y?. El caso 3 ~ y? no puede ocurrir puesto que como
m~ = 0, por el Lema de Morse se tiene ®(z +y+ 2) = d(y + 2) = %Hz”2 + ¥(y)
y asi0 seria un minimo local de ®, lo cual no es posible. Si ¥ ~ sign(y)y? o
Y ~ —sign(y)y?, T seria contraible a un punto y en particular seria conexo por
caminos, lo cual es una contradiccién. Luego ¢ ~ —y? y asi 0 es un maximo local
de 1 y en consecuencia 0 es un minimo local de —1. Por las propiedades del grado

y el Corolario 3.2 del Teorema A tenemos
1=i(=V,0) = (—1)¥™H"i(Vy,0) = —i(V4h, 0).
Por el Lema de Morse ¢(V#,0) = {(V®,0). Luego
(Ve,0)=-1 ®

Observacion 1. El siguiente ejemplo muestra la existencia de un funcional que

aparece en el estudio de ecuaciones elipticas y que cumple la condicién (2.1).

Sea f € CY(R,R) tal que

(2.5) If () <C1+]s|"") Vs R,
2
donde C' > 0 es una constante, o € [1, %—-*_—2—) y N >3.

Sea £ un abierto acotado de RV con frontera suave. Se desea encontrar una funcién

u: 0 — RN tal que

—Au=f(u) z€Q
(2.6 {

u=20 z € 0fL.
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Las soluciones de (2.6) son exactamente los puntos criticos del funcional

® : H;(Q) — R definido por
L2
¥(u) = 3l - [ Fu)da,
Q

donde F(£) = [ f(t) dt.
Por resultados de P. Rabinowitz (ver [16]) se tiene que existe una solucién débil ug
de (2.6), la cual, por la teoria de regularidad para ecuaciones elipticas, es solucién

cldsica. Ademds, ® es de clase C*(H},R) y

&' (u)v = (u,v) — /!; f(u)vdz,

" (u)(v)w = (v, w) — /Q f(w)(v)w de.

Demostremos que el funcional @ satisface la condicién (2.1) : Supongamos que

A1 = 0 es el primer valor propio de ®"(ug), luego Jv # 0 en Hj tal que
(2.7) / f'(wo)(v)wdz = (v,w) Vw € H.
Q

Sea b : @ — R definida por b(z) = f'(uo(:c)). Como f € C(R) y uo € C?, entonces
be C(R).

Consideremos el problema

—Av=bv z€N
(2.8)

v=0 =ze€d.

Por (2.7), este problema tiene solucién débil no trivial y mas atn esta solucion es

clasica.

Multiplicando (2.8) por v e integrando por partes vemos que [, bu? > 0. Luego

UNIVERSIDAD NACTONAE
BIRLIOTRECA CEn

TS N,
CRCA



47

existe z¢ € () tal que b(zg) > 0.

Por los resultados de Hess y Kato (ver [8]), el problema de valores propios

~Au=Xu zcQ
(2.9)

u=20 T €IN

posee un menor valor propio positivo ), €l cual es simple y la correspondiente
funcién propia no cambia de signo. La validez de la condicién (2.1) sigue del hecho

de que A\; = 1.

Observacién 2. La condicién (2.1) es basica para que i(V®,ug) = —1 como lo

muestra el siguiente ejemplo.

Sea ® : R? — R definida por ®(z,y) = z* + y* — 82%y%. Luego
Vo(z,y) = (42 — 162y%,4y® — 162%y).

Por lo tanto (0,0) es el 1inico punto critico de ®. Ademas,

12z% — 16y? —32zy
®"(z,y) = < :

—32zy 12y? — 1622

Sean ey = (1,—1) y ey = (1,1). Luego d =0 y ¢ = —6 en el Teorema B. Ademas,
(0,0) es un punto critico degenerado del tipo paso de la montafia y (0,0) es un valor
singular de V®. Para el cdlculo del grado local del gradiente en (0, 0) utilicemos
la teoria desarrollada en el Capitulo 1. Sea u, := (0, %) una sucesion de puntos

regulares que converge a (0,0). Ahora,

(V®,uy,) = > sign|®" (z,y)|
{(z,9): V&(z,9)=u,) _

= Z sign|®"(z,y)| = -3,

{leX2yX.'1}



donde

Por lo tanto,

X1 = (0,+/(4n)71),
Xz = (—23/(60n)=1, — {/(60n)~1)
y X3 =(24/(60n)"1,—{/(60n)"1).

(V®,0) = lim {(VP,uy,)
=-3.
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