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Resumen y Abstract IX

Resumen

Este trabajo muestra el disefio y la aplicacién de una secuencia didactica enfocada en
consolidar los principios basicos del concepto de probabilidad en 37 estudiantes de grado
décimo del colegio Tilat4, el cual es de caracter privado y esta ubicado en el municipio de
la Calera. Dichas actividades fueron disefiadas para trabajo en el aula presencial, pero
dado el confinamiento estricto producto de la pandemia generada por el Covid-19 se
tuvieron que replantear para la virtualidad, por lo que fue necesario el uso de algunos
simuladores de experimentos y juegos que se encuentran en internet para permitir a los

estudiantes experiencias significativas en su aprendizaje de probabilidad.

Los resultados obtenidos dan cuenta de la importancia que tiene exponer a los estudiantes
a actividades que les permita fortalecer la relacidon entre su pensamiento intuitivo y el

formal cuando abordan el concepto de probabilidad clasica.

Palabras clave: Probabilidad, enfoque frecuencial, enfoque cléasico,

experimentacion, educacion virtual, simuladores de probabilidad.
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Abstract

Development of didactic material for teaching probability in
secondary

This work shows the design and application of a didactic sequence focused on
consolidating the basic principles of the concept of probability in 37 tenth grade students
from the Tilata school, which is private and is located in the municipality of La Calera. These
activities were designed for work in the classroom, but given the strict confinement caused
by the pandemic generated by Covid-19, they had to be rethought for virtuality, so it was
necessary to use some simulators of experiments and games that were found on the

internet to allow students meaningful experiences in their learning of probability.

The results obtained show the importance of exposing students to activities that allow them
to strengthen the relationship between their intuitive and formal thinking when they

approach the concept of classical probability.

Keywords: Probability, frequency approach, classical approach, experimentation,
virtual education, probability simulators.
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Introduccioén

La institucién educativa en la que se llevard a cabo este proyecto de Maestria en la
Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales es el colegio Tilat4, el cual estd ubicado
en el municipio de La Calera, es de caracter privado, mixto, de jornada Unica y ha adoptado
como programa de formacién para sus estudiantes el Bachillerato Internacional (IB), el
cual, desde un enfoque progresista tiene como objetivo “formar jovenes solidarios,
informados y avidos de conocimiento, capaces de contribuir a crear un mundo mejor y mas
pacifico, en el marco del entendimiento mutuo y el respeto intercultural” (Bachillerato
internacional, 2014, p. 13).

La politica de ensefianza y aprendizaje del colegio Tilata (2017) establece los principios y
las practicas desde donde deben articularse todas las areas del conocimiento que se
ofertan, sobre este referente de diez puntos fundamentales, quisiera enfocarme en tres de
éstos, los cuales dan sentido a mi trabajo de grado: “El primero, el estudiante debe ser el
centro del aprendizaje, bajo esta premisa, el rol del profesor cambia de estar al frente de
sus estudiantes transmitiendo conocimiento a acompafiar los procesos cognitivos de cada
estudiante, el segundo tiene que ver con una ensefianza basada en conceptos en vez de
temas y algoritmos inconexos, finalmente, menciona que el aprendizaje debe ser activo,
es decir, los estudiantes no deben estar pasivos en las clases esperando acumular una

serie conocimientos” (p. 3-4).

Por lo anterior, la mayoria de las clases deben estar planeadas y desarrolladas con
actividades que demanden de los estudiantes una progresion adecuada mientras
construyen nuevas relaciones conceptuales a partir de sus pre conceptos y habilidades ya
adquiridas, esto ha sido un desafio tanto para los estudiantes como para los profesores y
a lo que a mi concierne, desde el area de matematicas, he detectado que las clases que
refieren al pensamiento aleatorio o sistemas de datos cuestan mucho planearlas y

articularlas, sobre todo cuando se quieren desarrollar habilidades estocasticas.
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Las clases de estadistica en el colegio Tilatd son mas enfocadas hacia la estadistica
descriptiva y exploratoria que hacia el desarrollo de la probabilidad, esto ha repercutido en
gue los estudiantes, tengan la percepcion que la estadistica solo corresponde a tablas de
frecuencia, graficos, medidas de tendencia central, de dispersidén y de posicion, y aunque
esto es util cuando ellos hacen sus investigaciones y reportes de laboratorio, no se esta
complementando de manera adecuada con un pensamiento probabilistico que les permita

tener herramientas cuando deben decidir en situaciones de incertidumbre o azar.
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1.Capitulo 1: CONTEXTUALIZACION

En este capitulo se explicita el planteamiento del problema del aprendizaje del concepto
de probabilidad en el colegio Tilata, luego se plantea el objetivo general y los especificos,

la metodologia usada y la forma en la que se validara la secuencia didactica.
1.1 Planteamiento del problema

De acuerdo con los Estandares Basicos en Competencias Mateméticas, documento oficial
del Ministerio de Educacién Nacional de Colombia, actualizado para el afio 2006 y vigente
para todos los colegios del territorio nacional, el concepto de probabilidad esta enmarcado
dentro del pensamiento aleatorio y sistemas de datos. En dicho documento se organizan
las competencias que deberian tener los estudiantes segun los grados escolares. Por
ejemplo, “al terminar tercero de primaria los estudiantes deberian explicar la posibilidad o
imposibilidad de ocurrencia de eventos cotidianos, al terminar quinto, conjeturar y poner a
prueba predicciones acerca de la posibilidad de ocurrencia de eventos (en estos cursos ya
estan trabajando decimales asi que la posibilidad de ocurrencia de un evento es
cuantificable usando el enfoque laplaciano), al terminar séptimo, conjeturar acerca del
resultado de un experimento aleatorio usando proporcionalidad y nociones basicas de
probabilidad, al terminar noveno, calcular probabilidad de eventos simples usando
métodos diversos (listados, diagramas de arbol, técnicas de conteo, entre otros), ademas
de usar conceptos basicos de probabilidad (espacio muestral, evento, independencia,
etc.). Finalmente, al terminar once, proponer inferencias a partir del estudio de muestras
probabilisticas” (p. 80-89).

Como estrategia para garantizar la secuencialidad curricular en los colegios, el equipo del
Instituto Colombiano para la Evaluacion de la Educacion —Icfes (2019) ha generado una
estrategia de evaluacion formativa denominada avancemos 4°, 6° y 8°, que consiste en
aplicar pruebas de matematicas y lenguaje, a los estudiantes de estos grados usando
plataformas digitales. El objetivo de esta prueba, es detectar necesidades tempranas de
los estudiantes en estas areas, para que los planteles educativos puedan tomar los

correctivos necesarios en los procesos de ensefianza y aprendizaje en el aula, pues la
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retroalimentacion que hace el Icfes por cada pregunta es inmediata y los resultados
grupales e individuales los comparten semana y media después de la aplicacion de las

pruebas.

Enfocando la prueba avancemos 4°, 6° y 8° al componente matematico, ésta abarca los
cinco pensamientos: espacial y sistemas geométricos, aleatorio y sistemas de datos,
variacional y sistemas algebraicos y analiticos, métrico y sistemas de medidas y el
numérico y sistemas numeéricos, solo que en las preguntas los evalia desde tres
competencias especificas: el razonamiento y la argumentacién, la comunicacion, la
representacion y la modelacion y el planteamiento y resolucién de problemas (Icfes, 2019,
p. 15).

Ampliando la idea de las competencias evaluadas en las pruebas avancemos en

matematicas, se mencionan las siguientes definiciones de cada una:

Respecto a el razonamiento y la argumentacién: Estos elementos estan
relacionados, entre otros, con aspectos como el dar cuenta del como y del porqué
de los caminos que se siguen para llegar a conclusiones, justificar estrategias y
procedimientos puestos en accién en el tratamiento de situaciones problema,
formular hipétesis, hacer conjeturas, explorar ejemplos y contraejemplos, probar y
estructurar argumentos, generalizar propiedades y relaciones, identificar patrones
y expresarlos mateméticamente y plantear preguntas. Saber qué es una parte de
la prueba de mateméticas, asi como saber como se diferencia de otros tipos de

razonamiento y distinguir y evaluar cadenas de argumentos.

En la comunicacion, la representacion y la modelacion: Estan referidas, entre otros
aspectos, a la capacidad del estudiante para expresar ideas; usar diferentes tipos
de representacion; describir relaciones matematicas; relacionar materiales fisicos
y diagramas con ideas matematicas; modelar a través de un lenguaje escrito, oral,
concreto, pictdrico, grafico y algebraico; manipular proposiciones y expresiones
gue contengan simbolos y férmulas; utilizar variables y construir argumentaciones
orales y escritas; traducir; interpretar y distinguir entre diferentes tipos de
representaciones; interpretar lenguaje formal y simbdlico, y traducir de lenguaje

natural al simbdlico formal.
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Finalmente, acerca del planteamiento y resolucién de problemas: Estos elementos
se relacionan, entre otros, con la capacidad para formular problemas a partir de
situaciones dentro y fuera de las matematicas, desarrollar y ejecutar diferentes
estrategias Y justificar la eleccion de métodos e instrumentos para la solucion de
problemas, justificar la pertinencia de un célculo exacto o aproximado en la
solucién de un problema y lo razonable o no de una respuesta obtenida, verificar
e interpretar resultados a la luz del problema original y generalizar soluciones y

estrategias para dar solucion a nuevas situaciones problema (Icfes, 2019, p. 15)

El colegio Tilata siendo promotor, desde sus politicas de ensefianza y aprendizaje, de la
evaluaciéon formativa como herramienta fundamental para establecer areas de mejora y
acciones oportunas que permitan mejorar las practicas en el aula, accedié a aplicar las
pruebas avancemos desde el 2019. Producto de las pruebas en dicho afio, aplicadas a
estudiantes de grado octavo (quienes en este momento se encuentran en grado décimo y
es la poblacién a la que se aplicard el material didactico de este trabajo de grado) se

detectaron resultados a tener en cuenta sobre todo en el componente aleatorio.

En las siguientes gréficas (que envia el Icfes en su retroalimentacion) se muestra el
porcentaje promedio de respuestas correctas e incorrectas, en cada una de las
competencias anteriormente nombradas correspondientes al componente aleatorio. La
parte oscura del grafico de barras representa el porcentaje promedio de respuestas
incorrectas, mientras que la parte clara indica las el porcentaje de respuestas incorrectas.
Los gréficos de curso y grado siempre son iguales pues midieron a la misma cantidad de

estudiantes.
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Componente Aleatorio
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@ Respuestas incorrectas @ Respuestas incorrectas
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Figura 1. Porcentaje promedio de respuestas correctas e incorrectas en la competencia

razonamiento (2019).

Componente Aleatorio
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Curso Grado

Primera aplicacién
@ Respuestas incorrectas @ Respuestas incorrectas
Respuestas correctas o Respuestas correctas

Figura 2. Porcentaje promedio de respuestas correctas e incorrectas en la competencia

comunicacion (2019).



21

Componente Aleatorio

100

80
76% 7 656

Curso Grado
Primera aplicacion

&0

40

20

@ Respuestas incorrectas @ Respuestas incorrectas

Respuestas correctas 1 Respuestas correctas

Figura 3. Porcentaje promedio de respuestas correctas e incorrectas en la competencia
resolucién (2019).

Aparte de estas graficas de respuestas correctas e incorrectas, el Icfes proporciona una
retroalimentacion mas especifica puntualizando cual es la habilidad que requiere el
estudiante para resolver la pregunta correspondiente al componente y a la competencia, y
la posible estrategia a aplicar en el aula para favorecer los procesos de ensefianza. Con
relaciéon al componente aleatorio, estos son los comentarios generales a los estudiantes
de grado octavo en el afio 2019:

1. Los estudiantes deben reconocer un procedimiento para calcular la medida de
probabilidad simple. Por esto los estudiantes deben estar en la capacidad de
representar la probabilidad como una frecuencia, donde se compara el nUmero total
de resultados del experimento y el nimero de casos favorables al evento
respectivo. También es importante que tengan habilidades para extraer informacién
presentada en una tabla, y para completarla de ser necesario, totalizar categorias,

etc.

2. Para responder la pregunta correctamente, los estudiantes deben estar en
capacidad de reconocer eventos simultdneos en un experimento aleatorio y estar

en capacidad de encontrar la probabilidad de ocurrencia de eventos simultaneos.
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3. Para responder la pregunta correctamente, los estudiantes deben estar en
capacidad de encontrar la totalidad posible de eventos al combinar los resultados
de dos experimentos aleatorios diferentes, asi como de sacar conclusiones acerca
de la ocurrencia o no de eventos que implican la combinacién de resultados de

experimentos aleatorios.

En consecuencia, he decidido enfocar este trabajo de grado en atender un requerimiento
puntual de mis estudiantes en el componente variacional y sistemas de datos, llamado
también probabilistico o estocastico el cual se apoya directamente en conceptos y
procedimientos de la teoria de probabilidades y de la estadistica inferencial” (MEN, 2006,
p. 64), y tomando en cuenta los resultados de las pruebas avancemos, es de mi interés
encontrar cuéles son los principios basicos y fundamentales que se deben tener en cuenta
para que los estudiantes construyan de manera adecuada el concepto de probabilidad a
partir de los preconceptos y habilidades que han formado en afios anteriores. Para ello, los
aportes de diversos autores que han enfocado sus estudios en el tema resultan
primordiales para ampliar la comprension y desarrollo del mismo. Dentro de ellos se
destacan (Batanero, 2013) quien plantea la necesidad de reforzar en la escuela, la
comprension intuitiva antes de que comience la ensefianza formal del tema, con el fin de

mejorar a futuro el conocimiento analitico de los estudiantes.
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1.2 OBJETIVOS

1.2.1 General

Disefiar y aplicar una secuencia didactica para los estudiantes de grado décimo del colegio
Tilat4, que parta de situaciones didacticas y se fundamente en la experimentacion, con el

fin de consolidar los principios basicos del concepto de probabilidad.

1.2.2 Especificos

» Revisar referentes tedricos relacionados con la construccion del concepto de
probabilidad en la escuela.

» Detectar mediante un diagndstico, las fallas conceptuales que tienen los estudiantes al
abordar situaciones de probabilidad.

= Disefar las actividades que haran parte de la secuencia didactica

= Validar la secuencia didactica a partir de una rubrica de evaluacién

1.3 BACHILLERATO INTERNACIONAL

"La Organizacion del Bachillerato Internacional (conocida como IB) ofrece cuatro
programas educativos exigentes y de calidad a una comunidad de colegios de todo el
mundo” (Bachillerato internacional, 2019, p. 3). El programa de la Escuela Primaria (PEP)
para estudiantes de 3 a 12 afios, el programa de los Afos Intermedios (PAl) para
estudiantes de 11 a 16 afios, el programa del diploma (PD) para estudiantes de 16 a 19
afos y finalmente el programa de Orientacion Profesional para edades entre los 16 y 19

afos de edad.

El programa del IB sobre el cual se enmarcaran las actividades de la secuencia didactica
es el diploma (PD), el cual tiene como objetivo formar estudiantes que logren una excelente

amplitud y profundidad en sus conocimientos, al tiempo que crezcan fisica, intelectual,
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emocional y éticamente. Dentro de las seis asighaturas que oferta el PD, el grupo 5
corresponde a matematicas el cual ofrece dos cursos distintos: Analisis y Enfoques, y

Aplicaciones e Interpretacion, ambos ofertados en nivel medio (NM) o nivel superior (NS).

La diferencia entre los dos cursos parte de los intereses de los estudiantes,
pues quienes quieran estudiar matematicas como disciplina en si misma o
por su interés en materias afines esté la opcion de Andlisis, pero quienes
quieran adquirir comprension y conocimiento de la relacion que tienen las
matematicas con el mundo real y con otras disciplinas esta el curso de

Aplicaciones” (Bachillerato internacional, 2019, p. 6).

La secuencia didactica de este trabajo estd enmarcada en el grupo 5 del diploma en el
curso de Aplicaciones e Interpretacion NM bajo el tema Probabilidad y estadistica el cual
es el cuarto de los cinco temas prescritos que comprenden la estructura curricular del
programa (p. 18). A continuacion se muestran los subtemas 4.5 y 4.6 que regiran las

actividades disefnadas:

NM 4.5
Contenldos Orlentaclén, aclaraclones y enlaces al programa
de estudios

Concepto de ensayo, resultado, resultades Los espacios muestrales se pueden representar de
equiprobables, frecuencia relativa, espacio muchas maneras; por ejemplo, mediante una tabla o
muestral {L7) y suceso. una lista.

- ni(A Haciendo experimentos con monedas, dados, cartas,
La probabilidad de un suceso A es PiA) = L—:' pe ) ! ! !

n(L) etc., se puede conseguir que los alumnos entiendan

Los sucesos complementarios A y A’ (no A). mejor |a diferencia que existe entre probabilidad

experimental (frecuencia relativa) y tedrica.

Las simulaciones pueden resultar dtiles para
complementar este tema.

Mumero esperado de ocurrencias. Ejemplo: Si en una clase hay 128 alumnos yla
probabilidad de que falten aclase esigual a 0,1, el
numero esperado de alumnos que faltaran a clase
en un dia dado es 12,8,

Figura 4. Seccion 4.5 del programa de Aplicaciones e Interpretacion NM (2019)
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NM 4.6

Contenldos

Orlentacién, aclaraciones y enlaces al programa
de estudlos

Uso de diagramas de Venn, diagramas de drbol,
diagramas de espacio muestral y tablas de
resultados para el cilculo de probabilidades.

Sucesos compuestos:
PiAUB)=P(A) +P(B) -PiAn B).

Sucesos incompatibles: P (A n B) = 0.

La no exclusividad del “o”.

Probabilidad condicionada: PIAI1B) = P(AnB)

PB) -

Una manera alternativa de expresar esto:

PiAnB) =P{BP(AB).

Los problemas se pueden resclver con la ayuda de
diagramas de Venn, diagramas de arbol, diagramas

de espacio muestral o con una tabla de resultados,
sin que sea necesario el uso explicito de férmulas.

Probabilidades con o sin reposicién.

Sucesos independientes: P(A n B) = P(AP(B).

Figura 5. Seccion 4.6 del programa de Aplicaciones e Interpretacion NM (2019)

Ademas de los temas anteriormente mencionados, la secuencia didactica tomara

conocimientos previos de los estudiantes referentes a: teoria de conjuntos, diagramas de

arbol, loégica, porcentajes, razones, proporciones, entre otros.
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2.Capitulo 2: REFERENTES TEORICOS

En este capitulo se abarcaran los aspectos tedricos mas importantes para el desarrollo de
este trabajo de grado, pues se empieza detectando cuales son los principios (0 elementos)
basicos en el concepto de probabilidad, seguido de una seccidén que centra el topico en la
ensefianza de la probabilidad en la escuela, identificando algunas de las dificultades (sobre
todo en tiempos de confinamiento) y obstaculos epistemoldgicos en su ensefianza.
Finalmente, se mencionaran algunas experiencias significativas, producto del uso de
simuladores y demas herramientas virtuales como Geogebra, Desmos, entre otros, para la

ensefianza de la probabilidad en la escuela.

2.1 PRINCIPIOS BASICOS DEL CONCEPTO DE
PROBABILIDAD

El concepto de probabilidad ha tenido varios significados a lo largo de la historia: intuitivo,
laplaciano, frecuencial, subjetivo y matematico, cada uno de estos corresponde a eventos
histéricos particulares, lo que hace aseverar que dicho concepto no ha gozado de
inmutabilidad y muy por el contrario fue evolucionando con el hombre (Batanero, 2005).
Quienes han discutido acerca de la pertinencia de enfocar la ensefianza de la probabilidad
desde alguno de sus significados, han puntualizado que no es suficiente limitarse a uno
solamente, pues todos estan dialéctica y experiencialmente entrelazados (Hacking, 1975)
en la medida que dicho concepto puede verse, desde un enfoque subjetivo como una
experiencia individual y al mismo tiempo como elemento que cuantifica la incertidumbre en
experimentos aleatorios, los dos tan diferentes pero tan necesarios de exponer a los

estudiantes en las aulas.
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2.2 ENSENANZA DE LA PROBABILIDAD

2.2.1 Significados de la probabilidad

Entender los diferentes significados de probabilidad es sumamente importante para
conocer no solo las concepciones asociadas en cada caso sino el tipo de problemas que
se abordaron en cada etapa. A continuacién se explicaran los cinco significados del
concepto de probabilidad que propone Batanero en su escrito: significados de la

probabilidad en la educacion secundaria (Batanero, 2005, p. 252)

Significado intuitivo:

A partir de los juegos de azar surgen ideas ligadas a las apuestas, la esperanza, la
ganancia y el concepto de juego equitativo. Dichas ideas “usan frases y expresiones
coloquiales para cuantificar los sucesos inciertos y expresar el grado de creencia en ellos”
(Batanero, 2005, p. 253)

Significado Laplaciano:

Laplace establece la siguiente definicion para probabilidad, “como una fracciéon cuyo
numerador es el nimero de casos favorables y cuyo denominador el nimero de todos los
casos posibles” esta definiciéon no aplica a experimentos con un nuamero infinito de
posibilidades (Batanero, 2005, p. 253). Es un enfoque a priori, en el sentido que permite el
calculo de probabilidades antes de cualquier ensayo y supone que todos los resultados
individuales del espacio muestral son equiprobables. Esta perspectiva clasica tiene
restricciones pues el caso de las aplicaciones, se debe enfrentar al problema de decidir si
los resultados individuales son igualmente probables ocasionando un problema de
circularidad (Borovcnik & Kapadia, 2014, p.17)

Significado frecuencial:

“Basada en asignar probabilidades a los sucesos aleatorios a partir de la frecuencia relativa
observada en una serie grande de ensayos de un experimento” (Batanero, 2005, p. 254).

La probabilidad de un evento se estima a partir de la frecuencia relativa observada del
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evento en ensayos repetidos y se calcula mediante el limite hacia el que tiende la
frecuencia relativa. Tiene como restriccion, que no se puede realizar el experimento bajo
las mismas condiciones, es mas hay sucesos aleatorios que son irrepetibles. Que no es
exacta sino una estimacion y no se puede saber si las probabilidades existen realmente.
Finalmente, que el valor de la probabilidad nunca puede confirmarse por completo o incluso

negarse (Borovcnik & Kapadia, 2014, p.18)

Significado subjetivo:

“Permite transformar las probabilidades a priori (antes de realizar un experimento) de
varias causas, una vez observadas sus consecuencias, en probabilidades a posteriori, que
incorporan la informacion de los datos analizados” (Batanero, 2005, p. 254). El supuesto
fundamental en este significado, es que los individuos tienen sus propias probabilidades
gue se derivan de un patron de preferencia implicito entre decisiones. Obviamente, las
personas pueden diferir en las probabilidades que aceptarian, pero esto no importa
siempre que se cumplan las reglas basicas de coherencia y consistencia (Borovcnik &
Kapadia, 2014, p.18)

Por ejemplo, seria una tonteria hacer dos apuestas de 3 a 2 en ambos caballos en una
carrera de dos caballos (es decir, por una apuesta de 2 £ podria ganar 3 £) porque uno
esta destinado a perder dinero como ganancia de £ 3 no compensa la pérdida de £ 4 en
total. La coherencia formaliza esta idea basica de la que se pueden deducir las leyes
basicas de la probabilidad (Barnett, 1973).

Significado matematico:

La probabilidad se define desde un conglomerado axiomatico que usa la teoria de

conjuntos y de la medida, y se convierte en un modelo matematico.
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2.2.2 Dificultades en la ensefianza de la probabilidad

En el afio 2005 la profesora Batanero publicé el documento titulado Significados de la
probabilidad en la educacion secundaria. En éste, la autora indica que la ensefianza de la
probabilidad debe renovarse, volverse mas experimental con el fin de generar, desde
edades tempranas, experiencias estocasticas. Lo anterior demanda una profunda reflexién
sobre la naturaleza de la probabilidad y los componentes de su comprension (Batanero,
2005, pég. 3). Estos planteamientos son actualizados y abordados de manera sistematica
por la misma autora en el articulo del 2013 denominado “La comprensién de la probabilidad
en los nifios: ¢Qué podemos aprender de la investigacién?” empieza enfocandose en el
razonamiento de los nifios y haciendo la distincion entre los conceptos probabilisticos y los
geométricos 0 numéricos. Segun la autora, estos Ultimos conceptos estan mas ligados con
la experiencia directa del nifio, pues se pueden concretizar con objetos fisicos: por ejemplo,
operaciones, formas, distancias, cantidades, entre otros. Mientras que los conceptos
probabilisticos no gozan de dichas experiencias al tratar con ideas bastante abstractas. No
existe una experiencia concreta similar de lo aleatorio, ya que no podemos manipular estos
fendmenos para producir un resultado especifico, ni devolver los objetos a su estado inicial
deshaciendo la operacion. Sin duda influye en el desarrollo mas tardio de las nociones de
probabilidad (Batanero, 2013, pag. 9)

Dado que el objeto de las experiencias estocasticas es reforzar la comprension intuitiva
del concepto de probabilidad, se deben planear con mucho cuidado, tanto las situaciones,
como las actividades, el material manipulativo, las preguntas, entre otros. Pues un
aprendizaje intuitivo errado es dificil de cambiar y luego puede causar dificultades en
aprendizajes posteriores (Fischbein, 1975). Esto representa un reto enorme para la
construccion de la secuencia didactica que se desprende de este trabajo de grado, pues
se debe tener en cuenta las recomendaciones de los especialistas en la didactica de la
probabilidad acerca de cual es el orden adecuado en el que se deberia ensefiar el concepto
de probabilidad, indagar acerca de material concreto o aplicaciones virtuales que puedan
servir como herramienta manipulativa para los estudiantes y que genere una comprension
a la construccion de dicho pensamiento estocastico y finalmente validar la secuencia

didactica de acuerdo con la rubrica de evaluacion.
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2.2.3 Obstaculos epistemologicos en el concepto de probabilidad

Es importante exponer a los estudiantes a situaciones que les representen no solo un reto
en clase, sino la posibilidad de experimentar, generar hipotesis a partir de observaciones,
contrastar sus resultados y poder socializarlos con sus comparieros, por tal razén, es
posible acudir a problemas clasicos como por ejemplo, el que propuso el Duque de
Toscana en el afio 1560, quien habia observado a lo largo de su experiencia en los juegos
de azar, que al lanzar tres dados y sumar sus puntos el 10 aparecia con mas frecuencia
gue el 9, a pesar que, segun él para ambas sumas habian seis maneras de lograrlos (Leon,
2009).

Otra situacién que puede usarse estratégicamente en clase, es calcular la probabilidad de
gue salga cara por lo menos una vez cuando se lanzan dos monedas balanceadas, con el
fin de determinar si los estudiantes comenten o no el error de D’Alembert, quien visualizé
solo tres posibles resultados: cara en el primer lanzamiento, cara en el segundo

lanzamiento y ninguna cara, estableciendo 2/3 como valor de probabilidad.

En los dos casos existen errores conceptuales importantes respecto a los elementos del
espacio muestral que repercuten a la hora de determinar probabilidades asociadas, por
ejemplo, en el problema del Duque de Toscana los resultados (1,2,6), (1,6,2), (2,1,6),
(2,6,1), (6,1,2) y (6,2,1) los considera como uno solo en la suma 1+6+2, mientras que en

el error de D’Alembert no discrimina entre (C,S) y (S,C).

2.3 USO DE SIMULADORES EN LA ENSENANZA DE LA
ESTADISTICA

El bachillerato internacional por medio de sus canales de comunicacion ha ofrecido, a los
colegios que han tenido que virtualizar sus clases por el confinamiento estricto dada la
pandemia del Covid 19, sugerencias y orientaciones acerca del aprendizaje en linea, asi

como aplicaciones y recursos que podrian aplicarse con sus estudiantes de manera remota
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(Bachillerato internacional, 2020, p. 2). Dentro de las actividades que proponen esta la
produccion de contenido y redaccion colaborativa mediada por plataformas gratuitas como
google classroom, zoo y dropbox paper. Ademds, recomiendan el uso de juegos y
simuladores académicos en linea para poder mediar los procesos de ensefianza
aprendizaje y enriquecer las representaciones en el aula. Algunos ejemplos de dichas
herramientas son: simulaciones PhET, National Geographic Kids, Geogebra, Desmos,
entre otros (Bachillerato internacional, 2020, p. 5-6).

El uso de simuladores de Geogebra en el aula es una estrategia que tiene que saber usarse
didacticamente como complemento de la experiencia de aprendizaje, y no como sustituto
de las clases magistrales (Rodriguez, 2018, p.30). Se debe tener muy claro el objetivo de
aprendizaje y los pasos que lo conseguiran con el fin de saber en qué momento usar la
herramienta que permitird no solo acaparar la atencion de los estudiantes, sino mejorar la
observacion de un fendmeno en particular y asi propiciar la construccion de conjeturas, las

cuales se podran poner a prueba.

Puede hacerse uso de los simuladores en la ensefianza de la probabilidad con el fin de
observar el comportamiento de fendmenos aleatorios, sobre todo cuando se analizan las
frecuencias relativas asociadas con cualquier evento, pues se pueden simular un gran
namero de veces el experimento bajo las mismas condiciones, lo cual es muy dificil hacerlo
en el aula usando material concreto (Gaspar, 2015, p. 14-15). A partir de lo anterior, es
posible disefiar actividades que permitan, por ejemplo, observar cuando la frecuencia
relativa de un evento se estabiliza después de muchas veces y tiende a parecerse a la
probabilidad tedrica. “Este enfoque da mayor credibilidad a los valores obtenidos a través
de la simulacién y permite superar la resistencia de algunos estudiantes a aceptar

resultados de experimentos que no fueron ejecutados por ellos” (Gaspar, 2015, p. 16).
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3.Capitulo 3: DISENO DE LA SECUENCIA
DIDACTICA

3.1 PRUEBA DIAGNOSTICA

En el primer capitulo se mencionaron algunos comentarios de la retroalimentacion hecha
al grupo de estudiantes que presentaron la prueba Avancemos 8° en el afio 2019. Aunque
es un buen punto de partida porque identifica habilidades por reforzar, ya han pasado casi
dos afios desde ese entonces y fue necesario aplicar una prueba diagnéstica al mismo
grupo pero en el 2021 para detectar si las dificultades persistian, si eran generalizadas o
solo de algunos estudiantes y poder establecer algin punto de partida al planear las
actividades del trimestre. Dicha prueba se aplic6é de manera individual usando la
plataforma de google classroom. El tiempo que tardaron los estudiantes en responder de
manera virtual, fue de 50 minutos (duracién de una hora de clase en el colegio) y no
tuvieron ayuda alguna de calculadoras, paginas de internet, apuntes o preguntas al
profesor.

A continuacion se muestran las preguntas de la prueba y en la seccién 4.1 se realiza un

analisis a partir de las respuestas de los estudiantes.

1. Dado que el espacio muestral Q, es el conjunto de todos los resultados posibles de un
experimento, liste todos los elementos del espacio muestral en cada una de los siguientes
eventos:

a) Lanzar dos monedas y anotar su resultado.

b) Lanzar dos dados de cuatro caras (enumerados del 1 al 4) y anotar su resultado.

Figura 6. Primera pregunta del diagnostico.

Indicador de logro para la primera pregunta a partir de los derechos basicos de
aprendizaje V1:

e Reconoce las nociones de espacio muestral y de evento, al igual que la notacién

P(A) para la probabilidad de que ocurra un evento A (MEN, 2015, p.4)
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2. Serealiza el experimento aleatorio de lanzar un dado de seis caras. Se establecen los siguientes
eventos:

A = {sale un niimero par}
E= {safe un niumero p:r‘imo}

C= {saEe un nimero miltiplo de 5}

Calcule las siguientes probabilidades:

a) P(AUC)
b) P(CNA)

c) P(ENE)

Figura 7. Segunda pregunta del diagndstico.

El Indicador de logro para la segunda pregunta se establecié a partir de lo establecido en
la guia de matematicas del diploma para curso llamado aplicaciones e interpretacion NM:

e “Uso de diagramas de Venn, diagramas de arbol, diagramas de espacio muestral y

tablas de resultados para el célculo de probabilidades” (IB, 2019, p. 60).

3. Elsiguiente es el cuestionamiento del principe de Toscana a Galileo Galilei: ¢ Por qué cuando se
lanzan tres dados, obtenemos con mas frecuencia la suma 10 que la suma 9, aungue hay las
mismas formas de conseguir 9 que 107

a) ¢Te parece valida la pregunta que el principe de Toscana le hace a Galileo? jcomo le
responderias al principe de Toscana para solucionar dicha situacion?

Figura 8. Tercera pregunta del diagndstico.

Indicador de logro:

e Reconoce las nociones de espacio muestral y de evento, al igual que la notacion
P(A) para la probabilidad de que ocurra un evento A (MEN, 2015, p.4)
e Conoce el concepto de permutacion.
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4 Sea un experimento aleatorio que consiste en lanzar al aire dos dados equilibrados de seis caras
y s& considera espacio muestral el resultado de la suma de los valores obtenidos:

a) Escriba todos los elementos de Q

b) Organice todos los elementos de () de mayor a menor posibilidad de ocurrencia segun usted
considere. Argumente bien su respuesta.

Figura 9. Cuarta pregunta del diagnéstico.

Indicador de logro para la cuarta pregunta a partir de los Estandares Basicos de
Competencias:
o “Usa conceptos basicos de probabilidad (espacio muestral, evento, independencia,
etc.)” (MEN, 2006, p. 87).

3.2 DISENO DE LA UNIDAD DIDACTICA

La unidad didactica planeada consta de cuatro actividades: Dados y probabilidades, El
problema del Dugue de Toscana, Simulando experimentos y Aproximacion a la distribucion
Normal, de las cuales s6lo se pudieron aplicar las primeras tres, pues las clases en
modalidad virtual demandan mas tiempo que las presenciales y se debia continuar con los
demas contenidos curriculares planeados por el programa del diploma para los estudiantes

de grado décimo.

A continuacion se presentara la primera actividad la cual tiene como nombre Dados y
probabilidades, y tiene como objetivo:

1. Identificar si los estudiantes reconocen las probabilidades de eventos asociados a
juegos de dados de seis caras Yy si pueden establecer si un juego es justo para los
dos jugadores.

2. Reconocer las nociones de espacio muestral y de evento.

3. Analizar eventos que tienen diferentes posibilidades de ocurrencia por tener

diferencias en su espacio muestral.
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4. Promover el trabajo en equipo, desde la escucha mutua, el valorar las perspectivas

de los demas y logrando consensos.
5. Analizar las probabilidades de situaciones donde los eventos del experimento

aleatorio no son equiprobables.

Las instrucciones de Dados y probabilidades se les mostraron a los estudiantes de la

siguiente manera:

A. Trabaja con un compariero para el siguiente experimento aleatorio. Sigue el enlace

https://www.random.org/, escoge la opcion simulador de lanzamiento de dados

RANDOM.ORG .

What's this fuss about true randomness?

Perhaps you have wondered how predictable machines like computers can generate randomness. In
reality, most random numbers used in computer programs are psewdo-random, which means they are
generated in a predictable fashion using a mathematical formula. This is fine for many purposes, but it
may not be random in the way you expect if you're used to dice rolls and lottery drawings.

RANDOM.ORG offers true random numbers to anyone on the Internet. The randomness comes from
atmospheric noise, which for many purposes is better than the pseudo-random number algorithms
typically used in computer programs. People use RANDOM.ORG for holding drawings, lotteries and
sweepstakes, to drive online games, for scentific applications and for art and music. The service has
existed since 1998 and was built by Dr Mads Haahr of the School of Computer Science and Statistics at
Trinity College, Dublin in Ireland. Today, RANDOM.ORG is operated by Randomness and Integrity

Services Ltd.

FREEsenices  (Games and Lotteries

Lottery Quick Pick is perhaps the Internet’s most popular with over 280 lotteries
Keno Quick Pick for the popular game played in many countries
Coin Flipper will give you heads or tails in many currencies

$ Dice Roller does exactly what it says on the tin

i P d Che F e il Aviss cmede Femmn onalinla choflad dacs

Figura 10. Simulacién de dados en la pagina https://www.random.org/ (2021).

En la primera ronda de este juego cada uno de los jugadores va a lanzar el dado
en el simulador 16 veces y uno de los dos va a obtener un punto, cada vez que
salga un nimero par y el otro va a obtener un punto cuando salga un nimero impar.

Ustedes deciden eso antes de empezar a jugar.


https://www.random.org/
https://www.random.org/
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Antes de realizar los lanzamientos ¢Alguno de los dos tiene mas probabilidad de
ganar? Después del lanzamiento, ¢ quién gano? ¢ por qué crees que gand? Explica

tu razonamiento

B. En la segunda ronda vuelven a lanzar el dado 16 veces, solo que el ganador de la
primera ronda va a obtener un punto cada vez que salga un nimero entre el 1 y el
4,y el otro jugador obtendra un punto si salen los nimeros 5y 6. Antes de realizar
los lanzamientos ¢ Alguno de los dos tiene méas probabilidad de ganar? después de
los 16 lanzamientos, ¢quién gan6? ¢por qué crees que gano? Explica tu

razonamiento

C. En esta parte afiadiremos un dado al experimento y nos enfocaremos en sumar los
resultados de los dos dados. A continuacion se muestran todos los posibles
resultados:

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12

Con su pareja, organice la lista de mayor a menor posibilidad de ocurrencia segun

usted considere. Argumente bien su respuesta.

Ahora, va a simular 20 lanzamientos de dos dados en random.org, anoten el
resultado de cada suma en su cuaderno. ¢Eran de esperarse esos resultados?
¢ Por qué? Si no fueran 20 sino 100 lanzamientos ¢,cambiaria la lista que hizo en el

punto anterior donde organizo la lista de acuerdo con la posibilidad de ocurrencia?

La segunda actividad esta basada en la experiencia de aula de la profesora Nelly Le6n con
sus estudiantes de la asignatura Probabilidad y Estadistica del Instituto Pedagdgico de

Maturin.

Al detectar los bajos resultados de sus estudiantes y las dificultades existentes
en la comprension de la teoria de la probabilidad y en su aplicabilidad a la

solucién de problemas que van expresados a través de un enunciado verbal,
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decidid explorar opciones didacticas centradas en el uso de la historia de la
probabilidad como elemento clave en la comprension de la evolucién de este
concepto. Las situaciones clasicas que aplicé en sus clases fueron: el error
de D’Alembert, el problema del Duque de Toscana y el problema del reparto
interrumpido (Ledn, 2009, p. 72-73).

De lo anterior, se decidio aplicar el problema del Duque de Toscana en clase, ya que en la
primera actividad Dados y probabilidades, se habia abarcado el evento suma de los
puntajes obtenidos al lanzar dos dados equilibrados. Entonces el enunciado presentado a
los estudiantes fue el siguiente: “¢Por qué cuando se lanzan tres dados, obtenemos con
mas frecuencia la suma 10 que la suma 9, aunque hay las mismas formas de conseguir 9
que 10?” (Ledn, 2009, p. 77)

La tercera actividad esta centrada en el uso de simuladores de probabilidad para realizar
experimentos aleatorios bajo las mismas condiciones y un nimero considerable de veces.
Se usara la parte C de la actividad Dados y probabilidades donde tienen que simular hasta
20 lanzamientos de dos dados y verificar si la suma de los nimeros que escogieron

aparece con mayor frecuencia.

Entonces, los estudiantes deberan correr el simulador de Geogebra

https://www.geogebra.org/m/X3EEpavD y probarlo desde diferentes cantidades de

lanzamientos hasta llegar a los mil, que es la cantidad maxima que permite el programa.
Deberan analizar las frecuencias relativas que se muestran en el diagrama de barras y

comparar las probabilidades frecuenciales y las teéricas.

La cuarta actividad fue tomada de la investigacion llevada a cabo por (Fernandez, Polola
y otros, 2006, p.80-82) donde pretendian un acercamiento a la distribuciéon normal a partir
de la distribucién Binomial utilizando experimentacién en el aula con los estudiantes, para
gue ellos revivan el proceso real seguido por Bernoulli y por De Moivre quien en 1773
descubrio la funcién de densidad de probabilidad de la distribucién normal como una forma

limite de la funciéon Binomial (Fernandez, Polola y otros, 2006, p.80)


https://www.geogebra.org/m/X3EEpavD
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Primer

paso.

Cada alumno debe realizar progresiva y acumulativamente “n” (n = 10, 20 y 30)

lanzamientos de un dado registrando primero el valor que figura en la cara superior y

contando luego la cantidad de niumeros pares obtenidos después de los “n” lanzamientos.

(Fernandez, Polola y otros, 2006, p.80). Las autoras trabajan con 60 estudiantes quienes

tienen que registrar los resultados de los 30 lanzamientos del dado, asi como se ejemplifica

en la tabla construida por las autoras:

Tabla 9- X: cuenta la cantidad de veces que se obtuvo un n° par en “r” tiradas
Cant. de pares
Orden Resultados obtenidos en 30 tiradas de un dado en “n” tiradas
10 | 20 | 30
1 2 3 2 5 1 6 4 3 1 3 4
4 4 3 5 3 2 6 3 1 5 8
3 2 2 3 3 3 5 ? 5 1 11
- 5 i} 1 2 6 5 6 3 3 4 5
B 4 3 4 6 5 1 & 5 3 5 9
2 3 2 2 1 5 3 5 6 4 15
50 (4] 6 3 (4] 5 2 4 6 3 2 7
2 5 3 (4] 3 3 1 1 3 4 10
(4] 3 4 3 5 3 1 2 2 4 15
1 4 2 3 2 1 2 6 1 4 6
a0
6 4 4 2 6 5 1 3 2 6 13
2 i} 6 1 2 3 1 4 1 4 19

Figura 11. Ejemplo de los resultados grupales (Fernandez, Polola y otros, 2006,

p.80).

Cada estudiante esta representado en la primera columna (del 1 al 60) y en
las tres filas que le corresponde anotard los resultados de sus 30
lanzamientos. De acuerdo con la cantidad de pares que encontré en el
décimo, vigésimo y trigésimo lanzamiento alimentara la Gltima columna. A
partir de esta se construyen cuatro tablas de frecuencias relativas de la

“proporcion de los pares” obtenidos por 10, 20, 50, y 60 estudiantes en 10,




39

20 y 30 lanzamientos del dado y se representan graficamente las

distribuciones obtenidas (Fernandez, Polola y otros, 2006, p.81).

Tabla 1- Proporcién de nimeros pares

en 10 registros de 10 lanzamientos

P fi fr

0,2 1 0.1

0.3 0 0

0.4 5 0.5

0.5 1 0.1

0.6 2 0.2
0.7 0 0
0.8 1 0.1
Registros 10 1

Graficol- Distribucién de proporcion de pares
en 10 registros de 10 lanzamientos del dado

0,57

0,41

0,3

0,21

0,14 D
(- r

02 03 04 05 06 07 08

=

Figura 12. Distribucién de frecuencias de la proporcion de nimeros pares en 10

registros de 10 tiradas de un dado (Fernandez, Polola y otros, 2006, p.81).

Tabla 2- Proporcion de niimeros pares

en 20 registros de 10 lanzamientos

P fi fr
0.2 2 0,1
0.3 1 0,05
0.4 7 035
0.5 3 0.15
0.6 4 02
0.7 1 0.05
0.8 2 01

Registros 20 1

Grafico 2- Distribucion de proporcion
de pares en 20 regisiros de 10 tiradas

0,35
0.31
0,25+
0.2
0,15

0,177
0,051
ﬂ_.-"_

6,2 03 04 05 06 07 05 P

Figura 13. Distribucion de frecuencias de la proporcion de nimeros pares en 20

registros de 10 tiradas de un dado (Fernandez, Polola y otros, 2006, p.82).



40

Desarrollo de material didactico para la ensefianza de la probabilidad en

secundaria

Tabla 3 Proporcion de nimeros pares
en 50 registros de 10 lanzamientos
P fi frr
0.2 4 0,08
0.3 3 0.1
0.4 11 022
0.5 9 0,18
0.6 9 0,18
0.7 5 0.1
0.3 6 0,12
0.9 1 0,02
Registros 50 1.00

Grafico 3- Distribucién de proporcion
de pares en 50 registros de 10 tiros

0,257

0,19

0,15
0,14

0,057

¥

6 03 04 05 06 07 08 085 P

Figura 14. Distribucion de frecuencias de la proporcion de nimeros pares en 50

registros de 10 tiradas de un dado (Fernandez, Polola y otros, 2006, p.81).

Tabla 4- Proporcion de niimeros pares

en 60 registros de 10 lanzamientos

P fi fr
0.2 4 0,07
0.3 7 0,12
0.4 13 022
0.5 12 0.20
0.6 11 0,18
0.7 7 0,12
0.8 5 0.08
0.9 1 0,02
Registros 60 1,00

Grafico 4- Distribucion de la proporcion
de pares en 60 registros de 10 tiros del
dado

0,254

0,24

0,157

Figura 15. Distribucion de frecuencias de la proporcion de niumeros pares en 50

registros de 10 tiradas de un dado (Fernandez, Polola y otros, 2006, p.82).

Se espera que los estudiantes observen que la distribucién de las frecuencias

relativas de la proporcion de resultados pares en el lanzamiento de un dado

converge lentamente hacia la curva de Gauss y que a veces no es muy exacta
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pero hay que destacar la diferencia entre el modelo de un fenébmeno real y el
tedrico correspondiente. En pasos siguientes, de solicita a los estudiantes que
repitan el proceso anterior pero esta vez con 20 o 30 lanzamientos. Esto con el
fin de que la forma de la distribucion de la proporcion de resultados pares se
vuelve cada vez mas simétrica y parecida a la campana de Gauss (Fernandez,
Polola y otros, 2006, p.84).
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4.Capitulo 4: IMPLI;MENTACIC')N DE LA
SECUENCIA DIDACTICA

Este capitulo presenta diferentes momentos de la implementacion de la secuencia
didactica a los 37 los estudiantes de décimo del colegio Tilath entre octubre de 2020 y
marzo de 2021. Se parte de la prueba diagndstica donde se evidenciaron algunos
problemas al reconocer los elementos del espacio muestral y el calculo de probabilidades.
Luego se muestran tres actividades posteriores, Dados y probabilidades, El problema del
Duque de Toscana, Simulando experimentos y Aproximacion a la distribucién Normal, de
las cuales solo las tres primeras se pudieron aplicar por la reacomodacién de horarios de

clase producto de la educacion virtual por el confinamiento del Covid 19.

4.1 PRUEBA DIAGNOSTICA

Los resultados de la primera pregunta indican que el 20% de los estudiantes no sabian
coémo encontrar el espacio muestral asociado al experimento de lanzar dos dados de cuatro
caras, el 46% respondieron de forma errada y tan solo el 33% de forma correcta. A
continuaciéon se muestran algunas respuestas erradas de los estudiantes y las posibles

causas de su equivocacion.
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Figura 16. Respuesta errada a la primera pregunta de la diagnéstica (2020).
El 13% de los estudiantes intentaron calcular la probabilidad del evento en lugar de
determinar los elementos del espacio muestral, aunque en la parte a) identificaron que
eran cuatro elementos y la probabilidad es correcta, en la parte b) fallaron en enumerar
tanto el numerador como el denominador, en la socializacion de este punto en la clase los
estudiantes comentaron que siempre habian trabajado con dados de seis caras 'y que el
hecho de tener uno de cuatro caras les confundia muchisimo. Tres estudiantes intentaron
resolver la pregunta usando los diagramas arbol pero fallaron a la hora de contar los
posibles resultados relacionando los dos dados, tal y como se muestra en la siguiente

respuesta:

Figura 17. Uso inadecuado del diagrama de &rbol (2020).
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Dos estudiantes intentaron formar las parejas entre los posibles resultados pero explicaron

gue no podrian existir las parejas (2,3) y (3,2), (1,4) y (4,1), entre otras, pues se repetirian
resultados y llegarian a un error.

/
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Figura 18. Error al determinar el total de las parejas (2020).
Finalmente, 12 estudiantes de los 37 que resolvieron la prueba respondieron
correctamente la primera pregunta, 11 de los 12 listaron todas las parejas posibles y solo

una persona us6 el diagrama de arbol para identificar las 16 posibles parejas.
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Figura 19. Ejemplos de respuestas correctas (2020).
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Segunda pregunta

Respecto a la segunda pregunta, mas del 75% de los estudiantes la respondieron
correctamente. En sus intervenciones en clase expresaron que recordaron perfectamente
las operaciones entre conjuntos que habian trabajado en afios anteriores, sin embargo,
hay casos de otros estudiantes que reconocieron los elementos de los eventos 4, By C,
identificaron el total de casos posibles enumerando correctamente el denominador, pero
no lograron relacionar los elementos de los eventos a partir de las operaciones entre
conjuntos.

Figura 20. Ejemplos de respuestas incorrectas a la segunda pregunta (2020).

Tercera pregunta

Respecto a la pregunta del principe de Toscana, ningun estudiante la respondio
correctamente, ni siquiera los que acertaron en la primera pregunta que era similar solo
gue en lugar de tres dados eran dos. Fueron varias las interpretaciones que tuvieron los
estudiantes, en la siguiente imagen, una estudiante indica la imposibilidad de comprobar
gue el resultado de la suma 10 salga con més frecuencia que la de 9 y ademas asume que

los dos eventos deben tener la misma probabilidad.

w pn'eguma no we pdvem, vaice |ﬁc\ g v \.10.\,5 Mo e mmpm'.’\o.v V2 I UMD A0 otle con
MG FYREVINDIC . 1S 21 1RAND v RXISEIN KA INICNGS Formes (6) dle contepir amias ndmerac,
SR ONR-HWRN 1 o prspAbilinod Y runtjuing HemMe vemcyis .
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Figura 21. Ejemplos de respuestas incorrectas a la segunda pregunta (2020).

Los que intentaron contestar la pregunta estableciendo todos los posibles resultados de la
suma de los tres dados incurrieron en errores como incluir el 7, o solo identificar una terna
sin sus demas combinaciones, por ejemplo, aparece el 1 + 1 + 8, peroomite 1 + 8 + 1y el
8+1+1:

(B [ [A[+1]+]2 | iNTIEIEE! ,J%}%§ 'a q(»'wmakddh
g NEAIEIES A4zt | | a0 ex yevdodera.Vtey
ENENENE T LA+ |3 +15 QS [fokmme di Cosegull
. Alx |4 *S ALt 4 44 A0, que de conceguir 4
/ A4S vid) | B 1 =3 A i el 551 | |
Alx| G i3] | ‘ LALxlel Xla, A
Fale] 3 412 e T ) ot SO L AT A |
‘T\—-T"\/"‘_-«' |l ASUwianfl 5 .
Jumia: 10 _ e | | | |

Figura 22. Acercamiento al problema del principe de Toscana (2020).

4.2 ANALISIS DE LA ACTIVIDAD DADOS Y
PROBABILIDADES

La parte A de esta actividad no tuvo dificultad alguna para los estudiantes, pues todos
afirmaron que cualquiera de los jugadores tenia el 50% de chance para ganar en los 16
lanzamientos pues en un dado de seis caras hay la misma cantidad de pares que de
impares, sin embargo, hay par de comentarios que se hicieron en clase y los quiero
mencionar “para qué jugar a los dados 16 veces si con esas condiciones siempre
quedaremos empatados”, “la suerte, es la Unica razén que encuentro para explicar por qué
gana alguien si ambos jugadores tienen 50 % de ganar”, en las siguientes imagenes se

muestran comentarios similares hechos por otros estudiantes en sus respuestas:
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Figura 23. Ejemplo del primer juego pares e impares (2021).

LORENZO =PARES

LOLITA IMPARES GANO LOLITA

Diceroll |1 |2 3 4

()
L=
~
[=a)
pr=)

10

11

13

14

16

Numero |3 |4 3 1

Lh
4
(%)
Ly
—

Lh

Ganador

- Antes de realizar los lanzamientos [ Alguno de los dos tiene mis probabilidad

de ganar? No ya que la probabilidad era del 50 para cada uno va que hay 3 pares v 3

impares.

- Después del lanzamiento, ;quién gané? ;por qué crees que gano? Explica tu

Figura 24. Ejemplo 2 del primer juego pares e impares (2021).

En la parte B de la actividad, todos los estudiantes calcularon correctamente la probabilidad

gue tiene un jugador para ganar dadas las condiciones de obtener un punto si saca un

resultado entre el 1y el 4 (4/6) y el otro jugador si saca los nimeros 5y 6 (2/6). Ademas,

en la clase, mencionaron lo innecesario de hacer el experimento con el simulador de dados

si era muy probable que ganara el de probabilidad de 4/6.
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4.3 ANALISIS DE LA ACTIVIDAD DEL PROBLEMA DEL
DUQUE DE TOSCANA

En esta clase surgieron muchos problemas pues la mayoria de los estudiantes no sabian
cdmo abordar la situacién, sin embargo, la idea de una de ellos generd oportunidades en
sus comparfieros, pues encontré relacion entre el problema de los tres dados propuesto a
Galileo y la parte C de la actividad Dados y probabilidades, donde tenian que determinar
cudl de los resultados al sumar dos dados tenia mayor probabilidad. Propuso usar el

esquema de diagrama de arbol para organizar la informacién, encontrando todas las
parejas posibles y sus respectivas sumas:

Dado A Dado B

Parejas Suma
1 —— — L
2 — .
1 3 —
PR —_— 5
—_— b
5—"" q.
6—.—-
1.._.
2-_.--
2 3 —
4 ——
o —
6—.—5

Figura 25. Propuesta de una estudiante para usar los diagramas de arbol (2021).

Esta idea activd la clase y los estudiantes encontraron no solo las 36 parejas
posibles sino todos los resultados al sumarlas tal:
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Figura 26. Ejemplo del diagrama de arbol para el lanzamiento de dos dados

(2021).

Aproveché la oportunidad del rumbo inesperado que tomo la clase para pedirles que para

la préxima sesion, sistematizaran la informacién que tenian en sus diagramas de arbol en

una hoja de célculo de google que pedia la siguiente informacion:

Valores
de M

Liste el total de parejas
que suman el nimero

Cantidad total
de parejas

Probabilidad de los diferentes
valores del evento M

2
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9
10
11
12
Tabla 1. Tabla de resumen de los resultados del diagrama de &rbol (2021).
Valores | Liste el total de parejas que Cantidad Probabilidad de los
del suman el numero total de diferentes valores del evento
evento parejas M
2 (1,2) 1 1/36 = 0,0278 = 2.78%
3 (1,2) (2,2) 2 2/36=0.0556= 5.56%
4 (1,3) (2,2) (3,1) 3 3/36=0.0833= 8.33%
5 (1,4) (2,3) (3,2) (4,1) 4 4/36=0.111= 11.1%
6 (1,5) (2,4) (3,3) (4,2) (5,1) 5 5/36= 0.139= 13.9%
7 (1,6) (2,5) (3,4) (4,3) (5,2) (6,1) 6 6/36=0, 167=16.7%
8 (2,6) (3,5) (4,4) (5,3) (6,2) 5 5/36= 0.139= 13.9%
9 (3,6) (4,5) (5,4) (6,3) 4 4/36=0.111= 11.1%
10 (4,6) (5,5) (6,4) 3 3/36=0.0833=8.33%
11 (5,6) (6,5) 2 2/36= 0,0556 = 5.56%
12 (6,6) 1 1/36=0,0278 = 2.78%

Tabla 2. Ejemplo de solucion de un grupo de estudiantes (2021).

La tabla 2 fue insumo importante para la clase pues permitié observar no solo la suma que
tenia una mayor probabilidad de ocurrencia sino las parejas (6,4) y (4,6), (3,2) y (2,3), entre
otras. Las cuales no habian podido detectar algunos estudiantes en la diagnéstica pues

creian que con nombrar una sola era suficiente.
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Finalmente, se podia abordar el problema del principe de Toscana a partir de las
experiencias de clase anteriores y todos los estudiantes estuvieron en la capacidad de
encontrar todos los trios que se forman al lanzar tres dados de seis caras y que sumaran

9y los que suman 10, asi como se muestra en las siguientes imagenes:

Espacio mvestal = requitado de la swma de 3 dades do 5 5 & ; ’ .

4
:

Tora! g & ) = 2

Figura 27. Ejemplo de las ternas que suman 10 (2021).
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Figura 28. Ejemplo de las ternas que suman 9 (2021).
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4.4 ANALISIS DE LA ACTIVIDAD SIMULANDO
EXPERIMENTOS

A partir del experimento aleatorio trabajado con los estudiantes: rodar dos dados
equilibrados de seis caras y sumar sus resultados, ya se puntualizé en la seccion 4.3 la
forma en la que usaron el diagrama de &rbol para determinar todos los posibles resultados
(ver figura 21) y el uso de la tabla 2 para organizar toda la informacién en Excel para
entender por qué cuando jugaban dados en el simulador quienes escogian el 7, el 6 y el 5
tenian mayores probabilidades de ganar pues son los que mas parejas tienen. Empero, en
clase se preguntaban ¢por qué al hacer pocos lanzamientos, entre 4 y 10
aproximadamente, no siempre ganaba el 7, el 6 o el 5? ¢ Por qué habia ocasiones donde
el 4 le ganaba al 7 si las parejas que suman 4 son (1,3) (2,2) (3,1) mientras que las que
suman 7 son el doble (1,6) (2,5) (3,4) (4,3) (5,2) (6,1)?, ¢(De qué sirve entonces la

probabilidad tedrica si hay resultados experimentales que la contradicen?

Entonces, la actividad simulando experimentos cobré gran importancia para que los
estudiantes pudieran observar diferentes cantidades del experimento aleatorio. Se uso el

enlace: https://www.geogebra.org/m/X3EEpavD



https://www.geogebra.org/m/X3EEpavD
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Simulacion del lanzamiento de dos dados repetidas veces lanz = 4
-
12
Uitimo Lanzamiento
Nimere de lanzamientos deseados =D
0B
06
o4
2 1 4 5 6 T 1] @ 10 B1] 12 13 14 15 1&

Figura 29. Simula en Geogebra, el lanzamiento de dos dados sumando sus
resultados (2021).

La actividad consistia en trabajar en parejas y cambiar la cantidad de lanzamientos cada
100 hasta llegar a los 1000 que es el limite de simulaciones que tenia el programa. En
cada 100 debian charlar con su compafiero acerca de lo que veian y establecer si el

resultado del programa se parecia en algo a la informacién de la tabla 2.

Simulacion del lanzamiento de dos dados repetidas veces anz = 1000
L
Nimero de lanzamizntos deszades =(1000 ] .

Ultime Lanzamiento

12

DDDHHHHHDD=

Figura 30. Ejemplo del simulador llegando a su numero méaximo de lanzamientos.
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Las discusiones en clase no se hicieron esperar, todas las parejas encontraron que a
mayor cantidad de lanzamientos, los resultados del experimento en Geogebra se parecian
mas a los tedricos resumidos en la tabla 2. Sin embargo, algunos seguian insatisfechos
pues al mostrar sus resultados (ver figura 24) esperaban que las barras correspondientes
a la suma de 6 y 8 tuvieran la misma altura pues su probabilidad tedrica es la misma o que
existiera mayor diferencia entre las alturas de la suma 5 y la 6 pues sus probabilidades
tedricas son de 0.111 y 0.139 respectivamente. Necesitaban corroborar con més
lanzamientos pero ¢,cuantos? Esa fue la discusién posterior, algunos dijeron que con dos
mil seria suficiente, otros que con diez mil irian a la fija, otros que un millén, pero al no
encontrar otro programa que permitiera visualizar una cantidad mayor a mil lanzamientos,

se quedaron con sus resultados grupales.

Experimento grupal con el problema del principe de Toscana

Cuando se aplicé la actividad 4.3 (problema del principe de Toscana) los estudiantes

pudieron determinar que la probabilidad de que al lanzar tres dados de seis caras y

. 25 .
conseguir que la suma de sus resultados sea 9 es de e 0.1157, mientras que la

probabilidad de que la suma sea 10 es de % = 0.125. Pero, algunos se cuestionaban la

cantidad veces que tuvo que jugar el principe de Toscana para poder hacer su
cuestionamiento pues para la época no existia forma de calcular la probabilidad de los dos

eventos.

Por lo tanto, les propuse un experimento grupal y un reto que solo los pacientes podian
cumplir. El experimento consistia en que cada estudiante iba a simular en

https://www.random.org/ veinte lanzamientos de tres dados y anotar en una hoja de célculo

de Google si observaba lo mismo que el principe, asi como llenar una tabla con los datos
requeridos. Este experimento sirvio ademas para introducir el concepto de independencia

de eventos.


https://www.random.org/
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El cbjetivo de este experimento grupal es analizar el problema que el principe de
Toscana propuso a Galileo Galilei: jPor qué cuando se lanzan tres dados,
obtenemos con mas frecuencia la suma 10 que la suma 8, aunque hay las

mismas formas de conseguir 9 que 107

Para esto es necesario seguir los siguientes pasos:

1 Vava a la pagina hitps-{fwww.random. orgf

2 Vaya a la opcion con tres dados, ruedelos 20 veces y cuente Ia cantidad de veces que sumaron 9y
10. Llene Ia tabla 1.

Ninero de frecuencia
Evento vggzzpt.qrtée relativa
nota: juanma, la frecuencia relativa es con relacion a los veinte
Suman 9 2 0,33 lanzamientos (como el total)
Suman 10 4 0,66
Tabla 1

Figura 31. Ejemplo de las 20 simulaciones al lanzar tres dados.

Como cada uno de los 37 estudiantes hacia el experimento 20 veces, al totalizar las
frecuencias absolutas de cada uno se lograron 740 simulaciones en total. Los resultados

mostraron que 117 veces salié la suma 10 mientras que 86 veces salié la suma 9, por lo

tanto, la probabilidad frecuencial de que salga el 9 es de 78760 = 0.116 y la que salga el 10

es de =2 = 0.158.
740
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Nunero de ; )
Evento | veces que recluzte.nma
Suman 9| Suman 10 observd relativa
Estudiante 1 2 Suman 9 86 0,116
Estudiante 2 Suman 10 117 0,152

Estudiante 3
Estudiante 4
Estudiante 5
Estudiante 6
Estudiante 7
Estudiante 8
Estudiante 2
Estudiante 10

= |w e |waao
W= e |lw|lw|e|w o | e

Figura 32. Total de observaciones del experimento grupal.

Como la probabilidad frecuencial dista todavia de la tedrica les propuse el siguiente

simulador https://www.geogebra.org/m/mKSj8gsR para que pudieran repetir el

experimento un numero mayor a las 740 que logré el grupo.

Simulaciones: 1006
Suma 9 en 108 ocasiones (10.7%)
Suma 10 en 133 ocasiones (13.2 %)

A

suman 11

P —
i

Lanza muchas: u
120 140 180 200 20 240 260

Reiniciar Y

Figura 33. Simulando el lanzamiento de tres dados.

El reto que les pedi era continuar con la simulacién después de clase y lograr la mayor
cantidad de veces necesarias para que la probabilidad frecuencial fuera lo mas cercana a

la tedrica. A continuacién se muestran algunos resultados:


https://www.geogebra.org/m/mKSj8gsR
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aa

a8

Simulaciones: 106310
Suma 9 en 12521 ocasiones (11.8%)
Suma 10 en 13231 ocasiones (12.4 %)

Figura 35. Simulando 269270 veces el lanzamiento de tres dados.
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5.CONCLUSIONES

En este capitulo se mencionaran las conclusiones obtenidas de la aplicacién de la
secuencia didactica, el efecto positivo que genero en las dinamicas de clase, los retos que
demanda la educacion virtual y finalmente, las habilidades conseguidas con mis
estudiantes respecto al desarrollo de algunas nociones de probabilidad.

5.1 Conclusiones

Lograr un aprendizaje integral del concepto de probabilidad en la escuela es posible, en la
medida en que un estudiante pueda asimilar y articular los tres enfoques de probabilidad:
clasico, frecuencial y subjetivo (Sanchez, 2013, p.23). En consecuencia, las actividades
aplicadas de la secuencia didactica han ofrecido a los estudiantes experimentar (en

situaciones de juego) el enfoque frecuencial y clasico de probabilidad.

En consecuencia, han entendido que un evento es impredecible cuando se realizan muy
pocos ensayos pero que tiende a presumirse cuando se realizan muchas repeticiones del
experimento (Sanchez, 2013, p.24) tal y como lo pudieron observar en los simuladores de

Geogebra (ver figura 24 y 29).

El enfoque clasico de probabilidad se us6 en las diferentes actividades intentando dar
solucion a una de las dificultades en el aprendizaje de la probabilidad en la escuela llamado

el sesgo de equiprobabilidad (Sanchez, 2013, p.24):

El sesgo de equiprobabilidad consiste en una tendencia de los estudiantes
a pensar que los resultados de una experiencia aleatoria tienen la misma
probabilidad. En los experimentos de Lecoutre (1992) y Lecoutre y Cordier
(1990) se describe la creencia de los sujetos en la equiprobabilidad al
comparar el evento de obtener una suma de 5 con el de obtener una suma
de 6 al lanzar un dado dos veces. Esta pregunta se hace de diferentes
maneras y la respuesta de la mayoria sigue siendo que los dos eventos
tienen la misma probabilidad. Los autores sostienen que la causa no es
atribuible a una falta de razonamiento combinatorio, sino a una idea de que

si un experimento es al azar, todos sus resultados deben tener la misma
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probabilidad. Es posible que el sesgo de equiprobabilidad sea fomentado,
en lugar de superado, con una ensefianza que sobreestime el enfoque
clasico (Sanchez, 2013, p.24)

El exponer a los estudiantes al problema de Duque de Toscana y comparar los
eventos: suma de 9 y de 10 al lanzar tres dados a partir de los diagramas de arbol
y el simulador de Geogebra, les permitié salir del problema de equiprobabilidad en
el gue estaban la mayoria cuando establecian que cualquiera de los resultados
tenia igual probabilidad numérica, sin entender los elementos que constituian cada

evento.

En cada una de las actividades aplicadas en la secuencia didactica fue importante
el uso de preconceptos matematicos que los estudiantes tuvieron que trabajar en
afios anteriores de su escolaridad tales como: teoria de conjuntos, relaciones y
proporciones, fundamentos de légica (disyuncién y conjuncion), elementos de
aritmética (porcentajes y aproximacion decimal) asi como, el uso de diagramas de

arbol.

El uso de herramientas virtuales fue de vital importancia para este trabajo de grado,
no solo por los simuladores en Geogebra que permitieron la visualizacién de
fendmenosy la repeticién de experimentos que hubiera sido imposible con material
concreto, sino por las posibilidades de comunicacion con los estudiantes a través
de la plataforma de Google Meet y sus salas de trabajo, Google classroom y Google

Drive.

Respecto a las dinamicas de clases virtuales, es importante destacar que rutinas
como la comunicacion, los tiempos de ejecucion de actividades, el trabajo en grupo,
el monitoreo constante del profesor a las producciones y andlisis de los estudiantes,
entre otros, se ven afectadas. Esto demoro la aplicacion de las unidades y en
ocasiones lo que se planeaba para una sola clase de 50 minutos se prolongaba
hasta dos o tres clases mas. Como consecuencia la Ultima actividad, donde se
pretendia un acercamiento a la distribucion normal a partir de la Binomial no se

pudo aplicar pues se tenia que priorizar el cumplimiento del curriculo escrito.
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5.2 Recomendaciones

Tal como se comentd en el andlisis de la secuencia didactica, las clases virtuales deben
planearse con cierta flexibilizacién de tiempo, pues en ocasiones lo que se tenia pensado
para una hora de clase se ejecuta en dos o tres; muchas veces producto de la intencién
misma de las actividades que demandan de los estudiantes habilidades de observacion,
creacion de conjeturas y verificacién de las mismas. Estos procesos no fluyen facilmente
y en ocasiones es el maestro quien tiene que dirigir el curso de la clase usando preguntas

orientadoras y no respuestas inmediatas.

De las actividades que mas gustaron a los estudiantes fueron las que estuvieron mediadas
por los simuladores en Geogebra. El repetir el experimento aleatorio muchas veces y
comparar los resultados con sus comparfieros fue decisivo para tener conversaciones
interesantes en clase. Asi que una recomendacion especial tiene que ver con las bondades
del uso de los programas en las actividades, eso si, que estén planeados estratégicamente
a partir de un objetivo de aprendizaje claro y alcanzable.

Para quienes escojan la estrategia de ampliar el significado del concepto de probabilidad
con sus estudiantes y apliqguen algunas de las estrategias de esta unidad didactica, se
podrian complementar con aplicaciones concretas como las que propone la Asociaciéon
Estadounidense de Estadistica en la revista en linea Statistics Teacher

https://www.statisticsteacher.org/ donde propone la construccion de un modelo

probabilistico a partir de una simulacion de la propagacion de la gripe en un edificio.


https://www.statisticsteacher.org/
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