“LAS FUNCIONES COMO MODELO MATEMATICO”
INFORME FINAL DE PRACTICA DOCENTE

ALVARO DIEGO CARMONA GAVIRIA

Director de Practica
Jorge Mario Ramirez Osorio®

MSc y PhD en Matematicas

UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS

MAESTRIA EN LA ENSENANZA DE LAS CIENCIAS EXACTAS Y
NATURALES

MEDELLIN
2011

Profesor Asociado Departamento de Matematicas Universidad Nacional sede Medellin. MSc y PhD en Matematicas de Oregon State
University, y pos-doctorado de University of Arizona.



RESUMEN

“LAS FUNCIONES COMO MODELO MATEMATICO”

La Practica Docente consisti6 en una experiencia de aula para la ensefianza de las matematicas fundamentada en la
estrategia metodoldgica de la soluciéon de problemas bajo el enfoque del aprendizaje significativo. El interés del trabajo se
centra, especificamente, en la ensefianza de funciones reales como modelo matematico, mostrando algunos criterios para
modelar problemas bajo una propuesta de Soluciéon de Problemas (Pdlya, 1957) por medio del razonamiento de tipo
inductivo (Ausubel, 1968). Es asi como se disefia e implementa la planeacién, metodologia y evaluacion para el desarrollo

de habilidades en el campo de las matematicas escolares previas al célculo diferencial.

Se constatd que en la apropiacion de nuevos conocimientos es determinante el estado en que se encuentren los conceptos
previos para darle significado En la explicaciéon de ejemplos, también se identificé que al utilizar el razonamiento inductivo
se facilita la aprehension del conocimiento por parte de los estudiantes. De otro lado, sefalar la importancia de la
observacion del docente, a través del trabajo individual y colaborativo de los estudiantes, para contribuir
metodolégicamente al proceso de ensefianza. Y la pregunta como método conducente a la construccién del conocimiento

matematico, que favorece el razonamiento inductivo en el logro de aprendizajes significativos.

Palabras Claves: funciones reales, modelo matematico, solucién de problemas, aprendizaje significativo, razonamiento

inductivo, concepto previo, trabajo colaborativo.

ABSTRACT

"Functions as a mathematical model"

Teaching practice consisted of a classroom experience to mathematics based on the methodological strategy of problem
solving in the meaningful learning approach. The interest of the work focuses specifically on teaching real functions as a
mathematical model, showing some criteria for model problems under a proposal of problem solving (Polya, 1957) through
inductive reasoning (Ausubel, 1968). This is how it designs and implements planning, and evaluation methodology for the

development of skills in the field of school mathematics precalculus.

It was found that in the appropriation of new knowledge the status of the previous concepts is fundamental to make it
meaningful. In the explanation of the examples, it was also identified that the use of the inductive reasoning facilitates the
apprehension of knowledge by students. On the other hand, it is important point out that the teacher's observation, to
individual and collaborative work of students, contribute methodologically in the teaching process. And the important of the
question as a method leading to the construction of mathematical knowledge, to favor inductive reasoning to achieve

significant learning.

Keywords: real functions, mathematical model, problem solving, meaningful learning, inductive reasoning, previous concept,

collaborative work.
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2 INTRODUCCION

La Practica Docente como Modalidad de Trabajo Final de la Maestria en la
Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales fue desarrollada en la Escuela de
Mateméticas de la Universidad Nacional sede Medellin, a través del curso de
Matematicas Basicas. A través de convocatoria abierta y aplicacion de un examen
selectivo se eligid un equipo de doce docentes participantes para trabajar bajo las
directrices de la Escuela de Matematicas, divididos en tres grupos y con el

acompafnamiento de un asesor.

La practica docente que se detallard en este trabajo consiste en una experiencia
de aula para la ensefianza de las matematicas, fundamentada en la estrategia
metodoldgica de la solucibn de problemas bajo el enfoque del aprendizaje
significativo. Es asi como se disefia e implementa la planeacién, metodologia y
evaluacion para el desarrollo de habilidades en el campo de las matematicas

escolares previas al calculo diferencial.

El curso de Mateméticas Bésicas ofrece al estudiante recién admitido la
oportunidad de nivelarse, desarrollando habilidades basicas para la aplicacion de
operaciones aritméticas en los diferentes campos numéricos, adecuado manejo de
expresiones algebraicas, repaso de elementos de la geometria euclidiana basica y
de la trigopnometria elemental y estudio de la nocion de funcidn, su representacion
gréfica, interpretaciéon y uso en la modelacién de situaciones. El curso esta

distribuido en seis capitulos a lo largo de 29 clases.

El interés de este trabajo se centra, especificamente, en la seccion de funciones
reales mostrando algunos criterios para modelar problemas bajo una propuesta de
Solucion de Problemas (Pdlya, 1957). Se pretende establecer cuatro fases que

contribuyan a discutir los problemas con los estudiantes y favorezcan su trabajo



independiente a través de preguntas y relaciones establecidas en la estructura de
pensamiento. En primer lugar, se tiene que entender el problema, ver claramente
lo que se requiere. En segundo lugar, observar como los distintos elementos estan
conectados, como lo desconocido esta vinculado a los datos, a fin de obtener la
idea de la solucion, para disefiar un plan. En tercer lugar, llevar a cabo el plan. En
cuarto lugar, mirar hacia atras en la solucion completa, para revisar y discutir la

misma.

Ademas, como producto de la experiencia pedagdgica, se plantea una propuesta
de ensefianza para el tema de funciones como modelo matematico que implica
razonamiento de tipo inductivo. Alli se tienen en cuenta los preconceptos de la
estructura cognitiva para generar aprendizajes que capten el sentido de las ideas
expresadas en forma de proposiciones. Este tipo de razonamiento se aplica en el
desarrollo de ejemplos presentados por el docente a partir de preguntas,
sugerencias y repaso de conceptos previos, para inducir al estudiante a pensar y

plantear cuestionamientos que le conducen al camino de la solucién.

Respecto a la solucién de problemas en la ensefianza de las matematicas se
destaca el trabajo de Pdlya (1957) por su contribucion a clarificar la labor de
ensefianza; al ponerse en el papel del estudiante para tratar de comprender una
situacién una vez lo ha planteado el profesor, y desde sus capacidades retarle,
experimentado el gusto por el descubrimiento, al inducirlo a participar en el
proceso de solucién (Giménez Joaquim, 2004). De igual manera, a partir de los
cuatro pasos para modelar la solucién de un problema se desarrolla la habilidad
del estudiante para resolver problemas futuros y se contribuye a la vinculacién de
los preconceptos con la nueva informacion con el fin de lograr aprendizajes

significativos.



Desde el punto de vista de la teoria del aprendizaje significativo (Ausubel, 1968)
se distinguen tres tipos de aprendizaje: representacional, conceptual vy
proposicional. En particular el aprendizaje proposicional, se refiere a los
significados de las ideas expresadas por grupos de palabras combinadas en
proposiciones. De un estudiante inscrito en el curso de Mateméticas Basicas se
esperaria que los elementos de la matematica escolar estuviesen en un nivel
proposicional idoneo para vincular e interactuar en las diferentes tematicas
abordadas a nivel procedimental, demostrativo o aplicativo. Sin embargo, durante
el desarrollo del curso se identificO una debilidad en el aprendizaje a nivel
proposicional que traen, dada la simple memorizacion de simbolos o conceptos
individuales. Al intentar evocarlos de su estructura cognitiva para el uso de las
funciones como modelo matematico surge una ruptura de significados para las
nuevas ideas porque los conceptos o estan aislados o no estan incluidos, dado
gue no han sido aprendidos previamente.

Teniendo en cuenta la forma en que se vincula la nueva informacién con los
preconceptos que sirven de anclaje en la estructura cognitiva, se distinguen tres
formas del aprendizaje significativo: subordinado, superordinado y combinatorio.
En caso de las funciones como modelo matematico, interesa el proceso de
asimilacion superordinado, que implica la vinculacién de la nueva idea mas
general e inclusiva a los conceptos preexistentes. De esta manera, el
razonamiento de tipo inductivo involucrado en la manera de explicar y desarrollar
los ejemplos en las clases, favorece la conexion de los preconceptos en la
comprension del enunciado y en la elaboracibn mental de la estrategia de

solucién.

A partir de la experiencia de aula y de la reflexion pedagogica de la ensefanza y
aprendizaje de las matematicas a nivel del curso de Matematicas Basicas se
constatd que en la apropiacion de nuevos conocimientos es determinante el

estado en que se encuentren los conceptos previos para darles significado.



Igualmente, se identific6 en la explicacion de ejemplos sobre funciones como
modelo matemético que al utilizar el razonamiento inductivo se facilita la
aprehension del conocimiento por parte de los estudiantes. Esto se debe a que al
aplicar las estrategias de solucién de problemas, se permite recordar conceptos,
teoremas, algoritmos, entre otros elementos que el mismo estudiante no reconoce
0 que le cuesta evocar y que debe abarcar para favorecer la comprension del
enunciado de una situacion, el planteamiento de un modelo y en la elaboracion de

un plan de solucién.

En la primera parte de este informe, marco tedrico, se explica el referente teorico y
disciplinar que fundamenta la planeacion y ejecucién de las clases bajo la
importancia de los preconceptos en la formacion de la estructura cognitiva para
propiciar el aprendizaje superordinado a través del razonamiento inductivo en la
ensefianza de conceptos. También, las etapas béasicas en la solucién de
problemas para contribuir al anclaje de los saberes previos con la nueva
informacion en la aplicacion de las funciones como modelos matematicos. La
segunda parte, metodologia, desarrolla en detalle la manera en que fue planificado
el curso desde su estructura tematica, secuencia didactica, seguimiento y
evaluacion. Se aborda en esta parte la propuesta de ensefianza sobre los modelos
matematicos que utilizan funciones aplicando la estrategia de solucion de
problemas y el razonamiento inductivo para generar aprendizaje significativo. En la
tercera parte se presentan los resultados con sus respectivos analisis vy
observaciones y la cuarta parte recoge las conclusiones del trabajo abordado con
los estudiantes durante el semestre, al igual que algunas recomendaciones a partir

de la experiencia pedagdgica para la ensefianza de las matematicas.



3 MARCO TEORICO

La revision tematica acoge como referentes para la ensefianza la teoria del
aprendizaje significativo de David Ausubel (1968) y la propuesta para la solucién
de problemas desarrollada por George Pdlya (1957). Dentro de la concepcion de
los procesos de adquisicién de conocimiento, la teoria del aprendizaje significativo
hace parte de la corriente cognoscitivista desde la psicologia abordada por
Ausubel en su obra “Psicologia Educativa: un punto de vista cognoscitivo”. Como
estrategia para abordar las situaciones problema dentro del contexto matematico
Polya propone cuatro etapas que incluyen la interpretacion, comprension,
planteamiento, solucién y respuesta de un problema, desarrollada en el libro “How

to solve it “.

3.1 APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO

« La esencia del proceso de aprendizaje significativo reside en que las ideas
expresadas simbélicamente son relacionadas de modo no arbitrario y sustancial
(no literal) con lo que el alumno ya sabe. Por relacion sustancial y no arbitraria
queremos decir que las ideas se relacionan con algin aspecto existente y
especificamente relevante en la estructura cognitiva (EC) del alumno, como una
imagen, un simbolo ya significativo, un concepto o una proposicion » (Ausubel,
1968).

El aprendizaje significativo, es aquel en el que la nueva informacion se incorpora a
la estructura cognitiva del aprendiz, dando significado a la luz de la red organizada
y jerarquizada de conceptos, relaciones e ideas que el individuo ya posee y se
encuentran vinculados entre si. Segun Ausubel, el éxito en la asimilacion de la
nueva informacion esta dado en la medida en que se ajuste bien a la estructura

conceptual preexistente; la cual resultara modificada como resultado del proceso



de asimilacién. Se destacan alli, el papel de las nociones ya establecidas en la
estructura cognitiva, preconceptos; no como simples prerrequisitos que debe
cumplir el estudiante para cursar el siguiente nivel del saber especifico; si no que
apunta al estudio de la complejidad de las ideas y relaciones que subyacen a la
organizacion mental del individuo. Esto implica detenernos en el tiempo y a tiempo
en la planeacion de una clase para comprender los distintos ritmos de aprendizaje
con el que llegan los estudiantes y establecer las posibilidades de asimilacion de
las nuevas ideas por el estado de su estructura cognitiva mediado con la

exploracion de conocimientos previos que refinen los preconceptos.

Segun Ausubel, la formacion de conceptos que implica la asimilacion define tres
tipos de aprendizaje: el aprendizaje representacional, que es el aprendizaje del
significado de simbolos individuales, verbales o escritos que identifican objetos o
situaciones; el aprendizaje conceptual, aprendizaje de objetos, eventos,
situaciones o propiedades que poseen atributos definitorios comunes y que se
designan en una cultura mediante algiun simbolo o signos. Al respecto Marco
Antonio Moreira comentando a Ausubel, precisa “distinguir entre aprender lo que
significa la palabra-concepto, o sea, aprender qué concepto esta representado por
una palabra dada y aprender el significado del concepto”. (Moreira, 1997); y el
aprendizaje proposicional, que va mas alla de la simple asimilacion de lo que
representan las palabras, combinadas o aisladas, puesto que exige captar el
significado de las ideas expresadas en forma de proposiciones. Este ultimo es
fundamental en los procesos de comunicacibn matematica para comprender la
aplicacion de propiedades, teoremas, relaciones, demostraciones, deducciones e

inducciones en la construccion del conocimiento.

Atendiendo a la manera como se realiza el anclaje en la estructura cognitiva de las
nuevas ideas, el aprendizaje guarda relacion subordinada, cuando la nueva
informacion es vinculada al conocimientos preexistente subsumida bajo ideas mas

abstractas, generales e inclusivas, los subsumidores; es decir, las propiedades de



la idea general quedan enriquecidas por la elaboracion particular de lo que se
aprende. Se distingue por ser un aprendizaje que va desde lo general a lo
particular. Superordinada, cuando la idea nueva que se aprende es mas general
que la informacion vinculada a la estructura cognitiva preexistente, produciendo
una modificacion en los conceptos subsunsores que sirven de anclaje a la nueva
informacion. El aprendizaje de este tipo implica razonamiento de tipo inductivo, las
premisas particulares pasan a ser subordinadas por las ideas generales.
Combinatorio, caracterizado por que el nuevo material no se relaciona de manera
subordinada, ni superordinada con la estructura cognitiva previa, Sino que es
potencialmente significativa al relacionar los conceptos preexistentes y los

contenidos generales en el nuevo aprendizaje.

Basado en la teoria de Ausubel el profesor Edwin Salazar realiza una propuesta
de organizacion de la ensefianza en la fisica que muestra explicitamente como
aplicar esta teoria a la ensefianza del area, sintiendo familiaridad en concepciones
ausbelianas a partir del relacionamiento del aprendizaje verbal significativo por
recepcion, que predomina en la disposiciéon de la ensefianza de las aulas de clase
(Salazar, 2003). Se destaca el papel de la estructura cognitiva preexistente como
factor que influye en el aprendizaje significativo por su contenido y forma
organizacional de la informacién, puesto que favorece la labor de los anclajes o
subsumidores en la articulacion de los nueva aprendizajes: “si la estructura
cognitiva es clara, estable y esta adecuadamente organizada, emergen y se
retienen conceptos precisos y no ambiguos”. Esto abre la posibilidad de
intervencidn en la ensefianza de una disciplina por medio de la presentacion de
conceptos, relaciones, propiedades, etc. de una manera general, unificada y

progresiva a la aplicacion de los contenidos.
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Para facilitar el aprendizaje significativo Salazar plantea cuatro tareas
fundamentales en el papel del profesor; la primera parte identificada desde la

planeacién y la otra desde el espacio de interaccion con el estudiante.

1. Determinacion de conceptos y principios unificadores e inclusivos que se
vayan a ensefar y que tengan mayor poder explicativo, se trata de las
cualidades del contenido.

2. La identificacion de los subsumidores, los conocimientos previos que
deberia poseer el estudiante para lograr significativamente lo que se
pretende ensefar, desplegados en propiedades, relaciones, algoritmos y
conceptos claros y precisos relevantes en la estructura conceptual del
contenido.

3. Establecimiento de un diagnoéstico de los conocimientos que el
estudiante trae en su estructura cognitiva y que es posible rastrearlos a
través de pretest, entrevistas u otros instrumentos.

4. Ensefar empleando recursos y principios que proveen de significado al
contenido, para que lleguen de manera significativa a la estructura

cognitiva del estudiante.

Adicional a lo anterior, la estructura del modelo de organizacion de la ensefianza
plantea la identificacion de los conceptos mas generales, conceptos particulares y
conceptos especificos para ordenar de manera secuencial los contenidos, dando
sentido logico con el uso de organizadores previos, diferenciacion progresiva,
reconciliacion integradora y las relaciones naturales de dependencia entre los
topicos de estudio dentro de los capitulos; ensefianza del contenido usando
métodos, técnicas y recursos didacticos que faciliten el aprendizaje significativo
para retener y transferir; la presentacion del contenido de una manera clara y

precisa y en un nivel a la estructura cognitiva del estudiante.
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Repensar el aprendizaje de las mateméticas (Gallego Lazaro Carlos P. G., 2007)
desde una propuesta que las considere para vivir comprendiendo el mundo,
buscando que los estudiantes no lo vean como algo abstracto, como “un invento
en el vacio” y haciendo que los procesos de la matematica estén influenciados por
el uso de instrumentos, datos de situaciones reales, aplicacion de propiedades y
fundamentalmente apoyado en el propdsito personal de cada estudiante; permiten
que el aprendizaje esté inscrito en un marco que le da sentido porque tiene

conexién con una situacion real o del contexto y esta integrado en el curriculo.

Darle la posibilidad al estudiante en el aula de clase de contextualizar situaciones,
planificar, evaluar el progreso, escribir sus opiniones, comparar y generalizar,
promueve la necesidad de crear entornos apropiados para aprender a organizar
con coherencia juicios sobre situaciones reales, que construyen vinculos entre las
matematicas y la racionalidad para descubrir, el aporte a la comprension del
mundo y la capacidad de actuar de manera sostenible. De esta manera Carlos
Gallego, Margarida Pons y otros autores plantean que para que sean adecuadas,
las experiencias matematicas escolares han de ser validas desde la perspectiva
personal de cada uno de nuestros estudiantes, desde la perspectiva del curriculo
coherente y desde la perspectiva de las interacciones sociales que se producen en

el aula.
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3.2 SOLUCION DE PROBLEMAS

«Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero hay un grano de
descubrimiento en la solucién de cualquier problema» (Pdlya, How to solve it,

1957)

Los elementos expuestos por Pdlya, pretenden enriquecer la practica docente al
proveerle de estrategias de ensefianza para la solucién de problemas. Ademas
promueve la ayuda del docente al estudiante como elemento clave para la
comprensién, solucion y desarrollo de habilidades para abordar problemas

matematicos. Al respecto menciona:

“‘Nuestro problema puede ser algebraico o geométrico, matematico o no
matematico, tedrico o practico, un problema serio o un rompecabezas simple, no
hay diferencia, las preguntas tienen sentido y nos puede ayudar a resolver el

problema”

Es razonable pensar que el estudiante producto de la experiencia y el trabajo
independiente pueda adquirir mucho conocimiento; pero es real que el docente
tiene la posibilidad de apoyar su progreso en el aprendizaje cuando contribuye a
estructurar los procesos de pensamiento y desafiar la curiosidad al establecerle

problemas que se ajusten en proporcion al conocimiento.

La propuesta pretende contribuir efectivamente con estudiante de manera natural

y discreta en el aprendizaje de la solucion de problemas a través de la elaboracion

’POLYA, George. How to solve it. Princeton University Press. 1957. p. 13
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de preguntas claves e intencionadas y desarrolladas en cuatro fases. Las cuales
inducen al estudiante a recuperar los saberes previos, preconceptos, formados en
su estructura cognitiva para comprender la situacion propuesta. Ademas esto
permite rastrear las operaciones mentales tipicamente usadas por los estudiantes
para el planteamiento de un problema, discutir sus estrategias y brindarle

sugerencias cuando cometen errores.

Comprender el enunciado de un problema que lleva a una funcibn como modelo
matematico, implica considerar “el problema como texto sintactico que tiene una
estructura propia. Informa sobre que se desconoce y sobre la importancia que
podria tener llegar a saberlo. Por eso el texto del problema une datos con
preguntas. Los datos sitlan la pregunta y la ubican en un contexto determinado. Y
la pregunta hace significativos a los datos. De esta manera, los datos adquieren
importancia porque permiten llegar a tener nuevas informaciones, y la pregunta
adquiere sentido al relacionarse con algunos datos determinados.” (Gallego
Lazaro Carlos P. G., 2007). Luego, un modelo también puede originarse del
estudio de datos que muestran la relacion entre variables, una de tipo dependiente
y otra independiente. Es por ello que las estrategias planteadas por George Pdlya
para abordar la solucién a un problema son importantes para ponerse en el papel
del estudiante e intentar comprender las preguntas que le pueden surgir en su
mente, una vez se ha propuesto la situacién. De igual manera le vincula en la
solucion, le ayudan a elaborar un conjunto de estrategias a partir de la

experiencia y le forma en la habilidad de resolver problemas de manera formal.
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3.2.1 ETAPASEN LA SOLUCION DE UN PROBLEMA

l. Entender el problema: ¢Qué trato de encontrar? ¢qué datos tengo? ¢he
resuelto algun problema similar?. Para esto se debe leer cuidadosamente el
problema resaltando la informacién mas importante, de ser posible, hacer una
representacion que ilustre la situacion planteada, indicando las cantidades
conocidas en el problema o relacionandola mediante una tabla de datos.

Il. Disefiar un plan: ¢Qué métodos puedo utilizar para resolver el problema?
¢hay algun patrén que relacione la informacion? Definir las variables que se van a
incorporar en la solucién del problema a partir de la identificacion clara de
cantidades conocidas y de la pregunta que se plantea. Traducir al lenguaje
matematico las relaciones encontradas entre las variables mediante un modelo o
una ecuacion.

II. Llevar a cabo un plan: ¢Cual es la manera correcta de aplicar los métodos
de solucién? ¢a partir del modelo matematico o ecuacion se resuelve directamente
el problema o requiere de procesos implicitos? A partir del modelo o estrategia se
pretende dar solucion a la pregunta planteada con base en los conceptos y
procedimientos matematicos acordes a proceso de aprendizaje del estudiante.

V. Verificar las soluciones obtenidas: Revisar la solucién obtenida implica
devolverse en los pasos anteriores para razonar sobre la coherencia los
procedimientos aplicados e interiorizar las estrategias aplicadas, puesto que esto
ayuda a desarrollar en el estudiante la habilidad para resolver problemas futuros.
El estudiante se cuestionaria acerca de la confiabilidad de los métodos aplicados,
toda vez que no se comprueba analiticamente el resultado obtenido. ¢ Es correcta
la solucién propuesta? ¢ parece razonable la solucion?. La verificacion de la
solucion se hace en términos de la coherencia y el sentido del problema en

relacién con el contexto involucrado.
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4 METODOLOGIA

El curso de matematicas basicas es establecido por la Escuela de Matematicas en
los pardmetros curriculares referentes a objetivos y metodologia para ofrecer al
estudiante recién admitido, la oportunidad de nivelarse en temas que forman
parte de los programas oficiales de la educacion secundaria en matematicas. Este
conocimiento es prerrequisito esencial para la asignatura Calculo Diferencial,
puesto que desarrolla habilidades béasicas para el manejo de operaciones
aritméticas, entre conjuntos, expresiones algebraicas y el repaso de elementos de

la geometria euclidiana béasica y de la trigonometria elemental.

Para el caso de la propuesta hecha a los profesores de la Maestria en Ensefianza
de las Ciencias Exactas y Naturales, la pretension del curso a desarrollar en el
semestre 01 de 2011, apuntaba a realizar la actividad docente con base en los
conocimientos adquiridos, disciplinares, teéricos y pedagogicos bajo las
orientaciones del asesor. Se disefla e implementa la planeaciébn con una
metodologia y evaluacién adecuada para los estudiantes, siendo diferente a la
matematica basica que se vive semestre a semestre y que por la experiencia
misma influencie la ensefianza y aprendizaje de la disciplina. Se trata, entonces,
de un aporte a la transformacién en el curriculo y en la didactica del curso, que

s6lo los resultados de la experiencia pueden validar.

A la luz de la estructura del modelo de organizacion de la ensefianza basada en
el aprendizaje significativo, se revisan los contenidos del Curso de Matematicas
Basicas establecidos por la Escuela. La propuesta pretende ordenar de manera
secuencial los contenidos, identificando los conceptos generales y especificos

fundamentales en la comprension y aprehensiéon de teoremas, propiedades,
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relaciones, procedimientos y modelos, e identificando las relaciones naturales de

dependencia entre los topicos de estudio.

Primero se desarrollan las generalidades del curso para puntualizar la
distribucion de las diferentes tematicas por clase, en especial las relacionadas con
las funciones reales, y se especifican los parametros de evaluacion. Luego se
plantea la propuesta metodologica llevada a cabo a partir de los diferentes
momentos de la clase, se explica el tipo de ejemplos, preguntas o ejercicios como
parte de la apertura de la clase y los desarrollados durante la aplicacién

conceptual de los contenidos ensefiados.

4.1 GENERALIDADES DEL CURSO

Al curso asistian 27 estudiantes inscritos en el grupo 19 de Mateméticas Basicas
del semestre | correspondiente al afio 2011. Aungue es ofrecido a distintos
programas de formacion a nivel de pregrado, la mayoria de los estudiantes
admitidos, alrededor del 90%, pertenecian al programa de Zootecnia. Los
estudiantes restantes correspondian a los programas de Economia, Ingenieria

Eléctrica e Ingenieria Agricola.

Las clases estaban programadas en dos sesiones semanales, martes y jueves en
el horario de las 18:00 a 20:00, con una duracion de dos horas. Adicionalmente,
cada estudiante del curso tenia la opcion de asistir a una asesoria semanal de
dos horas, programada el dia lunes de las 15:00 a las 17:00 y a cargo del docente,
donde se le permitia consultar dudas teoricas y recibir orientacion acerca de los
ejercicios que no pudo resolver en su trabajo personal. El curso de Matematicas

Basicas no es necesario aprobarlo por parte del estudiante, aunque tiene
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implicacion en su desempefio del semestre para el calculo del promedio aritmético

ponderado acumulado, dado que la asignatura consta de tres créditos.

4.1.1 PROGRAMA

El programa llevado a cabo constaba de seis capitulos, que se dictaron de

acuerdo a la siguiente distribucion de clases por capitulo (Tabla 1).

Respondiendo a la organizacion de la ensefianza desde la dependencia de
conceptos generales y especificos se reubica el capitulo sobre geometria
elemental. De esta manera, el estudio de los campos numéricos le facilita al
estudiante la comprension de las relaciones y propiedades geométricas. A su vez,
al abordar las funciones reales, se provee al estudiante de elementos en la
estructura cognitiva para transferir el conocimiento numérico, algebraico,
geométrico y espacial en la representacion de funciones como modelos
matematicos y en la explicacién de las relaciones de dependencia entre variables

de contextos particulares.

Tabla 1. Distribuciéon de Clases por Capitulo.

Capitulo Distribucion de Clases
I.  Conjuntos y Sistemas ly?2
numericos
ll. Algebra 3a8
lll.  Ecuaciones y Desigualdades 9all
IV. Geometria Elemental 12al14
V. Funciones Reales 15a24
VI.  Trigonometria 25a 29

En especial, el capitulo sobre funciones reales esta distribuido en diez clases que
abarcan el estudio de los diferentes tipos de funciones desde su estructura
algebraica, caracterizadndole desde su dominio, rango, evaluacién, grafica,

transformaciones y propiedades. También se abordan algunos criterios para
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modelar problemas con ecuaciones y funciones reales; de tal manera que se
evidencie la aplicacion de las funciones para explicar la dependencia entre dos
variables por medio de la visualizacion en el plano cartesiano, la representacion
en una expresion algebraica, la descripcion en palabras o la relacion numérica a
través de una tabla de valores. A continuacion se detallan los temas que se

abordaron en clase:

Tabla 2. Distribucién de temas por clase en capitulo sobre Funciones Reales.

Clase Tema

15 Modelado mediante ecuaciones: Algunos criterios para
modelar problemas con ecuaciones, ejemplos.

16 Funciones: definiciébn, dominio, rango, evaluacion, grafica.
Prueba de la recta vertical. Funciones lineales (pendiente,
intercepto, rectas paralelas y rectas perpendiculares).

17y 18 Funciones Definidas por Tramos. Funcion Valor Absoluto.

Funciones de la forma x",x"".
Transformacion de Funciones: Traslaciones o]
desplazamientos horizontales y verticales.

19 Transformacion de Funciones: Reflexion de gréficas.
Alargamientos y compresiones verticales y horizontales de
gréficas.

20y 21 Funciones pares Yy funciones impares. Algebra de
funciones: Suma, diferencia, producto, cociente 'y
composicién de funciones y sus respectivos dominios.

22 Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

Funcion Inversa (Definicion, grafica de la funcion inversa y
ejemplos).

23y 24 Funcién Exponencial. Funcion Logaritmica. Propiedades de

los logaritmos.
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La modalidad del curso consistia de un sistema integrado de clases expositivas,
talleres de clase y asesorias. Se pretendia desarrollar menos clases expositivas y
mas participativas a partir de la vinculacion de diversos momentos de aprendizaje
que favorecieran el trabajo en equipo, individual y la puesta en comdn de las
opiniones o argumentos en torno al analisis de una situacion del contexto
matematico o de otras disciplinas. De alli que el estudiante sintiera la necesidad
de involucrarse en la solucién de ejercicios y problemas con salidas al tablero,
analisis previo al desarrollo por parte del docente o en la solucion de talleres. De
esta manera se puede evidenciar en el desarrollo mismo de la clase la diversidad
de ritmos de aprendizaje, las diferencias en conocimientos previos que traen los

estudiantes y la dedicacion en habitos de estudio.

4.1.2 EVALUACION

La estructura de la evaluacion se dividi6 en dos momentos. El primero
representaba el 70%, para permitir flexibilidad y diversidad con los instrumentos de
evaluacion. El segundo aborda el restante 30% y estaba reservado para la

aplicacién de un parcial final acumulativo.

En comuan acuerdo con el asesor y los docentes del equipo de trabajo se define
que el 70% de la evaluacion se divida de la siguiente manera:

SEGUIMIENTO DE CLASE

- TAREAS Y TALLERES (12%): se proponian cada quince dias y eran
disefiados por el docente o retomados de los talleres de la Escuela
de Mateméticas.

- EJERCICIOS DE ASISTENCIA (10 %): Se aplicaban al inicio de
clase de manera “aleatoria”, para estimular la asistencia a clase y
con el fin de verificar conceptos o procedimientos previos o la

comprension de la tematica de una clase anterior.
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QUICES

- Se propusieron 6 quices, del 8% cada uno, con el fin de evaluar los
avances en el aprendizaje al cierre de cada capitulo. (Ver tabla 3)

Tabla 3. Distribucion de quices.

QUIZ TEMA No DE CLASE FECHA

1 Conjuntos y Sistemas 4. Febrero 17
Numéricos

2  Algebra 10 Marzo 10

3 Ecuacionesy 13 Marzo 22
Desigualdades

4 Geometria Elemental 16 Abril 7

5 Funciones Reales 26 Mayo 12

6 Trigonometria 30 Mayo 25

EVALUACION FINAL (30%)

El examen final de curso de Matematicas Bésicas que dicta la Universidad
Nacional de Colombia y que presentaron los estudiantes de la sede
Medellin, consiste en un cuadernillo que contiene 30 de preguntas de
seleccién multiple con Unica respuesta donde se evallan las competencias
adquiridas a nivel de las matematicas previas al calculo diferencial. Este
examen es administrado por la Direccion Nacional de Admisiones, quien fija la
fecha de presentacién, organiza aleatoriamente los estudiantes de los
diferentes grupos y se encarga de la revision y reporte de la nota respectiva.
Los estudiantes en la semana previa a la fecha fijada tienen la posibilidad de
presentar un preparatorio “tipo final” a través de la plataforma tecnologica con

gue cuenta la universidad.
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4.2 PROPUESTA METODOLOGICA

La planeacién de clase se estructur6 tomando en cuenta tres momentos
circunstanciales. El primero se refiere a la apertura de clase. Tiene como objetivo
poner en contexto el tema a tratar en la sesion, de manera que se pueda rastrear
los preconceptos necesarios de la estructura cognitiva del estudiante para darle
sentido a la nueva informaciéon. Ademas pone de manifiesto la formacion de
conceptos a nivel del aprendizaje conceptual y proposicional en los estudiantes. El
segundo, incluye deduccion de conceptos generales, presentacion o demostracion
de teoremas o leyes y explicacion de ejemplos aplicados en la matematica o en
contextos de otras disciplinas. El tercer momento, da cabida al trabajo
independiente del estudiante al proponerle ejercicios o problemas donde aplique el
conocimiento aprehendido. De ésta manera es posible verificar el nivel de
transferencia y comprension que permite el anclaje de los conocimientos

prexistentes con los contenidos generales del nuevo conocimiento.

Se pretende que parte del desarrollo de los elementos ensefiados en clase se
realice aplicando razonamiento de tipo inductivo, de tal manera que se conduzca a
la construccién y aplicaciébn de los conceptos a través de la conexion de
conocimientos nuevos con los que ya poseen; descubran y reflexionen, con
regulacion del docente, en torno a un objeto de estudio para luego transferirlo a
otras situaciones o contextos. Es por ello que el rol del docente debe ser activo en
el desarrollo de la clase, dado que es quien organiza, guia, pregunta, mantiene la

motivacion y establece las expectativas positivas.

Dentro del planteamiento de la planeacion de clase se incluyen preguntas

iniciales, definiciones, ejercicios de ejemplo indicados o referenciados en el libro
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guia para que los estudiantes realicen en clase, observaciones sobre elementos
que se vayan a recordar y problemas para realizar en clase. Para mayor
informacion se puede ver el anexo A, donde se incluyen algunas de las

planeaciones de clase.

A continuacidbn se mostrard la manera en que es desarrollada la propuesta
metodologica en dos de los momentos circunstanciales de la clase: apertura de la
clase y explicacion de ejemplos aplicados; de tal manera que se evidencia la
aplicacion de la propuesta en solucion de problemas mediada por el razonamiento
inductivo en la ensefianza de un objeto de conocimiento con la implicacién del

estado de preconceptos en el aprendizaje del nuevo conocimiento.

4.2.1 PRIMER MOMENTO: apertura de la clase

En la apertura de una clase se parte de la identificacion del tema o del
planteamiento de preguntas que buscan evaluar el estado de conocimientos
previos, hacer seguimiento al aprendizaje de lo tratado en sesiones anteriores o
indagar acerca de las estrategias o0 recursos que aplicarian los estudiantes al

abordar una situacion “nueva”.

Como parte de la introduccion al tema de modelacion matematica mediante
ecuaciones y funciones se ha planteado a los estudiantes diversas preguntas y
situaciones que conducen a establecer el grado de comprension previa. Por
ejemplo, en la clase sobre modelacibn mediante ecuaciones las preguntas
iniciales eran ¢qué se entiende por modelo matematico? ¢(Cdémo podemos
representar un modelo?. Las respuestas de los estudiantes permite establecer la
asociacion que tienen en su estructura cognitiva de un modelo con una ecuacion;
pero no se evidencia informacién en torno a comprender a la importancia de los
modelos matematicos como herramienta para representar diferentes fenomenos

en diversas ciencias y actividades del hombre. Con respecto a las formas de
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representacion de un modelo matemético los estudiantes dejan de lado la
posibilidad de representacion grafica, descripcion a partir de un enunciado en
lenguaje natural o la relacion comparativa que involucra variables a través de una

tabla de valores.

En la clase sobre funciones trigopnométricas de nameros reales se partio de la
siguiente situacion inicial como ejercicio que hace parte del seguimiento en

asistencia (ver anexo A):

Situacion inicial: Rueda de Chicago o Rueda de la fortuna. Si se han subido
alguna vez a una atraccibn mecénica de este tipo, recordaran que el movimiento se repite una y
otra vez. Desde una de las sillas de la rueda se observa que ésta sube y baja, sube y baja...este
tipo de movimiento se conoce como movimiento periédico, y es comun en situaciones de la
realidad como por ejemplo: la variacion diaria de los niveles de las mareas, el ciclo ritmico de
respiracion, las vibraciones de una hoja en el viento, la presién en los cilindros del motor de una
auto, entre otros.
Con respecto a la situacién descrita por la rueda de la fortuna, muestre una grafica que describa
gué tan alto esta la persona por arriba del centro de la rueda en el tiempo t.
La situacién tenia como objetivo explorar las nociones que los estudiantes poseen en la estructura
cognitiva relacionadas con el tema del estudio, no simplemente como prerrequisito, sino como
complejo de ideas y relaciones que han organizado en su mente mediante el proceso de
ensefianza escolar. De cémo se encuentren éstas nociones espontaneas dependera en parte el
éxito en el aprendizaje de la nueva informacion. A continuacién se muestra de manera detallada
los elementos tenidos en cuenta para desarrollar la gréfica de la situacién en interaccién con los
aportes de los estudiantes en coherencia con la propuesta en solucién de problemas expuesta en
el marco tedrico.

. Entender el problema
Lo primero que se debe hacer es estar seguro, como docente, que el estudiante comprende el
enunciado guiandole mediante preguntas que inducen a la recuperacion de informacién o a la
formacién de ideas en su mente:
¢, Qué cantidades estan dadas o se conocen? ¢Cudl es la incognita? ¢ Distinguen las variables
relacionadas? ¢ Hay condiciones? ¢ Es razonable la situacién? La informacioén es suficiente?
Al inicio los estudiantes plantearon preguntas relacionadas con el sentido en qué gira la rueda,
donde ubicar el inicia el recorrido y cual seria el punto de referencia. Se les solicitd que

recurrieran a la imagen mental de la situacién y realizaran una representacion para luego definir
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las variables
A Altura de la persona por arriba del centro de la rueda desde una de las sillas.
t: Tiempo transcurrido desde el inicio del movimiento.

Il Disefiar un plan
Hallar una conexién entre la informacién del movimiento, las variables involucradas (La altura de
la persona por arriba del centro de la rueda y el tiempo t). Para ello el docente se puede apoyar
en la experiencia del estudiante para que las ideas emerjan gradualmente.
¢Lo han visto antes? ¢Conocen un problema relacionado? ¢Como varia la incognita? ¢Tiene
relacion con algin concepto visto antes? ¢Qué grafica podria representar el movimiento? ¢Qué
informacion va usar?
En esta parte, muchos estudiantes lucen confundidos porque aunque tienen claro la manera en
que se mueve la rueda hay imposibilidad en comprender la manera en qué se asociaria el tiempo
con la altura. Surgen preguntas como por ejemplo ¢Es lineal el cambio? ¢Cambia en forma de
curva? ;lnicia en cero? ;Cual es altura maxima? ...algunos con un poco de mas experiencia
comienzan a asociarle con el movimiento de una funcién periédica como el seno o coseno; pero
¢Jcual elegir?

Il. Llevar a cabo el plan
Desarrollar la grafica segun la estrategia seleccionada siendo coherente con las condiciones
iniciales de la situacion. En este caso los estudiantes deben “arriesgarse” a plantear una grafica
que muestre el comportamiento de la altura de la persona por arriba del centro de la rueda en el
tiempo t.
Algunas representaciones propuestas por estudiantes, consideran cambios lineales, otros

incorporaron valores negativos y otros lo relacionaron con la funcién seno o coseno. (Ver figura 2)

Figura 2. Representaciones propuestas por estudiantes a la situacion.

A\ o\ »

o kd

Los graficos describen gqué tan alto esta la persona por amiba del centro de
la rmedade la fortuna (A) en el tiempo (t).
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V. Verificar las soluciones obtenidas

En esta etapa se pretende que el estudiante compruebe el resultado obtenido analizando la
coherencia de ello con las condiciones iniciales y con el sentido del problema en el contexto
mencionado. Esto le permite consolidar el conocimiento previo y desarrollar habilidad en el

analisis de problemas. La verificacion se guio a partir de las siguientes preguntas:

¢ Es correcta la gréafica propuesta? ¢ Parece razonable la solucion de acuerdo al movimiento de la
rueda y a la posicion de la silla de referencia?.¢Describe la grafica qué tan alto esta la persona
por arriba del centro de la rueda en el tiempo t.? ¢Son las posiciones coherentes a diferentes

tiempos? ¢ El cambio de la altura es constante en el tiempo? ¢ Se repite el comportamiento?

El analisis de la situacién descrita permitié establecer el grado de asociacion que
tenian los estudiantes con los conceptos relacionados con la trigopnometria. De
esta manera se evidencid6 que el aprendizaje se encontraba a nivel
representacional en la mayoria de ellos, dado que el movimiento lo asocian a una
de la funciones, pero tienen dificultades al trasladar la imagen mental formada al
lenguaje grafico de manera coherente. Ademas se evidencian fallas estructurales

en el pensamiento para hilar las ideas en la solucion de una situacion.

Al mirar hacia atras en la solucion completa, como lo plantea Pdlya (1957),
mediante la revision y el volver a examinar el resultado permite consolidar los
conocimientos, en este caso previos, y fortalecer el desarrollo de la capacidad
para resolver problemas. Es una oportunidad también, para poner de manifiesto la
conexion de los conceptos matematicos a aprender desestabilizandole
cognitivamente y animandole al estudiante a imaginar situaciones en las que se

podrian utilizar razonamientos similares.
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4.2.2 SEGUNDO MOMENTO: explicacion de ejemplos

Los ejemplos pretenden guiar al estudiante en la comprension de las situaciones a
través de la generacibn de preguntas y sugerencias que estimulan los
conocimientos presentes en la estructura cognitiva. De igual manera permiten
detectar el estado de los preconceptos que se involucran en el correcto
planteamiento, proveyendo al docente informacién clave para encaminar las

explicaciones conexas que se requieren alrededor de la solucion.

Es por ello que se ha propuesto una caracterizacion de los ejemplos: ejercicios y
problemas, en tres niveles: ejercicios sencillos, problemas bésicos y ejercicios
complejos y problemas complejos (Figura 3). La clasificacion en el nivel de
complejidad de las actividades de aprendizaje en el aula, permiten al docente y al
estudiante ubicarse progresivamente segun el estado de conocimiento previo y la
implicacion conceptual de las aplicaciones que implican la asimilacion de las

tematicas abordadas.

Esta manera de clasificar los ejemplos reviste coherencia con el planteamiento de
Ausubel sobre los niveles de aprendizaje, toda vez que la estructura cognitiva
tiende a organizarse jerarquicamente en términos de nivel de abstraccion,
generalidad e inclusividad de sus contenidos (Moreira, 1997). Consecuentemente
la emergencia de los significados para los materiales de aprendizaje tipicamente
refleja una relacion de subordinacion a la estructura cognitiva que sirve de
referencia para el disefio de los instrumentos evaluativos. Se reconoce alli los
diferentes ritmos de aprendizaje que tienen los estudiantes y la evolucién de
conocimientos en la estructura cognitiva sujeto a la generacion de aprendizajes

significativos en el aula.

Los ejemplos se realizan utilizando esquemas, representaciones, modelos, casos,
situaciones problema o anécdotas para que los estudiantes observen, describan,
comparen, pregunten, analicen conjeturas, encuentren elementos comunes,

patrones o regularidades que fluyan hacia la construccion del conocimiento.
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Figura3. Niveles de complejidad en ejemplos de clase.

TIPOS DE EJEMPLOS

Ejercicios Sencillos

4

Son ejercicios que
permiten el
desarrollo de
procedimientos,
algoritmos,
operaciones,
aplicacién de
propiedadesy
teoremas a nivel
operativo. También
se incluyen el
reconocimiento
basico de figuras
geométricasy la
representacion en el

plano cartesiano.

7

Ejercicios Compuestos

[

Son ejercicios que
combinan procesos
explicitos e
implicitos y
problemas sencillos
sobre situaciones
matemadticas o
reales hipotéticas.
Incluye también
construccion de
gréficas de
funciones,
establecimiento de
relaciones entre
variablesy
modelacion de
ecuaciones sencillas.

o

100 Nivel de complejidad

Problemas

Se enmarca dentro
de las situaciones
matematicas que
requieren conexion

entre enunciados
con lenguaje natural

y enunciados
simbdlicos.

A continuacién se ilustrara el uso de la propuesta de solucién de problemas en el
desarrollo de un ejemplo ubicado en el nivel de complejidad de 70,
correspondiente a un problema que aplica las funciones como modelo matematico
para la explicacion de un fendmeno de optimizacion. Ello implica la comprensién
de informacion explicita e implicita que ha de ser transformada al lenguaje
matematico a partir de conceptos previos como perimetro y area para lograr el
modelo funcional. EIl ejemplo es planificado a partir del razonamiento inductivo
para permitir que la nueva informacion sea inclusiva a los conceptos prexistentes
en el estudiante y que se pueda generar aprendizaje significativo. En el anexo A

se pueden encontrar otros ejemplos abordados en las clases.
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Ejemplo.
Un granjero desea encerrar un area rectangular de 16 m? para organizar un cultivo. ¢Cuales

seran las dimensiones del terreno para que el perimetro cercado sea el menor posible?

I Entender el problema

Verificar que el estudiante comprende el enunciado
permite identificar la capacidad de abstraccion del
lenguaje natural, el reconocimiento de conceptos
claves y las condiciones del problema.

En principio, al leer el enunciado los estudiantes
suponen que la solucibn obedece a un caso
particular de un terreno que cumpla con el valor del
area. Por lo tanto es necesario indagar sobre: ¢Hay
valores fijos o cantidades conocidas?¢Qué variables
se consideran en el enunciado? ¢Cual es la
incégnita? ¢Qué conceptos se involucran en el
enunciado? ¢Hay condiciones? ¢Cuales? ¢Es razonable la situacién? ¢La informacion es
suficiente? ¢ Se distingue la relacion entre las variables relacionadas? ¢Por qué areay perimetro?
¢ Es necesario definir variables?

En este caso es posible hacer una representacion del problema para clarificar la informacién, los
datos dados y darse cuenta de la necesidad de definir variables.

¢ Recuerda el area y el perimetro de un rectangulo? ¢Qué relacion tienen?

Il Disefiar un plan

Cuando el estudiante piensa que la solucion inmediata del problema obedece a un caso particular
de las dimensiones, se le cuestiona sobre el cumplimiento de la respuesta particular a las
condiciones dadas, por ejemplo: ¢las dimensiones halladas tienen en cuenta la condicion de area
y perimetro? ¢ Como se pude comprobar que el perimetro hallado es menor posible a cercar?
Para conducir al estudiante a elaborar una estrategia de soluciéon se puede indagar sobre lo
siguiente: ¢ Cémo se relacionan los datos conocidos con la variable de interés? ¢Hay patrones o
relaciones conocidas en el problema? ¢Conocen un problema relacionado?¢ Tiene relacién con
algun concepto, procedimiento, algoritmo o modelo visto antes? ¢Cudales son los conocimientos
previos necesarios?

Teniendo claro las cualidades del rectangulo, la informacién que se conoce de él, sélo resta
establecer el modelo inicial con el que se va a trabajar. Algunos estudiantes recordaran
problemas similares que les ayudan en su planteamiento; pero lucirdn inseguros de los pasos a
desarrollar.

Si el estudiante aln no tiene claridad de lo que necesita para resolver la situacion, el docente
puede plantearle que es necesario establecer una expresion (modelo) que relacione el perimetro
del rectangulo como funcion de la longitud de uno de los lados. Para ello se procede de la
siguiente manera:

Sea P y A el perimetro y el area del terreno, respectivamente. Sea X la longitud del ancho del
terrenoy Y la longitud del largo del terreno.

Para hallar las dimensiones del terreno para que el perimetro cercado sea el menor posible se
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tiene en siguiente modelo: P =2X +2y

Si el perimetro depende de dos variables, ¢cémo expresarlo en términos de una de las
dimensiones? ¢ Como se pueden relacionar?
El problema implica desarrollarlo en dos partes elaborando un razonamiento que apunte a tener

un modelo del perimetro que dependa de una sola variable. Para luego realizar un estudio del
comportamiento de la variable dependiente cuando cambia la independiente a través de una tabla
de valores o el estudio de su gréafica; dado que aun hay elementos analiticos que no estan al

alcance de los estudiantes.

Il. Llevar a cabo el plan
Para desarrollar la estrategia pensada el estudiante debe tener una buena formacién en la
estructura de pensamiento a nivel proposicional. Esto permite que tenga la capacidad de pensar
en relacionar a partir de la informacién dada sobre el area, la longitud del ancho con el largo y de
alli expresar el perimetro en términos de una sola variable.

Se sabe A=X-Y ycomo que el area del terreno es de 16m?, por lo tanto 16 =X - y

16
Luego, tenemos que: Yy =—
X

16
Retomando la expresion para el perimetro, entonces: P =2X+ 2(— , simplificando se llega a
X

2

p(x)=2X 32
X

En esta parte le surgen al estudiante otros interrogantes:
¢, Qué estrategia usar para el andlisis de la funcion? ¢ Qué tipo de funcién es? ¢ Qué caracteristicas
tiene? ¢ Grafica o tabla de valores?
Este es un espacio para aprovechar y conectar elementos de aprendizajes anteriores. Si se elige
la tabla el estudiante debe razonar los posibles valores que puede tomar la variable X, verificar el
comportamiento del perimetro cuando varia la longitud del ancho del terreno (Tabla 4a) y en la
dimension donde el valor del perimetro sea menor realizar un andlisis mas cercano para verificar
que no hay un valor que lo haga menor a este. (Tabla 4b) Por lo tanto a partir de este
razonamiento, no tan preciso, llegar a la solucién del problema.
Tabla 4. Perimetro del terreno en funcién de la longitud del ancho.

X P X P

0 A 3.5 16.1428571
1 34 3.9 16.0051282
2 20 3.99 16.0000501
3 16.67 3.999 16.0000005
4 16 4 16

5 16.4 4.001 16.0000005
6 17.33 4.01 16.0000499
7 18.57 4.1 16.004878

da 4b.

30




El estudio de la grafica de la funcién del perimetro también puede ofrecer al estudiante otra
alternativa para intentar llegar a la solucion. (Figura 1)

Figura3. Gréafica del Perimetro del terreno en funcién de la longitud del ancho.

e

30|

20 |

Dado que la longitud del ancho que minimiza el valor del perimetro es X=4m, se procede a
hallar el valor del largo del terreno, en este caso Yy =4m. Por lo tanto las dimensiones del terreno

para que el perimetro cercado sea el menor posible son las de un terreno cuadrado de lado 4m
metros.

V. Verificar las soluciones obtenidas

Como no hay la posibilidad de comprobar la solucién con un procedimiento explicito que se
considere como “prueba”, se le deja claro al estudiante que las verificaciones son deseables y que
la comprobacion esta sujeta a la revision de los pasos precedentes para evitar posibles errores en
el planteamiento del modelo, sobre todo en los pasos dénde se sustituye la relacién entre area y
dimensiones. Luego se revisa el comportamiento del perimetro en funcion del ancho del terreno
con valores préximos para estar seguros que la solucién obtenida cumple las condiciones de area
y de perimetro minimo.

Finalmente se le expresa al estudiantes que las estrategias y métodos usados pueden conducir a
la generalizacion de un modelo que explique que el cuadrado es la figura plana, dentro de los
rectangulos de igual area con menor perimetro. Igualmente se deja abierta la conexiéon con el
célculo diferencial que permite resolver analiticamente este tipo de problemas, mejorando la
confiabilidad de los resultados.

El desarrollo del ejemplo permitié identificar falencias en los estudiantes en
conceptos simples como: area y perimetro de un rectangulo y rastreo de las
operaciones mentales tipicamente usadas por los estudiantes para el
planteamiento de un problema. Al tratar de establecer un plan para resolver el

problema, a varios estudiantes se les ocurrié simplemente que era un cuadrado de
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4cm de lado porque cumplia con la condicion de area, dejando de lado las otras
consideraciones. Otros exploraron soluciones numéricas (ver figura). La gran
dificultad estuvo en cdmo relacionar el perimetro en términos de una sola variable.
En la ejecucion del plan fue necesario inducirlos a pensar qué herramientas como
la representacion de la funcion por medio de una tabla de valores o una gréafica
ayudaban a dar solucion al problema planteado.

De esta manera, como lo afirma Pdlya “la propuesta pretende contribuir
efectivamente al estudiante de manera natural y discreta al aprendizaje de la
solucion de problemas a través de la elaboracion de preguntas claves e
intencionadas y desarrolladas en cuatro fases, la discusion de sus estrategias y la

orientacion cuando cometen errores”

Figura 5. Solucion propuesta por un estudiante.
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5 RESULTADOS

Con el objeto de presentar los resultados relevantes de la experiencia de aula para
la ensefianza de las matematicas como parte de la practica docente se divide el

analisis de resultados en tres etapas:

5.1 SEGUIMIENTO DE CLASE

Como se menciona en seccion 3.1 Generalidades del curso, dentro de la
metodologia llevada a cabo; el seguimiento de clase consistié en el desarrollo de
ejercicios de asistencia aplicados al inicio de clase, tareas y talleres propuestos a
los estudiantes. Estos estaban vinculados a la experiencia y a los conocimientos
previos que traian los estudiantes, en su mayoria aprendidos en ciclo de la
educacion media. Asi mismo, se asociaba a la formacion de habitos de estudio,

puesto que les disciplinaba en el proceso de estudio independiente.

Respecto al desempefio mostrado en las actividades de seguimiento a clase (Ver
figura 5.) se encontr6 regularidad en la presentacion de las actividades
propuestas, compromiso en la vinculacion al analisis de situaciones o preguntas
planteadas al inicio de clase y esfuerzo por abordar los talleres propuestos como
forma de practicar lo visto en la clase. De los 27 estudiantes inscritos, 25
mantuvieron regularidad en la asistencia a clase, dado que uno de los inscritos fue
reportado a Registro Académico como ausente en el semestre y otro decidié
abandonar el curso a mitad del semestre. De Ilos 25 estudiantes,
aproximadamente el 96% aprobd las actividades de seguimiento, con mas de 20
estudiantes que obtuvieron notas entre 4.0 y 5.0. Esto reflejo un promedio de 4,0
en la calificacion y una alejamiento promedio con respecto a la media de 0,52; lo

gue muestra poca dispersion en las notas obtenidas.
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Figura 5. Distribucién de los resultados de los estudiantes en el seguimiento
evaluativo de clase

Resultado seguimiento de clase
& 80,8%
£ 100,0% - ‘
3
2
E 50,0% - 3,8% 15,4%
g -
5 0,0% T T T
E [0,3) Inter[vBa'I%)de notas [4,5]

El seguimiento de clase, entendido como el componente flexible del proceso
evaluativo -dado que disminuye las tensiones de un examen escrito- favorecio el
aprendizaje colaborativo entre los estudiantes. Esto se posibilit6 debido al
desarrollo de habilidades para la interpretaciébn y abstraccion de procesos
matematicos, apoyados en la experiencia propia y la de los comparieros.

Se aprovecharon los espacios de asesoria para la aclaracién de dudas que surgen
al avanzar en el proceso de trabajo independiente.

Cabe resaltar que las actividades de seguimiento estaban acompafadas en la
mayor parte por el docente, lo cual les facilitaba el desempefio a los estudiantes.
Cuando se les proponia desarrollar los ejercicios y problemas de manera
independiente los procesos cognitivos generaban ruptura porque no se evocaba el

conocimiento necesario para darle continuidad a las soluciones.

Finalmente, destacar dentro del momento de apertura sefialado en la seccion
3.2.1, la importancia de las preguntas iniciales o analisis de situaciones para
ubicar al estudiante en el contexto de la tematica a abordar, generarle

desestabilizacion cognitiva o permitirle recordar los procesos, representaciones,
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algoritmos, teoremas y demas conceptos previos que servian como anclaje de la
nueva informacion. Igualmente, como docente se tenia la oportunidad de rastrear
el nivel en que se encontraba el conocimiento matematico que traia el estudiante y
se identificaba la fragmentaciéon en el proceso de asimilacion de conceptos,
ubicando el aprendizaje en un nivel representacional y un poco conceptual;
contrario a lo que se esperaba. Esta situacion se usaba como base para
incorporar elementos de repaso desde la planificacion y fortalecia los procesos
matematicos instalados en la estructura cognitiva, de tal manera que sirvieran

como conexion a las tematicas programadas.

5.2 ACTIVIDADES DE CLASE

Las actividades de clase estan metodologicamente disefiadas para utilizar el
razonamiento inductivo, con el fin de facilitar la aprehensién del conocimiento e
inducir al estudiante a recuperar los saberes previos, preconceptos, formados en
Su estructura cognitiva para comprender la situacién propuesta.

A partir de la experiencia de aula y de la reflexién pedagdgica de la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas a nivel del curso se identifico, que en la
explicacion de ejemplos al aplicar las estrategias de solucion de problemas, se
permite recordar conceptos, teoremas, algoritmos, entre otros elementos que el
mismo estudiante no reconoce o que le cuesta evocar y que debe abarcar para
favorecer la comprension del enunciado de una situacion, el planteamiento de un

modelo y en la elaboracion de un plan de solucion.

Es por ello, que dentro de la aplicacion de las funciones como modelo matematico
se acogié “el analisis de situaciones reales o ficticias para retar la comprension
conceptual de los estudiantes, y no solamente los conocimientos de un tema
tratado en la actividad de aprendizaje de matematica” (Angel, 2003). Esto exigio la
planeacion cuidadosa en la manera de abordar el analisis y solucion de ejercicios

o problemas, teniendo en cuenta los elementos planteados de la propuesta para la
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solucién de problemas y el aprendizaje a nivel representacional (Ausubel, 1968).
Ademas el razonar inductivamente como parte de la estrategia de ensefianza
hacia los estudiantes. De esta manera se trataba de evitar que surgieran en los
estudiantes errores en la interpretacion, formacion o aplicacion de conceptos,

ademas de favorecer el desarrollo en la habilidad para resolver problemas.

Se pudo observar de manera progresiva que el desarrollo inductivo de las
explicaciones favorecié la motivacion de los estudiantes al hacerlos participes de
la comprension, planteamiento, solucion y analisis; ademas de retarlos
mentalmente a proponer estrategias y cuestionarse de la claridad de los

conocimientos previos.

Por ejemplo, en la clase 19, sobre transformacion de funciones, se abordd una
situacion relacionada con el cambio en la temperatura a medida que se modifica la
altitud para explicar el sentido de una transformacion a una funcioén (Ver figura 6).
Tomando una medicion desde el valle de la ciudad de Medellin a un punto ubicado
en el corregimiento de Santa Elena y luego desde la azotea del Edificio Coltejer.
De esta manera el aprovechamiento de la intervencion del profesor en el proceso
de ensefianza-aprendizaje permitid generar interaccion entre los estudiantes y el
objeto de conocimiento por Figura 6. Ejemplo de dlase
medio de preguntas Que Suponga que fiene una funcién que relaciona la altra sobre
el valle de la ciudad con la temperanira, medida desde la

_ _ universidad v luego desde Santa Elena. ;Qué le sucede ala
otra optica el sentido de una grafica de la funcién =i la medicion se hace desde la azotea

transformacion en una funcion del edificio Coltejer?

llevaran a comprender desde

para luego transferirlo en la T (2C)
deduccién e interpretacion E\
grafica de una  traslacion, \

reflexion,  alargamiento o

compresion de una funcién

cualquiera.
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5.3 EVALUACIONES

En el aparte de evaluacién, seccién 3.1.2, se menciond que dentro de los
instrumentos de evaluacion que se abordaron en el curso estaban seis quices
correspondientes a cada uno de los capitulos en los que fue dividido el programa.
Adicionalmente la Universidad Nacional programaba un parcial final acumulativo
gue se valoraba en alrededor de la tercera parte del total del curso. Los
resultados se muestran en latabla 5 en la tabla 7, respectivamente.

Tabla 5. Resultados segun quices evaluados a los estudiantes

Quiz 1 Quiz 2 Quiz 3 Quiz 4 Quiz5 Quiz 6
Conjuntos Algebra Ecuacionesy  Geometria  Funciones Trigonometria

y Sistemas Desigualdades  Elemental Reales

NnUMEricos
No aprobado 9 13 14 11 13 17
Aprobado 16 13 11 14 12 8
No presentan 1 1 2 2 2 2
Nota promedio 3.1 2.9 2.8 2.7 2.8 2.3
Desviacion 1.0 1.3 1.2 1.3 0.8 1.2

estandar

Los resultados mostrados en la tabla 5 reflejan varios elementos respecto al
desempefo mostrado en las actividades de tipo quiz. Primero coloca de manifiesto
qgue el rendimiento promedio de los estudiantes mostré un patrén similar, con un
promedio alrededor del 2.8; exceptuando el quiz de trigonometria dénde el

promedio bajé a 2.3. La aprobacion de las evaluaciones se dio en cerca de la
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mitad de los estudiantes del curso para los primeros cinco quices. En el caso del
quiz correspondiente al capitulo de funciones el promedio del grupo fue de 2.8 con
13 por encima de una nota de tres; es decir aprobados y 12 no aprobados y con la

menor dispersion de los datos observada a lo largo de las evaluaciones 0.8.

En términos cualitativos y de las observaciones realizadas a cada una de las
evaluaciones presentadas se encuentra que: los estudiantes presentan dificultad
para comprender las instrucciones y relacionar los diferentes elementos
estudiados en la solucion de una situacion de manera independiente. En contraste
con el trabajo de clase en los ejemplos y talleres, donde tenia la posibilidad el

docente de intervenir con preguntas que orientaban el razonamiento inductivo.

Al parecer, “la actividad generada internamente en el cerebro a través de
pensamientos, visualizaciones, recuerdos y emociones que deberia contribuir al
proceso de aprendizaje” (Friedlander, 2011) no se alcanza cuando el estudiante
desarrolla los proceso de manera independiente. La carencia de apoyo en los
ejemplos escritos 0 de una persona que le cuestione permanentemente sobre los
procesos desarrollados evidencia que los progresos en los niveles de aprendizaje
se han estancado. Se reafirma con esto la necesidad de que el estudiante alcance
el nivel de aprendizaje representacional, para que tenga la capacidad de vincular
efectivamente el nuevo conocimiento al preexistente en las diferentes actividades

de aprendizaje matematico.
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En la tabla 6. Se presenta un ejemplo del quiz realizado a los estudiantes al
finalizar el capitulo de funciones reales (ver otros en anexo B). Este plantea cuatro
items que ademas de relacionar los conceptos, procesos, representaciones y
aplicaciones propias de las funciones reales, son disefiados respondiendo a la

escala de complejidad mencionada en la figura 3.

El primer ejercicio propuesto corresponde a la transformacion de una funcién
dada su representacion grafica. Tiene un nivel de complejidad 50 (ver figura 3),
debido a que se debe hacer abstraccion de la representacion simbdlica de la
funcién transformada para transferirlo a la representacién grafica apoyados en los
elementos conceptuales y fue trabajado correctamente por el 80% de los

estudiantes.

El segundo ejercicio que aparentemente era el mas simple de concebir, porque
requeria de la aplicacién de las propiedades vistas y de la interpretacién grafica
basada en una funcion estandar, fue el que mayor dificultad les causé. Los
estudiantes no tenian la imagen mental correcta de la funcién exponencial y por

tanto estaban “bloqueados” para avanzar con éxito en el ejercicio.

El tercero, correspondia a un problema de complejidad en un nivel 70, dado que
relacionaba informacion explicita: forma y longitud de la pista, con informacion
explicita: area de la pista, relacion entre area y perimetro. La mitad de ellos pudo
establecer la funcion, otros se limitaron porque no encontraban como conectar la

informacion del perimetro con el area.
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Tabla 6. Quiz namero cinco: funciones reales

Matematicas Basicas- Semestre 01/2011
Funciones Reales
Quiz 5- Mayo 12 de 2011

NOMBRE:

1. (Valor 1.5) Considere la funcion f, cuya gréafica se muestra a continuacion

Trace la gréfica de
y=-2f(x+1)+1, aplicando
transformaciones (describa
cada una de ellas).

2. (Valor 1.5) Trazar la gréfica de
f (X) =2-¢"a partir de la

grafica de y=¢€" | utilizando
transformacién de funciones.
Luego escriba el dominio de la
funcion, rango de la funcion y los interceptos con los ejes.

3. (Valor 1.0) Un ingeniero debe construir
una pista de atletismo con dos
segmentos rectos y dos semicirculares r
(ver figura), El radio de cada segmento
semicircular es I'. La longitud de la
pista debe ser de un kilometro.

a. Exprese el area limitada por la pista como funcién de I .
b. Determina el dominio de la funcién para que el problema tenga sentido.

4. (Valor 1.0) A partir de las funciones f y O encuentre las funciones f +0,
f/g, fod ysusrespectivos dominios.

)=t gl)=

X+1
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El cuarto punto tenia el menor nivel de complejidad 30. Porque requeria la
aplicacion de la definicion de cada operacion y su respectivo dominio y por tanto
se creia que el estudiante en su proceso de estudio lo tendria claro. En la revision
de los examenes se encontro dificultad en los conocimientos previos, puesto que
los errores cometidos fueron en simplificacion de expresiones y el establecimiento

del dominio de la funcién para realizar la interseccion entre ellos.

El disefio de los quices responde entonces, a los estilos individuales de
aprendizaje de los estudiantes que varian segun los conocimientos previos
adquiridos, el desarrollo de los dispositivos basicos, la estructuracion del
pensamiento con estrategias para analizar y resolver problemas y al aprendizaje
significativo de la nueva informacion.

Figura 7. Box plot y estadisticos descriptivos de resultados de los
estudiantes en el parcial final elaborado por la Universidad Nacional.

BoxPlot Resultados Parcial Final

o

] 0.5 1 1,5 2 2.5 3 3.5 4 45 g
nota examen final

N2 Promedic Desviacion Cuartil 1 Cuartil 2 Cuartil 3
Estudiantes estandar
27 1,778562 07074 15 183 217

Respecto al examen final los resultados se muestran en la figura 7. En ellos se

evidencia un promedio aproximado de 1. 8 puntos sobre una escala de cinco, lo
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cual es muy bajo respecto al obtenido en el seguimiento y los quices. La
distribucion de los datos muestra un poco de asimetria negativa;, aunque hay
presencia de dos datos atipicos que corresponden a la nota de dos estudiantes
gue no presentaron el examen. Al menos el 75% de los estudiantes obtuvo una

nota inferior a 2.2 y ninguno alcanzé a aprobarlo.

El bajo desempefio logrado por los estudiantes resulta preocupante Yy
contradictorio para el cierre del proceso, puesto que en los dos examenes virtuales
preparatorios el rendimiento observado no era tan critico y los ejercicios y
problemas propuestos no se alejaban de los trabajados a lo largo del semestre.
Ademas, era evidente en el curso la capacidad y el nivel de aprendizaje de
algunos respecto a la base conceptual que se necesita para enfrentar un curso de

calculo diferencial.
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6 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Con la pretension de aportar en la practica docente a la reflexion sobre los
procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas, se exploraron aspectos
de la didactica para generar estrategias en la planificacion y ensefianza de las
matematicas previas al calculo. En particular abordar el estudio de las funciones
reales como modelo matematico desde la perspectiva de la solucién de problemas
propuesta por George Polya, mediada por el razonamiento inductivo y la
significacion de los preconceptos dentro del aprendizaje significativo.

Los resultados consolidados sobre el desempefio de los estudiantes en cada una
de las actividades planteadas como parte de los instrumentos de evaluacion y
seguimiento no muestran una evidencia clara en favor de la propuesta. La
intervencion de los procesos de ensefianza se ha quedado corta en el
mejoramiento del aprendizaje de las matematicas basicas. Sin embargo a pesar
de los resultados no se puede desestimar. Se pone de manifiesto la carencia
conceptual con la que llegan los estudiantes a la universidad, la diversidad en los
niveles de aprendizaje y la falta de estructuracion en los procesos del pensamiento

para abordar situaciones problema.

En contraste, la vision de lo acontecido con el desarrollo de la practica genera la
necesidad de revision al programa en todos sus componentes para esencializar en
algunos capitulos. De tal manera que el trabajo en el aula de clase a través de
situaciones, impliquen la contextualizacion del conocimiento conceptual con el
mundo fisico, social y con el propio dominio de las mateméaticas. De esta manera

a partir del diagnostico de los elementos previos que se conciben en la estructura
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cognitiva del estudiante se puede intervenir un grupo como este, homogéneo en

su composicion desde la afinidad de carrera.

De igual manera, se debe rescatar la importancia del docente al observar el
trabajo individual y colaborativo de los estudiantes para intervenir
metodoldgicamente en el proceso de ensefianza. Retomar el valor de la pregunta
como método conducente a la construccion del conocimiento matematico,

favoreciendo el razonamiento inductivo para lograr aprendizajes significativos.

La puesta en practica de la propuesta de ensefianza en el aula también lleva a la
reflexion sobre la conveniencia de tener un grupo conformado en su mayoria por
estudiantes de carreras que no tienen un fundamento continuado en la
matematica. Ademas que con las condiciones de aprobacion del curso y con la
implicacion que tiene para la permanencia en la universidad no genera un
compromiso serio en los niveles de desempefio y menos en la presentacion de un

examen final acumulativo.

Finalmente, en un proceso de ensefianza-aprendizaje la instalacién del esquema
de solucién de problemas en la estructura cognitiva del aprendiz, no se logra
durante un semestre; la contribucion al desarrollo de los procesos de pensamiento

l6gico matematico implica continuidad en el tiempo.
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8 ANEXOS

8.1 ANEXO A: PLANEACIONES DE ALGUNAS CLASES.

MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 15

PROFESOR: ALVARO DIEGO CARMONA GAVIRIA
MODELACION MEDIANTE ECUACIONES
PREGUNTAS INICIALES

¢, Qué se entiende por modelo matematico?
¢, Cémo podemos representar un modelo?

Tanto en matematicas como en otras ciencias, y aln en situaciones de la vida real, encontramos
problemas que involucran dos o mas cantidades relacionadas entre si, y entonces debemos
plantear y resolver un modelo matematico, que puede ser una ecuacion, para relacionar y
encontrar estas cantidades.

Para resolver este tipo de problemas es conveniente proceder de acuerdo con las siguiente guia
para resolver problemas, tomando como referente tedrico el trabajo desarrollado por George Pélya
en su libro "How to solve it"

1. Entender el problema: ¢qué trato de encontrar? ¢qué datos tengo? ¢he resuelto algin
problema similar?. Para esto se debe leer cuidadosamente el problema resaltando la informacion
mas importante, de ser posible, hacer una representacion que ilustre la situacion planteada,
indicando las cantidades conocidas en el problema o relacionandola mediante una tabla de datos.

2. Disefiar un plan: ¢qué métodos puedo utilizar para resolver el problema? ¢hay algun patron
que relacione la informacién? Definir las variables que se van a incorporar en la solucion del
problema a partir de la identificacion clara de cantidades conocidas y de la pregunta que se
plantea. Traducir al lenguaje matematico las relaciones encontradas entre las variables mediante
un modelo o una ecuacion.

3. Llevar a cabo un plan: ¢cudl es la manera correcta de aplicar los métodos de solucion? ¢a
partir del modelo matematico o ecuacion se resuelve directamente el problema o requiere de
procesos implicitos? A partir del modelo o estrategia se pretende dar solucién a la pregunta
planteada con base en los conceptos y procedimientos matematicos acordes a proceso de
aprendizaje del estudiante.
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4. Verificar las soluciones obtenidas: ¢es correcta la solucion propuesta? ¢ parece razonable la
solucién?. Se pretende verificar la solucion en términos de la coherencia y el sentido del problema
en relacién con el contexto involucrado.

Los ejemplos planteados a continuacion seran desarrollados en clase utilizando las cuatro etapas
para la solucion de problemas.

Ejemplo 1

Un alambre de 36cm de longitud, se va a cortar en dos partes. Una de las partes se doblara en

forma de triangulo equilatero y la otra en forma de rectangulo cuya base es el doble del ancho.
Si llamamos X la longitud de la parte que se utilizara para construir el triangulo equilétero, se pide:

a) Realizar una representacion adecuada del enunciado del problema.

b) Escribir una ecuacion, en términos de X, que permita calcular la suma de las areas de las dos
figuras.

¢) ¢ Podria predecirse a partir de la ecuacién obtenida, cual es el valor que debe tomar X para que
la suma de las areas sea minima?

Ejemplo 2

De una larga pieza de hoja de lata de 25cm de ancho se va a hacer un canalon para lluvia,
doblando hacia arriba sus orillas para formar sus lados. Expresar el &rea de la seccién transversal

del canaldn para lluvia como una funcion de su altura.
Ejemplo 3

Un hombre se aleja caminando de un poste cuya lampara esta 6 m. por arriba del suelo. El hombre

tiene una estatura de 2m. ¢Cuéanto mide la sombra del hombre cuando esta a 10m del poste?
Ejemplo 4

Se tienen 128cm®de hojalata para fabricar un envase cerrado en forma de cilindro circular recto.

1. Disefiar un modelo matematico para expresar el volumen V del envase en términos del radio r
de la base del envase.
2. ¢ Para cudles valores de r del volumen V del envase es igual a cero?

Ejemplo 5: eleccion profesional.

Un empleado tiene dos opciones a puestos en una gran corporacion. En un puesto le pagan
$14.500 por hora mas un bono de $750 por unidad producida. El otro, $11.200 por hora més un
bono de $1.300.
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a) Representar graficamente las funciones lineales correspondientes a los salarios por hora W en
términos de X, el nimero de unidades producidas por hora, para cada una de las opciones.

b) Graficar las funciones lineales, encontrar el punto de interseccion e interpretar el significado de
las graficas para generar un criterio de decision.
Ejemplo 6

Un pequefio negocio adquiere un equipo de $8.750.000. Transcurridos 5 afios el equipo sera
obsoleto, carente de valor:

a) Escribir una ecuacion lineal que proporcione el valor Y , del equipo en términos del tiempot.
b) Encontrar el valor del equipo cuando t = 2.
c) Calcular el momento en que el valor del equipo es $2.000.000
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 16

PROFESOR: ALVARO DIEGO CARMONA GAVIRIA

FUNCIONES
EJERCICIO INICIAL

Con el fin de rastrear el conocimiento de los estudiantes sobre el concepto de relacién se plantea
el siguiente ejercicio:

Dado los conjuntos A={— 2.-1. 0% 2;3}, B={2;3;4;5;6;7} ylarelacion R de Aen B:a

cada elemento de B le corresponde uno de A sumandole cuatro unidades.

a) Encuentre la regla que define la relaciéon

b) Si X representa los elementos del conjunto A y Y los elementos del conjunto B, exprese
en lenguaje matematico la regla que define la relacion.

c) Escriba el conjunto de parejas ordenados que componen la relacion.

d) Grafique la relacién. ¢ Es posible unir los puntos con una linea de trazo continuo?, si no lo
es, ¢ qué condiciones se necesitan para poder unirlos?

ELEMENTOS A DESARROLLAR EN CLASE

1. Repaso del concepto de Relacion
2. Definicién de funcién

3. Dominio y rango

4. Evaluacién de una funcién

5. Funcion lineal

Funcién

Sean A y B conjuntos. Una funcion f de A en B es una regla que asigna a cada elemento
X € A exactamente un elemento y € B: El elemento Yy € B, se denota por f(X) y decimos que

f(X) es la imagen de X bajo f, o que f(X) es el valorde f en X. X sellama la variable
independiente y Y la variable dependiente.

Notacion: Si f esunafuncionde A en B; A /f~f—-\B
también escribimos f:A—>B ¢ A—f>B
Consideremos los siguientes conjuntos: #
A={3-2-102%2}, B={0;1,4;9},
C={0;1,4,9}, D={-3-2-1,0,1,2;3}
Es una relacién y también Es una relacién pero no una

una funcion funcion
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Si f y g son las relaciones definidas mediante estos diagramas, tenemos que: f asigna a cada
valor del conjunto A un sélo valor del conjunto B ; luego f es una funcion de A en B. En el
caso de @, asigna al nimero 1 del conjunto C por ejemplo, dos valores distintos —1 y 1 del
conjunto D, g no es una funcionde C en D:

Prueba de |la Recta Vertical

Una curva en el plano Xy es la gréfica de una funcién si y sélo si ninguna linea vertical corta la
curva mas de una vez.

Dominio y Rango de una funcién

Si A yB son conjuntosy f esuna funciénde A en B el conjunto A se llama dominio de la
funcion y se denota D, . El rango de f , denotado R;; es el conjunto de todos los valores

posibles de f(x) cuando X toma todos los valores en el dominio, es decir, R, = {f (x)/x € A}

Excepciones al dominio y rango de una funcién:
e Radical par: si f(x)z Q/; donde nes par, para que f esté definido en el sistema de
los nimeros reales, se requiere que el radicando sea no negativo; por lo tanto X >0

: . . P(x . :
e Denominador con variable: si f(x): Q para que f esté definido en el sistema de
Q(x)
los niumeros reales, se requiere que el denominador sea diferente de cero, Q(X) #0

Ejemplos

Encontrar el dominio y el rango de las siguientes funciones:

1. f(x)=%4x-1
3X+5

2. f(x)=
(X) 2x—4

3. f(x)=%9-x?
1

x> —3x-4

4. f(x)=
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Evaluacion de una Funcién
Evaluar una funciéon en un punto es hallar el valor de la funcién en ese punto. Para ello se

reemplaza la variable independiente por el punto dado y se calcula el valor de la variable
dependiente, es decir, se encuentra el valor de f en dicho punto.

Ejemplo
Sea f(x)=x—-2x°

Para evaluar f en —3 escribimos f (— 3) =-3-2x (— 3)2 =-3-18=-21.
Y entonces f de —3esigual a —21 es decir, —21 es laimagen de —3 bajo la funcién f .
Ejemplos

1. Si f(x) =3%/4x —1 evalué la funcién en el valor dado si existe:

a 1)

X° -1 i , L
2. f (x) = evalué la funcion en el valor dado si existe:

a. f(1)
b. f(0)
c. f(-2)

3. f(x)=-2.5x+25 encuentre:

a. f(x+h)
b. ¢es f(x+h)=f(x)+ f(h)?

f(x+h)-f(x)

h

Funcién Lineal

Una funcién lineal y = f(x) es una funcién de la forma f(x)=mx+b, donde m,beR y no son
simultaneamente iguales a cero. La gréfica de una funcion lineal es una linea recta.

De la funcion lineal se distinguen dos elementos:
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e Laconstante m se llama pendiente de la recta, y es la tangente del angulo de inclinacion
de la recta (angulo que forma la recta con el eje X, medido en sentido antihorario, desde el
eje X hasta encontrar por primera vez la recta).

e Laconstante b es la coordenada del punto donde la recta intersecta el eje y, que
corresponde al punto de la recta para el cual X es 0.

Sabemos que en el plano una linea recta esta completamente determinada por dos puntos
distintos.

Si una recta pasa por los puntos P =(x,,y,) y Q= (xz, Y, ) , se puede demostrar que la
pendiente m de dicha recta (no vertical) esta dada por:

m=Y2"% Ly

X; =X,

La pendiente es la razén entre el desplazamiento vertical y el desplazamiento horizontal, cuando
pasamos de un punto a otro sobre la recta.

_desplazamiento vertical
desplazamiento horizontal

Y (x2y2)
A ;
Desplazamiento
Recta Y = mMX+ b : vertical
Pendiente m = Yoo ¥ :
X =% ) !
Angulo de inclinacién: « / D";ﬁ’r‘zgx’;l”t“
m = tan(«)
Interseccion con el eje 'y (O, b) =

Rectas paralelas y perpendiculares

Sean L, y L, dos rectas no verticales; con pendientes m, y m, respectivamente

Decimos que L, ¥ L, son paralelas y escribimos L, || L,; sitienen el mismo angulo de
inclinacion, o, equivalentemente, si tienen la misma pendiente.
LiIL, & m =m,

Decimos que L, y L, son perpendiculares, y escribimos L, L L, sise cortan formando cuatro
angulos rectos, o equivalentemente, si el producto de sus pendientes es igual a —1

LilL, & mXxXm,=-1

Para las rectas verticales, el paralelismo y la perpendicularidad, se definen sélo con las relaciones
entre 4ngulos.
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Ejercicio

1.

Probar si las siguientes rectas son paralelas o perpendiculares. En caso de que sean
perpendiculares halle el punto de interseccidn y grafiquelas.

a. 3x—-y=-5y 5y-15x-10=0
b. 4y=3x+12y —3x+4y=2

c. 2y—X=2y y+2x=%

Hallar una ecuacién para la recta que pasa por el punto donde se interceptan las rectas

3 L
-3X+y=2 vy y:—5x+§ y que sea paralela a la recta cuya ecuacion es

2X+ 3y = 6. Graficar.

Ejemplos a Desarrollar en Clase N° 16

1.

Producir 50 copias de volantes para publicidad de una empresa cuesta $26 por ejemplar.
Producir 250 copias cuesta $22 por ejemplar. Suponiendo que el costo por ejemplar se
ajusta a una relacién lineal:

a. Encuentre la funcién lineal e interprete su pendiente.
b. Use la funcién para predecir el costo por ejemplar si se producen 500 copias.

Una temperatura de 0 ‘C esigual a 32 'F . Una temperatura de 10 ‘C esigual a 50 °F .
Utilizar la informacion para encontrar una funcion lineal que represente la relacion entre la
medida de temperatura en 'C y F; luego utilicela para encontrar la medida en grados
Fahrenheit de la temperatura 100°C ala cual se obtiene el punto de ebullicién del agua.

El duefio de un supermercado solicita a una empresa de telefonia celular cotizaciones
sobre sus planes. La empresa envia la siguiente informacion:

Cargo fijo: $15.000 Cargo fijo: $7500
Valor por minuto: $150 Valor por minuto: $300

El duefio al leer inicialmente la cotizaciéon, no pudo establecer cual plan le ofrece las
mejores posibilidades. Analice los planes modelandolos cada uno como funcion lineal y
luego establezca un criterio de decision.
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8.2 ANEXO B: QUICES.

Quiz 1 Conjuntos y Sistemas Numéricos.

Matematicas Basicas- Semestre 01/2011
Nociones sobre Conjuntos y Sistemas Numéricos
Quiz 1- Febrero 17 de 2011

NOMBRE:
1. (valor 1.25) Las Empresas Publicas de Medellin aplican la siguiente expresion para calcular el costo de
un kilowatio hora (kWh) en el servicio de energia para la ciudad sin subsidiar.
Costo unitario= C+D+M+Co+O-P , donde las letras y valores estan dados en la siguiente
tabla
Significado Costo de | Distribucion Mercado Comercializacion Otros % de
de la letra Compra (D) Mayorista (Co) costos Pérdida
(©) kwh (M) kWh (O) P)
$/kwh kwh kwh $/kWh
Valor en $ 93.79 84.77 2.88 9.63 21.7 14.75
a) El contador de energia de cierta familia registra: lectura actual 22288 kWh y lectura anterior 22149 kWh.
Si se considera que el estrato de esta familia no tiene subsidio, ¢por qué valor debe llegarle la factura de
energia este mes?
b) Las facturas de Junio y Julio, de otra familia, llegaron por $34681.51 y $ 40597.03, respectivamente.
¢ Cual es la diferencia de kWh consumidos en el mes de Junio y Julio?
2. (Valor 1.25) En un estudio de preferencias de comida realizado en el centro comercial Unicentro a 260
personas, se descubrieron los siguientes hechos acerca de Piccolo, Crepes & Waffles y MacDonald’s.
e A 115 les gustaba Piccolo e A 30 les gustaba Piccolo y MacDonald’s
e AG60 les gustaba MacDonald’s e A 25les gustaba Crepes y MacDonald’s
e A 95 les gustaba Crepes e A 15 les gustaba la comida de los tres sitios.
e A 20 les gustaba Piccolo y Crepes
Con la ayuda de un diagrama de Venn determinar a cuantos les gusta solo uno de estos tres sitios.
3. (Valor 1.25) Realizar las siguientes operaciones entre intervalos, graficar y expresar la solucién en
notacioén de intervalo.
o {x/x<1 AN-5<x<0}
O (_OO; _1) n (—00, 5]
1 3
« (-e=—3)n[-319)
4. (valor 1.25) Una persona compra un televisor y da un contado de $180.000 y el resto lo paga en 12

cuotas de igual valor. Si al pagar la quinta cuota ha pagado en total $480.000, ¢cuél es el precio de
compra del televisor?

54




Quiz 2 Algebra.

Mateméaticas Basicas- Semestre 01/2011
Algebra
Quiz 2- Marzo 10 de 2011

NOMBRE:

C

1. (valor 20 puntos) Determinar el valor de para que -1 sea raiz del polinomio

Q(x)=x*—6x* +cx—2

8 4
2. (Valor 15 puntos) Los terrenos de dos parcelas miden 3 y 3 metros cuadrados, respectivamente.
Judas duda si la primera parcela es el doble que la segunda o no. De no ser el doble, ¢cuantas veces es

mayor la primera que la segunda?.

3. (Valor 15 puntos) En una carrera realizada en el Hipédromo Los Comuneros, compiten 10 caballos.
Para apostar usted debe indicar el nombre de 1, 2 y 3 de ellos. ¢ Cuantas boletas debe llenar para

asegurar ganar?
OPCIONAL (VALOR 1.0)

Un pelota es lanzada desde el piso verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 24m/s .
Si la ecuacién de movimiento de la pelota, estd dada por la expresion: S(t)=—4.9t2 + 24t

determine:
a) La distancia de la pelota al piso al final de 1 segundo.

b) El tiempo que tarda en caer al suelo.
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Quiz 3 Ecuaciones y Desigualdades

Matematicas Béasicas- Semestre 01/2011
Ecuaciones y Desigualdades
Quiz 3- Marzo 22 de 2011

NOMBRE:

1. (valor 20 puntos) Un camién A transporta alimentos desde Antioquia a la frontera de Ecuador, los

cuales deben ir a una temperatura entre — 2 y 10 grados Celsius. En la frontera un camién B recibe

los alimentos. Si la escala de temperatura del nuevo camion estda dada en grados Fahrenheit
0 9o
F :g C+32|:

a) Expresar los grados Celsius en términos de Fahrenheit.
b) Usar desigualdades para encontrar el nuevo intervalo de temperatura adecuado para la

conservacion de los alimentos.

2. (Valor 15 puntos) Graficar y Encontrar una ecuacién de la circunferencia que tenga centro en (— 1,4)

y radio8 .

3. (Valor 15 puntos) Hallar el conjunto solucién para la siguiente desigualdad: 8— (2X — 1) > 6
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Quiz 4 Geometria Elemental.

Matematicas Basicas- Semestre 01/2011
Ecuaciones y Desigualdades
Quiz 4- Abril 7 de 2011

NOMBRE:

1. (Valor 25 puntos) Con un alambre de 100 cm se construyen un cuadrado y una circunferencia,

usando todo el alambre disponible.

a. Si L denota la longitud del lado del cuadrado, calcule la suma de las areas de las dos
figuras, en términos de L.

b. Sirdenota el radio de la circunferencia, calcule la suma de las &reas de las dos figuras, en
términos de r.

2. (Valor 25 puntos) Se tiene un tanque en forma de cono 2m
recto invertido de 3 m de altura y 2 m de didmetro en la
parte superior (ver la figura). Si el tanque esta
parcialmente lleno de agua, con 1,8 m desde el vértice
hasta la superficie, calcule el radio de la superficie de

agua y el volumen que ocupa. 3
S

OPCIONAL (VALOR 0.5 puntos)

3. Calcular el valor del angulo formado por las bisectrices de dos angulos consecutivos Ay B de un

paralelogramo.
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Quiz 6 Trigonometria.

Matematicas Basicas- Semestre 01/2011
Trigonometria
Quiz 6- Mayo 25 de 2011

NOMBRE:

1. (valor 1.5) Un piloto vuela en una trayectoria recta durante 1 hora y 30 minutos. Después hace una

correccion del curso, en direccion 30° a la izquierda de su curso original vuela 30 minutos en la nueva

direccion. Si mantiene una velocidad constante de 180 km/h; ¢qué tan lejos esta de su punto de partida?

2. (Valor 2.0) Demuestre las siguientes identidades

cotx secx
c. —=1

cscx

d 1+senx 1-senx

= 4tanx secx

1-senx 1+senx
3. (Valor 1.0) Halle el valor numérico de la siguiente expresién sin usar calculadora.
(1171) (511) te (411) _
sen 12 cos 3 an 3 =

4. valor 0.5) Resuelva una de las siguientes ecuaciones
o 3¥=27%

° er = 3x—4
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8.3 ANEXO C: SOLUCIONES DE ESTUDIANTES A ALGUNOS PROBLEMAS

PROBLEMA PROPUESTO EN CLASE SOBRE APLICACIONES DE FUNCIONES

Un ganadero tiene 200metros de cercado con los cuales delimita
dos corrales rectangulares adyacentes. Exprese el area de los
dos corrales en términos del largo x y luego grafique la expresion,
considerando el area en el eje de las ordenadas y el lado x en el
eje de las abscisas. ¢Qué observas? ¢Podrias determinar las
dimensiones aproximadas de los corrales de tal manera que el
area cercada sea la mas grande posible?

2+ (\)lobiema 1

C= 291 2%
0
1000 m= ¥+'Y
oo =Yy \_/
#
2 1\;}2
C: 006 # X = 20004257
Y X X 160
T v [sie131g 19 1w
YT oo 8ou] 1006|368 [ClO [HVLTUnL| 24 )| 363 410 4 \
| Jo[z20 [ Yol g0] 60| ]
‘ft'i 1) | 4:31 T 1
ARARE X | Vo5 | ¥1.5 ' ‘ /
[158 [1355,31136,1] Y 1950 [ 1552 )]
\;H“A/.
{ ’/ Los| Mirfsio%0 ks (Hepoeey De Coecn
plofizpel =8 0= v Q (‘)
50/
A—ﬂ‘ v R | TR T | ] = )(
fo 0 30 uQl & )
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PROBLEMA PROPUESTO EN TALLER DE FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA.

Supongamos que inicialmente se tiene 20gr de radio. A los 1 afios, la cantidad que queda se

—0,000418
modela con la funcién A(t) = 20e . Calcular la cantidad de radio que queda

pasados 100 afios. ¢ Qué porcentaje de los 20gr originales ha decaido en 100 afios?. Hallar la vida
media del radio.

Soluciones de estudiantes:
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