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INTRODUCCION )
PARA LA SEGUNDA EDICION

El libro Matemati cas Fundamental es para | ngenieros que nos publico en €l afio 2003 el Centro de
PublicacionesdelaUniversidad Nacional de Colombia Sede Manizaestuvo enlacomunidad universitaria
una gran acogida hasta el punto de romper el record de nimero de ejemplares vendidos en dicho
centro. Fue asi como semestre a semestre se hicieron secuencialmente reimpresiones del libro para
poder atender la demanda para su utilizacion en |os numerosos cursos de la asignatura Mateméticas |
de las carreras de ingenieria de la Sede.

Esas reimpresiones debieron de suspenderse en el afio 2007, entre otras razones porque ya se
debia hacer unarevisiony redisefio del texto y debido ademas a la aprobacién e implementacién de
unanuevareforma académica paralaUniversidad Nacional de Colombia, enmarcada en el modelo de
los"créditos" y lareestructuracion de los planes de estudio de |os pregrados.

Los autores nos dimos a tarea de la revision y redisefio del libro buscando con la misma una
presentacion mas &gil y amigable de los temas que, sin abandonar €l rigor, les sirvade apoyo eficaz a
los estudiantes para enfrentar, desde el primer semestre, las nuevas estrategias de aprendizaje
demandadas por €l modelo delos"créditos”.

Mientras que realizamos latareade revision y redisefio se formalizaron los nuevos curricul os de
las carreras de ingenieria de la Universidad y como consecuencia los contenidos de la asignatura
Mateméticas | se redistribuyeron en dos asignaturas: Mateméticas Bésicasy Calculo |.

Como resultado delarevision y redisefio del libro Mateméticas Fundamental es para | ngenieros,
presentamos hoy el libro Mateméticas Fundamentales para Ingenieria, que bien puede llamarse la
segunda edicion del primero, y que estamos convencidos, satisface las exigencias de un buen texto
para esas dos nuevas asignaturas. Matematicas Basicasy Calculo |. En esta nueva edicion se cambio
la presentacion de Word a 1xTpx .

Agradecemos atodas |as personas que nos brindaron su valiosa col aboraci én en esta dispendiosa
tarea, entre las cuales destacamos a los docentes de la asignatura, que se llamé, Mateméticas | y que
generosamente supieron valorar nuestro esfuerzo.

LOS AUTORES






Capitulo

NUMEROS Y EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

INTRODUCCI ON

El objetivo fundamental de este primer curso de mat@as para los estudiantes de las carreras
de ingeniela, es el estudio delatculo diferencial de funciones déimeros reales. El logro de este
objetivo exige élidos conocimientos de los fundamentosalgkbra y teda de funciones delimeros
reales, raan por la cual el primer cafulo de este escrito se dediaaa hacer un juicioso repaso de los
fundamentos dellgebra y fimeros reales que los bachilleres trataron en sus cursos de secundaria.

1.1. TIPOS DE NUMEROS

1.1.1. Nimeros Naturales(N)

Los nimeros naturales son los que se emplean para cont2r3,4,.... De la construcén de
este conjunto se pueden apreciar que tiene un primer elemento, @lgonos autores consideran al
cero como el primerimero natural); que cada elemento tiene un sucésisucesor del 1 es el 2, el
sucesor del 30 es el 31, ), lo que implica que tiene infinitos elementos, no existe iimero mayor
e induce un orden natural entre ello& as

N={1,2,3,45,...} donde 1<2<3<4<5...

Agui el Smbolo< se lee menor que.

Algunas Propiedades
Seana, b, c nUmeros naturales.
1. Propiedad Clausurativa. a+b y ab sonrimeros naturales.
2. Propiedad Conmutativa. a+b=Db+a ab=ba

3. Propiedad Asociativa. (a+b)+c=a+(b+c) ; (ab)c=a(bc)
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4. Propiedad Modulativa. a-l=1-a=a
5. Propiedad Distributiva. n(a+b) =na+nb.
Llamando na=a+a+...+a ; nb=b+b+...+b
nveces nveces
se tiene que: na+nb=n(a+b) yaque
na+nb=a+a+...+a+b+b+...+b=(a+b)+(@+b)+...+(a+b)=n(a+b)
n veces n veces n veces
6. Llamando a"=a-a-a-...-a setiene que
~———
nveces
i. a"-am=a""M pues
a"-a"=a-a-...-a-a-a-...-a=a-a-...-a-a-...-a=a"m
n \7gces m veces n+m veces
ii. (ab)"=a"b" yaque
(ab)"=ab-ab-...-ab=a-a-...-a-b-b-...-b=a"b"
n \7§ces nveces nveces
i. (@mM=a" yaque
(@mM=a"-a"-...-a"=a-a-a-...-a-a-a-a-...a-...-a-a-a-...-a=a-a-...-a=a™M
m veces nveces nveces nveces nm veces
m veces
EJERCICIOS

¢ Es el cociente de do&meros naturales urumero natural?

¢, Todo subconjunto déimeros naturales tiene un primer elementojiimo elemento?

. Considerd = {1, 2, 3, 4, 5}, de todos los subconjuntos ée

Searby d dos rumeros naturales, si existe uameroc natural tal queb = dc, entonces se
dice qued es un factor o divisor d, por ejemplo 16= 1-2-5 luego 1,2 y 5 sondivisores
de 10.

Hallar todos los divisores de 25,40,75,90,240.

Un rimero natural es primo, si ldsicos divisores son el mismdimero y la unidad, por
ejemplo 2, 3,5, 7, 11, 13El nimero 1 no se considera primo).
i. Cuales son los primeros 2@meros primos?
ii. Escribir 35, 64, 100, 246 como producto demeros primos.
ii. ¢Eslasuma, producto, cociente de daseros primos, uniimero primo?

Representacbn Grafica de los Nimeros Naturales.

A los numeros naturales los representamos mediante puntos sobre una semirrecta que inicia con el

nimero 1y a su derecha se van colocando los correspondientes sucesores denesidaaparados
por la misma distancia como se observa en la figura.
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1.1.2. Numeros Enteros(Z)

Si con los imeros naturales se quieren representar la altura en metros sobre el nivel del mar
(altitud), se necesita unUmero para representar la situiaticuando se esta nivel del mar, este
numero se llama cer@) y en general va a representar ausencia de la cantidad qué seesideran-
do.

Pero es necesario tangiintroducir imeros que representan la sitéaccuando se estbajo el nivel

del mar, en este caso cuando s@@st metros bajo el nivel del mar se dice que la altitud es de menos
n metros. De esto resulta que para cagi@mero naturah existe un @mero menos (que se simboliza
por (—n)). Asi el nUmero 5 representara cinco metros sobre el nivel del meB yepresentéa cinco
metros bajo el nivel del mar, de esta forma eimero—5 representa as altitud que el imero—7,
luego el orden de estofimeros seéx

=< —-6<-5<-4<-3<-2<-1<0<1<2<3<4...

y por consiguiente se pueden representaficggmente en una recta donde a la derecha del céno est
los naturales y a la izquierda lo&meros negativos definidos como se ilustra en la figura siguiente

Es claro que si unimero esi a la derecha de otro, $amas grande quel . Este conjunto nuérico
se llama el conjunto de lodimeros enteros y se utiliza para describir situaciorssals y practicas,
y se nota por

Z
z={..,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

NOTA:

Recuerde que en la suma y producto deneros enteros es necesario tener en cuenta los signos de
los nimeros as
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3)+(-5=-2
(6) +(—4)=2
(7)+(=7)=0
(2)3) =6
(-2)4) = -8
(=3)(-5) =15

Algunas Propiedades

Seama, b, ¢ nlimeros enteros entonces

1. Propiedad Clausurativa.a+b, a-b son nimeros enteros

2. Propiedad Conmutativa.a+b=b+a ; ab=ba
3. Propiedad Asociativa. (a+b)+c=a+(b+c) ; (ab)c=a(bc)
4. Elementos Neutros.

El nlmero entero 0 satisface quea+0=0+a=a paratodeaenZ.
El nUmero entero 1 satisface quea-1=1-a=a paratodaenZ.

5. Existencia de Opuestos. Parat@denZ existe—ac Z, talque a+(—a)=(—a)+a=0

6. Propiedad cancelativa., Sia+c=b+c entonces a=b
Si ab=ac entonces b=c si a#0

7. Propiedad distributiva. a(b+c) =ab+ac

EJERCICIOS

1. ¢ Eslaresta, divish de enteros un entero?
2. Todo subconjunto delimeros enteros tiene un primer elemento?

3. Un mimero entero se dice par, si es de la formagaka algin enterok y es impar si es de la
forma 2k+ 1 para al@n enterd.
Demuestre que:
i. Lasumay producto de 2 enteros pares es par.
ii. La suma de 2 enteros impares es par.
jii. aesparsiyélod aes parya®esimparsiyélod aesimpar.
iv. siaes nltiplo de 3 entoncea? es miltiplo de 3.

4. Revise los conocimientos de divisibilidadarimo conin divisor, mnimo conuin miltiplo, y
primos relativos.
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1.1.3. Nimeros Racionale§Q)

En las actividades del hombre, una necesidad adata contar objetos, es medirlos; por ejemplo,
establecer que tarfia (medida)tiene una cuerda o determinar que cantidaedida)de agua tiene
una cubeta, etc. Es evidente que para dar smhugicualquiera de estos problemas es necesario partir
de un patbn, por ejemplo un metro para la longitud de la cuerda o un litro para la cantidad de agua
en la cubeta. Una vez determinado este@rate establecarcuantos de estos patrones caben en el
objeto a medir y es claro que generalmenteigharo de veces que este aticabe en dicho objeto
no seé siempre exacto, sobéaen algunos casos una parte que no alcanza a medir un metro o un litro,
sino una fracdn deél; es decir, se hace necesario recurrifinaros no enteros que representen una
parte de un entero, estoémeros junto con los enteros se llamamreros racionaleQ)).
Los nimeros racionales se representan en la fopf@g conp y q enteros yg # 0, donde sip y g
son positivosg indica el timero de partes en que se patt unidad(paton)y p el nimero de estos
pedazos que se @sttomando.
Por ejemplo el imero 1/2 indica que el p&n o unidad se dividi en dos parteédenominador)
y de ella se tord una(numerador); el amero 7/3 indica que la unidad se divdden tres pedazos
(denominadory se tomaron siete pedazos con ese famtaumerador).
Asi:

Q={p/dlp, 9€Z, q# 0}

Con el objeto de caracterizar de otra forma loseros Racionales, se anal@at cociente que resulta
de efectuar la divigin entre el numerador y el denominador observando los siguientes ejemplos:

. 602 .. 1

I. 105 — 4,81600... il. 3= 0,333...

338 . 451

iii. 99 =3,41414141.. Iv. 1= 37,58333 ..

V. % = 0,142857142857142857.

Se puede apreciar, que a partir del@lgliimero despés de la coma (parte decimal), se empieza a
repetir indefinidamente un bloque dimeros: El cero en el primer ejemplo; el 3 en el segundo; el 41
en el tercero, el 3 en el cuarto y el 142857 en el quinto. Lo anterior sucsigenpre que se realice la
division entre el numerador y el denominador de Umaro racional. A estos bloques demeros que
se repiten se llama la parte pgmtica del fimero racional y se dice que ufimero racional siempre
tiene una represent@ci decimal pefdica.

Redprocamente, siempre que se tenga una representdecimal peddica,esta representa uimero
racional, es decir, se puede expresar de la fopfgg conp,q € Z y q # 0. En una representaxi
de-cimal, despés de la parte entera puede figurar una coma o un punto con el mismo significado.

El proceso para conseguir esta represedtaes un poco artificioso y se ilustéacon el siguiente
ejemplo:

Seaa = 32.273535.. una representamn decimal pedica dada.

Primero se cuentan losgitos que aparecen en la parte decimal hasta donde termina la primera parte
peribdica, en este caso cuatro, y se tomaieharo 10a=3227353535..., luego se toma elirmero

a multiplicado por 10 elevado a la potencia que indiquelmharo de thitos que hay en la parte deci-
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mal antes de empezar el bloque pdito, en este caso 2. Patimo se hace la diferencia entre estos
dos resultados &s

10* a — 3227353535...
102 a — 32273535,
10°a_10°a — 319508

Luegoa (10* — 10%) = 319508, asque

319508 319508

~104-102 9900

que es un tmero de laforma/q, con p,geZ, gq#0

El lector ya se encuentra familiarizado con las operaciones dinnenos racionales y recoré@egue
la suma, la diferenciay el producto de ddsmeros racionales es ufimero racional y que el cociente
de dos fimeros racionales es uaimero racional siempre y cuando éimero racional por el que se
divide no sea cero.

Por lo tanto sib y 8 son dos imeros racionales distintos, can< 3, el numero(a + 3)/2 es tam-
bién otro rumero racional y adeas se encuentra entre ellos, es deck: (a + 3)/2 < 3, pues en
efecto: comax < S, si se sumar a los dos lados de la desigualdad se tiene gquea < 8 + a, es

decir, r < B+ a,yad a < (a+ B)/2; en forma aéloga si se sumg se tiene quex + 3 < 23,
a-+p

luego(a + B)/2 < B; porlo tantoa <

dados, siempre hakrotro nimero racional.

Ademas aplicando este resultado sucesivamente enttaredio racional hallado y uno de losmeros
racionales dados, se puede concluir goe dos imeros racionales, no importa que tan cerceesdt

uno del otro, hay infinitos imeros racionalesEsto lleva a afirmar que lo<imeros racionales se en-
cuentran suficientemente “amontonados”. Cabe entonces la preguntaggllesatimeros racionales
completamente la recta?

Recuerde como se suman y se multiplicameros racionales, tenga en cuenta las situaciones siguien-
tes coma, b, ¢, d enteros

< 3. Esto demuestra quentre dos ameros racionales

1.g+g:$ ; a,b,c, enterosh#0
2.z+§:adt:;b° . bd#£0

3 Bre=B S 0
5.%0:%0
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Algunas Propiedades

1. Propiedad Clausurativa

a c , .
— -+ — esunimero racional
b d
2. Propiedad Conmutativa
a,c_c.a ac ca
b ' d d b’ bd db

3. Propiedad Asociativa

4. Elemento Neutro. a
El nlmero racional 0 satisface que +% =
b

El nUmero racional 1 satisface que -

5. Propiedad invertiva
para cada imero racionah/b se tiene que

a a a a ab ba
(5)+(5) =(p)+(G)=0 i ga—ap-?

6. Propiedad distributiva

ae,m_ac am

b\d n/ bd bn

EJERCICIOS
1. Expresar en forma decimal pedica los siguientesimimeros racionales.
i. 2/3 ii. 5/4 ii. 8/3 iv. 209/700 v. 1/23

2. Expresar en la formp/qlas siguientes expresiones decimalesuiicas.
i. 2,345345.. ii. 13,023491491.. iii. 0.285714285714..

3. Sipygsonrumeros enteroscopm> q, q# 0,

¢@mo hallara nfimeros enteross tales quep = sq+r 6 p/q = s+ r/q. llustrarlo con
un ejemplo.

4. ¢ Q@ significa que unimero racional de la formp/qsea irreducible? llustrar con ejemplos.
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5. Escribir en IaformairreducibleIo:ﬂmeros@ 315 @

3300 985 235

6. Mostrar que el entero 2 se puede escribir en la fayth enterosd # 0, de infinitas formas.

7. Halle un rumero racional entre cada una de las parejas siguientes:
37 . 9 11 . 3 4

- = il =, = il. =, =

5 4 10’ 10 55

8. Dado un amero racionakr, ¢Puede encontrar urimero racional que sea inmediatamente
anterior dear? Que sea el siguiente de?

1.1.4. Nimeros Irracionales(Q*)

No siempre que se hace una medida, el resultado de ello esrero racional, por ejemplo, si
se trata de medir la hipotenusa de uangulo recangulo cuyos dos catetos miden uno, de acuerdo
al Teorema de Pitgoras,esta medida sary/2 y como se demostrara continuadin, V2 no es un
nimero racional.

La demostradin de este hecho se hizo originalmente por medio ébdo de demostrami cono-
cido comodemostradin por el absurdo, el cual consiste en asumir que lo que se va a demostrar no es
cierto, en este caso qué2 es racional, y llegar a una situaniabsurda como concldsi.
Asi al suponer que/2 es racional entonceg2 = p/q, que siempre se puede tomar en su forma
irreducible(p/qes irreducible, sp y g no tienen divisores comunes), si se elevan al cuadrado ambos
terminos de la igualdag/2 = p/q, se tiene que, 2 p?/g?y de esto se tiene que 2¢- p?, lo que
implica quep? es par(por qe?), de donde se deduce ques par(por qwe?), es decip = 2k para
algink natural. A$ quep? = (2k)? = 4k? = 202, (puesp? = 2¢?) luego 2K = g2, lo que indica
queq? es par, por tantq es par. Es decir tanjocomoq son rimeros pares, lo que implica que tienen
al 2 como divisor coran, conclusbn absurda, pues se supuso al comienzomtepera irreducible.
Por tantoy/2 no puede ser racional.
Pero no es solamentg2, sino taml&n es posible demostrar que existen otroseros que no son
racionales, por ejemplo v/3, v/5, v2+ /3, 3v/2, m, /2, entre otros.
A estos fimeros que no son racionales, se les lladieneros Irracionales, al conjunto de estos
nimeros se les notara cdp* y se caracterizan porque su represe@raclecimal no es pérdica,
por ejemplo:

V2 =1,414213562.. 1 = 3,141592654..
6,25225222522225. 3,010203040506070809010011012

nimeros que por &s que se presenten con muchas cifras decimadtas nunca se repétir en
forma perodica.
De igual forma que los imeros racionales, lodimeros irracionales se encuentran taénlamon-
tonados, en el sentido de que entre damaros irracionales cualesquiera existen infinitoseros
irracionales. Tami@n es posible demostrar que entre dosiaros irracionales hay infinitosimeros
racionales y entre dosimeros racionales existen infinitodBmeros irracionales.
Estoulltimo responde la pregunta que setdaljterminar el tratamiento de lo&meros racionales en el
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sentido de que losiimeros racionales no llenan completamente la recta, puestosros irracionales
también ocupan espacios en esta recta. Lo (jge puede afirmar ahora es que lasyeros racionales
(Q) e irracionaleQ*) la llenan completamente. El conjunto formado por la réanrde estos dos
conjuntosQ y Q* se llama el conjunto de ldsUmeros Reale§R) y la recta que llenan se conoce
comorecta real, 0 sea que a cada punto de la recta real correspondengrareal, y reiprocamente
cada rimero real ocupa un puesto en dicha recta.

Asi: R=QuUQ*"

Q"=R-Q

Q* ={a € R|a no tiene representadn decimal pefdica}.
EJERCICIOS

1. Dé ejemplos deimeros irracionales.

N

. ¢Es la suma, resta, multiplicaniy division de umeros irracionales urimero irracional?

3. Dado un amero irracionabr, ¢ Puede existir unimmero irracional que sea el siguienteat®

N

. ¢, Q& clase de iimero es la suma de ufimero racional con uno irracional?

1.1.5. Nimeros RealegR)

Ya definido este conjunto nuricoR = QUQ *, es importante resaltar la necesidad de manipularlo
correctamente, no solo adquiriendo habilidad en su operatividad, sino asimilando las propiedades que
lo caracterizan con todo los detalles que se desprenden de ellas, puediestossnconstituyen la
base de la llamada “matéxtica continua” a la cual se dediéda mayor parte de esta asignatura 'y de
las dends de matesticas que posteriormente cui@aen su carrera.

Es por todos conocido desde los estudiasitos de Mateaticas la manera como esto8meros
pueden relacionarse entfiensediante las operacioneédicas, suma, resta, multiplicaniy division,

y las operaciones de potenciaeciy radicaddbn, pero resulta necesario destacar algunos detalles de
ellas que permitan un mejor conocimiento de la estructura de dstosros.

1.2. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES BASICAS

1.2.1. Propiedad Clausurativa

La sumay el producto delmeros Reales siempre da como resultadoiumero real.
Es claro que la resta y el cocier(®alvo una situadin particular)de fimeros reales tamém da un
nimero real, pero estas dos operaciones como sé@ pqeciar ras adelante en las propiedades 1.2.5
y 1.2.6 se consideran como casos particulares de la suma y el producto respectivanmneg iz
cual no se har menobn de ellas por separado.
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1.2.2. Propiedad Conmutativa

El orden en que se suman o multiplican dasneros reales no afecta el resultado. Es dedir bi
son rumeros reales:
at+tb=b+a y ab=ba

1.2.3. Propiedad Asociativa

Dados tres o s rumeros reales, para sumarlos o multiplicarlos, se pueden asociar en grupos de
dos como se desee y el resultado no cambia, es decip, & son rumeros reales.

(a+b)+c=a+((b+c) y a-(b-c)=(ab)-c

donde con el p&ntesis se indica que primero se realizan las operaciongdagiteadas y en su lugar
se coloca el resultado.

1.2.4. Propiedad Modulativa

Esta propiedad para el caso de la suma expresa simplemente el conocido hecho quéisieran n
se le suma el cero estémero no vda, es decir no se le ésadicionando nada nuevo. Lo que indica
gue el cero es unimimero real especial llamadaddulo o elemento neutrpara la suma que satisface,
gue para todoimero reah

a+0=a y O+a=a

Para el caso de la multiplicaei recierdese que al multiplicar unimero realb por un ruimero
naturaln su resultadab representa la suma de “n veces” @hrerob. Por tanto si se multiplica un
nimero reab por 1 su resultado es considerar la suma deherob una sola vez, lo que nos da el
mismob. Esto indica que el uno es uamero real especial que no afecta a cualquienero gue se
multiplique porél. El “1” es llamadambdulo o elemento neutro para el producto, y satisface que para
todo rimero reab:

b-1=b y 1-b=b

1.2.5. Propiedad Invertiva para la suma

Del concepto de resta déimeros reales resulta claro qae- a = 0. Esto se puede representar
como la suma de dosimeros reales, elimeroay el nimero(—a), y se puede expresar diciendo
que dado uniimero reah siempre exist# otro rtumero real notad¢— a) tal que:

at+(-a)=0vy (-a+a=0

A ese rumero(—a) se le llamael inverso aditivo de &sta propiedad permite que en general la resta
de rimeros reales se pueda considerar como una suma, ya que si se-tidnesto es equivalente a
a+ (—b), siendo(—Db) el inverso aditivo dd.

Ob<rvese que el inverso aditivo de 5€5§ , y que el inverso aditivo de3 es— (—3) = 3, 0 sea que

el inverso aditivo de unimero positivo es negativo, y el de un negativo es positivo. Por tabtessi
un namero realno se sabe si positivo, negativo o cerefy no necesariamente es negativo, pues lo
sel@ cuandd es positivo, pere-b se@ positivo sib es negativo, y sé@rcero §b = 0.
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1.2.6. Propiedad Invertiva para el producto

Antes de enunciar la propiedad invertiva para el producto es necesario aclarar algunos aspectos
sobre divisbn de rumeros reales.
Del concepto de producto déimeros naturales se desprende que &s un rimero natural0- n)
tendiia que ser igual a cero, ya que esta expresepresenté sumam veces el imero cero, lo que
daria cero.
Generalizando alnmeros reales se tiene québss un rimero real cualquiera.

b-0=0 y 0-b=0

Por otro lado la definiéin de cociente o diviéh de dos imeros reales expresa que,

a/b = c equivale a decir qua = cb con la salvedad de que+# 0, pues en el caso en ghe=0 y
a#0, a/0=c < a=0-cloque resulta absurdo de acuerdo a lo que se acaba de plantear
Ahora sib= 0y a= 0 entonces @0 = c equivale a decir que & 0-c lo cual es correcto, pero ese
Gltimo resultado se puede obtener para cualquier valor realalgque implicara que 0/0 es igual a
cualquier imero real, que no es precisamente lo que se espera cuando se define unaropehaci
dos rumeros, pues es imperativo que el resultaddisgeo.

En resumen la diviéin de cualquier imero real entre cero no existe; pero “0” si puede ser dividido
por cualquier imero real diferente de “0” y su resultado es cero, ya que@gr@

0/c = 0 equivalea G=0-c, por consiguienta/0 no existe para cualquierreal y 0/c= 0
para todac # 0.

De este concepto de divisi resulta obvio que sies un fimero reat # 0 entonceg/c= 1, pues
esto es equivalente a decir que- 1-c que se tiene por ser “1” el ddulo para el producto.
La propiedad invertiva para el producto afirma que para taohoano reak # 0 existe otro amero

real notada ! que satisface:

1 1

aa =1y ata=1

este fimeroa—?! se llamainverso multiplicativo de a.

Usualmente la expresn a-b~! = ¢ se representa poa/b = ¢ puesa/b = ¢ equivale aa = cb
es decira (1/b) = c equivale aa = cb.

Y por otro ladoa.b™! = ¢ equivale aa-b~'b = cb lo que equivaleal = cb que es equivalente a
a=cb

Esto indica que elimerob~! es el mismo Aimero 1/by que la divison de dos imeros reales
a/b conb+# 0 se puede considerar como la multipliéactea por b= o seaa/b=a(1/b) =ab?
sib#0
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1.2.7. Propiedad Distributiva

De acuerdo al concepto de producto de mero natural por unimero real, sa,bson reales yn
es natural entonces

na=a-+a-+...+a nveces
nb=b+b-+...+b nveces
na+nb=(a+a+...+a)+ (b+b+...+b)

nveces nveces
=(@a+b)+@+b)+(@+Db)+...4+(a+b) (nveces)
=n(a+b)

Es decir
n(a+b)=na+nb

Al generalizar esta propiedad si se considera en lugarcd@lquier iimero real se tiene la llamada
propiedad distributiva del producto respecto a la suma, de gran utilidad en procesos de famtorizaci
gue se tratamn nas adelante.

Sia,b,c son mimeros reales entonces.

c(a+b)=ca+chb

1.2.8. Otras Propiedades

Las propiedades 1.2.1 a 1.2.7 son consideradas las propiedades fundamentalesdeectos n
reales relacionadas con las operaciones elementales, (estas propiedades se conocen con el nombre de
“axio-mas de cuerpo de losimeros reales”) debido a que cualquier otra propiedad de los reales que
tenga que ver con relaciones entre ellos aasale estas operaciones, es necesariamente deducible de
las propiedades iniciales.
A manera de ejemplo se ilustéar algunos resultados cuya frecuente apl@macimerita resaltarlos:

Propiedad Cancelativa

Paralasuma: Sa+b=c+ bentoncem=c

En efecto si a los dos lados de la igualdagt b = ¢ + b se suma el iimero real(—b) (inverso
aditivo deb) se tiene que.

(a+b)+(—b)=(c+b)+(—b)
a+ (b+(=b))=c+(b+(—b))
at+0=c+0
a=cC

Para el producto: Siab = cb y b#0 entoncesa=c
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En este caso los dos lados de la igualdad se multiplicabpofel inverso multiplicativo dé) y
ag:
(ab)(b™) =(cb)(b™1)
a(bb ™) =c(bb )
al=cl
a=c

Propiedad Involutiva

Del concepto de inversos aditivos y multiplicativos resulta obvio que:
—(~a)=a y (@) '=a si a£0

Inverso de productos

Las conocidas como “reglas de los signos” que establecen que el producto dendossinegativos
es positivo y que el producto de un negativo por un positivo es negativo son deducibleantaimbi
estas propiedades iniciales.

. (-a) (b) = —(a-b)
tomando(—a) (b) + (a-b) = (—a+a)-b=0-b=0
entonceg—a) (b) + a-b = 0 de donde sumande (ab)a ambos lados se tiene:

i. (—a)(—=b)=a-b
En forma aaloga, como
(—a)(=b)+(—(a-b)) = (—a)(=b) +(—a)(b) pues —(ab)=(-a)(b)
= —a(—b+b)
=-al

entonceg—a) (—b) + (— (a-b)) = 0 de donde sumandib a ambos lados se tiene:

De lo anterior se deduce gaé > 0 para toda (por qLe?)
Para el caso del producto se tiene:
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ii. (a-b)t=alb?
En efecto

(@b (a-b) = (b tat)(a-b)

entoncefa 'b1) (a-b) = 1 de donde multiplicando pgab)~! a ambos lados se tiene:

(@'t (a-b)@b)t=(a
(a'b ) [(a-b)@b) ] =(a
(@b (1) = (a
albl=(a

1

1

b
b
b
b 1

)
)
) 1
)

No existencia de divisores de cero
Si a-b=0 entoncesa=0 06 b=0

Esta propiedad establece que siempre que aparezca el producto de @sioneros reales igual
a cero necesariamente alguno de ellos debe ser igual a cero.
En otras palabras el producto d@snimeros diferentes de cero nunca puede dar cero.

En efecto
Sea a-b=0 ysupongaque b0,

Entonces existb~?, por tanto

portanto a=0

Lo que concluye que i 0 entoncesa = 0 y arlogamente si se supone qug 0 se concluia que
b=0.
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Inversos de sumas

El inverso aditivo de una suma dé&meros reales es la suma de sus correspondientes inversos
aditivos, es decir: S, b son rumeros reales

—(a+b)=(-a) +(-b)=—-a-b
pues (—a)+ (—=b)+(a+b) =(—a+a)+ (—b+b)

:O+O:0
entonces (—a) + (—b)+ (a+b) =0 luego
(—a)+ (=b)+(a+b)— (a+b) =—(a+b)
(—a)+ (=b)+[(@a+b)—(a+b)] =—(a+b)

(—a)+(=b)+0=—(a+b)
(—a)+ (=b) = —(a+b)

Vale la pena tener en cuenta que esta propiedad no se satisface para el producto, en el sentido de
que no es cierto qu@ + b) ' = a ! + b1 es decir:

(@a+b)y ™t £alyb?
pues por ejemplogi=1yb=2
(a+b)™* = (1+2)! =(3)1=1/3 pero porotro lado

al+pbt=114+21=1+1/2=3)2

que son diferentes.

EJERCICIOS
1. Hallar el valor dex tal que;
a) 2x=26
b) 2x+ 7 = 8x— 10
C) 5X+ %x = 30— 2x

d) x—1+2x—3_ 6X+ 2
2 4 3

e) f 7x — /5 = V/3x
1
f) = (x+5) =6
9(x—2) 7(x—1)
9 =% "3
2. llustrar con ejemplos todas las propiedades de las operacionéméeas reales.

=6x+1

3. Cual es el inverso multiplicativo y el inverso aditivo de cada uno de los siguiefitesnos.

2, 3/4, 1/V/2, 0, —V7, 23, V2+/5
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4. Es verdadera alguna de las siguientes propiedades:
a+(b+c)=(@@a+b)+ (a+c)
(a+b)+-c=(a+c)+ (b+c)
5. Efectuar la operagn indicada
a) —2(3(4—-2)+6) +5(—2(—3+8)+9)
b) -6(3(7+6)—4(3-8)) —4((7—5)2—-16)
c) 25— 12— 3+ 16— 10 (depende del orden que se efiect?)
d) 120+-4+6-+5 (depende del orden en que se dfeaf?)
e) 26— (3)(5) + 7+ (4) (6) (depende del orden en que se diiect?)

a
.= = igual a:
6 b esigual a

Explique la respuesta.

7. Justificar la igualdad:

(3003

T

" a+b b

. a+b a b

vV, —— = ——+ —
—C C —a
—ab a

V. =5 ®
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8. Simplificar

a) -(@a—(-a+(@a-b)—(-b+a)—-3(-a-b)))
b) (=X+y)— {4x+2y+[-X—y— (x+y)]}

) X2 — {=Txy+ [-y?+ (=2 +3xy—2y*)| }

d) —X+{=(x4+y) =[x+ (y—=2)= (=x+y)]-Vy}]
e) —[-a+{—a+(a—b)—(a—b+c)—[-(—a)+b]}]

1.3. PROPIEDADES DE LOS EXPONENTES Y RADICALES

1.3.1. Caso patrticular: base real y exponente natural

Si aeR y neN sedefinea” como:

n

a'=a-a...a (nveces)

ad (-2)° = (-2) (-2) (-2) = -8
(3/7)5 = (3/7) (3/7) (3/7) (3/7) (3/7) = 243/16807

Propiedades
a) a"a" = a"tm

pues a’a™ =a...aa...a= a...a =a"m
S~ S~
nvecesmveces (n+m)veces

ad 38315=38 (/7 2/7° = 2/7®  (V))° (V)T = (VD)
b) (a-b)" = a"b"

pues (ab)" = (ab) (ab)...(ab)
nveces
=a-a...ab-b...b = a"b"
S—— ——
nveces nveces

ad [(3) (7/5)" = 3)*(7/5)"  [(—2/3 (m/11)]* = (-2/3* (m/11)*
c) (a/9" = a"/c" si c#0
se obtiene de (bparab=1/c

Asi (7/3)"=7/31
(-2/9)"=(-1)"2"/5" = (-2)"/5" = 2'/(~5)'
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d) (an) m _ anm

pues (@M)"=a"-a"...a"
mveces

=(a-a...a)(a.a...a)...(a-a...a)
——

nveces nveces nveces
mveces
=a-a...a
n-mveces
— an m

a (09T - 0 (o) - Codd)

1.3.2. Caso General

Si se pretende trabajar ca® siendoa y b nimeros reales, no se puede decir simplemente que
a® = a...a (b veces), pues si estees por ejemplo eliimero 3/46 /2 6 0.375291, no tiene el mis-
mo sentido decir qua se repite eseiimerob de veces, que cuando dses un fimero natural.

La definicbn deaP® paraay b reales se harmas adelante, pues para concretarla se requiere de
conocimientos no adquiridos todav Sin embargo en el trabajo que se pretende hacealgeira,
aparecdin con cierta frecuencia expresiones de este tipo. Para manipularlas se debe asumir que las
propiedades planteadas para el caso particut@armero real yn nUmero natural, se satisfacen para el
caso general, aso se asimile @n el significado total de estas expresiones. Aceptando este hecho es
posible dar interpreta@h para otros casos particulares:

aja"=1/4d si n esnatural
pues a " =a VM = (aV)" = (1/a) = (1/a) (1/a)... (1/a) = 1/

a§ 3 7= 1/37; (_ 2/\/§>—3 _ 1/(_2/\/§S\§eces

b) Asumiendo esta interpretéci paraa " se puede generalizar la propiedagidel caso particular
dado anteriormente s

(@/am) = a" "
sin,mson rumeros naturaleg cualquier real a# 0
pues (a"/a™) =a" 1/am=a"a ™ =a" ™
a§ 27/25 = 275 = 22; (—2)2/(—2)6 — (—2)2 %= (—2)*

c) a®=1 paratodo a#0
pues 1= a"/a" = a" " = a°

ad =1 (-8°=1 (m’=1
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d) a/" = Ya
para a> 0 sines par y para toda € R sinimpar.
Para comprender esta propiedad es necesario resaltar algunos aspectos relacionados con el con-
cepto de r&z n—ésima de un iimero real.
Se hadefinido y = y/x siysolosi y" = x

ad 4=v64 pues & =64
—2=v/—-32 pues (-2)° = —32

Observe que por ejemplo, comé 2 4y (— 2)2 = 4 entonces 2 y — 2 sonices cuadradas de
4,

Si se quiere hacer referencia a las désas se nota- V4 si es solamente a laiza2 se escribe
V4 6 ++4ysiesalarz—2 senota— /4

De esta definiéin se puede apreciar queasés un fimero negativo, por ejempl= —9 en-
tonces siy—9 = b se tiene qud? = — 9, lo cual es un absurdo pues todmmero elevado al
cuadrado debe ser mayor o igual a cero. (ver propiedad déiosenos reales). Lo mismo sucede
por ejemplo si se trata de hallar ldzauarta de-13,v/—13 = ¢ equivale a ¢* = —13, lo
que es absurdo pue$> 0 para toda.

De este hecho se concluye que alculo de r&cesn — ésimas com un nimero par deba re-
stringirse al caso en que la cantidad subradical sea positiva es decir:

Sin es pary/atiene sentido si y@o sia> 0

Ob<rvese que pamaimpar no se presenta este inconveniente, por tgfttiene sentido para
todoasinimpar.

Volviendo a la propiedad!/" = /a, por lo dicho anteriormente, esta interprebacidlo ten-
dra sentido para valores de> 0 en el caso que sea par y lo tendrpara tod@ € R sinimpar.
Esta interpretadin surge de la definion dey/a, pues

a=al=a""= (a/n)"

peroa= a" equivale a decif/a= o
luego parax = al/"

a= (a/™" equivale a decitya = a'/"

ad por ejemplo
(—=3)Y"= V=3  (=32Y* notiene sentido.

(25274 = /2527
e) a"" = Yan = (ya)"

paraa > 0, sin es par y para toda € R sin es impar, en efecto
am/n — gd/mm. _ (al/n)m _ (\,ya)m 6

am/n — gd/mm _ (am)l/n — am
ad por ejemplo
88/7 — /86 — (\7@)6 (=3)/2  no tiene sentido

(2530%3 = ¢/(2530* = (3/?3.0)4
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f) Con lainterpretadn de los exponentes racionales como radicales dad@h grie), y aplican-
do adecuadamente las propiedades de los exponentes, resultan obvias las siguientes propiedades
paratoda: cona>0yb>0.

vVan = a
Vab = y/avb
/va= wa
ad por ejemplo
VE -2 YO8 = oVIs V0=

EJERCICIOS
1. Va+b = a+ vb? Justificarlo con ejemplos.
2. Simplificar

75 a 11.p~16. c—22p¢?
15 T a-12p-15¢-204

ji. 1/81x8y4

. a%-vab+vabb®
- Ya2p4 a-1/2p3/2

iv. /625
(2°) (3%) (4%) (27°) (25)

(82) (92) (5%)

Vi.

3. Efectie las operaciones dadas
i, (4x5/2 — 2x73/2) x3/2
i (x -5/2 y3/2) (x x—5/2 _ y3/2)
i (X%y 4+ x72y3) (2x72y2 4 xy?)
v = 2)° (2)* ( 3)°(3)°
(8)(9) (27)
v«ﬁ+ﬁ+ﬁﬂﬁ—ﬁ)
vi. 24/700— 15,/1/45+ 4 ,/5/16— 56 \/1/7
vii. 7 v/450— 4/320+ 31/80 — 5/800
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(a*+b*)(a+b)?
V/a4d/a—2
x (2t 71\ /c—d\*

“\c—d/ \a+b/ \a+b
. 37108+ 1—10\3/625+ %\3/1715— 4932 g\%

. a+b a—b 1
i, (a—b)\/;—(aer)\/»HJr(Za—zb) %
xii. \/ad\/aya

-1
xiii. ("V/ "V Vat)
(x2/34 21/3) (xé/)?— Vox2 + 3/21)

viii. a®%p

X

Xi

<

1.4. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

El algebra se puede mirar como la generalizacie la aritnética en la medida que permite formular
propiedades de lodimeros observados en casos particulares, para todos los elementos de un conjunto
nunérico. Por ejemplo, la suma y la multiplicaai de imeros enteros permiten establecer que:

442=2+4 7+3=3+4+7 6-5=5-6

Algebraicamente esta propiedad se generaliza as

Simy nson rumeros enteros, entonces se satisface que:
m+n=n+m mn=n-m

La generalizadin anterior se establece haciendo uso de uimbdos llamados variables que rep-
resentan elementos arbitrarios de un conjuntoérigu sin especificar nirigy "imero en particular;

y otros $mbolos llamados constantes que representan elementosfiesgen fijos de ese conjunto
nunérico, y haciendo uso tan# de las operaciones definidas en el conjunto.

Generalmente se utilizan las primeras letras del alfabdia, etc, para simbolizar constantes y sus
Ultimas letrag, u, v, X, y, 0ara simbolizar variables. Tan@n se acostumbra a representar tanto con-
stantes como variables con letras sub-indizadas o super-indizadas, o con alfabeto griego especificando
de antemano cuales son constantes y cuales variables, por ejgmplp; y*, 23, a, 3, d.

Si se establece una colegnide variables y constantes, y se aplican operaciones (suma, resta, mul-
tiplicacion, division, etc) a los elementos de esa coléngise obtiene unexpresbn algebraica. Por
ejemplo para la colectn de variables y constantes:

{X) y) zZ, W, 27 4a 57 T, a’ b}
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éstas son algunas expresiones algebraicas:

Nt )
a-z ax+ by bz 4
Se supone que en las expresiones algebraicas las variables representan elementos de conjuntos que
hacen que la exprdsi algebraica eétbien definida, es decir, no se presentan denominadores nu-
los, radicales corindice par y subradical negativo o logaritmos demeros negativos. Asn la
primera expre$in algebraica dada arriba, se supang 0, z#0, en la segunda exprési se supone
(5w+ z)/(ax+ by) > 0, lo mismo queax+by## 0, y en la tercera exprési se supon®&z+# 0 ,

yx> 0,y tanto la base como el exponente no siémétamente iguales a cero. En este repasigie
bra se requiere particularmente recordar la simplifaracie expresiones algebraicas.

Si las variables y las constantes en las expresiones algebraicas represemansireales y las
operaciones eah bien definidas, entonces las expresiones algebraicastangpiresentanimeros
reales y por consiguiente para la simplifiéacse pueden utilizar las propiedades de las operaciones
fundamentales de lodimeros reales, las propiedades de los exponentes, radicales y fracciones, y los
llamadosproductos notables, procesos de factoriobacy de racionalizadin.

1.4.1. Productos Notables

1. Para realizar la multiplicath (x+Yy) (x—Y) se aplica la propiedad distributiva de la multipli-
cacbn de rumeros reales sobre la suma de la siguiente forma:

(X+Y)(X—Y) =(X+Yy)X— (X+Y)y
=R Xy Xy~ =Xy

es decir:
(z+y)(z—y)==x*—y?
resultado que se sintetiza psuma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados

Ejemplos:
i (y2—3y) (y2+3y) = y*—9y?
i, (at1—2b1) (axtl 4 2p%1) = (axt1)? — (2% 1)% = a2+2 _ 4p2x-2
ii. (V5 - 92) (V54 92) = (95) - (v2) = ¥25- ¥4
iv. (a2+3-2a) (a2+3+2a) = (a2+3)° - (2a)?

V. (x57y5) (x5+y5) (XlOerlO) — (Xloiylo) (x10+y1°) — (X207y20)

2. Al utilizar nuevamente la propiedad distributiva de la multiplibacile rumeros reales; para
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realizar el productdx+a) (x+b) se sigue el procedimiento:

(x+a)(X+b) =(x+a)x+ (x+a)b
=x2+ax+bx+ab
=x?+ (a+b)x+ab
es decir:
(x+a)(x+b)=x24+(a+b)x+ (abd)

obtenéndose un polinomio de segundo grado en el que se observa que el coeficiefterde
tante que acomjia ax) es la suma+ by el ttrmino independiente es el produeto.

Ejemplos:
i (X+3) (x+4) =X+ (3+4)x+ (3) (4) = x>+ 7x+12
ii. (x—10/7)X+5/2) =x2+(—10/7+5/2)x+(—10/7)(6/2) =x?+ (15/14)x—25/7
3. Tambeén a partir de la propiedad distributiva se tiene:
(XY = (X+Y) (X +Y) = (X+y)x+ (X+Y)y

=X2 4 Xy+Xy+y?
= X%+ 2xy+Y?

Es decir:
(z+y)?==z+2zy+y”
En forma a@aloga se obtienen los siguientes resultados:
(z—y)* =2 —2zy +y°
(x+1y)® =2®+32%y + 3zy® + 9>
(v —y)® =a® — 32’y + 3zy® —¢°.

Ejemplos:

i (2x2+3y)° = (2x3)% + 2(2x3) (3y) + (3y)?
= 4x% + 12x%y + 9y?

i, (x a+1_2xa—2)2 = (x a+l)2_2(x a+l) (2xa-2) 4 (2xa‘2)2
— X2a+2_4X2a71+ 4x2a—4
i (V2-2v2) = (¥2) - 292272 + (2v2)
= V4 —-4J2y2+ 8
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iv. (2x2 —3y2 4 2¢)% = (2x2 — 3y?)® + 2 (2x% — 3y?) (2¢) + (2¢)?
— (2x2)% =2 (2x?) (3y?) + (3y?) *+2 (2x? — 3y?) (2¢) + (2c)?
= 4x* — 12x%y? + 9y* + 8x%c — 12y?c + 4c?

v. (2xy? — a%b)® = (2xy?)® — 3(2xy?) 2 (a%b) + 3(2xy?) (a2b)® — (a2b)°

vi. (2\‘V§+ \3@)3: (2¢/3)° + 3(2¢3)° (\3@) +3(2V3) <\3/§)2 + (\3@)3
= 8V27 + 12792 + 6V3V4 + 2

4. Al realizar la multiplicaddn (x—y) (x2 + xy + y?) se obtiene:

(X—Y) (X2 +xy+y?) = (X—y)X2+ (X—yY)Xy+ (X~ y)y?
— 3y XAy — Xy xy2— B
—x3_y3

En resumen:
(x—y)(z’+zy+y?) =2 —y°
Similarmente:
(x+y)(x?—wy+y*) =2 +y°

Ejemplos:
i (a2 —b%) (a*+ 2%+ b°) = (a)° — (b%)° = & —b°
i. (a®+b) (a®—a’b+b?) = (a3)3 + b= a%+ s
ii. (1+5°3) (1-5°345%3) = (1+5%)
EJERCICIOS

Utilice los productos notables estudiados para hallar en cada éxpdzgia otra equivalente a ella.
1, (\3/5— \3@) (%Jr\ﬁ)

. (@m—-b" @™+ b")

(26 -39 (2 + 3
) (X2_y2) (X2+y2) (X4—|—y4)
(

2y2/5 _ 3X2) (2y2/5 + 3X2)

2
3
4.
5



1.4. EXPRESIONES ALGEBRAICAS 25

7. (323 4 2b%)*
8. (\f+f)
9. (38 + 2b?)°

- )

%

10.

11. (V2+ V3 - ﬂ)

13.

(
(

12. (3v2-5 )
(2abe- vabe)

14. (213 — 1) (22/3 + 23 + 1)

(
15. (44/3_22/3) (48/3_{_44/3‘22/3_'_24/3)

16. (1+a) (1—a+a?)
17. (3a— 5b) (9a% + 15ab+ 25b?)

1.4.2. Factorizacon

Factorizar una exprdsm algebraica, presentada como una suma, es escribirla o presentarla como
multiplicacion de varios factores:

1. Reduccbn de ttrminos semejantes.

Una de las expresionesas sencillas de factorizar emx+ bx+ cx, en la cual cada uno de los
terminos tiene a como factor. En este caso al utilizar la propiedad distributiva deliasanos
reales se obtiene:

ar+br+cr=(a+b+c)x
Ejemplos:
a) 2x%y 4 3x%y — 6x%y = (2 + 3— 6) X%y

b)a®+a—ab-b=a(a+1) —b(a+1)
=(a+1) (a—b)

c) a®x* — 3bx® + a%y? — 3by? =x? (a® — 3b) + y? (a® — 3b)
~ (@ 3) (247
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d) a®x — ax® — 2a%y + 2axy+ x° — 2x%y = (a’x — 2a%y) — (ax? — 2axy) + (x> — 2x%)
=a?(x—2y) — ax (x—2y) + x> (x—2y)
= (x—2y) (&% — ax+ %)

Otras formas importantes de factorizZatison las que se obtienen de los productos notables
tratados afs, lédos “de derecha a izquierda”™:

2. Factorizacion de cuadréticas
Del producto notable (% a)(x+b) = x2+ (a+b)x+ ab, lédo “de derecha a izquierda” se
obtiene la muy pactica brmula de factorizadin:

2+ (a+b)x+ab= (z+a)(x+Db)

ad ante la necesidad de factorizar la expbask® + 5x+ 6, sedin la formula se deben buscar
dos rumeros cuya suma sea 5y cuyo producto sea 6. Esodidosras son 2 y 3, luego
X2 4+ 5X+6 = (X+2)(x+3)

Ejemplos:
a) x> —5x+6 = (x—2) (x—3)

2
b) 6x2 + 7x— 3= (6x)° + 7(6x) — 18

(10a)®> — 17(10ab) + 30b?
(2) (5)
(10a — 2b) (10a — 15b)

(2) (5)
= (5a — b) (2a — 3b)

c) 10a? — 17ab + 3b? =

3. Diferencia de cuadrados.

v’ —y?’=(r+y)(z—y)

Es decir la diferencia de cuadrados es igual a la suma por la diferencia.

Ejemplos:
a) 4x2 — 9y? = (2x — 3y) (2x + 3y)
b) (a+b)> — (c+d)> = (@a+b — (c+d)) (a+b+c+d)
) x—y = (V0* = (W)= (V&= v¥) (VX + )
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4. Trinomio cuadrado perfecto.
z?+2ey+y® = (z+y)?

z?—2zy+y?=(z—y)?

Ejemplos:
a) 92 — 6xy + y2 = (3x— y)?
b) a_2x—s—2 4 2ax+1bx+2 + b2x+4 — (ax+1 + bx+2)2

c) 4(a+b)? + 12(a+b) (c+d) + 9(c+d)? = (2(a+h) + 3(c+d))?

5. Cubos perfectos
® +32%y+ 3z’ + ¥ = (z+y)® vy

z® — 322y + 3zy® — y® = (z — y)°

Ejemplos:
a) 8+ 36x+ 54% + 278 = (2+3%)°
b) 8a® — 36a%b + 54ak? — 27b3 = (2a — 3b)®
C) 125%2 + 600Xy + 96020 + 5125 — (5 4 8yF)°

6. Suma y diferencia de cubos.
?+y° = (x+y) (2®—zy+y®) v

z® —y® = (z—y) (* + zy + v?)

Ejemplos:
a) X —b% = (@ - b%) (X + %% + b°)
b) 64+ & = (4+2%) (4 —4a° + )
¢) 27 — (a+b)° = [3x— (a+b)] ((8%°+3x(a+b) + (a+ b))

d) (x+ 1%+ (x=2° = ((x+ 1) + (x=2)) ((x+ 2 = (x+1) (x=2) + (x— 2))
(2x—1) (¥ —x+7)
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EJERCICIOS

Factorize completamente las siguientes expresiones.
1. X +x—xy—y

2. x3 —x—x%+y

3. 6x2 + xy—y?

4. a® — b3 4 2b3x? — 2a°x?
5. a%2+9a+ 20

6. a2 —7a+12
7.a°2-6a+9

8. 6x2 —x—2

9. 6x2 + 7xy— 3y?

10. m* + m?n? + n*

11. 15+ 14x — 8x2

12. x5 4 x3 -2

13. 2VX2 +5x+ 2

14. 4a2" — p?

15. (x8 —y?®)

16. (V6-2)

17. (m? + n2)2 —a?

18. 8x3 — y3

19. (x3y® — 216y1?)

20. (m—2)* — (m—4)®

21. 1253 + 150a%b + 60ab? + 8b3

22. 27— 27x + 9x2 — x3

9x* + 12x2y3 + 4y5

23.
3x2 + 2y3
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1.4.3. Racionalizadn

Racionalizar un numerador (0 un denominador) es utilizar un procedimiéfitto\que haga de-
saparecer los radicales del numerador (o denominador) de una érpaggbraica fraccionaria. Un
procedimiento &lido es multiplicar numerador y denominador de la exprepor una expreén ade-
cuada llamadéactor racionalizante, que permita precisamente eliminar el radical deseado.

Ejemplos

L _1v2_ v

V2o V2v2 oo 2

.1 1 2238 2238 a4

B T AR 2R T 2 T 2
i 1 1(/X+2) X+ 2

VK2 (K- K+ x4

Observe que si aparece una exgasie la forma; el radical del denominador se
va++vb

elimi-na multiplicando numerador y denominador pga— /b , ya que de esta forma en el
denominador aparedg/a+v/b)(y/a—v/b) que es igual a la diferencia de cuadradg®)? —
(vb)? que elimina los radicales.

1 1 (VX+2 — Vx+1)
VXF2+Vx+1 (K24 Vx+1) (VX2 - Vx+ D)
VX r2- kTl
(x+2)—(x+1)
VX F2-Vx+d
1

Observe que si aparece en el denominagar- v/b , para eliminar el radical se debe obtener
(#a)® + (vb)® y este no se consigue multiplicando numerador y denominadog/por v'b

pues<\3/é+ \3/5) (3/51— \3/5) = (¥a)? — (vb)? que no elimina los radicales.

Para conseguirlo recuerde gxiet y3 = (x+Yy) (X% — xy+y?) por lo tanto si se tienéa-+ v/b
y se multiplica por((g’/é)2 — Javyb+ (\%)Z) se obtiend ¥a)3+ (vVb)® = a+ by se eliminan
los radicales por ejemplo

1 (1— 234 223)

Y1592 (1128 (1218 22

12134223
1+2
1-—21/3 + 22/3
- 3
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. 1 (x4/3 X233 y2/3)
Vi. x2/3 _y1/3 - (@73 — yi73) (473 1 x2/3yL/3 1 y2/3)
X4/3 4 x2/3L/3 4 y2/3
= Y
EJERCICIOS

1. Racionalizar el denominador en las expresiones siguientes.

1

. e
1
" V24+3-2V5
4

V9-V3+1
1

V3 + Xy + Vy?

Vi, ——————

Vii.

viii. —+ -

X+1-x
6Xx+ 2
x3—\/2x—7
4x+1
IX+x2+5
2x—3
(Vax+2) (Vox+1-4)
4x
X2 + 2X— 6,/X
2x—3
X2+ X+ 1—
3%
X— 94 7/2x+5

Xi.

Xii.

Xiii.

Xiv.

XV.

2. Racionalizar el numerador en las expresiones siguientes.
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o (x + h)? — V2
h

(x4 h)® =@
h
X+ vVX+1
X
VX+1—
" 3VX2+5
v VX—+2x—5
T 4Yx+1
/2x— 4
' 4x2+3\/>?

V2X—3— X
6\& +5

Vii.

1.4.4. Simplificacon de Expresiones Algebraicas

Simplificar una expreén algebraica significa encontrar una formasysimple o sencilla de es-
cribirla y que sea equivalente a ella.

Ejemplos

. [72a°b?8
i. XayE se simplifica as
72a°p® _ [(36) ( (a) (b®)  6a*b*y2a
Tx4y4 x4y4 - x2y?2

_a-l2x-2 x-23yL/4 3a7/24471/2
" 3asxzy-1 X2y2—1/2 x—8/3y5/4
a-1/237/2  y-2/3y—2y4 y1/4 71/2
a3 X2x2x 83  yy-Lyb/A 712
a® x~83%1 z

Tad xsy t Ty

v/18x3y4z5  §/(2).32.x3.y4z5
V/3x2y2z3  {/3x2y273
By i
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21/6.32/643/6/4/6 ;5/6
31/4x2/4y2/4 73/4

=(2 1/6 32/6 x3/6/4/6 25/6) (3 ~1/4y-2/4y-2/4 T3/4)

— 21/631/12y0,2/1251/12

— ¥/27(3)y2z
= ¥/12y2z
. 3+ 1 o lifica &
\"A X2(X+1)—X(X—|—l)—|— (X—l—l) se simplifica as
X+ 1 _ x4+ (E-x+1) i
Tl Xt D 1 D) - e R—xg1) L+ S x#-1
Xx—x%y—y X (x—y)+(x-y)
YR X TRy YT R (x—y) - (X—)
(x—y) (+1)
S (x—y) (& -1)
(x+1) (¥ —x+1)
T (x—1) x+1)
X2 —x+1
o x-1
. (2a?—14a+24) (a—-3) (a®+9a+20) _ (a°—16)
" TT@@iB5a) (4a-4)  (@—-6a+9) = (2a2-2a)
2@ -7a+12) (a-3) (a+5)(@+4) 2a(a-1)
a(a+5) 4(a—1)  (a—3)7 (a—4)@+4)
2(a—3)(a—4) (a—3) (a+5)(a+49 2a(a—-1)
~  a(a+5 4(a-1) (a—3)? (a—4)(@+4)
i E-x=2) (-9  (x-2J(x+D(x-3)(x+3) _,
e —2x—3) @ +x-6)  (Xx+1)(x-3)(x+3)(x—2)
. 3m? +5mn—8n>  3m? — 3mn+ 8mn— 8n?
VIII. (m?’—n3) = e _ e
~3m(m—n) 48n (m—n)
N ms — n3
(m—n) (3m+ 8n) 3m+8n

T (m-n) (M+mn+nd)  m?+mn+ n?
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1 1
1+ 1 1+2+x 1+X
ix. 1+m: 1+x  _ 1+2+x
1 1 1-x
1-—— 11— 1+
1 — X X
1= 1= 1-—x
3+ 2x
_ 24X _ B+20x
1 T (24%
X
3x+ 2x?
T T 2+4x
y 6x+ 12
T Tx+12 (x+1) (x+2) — (6x+12)
N x-5  _ (x+2) (x—5)
11x— 22 (x—4) (x—2) + (11x - 22)
X—4+ =73 X—2) X+ 7)
X+ 7
(x+1) Xx+2)—6(x+2)
(x+2) (x—5)
o (x—4) x—2) +11(x—2)
(X—2) (x+7)
(X+2) (x+1-6)
(x+2) (x—5)
(x—2) x—4+11)
(Xx—2) (x+7)
(x+2) (x—15)
_ (X+2) (x=5) _ 1
(X—2) (x+7)
(Xx—2) (x+7)
EJERCICIOS

Simplificar las siguientes expresiones.

1 X+y X+2y y
CoXy Xy+y2 = X24 Xy

X+ 2 X+ 1 4x2% + 6x+ 3
2. + + 5
3x—-1 3—-2x 6x% — 11x+ 3
m-—n n—a 2a—m
3. +
mn na ma
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4
5.

10.

11.

14.
15.

16.

. (a®+a*tt +a?) (a* —a)

(a™-3) (@M+3) (a®m+ 9)
8x3 + 12x2%y + 6xy? + y°
6Xx2 + xy —y?

(x3—3x) (x3—-1)
(x4 +x3+x2) (x2-1)

x4 4+ x—x3y—vy
X3 —X— X2y +y
(x2—x—2) (x2-9)
2_-2x—3) (X2 +x—6)

(x2 —

a2 8a+7 a*-36\ L a’-a-—42
—11a+30 a2-1 —4a-5
—14a+24 a-3 a®+9a+20\ , a’-16
a2+ 5a "4a-4 aZ-6a+9 2a? - 2a

2

12 1—a+1+a
C2 2
1+a 1-a

a l1-a
"1-a a

a 1-a

(m+n)2—-x2] [(m=n)2—x?

(M+x)2—-n2] [m2+mn—mx

(a+b)?-c®* (a+c)?-b*]  a+b+c

(a—b)2—c? a%?+ab—ac| ° a2

16x* — 24xy +9y* 64x3 — 27y3
16x — 12y " 32x2 4 24xy+ 18y?2

1

~

12x%2 — x — 20 2x + 3
"\ 6x2+19x + 15 4x + 5



Capitulo

DESIGUALDADES Y VALOR
ABSOLUTO

2.1. PROPIEDADES DE ORDEN Y DESIGUALDADES

Como se hata dicho anteriormente losimeros reales se pueden ubicar en una rectarfdola
completamente, de tal forma que cadenero real se identifica con un punto de la recta y cualquier
punto de la recta representaimico rimero real. En la ubica@n de los elementos de los diferentes
sistemas nugricos en esta recta se ha tenido en cuenta ordenarlos de tal forma que al recorrer los
puntos de la recta de izquierda a derecha se recorrarutosnes que representan estos puntos, de
menor a mayor.

FIGURANC 2.1

Resulta muy pactico para el trabajo conimeros reales clasificarlos en tres grupos: un primer
grupo formado por un solo elementd,cero, un segundo grupo formado por todos los elementos a
la derecha del cero, es decir denmeros mayores que cero que se llamaimeros reales positivos
y un tercer grupo de los que se encuentran a la izquierda del cero es decir menores que cero que se
llamarannimeros reales negativos.
De esta clasificabin resulta evidente que uriimero real 8lo puede pertenecer a uno de estos tres
grupos.
Otro hecho que se puede tomar como evidente a partir de la mangputpcd se ha venido haciendo
con los rimeros positivos por medio de la suma y el producto en la @tita elemental, es que la
suma y producto de dosimeros positivos siempre son positivo.

Las propiedades de orden de lasweros reales tienen que ver con las relaciones entre ellos, con-
siderando su ubica@n en la recta real. El estudio de estas propiedades tiene como fundamento los

35
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dos hechos evidentes a los que se ha hecho referencia y que se conocen con el nombre de axiomas de
orden, cuyo enunciado riguroso es:

2.1.1. Axiomas de orden

Si se nota poR™ el conjunto de los iimeros reales positivos se tiene:

i. Ley de Tricotomia. Sia es un fumero real, se cumple una §le una de las siguientes afirma-
ciones:
a=0, acRT", —acR"

ii. Clausura parala sumay producto enR* . Siay b pertenecen " entonces:

at+beR" y abeRT.

Ya se sabe que si urimeroa es mayor qué entoncesa est a la derecha de en la recta real,
pero es necesario dar una defigitide quea es mayor qué que sea manipulable sin necesidad
de recurrir a ese objeto geétnico que es la recta. Para ello observe que si se tomanithosros
positivos 5 y 3 se sabe geémmicamente que 5 es mayor que 3y adsrb— 3 = 2 que es positivo;
si se toman uno positivo y uno negativo 72, 7 es mayor que-2 (7 esk a la derechade2) vy;
7—(—2) =7+ 2=9 que es positivo; si se toman dos negativdd y —3, es claro que come3
esh a la derecha de8 entonces- 3 es mayor que-8y —3 — (—8) = —3 + 8 = 5 que es positivo.
Es decir que independientemente da gib son positivos 0 negativosges mayor qué, a— b (el
mayor menos el menor) es positivo. Es este precisamente el argumento que permite dar ur@ndefinici
dea mayor queb.

Definicion
Dadosay b nimeros reales entonces:

i. Se dice quea es mayor quéy se notaa > b siy lo sia — b € R*. Tambin se dice qub es
menor queay se noteb < a.

ii. Se dice queaes mayor oigual quby se notaa>bsiy losia=b 6 a> b También se
dice queb < a.
Las expresiones algebraicas que involucraiotslos> 6 <, > 06 < seconocencon el
nombre de desigualdades o inecuaciones.

2.1.2. Otras propiedades de orden
Propiedad 1

Sia > bentonces + ¢ > b + c para todo reat.
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Demostraddn

a > b significa por definidn que(a— b) € R™, de dondéa — b) + 0 € R* que se puede escribir
como(a—b) + (c—c) € R, esdecifa+ c) — (b+ c) € R* que por definiddn de> significa que
(a+c)> (b+c).

Esta propiedad establece que a los dos lados de una desigualdad se le puede sUmerareal
sin que la desigualdad cambie de sentido.

Ejemplo

4 > 3 implica que 4+5 > 3+5.

Ejemplo

Six+ 3 > 5entoncex + 3 -3 > 5— 3, entoncex > 2

Propiedad 2 (Transitiva)
Sia>b y b > c entoncesa > c.
Demostraddn
Sia>b y b>c entoncesa—b>0y b—-c>0, luego (a—b)+ (b—c) >0 (axioma

ii.), pero (a—b)+ (b—c) =a—c portanto a— c > 0, luego por definiddn de > se tiene
que a>cC

Ejemplo
10>8 y 8> 4 entonces 10- 4

Propiedad 3

Sia>b y c> 0entoncesac > bc.
Demostraddn

Comoa > b entoncesa—b >0 y comoc > 0 entoncesc(a—b) =ca—cb> 0 (axioma ii.) por
tanto ac > bc

Esta propiedad establece que los dos lados de una desigualdad se pueden multiplicaliperan n
real positivo cualquiera, sin que la desigualdad cambie de sentido.

Ejemplo
5 > 3 entonces5) (4) > (3) (4), pues 4> 0.
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Ejemplo

. 3 9 1
Si3x> 8 entonces3—x > é; pue:s§ > 0y por lo tantax > 3.

Propiedad 4

Sia> by c< 0entoncesic < bc.
Demostradbn
Adapte la demostragn de la propiedad 3.

Esta propiedad establece que si los lados de una desigualdad se multiplican poresa real
negativo cualquiera, entonces la desigualdad cambia de sentido.
Ejemplo

12 > 9 entonces 12— 3) < 9 (—3) pues—3 < 0.

Ejemplo

4x 1 1
4x > 12 entoncesrz < 12 <— 4) pues—z1 < 0, portanto—x < — 3.

Propiedad 5

ab>0siydlosij[(a>0yb>0) 06 (a<0yb<0)]

Demostraddn

De las propiedades anteriores resulta claro gue si 0 entonces ib > 0 ysib < 0 entonces
1/b < 0 (¢por qé?).

=) Supongaquab > 0
Sib> 0 entonces 1/b- 0, portanto (ab)(1/b)>0 as a(1)> 0, luegoa> 0.
En forma a@aloga sib < 0 entonces < 0.

<) Sia> 0y b> 0entoncesib > 0 (axioma ii.)
Ahorasia< 0y b< Oentonces-a>0 y — b > 0 (porqwe?).

Por tanto(—a) (—b) > 0 (axioma ii.), pero ya se habdemostrado que-a) (—b) = abde donde
se concluye quab > 0.
Ejemplo

(Xx—3)(x+3) >0siydlosi(x—3>0yx+3>0)0(x—3<0yx+3<0)es decir:
(Xx>3yx>-3)0(x<3yx< —3).
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Propiedad 6
ab< Osiy®los[(a<0yb>0)6(a>0yb<0)

Demostraddn
Adapte la demostragn de la propiedad 5.

Ejemplo

X(X—1)<0siyDlosix >0y x—1<0)6(x<0y x—1>0),esdecir(x>0yx<1)
O0(x<0yx>1).

Propiedad 7
Sia>b yc>d entonces a+c>b+d.
Demostraddn
Comoa>b y ¢c>d entonces a—b>0y c—d>0
y por el axiomaii.)

(a—b)+(c—d) >0 esdecir (a+c)— (b+d) >0 que por definidn de > equivale a:
a+c>b+d.

Esta desigualdad establece que se pueden sumar miembro a miembro desigualdades del mismo
sentido, dando como resultado otra desigualdad del mismo sentido.
Ejemplo

3>-2y6>5entonces 36 > —2+5,esdecir 9> 3.

Propiedad 8

Sia>b, a>0, b>0entonces la< 1/b
Demostraddn

Seaa > b, comoa > 0 entonces 1/a- 0, portanto a(1/a) > b(1/a), por consiguiente
1> b(1/a). Ahoracomob > 0 entonces 1/b>0 yas (1/b)1 > (1/b) (b) (1/a) es decir
(1/b) > (1) (1/a)luego(1/b) > (1/a).

Esta propiedad afirma que al tomar losipeocos (inverso para la multiplicaei) a los dos lados
de una desigualdad, el sentido de la desigualdad cambia, siempre y cuando lesrdogst de la
desigualdad sean positivos. (esta propiedad tamd® cumple cuando tanégocomob son negativos).
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Ejemplo
12> 8 implicaque ¥12 < 1/8.

Ejemplo

—3> —5implica que-1/3< —1/5.

INTERVALOS

Frecuentemente resulta necesario para desigualdades donde aparece una variaislelé ama)
hallar todos los valores que puede tomar esta variable para que la desigualdad sea verdadera. El con-
junto de estos valores se llama conjunto sdloaile la desigualdad y su presenbacgeneralmente
tiene la forma de reutn de unos subconjuntos particulares de R llamados intervalos; los cuales se
definen a continuaén.

Seanay b nUmeros reales, cam< b

1. El conjunto de todos losiimeros reales que son mayores o igualesagyenenores o iguales
queb se nota pofa,b] , se llama intervalo cerrado, es decir:

[a,b] ={x|a<x<b}

FIGURAN° 2.2

2. El conjunto de los imeros reales que son mayores quemenores qué , se nota(a,b) , se
llama intervalo abierto, es decir,

(a,b) ={x]a<x<b}

QO
[axlle)

FIGURA N° 2.3
3. Tambén se puede definir otro tipo de intervalo de uso frecuente como:

[a,b)={x|a<x<b} Y g
FIGURA N° 2.4
(a,b]={x|a<x<b} < "
FIGURA N° 2.5
[a,-+e0) = {x| a< x} .

FIGURA N° 2.6
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(@,4w) = {x]a<x} S
FIGURAN® 2.7
(—oo,b] ={x|x< b} >
FIGURAN® 2.8
(—OO,b):{X‘X<b} o
FIGURAN® 2.9 b

(_ooa +°°) =R
FIGURA N° 2.10
El uso adecuado de las propiedades de orden ddilmems reales es la base para hallar el conjun-
to solucbn de desigualdades. La forma de usarlas se iléstan algunos ejemplogpicos de las
diferentes situaciones que se presentan frecuentemente.

Ejemplo

Determinar la soluéin de la desigualdad 4x+ 5 < —x + 8.

Si se suma a cada lado de la desigualdadigiero -5 se obtiene4x+5—-5< —x+8—-50
sea—4x < —Xx+ 3,y si ahora se suma a cada lado de la desiguaddselobserva que
—4X+ X < —X+ x4+ 3, es decir—3x < 3,y multiplicando cada miembro de3x < 3 por—1/3 se
tiene quex > —1;y de aqiise concluye que la solum de la desigualdad €g |x > —1} es decir,
el intervalo(—1, + ). La solucbn se puede representaaticamente por:

1 0 1 Yoo

FIGURAN° 2.11

Observe que si se toma por ejemgle- 1y se reemplaza en la desigualdadx+ 5 < —x + 8,
setiene qué—4) (1) +5=1< —1+ 8 = 7, es decirx=1 es soludn de esta desigualdad, pero si
se tomara = — 3y se reemplazara, se ve claramente xjae — 3 no es solud@n de la desigualdad
yaque 12+ 5= 17 no es menor que8 8 = 11.

Ejemplo

Halle los valores d& que satisfacen el sistema de desigualdades
2Xx—2<4; x—1<3x-5; —2x< —x+1.

En este caso se resuelve cada desigualdad por separado y larsdielcsistema de desigualdades,
es el conjunto formado por los elementos comunes de las tres soluciones:

i. 2x — 2 < 4 implica que X < 6, es decirx < 3, luego la solu@n de esta desigualdad es
(—007 3] = S.I.
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ii. x—1 < 3x— 5 implica que 4< 2x, es decir 2< X, luego la soludn de esta desigualdad es
[27+°°) =S

iil. —2x< —x+ 1 implica que—x < 1, es decix > —1, luego la solu@n de esta desigualdad es
[_1’+°°) =5

Asi que la soludin del sistema es:

S=S NSNS = (-,3]N[2,+w)N[-1,+w) = [2,3]

graficamente:
S
1 0 1 2 3

S

2 3 4 5 6
S

1 0 1 2 3
S

2 3

FIGURA N° 2.12
Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de la desigualdad— 2 < 2x— 3 < 2+ x es equivalente a hallar los
valo-res dex que satisfacen el sistema 2 < 2x—3, 2x—3<2+x. (cual es la solu@n?).

Ejemplo
Halle el conjunto soluéin de la desigualdad (x—1)(x+1) <0
(x—1)(x+1)<0 siylod (x—1>0 y x+1<0) 6 (x—1<0 vy x+1>0)

i. Como x—1>0 y x+1<0, setieneque x>1 y x< —1, cuya soludn es
(1,+°°)ﬂ(—°°,—l) =0

ii. Lasolucondel sistemx—1<0 y x+1>0 es (—1,1), yaquex<1l y x>—1 implica
que x€ (—,1) y xe(—1,0) esdecirxe (—co,1)N(—1,40)=(-1,1).



2.1. PROPIEDADES DE ORDEN Y DESIGUALDADES 43

Luego la soludn de la desigualdagk—1)(x+1) < 0esS=§US = @U(—-1,1) = (—-1,1)

La desigualdad anterior se puede resolver por atodo nas sencillo, que consiste en dividRren
determinados intervalos y analizar la desigualdad en cada uno de ellos.

Para hallar estos intervalos se buscan los valores gdara los cuales cada uno de los factores se
anula. Los factores de la desigualdad-1)(x+1) < 0 se anulanex=1 y x= —1 respectivamente,
se procede a localizarlos en la recta rauica.

-1

e

FIGURAN° 2.13

Asi los intervalos a considerar soff:—c, —1],(—1,1] y (1,+), cuya reurbn esR, por lo tanto el
ardlisis de las soluciones en cada intervalo debe conducir a todas las soluciones posibles. El conjunto
de solucbn de la desigualdad es la Gnide todas las soluciones obtenidas al analizar cada intervalo
por separado. El procedimiento es como sigue:

Sobre la recta nuérica se ubican los puntos donde cada factor se anula. En cada uno de los interva-
los en que se divide la recta se analiza cada factor por separado en el sentidd és&stlpositivo
0 negativo, colocando & - sedin el caso. Luego de realizar esteédlisis para todos los factores en
todos los intervalos, se hace en cada intervalo el producto de los signos de los factores dando como
resultado+ 6 —; este intervalo sé@ro no parte de la solum sedin la desigualdad sea de la forma
producto de factores 0 6 < 0. El siguiente ejemplo ilustrareste rétodo.

Ejemplo

Para hallar el conjunto solumi de la desigualdaxi(x — 1)(x+ 1) < O; primero se consideran los
puntos donde los factores se anulan, en estexcasd, x = 1, x = —1. El factor x es positivo st > 0
y negativo si < 0, luego:
I t+++++++++ A+

0

FIGURA N° 2.14

El factorx— 1 es positivo sk > 1 y negativo sk < 1; luego:
X—1 -==-==-=-=-»---=-=------- ++++++++ A+ +

0 1

FIGURA N° 2.15

El factorx+ 1 es positivo sk > —1 y negativo sk < —1, luego:
X+1 ---------- t+++++++++ A+ A+

-1 0 1

FIGURA N° 2.16
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Los tres gaficos anteriores se representan en uno séfo as

X - ---- | o----- +++++ +++++
X—1  =-==- ] ==-=-=-=- | ----- +++++
X+1  ----- +++++ +++++ +++++

- 1 + 0 - 1 +
Prod ¢) (+) ) (+)
FIGURAN° 2.17

Los intervalos a considerar sof-o, —1], (—1,0], (0,1] y (1,4). Los puntos-1, 0y 1 no son
solucbn de la desigualdad, ya que si se reemplagar +1 6 por 06 por—1 enx(x—1)(x+1) <0,
se obtiene que & O.

Puesto que la desigualdad es coR, el intervalo(—,—1) es soluddn ya que el producto de los
tres factores e6-), (< 0); el intervalo(—1,0) no es soludn ya que el producto de los tres factores
es(+), (> 0) el intervalo(0,1) es soluaddn, ya que el producto de los tres factoreg-e$, (< 0); el
intervalo(1,+) no es soludn, pues el producto de los tres factore$-ej (> 0).

Luego el conjunto soludh de esta desigualdad és:, —1)U(0,1)

Ejemplo
Para hallar la soludin de la desigualdad 14 1 hay varias formas de hacerlo:
1. Six> 0, se tiene que 1/x 1 es equivalente a> 1, as se tiene, que la solumn esx > 1 si
x> 0, es deci(1,+0) N (0,40) = (1,4), luego la soludn es el intervaldl,+) six > 0.

Six< 0, se tiene que 1/x 1 es equivalente a % x, luego dex < 1y x < 0, se concluye que
x < 0, as la solucbn es(—,0) six < 0.

Por tanto la soluéin total de la desigualdad €s,0)U (1,+00).

2. 1/x< 1, equivale a(1/x) —1 < 0, que a su vez equivale @ — x)/x < 0; y esto se puede
solucionar de tres formas diferentes:

a) Six> 0, entoncegl —x)/x < 0 equivale a es decir> 1, luego la solu@n es
(17+°°) N (0,4—00) - (lv+°°)'

Six<0,(1-x)/x< 0 es equivalente @ — x) > 0 (multiplicando pox < 0, los dos lados
de la desigualdad), Bquex < 1, luego la solu@n es(—o,1)N (—,0) = (—,0).

Por tanto la soluéin total eq(—c0,0) U (1,+00).

b) (1-x)/x<0siydlosi(l1-x<0 y x>0)06(1-x>0 y x<0),esdecir
(x>1 y x>0)06(x<1l y x<0),luego lasoludn total es

{(1700) N [O7+°°)} U {(—oo’ 1)ﬂ (_0070)} = (1,+°°) U (_00’0)
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c) Por el nétodo usado en el ejemplo anterior se tiene que:
1-x>0 si x<1 y 1-x<0 si x>1,asque:

X +4+++++ ++++++ | - -----
1-x  ------- +4+++++ +H++++++

©) 0 *) 1 )

FIGURA N° 2.18

La solucbn de la desigualdad — x) /x < 0 es la unbn de los intervalog—c,0) y (1,4),
ya que en ellos el producto de los dos factdies x) y (1/X) son negativos, es decir
Ejemplo S=(—,0)U(1,4+). Los puntos 0y 1 no pertenecen al conjunto s@ncya que no

satisfacen la desigualdadl — x) /x < O.
Halle el conjunto soluéin de la desigualdad:

(x—1)(x—4)(x—5)(x—10)

T A1) O

teniendo en cuenta que ai> 0 entonces 1/a& 0y que sia < 0 entonces 1/& 0, resulta que las
llamadas leyes de los signos para el producto son las mismas para el cociente, por lo tanto en lo que
se refiere a analizar el signo de este cociente @&srde los signos de los factores de numerados y
denominador, es similar tratarlo como un producto asumiendo que los factores del denominador son
factores pero en el numerador.

Esto se puede justificar tanéni de otra forma: independientemente de los signos @€ + 4),
(x+ 1) (siendo todos diferentes de cero), la expes(x? + 4)?(x+ 1)? es mayor que cero, por
tanto al multiplicar los dos lados de la desigualdad por esta erpresi se altera el sentido de la
desigualdad, es decir,

(x—1)(x—4)(x—5)(x—10)
X(X2+4)(x+1)

|02 0¢+4)° (x+1)] > (002 (¢ +4)° (x+1)?
que al simplificar queda
(Xx—1)(x—4)(x—5)(x—10)(x) (X*+4) (x+1)>0  x#0, x#1

lo que indica que los valores deque son la soludin a la desigualdad inicial, son los mismos que
dan soluddn a estdiltima. En consecuencia se procede a solucionarla:

x—1=0 si x=1 x—1>0 si x>1 y x—1<0 si x<1
Xx—4=0 si x=4 Xx—4>0 si x>4 y x—4<0 si x<4
x—5=0 si x=5 x—5>0 si x>5 y Xx—5<0 si x<5
x—10=0 si x=10 x—10>0 si x>10 y x—10<0 si x<10
X+1=0 si X=-— X+1>0 si x>-1 y X+1<0 si x< -1

El factorx? + 4 no se tiene en cuenta ya que es siempre positivo para cualquier valdo de
coloca+++... en todoR en caso que se desee tenerlo en cuenta).
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X+ 1 +++ | +++ | +++ | F++ |+ |+ +
X +++ | +4++ | 4+ | 4+ | ++4
Xx—1 --- +++ | +++ | +++ | +++
X—4 --- +++ | +++ | +++
X—5 --- +++ | +++
Xx—10 --- --- +++
X2+ 4 +++ | +++ | F++ |+ |+ | 4+ |+ +
" -1 (< 0 #H 1 () 4 (H 5 () 10"

(—00,—1) (0,1) (4,5) (10,+w)

FIGURA N° 2.18
Luego la soludn total eg—e,—1)U(0,1)U (4,5)U (10,+0).

Utilizando este mismo diagrama se pueden obtener de inmediato los siguientes resultados:

(x—1)(x—4)(x—10)
X(X2+4)(x+1)

La solucbn de la desigualdad >0 es (—o,—1)uU(0,1]U[4,5]U[10,+00)

(x—1)(x—4)(x—5)(x—10)

Y la solucbn de la desigualdad X(@ +4)(x+ 1)

<0 es (-1,0)U(1,4)U(5,10).

EJERCICIOS
Hallar el conjunto soluéin de las siguientes desigualdades.
1. 0<2x—-6<4

2. —x3-2x%+8x<0
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10. x < X2 — 12 < 4x

11. 1-x—2%¢>0

(X2 +x—6)(x2—1)

12. >0
x34+x2-2x
2 4
13, (X +4x+5)(x*+1) <0
(x*+2x2+2)(x3+1)

2.2. VALOR ABSOLUTO

Se define el valor absoluto de uamero realk, como la distancia del punto que en la recta real
representa alimerox, al punto que en la recta real representalaharo cero y se simboliza coR|.
Como la distancia es urimero real positivo, st es positivo entonces distancia xla cero ex, es
decir| x| = X; si x es negativo, entonces la distanciaxdecero ya no eg, porquex es negativo, sino
gue—x que es positivo, es dedix| = —x.

Se sintetiza esta definam a$:

X si x>0
x| = .
—X si x<0

Se ha motivado esta definieci de valor absoluto de uriimero real x, con la nogn de distancia
entre dos puntos de la recta real, pero en realidad la recta real no puede estar separada del plano carte-
siano, en el cual a cada purRalel mismo se le hace corresponder una parejaideenos reale&,b),
llamados sus coordenadas, obtenidos al proy&csabre el ejexy sobre el ejg/ respectivamente
(aes la proyecdin deP sobre el ejex, b es la proyecén deP sobre el ejg ).

La nocbn de distancia entre dos puntos en la recta es un caso particular dea dedistancia
entre dos puntos en el plano toda vez que la rectaasel plano. De cualquier manera la distancia
entre dos puntoB y Q del plano es la longitud del segmento de recta cuyos extremoB gdp. Si
las coordenadas d&son(Xo,Yo) Y las coordenadas d@ son(xy,y1) por una aplicadn directa del
Teorema de Patgoras se encuentra que la distanci®geQ , se simboliza cod(P,Q), es:

d(P.Q) = \/(Xl —X0)?+ (y1—Yo)?

como se muestra en la figura 2.19
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FIGURA N° 2.19

Si se aplica estabfmula de distancia entre dos puntos del plano a los dos puat6sy (0, 0),
gue tambén son puntos de la recta real (que correspondeairabrox y al nimero cero), se obtiene:

d(x0) = d((x0), (0,0) = \/(x— 07+ (0— 07 = Vx2

Pero comadd (X, 0) = | x|, se tiene entonces un resultado muy interesante y de alguna manera sor-
prendente para el lector:

VX2 = [X]
Este resultado se puede utilizar como defimictde valor absoluto de, por cuanto que sk > 0,
VX2 = x ysi x< 0, VvVx2 = —x, toda vez que elimbolo v'x2 representa la fa cuadrada
positiva dex?.
Ejemplo

|2| =2 yaque 2>0
|-4| = —(—4) =4 yaque -4< 0

2.2.1. Propiedades del valor absoluto
Propiedad 1
|X| > 0 paratodox € R.
Si por definicon el valor absoluto d& es la distancia delinmero realx al numero cero, y toda

distancia es no negativa, entonces valor absolutoedepositivo o cero.

Propiedad 2

|x|> = %2 para todo € R.
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Six > 0, la distancia det a cero e, y la distancia dexa cero egx|, luego|x| = x, y |x|> = »2.

Six < 0, la distancia dex a cero es-x, y la distancia de< a cero egx|, luego|x| = —x, ¥y
X1 = (=%) (—x) = X2

Lo que se acaba de exponer corresponde a una expilicdeila propiedad, lo que se haton las
propiedades siguientes, pero adicionalmente se preadatemostradin rigurosa de cada propiedad.

Demostracdn

Por definicon |x| = v/x2, luego al elevar al cuadrado se obtier& = x 2

Ejemplo

52 =52 =25 |-37=(-3%=09

Propiedad 3

|x| =y esequivalente &y >0)y (x=y 6 x = —Y)]
Como|x| > 0, si [x| =y, entoncey > 0.

ahora, si|x| =y, entonces la distancia dea cero eg/, as que six y y esén al lado derecho
del cerox =y, 0 sipor lo contrariky y eséin a lados opuestos del cero pero a la misma distancia,

X=—Y.

Demostracdn

Si|x| =y, entonces/x 2 =y, luegoy > 0. Por otro lado, six | =y, entoncex 2=y?2 esdecir
x2 —y?2 =0, equivalente &x — y) (x+Yy) = 0, lo que significaqu& —y =0 6 x+y = 0. Si
X —Yy =0, entonces =y, six+y = 0, entoncex = —y
Ejemplo

Halle los valores de& que satisfacen la ecuéci|x — 2| = 3x— 9.

3X—-9>0 X>3
X—2 =3x—-9 & y & y
X—2=3x—906x—2=—(3x—9) X=7/20x=11/4

por lo tanto puesto que 11/4 no es mayor que 3 entonces
{X] x=2] = 3x—9} = {7/2} eselconjunto soludn.
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Propiedad 4

|X| = |y| equivaleax =y 06 x= —y.

Si|x| = |y|, entonces la distancia dea cero es igual a la distancia g@ cero. Skyy esan del
mismo lado del cero, entoncrs=y. Sixy y estin a lados opuestos del cero, entonces —vy.

<o X
oe

L P

< e
oe
|

<

FIGURA N° 2.20

Demostraddn
Si|x| = |y|, entonces/x2 = 1/y?2, luegox? = y?,yad x2 — y? = 0, que al factorizar lleva a

(X—y)(X+y)=0,portantax—y=0 6 x+y=0,esdecirx=y 0 x=—y.

Propiedad 5

x| = 0, siysolosi x=0

Si|x| = 0, entonces la distancia ae cero es cero.

Para que la distancia entre dos puntos sea cero se requiere gue los dos puntos sean iguales, luego si
|x| = 0, entoncex debe ser cero. Rgarocamente, st = 0, entonces la distancia de cero es cero,
luego|x| = 0.

Demostraadn

|x| = 0, entonces/x2 = 0, luegox? = 0, de donde se deduce gue- 0.

Ejemplo

i. [x—2] =0 equivaleax— 2 =0, esdecirx = 2.

ii. [x2—5x+6| =0 equivalente ax?—-5x+6 =0 < (x—3)(x—2) =0 es decir
x=2 0 x=3 & xe{2,3}.
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Propiedad 6

Sik > 0;|x| < k esequivalente a-k < x < k.

Si |x] < k, entonces la distancia dea cero es menor o igual gke La distancia del amerok al
nimero cero e&. La distancia del timero—k al nimero cero e&. Luego los iimerosx que esin a
una distancia de cero menor o igual duson todos los del intervalo cerraflek, k], es decir los
tales que-k < x < k, como se ilustra con la gfica.

—k 0

¢ x

FIGURA N° 2.21
Demostracdn
Sik> 0y |x| <k entoncesvx?2 < k, luego al elevar al cuadrado? < k2 equivalente a

x2 —k? < 0. Sise factoriza el miembro izquierdo se obtiéxe- k) (x 4+ k) < 0, resolviendo esta
desigualdad por los @todos conocidos se tiene:

—k k
X=K | - e +++++
Xx+k | -------- ++++++++ +++++
(x=K(X+k)| ++++++++ | -------- +++++

FIGURA N° 2.22

la solucdn de la desigualdad es el intervalok, k], es decir el conjunto de los valoresales que
k< x <k

Ejemplo

i X <3« —-3<x<3 oOsea xe[-3,3]

i. x—2|<le-1<x-2<1& 2-1<x<2+1 osea xe(1,3).
Propiedad 7

—|x] < x < |x].

Como|x| > 0, paratodx € R, entonces sobre la recta rea| debe estar a la derecha del ceroy
evidentemente- | x| debe estar a la izquierda del cero, luego inicialment&| < |x|.
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——

}
T T
—Ix| 0 x|

FIGURA N° 2.23

ahora s > 0, graficamente se tiene:

l l
T

——

—Ix] 0 x|

FIGURA N° 2.24
—|x] <|x]=x 06 |x] < x=|x|, equivalente a | x| < x < |x].

Similarmente sk < 0, graficamente se tiene:

——

}
T T
—Ix| 0 x|

FIGURA N° 2.25

— |x] = x < |x|, equivalente a- | x| < x < |x].

Demostraagdn

|X| = |x|, entonces$x| < |x|. Como|x| > 0, la propiedad (6) permite interpretar quéxdi < |x|,
entonces- | x| < x < |x|. (tomando comd el | x| del lado derecho de la desigualdad).

Ejemplos
i. —|5] <5< |5];
i. —]-3 <-3<|-3.
Propiedad 8
Ixyl = [x|]yl.
Demostraddbn
Aplicada la definiadn axy se obtieneéxy| = 1/(xy)?, luego

Ixyl = /(xy? = Vx2y2Z = VxZ/y2Z = |x| |y|.
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Ejemplos

i |(5) @) = [5[14]; 1(5)(=3)] = [5[|-3]; [(=3) (=6)] =[-3||-6].

i X2 = () ()] = [x]]x] = [x* = x?

ii. [—x| =[(=2) ()| = [=1] [x] = [x]

iv. [a—b] =|(-1) (b—a)] = [-1 [b—a = |b—a
Propiedad 9

X [X]

y| = mparatod0<e Rytodoy e R y# 0.

Demostraddn

Sik > 0; |x| > kesequivalentea < —k 6 x > k.

X
y

Propiedad 10

Sik > 0y |x| > k, entonces la distancia dea cero es mayor o igual que La distancia dé& a
cero e, y la distancia de-k a cero tamlién esk, luego losx cuya distancia a cero es mayor o igual
ak son los que eén a la derecha deo el mismok 6 los que egtn a la izquierda de-k o el mismo

—k, como se ilustra en la gfica.
—k Q k

FIGURA N° 2.26
yad |x| > kesequivalentea< —k 6 x >k
Demostracdn

Si |x| > k, entonces/x2 > k, luegox? > k?, es decirx? — k? > 0, que se puede expresar
tamben como(x — k) (x+ k) > 0 cuya soludin es:

x < —k 6 x>k (ver demostraéin de propiedad (6) ).
Ejemplos
i. X >4 x>4 06 x<—-4 osea xe [4,+o) U (—o, —4]

i. Xx—=2|>1< x—2>1 06 x—2<-1 osea x>30x<1, esdecir,
X€ (—00,1) U (3,4 )
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NOTA

Observe la diferencia entre los ejemplos de las propiedades 6 y 10; mientras que en los ejemplos
de la propiedad 6 se tralfegon la intersecoin, en los ejemplos de la propiedad 10 se tri@dlocan la
union.
Propiedad 11
IX+y| < [X[+]y].
Se podra pensar que similarmente a las propiedades 8 y 9, éandai deba tener que
IX+y| = |x| + |y|, pero en general eso es falso, por ejempla st 8 y y = —3, entonces,
X+y| = |8+ (—3)| = |5 = 5, mientras quéx| + |y| = |8| +|-3 = 8+3 =11

Demostraagbn

De la propiedad (7) se concluye que|x| < x < |x|; —|y| <y < |y|, al sumar las dos de-
sigualdades, se obtiene:

— (IX[+1y]) < x+y < (|x]+|y|) equivalentgx +y| < (|x|+ |y|). (Propiedad (6)).

Ejemplos
i. |54 3] < [5]+ 3]
ji. |-2-3] <|-2|+|-3]
ii. |—3+5] < [-3|+5|
Propiedad 12

|X| = |—x| paratodox € R

Como el opuesto dr es —x, la distancia de x a cero es la misma distancia ge cero, luego
x| = |—x].

Demostracdn
|=x| = V/(=x) 2 = Vx% = |x].

Propiedad 13
IX=y| < [x]+ ]yl

Demostracdn

X =yl = x4+ (=Y)|
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< X[+ 1=yl = x| +]y], luego
IX=yl| < [x]+1y|

Propiedad 14
X[ = [yl < [x-y]

Demostraadn

IX| = [x+y-y|=[X=y)+Yy|] < [x=y[+]y]

es decifx| < |[x—y|+ |y|, por tanto

X=y| = x| -1y

Ejemplos
5-2 > |5/ -2
5-2/ > 2] - |9
2.2.2. Aplicaciones de las propiedades
En los siguientes ejemplos se ilustaromo se utilizan estas propiedades y el concepto de valor
absoluto en la soluoh de algunas ecuaciones y desigualdades.
Ejemplo
Hallar el conjunto soluéin de la ecuadin |[x — 7| = 10
X—7 = £(x—7) =10;luegox—7 =10 6 — (x—7) =10, esdecirx=17 6 x=—-3.
luego el conjunto solubn es{17, — 3}
Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de|x — 4| < 1.
Ix—4] <1l —1<x-4<1<« 3<x<5, esdecirxe [3,5].

Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de la desigualdaid® — 4| < 1.

Seay = x?,luego|x?—4| = |[y—4| <1 & 3 <y<5. (ejemplo anterior). Comp = x?2
setieneque X x2< 5, yas x2 > 3yx? < 5, cuyos conjuntos solumn son

(—o0,—V3] U [V3,+) y [— V5, \@] respectivamente, y Bk solucbn de la desigualdad
|x2— 4] < 1eselconjunto

{(~e,~V3 U (v3,+)} 0 [-V5,vB| = [-v5,-v3| U [V3, 5]
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Ejemplo
Hallar el conjunto soluéin de la ecuaéin x> — 2|x| — 3 = 0.

i. Six>0,x2-2|x|-3=0 < x2-2x-3=0 & (x—3)(x+1) = 0entonces = 3
0Xx = —1comox > 0, se tiene que = 3 es una soluéin.

i. Six<0;x2-2|x|-3=0& x2+2x-3=0 ¢ (X+3)(x—1) =0 & x= —3
0x = 1comox < 0, se tiene qua = — 3 es otra soluéin.

Asi, la solucon total es{— 3, 3}

Ejemplo
Hallar el conjunto soluéin de la desigualdad
|x—2] —|x+6] < 3.

En desigualdades de este tipo, primero se divide la recta en intervalos determinados por los valores
dexdonde|x — 2| =0y |x+ 6] = 0, luego se analiza la desigualdad en cada intervalo.

Como [x—2| =0 & x=2y |x+ 6] =0 & x= —6; los intervalos son
(_007_6]7(_672]7 [27+°°)'

X+6 six>—-6

x—2| = X—2 Six>2
o —X—6 six< —6

2-x six<2 7 ‘X+6|:{

[x—2| 2—X 2—Xx X—2
X+ 6| —X—6 X+ 6 X+6

FIGURA N° 2.27

i. Six< -6, |[Xx—2|—|x+6] =(2—%X)+Xx+6<3 < 8< 3(absurdo),

luego no hay soludin en este intervalo.

i. Si—6<x<2,
IX—2| = [x+6] =2—Xx— (X+6) =-2x—4<3 & —7<2x & x> —-7/2
ad que la soludnes(—6,2) N [-7/2,4+») = [-7/2,2), pues hay que considerar el hecho

de que—-6 < x < 2, esdecirx € (—6, 2).

jiii. Six>2, [x—=2|—|x+6] = (x—2)— (x+6) =—-8< 3, que es una desigualdad ver-
dadera para todR, ad, la solucbn en este intervalo €2, + o) N (—o, +00) = (2, + ).
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Faltaiia por analizar sk = — 6, x = 2 son soluciones, y para ello se reemplaza en la eanaci
|IXx—2| —|x+ 6] <3,

ad: parax = —6; |—6 — 2| = 8 < 3 (absurdo),

yparax=2 |2—-2|— |2+ 6| = —8 < 3verdadero, luegr = 2 es soludn.
La solucbn total e§—7/2,2) U (2, + ) U {2} = [-7/2, 4 =)
Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de la desigualdad x| — 2) (|x— 1| —3) >0

x| = X Si x>0 IX— 1| = Xx—1 si x>1
o —Xsi X< 0 y T 1 1-x si x<1

X =0 & x=0y |[x-1 =0« x=1.

[x—1| 1-x 1-x x—1

FIGURA N° 2.28
i. Six<0

(x| =2)(]x=1]-3) = (-x—2)1—-x—-3) = (-x—2)(-x—-2) >0 &
(-1?(x+2) >0,

gue se cumple para toddimero real, luego la solum en i) es

(_007 0)ﬂ (_°°7+°°) = (_0070)

i. SI0<x<1;(|x]-2)(|Jx—1-3) = x-2)(1—x—3) = x—-2)(—x—2) >0

pod O 2 ® 2 0
FIGURA N° 2.29

y ad el producto es positivo en el intervale 2, 2), luego la soludn en ii) es
(Ovl)m (_272) = (0)1)

ji. Six>1;([x]-2)([x=1]-3) =x-2)x—1-3) = x—-2)(x—4) >0
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X—2 -~ ----- ++++ + +++++
X—3 "ttt ot +++++
Prod ® 2 0 4 @

FIGURA N° 2.30

y el producto es positivo eff — 0, 2) U (4, + )}, ad que la soludn en iii) es
{(—oo’ 2) U (47 +°°)} N (17 +°°) = (l’ 2) U (47 +°°)'

Ademas se puede verificar que en los extremos de los intervalos: 0,1,2,4étaggbsatisface la
desigualdad por tanto la solaci total es(—c. 0] U [0, 2] U [4, + ).
Ejemplo

El conjunto soludin de la desigualdaldk *8| + x? + 4 > 0 es el conjunto de losimeros reales y

. B . 3|+5 , .
el conjunto solu@n de la de&gualdaﬁ% < Oesva@. (Porge).

Ejemplo

Hallar el conjunto soluéin de la desigualdalck| — |[x — 1| + [x+ 2| > 0

Como
x| = X si x>0 IX—1| = x—1 six>1 X+ 2| = X+2 si x> -2
| —x si x<0 |l - (x—=1)six<1 Sl - (x+2)si x< -2
se tiene que
IX| —X —X X X
IX—1] —(x=1) | —(x=1) | —(x—=1) (x—1)
X+ 2| —(x+2) (x+2) (x+2) —(x+2)

0 1

FIGURA N° 2.31

N ¢

los intervalos a considerar sop o, —2]; (—2,0]; (0,1] y (1, + )

i Six< =2, |X|—|x=1]+|x+2| = —x+(x—1)— (x+2) >0; siyDlosi
—Xx—3>0 siy®losi x < —3, ad que la soludn en este intervalo es
(_007_3} ﬂ(—oo,—Z) = (_007_3]

i. Si—2<x<0, |X|—|x=1|4+|x+2|=—-x+(Xx—1)4x+2>0 siydlosi x+1>0
siylosi x> —1 ylasolucon en este intervalo es-1, + o) N (—2,0) = [-1,0)

. SI0<x<1; [xX|—|x=1|+[x+2] =x+(X—1)+x+2 =3x+1>0 siy Dlosi
X > —1/3 yad lasolucbn en este intervalo e§—1/3, + ) N (0,1) = (0, 1)
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iv. Six>1; [X|—|x—=1]4+|x+2]=x—(X—1)+Xx+2=x+3>0 siydlosi x> —3,
y ad la solucbn en este intervalo eg-3, + ) N (1, +0) = (1, 4 )

Faltaia por analizar sk = 0; x = —2; x = 1 son soluciones y para ello se reemplaza en la in-
ecuacdn |x| — [x — 1| + |x+ 2| > 0, ad

Six=-2; |-2|-]-2—-1|4+]-2+2|=2-3+0>0 absurdo
Six=0; [0/]—|-1/+|2] =—-1+2=12>0, luegox=0 essoludn
Six=1; [1]-1]0|+|3] =14+3=42>0, luegox= 1 es soludn

Luego la soludin total es
(=0, =3 U[-1,0) U (0,1) U (1,+00) U{0} U{l} = (-0, -3 U [-1,+00).

y por consiguiente la soluan de|x| — |[x — 1| + [x+ 2| < 0 es el intervald—3, —1).

Ejemplo

Halle el conjunto soluéin de la desigualdak + 1 — |x —2|| < 1

i. Six—2 > 0, esdecir sk > 2 entonces

IX+1—|x—2|] = [x+1—-(x—2)] = |[x+1—-x+2| = 3 < 1absurdo, luego no hay
solucbn en este caso.

ii. Six—2 < 0,esdecir, sk < 2 entonces
IX+1—[x=2|| =|x+1+x—-2| =|2x—1] <1siyDdlosi—1<2x—1<1siyDlo
SiI0<2x< 2siyDlosi0O< x < 1,ylasolucbn en este caso €8,1] N (—,2) = [0, 1]
y ad la solucbn total e§0, 1] U ¢ = [0, 1]
EJERCICIOS

Hallar el conjunto soluéin de las siguientes expresiones.
1.|3x—2| =7

2. 13—x| =[8—X|

3. [ —1| + |x*— 16| = 2

2
X—4’ <1

4.
3

5. [3x—5| > 4

Xx—1
6. 1 > —=
x+1] > =
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7. ||Ix—2|+4] =3
8. ||x|—4| =1

Y

7
X—4

x1’

10. > X

x—1
X—2

11. [5—-x1| < 4
12. |x? — 4x+ 3| > X
13. || x—2| — |[x+ 4| —x| > 3

(x+1) (x—2) (x—3)

14.
|X+ 4| x

>0
15. ||x| — [x— 1] < 4

1 ( |x+4|2—25> (\/ﬁ—g) <0

[o2]

17. Demostrar que la distancia entre daseros reales x, e y ég — V|
18. Cuales de las afirmaciones siguientes son verdaderas.

a) X" = |x|"

b) Ix+y+z| = x|+ |yl +z|

c) /(x—1)2=x-1

d) \/(x—5)* = (x—5)



Capitulo

PLANO CARTESIANO Y NUMEROS
COMPLEJOS

3.1. EIPLANO CARTESIANO

Una pareja ordenada démeros reales es una expfesde la formga,b) conay b nUmeros reales,
con la propiedad de que

(a,b) = (c,d) siyslosi a=c y b=d
Asi por ejemplo  (1,2) # (2,1)

Al conjunto de todas las parejas ordenadas (@®eros reales se llama producto cartesian®de
conRy se nota R-R = R?, es decir,

RxR={(X,y) | xeR y yec R} = R?

Este conjunto es de gran importancia en la represémtapafica de curvas planas y en la inter-
pretacdbn geongtrica de los imeros complejos.

Graficamente el conjunt®? representa el conjunto de todos los puntos de un plano, llamado plano
cartesiano. Esa representatise logra asociando ivocamente a cada una de las pareja®élen

punto del plano, y réprocamente a cada punto del plano una parej@¥leomo se explica a contin-
uacbn.

En el plano se consideran dos rectas reales (metrizadas), una horizontal ligenagatra vertical
llamadaeje y, que se cortan perpendicularmente en un punto llamadeny al cual se le asigna la
pareja (0,0) d&®?. (Ver figura3.1)

61
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Eje Y

Crigen

Eje X
(0,0}

FIGURA N" 3.1

Sobre la recta horizontal o eje x se ubican los elementos de la forma (a, 0) de tal manera que si
a > 0 el punto esté a la derecha del origen, v si @ < 0 el punto esté a su izquierda (Ver figura 3.2 ).
Sobre la recta vertical o eje y se ubican las parejas de la forma (0, ) de tal manera que si » > 0 el
punto esté por encima del origen, v si b < 0 ¢l punto esté por debajo del origen.

FIGURAN® 3.2

Ahora para representar cualquier pareja (x,y) € R% conx # 0,y # 0, se localizan los puntos
correspondientes a las parejas (x, 0) v (0, y) y se trazan por estos puntos rectas paralelas a los ejes y
vy x respectivamente, y al punto Q de corte de estas dos rectas se le asigna la pareja (x. y) de R%.  (Ver
figura 3.3 ).

-
=

(x.0) : (0.0)

FIGURAN" 3.3
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A los dos rumeros que conforman la paréje y) representada por el punto Q, se les llama coor-
denadas del punto Q, o taréhise dice que Q tiene coordenaggsy.
Para el procedimiento rgroco, dado un punto P cualquiera del plano se trazan por ese punto rectas
perpendiculares a lages xy y respectivamente, determinandd dgs puntos, uno sobre eje xcon
coordenadasa , 0) y otro sobre ekje ycon coordenadad, ). (Ver figura 3.4). Al punto P se le
asigna la parejéa , 3), es decir, las coordenadas del punto Psgng.

y

©8), P=(@.p)

H@0)

FIGURAN° 3.4

Ejemplos
1. Localizar en el plano cartesiano las siguientes parejas ordenadas.
(074) (_172) (_370) (07_3) y (470)

+(0,4)

—~
P
N
~
_T
|
T

|
I . I ! I I I ¢

(-3.0) )

A

=
W

@£
e
hd

FIGURA N° 3.5

2. Represente gficamente el siguiente sub-conjuntoRfe
A={(xy | -1<x<2 y 0<y<2}.



64

Cagitulo 3. PLANO CARTESIANO Y NJMEROS COMPLEJOS

Se pide que la coordenadale los puntos sea mayor o igual gué y menor o igual que 2,
es decir que esos puntosé&stentre la recta vertical que pasa por el purtd,0) y la recta
vertical que pasa pde2,0).

Similarmente si 0< y < 2, esos puntos deben estar entre ekgj¢a recta horizontal que pasa
por el punto(0, 2). (Ver figura 3.6).

y
(0,2)
A
X
(_170) (2/0)
FIGURA N° 3.6

3. Represente el subconjunto®é, B = {(x,y)|x=—-4 0, y=5}

Se pide que la coordenagae esos puntos sead o que la coordenadesea 5. Los puntos del
plano cartesiano con coordenada —4 son todos los de la recta vertical que pasapot, 0)
y los puntos del plano con coordenaga= 5 son los de la recta horizontal que pasa(or5).
Asi la representadn que se pide estconstituida por las dos rectagiatadas. (Ver figura 3.Y.

FIGURA N° 3.7

4. Represente el subconjunto®é: C = {(x,y) | 1< x <4 y=3}

Este conjunto eétconstituido por todos los puntos de la recta horizontal que pag8 p8yy
con coordenadasentre 1y 4. (Ver figura 3.8
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(@]

A
QS -

FIGURA N° 3.8

5. Represente el subconjunto®& D = {(x,y) | x <0 6 y < 0}

Este conjunto e&tconstituido por todos los puntos del plano cartesiano gae ada izquierda
del ejey o bajo el ejex. (Ver figura 3.9).

FIGURA N° 3.9

6. Represente el subconjunto®é E = {(x,y)|y>x?}

Se procede primero a construir lséfica de la ecuadh  y = x2
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FIGURA N° 3.10

Se observa que estaddica divide el plano en 3 conjuntos de puntos: los quanesbbre la

curva, que son los que satisfacen la eddaci y = x2, los que estn en la parte superior de

la curva y los que eah en la parte inferior. Uno de los da@imos conjuntos de puntos es

el que satisface la desigualdady > x®> y el otro la desigualdad y < x2, ¢ Gbmo saber

cual de ellos satisface una u otra desigualdad? Una forma de determinar esto es tomar un punto
cualquiera(a,b) en una de estas regiones, y observar haciende=a y y=Db cualde

las dos desigualdades se satisface. La desigualdad que se cumple para ese punto, se cumple para
toda la regbn donde est el punto.

Asi por ejemplo si se toma como puni@a,b) = (2,0) que esk en la redghn inferior se observa

que haciendax = 2 y y = 0 se tiene que & 4 es decily < x?, luego en toda la regn donde

esh ese punto (regn inferior de la gafica) se satisface esta desigualdad y en consecuencia entre

la otra regbn (la superior) se satisface la desigualgadx?, luego la soludn al problema esta
representada por la parte sombreada.

(2.0)

FIGURA N° 3.11

. Represente el subconjunto®& F ={(x,y)|y>x?> y y-x<4}

La solucbn de este problema corresponde a la interéecguntos en cofm) de dos zonas lo
que corresponde & > x? que se determino en el ejemplo anterior y la de- x < 4 que
aplicando el mismo procedimiento del ejercicio anterior corresporafeegmente a
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FIGURA N° 3.12

Superpuestas las dosaficas se observa que los puntos comunesnespresentados por la
regibn sombreada de la figura

FIGURA N° 3.13

¢ El pedazo de la gficade y=x2 que aparece punteada hace parte de la oidci
¢El pedazo de la rectyy —x = 4

EJERCICIOS

Represente los siguientes subconjunto®élen el plano cartesiano.

L{(xy) [x=-10 yy=5}
2.{(x,y) |y <1}

3.{(xy) [x<1lyy<O0}
4. {(x,y) | x < 0}

5 {(x,y) | x+y > 0}
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> e 1))

= —|x| + 1}

6. {(x,y) |y <x}
7.{(xy) |y > ¥ +3x-2}
8. {(x,y) |y=2x+3 —2<x<6}
9. {(x,y) | (x—2y+3) (y—x%) = 0}
10. {(x,y) | [x] = |y[}

{(x,y)

{(x.y)

{x.y)

| Ix] + [y] < 4}
14. Localizar todos los puntos & cuya distancia al origen sea una constége

15. Localizar todos los puntos cuya distancia alxegea una constanke

3.2. NUMEROS COMPLEJOS. (C)

3.2.1. Construccon y Operaciones

Una de las caractisticas que tienen losimeros reales es que todomero real elevado al cuadra-
do es siempre mayor o igual que cero, o0 sea que expresionesxdmo—1 6 x2= -9 no
tienen sentido si se éstrabajando con losimeros reales como universo. Si se quiere trabajar en un
universo donde esto tenga sentido, necesariamente debe ser diferente alldedaossireales. Para
“construir” este universo inicialmente se debe crearimero cuyo cuadrado sea iguatd, el cual
se llamaa unidad imaginaria y se noapor la letra (este “imero” no puede ser real) y deyesto
i2=—-1
Se desea tambin que los imeros reales formen parte de este nuevo universo ya que no se pretende
dejar a un lado lo que se ha conseguido en el trabajo Gareros reales, sino al contrario, exten-
der estas ideas a ese conjuntasngrande sin que los reales pierdan como partd de estructura y
propiedades. Adasta el momento de ese nuevo conjunto se conocen los reales y la unidad imaginaria
i.
Pero es preciso que se trate de conservar en este universo, si no todas, por Io menos una buena parte de
las propiedades fundamentales que se conocen déhasros, una de ellas por ejemplo, la propiedad
clausurativa para el producto nos “obliga” a considerar tambomo elemento de este conjunto, los
gue resultan de multiplicar losimeros reales por el nuevameroi; es decir; iimeros de la forma
bicon b#0, be R, que se llamamimaginarios purosy se caracterizan porque al elevarlos
al cuadrado siempre dan uamero menor o igual que cero, ya que respetando ciertas propiedades
conocidas del productgbi)® = b2i2 = b2 (—1) = —b2. Con esto se pueden hallaimeros cuyo
cuadrado sea igual-ac, conc > 0, éstos sén./ci y — /Ci ( es evidente que estos imaginarios
puros no son reales). ¢ Pefmo se sumarian eso@meros entrei8 Lo mas natural para sumar+-ci
seria factorizar la y realizar la suma de los realas ¢ que resultaran en la factorizaai, es decir,
ai-+ci= (a-+c)i. Si se quiere mantener en este nuevo conjunto la propiedad clausurativa para la suma,
se deben aceptar & “nimeros” que se obtengan al sumar cualquienero real “a” con cualquier
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nimero imaginario purbi, es decir se introduce a este conjuntomeros de la forma + bi.

Realmente todos losimeros que se han aceptado en este nuevo conjunto se pueden expresar en la
formaz = a + bi cona, b nUmeros reales (a “a” se le llamaparte realde z y a “b” laparte imag-

inaria), ya que sia es real, es de la forma = a + 0i y si es imaginario pur@i es de la forma

Bi = 0+ Bi. A este conjunto dsconstruido se llamarel conjunto ddos nimeros complejoy se

notaC, o sea qué& estaa formado por lomimeros reales + 0i y por los rumerosa + bi, b # 0
llamadosnimeros imaginarios., es decir,

C={ a+bi | ay b eR }

Se desprende de esta constrangique para respetar el concepto de igualdad (deenos reales,
se debe definir la igualdad déimeros complejos en la formaas natural, es decir, dogimeros
complejos son iguales si lo son sus partes reales entre si y sus partes imaginarias, es decir,

a+bi=c+di siy Slo si a=c¢ y b=d

Ejemplos

i. Siz=24+71 'y w=7+42i

z#w pues Re(z) =2 Re(w) =7
Im(z) =7 Im(w) =2

aiRe(z) # Re(w) y Im(z) # Im(w)
ii. Siz=x+1y = 9+ 14i entonces debe ser
x=9 y y=14, esdecir z=9+ 14i

Suma y producto de nimeros complejos

Es preciso tamiin, para que se cumpla la propiedad clausurativa de la suma y producto en todo C,
definir de alguna forma adecuada la suma y producto de cualquier pamazas de la forma + bi,
como se procedara continuadn: La forma nas natural de definir lsumade dos imeros complejos
a+ bi, c+ di, teniendo en cuenta que se desea que la suma déidesos reales es urimero real
y que la suma de dos imaginarios puros, sealumaro imaginario puro, es sumando las partes reales,
gue sea la parte real de la suma y sumando las partes imaginarias @guia ggrte imaginaria de la
suma, es decir:

(@a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d) i

Ejemplos
i. (3+5i)+ (2—8i) = (3+2)+ (5—8)i = 5 3i
i. 5+ (3—-i)=(5+3)—i=8-i
ii. (i) + (14i) = 15i

iv. Hallarx,ytal que(2 — 3i) + (x+1iy) = 4+ 3i
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(2-3i) + (x+Vyi) = 2+x + (y—3)i = 4+3i
entonces 2 x=4 y y—3=3,
adquex =4-2=2 y y=3+3=6.

Para definir eproductoen este nuevo conjunto, es necesario tener en cuenta que @sade
efectie entre ameros reales debe coincidir en resultados y propiedades con los ya conocidos con el
producto usual e, y que cuando se efdr entre imeros imaginarios se respete lo que nita
construcadn de este conjunto es decir el hecho de Gug(i) = i2 = — 1. Estas razones hacen que
no se pueda definir el producto en su formasmmaturala + bi) (c+ di) = ac+ bdi, sino que
sea necesario dar una defigiciaparentemente un poco exiaapero que se acopla a los objetivos

buscados:
(a+ bi) (c+di) = (ac—bd) + (ad + bc)i.

Esta definiobn se puede justificar realizando directamente el producto, utilizando la propiedad
distributiva de fimeros reales, y el hecho de fe= —1 as:

(a+ bi) (c+di) = ac+ adi+ bci+ bidi =ac+ (ad+bc)i — bd
= (ac—bd) + (ad+bc)i luego
(a+ bi) (c+di) = (ac—bd) + (ad + bc)i.

Observe que con esta defir@inisi
z=0+i entonces z2= (0+i) (0+i)=(0-1) + (0+0)i = -1

Ademas utilizando en forma consecutiva el producto ger si mismo se obtiene:

21 iP=(i9 ()= (-D(i)=-i i*=O)P=(-D(-D=1

y a partir del exponente 5 el ciclo se sigue repitiendo, es decir

1= (i)*(i) =i =

7= ()*()® = (1) ( i)

Mas general si se quiere calcuialevado a cualquierimero natural, por ejempic®®? se puede
proceder de la siguiente forma:

(O ()= (1) (-1 = -1

—1i etc.

{501 _ j4(125)+1 _ (i 4)125i _ (1)125 (1) ( ) _ yasi
{7523 _ {(1880) #)+3 _ (i4) 18803 _ (1)1880 3 _ ( )

es decir para calcul@? se representa el exponemten laformap = 4n+r donder =0,1,26 3,
entoncesP = i4"" = (i4)"i" = (1) (i") = i" que ya es conocido.

Observe taml@in que el producto de dosimeros imaginarios no siempre es imaginario, como se
viocon(i) (i), o tambén en el muy utilizado resultado:

(a+bi) (a—bi) = (a2 +b?) + (ab—ab)i = a®+b® € R.
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Ejemplos

i. (2+3i)(83-5i) = (64+15) + 9—10)i = 21 i

ii. (2i) (83+4i) = (0+2i) (3+4i) = (0—-8) + (6+0)i = —8+6i

iii. (44 2i) (4—2i) = (4)*+(2)® = 16+4 = 20

iv. 9‘47i = %(9—70 = %—gi

v. Escribir el complejq1 +i)/i en la formaa + bi
i2= -1 esdecir (i) (i) =—1 portanto i = —Tl, es decir le —i
luego(1+1i)/i = —i(1—+i) = (0—1i) (14+i) =—-1—1.

Esta suma y este producto satisfacen las mismas propiedades algebraicas fundamentales que sat-
isfacen los ameros reales. (Conmutativa, asociativa, ...., etc), teniendo en cuenta quisness
reales 0 y 1 (que tambin son complejos), segain siendo los ddulos para la suma y el producto
respectivamente.

El inverso aditivo de = a + bies el complejav = —z = —a — bi,
puesw+z = (—a—bi) + (a+bi) = (—a+a) + (—-b+b)i = 0+ 0i =0.

a b i
a2+b2 a2+b2

: . 1
El inverso para el producto de= a + bi, paraz # 0 esw = - =

, a b .
ya quez.w = (a+ bi) <a2+b2 2 |>

_ a? N b? L(__@b o ba No o
C\@2+p @2+ a?+b  a+b?) -

Es evidente, teniendo en cuenta como se congtelizonjunto C, que propiedades de orderiRen
como el que todo timero elevado al cuadrado sea mayor o igual que cero, no se satisfacC, ya
que se parti del hecho de qué = — 1 < 0, por tanto no se “consideérorden en C como se hizo
en R. Agu no tiene sentido decir que+ bi es mayor que + di (a menos qua + biyc+ disean
nimeros reales); s absurdo decirque 5 3i 6 1+ i < 20+ 3i. jEntre nUmeros imaginarios
no tiene sentido el signo de desigualdad!

3.2.2. Representadn Grafica de Nomeros Complejos

Hay dos fimeros reales que caracterizan umero complej@—+ bi, su parte reah notadaR e(z)
y su parte imaginarid, notadal m (z) las cuales, de acuerdo al concepto de igualdad e se
intercambian entreisalteran al Aimero complejo z, pues + bi # b + ai por tanto los ameros
complejos tienen la misma caradstica que las parejas ordenadas en el sentido de que:

at+bi=c+di & a=cyb=d vy

(a,b) = (c,d) & a=c y b=d
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Esto motiva a representar cadanmero complejaa + bi como la parejga, b) donde la primera
componente “a” corresponde a la parte real dainero complejo y se ubicarsobre el eje de las
X, que se llamaxeje realy la segunda componente “b” represeathx parte imaginaria delumero
complejo y se ubic@rsobre el eje y, que se llandagje imaginario.

Eje Imaginario

b

[T

Eje Real

FIGURA N° 3.14

Ejemplos

i. El conjunto de todos losimeros reales como subconjunto@ee representa mediante el eje
real.

ii. El conjunto de todos losimmeros imaginarios puros se representa por el eje imaginario sin el
origen.

iii. El conjunto de todos losimeros complejos z cdmm (z) = 3 se representa por la recta hori-
zontal que pasa por.3

iv. El conjunto de todos lostimeros complejos z tales qiRe(z) > 5 se representa por la zona
sombreada en la figura.

Re

FIGURA N° 3.15
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v. El conjunto de todos losimeros complejos z tales qum (z) < 8 se representa por la zona
sombreada; incluyendo la recta horizontal que pasa por 8.

Im

8

Re

FIGURA N° 3.16

NOTA

Observe que el signo de desigualdad en iv. y v. no es realmente énteras imaginarios, sino
entre rumeros reales, puéd(z) e |m (z) son rumeros reales para todee C

3.2.3. Valor Absoluto de Nimeros Complejos

Teniendo en cuenta la representacgiafica de los imeros complejos que se acaba de conocer,
geonetricamente el valor absoluto de umero complejo se define lo mismo que en el caso real,
como la distancia del punto que represental@hero complejo, al origen, es decir la longitud del
segmento de recta que va del punto al origen.

Siz = X+ iy se puede apreciar en la siguientéfgra que haciendo uso del teorema déagpitas.

2l = VX2 y?

Re

FIGURA N° 3.17

o de otra forma

2 = /(Re(@)? + (Im (2))?

recordando que la parte imaginariazle- a + bi esby nobi. Observe que el valor absoluto de un
nimero complejo dglefinido es siempre urimero real no negativo.
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Ejemplos

Siz = —8+ 1li entoncedz| = 1/(—8)? + (11)> = 64+ 121 = /185

Siz = —3entonce$z| = \/(—3)°+02 = 3

Observe que en generalsiE R el valor absoluto de como rumero complejo corresponde al
mismo valor absoluto decomo rumero real.

iii. Siz= —15ientoncesz| = 1/02 + (—15)% = {/(15)* = 15

iv.

Vi.

Halle el conjunto de todos losimeros complejos tales que su valor absoluto sea igual a 3, es
decir halle todos los valores @e= C para los cualegz| = 3.

sise haceg = x+ iy entonces

|zl =3 & x2+y2 =3 & x?4+y?=9

gue representa una circunferencia con centro en el origen y radio 3. Resultado que era de espe-
rarse pues la distancia de cualquier punto de dicha circunferencia al origen (su centro) es 3 (su
radio) y esto coincide con la defindei del valor absoluto.

Im

.
N,

FIGURA N° 3.18

Si en el ejemplo anterior se pidiese hallar todos amaros complejos tales que su valor abso-
luto sea menor que 3, el resultadoiaedl interior de la circunferencia con centro en el origen'y
radio 3 (por gé?). Cales seian los rumeros complejos para los cuale$ > 3?

Observe que adtambin ese nbolo de desigualdad no es entre imaginarios sino entre reales.

El conjunto de todos losimmeros complejos tales quez— (6 — 5i) | = 7 esh representado
por la circunferencia con centro €6, —5) y radio 7 (por gé? Haga un desarrollo alogo al
del ejemplo iv.
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3.2.4. Conjugado de Nkimeros Complejos y Divison

Si se trata de efectuar la divisi de rimeros complejos:

w a+ bi

z c+di

hasta el momento se realiza como el produein ! = (a+ bi) (c+di) *. Pero si se tiene en cuen-
ta que siempre el productar + Bi) (a — Bi) = a? + B2 es un fimero real, es posible efectuar
esta divisbn multiplicando numerador y denominador jgor di, con lo que se obtiene:

a+bi c—di (a+ bi) (c—di)

c+di c—di c?+d?

)

es decir, la divi$in se reduce a una multiplicaci de imeros complejos, dividiendo su resultado por
un rimero real(c? + d?).

Dado el imero z = ¢+ di, al namero ¢ — di, se llama etonjugadode zy se nota porz es
decir; si
Zz=c+di, entonces Z = c—di.

Graficamente, el punto que representas sinétrico respecto al eje real, al punto que representa

Im
A o X+ly
EX Re
e EEEEEEEE oX—iy

FIGURA N° 3.19

Ejemplos

i. Sizz=3+5i; 7z =3+5i =3-5i
ii.Sizz=-3-5i; z=-3-5i =-3+5i.
iii. Sizz=i; zz=0+1 = —Ii.

iv. Sizz=3; Zz=3+0i =3
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v. Dividaz = 8 — i entrew = 2 4 3i

z 8-i  8-i 243  (8-1)(2-3i)
w 2+3i 2+3i2+3i  (2+3i) (2-3i)
(16—-3) 4+ (-24—2)i 13-26i 13 26 :
= = = — - —i=1-2i
(2)2+(3)2 13 13 13
vi. Se halia visto que sz = a + bi entonces
1 1 a b
Z = - = —
z a’2+b2 az4p?

de dbnde sale esto?
1 1z _ a— bi _a-bi a2 b i
z zz (a+bi)(a—bi) aZ+b2 az4+b?2 a4 b?
por tanto:

1 4 -3 . 4 3

4_3 1649 16+9' ~ 25 28

vii. 1/i = —ipues
O et Al R
i i (i) (=) 1
por tanto:
2_21_ 2., 2
7i 707 7

Propiedades del valor absoluto y conjugado deimeros complejos

Como las demostraciones de las propiedades que se eramaiaontinuaéin son casi inmediatas
utilizando las definiciones, se dejaren su may®a como ejercicio, y se realizam algunas a manera
de ilustracon.

Lz =[]

LZ=

N

3. a+=70+72%.
Demostracdn

Seazy = a+ biyz = c+ di, entonces

zn+2 = (a+bi)+ (c+di) = (a+c) + (b+d)i luego
z1+z =(a+c)+(b+d)i = (a+c)—(d+b)i =a+c—bi—di
= (a—bi) + (c—di) = 71 + 7, luego

L+ =n0+20
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10.

11.

Nzz| = |zl |z

Demostracdn

Sizy =x1+1iy1 Yy =X +iy2

2120 = (X1 X2 — Y1Y2) + (XaYy2 + Xoy1) |

|laz| = \/(X1X1 —y1y2)% + (ay2 + Xey1)

=\/X% — 2x0y1Y2 + ViY5 + X4Y5 + 2X1y2XeY1 + X5 Y3

=\ DG + ViV +§Y5 + 8y

=@ (B +¥3) + ¥ (B +3) =/ (B +¥3) (€ +3)

=\/XE+VY;\/%5+ Y5 = |z| |z| luego

12122| = [z1]|z]

~
Il

. Z=72 < ze R
Z

Z Z_ parte real de.
. % = parte imaginaria de.

.27 =z]* = a?+b% si z=a+bhi

Demostraodn
Siz = a+ bi, entonces )
2.7 = (a+bi) (a—bi) = a® + b? = (x/a2+b2> = |z)%.

Re(z) < |Re(2)|
Im(z) < [Im(2)]

< |Z]
< |z].

|21+ 2| < |z + |2].
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Demostradbn (justifique todos los pasos)

\21+22\2 =(a+2n)(a+zn) =+ (a+z) =zu0@An+2%)+2(Z+20)
= aA+uB+2A+2% = a|*+az+ 274+ |2/
=zl + 2%+ 1%+ |2

1z1]? + 2Re (1) + |2|?

\21\2 + 2|75+ \22\2

z|? + 2|2| 1Z2] + |22)* = |2l + 2|z |2 + |22]® = (Jzul + |22])2,

VA

En conclusbn |z + z|? < (|z1] +|2|)? y extrayendo r&z cuadrada a ambos lados de la de-
sigualdad se tiene
1z + 2| < |z + |2
Ejemplos
i. Siz= 2 — 3ientoncegZ = 2+ 3i, ad

1z| = /22 + (=3)% = V22432 = |7.

i. Siz=-3-2i, 2= -3+4+2iy Z= -3-2i,adquez = z

iii. (6—1)(2+8i) = (6—1)(2+8i) pues
(6—1i) (2+8i) = (12+8) + (48—2)i = 20+ 460 = 20 — 46i

y por otro lado

6-1)(2+80) = (6+i) (2—8i) = (12+8) + (—48+2)i = 20— 46i

) i i
V. P — = ues
<2+I) 2+1) P

<2|+|> - ((2i+(i2)Z2i)—i)> - <24|J-L11> - <122i> - gﬁé' - %‘%i

y por otro lado
[ —i —i(241) —-2i+1 1-2i

1
2+ 2-i (2-i)@+i) 4+1 5 5

—

V. |5+12i+4-3i| < |54 12i|+|4—-3i] yaque
5+ 12i+4—3i| = |9+ 9i| = v/81+81=9V2
|5+12i| = \/25+ 144=/169=13 ; |4—3i|=16+9=25=5
y es evidente que\d2 < 13+ 5=18=9-2 puesy2 < 2
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EJERCICIOS
1. Si z; =1+2j Z> = 2+ 3i; z3 = bi,
Efectuar las operaciones indicadas

Z;

a) 2z, — 32, + 23 b)z; 2, 0)2223

d) (2122 23) -1

2. Escribir el complejo dado en la fornaat- ib conay b reales, para:

30 19 6, i3 5
3) 3I2i—I1 b)  (1+D* ©) IZ:IT:“
6 i 1+i i
az ® zomay Y osa

3. Hallar x y y tales que

a) (x—iy)®> = —8—6i b) 2x—y+ (By—2x)i = 2—2i
c) 3+5i) (x+iy) =1 d (2+3i) (x—iy) =1-2i
e) 3x+ 2iy — ix+ 5y = 7+ 5i

4. Hallar el valor de cada una de las expresiones siguientes.

. . . 1 V3.
Sizy = 2—1i; =1+i; = -4 L=
iz1 i; 2 +i; z3 2+ 2|
1
a) |3z1 + 25| b) |z12223]°>  c¢)|z3|? d) | —
2123
22, +z1—-5-1i]? 2 N
e : f) 212 4+ 2,2 Im(z12
) z1 422z — 3+1i ) [20°+ 2% g) [Im (z122)]
Z1 — 27 .
h) |[Re ) |Z1Z
)’ <Zl+22>’ ) 1572

5. Describa y construya la @fica de la redin del plano representado por cada una de las ecua-
ciones siguientes.

a)|z-3| =14 b)|z—3i| =4 c¢)|z—2| = |z+ 4|
d[z—3|+|z+3]| =10 e)|li—-2z| =1 f)z=2-2

9)Z =z him(z%) =4 iz+zZ=4

6. Halle los iuameros complejos que satisfacen:
a)l <z <3 b)1<|z-2i| <5 ¢)|z+1] >3

dz—i] >1 e)lm(z?)>1 f)Re(z?) > 1
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7. Cual de las afirmaciones siguientes es verdadera paratigdn € C
a) Re(z1+z2) = Re(z1) + Re(zp)

b) Im(z1+22) = Imz; +1mz

(z122) = Re(z1) Re(z2) — Im(z1) Imzp

d) Im(z122) = Re(z1) Imz; + Imz Re(zy)

c) Re



Capitulo

TEMAS ADICIONALES CON NUMEROS
NATURALES

4.1. DOS SUMAS FINITAS IMPORTANTES

Suponga que se desea hallar la suma de lpemeros fimeros naturalegparan fijo. Si bien es
cierto el proceso es sencillo, pues consiste simplemente en realizamarmfinito de sumas, resul-
ta un poco engorroso si se pretende hacerlo manualmente patenanam suficientemente grande.
Sin embargo es posible hallar urdarhula sencilla que permite realizar esiéceilo sin efectuar sumas.

Seas, el resultado buscado para aifijo, es decir sea.
S$=1+243+...+(N=2)+(n—1)+n
el cual se puede representar tagmbcomo:
S=n+(n-1)+(n—2)+...+3+2+1
sumando estas expresiones se tiene:

S= 1 + 2 + 3 +

e+ (N=2) 4+ (n—=1) + n
S = n + (-1 + n-2 + ... + 3 + 2 + 1
2= (n+1) + (n+1) + (n+1) + + (n+1) + (n+1) + (n+1)
y puesto que son sumandos entonces
2S,=n(n+1), portanto S, = n(n;— L

81
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Ejemplos

. 6(64+1) (6)(7
i 14243+4+516= (; ) _( )2( ) _o1

resultado que se puede verificacfimente en forma manual al realizar la suma.

(100.000)(.00.001)

ii. 1+2+3+...4100.000= >

resultado demasiado engorroso de verificar manualmente.
n(n+1)

2
iv. ~ 70+71+...45000=(1+2+...+5000)— (14+2+...4+69)

ii. a+2a+3a+...+na=a(l+2+3+...+n)=a

(5000)6001)  (69)(70)

= > = 12502500~ 2415= 12500085
v. (Serie aritnética finita)
a+@+d)+(a+2d)+...+(@1+(n—-1)d) = ay+ar+...+a3+d+2d+...+(n—-1)d

= nay+d(1+2+...+(n—-1))
(n—1)n
2
din—1)
5 )
_ g(2a1+d(n—l))

= na+d

= n(a+

vi. Para halla’\, = 7+ (7+20) + (7+40) + (74 60) +... 4 (74 (29)(20)) se aplica el resultado
dev.parygy=7 d=7 n—1=29 n= 30 portanto:

An = 3—20(2(7) +20(29)) =8910

Otro resultado de gran importancia en estudios posteriores de atatases la llamadserie geo-
métrica finitaque consiste en sumar los n resultados de elevaiiorero fijor(r £ 0, r # 1) a las
(n+1) primeras potencias: @,2,...,n. Para ello se&, el resultado buscado:

Gn = rO+rtgr?4 gty

Gn = 141 +r2+. . 4r" 2 yyn
por tanto

Gn = r4r24rd4 41yt

y restandq Gp — rGy,) estas dos expresiones se tiene:
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Gh= 1 + r + r2 4+ .. 4+ M2 4 1 4oy
Gh=r + > + % 4+ . 4+ Mt 4+ o4 il
Gn_an: 1 - I’n+1
y ad
Gn(1—r)=1—r""1 esdecir
1_rn+1
Gh= ara r#1
n=—7—, P #
Ejemplos

i. Gh=1+3+9+27+81+243+729=1+3+3%24+3%34+344+354+36
Agqui r = 3y n= 6 entonces
1-37 1-2187

Gn:1_3 = 1_3 = 1093

ii. 6+6(1/2)+6(1/4)+6(1/8)+...+6(1/22")

= 6(1+(1/2)+1/22%+ (1/2)3+...+(1/2)"
_ s 1_(1/2)n+1
o 1-(1/2)

i, (VR4 (VIR (VR4 ..+ (VI

V2P (V2 4+ (V2R - [(V2)P ..+ (V2)19
1- (V22 1-(v2)*° 1-21%_14210

1-/2 1-v2 1-/2
10 516

_ 27o27 64812 pponges
1—+/2 1—+/2

iv. Utilice procedimiento similar a (iii.) para mostrar que pafac N k<n

I‘k(l _r nfk+1)

k n
r L=
+...+ 1t

4.2. SMBOLO DE SUMATORIA

Dada una®rmula que contenga una variaklecon el fin de comprimir la suma de uamero finito
de &rminos que se generan el reemplazar en@sauia la variable porimeros naturales sucesivos
1,2,...n, se usa frecuentemente iumbolo que se llamardmbolo de sumatoria, que se nota con la
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letra griega sigma massculay y que esk definido as

n
Zak:a1+a2+...+an
k=1

dondeay es la brmula que genera losimerosay, ..., a, al reemplazar en ella lapor los rumeros
1,2,...,nrespectivamente.

n
Generalizando, una expréside la formay ay, parap € N, p <n, tenda el significado de
k=p

n
Z ak=ap+api1+...+an
k=p

Ejemplos

L3 (2K 1) = (1) +1)+(2(2) +1) + (2(3)+1)+ 2(4) +1) =3+ 5+ 7+9=24

i, k; kSer(¥f) =3Sen(¥) + 4 Sen4) +5Sen(F) = (3)(—1) +4(0) +5(1) =2
=3

iii. Los resultados de la se@n anterior con elisnboloy quedaran:

n n(n+1
14243 +...4n=y k= (n+1)
& 2
n 1_rn+1
Tfr4ri4. 4= Srk= conr#1
& 1-r

. 7 k®+1 941 16+1 25+1 36+1 49+1
W ég 2 K 2.3 2.4 " 2.5 2.6 2.7

v. La expresbn (—1)%, a medida qu& toma los valores 2,3,4... representa losirmeros
—1,1,-1,1,... respectivamente, es decir esa exgmesnultiplicando unadrmula de élo
teérminos positivos oo negativos hace que loértninos deésta se alternen entre negativos
y positivos. A por ejemplo:

8 10 12 14 16

+T6+§:)+?6+Z9+& pero

+
oo

6 8 10 12 14 16
-9t 16 2t

6 25 36 49 64 Y

w12k 2 4 6 8 10 12 14 16

8
-1 _c_ T, _°2
Z( ) k2 1 4+9 l6+25 36+49 64
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Cuando se trabaja con éhsbolo de sumatoria es necesario conocer algunas propiedaékdade
cuales facilitaain su manipuladin:

1. Propiedad de cambio de variable
Al cambiar el $mbolok en toda parte donde se presente una sumatoria, poriottmie, el
valor de la sumatoria no Vi, es decir.

Ak =
p i

M
M-
o
I
HM:

-O_QJ

k

Ejemplo

5 5 5
k;sk:32+33+34+35 —360= i;s' = ZZSJ

2. Propiedad homogenea
n n
Cag=C Ak
2557

dondec es una constante. En efecto:

n n
Zcak:ca1+ca2+ca3+...+can+:c(a1+a2+...+an) :cZak.
k=1 k=1

Ejemplo

% 2Kk =2 % k?=2(1+2%+3%) = (2)(14) =28
k=1

3. Propiedad aditiva

En efecto:

=}

(ak-l-bk) = (a1+b1)+(a2+b2)+...+(an+bn)

M
o

= (a+a+...+a))+(br+ba+...+by)
n n

= ay + by
25
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Ejemplo

4 4 4 4 4
z\/RJer: Z\/E+ Y 6k=3 \/R+62k
k=1 k=1 K= k=1 k=1

=1

4. Propiedad de suma de constantes iguales
n
Z 1=n enefecto:
K=1

n
21:1+1+1+...+1:n y ad
K=1

nveces

n

Z:n

k=1
Ejemplo
6
i S 1=1+1+1+1+1+1=6
k=1
. 10
i. ¥ 3=3y:%,1=3(10)=30
k=1

5. Propiedad de cambio deiimite
n+p

n

= A—p
|2; kgg%p

En efecto:

n+p
&-p = Bpti-pTapr2ptps3pt...F8npp
k=p+1
= Qqtap+azg+...+an
n

= 2N
A

Ejemplo
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6. Propiedad aditiva para los imites
n p n
Ya=>at+ Y a& p<n p>1
k=1 k=1 k=p+1

Para su demostram use la definién de sumatoria y la propiedad asociativa de la suma de
numeros reales.

Ejemplo

10 5 10
> k2 = > K2+ > k2
k=6

k=1 k=1

7. Propiedad telesépica
n
Z & —8-1) =@ —

En efecto:
i = (a1—ao)+(az—a1)+ (a3 —az) + (a4 —as) + ...+ (@n-1—an-2) + (8 —an-1)

En la anterior expreén se puede observar que los primegrgiinos de cada pantesis, se can-
celan con los segundoarminos de los p@&ntesis siguientes, por tantbls quedan, el segundo
téermino del primer pa@ntesis y el primerérmino dellltimo pagéntesis es decir:

—ap+ an = an — a, luego

n
Zakakl =an—ao

Ejemplo

230
i Z 2k_2kfl — 2230_21712 2230_1

" 11 1 1
' k;3(k+1) 3k 3(100+1) (3)(1)
1
&= 3kry Y™ 3«
EJERCICIOS

1. Hallar el valor de

4
a) 5 (x+k)

k=1
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b) §k2—2k
k=3

C) §Sen(2k
k=2

Q) 3 (1K
k=1

2. Expresar cada una de las sumas siguientes usando lsbnadacsumatoria.

a) 1*+244+3*+... +100
b) 1+3+5+4+7+...+101

2 4 8 v (2\"
2 3 4 81

e) 7+12+17+...4+(2+5n)
f) 2+4+6+...4+1040
3. Cual de las expresiones siguientes es verdadera.

100 9
a) 5 2k+5=3 2k+7
k=3 k=2

1020 1000
b) 3 3= 3
k=50 k=30

40 39
c) S 3K—2k+5= 3 3k%—2k+6
k=1 k=0

20 10 20
d yK+1=75 K+1+3k+1
k=1 k=1 11

e) Si a#l
n g+l _ gk

Dk
2 A=
k=2 k=2 a—1

4. Hallar el valor de las sumas

a) E 2k—1
k=1

b) 3 (—-2)
k=0

n _g k
c) kgo( 3)

n

k+1—vk
d) k:zlo vk2+k

40
e) ¥ (2k+1)2—(2k—1)?
k=4
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1001_

1
N 2 @e ~mcar

n
0 3¢
Sugerencia: despej@ de (k—1)® = k3 —3k? + 3k— 1

5. Cuales de las siguientes sumas se pueden expresar comopétesc

n
a) S ax-1—a
k=1
n
b) 5 a1—a
k=1
n
C) Y Akys— A3
k=1
20
1 1
9 54

20
11
e) ¥
2, KT 21

6. Hallaray tal que cada una de las sumas siguientes se pueda transformar en uidpitzslesc

4.3.

halle el valor de la suma

20

a) S a—5k
k=1
28

b)  a—Sen($)
k=1
15

c) Y a—(2k-3)°
k=3

100
d) 5 ax—(k%+2k—1)
k=1

100
e) > -1

k=20
FACTORIAL ()

Se plantea el siguiente problema: ¢ Dartas formas se pueden sentar 5 personas en 5 sillas?.
Para sentarse la primera persona tiene 5 opciones; por cade @jgcesta persona, la segunda per-
sona tiene solamente cuatro opciones, (pues ya hay una silla ocupada); por cadaaopaior la
tercera persona tiene 3 opciones (pues ya hay 2 sillas ocupadas); por cédeamperiior, la cuarta
persona tiene dos opciones y por cada @peinterior, la quinta tiene una sola atj por lo tanto en
total el timero de formas en que se pueden sentar las cinco personas en cinco@lj&8)€3) (2)(1).
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En la soluodbn de problemas a@ogos al anterior y otros tipos de problemas, aparece el producto de
un nimero natural por todos los que le preceden. Este producto de llama el factorial deldizdro n
natural y se nota! es decir:

nl=n)(n—-1)(n—2)...(2)(2)

De esta definidn se puede concluir que:

nl=n(n-1)(n—2)...(2)1) =n[(n—1)(n—2)...(2)(1)] =n(n—1)!

Ejemplo
8!=(8)(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1) =8[(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1)] =8(7)! = 40320

Obsrvese como el factorial de urimero creceapidamente, pues si se tuviera solamente 8 per-
sonas para sentarlas en 8 sillas, exetid0320 formas posibles de hacerlo.

Resulta conveniente en la condenéadle algunas expresiones, definir el factorial deharo cero,
el cual se define como 1, es decir
or=1

esto se justifica si se tiene en cuenta qualde n(n—1)!, paran = 1 se tiene 1= 0!1 entonces
1=0
Ejemplo

Para simplificar la expresi:
(101 (8")(3!)
(7)(31)(6)(2)
se procede a descomponer los factoriales de los numeros mas grangiesieos del factorial de los
numeros mas peqiles con el objeto de cancelarlos:as

(109(6)(3) _ (10)@BTE)E)B)@) _ 100613 2160

(7H(3H(6)(2) (7H(3H(6)(2)

4.4. NUMEROS COMBINATORIOS

Consicerese un conjuntd con 7 elementos, se trata de hallar@trero de subconjuntos diferentes
de 3 elementos que tiede Para el primer elemento se tienen siete opciones; para el segundo elemento
se tienen seis opciones por cada 6pailel primero. Para el tercer elemento se tienen cinco opciones
por cada opdn anterior y por lo tanto ellimero de subconjuntos con tresiaéi ) (6)(5). Pero estos
subconjuntos no son todos diferentes, ya que aparece por ejemplo el subcéajbontd y tambén
los subconjuntogb,c,a}, {a,c,b}, {c,b,a}, {c,a,b}y {b,a,c} que son iguales como conjuntos; es
decir, cada subconjunto de tres elementos aparece 3! veces, (pueseebrde opciones distintas de
acomodar tres elementos diferentes en un conjunto es 3!); luegmelra de subconjuntos diferentes
de tres elementos es

1)®)5)

3!
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lo cual se puede expresaii:as

M®6)_MHE)G@WE)E)d) . 7 7
3! 31(4)(3)(2)(1) 3141 ~ 3I(7-3)!

Generalizando, se tiene que éimero de subconjuntos diferentes doaelementos que se pueden
extraer de un conjunto canelementogn > k) es

n!
kl(n—k)!

Esta expregéin aparece en algunos problemas similares y se llamane¢éro combinatoria,k el
cual se nota pofy) es decir:
ny\ n!
<k> ~ k(n—k)!

Ejemplo
i. ¢De cantas formas diferentes le pueden repartir a una persona siete fichas de ua (&8nin
piezas)?

Este problema es equivalente a hallar @mero de subconjuntos con siete elementos que se
puede extraer con 28 elementos, luego la sélues:

28 28! 28!
( 7 > T(MI28=7)  (7)(21)!
(28)(27)(26)(25)(24)(23)(22)(21!)
(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1)(21!)
=(9)(26)(23)(11)(5)(4)
—1184040

e . 7 7
ii. Hallar el valor de.<5> y (2)
7 7!
(5) BT

7 7!
(2> =151 = 21 luego
N (7
5) \2
Este es un caso particular de la siguiente propiedad:

(£)-(,1) mom
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(nik> - (n—k)!(nni(n—k))! - (n—nI!<)!k! - (E)
iii. Hallar el valor de<g> y <:)
(0) ==t ¥

()

iv. La siguiente propiedad resultgil en el trabajo con iimeros combinatorios, por ejemplo en la
construcadn del conocido tAngulo de Pascal, como se vera mas adelante:

<E> ! (ki1> - (ntl>

. n n B n! n!
En efecto: <k> + <k—1> “Kn—K! T k—1)(n—k+ 1)

n! n!
“kk—DIn—K)! k= 1)In—K)!(n—k+1)
nl(n—k+1)+nlk
k(k—1)I(n—K)!(n—k+1)
_nl(n+1)  (n+1)!
S K(n—k+1)!  K(n4+1-k)!

3

1. ¢De cantas formas acomodarlO personas en una fila?

EJERCICIOS

9! 6! 3!
8!5!2!

3. ¢Cul de los enunciados siguientes @sido?

2. Simplificar

a) (ab)!=alb!

QO

c) (a+b)!=al+b!

4. TomanddA = {2,3,5}, muestre que hay 3 subconjuntos diferentes de 2 elementos.

. . n
5. Dar una interpretach a (n) =1
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6. ¢De cantas formas es posible extraer de un grupo de 15 personas, unaoaieigi personas?

7. ¢Dado un conjunto con 5 elementosamios subconjuntos tiene sin elementos?agims con
1,2,3,4,5? y ¢ @ntos subconjuntos tiene el conjunto?

n n
8. Hallarntal que<10) = (7)
14 14
9. Hallark tal que( k> = (k—4>

4.5. TEOREMA DEL BINOMIO

Uno de los problemas que se presenta al usarégigtilo de Pascal es que para desarr¢ilarb)"
es necesario construir todas tagrimeras filas de dicho ingulo, lo que se hace muy dispendioso
para unn grande. Para obviar este problema se presenta a confnuata version de estearigulo
usando aameros combinatorios.

0 1 1 : , .
Puesto queg0> =1 <O> = <1> =1 ,las dos primeras filas delangulo se van a
expresar como:

0
0

(o))

por consiguiente los elementos de la tercera filarser
1 1
1 1
(0)+(1)
los cuales teniendo en cuenta que = 2 1 + Do (? 1= 2
e =30 o) 1) \a 2

se presentan como:
2\ (2 n 2
0/\1 2

Analogamente los elementos de la cuarta filaser

o)) (D))

U0 000 0:00 -0

guedando la cuarta fila en la forma:
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3\ /3)/3\/3
0/\1/\2/)\3
continuando de esta forma se concluye que la nueva presantiitrangulo sea:

(@4b)® — - ( 0 )

0 (5)(2)
a7 oo ()
7 oo HEEE)
ot oo (OO
SR (HEOEHEEE)

ad sucesivamente.

De donde se puede intuir que(la+ 1) fila del triangulo o sea la que corresponda a los coeficientes
de(a-+b)" tiene como elementos:

En resumen la exprési (a+ b)" se puede expandir como:

n__ n n n n-1 n n—2p2 n n—-1 n n
(a+b) _<0>a +<1>a b+(2>a b+...+<n_l>ab +<n>b

gue condensada por medio dehbolo de sumatoria es:

(a+b)"= i (E)a”kbk

k=0

resultado que es conocido con el nombr&derema del Binomio
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Ejemplos
i.

s 2_2 2 2—f i
(a+36)2 =Y - )a*(3h)

i=0

0+ (o o

a* + 6ab + 9b*

EJERCICIOS

1. Halle el desarrollo de:

a) (V2ab+3a*?)?
b) (x%y—xy?)*

95

Lh

)(—yﬂﬁ

h

; X 5o ; 3
2. Halle el cuarto termino de (— f X) . ¢l termino independiente y el coeficiente de x ~2y?
y x

15
3. Halle el coeficiente de x'® en (x2 s ﬁ) . el noveno termino y el termino independiente.
X

4. Halle el coeficiente de x° en (x3/2 +x~1/3)"_si la suma de todos los coeficientes es 128.

X

3 9
5. Halle el termino independiente en (Ex2 — 3—) . el coeficiente de x©

6. Halle el valor de:
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7. Hallar el termino independiente

a+1 a-1\"
a?3—al/3+1 a-—all?

4.6. INDUCCION MATEM ATICA

Otra de las caractegticas importantes de losimeros reales es el llamatjarincipio de induccbn
matenatica” el cual permite demostrar rigurosamente proposiciones que satisfacdnresas nat-
urales. Debido a que para los objetivos de este libro este tema se puede obviar, se presenta como un
apendice, para que sea consultado por el lector interesaédb en



Capitulo

GEOMETRA ANAL ITICA

En este cajpulo se estudiam algunas curvas en el plano, pero no solamente consideranddisa,gr
sino que gracias a la representacte puntos en el plano por medio de pares ordenadosrderos
reales, estas curvas se pueden representar mediante ciertas ecuaciones. El estudio de estas curvas
mediante este tratamiento, mezcla de la represémaypafica y la representamn algebraica, es lo
gue se conoce como geonatanaitica.

5.1. LINEA RECTA

Se conoce, desde la secundaria, que dasdrilos se dicen semejantes si “sus lados correspon-
dientes son proporcionales”, es decir, los daagulos tienen la misma forma aunque no tengan el
mismo taméo. Para que se pueda cambiar el tamain cambiar la forma se pueden cambiar las
longitudes de los lados pero no se deben cambiar las medidasategldss, como se puede observar
enlafigura5.1.

FIGURAN° 5.1

Esta observabn permite concluir que dos &mgulos son semejantes si aarggulos correspondi-
entes son iguales.

Una aplicacbn inmediata de este concepto damgulos semejantes se encuentra en la Smiubé!
problema de buscar el punto medio de un segmento de recta que une dosNtantms y B(by,by).
En la figura 5.2 el tAnguloA B Ces semejante al ainguloA M N, entonces si el ladA M es la mitad
del ladoA B, por semejanza deéangulos, el lad@ N es la mitad del ladé C. La coordenada del

97
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puntoM es entonces:

1 1, 1
qt+s(b—a)=a+ b -ca

1 1
=— -b
2611—1-2 1
1
=_-(a1+Db
2( 1+b1)
y
B
b, +
M
A
ay + .
N C
} } X
al bl
FIGURA N° 5.2

Por otro lado taml&n, por la semejanza de losamigulosA BCy AM N, si A M esta mitad dé\ B
entoncedM N es la mitad d&8 Cy ad la coordenadg del puntoM es:

1 1 1
a2+§(b2—a2) = a2+§b2—§a2
1 1 1
= Stsb=5(a+h)

Por consiguiente, las coordenadas del pit@unto medio del segmenfoB) son:

<; (a1 + bl) , % (az + b2)>

Ejemplo 1

Hallar el punto medio del segmento de recta que une los p(2tésy (6,8) .

. 2+6 448
El punto medio es$x,y) = (Z, Z) = (4,6)
Para acercarse intuitivamente al concepto de recta se compara una linea recta con otra curva que no

es recta. Consitese la recta que pasa por los purf@®) y (4,8) y la paébolay = x? que pasa por
los puntog0,0), (1,1), (2,4), (3,9), y otro punto.
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(0,0) (0,0)

FIGURAN° 5.3

=IN

4

|
wio
Rl
Rlw

Para localizar en el plano esos puntos de lalpala se debe avanzar una distancia horizontalmente
y avanzar otra distancia verticalmentei; @stando en el punt®,0) se avanza horizontalmente 1y se
avanza verticalmente 1y se llega al pufitol), estando adisi se avanza horizontalmente 1 se debe
avanzar verticalmente 3 para llegar al pufo4), si se avanza de agborizontalmente 1 se debe
avanzar verticalmente 5 para llegar al pu@¢g9). Se observa que la relaci entre lo que se avanza
verticalmente y lo que se avanza horizontalmente para ir de un punto a otro de la curva no se conserva
mientras que para la recta esa rédacsi se conserva, porque para ir(@0) a(1,2) lo que se avanza
verticalmente es el doble de lo que se avanza horizontalmente lo mismo que pdta )@g2,4), o
parairde2,4)a(3,6) lo que se avanza verticalmente es el doble de lo que se avanza horizontalmente.

La invarianza de esa rel@ti es la principal caractetica de las rectas. A la reléci de lo que se
debe avanzar verticalmente con respecto a lo que se avanza horizontalmente para ir de Aid@unto
una recta a otro puntB de la misma, se conoce como pendiente de la recta usualmente notada por
m. Para la recta que se ha tomado como ejemplo, la pendiente es 2 ya que lo que se debe avanzar
verticalmente es el doble de lo que se debe avanzar horizontalmente para ir de cualquiérgunto
cualquier puntd de la misma recta.

Para una recth no vertical cualquiera, si el puntdtiene coordenada®s,ay) y el puntoB tiene
coordenadaéby, by) la pendiente de la recta $ede acuerdo con lo que muestra la figura 5.4:

FIGURAN® 5.4
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_b—a
N bl—al

Claramente las rectas horizontales tienen pendraatd). Para las rectas verticales la defiaicde
pendiente presenta el inconveniente de la “ddrigpor cero”por lo que se dice que las rectas verticales
no tienen pendiente o tienen pendiente infinita.

Para la determina@gn de la pendiente de la redtade la figura 5.4, imptitamente se consideel
by —az

triangulo recanguloA B C, en el cual la relaén m = , corresponde a la tangente @glgulo

1—ay
B A C (cateto opuesto sobre cateto adyacente), que es el mismo independiente deda gleece
haga de los punto& y B sobre la recta. A est@ngulo se le llamaé&ngulo de inclinadn de la recta
L
Se observa entonces que la pendiente de una recta es la tangeréiegi@lsde inclinadin; por lo que
rectas corangulo de inclinaéin agudo tienen pendiente positiva y rectas angulo de inclinaén
obtuso, tienen pendiente negativa yipeocamente.

1. Supongamos que la recta&siclinada a la derecha. (Fig. 5.5)

y
B
(x2,¥2)
Y2—Y1
A_10
(x1,y1) X2—X1
o .
FIGURA N° 5.5
Pendiente= Tang — Y22
X2 — X1

2. Supongamos que la recta&stclinada a la izquierda. (Fig. 5.6)
y

X

FIGURA N° 5.6
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Pendiente= Tan0 = Tan(m— )
Tanm—Tany

- 1+TannmTany
yi—Y2
=-—-Tany = —
LIJ Xo — X1
_ Y=y
Xo — X1

El angulo de inclinadin de una recta debe ser mayor o igual a cero y menor o iguala 180

Ejemplo 2

Hallar la pendienteny el angulo de inclinadin 6 del segmento de recta que une

a) Los puntog-8,—-4), (5,9)
b) Los puntog8,-2), (12,—6)
c) Los puntog12.,6), (12,10)
d) Los punto§2,5), (10,5)

Solucion
. . 9-(-4) 13 i o
a) La pendiente viene dada por= 5_ (=8 =13~ 1y elangulo de inclinadin es 45
puesTanf =1, luegof = 45°.
b) m= =6-(=2) _=4_ | . Tane— _1, entoncesd — 135
- 12-8 4 ’ o N
c) m= 1026 _ 4 egomesinfinitay Tan8 = yas 6 — 90°
“12-12 0 % y - yas v=s
d) m °-5 _0_ 0; y Tan6 =0, Portanto8 =0°.

10-2 8
La manipuladdn algebraica de la recta requiere que se puedan representar los puntos de una recta
por medio de una ecudxi que solo sea satisfecha por las coordenadas de los puntos de esa recta.
Para encontrar la ecuéci de una recth que pasa por un pun®d= (a;,a,) y tiene pendienten, se
considera un punto cualquieldx,y) de la recta, diferente del punfg y se calcula la pendiente de la
recta enérminos de las coordenadasklg de A, es decir, se establece que:

_y—@
X—az

expresbn que ya puede considerarse como ed@rade la recta que pasa péity tiene pendienten.
Se acostumbra la siguiente preseriin@quivalente para esa ecuati

y—ax;=m(x—ay)
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y se le llama forma Punto-pendiente de la eciacie una recta.
De esta expreéh se puede deducir una forma mas conocida de la énudeila recta, as

y—a; = m(x—a)
y = mXx—ma+ap
y = mx+b, donde b=-ma+a

aqu b es el corte de la recta con el gjgue se obtiene haciendo en la ecoaci = 0 Figura 5.7.
y

y=mx+b

i

FIGURA N° 5.7

Ejemplo 3

. : .2
Hallar la ecuadn de la recta que pasa por el puf2o2) y tiene pendlent%.

y—ap 2 y-2 2 .
Como m= entonces - = >——, ortanto y—2=-(x—2 es la ecuadn de
x—ay 5 x_2 P y 5x—2) u
la recta.
Ejemplo 4

Hallar la pendiente, los interceptos con los ejes coordenados y 3 puntos de la recta que tiene por
ecuacdn y+4x=7.

Como y+4x=7, entonces y=—-4x+7, Yy a$dlapendiente es4.
Para hallar el intercepto de la recta con elygjee hacex= 0 en la ecuaéin de la rectyy = —4x+7
para obteney = 7.
Para hallar el intercepto con el ejese haceg = 0, en la ecuaéin de la recty = —4x+ 7 para obtener
—4x+7=0, es decix="7/4.

. . 1
Para hallar 3 puntos de la recta se le dan3valores distintos (o @) por ejemplx=0,x=1,Xx= I
en la ecuadin de la recta para obtener los punt0s7), (1,3), (1/4,6).

Como la caractéstica fundamental de una recta no vertical es que la pendiente es una camstante
cualquier par de puntos determinan la recta y por consiguiente su@&cuaci
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SeanA = (a1,ay) y B = (by,by) dos puntos diferentes de una rettacomo ya se estableétia
pendientan de la rectd., se calcula ds
. b, —a
- bl —a

y por consiguiente la ecuasi de la recta es:

y—ax=m(x—a); esdecir,

y-ae= (oo ) (- a)

b1 —a

que es la ecuadn de la rectd. que pasa por los puntédgay,az) y B(by,by).

Ejemplo 5

Hallar la ecuadin de la recta que pasa por los punt®)y (0,4).

La ecuaddn de la recta que pasa por los pun®) y (0,4) viene dado por

(4-0)
(0-4)

y=—(x—4), es decix+Yy = 4, por tanto

y—0= (x—4), es decir,

x+y—4=0 es la ecuadin pedida.

Como una recta vertical no tiene pendiente, su ebuand es de la forma punto-pendiente. Al ser
una recta vertical todos sus puntos tienen la misma coordenéda a, si la recta corta al ejg
en el punto(a,0)) y la coordenada es cualquier amero real. La ecuath de esa recta vertical se
expresas entonces como:
x=a; donde se entiende quey es cualquier imero real.

La forma punto-pendiente de la ecuatide una recth que pasa por el puni@y,ay):
y—ax;=m(x—ay)
se puede cambiarias
mx—y—ma +a;=0

mx—y+ (ag—ma) =0

se hacem=A; B= -1 y C = a, — ma para obtenerAx+ By+ C = 0 que se conoce como
ecuacbn general de la recta y que tiene la propiedad de recoger todo tipo de rectas: horizontales,
verticales y oblicuas.
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Ejemplo 6

Hallar la ecuadin de la recta que pasa p@,—3) y tiene unangulo de inclinaén de 60.

Como elangulo de inclinadn es de 69 su pendiente e = Tan60® = /3, y as la ecuaddn de
la recta ey +3 = v/3(x—2)

Ejemplo 7

Hallar la ecuadin de la recta que pasa por los puntds3) y (6,0) .

La ecuaddn de la recta que pasa por los puntdos3) y (6,0) es

y—0= %(x— 6); es deciry = —%(x— 6), es decir 2y= —x+ 6, por lo tantox+2y—6=0.
Ejemplo 8

Dada la ecua6in de larecta 3% 2y= 12, Hallar la pendiente y el intercepto con el gje

3 . .
Como 3xt+2y=12, entonces 2y —3x+12, luego y= —§x+ 6, y a$gla pendiente es

3 . .
~3 y el intercepto con el ejges 6 (cuando x = 0).

5.1.1. Angulo entre dos rectas

Es claro que si dos rectas y L, son paralelas tienen el misrangulo de inclinaén y por consi-
guiente la misma pendiente. Ahora si las dos rectas no son paralelas se deben intersectar en alg
punto y formar necesariamente @amgulo agudo entre ellas, el cual se llaraagulo entre dos rectas”.
¢,@dmo se calcula esangulo?

Consideremos dos recthg y L » con inclinacione®; y 8 , respectivamente, ninguna de las dos rectas
es horizontal o vertical.

a
/{\ 92 X
A /B

FIGURAN° 5.8

De la géfica (Fig. 5.8) se observa queaglguloB ; es unangulo externo al\ ABC, entonces

6,=06,+aq, luego a=06,-6;



5.1. UNEA RECTA 105

Tanf6,—Tan6;
1+Tanf,Tanb;

Ahora  Tana =Tan(0,—6;) =

_ M —mM
1+ mpm

dondem es la pendiente de; y m es la pendiente des.

Luego elanguloa entre las dos rectas es aquel cuya tangente esta dada por

My —Mm

Tana = ——.
1+mpmy

SiL, y L, son perpendiculares, entonaes= 90° y Tan9(° es infinito, lo cual sucede si el denomi-
nador de la expresh de arriba es cero, es decir, si

1+mpmy =0 0 sea, Si
mm = -1

lo que indica que dada una recta con pendienteZ O, cualquier recta perpendicular a ella tiene
pendiente

%:_Hl

Ejemplo 9

3 .
Hallar elangulo entre las rectay = v/3x; y= \B[X. (Figura 5.9)

y
y=v3x
V3
e] y= 3
X
FIGURA 5.9
V3 2V3
VALY S
Tan6 = 1? m:rﬁ = \% = g’ = \f entonced = 30° (puesTanSOO = ?)
! 1+ \/é?
Ejemplo 10

Sabiendo que éngulo formado por las rectas y L es de 453y que la pendiente de; es 2/3,
hallar la pendienten, delL »
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m—m . mp—2/3 2
Como Tan4d5>= ———, esdecir, E———-'—, entonces +-m=mp,—2/3, luego
, 1+ mump 11 (2/3)m 3 =m—2/ g
mz—émz=1+2/3, esdecir%:5/3, luego mp = 5.
Ejemplo 11

Hallar la ecuadn de la recta que pasa p@;,0) y es perpendicular a la recta que tiene por e@raci
y=X.

Como la recta que pasa p@,0) es perpendicular a la recta que tiene por e@raciy = X,
. 1 . .
entonces su pendiente gs= 1= —1 y por tanto su ecuamn es y— 0= —1(x—0), es decir

y=—X
Ejemplo 12
Lasrectas x+2y=8 y 2x+4y=1 son paralelas ya que sus pendientes son iguales, pues de

, 1
X+2y=28 setiene que 2y 8-Xx, entonces,y:4—)—2( y <m:—2>, yde 2x+4y=1,

. . 1 2 1 x 1
setiene que 4y 1-—2x, es decir, y_Z_ZX_Z,_é (m_—z)
Ejemplo 13

1 .
Lasrectasy—3= _Q(X_ 5), y—5=2(x—1) son perpendiculares ya que el producto de sus

. 1
pendientes es—1; pues mp-m; = —5(2) =-1

Ejemplo 14
Hallar la ecuadn de la recta que pasa pdr,2) y es paralela a la recta que tiene por ecbiaci
X+2y=06.
: . . . X
Como la recta es paralela a la recta que tiene por emuaci+ 2y =6, es decir, y = ~5 +3,

, 1 . . 1
entonces su pendiente es> yadsuecuadnes y—2= _Q(X_ 1).

Ejemplo 15

Hallar la ecuadin de la recta que pasa por el punto de interéecde las rectas x+y =1,
—X+y=1 yesperpendicular a la recta que tiene por e€macBx+ 2y = 2.

El punto de intersecon de las rectas €9,1) y como 3x+2y= 2, entonces 2y —3y+2, es
: 3 . . .
decir, y= —§x+ 1 yaslapendiente ei, luego su ecuabnes y—1= §(x— 0).
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Ejemplo 16

Hallar el valor dea de tal forma que la recta que pase por los put®oa) y (5,—2).

a) Sea paralela a la recta que pasa por los puriftas-4) y (—6,3).

b) Sea perpendicular a la recta que pasa por los pufs4) y (—6,3).

a) En efecto, como las rectas son paralelas, entonces las pendientes deben ser iguales, es decir,

4 7 7 3
= entonces —2—a=—~>=—-, luego a=-2+_-=_—

5-2 -6-0" 6 2 5= por tanto

2—a —-6-0 6 18 18
- \3 ) =7 por tanto —2—a:7; luego —2—7:a, luego

Ejemplo 17

Hallar la distancia del punt@,0) a la recta que tiene por ecuasi x4+ 2y=4
Para hallar la distancia del punt®,0) a la recta, se halla la ecuaaide la recta que pasa p@,0) y
es perpendicular a la recta que tiene por eé@rack+ 2y =4, se halla el punto de intersegnide
las dos rectas y se aplica larinula de la distancia entre los dos puntos.

. X 1 , .
Como x+2y=4, entonces 2y¢4—X, esdeciry=2— > luego m= ~3 y ad la pendiente
de la recta perpendicular esy = 2, luego su ecuach es y—0=2(x—0), es decir y=2x
Para hallar el punto de interseguide las dos rectas se iguglan ambas, es decir, 2x2— > es

. X 5x , 4 4 8
decir, 2x+§ =2, por tanto > =2 yas Xx= c por tanto y=2 c = c entonces el

. L. 4 8 . . .
punto de intersecoin de las dos rectas {&5, 5), y ad la distancia del puntg0,0) a la recta que

tiene por ecuabin x+2y=4 es

4 N\?° /8 \? [16 64 [80 45
d—\/<5‘°> +<5‘°> “Vete Vs~ 5
Se puede demostrar que la distancia del p(xgoyo) a la recta que tiene por ecuani
Ax+By+C=0 es

| Axo+Byo+C|
VA?2+B?
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en el ejemplo anterior (Xg,yo) = (0,0) x+2y—4=0 entonces si se aplica estarhula se tiene
que

d_|1><0+2><o—4|_i_4\@
- V5 V6 5

Ejemplo 18
Dado el trangulo de ertices A(—1,4), B(1,2), C(3,-2). (Fig. 5.10)
y

A(-1,4)
\ B(1,2)
X
\J C(3,-2)

FIGURA 5.10

Hallar

a) La ecuaddn de la mediana del laddB del triangulo
b) La ecuaddn de la mediatriz del ladBC

c) La altura del trangulo considerando/AB como base

d) El area del tléangulo

a) La mediana es el segmento de recta que une el punto medio del lado éoticel @puesto.

El punto medio del ladé&\B = <_12+ 1, 4J2rz> = (0,3) vy la pendiente de la recta que pasa
—-2— 5 . ,
por(0,3)y (3,—-2)es m= % =—3 Por tanto la ecuabn de la mediana es
5 .
y—3= —é(x— 0), esdecir, 3y5x—9=0.

b) La mediatriz es la recta perpendicular que pasa por el punto medio de un segmento de recta,

1;3,2_22> = (2,0) vy la pendiente de la

4 . L
recta que pasa p@B,—2)y (1,2)es m= +—2 = —2 luego la ecuadin de la mediatriz es

luego el punto medio del segmenBiC es <

y—0= +%(x— 2), esdecir, 2y-x+2=0.
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4a-2 2 _

-1-1 -2

ecuacbnes y—2= —1(x—1); esdecir, y—2=—x+1, luego x+y—3=0. Laaltura

del triangulo es la distancia del punt®,—2)a x+y—3=0, quees

3—2-3] 2 2V2 /3 .

= - == ="""—1/2, luego laaltura del thingulo es /2.
V2 N7 g g

d) Elareadel tiangulo es la longitud del lad®B por la altura dividido por 2. La longitud del lado

AB=,/(4-22+(-1-12=+/4+4=+/8 yadelareadel tingulo es vBv2_4

c) La pendiente de la recta que pasa ped,4)y (1,2) es —1, luego su

=-=2.
2 2

Ejemplo 19

Hallar el valor dantal que las rectas que tienen por ecuaciomeg+8y—1=0; 2x+my—1=0
son paralelas.

. . . m 1
Despejandoy de las ecuacionesnx+8y—1=0 y 2x+my—1=0 se satisfacey= —§x+ é;
-2x 1 2
y= —X+ — Yy por tanto _m_ —=, entonces n? =16, a$ m=+4.
m m 8 m
Ejemplo 20

Hallar el valor dem para que las rectas que tienen por eddaci2x+ my—5=0; x+y—1=0,
sean perpendiculares.

. . . 2 5
Despejandy en las ecuaciones se obtieng= XY Y= X 1 ycomo son perpen-

, , .2
diculares el producto de sus pendientes-dnes deC|r—a -(-1)=-1, luego m=-2.

Ejemplo 21
Hallar el valor de k tal que la recta que tiene por ecuati 4x—ky—7 =0, tenga pendiente 3.
. . . 4 .
Delaecuadn 4x—ky—7=0, despejandoy se obtieney= Rx— K y como la pendiente de

. 4
4Ax—ky—7=0 es 3 entonces se tiene quE =3, portanto k=12.

Ejemplo 22

Hallar la ecuadin de la recta que pasa p@.5) y no intercepta al ejg.
Como la recta pasa p98,5) y no intercepta al ejg, debe ser paralela al efeluego su pendiente
debe ser 0, por tanto su ecuaties y—5=0(x—3), esdecir y=>5.

Ejemplo 23

Hallar el valor dek tal que la recta que tiene por ecuati 3kx+5y+k—2=0, pase por el punto
(—1,4).

Como la recta pasa por el puntel1,4), entonces el punto-1,4) satisface su ecudmi, es decir,
—3k+20+k—2=0, luego —2k+18=0 yas k=09.
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EJERCICIOS
1. Hallar la ecuadin de la recta que pasa por:
a) (2,2), (5,4) b)(1,2), (-2,2) ¢)(4,0), (5,4)

2. Hallar una ecuabn de larecta que pasa por el punto dadoy sea i) paralela ii) perpendicular
a la recta indicada:
a) (2,1); 4x—2y=3
b) (2,5); x=4
c) (-1,0); y=-3.
3. Verificar si los 3 puntos dados son colineales, es decir @nestbre la misma recta, o sino lo
son.
a) (0,4), (2,0), (3,2
b) (0,4), (7,-6), (—5,11)
¢ (-2,1), (-1,0), (2,-2)

4. Considere la figura 5.11. y halle:

(—2,0) (2,0)

FIGURA5.11

a) El punto de intersecon de las medianas y sus ecuaciones.
b) El punto de intersectn de la mediatriz y su ecuaci.

c) El punto de intersecdn de las alturas y sus ecuaciones.

d) ¢Son colineales estos tres puntos?.

5. Hallar la distancia del punt¢2, 3) alarecta 4+ 3y = 10.
6. Hallar la distanciaentre lasrectast y =1 y x+y=5.

7. Determinar para que valor dda recta

(a+2)x+ (a®-9)y+3a’-8a+5=0
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a) Es paralela al eje.
b) Es paralela al ejg.

c) Pasa por el origen de coordenadas.
8. Demostrar que los punt¢s-3,1), (0,2), (—2,—2), (1,—1) son los \ertices de un reéngulo.
9. Hallar 3 puntos de la recta que tiene por eadracik + 2y = 16.
10. Hallar elarea del téngulo que tiene porértices(3,6), (2,1), (8,2).
11. Hallar el valor dex para que la recta que pasa por los pui®5) y (—4,a) tenga pendiente 2.

12. Hallar el valor de, tal que la recta que tiene por ecuati kx—y = 3k— 36 corte al eje de
lasx enx = 5.

13. Demostrar que los punt¢4,0), (0,4), (0,0) son los \ertices de un téngulo recangulo, halle
sus 3angulos y las ecuaciones de sus lados.

14. Halle el conjunto solubh de x+3y>2 y y>1 x<0

15. Dos \ertices de un téngulo equitero son(—4,0) y (0,0), halle el tercer &rtice y las ecua-
ciones de sus lados.

16. Se dan las ecuaciones de dos lados de uarmgalo 5+ 2y — 7 =0, 5x+2y—36=0
y la ecuaddn de una de sus diagonalesx 8 7y — 10 = 0. Hallar las ecuaciones de los otros
dos lados y de la otra diagonal.

17. Hallar elangulo entre las rectay = X, y = v/3x .

18. Hallar la ecuaéin de la recta que pasa p@,5) y forma unangulo de 45 con la recta de
ecuaobn x—3y+6=0.

19. Hallar la pendiente de una recta que formangulo de 45con la recta que pasa por los puntos
(2,-1)y (5,3).

20. Hallar la ecuaéin de la recta

a) paralela al ejg y que corte al eja& cinco unidades a la derecha del origen
b) que pase par—4,5) y cuya pendiente se%

C) que pase pof2,—1)y perpendiculares a la recta que pase(@o8), (—2,5)
d) pase por el punt6—4,1)y sea paralela a la recta que pase por los puri®8), (—5,0).
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5.2. LA CIRCUNFERENCIA

La circunferenciaes un conjunto de puntos en el plano, cuya distancia a un punto fijo, llamado
centrode la circunferencia, es siempre igual a una constatiEmada efadio de la circunferencia.

Asi, sip = (x,y) es un punto cualquiera sobre una circunferencia con centgo-erih, k) y radio
r entoncesl (P, Q) = \/(x —h)2+ (y—Kk? = r, es decir

(x— )2+ (y—k)? = r2

que se llamakzcuacion de la circunferencia de radio r y centrdh, k). Fig 5.12.

y

FIGURA 5.12

Ejemplo 1

La ecuaddn de la circunferencia con centro en el origen y racks
(x—0)?+ (y—0)2 =r2, esdecir, X2 +y2 =r2
Asi la ecuaddn de la circunferencia con centro en el origen y radio 7>8s-y? = 49.

Ejemplo 2

La ecuaddn de la circunferencia con centfb, 2) y radio 2 es
(x—1)2+(y—2%2=4 06 x2+y2—2x—4y+5-4=0; esdecir
X2 4+y2—2x—4y+1=0.

Ejemplo 3

Hallar la ecuad@n de la circunferencia que pasa por el origen y su centro coincide con el punto
(6, —8).
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Como la circunferencia pasa por el origen el puit®) esta sobre la circunferencia, luego satisface
Su ecuadn parax =0, yy = 0, y teniendo en cuenta que su centr¢@s— 8) se tiene que:

(0-6)2+(0+8)*=r? & 36+64=r2 < 100=r?> < r=10

y ad, la ecuaddn pedida e$x — 6)% + (y + 8)% = 100.

Es claro que dada la ecuénide una circunferencia con centro(énk) y radior:
(x=hyP+(y—k?=r?
desarrollando se tiene:
X2 — 2hx+h?4y? —2ky+k?=r?

es decir:

x2+y2+ (—2h)x+ (—2K)y+ (h?+k?—r?) =0

lamando A=-2h  B=-2k C=h?4+k®-r?

entonces la ecuam de la circunferencia siempre se puede expresar como:
x2+y2+Ax+By+C=0

y redprocamente: ¢, Gundo una ecuagn de esta forma representa una circunferencia ?

No siempre, pues completando cuadrados se tiene que:

A? B2 A% B2
<x2+AX+4>+<y2+By+4>+C—— =0

4 4
XA ++B/2P = AP e
(x+A/2F +(y+B/2} = %(A2+BZ—4c)

L, . . . 1
Es decir seéx una circunferencia con centro e(—~A/2,—B/2) yradio r = \/4 (A2+B2—-4C)
siempre que A2+ B2 —4C > 0.

Ejemplo 4
Representa la ecud@ti x°+Yy? — 4x+2y= 76 una circunferencia? @les su centro y su radio?

Para responder esta pregunta llevamos la eonatada a su forma céanica, es decir a la forma

(x—h?+(y—k?=r?
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completando cuadrados perfectosxay en la ecuadn original.
Si esto es posible €h,k) representa el centrory> 0 el radio, si no, esta ecuéci no representa una
circunferencia.

(X —4x) + (> + 2y) 76
(@ —ax+4)+ (Y +2y+1) = 76+4+1
(x—2%+(y+1? = 81

luego la ecuaéin representa una circunferencia con centr¢2n 1) y radio 9.

Ejemplo 5

Representa la ecud@ti x%+y?—6y+14=0 una circunferencia ? ¢@bes su centro? ¢ @les
su radio?

Completando cuadrados solamente/epues ernx no es necesario, ya que solamente aparexg el
se tiene:

X+ (Y —6y+9)+14 = 9
X+ (y—3)? = 9-14
X+ (y-37? = -5
absurdo pues suma de dos cantidades elevadas al cuadrado es suma de dos cantidades no negativas,

las cuales no pueden dar como resultaddiei@ro negative-5.
Es decir esta ecudmi no representa gfica alguna, luego no representa una circunferencia.

Ejemplo 6

Halle la ecuadn de la circunferencia con centro &= (1,—3) y que pasa por el punto
Q= (5,-6).

Es claro que el radio de la circunferenciasskr distancia entre el centro y este punto, por tanto

r=d(RQ)=/(1-572+(-3+67=vI6+9=5
Asi la ecuaddn de esta circunferencia astada por:

(x—1)2+(y+3)*=25

Ejemplo 7

Halle la ecuadn de la circunferencia de radio 10, que pasa por el pufp-1), si su centro
esh sobre la rectay = 2x
Como el centro es(h,2h), pues estsobre larectay =2x, es decir, si x=h, ydebe ser 2h,
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luego
d((h,2h),(2,—-1)) = 10
V(h—22+(2h+12 = 10

(h—2)?+(2h+1)> = 100
h?—4h+4+4hP+4h+1 = 100 luego

5P +5=100 entonces 5h=95 yasi h?’= %5 =19 portanto h=+19

la ecuacbn sera:
(x— \/E)2+ (y— 2@)2 —100 b <x+ \/E)2+ (y+2\/E)2 — 100

verificamos con el punto(2,—1) en las dos ecuaciones para ver cual sirve:
(2—V19)°+ (—1-2V/19)" = 4— 4y/19+ 19+ 1+ 419+ (4)(19) =100

(24 V19 + (—1+42V19)% = 4+ 419+ 19+ 1— 4\/I9+ (4)(19) =100
luego las dos respuestas son validas.
Muestre gaficamente la validez de las dos respuestas!

Ejemplo 8

Halle la ecuadn de la circunferencia de radio 5 cuya recta tangente en el piht6) de la
circunferencia tiene pendiente 2.

Suponga que el centro éstn el punto (h,k)
Como el segmento de recta que va del puiitok) al punto (1,6) sobre la circunferencia debe ser
perpendicular a la recta tangente a la curva en este punto, entonces la pendiente de este segmento debe

1 . ,
ser —5 sobre la pendiente de la recta tangente, es decir:

endiente del se menﬁog _ 1
P g h—1 2

= 2(k—=6)=1-h = 2k+h=13 = h=13-2k
Por otro lado, la distancia del centr(h,k) al punto (1,6) esigual al radio 5, es decir:
(hk),(1,6)) = 5
J(h—12+ (k-6 = 5
)+ (k=6)
)+ (k—=6)

2 — 25 pero h=13-2k entonces
k—6) = 25
(12—2k)?>+ (k—6)2 = 25
144— 48k+ 4K + k2 —12k+36 = 25
k®—12k+31 = 0  esdecir
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12+ /144— 4(31
k= 5 ( )zsi\fs

Asipara k=6++v5 =h=13-2k=13-2(6+1/5)=1-2\5 yelcentroes ((1— 2V/5),(6+ \/§)>
y la ecuaddn seé:

(x—(1—2\/§))2+ (v- (6+\/5))2= 25

para k=6-+v5 = h=13-2k=13-2(6—+/5)=1+2/5 ylaecuadn seé:

(x—(1+2\@)>2+ <y— (6—\/5))2: 25

llustre giaficamente por qudos respuestas!

EJERCICIOS

1.

2
3
4.
5
6
7

10.

11.
12.
13.

Hallar la ecuaéin de la circunferencia con centro gh 0) y radio 5.

. Hallar la ecuadin de la circunferencia, que pasa por el origen y tiene su centi®, &).

. Hallar la ecuadin de la circunferencia con centr,5) y radio 5.

Hallar la ecuaéin de la circunferencia con centro @h—1) y que pase por(—1,3)

. Hallar la ecuadin de la circunferencia con centrp-4,3) y tangente al ejg
. Hallar la ecuadin de la circunferencia con centro €8,—4) y que pase por el origen.

. Hallar la ecuadin de la circunferencia tangente a los dos ejes coordenados y con centro en el

primer cuadrante

Hallar la ecuaéin de la recta tangente a la circunferencia que tiene por éruad + y? = 13
en el punto (3,2)

. Hallar la ecuadin de la recta tangente a la circunferencia que tiene por éruaci

(x—3)?4(y+1)>=50 en el punto(—2,4)

Hallar la ecuaéin de la circunferencia que tiene poadietroAB siendo A = (2,4) y
B = (6, 8) y encontrar los puntos de intersemtide la recta y —x—2 = 0 con dicha
circunferencia.

Hallar la ecuaéin de la circunferencia que pasa parl), (1,—-1) y (—1,1).
Hallar la ecuaéin de la circunferencia que pasa por los puntds5), (3,—-2), (1,—4)
¢ Cuales de las ecuaciones siguientes representan circunferencias. Hallar centro y radio:

a) X2 +y?—4x—2y+1=0
b) xX24+y2 —6x—4y+13=0
c) X°4+y?2—x=0
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d) x*+y?>—y=0

e) x?+y?—2x+8y+26=0
f) x> +y?—2x—-4y+5=0
g) X2 +y2 —2x—4y+10= 0.

14. Hallar la ecuaéin de la circunferencia con centro g€ — 1) y tangente a la recta
5x—12y+9=0.

15. Hallar la ecuaéin de la circunferencia que pasa por los puri®sl) y (—1, 3) y su centro
est situadoenlarecta 3—-y—2=0.

16. Hallar la ecuaéin de la recta que corta diametralmente a la circunferencia
x2 +y2+4x—6y—17=0 Yy que es perpendicular a la rectax 5 2y — 13 = 0.

17. Determinar las coordenadas de los puntos de intetgedeilarecta X—y+12=0 yla
circunferencia (x — 2)% + (y — 1)? = 25.

18. Hallar la ecuaéin de la circunferencia de centro e(+-2,3) y que sea tangente a la recta
20x—21y—42=0

19. Hallar la ecuaéin de la circunferencia que pasa p6+3,2) y (4,1) y que sea tangente al
ejex

20. Hallar la ecuaéin de la circunferencia tangente a las rectas 2y+4=0, 2x—y—8=0 vy
que pase por(4,—1)

21. Hallar la ecuaéin de la circunferencia tangente a las rectas 3y+9=0; 3x+y—3=0
y que tenga centro en #x12y—32=0

22. Hallar los puntos comunes & +y?> =25 y y=x

5.3. PARABOLA

Una paabola es el lugar gedgirico de los puntos en el plano que equidistan de un punto fijo
llamadoFoco y de una recta fija llamadBirectriz. La ecuadn que representa los puntos de una
paibola, depende de la posiai del foco (B y de la directriz (d. Inicialmente se dedudresta
ecuachbn para un caso simple en el cual el foco se encuentra sobre el eje v, la directriz es paralela al
ejexy el punto(0, 0) pertenece a la pabola como se puede apreciar en la figura 5.13.
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(Of_p) R::(Xf_p)

FIGURA 5.13

Como(0, 0) es un punto de la pabola, entonces su distancia al foco debe ser igual a su distancia a
la directriz, por tanto si la coordenada del fdees por ejempld@0, p) conp > 0, este esta en el eje
arriba del ejex, y por consiguiente la ecudei de la directriz eg = — p. (—p < 0) que se encuentra
bajo el ejex

SeaQ = (X, y) un punto sobre la pabola, entonces de acuerdo a su defimci

d(F,Q) =d(Q,R), es decir:

X2+(y-p)° = y+pe
X+ (y-p)° = (y+p° &

X2 +y?—2py+p? = y2+2yp+p? &
X2 = 4py &
4py = X2

dandole valores &y obteniendo los respectivos valores pgrse puede apreciar que su correspondi-
ente gafico es (figura 5.14a)

Ahora si el foco esF = (0,p) con p < 0, entoncegste estaa en el ejey debajo del eje;, y su
directrizsela y=—p, aqu —p >0 luego se encuentra sobre el gj&Con el mismo desarrollo
dado arriba se puede apreciar que se obtiene la misma @suaéi= 4py solo que aqu p < 0. Su
grafico se puede apreciar en la figura 5.14b.
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4py=x2, p>0

F=(0,p)
F=(0,p)

4py=x?, p<0
a) b) py p

FIGURA N° 5.14

En forma aaloga se puede deducir la ecuactie la paiibola que pasa por el origen con foco sobre
el ejex y con directriz paralela al eje
y? = 4px

donde(p, 0) es la coordenada del foco ( Fig. 5.15a ) pgra> 0 y (Fig. 5.15b) parap<0 Yy su
directriz tenda como ecuabin x=p

y2=4px, p>0

FIGURA N° 5.15

NOTA

El punto de la pabola que eétmés cerca de la directriz se llarw&rtice de la paabola (el(0, 0)
en estos casos) Y la recta que contieneéaliee y al foco se llam&je de la paabola (ejex y ejey
respectivamente, en los dos casos anteriores).
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Ejemplo 1

En la paBbolay? = —6x; su \ertice esh en el origen y su directriz es paralela al gje adenas
4p= -6 = p=-6/4 = -3/2, luegosufocoF = (-3/2,0) y laecuaddn de su directriz

€S X=—p osea x=-— <—g) es decix=3/2 (figura5.16)

2+ x=3/2

x

FIGURA N° 5.16

Ejemplo 2

Hallar la ecuadn de la pastbola que tieneartice en el origen, se abre hacia arriba, y pasa por
(—=3,7).

La ecuaddn es de laformax? = 4py. Como (—3,7) eshenlapabola, satisface su ecuani
esdecir, 9=4p(7) = p=9/28 luego su ecuabn sed x* =4(9/28)y oseax’= gy

Para hallar la ecuamn de una pabola con eje paralelo al ejeo al ejex, y con \értice en un
punto(h, k) distinto del origen, es necesario conocer el proceso de relacionar puntos en dos sistemas
de coordenadas diferentes con ejes paralelos, 1o que se conocd@stazion de un sistemaAsi,
si las coordenadas de un put@gespecto a un sistema rectangwgson(x,y),y (X,y) son las
coordenadas del mismo purRgero referido a un nuevo sistema coordenggg que tiene su origen
en el puntah, k) del sistema originaty. Cial sera la relaéin entre las coordenadas del puRten
los dos sistemas?.

Para resolver este interrogante @bh®se la figura 5.17
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y y
A
y iy/ P=(x"y")
"""" VT P=(xy)
Pq S— . A - X/
0= (hk X't X
! ! «
0 h X

FIGURA 5.17

aqi:x=h+x" y y=k+y’ 0 x'=x-hyy =y-k

Consickrese la pabola con ertice en (h,k) # (0,0), con directriz paralela al ejex en un
sistema xy . Para hallar la ecuamn de esta pabola en este sistema, se construye un sistarhg
conorigen 0 en (h,k) yconejesx’,y’ paralelos a los ejesx, y respectivamente. En este
sistema la paabola tiene @rtice en el origen Oy su directriz es paralela al ejex’ por tanto su
ecuaocbn es 4y’ = (x’)z, donde (0, p) es la coordenada del foco en el sistermay’ (Fig.
5.18a). Trasladar al sistema original, es hacet’ = x —h, y’ =y —k, lo que convierte esta
ecuacbn en

4p(y—k) = (x—h)?

que es la ecuadn de la paabola buscada en el sistemyadonde(h, p + k) son las coordenadas del
foco, pues el punto(0,p) en el sistemax’y’ es el punto (0+h,p+k) = (h,p+k) en el sistema
xy (figura 5.18)

y y' y y’

> x/
X
a) b)
FIGURA 5.18
Observe que la ecudri de la directriz en el sistema’y’ es y’ = —p, luego en el sistemay

es y—k=—p, esdecir,
y=k-p
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Analogamente una ecuéci de la forma

4p(x—h) = (y - k)?

representa una paoola con ertice en(h, k), con directriz paralela al ejg y con foco en el punto
(h+ p, k) ycuya directriz tiene ecuami

x=h-p

Ejemplo 3

La ecuaddn de la paabola con ertice en(2,4) y con directriz paralela al eje con ecuadn
y=10 eshdadaporf (y—4) = (x—2)%, puesh=2 y k=4. Ahora para hallarp, recuerde
gue la directriz en este caso esta dada yee k— p, esdecir,y=4—p. Asique 10=4-p
entoncesp= —6, luego la ecuadin de la paabola pedida es 4(—8)(4) = (x—2)?, es decir,

~24(y-4) = (x-2)°
¢, Cual seria la ecuabn de la pasbola con el mismoartice y directriz paralela al ejey con ecuadn
de la directriz x=10 ?
Ejemplo 4

La ecuaddny = ax?> + bx+c, a # 0, siempre representa una flwola abierta arriba si > 0 0
abierta hacia abajo ai < O.
Para verificarlo se completa un cuadrado perfecto utilizand@tasinos erx? y x, es decir:

y = ax’+bx+c

entonces

entonces

que comparado con la ecuani (x—h)? =4p(y—k) se ve que corresponde a la aola con



5.3. PARABOLA 123

vertice en 3 M con directriz paralela al e} con
5a’ 1a ) p ey
1
4p = —;
P a

lo que indica que sa > 0, entoncesp es mayor que cero y la gavola se abre hacia arriba y si
a < 0, entoncesp es menor que ceroy se abre hacia abajo.

Ademas, puesto que elévtice tiene abscisa 7a a este valor de corresponde el aximo de la

pa@bola ( paraa < 0) 6 el minimo ( paraa > 0), y este valor raximo o ninimo es& dado por:
4ac—b?
4a

Ejemplo 5

Daday = 2x? + 4x + 5 entonces

y=2(x2+2x+5/2) = 2(x®+2x+1+3/2) = 2(x+1)*+3,luegoy — 3 = 2 (x + 1),
es decir, la ecuadhny = 2x? + 4x + 5 representa una pavola con @rtice en(— 1, 3), con directriz
paralela al eje, con 4p = 1/2 0 seap = 1/8, lo que implica que las coordenadas de su foco son
(-1,3+1/8) = (—1,25/8) y que esh abierta hacia arriba (puas= 2 > 0).

§ L. L, . . b -4
Ademas el minimo se encuentra en senice, es decir, el punto con absmsa% =55= -1,
dac—b® 4.2.5-16 .
y con ordenada 1A - 15 =3 oseaelpuntq—1,3) (figura5.19)
y
y=2X+4x+5
~ | y: 3
:
|
' X
x=-1

FIGURA N° 5.19

Ejemplo 6
Analice y trace la dgifica de y = 2x? — 6x + 4.
y=2x2—6x+4=2(x*-3x+2) = 2(x*-3x+9/4-9/4+2)
—2(x®—3x+9/4) — (9/2) +4=2(x—3/2)° —1/2



124 Capitulo 5. GEOMETRA ANAL ITICA

entonces y+1/2 = 2 (x — 3/2)% esdecir, ¥2 (y+1/2) = (x—3/2)% que representa una
parabola abierta hacia arriba con dutice en (h, k) = (3/2,—-1/2), y como

4p=1/2 = p=1/8, esdecir, el focoesten F = (3/2,-1/2+1/8) = (3/2,-3/8) y
la ecuaddn de la directriz esy = (—1/2) — (1/8) = —5/8 oseay=-5/8 (figura’5.20).

y=2x%—6x+4

FIGURA 5.20

Ejemplo 7

Trazar la gafica de la parbola x> —2x— 8y = 23.

Como x?—2x—8y=23; completando cuadrados se tiene que

X2 — 2x=8y+23
X2 —2x+1=8y+23+1

(x—1)>=8(y+3) ad que el \ertice de la pabola es (h,k) = (1,—-3) ycomo 4 =8, entonces

p=2, elejedesimela es larectax=1 Yy lacoordenada del foco se encuentra randose 2
unidades en forma vertical hacia arriba partiendo éefice (1,—3) para obtener(—1,—3+2) =
(—1,—1) que son las coordenadas del foco, y la directriz es la recta horizontal que esta 2 unidades
abajo del ertice (1,—3) es deciry= —5 (Figura 5.21)
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FIGURA N° 5.21

Ejemplo 8
Hallar la ecuadin de la pa&bola cuyo esta er(2,0) y su \értice esta er{—4,0).
La ecuaddn de la paabola es (y—k)? = 4p(x— h) que en este caso corresponde a
(y—0)?> =4p(x+4). Como la distancia entre eéxtice (—4,0) y el foco (2,0) es 6 entonces
p =6, luego la ecuadn es y? = 24(x+4).
Ejemplo 9
Hallar la ecuadin de la paibola cuyo ertice esta en(3,2) y focoen (5,2).
Como el \ertice esta en el punta3,2) y el foco en el punto(5,2) entoncesp=2 yasla

ecuachn de la parabola ser (y—2)? = (4)-2(x—3) la ecuaddn de su directriz serax=3—-2=1
(Figura 5.22) y

FIGURA N° 5.22
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Ejemplo 10

Hallar la ecuadn de la paibola cuyo ertice esta en el puntq2,3) su eje es paralelo al ejey
que pasa por el punt@4,5).

La ecuaddn tiene la forma (x—2)? = 4p(y—3) y como la curva pasa pg#,5) entonces este
punto debe satisfacer la ecuat; es decir(4—2)2 = 4p(5—3); luego, 4=4p-(2) — p=1/2
y ad la ecuaddn es (x—2)2=2(y—3).

Ejemplo 11

Dada la pa&bola de ecuabn y?+8y—6x+4=0
Hallar las coordenadas detwtice y del foco, y la ecua@n de su directriz.

Como y?>+8y—6x+4=0 completando cuadrados se tiene

Y2+ 8y+16— 16— 6X+4=0
(y+4)2 =6x+12=6(x+2), luego

(y+4)> =6(x+2), por tanto las coordenadas deiriice son (—2,—4) ycomo 44 =6,

6 3 3 1
p 1° 2" as coordenadas del foco sor( + > ) ( 5
3 7

directrizes x=-2— - = ——.
i iz X > 5

,—4) y la ecuaddn de la

Ejemplo 12

Hallar la ecuadin de la pa&bola cuyo foco esta eri2,—1) y directriz x=6

La ecuaddn de la paabola tiene la formaly—k)? = 4p(x—h) y como la ecuaéin de la directriz es
x=h—p=6 entoncesh—p=6 ycomo el foco estaef2,—1), entoncesh+p=2 alresolver
este sistema en variablds/ p se obtiene h=4 y p=-2. Como k= -1 (foco(2,—1))
entonces la ecuam es (y+1)? = —8(x—4).

EJERCICIOS
1. Hallar las coordenadas deintice, foco y la ecuabn de la directriz para las @bolas.
a)y?=2x b)y>=-x c)y=4x? d)y=—-3x?
2. Hallar la ecuadin de la paabola tal que:

a) Su \ertice esh en el origen y las coordenadas del foco §D).

b) Su \ertice esh en el origen y las coordenadas del foco 6B, 0).

c) Su \ertice esh en el origen y la ecuam de la directriz eg + 4 = 0.
d) Su\értice esh en el origen y las coordenadas del foco §dn—1/3).
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3. Hallar la ecuadn de la pa&bola con ertice en el origen y eje a lo largo del eje deXasi la
pa@bola pasa pai3, — 1).

4. Hacer un estudio detallado de la ecoaci = ay2 +by+c, a=0,hallando, ecuaciones de
las directrices, coordenadas dértice, coordenadas del foco yafjcos.

5. En las ecuaciones de las @hbolas trasladadas:

i) (x—h)?>=4p(y—-k p>0
iy (y—k?=4p(x—h) p>0
iii) (x—2)2=8(y+2)

iv) (y+5)?=16(x—4)
hallar:

a) Las coordenadas degstice.
b) La ecuadin del eje.

¢) Las coordenadas del foco.
d) Laecuaddn de la directriz.

6. Obtener una ecudni de la pa&bola con ertice en(2, — 3) y directrizy = 4.

7. Hallar el \ertice, el foco, la directriz y la @fica de la patbola cuya ecuagn es
y? — 8y = 4x — 8.

8. Hallar el \ertice, el foco, la directriz y la @fica de la paxbola cuya ecuagn es
a) 6x°+24x—8y+19=0
b) x>+ 4x+6y+4=0
C) y?+8y+6x+16=0
d) —y>—-8x—2y+2=0
e) y>—8y=4x—8

9. LaecuadnAx® + Bx+ Cy+ D = 0. ¢, Siempre representa unagizola®?.
10. Hallar la ecuaéin de una recta horizontal que corte a lagalay = (x — 2)% en un $lo punto.
11. Hallar el punto de interseéei de la recty = x — 1 con la paabolax = y?.
12. Halle la ecuaéin de la pasbola que satisface las condiciones dadas

a) Vertice en(3,—2), foco en(3,—8)

b) Veértice en(4,1), directrizx = 2

c) Focoen2,—3), directrizx=6

d) Foco en(—2,2), directrizy =4

e) Veértice en(3,—4), eje horizontal, y pasa p¢2,—5)
f) Foco en(2,4), vértice en(5,4)
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5.4. ELIPSE

Una elipse es el lugar gedtrico de los puntos en el plano tales que la suma de sus distancias a dos
puntos fijos llamadoBocoses una constante.

Para hallar su ecudm se considera inicialmente el caso en que los dos focos se encuentran sobre
el ejex a igual distancia del origenAmese por tantoF; = (¢,0), F» = (—c,0) a sus coordenadas.

(Figura 5.23)

FZ = (—C,O)

FIGURA N° 5.23

Si P=(x,y) esun punto sobre la elipse, lamandceda constante a la que se refiere la defornci

se tiene:

d(P,F1)+d(P,R;) =2a y considerando sus coordenadas:

V(X2 +y2 4\ /(x+ e +y?
&4/ (Xx—Cc)2+y2
& (x—c)2+y?

& X2 - 2xc+ 2 4 y?

2a

2a—/(x+c)2+y?

48 —4a\/m+ (x+¢)?+y?

48 —4a\/m+xz+2xc+ c+y?

& day/(x+cR2+y2 = Adox+4d
say/(x+CcP+y?2 = ox+a?
2
sa((x+cf+y?) = (cx+ad)
& a’x2 4+ 2alcx+al? +aly? = *x2+2&cx+a’
ex?(@-?)+ay? = a(a?-c?)

& b?x? +a’y?

2

a’h? (haciendm?® — ¢® = b?)
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y dividiendo entrea’b? se obtiene

2 2

=y

2 et

gue se conoce como la ecuatide la elipse en forma canica, observe que en ella> b.
Graficamente,+a representa los cortes de la elipse con ekejpues si
2

X 2_ 2 ; .
y=0= 2= 1= x“=a"=x=+a yaralogamentet+b representa los cortes de la misma con
el ejey.
A 2a se le llaméEje mayorde la elipse y a 2kl Eje menor; al eje donde se encuentran los fo&gs,
principal de la elipse; a los puntog+a,0), (0,£b) es decir, los extremos de los ejes se les llama
Veértices de la elipsg al punto sobre el eje principal, equidistante a los fo€entro de la elipse
(Figura 5.24)

2
a? bz
(0,b)

(_a70) (—C,O) (C>0) (a>0)

(0,=b)

FIGURA N° 5.24

En forma adloga se deduce la ecuanide la elipse con focos sobre el gja igual distancia del
origen, es decir,F; = (0,c), F, = (0,—c) la cual esh dada por

2 2

X

y
? _1

+5=

donde 2aes el eje mayor y 2bs el eje menor, ya? —b? =c?. (Figura 5.25)
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y
2 2
(0,a) i =1
) b2 a2
Fl = (0, )
(=b,0) (b,0)
F2=(0/-c)
(077a)
FIGURA N° 5.25
Ejemplo 1
X2 y2
Dada la ecua6in de la elipse ) + i 1, hallar las coordenadas de loartices, focos y la

longitud de los ejes.
La longitud del eje mayor es 2a6, y la longitud del eje menor es 2b4, y los focos deben
estar en el ej@. Ahora por la forma de la ecudui

2

Si y:0:>X§:1:>x2:9:x:i3

2
Si x:O:yzzljy2:4:y:j:2

luego las coordenadas de |dartices de la elipse sorf+3,0) y (0,+2)
Como ?=a?-b?*=9-4=5=c=+5

y en consecuencia las coordenadas de los focos(so¢/5,0) (Figura 5.26)



5.4. ELIPSE 131

y
X2 y2
02 32T~1
30\ (—vB0) DR
(07_2)

FIGURA N° 5.26

Ejemplo 2

Hallar la ecuadn de la elipse conartices en (+5,0) y focos en (+3,0), como las ordenadas
de los \ertices y focos son las mismas entonc@s=5y c¢=3,comob’?=a’>—-c?=25-9=16y
ad la ecuadbn es:

x2 y2
2 472 1
25 16

Ejemplo 3

Dada la ecuaéin de la elipse 25%+4y? = 100, hallar las coordenadas de sus focos, éusces

y trace su gafico.
. L X2 y? . x2 y?2

La ecuaodbn 25)(24-4y2 =100 se puede escribir come4— + > =1, esdecir, como? + = =1
gue corresponde a una elipse con centro en el origen cuyo semieje maget Bsy semieje menor
b=2 y con focos localizados sobre el gjgComo ¢ =a?—b? =25—4=21, entoncesc=++/21,
luego las coordenadas de los focos son los punt®s,/21), (0,—v/21). Como b>=4,b=+2
y a2 = 25,a=+5 entonces las coordenadas de léstices son los puntos(2,0), (—2,0) y

(0,5), (0,—5) (Figura 5.27)
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y
(0,5) 2 2
Sta=1
(0,\/21)
(—=2,0) (2,0) X
(0,/v/21)
(05_5)

FIGURA N° 5.27

En forma similar al tratamiento hecho con la §aola es posible , utilizando traslaciones, hallar
ecuaciones de elipses con eje paralelo akejeejey y con centro en un punto(h,k) # (0,0), las
cuales estn dadas por:

(x=h?  (y—k? _,

5+
a b?
cuando el eje mayor 2es paralelo al ejg, en cuyo caso, las coordenadas de ferdiges son
(h+a,k), (h—a,k), (h,k+Db), (h,k—b) las coordenadas de los focos sgh+c,k) y (h—c,k)
(Figura 5.28a) y

(x—h?  (y-k?

b2 + a2 1

cuando el eje mayor 2es paralelo al ejg, en cuyo caso, las coordenadas de Ersices son
(h+b,k), (h—b,k), (h,k+a), (h,k—a) y las coordenadas de los focodh.,k+c) y (h,k—c)
(Figura 5.28b)

y y' y
A
|
(h,k+b) |
(h—ak) (h+ak)
A A
(h,k—b) | «
(x—h)2  (y—k)?
a2 + b2 1
a)

FIGURA N° 5.28
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Ejemplo 4

Determinar las coordenadas del centi@rtices, focos y dgfico de la ecuabn

2
(x—2)%+ OF17
4
o 2, (y+1) -
Como la ecuaéin (x—2)-+ = 1 corresponde a una elipse, su centrdle&) = (2,—1);

ycomoa?=4;a=2yb%=1 b=1ycomoa>b el eje mayor es paralelo al ejey tiene

por ecuadn x = 2. Como el centro de la elipse ¢b,k) = (2,—1) , para hallar los &rtices, como

b= 1, nos movemos una unidad en forma horizontal a la derecha y a la izquierda del(@ntt9

para obtenef2+1,-1)=(3,-1) y (2—1,1) = (1,—1) y ad se determinan losartices(3,—-1) y
(1,—-1); y comoa= 2 nos movemos dos unidades en forma vertical hacia arriba y hacia abajo del
centro(2,—1) paraobtenef2,—-1+2)=(2,1) y (2,—1—2) =(2,—3) los otros \ertices.
Comoc?=a%2—-b2=4—-1=3; c=++/3. Para obtener las coordenadas del foco nos movemos en
forma vertical hacia arriba y hacia abajo del centeo—1) /3 unidades para obtené®,—1-+/3)

, (2,-1— ﬁ) las coordenadas de los focos.

L : 1)? .
Ahora las coordenadas de losrtices de la elipséx—2)2 + (y+4) =1 tambén se pueden calcular

ad:
: . 1)2 : 1)2 ,
Si se hacex=2 en la ecuaén (x—2)2+(y+4) =1se tlene<er F_ 1, esdecir(y+1)?=
4; luegoy+1=+2 yportantoy=—-1+2, luego(2,-1-2)=(2,—-3) y (2,—-1+2)=(2,1),s0n

L . ( 1)? ,
las coordenadas de lognices. Y se hacg = —1 en la ecuadin (x—2)% + (y+4) =1 se tiene

que (x—2)?=1, luegox—2==+1, a$ que x= 241, por tanto
(2+1,-1)=(3,-1) y (2—1,-1) = (1,—1) las coordenadas de los otraartices. (Fig. 5.29)

y

FIGURA N° 5.29
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Ejemplo 5

_ _ —3)? 4y -
Dada la ecuaéin de la ellpse(X 16 ) + (yj; ) =1 hallar las coordenadas del centrértices,

focos y trace su @fico. El centro es el puni@,—4). a® =16, entoncesa= +4y b? =4, entonces
b=+2.

Como el centro tiene coordenadgd —4), el eje mayor eéten larectay=—4 ycomo a=4, para
hallar las coordenadas de uno de léstices se mueven 4 unidades en forma horizontal a la derecha
y a la izquierda del centro para obten¢8+4,—4) = (7,—4) y (3—4,—-4)=(-1,—-4) y como

b = 2, nos movemos en forma vertical hacia arriba y hacia abajo del cef®re4) para obtener
(3,-4+2)=(3,-2) y (3,-4—2)=(3,—-6) que son las coordenadas de los otredives.

Como c?=a?—b?=16—4=12 entonces = +/12 y las coordenadas de los focos los de-
terminamos moviendoy/12 unidades a la derecha e izquierda del cent®—4), para obtener
(3+v12,—4) y (3—+/12,4). (Fig. 5.30)

y y'
A
' X
(3772)
(x=3)?  (y+4)?
16 T2 =1
O S . - - _(7_;7;)/

T \/72,*4) (34"»\/17274)

FIGURA N° 5.30

Ejemplo 6

Dada la ecuaéin 4x2 + 9y2 — 48x+ 72y+144= 0 hallar las coordenadas del centrértices,
focos. Como 4%+ 9y? — 48x+ 72y+144=0 complementando cuadrados se tiene que

(4x? —48%) + (9y?>+72y) +144 = 0
4(x*— 120 +9(y*+8y)+144 = 0
4(x? —12x+36—136) +9(y>+8y+16—16)+144 = 0
A(x—6)2+9(y+4)> = 144+144—144=144
(x=67  (y+4)7

36 + 16 = 1, por tanto

las coordenadas del centro de la elipse sgnk) = (6,—4) y como a’ =36 entoncesa=6y
como b? =16 entonced = 4 aden@is c?=36—16=20 entoncesc = ++/20. Las coordenadas
de los \ertices son (6+6,—4) = (12,—4) y (6—6,—4)=(0,—-4); (6,—4+4)=(6,0);
(6,—4—4) = (6,—8) y las coordenadas de los focos s@6++/20,—4) y (6—+/20,—4). (Fig.
5.31)



5.4. ELIPSE 135

y
y’ (=67  (y+47 _,
A 36 16
X
B R S e AN
(0,—4) (12,—4)

(6774)

. (6,-8)
\]
FIGURA N° 5.31

Ejemplo 7

Dada la ecuadin 16X + 9y? — 32x+ 54y= 47 hallar las coordenadas del centrértices, focos
y trazar su gafico.
Como 16X+ 9y? — 32x+54y= 47 entonces

16x% —32x+9y?+ 54y = 47
16(x*—2x) +9(y?+6y) = 47 completando cuadrados
16(x?—2x+1—1)+9(y*+6y+9-9) = 47
16(x—1)?+9(y+3)> = 47+16+81=144

(x—1)  (y+3)?
s 16
las coordenadas del centro sgh,k) = (1,—3).
Como a? =16 entoncesa= 4y como b? =9 entoncesb=3 adenas c2=16—-9=7, c=+/7;
luego las coordenadas de loartices son (1+3,-3) = (4,-3) vy (1-3,-3)=(-2,-3) vy
(1,-3+4)=(1,1)y (1,-3—-4)=(1,-7)y las coordenadas de los focos sd,—3+/7),
(1,-3—/7). (Fig. 5.32)

=1, portanto
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(x=17  (y+37 _

1
9 16

FIGURA N° 5.32

Ejemplo 8

Hallar la ecuadn de la elipse con centro efil,2), uno de los focos en(6,2) y que pasa por
(4,6).

. x—1)? —2)2
La ecuaddn es de la forma< > ) + y-2)
a b2

=1 ycomo (4,6) pertenece ala curva, entonces

4-172 (6—2)? .9 6

( a2) +( b2) =1, esdecw?Jr?:l ycomo c=5 entoncesb? =a?—c?=a?— 25,
2_2 1 2

luego %Jrﬁ:l siy solo si 9(aa2(a25)42rS)6a =1, entonces

9a®—9(25) +16a? = a®—25a?, luego 50& =a*+9(25) y ad
a*—50a”+225=0= (a®—45) (a®—5) =0 ydeaqil a?=45 (a?=5 No, puesb?=a?—25
(x=1)*  (y=2)° _

5 a0 7

absurdo) por lo tanto la ecuéci es

Ejemplo 9

_ 12 2
La ecuaddn (x-1) (y+2;1) =1 tiene por coordenadas del centtb, k) = (1,—4) longitud

del eje mayor 2a 26 Yy del eje menor 2b- 24 por tanto el eje mayor de la elipse, que es donde se
encuentran los focos, @ssobre la rectg = —4; y puesto que

b? =a?—c? = ¢ = (13— (122 = 25= c= +5, es decir la distancia del centro de la elipse al
foco es 5, por tanto las coordenadas de los focosBps (1+5,-4) = (6,—4) y

F=(-5+1,—-4) = (—4,—4). Los \ertices sor{—12,—4), (14,—4), (1,8), (1,—16). (Figura 5.33)
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(1,8) (x—1)2 N (y+4)%

(1,—16)

i

FIGURA N°5.33

Observe que la gfica es casi una circunferencia por@ues casi igual ®.

EJERCICIOS

1. Hallar las coordenadas de loariices y de los focos y trace lagfica, para:
XZ y2 X2 y2
—+-=1 —+_=1
) gt+7% b) 167 36

c) 4%+y?>=1 d) x?+4y =4
2. Hallar la ecuadin de la elipse que satisface las condiciones dadas:

a) Coordenadas deettices y focos(+8,0) , (£+5,0) respectivamente.
b) Coordenadas deettices y focos(0,+5) , (0,42) respectivamente.
c) Coordenadas de logstices (0,4+5) vy la longitud del eje menos 3.
d) Las coordenadas de loértices (0,+6) (eje mayor)y pasa poi(3,2).
e) Las coordenadas de los foc@s1,0) y la longitud del eje mayor 6.

(x—=hy  (y—k)?

2
3. Para la ecuagn de la elipse 2 + 2 =1 hallar:

a) El centro
b) Las coordenadas de los focos
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c) Las coordenadas de loértices.
(X — 172  (y—5)?
a9 T 9

a) Las coordenadas de los focos

4. Para las elipses:

=1y i) 16X+ 9y’ +64x—18y—71=0. Hallar:

b) Las coordenadas de loértices
¢) Longitud de los ejes mayor y menor
d) Grafica

5. Hallar la ecuadn de las elipses que satisfacen las condiciones dadas:

a) Coordenadas de los focod,3), (1,9) longitud del eje menor 8.
b) Centroen(2,1); coordenadas de loextices (2,6)y (1,1) respectivamente.

6. Laecuadn Ax?+By’+Cx+Dy+F =0, AB,C,DeR, ¢ representa siempre una elipse ?
¢, Clando no?

7. Dada la ecuabn, hallar coordenadas del centréytices y focos

a) 9x%+ 16y? — 36x+96y+36=0
b) 16x% + 25y? — 64x—50y—311=0
C) 16xX2+ 9y? — 32x+ 54y= 47

d) x2+4y? — 2x— 24y= —29

x—3)? +4)
(x=3) n (y+4)° _

TS 2 1
(x—2)%  (y+3)
I

8. Hallar la ecuadin de la elipse si

a) Centro(4,-1) ,foco(1,—1), pasa por(8,0)

b) Vértice en (6,3) focos en (—4,3), (4,3)

c) Verticesen—1,3) , (5,3) longitud eje menor 4

d) Centroen(3,2), focoen (3,7) y un \ertice en(3,-5)
e) Tiene focos en(1,4),(5,4) yveérticesen(0,4)y (6,4)
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5.5. HIPERBOLA

Una higerbola, es el conjunto de todos los puntos en un plano tales que el valor absoluto de la difer-
encia de sus distancias a dos puntos fijos llam&doeses constante.

Inicialmente se hall@r la ecuadn en el caso en que los focos se encuentran sobre g| efm
coordenadasF; = (¢,0) y F,=(—c,0). (Figura5.34)

y y
P= (va) P= (Xay)
F = (—c,0) Fi=(c,00 X F=(-c,0) Fp=(c,0) X
d(PF) <d(PF) d(P,F)>d(PF)

FIGURA N° 5.34

Si P=(x,y) esun punto sobre la lépbola y si 2&es la constante a la que se refiere la defimici
entonces:

|d(P,F;) —d(P,R)|=2a, esdecir

‘\/(X—C)ZHY—O)Z— \/(X+C)2+(y—0)2 =2a

Procediendo en forma aloga a como se hizo en la deduntde la ecuadin de la elipse se llega a la
ecuachn: X X
X
=1
az c°—a

llamando b? = ¢ —a?, donde b > 0 y sustituyendo en la ecuéci anterior se obtiene

2 2
az b?

que es llamadacuacdn en forma caénica o ecuadn de la higgrbola con centro er(0,0) y vértice

en (a,0), (—a,0) . (Figura5.35)

Aqui como en el caso de la elipse se llama centro de lerbgda al punto medio del segmento que
une los 2 focos; eje principal de la kifbola a la recta que pasa por los 2 focogstiges a los puntos
de intersecdn de la higrbola con su eje principal.

x2 y2

. . . b .
Despejandoy de la ecuadin 2 B 1 se obtieney = iax/xz —a? loque indica:
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Primero que no hay punto$x,y) en la géfica cuandox?—a? < 0, es decir cuando-a< x< a
y segundo que parx = +a la grafica corta al ej&.

b ) ., x?
Larectay= 5x es una asitota de la hiprbola 2

x tiende aro la distanciad(x) entre el punto(x,y) de la higerbola y el punto correspondiente, y; )
de la recta tiende a cero sin que se toquen la recta y la curva. Puesto que esta distancia es igual a

2
% =1, en el sentido de que a medida que

ooy = e e ) )

b (x2—(x?—a?)\ b< a’ ) B ab
al\ x+vx2—a2 | a\x+vx2—a?) x+VxZ-a?
La cual evidentemente tiende a cero a medidaxggeshace muy grande.

Analogamente,d(x) tiende a cero cuandotiende a—co.
Observe que estas ecuaciones se pueden obtener de ldbaaal higrbola al reemplazar el uno

x2  y2
por el cero. <a2_b2: )

. b , , .
Puede demostrarse adasnque taml@n la recta, y = —ax es amtota de esta hgrbola. (Fig.
5.35)

FIGURA N° 5.35

Silos focos de la higrbola esin ubicados en los punto®,+c) sobre el ejg, se puede demostrar
2 2
X . ,
que é — 4z =1 essuecuabh, donde nuevamentb? = c2 —a?; sucentro en el origen Y0, +a)

.. . : iy a ,
son las coordenadas de sustices y sus amtotas tienen ecuamn y= =+ Bx. (Fig.5.36)
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FIGURA N° 5.36

Ejemplo 1

2 2
La ecuaddn XZ — y@ =1, representa una tépbola abierta hacia los lados, en el =4 y
por tanto a= 42 y entonces susavtices tienen coordenadast2,0). Ademasb? = 9, por tanto
b=+3 ycomoc®=a?+b’*=4+9=13, las coordenadas de los focos s¢r+/13,0). Las
ecuaciones de susia®tas sony = +(3/2)x (fig 5.37).

FIGURA N° 5.37

Ejemplo 2

Encuentre la ecuamn, los focos y las astotas de una hgrbola cuyos értices son(+3,0) y que
pasa por (5,2).
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2 2
X . .
a=3, entonces—9 — —Z)z =1, ycomo(5,2) es soluddn de esta ecuamn entonces:

25 4 . 9 . x>  4y?
9 E- 1, esdecir,b? = 7 por tanto la ecuabn buscada 8%9 s A 1

9
9 45 /45 .
Como ¢ =a’+b>=9+ 17 entoncesc=+ 7 y ad las coordenadas de los focos son

<i§\@,0> .Ycomo a=3 y b= g entoncesy = ig son las ecuaciones de lasrastas.

Ejemplo 3

Los focos y los @rtices de una hgrbola son los puntog5,0), (—5,0), (4,0), (—4,0) respecti-
vamente. Hallar la ecuam de la higrbola y sus datotas.

2 2
Como los focos eénh sobre el ej&, la ecuaddn de la higrbola es de la forma:l—2 — é =1 yas
2 2
a=4,c=5,b=+25—-16= 3, en consecuencia la ecuatide la higrbola es )1(76 — % =
22
Ahora )1(73_% =0 siy solosi (2—%) (24—%’) =0 entoncesz—%zo 0 24—%:0,

3 3 . . .
por tanto y = 21x 6 y= _ZX son las ecuaciones de lasgrastas. (Fig. 5.38)

FIGURA N° 5.38

Ejemplo 4

Hallar la ecuadn de la higrbola que tiene su centro en el origen, @ntice en (6,0) y una de
sus amtotas es larecta 4x3y=0
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Como el centro e$0,0) y un vertice esta eri6,0), entonces la higrbola debe estar abierta hacia
2
L. X .
los lados, por tanto su ecuéoi debe ser de la form%'i — é =1, cona= 6y la ecuadn de sus
. b 4 . 4 b
adntotas debe ser de la fornya= iax, comoa=6;yy= §X es una dsitota entonce§ =5 de

dondeb = 8.

_ 2 y2 NV
Asi la ecuaddn de la hi@rbola serag —@ 1,0 sea% ~ 61" 1

La ecuaddn de la higrbola con centro er{h,k) # (0,0) abierta hacia los lados haciendo trasbaci

es
(x=h? (y-k? _
a2
Aqui el centro tiene por coordenadaéh,k) , las coordenadas de logntices son (h+a,k) ,
(h—a,k) vy las coordenadas de los focas +c,k) , (h—c,k). (Fig. 5.39a).
Si la higerbola abre hacia arriba y hacia abajo y su centro esth,&hsu ecuadn sera:

(y=Kk? (x=hy
2 @ °

1

Aqui el centro tiene por coordenadds, k) , las coordenadas de loénices son(h,k+a), (h,k—a)
y las coordenadas de los focgh,k+c) , (h,k—c). (Fig. 5.39b)

y (x=h?  (y—k)?
2  w? !

FIGURA N° 5.39(A)
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y (y-K? _(x=hp? .

FIGURA N° 5.39(B)

Ejemplo 5

Dada la ecuadin de la higrbola 9% — 16y? — 18x— 64y— 199= 0 hallar las coordenadas del
centro, \ertices, focos, astotas.
Como 9¥ — 16y? — 18x—64y—199=0 organizando cuadrados perfectos se tiene que

(9x2 — 18X) — (16y? + 64y)— 199=0
9(x?—2x) — 16(y* +4y)—199=0
9(x?—2x+1—-1)—16(y*+4y+4—4)—199=
9(x—1)2—16(y+2)? = 199+ 9— 64 =144

(x=17 (y+2)7
16 9

luego =1

luego las coordenadas del centro s¢h —2).

Como a2 = 16 entonces = 4 y comob? = 9 entonced = 3, luego ¢ = a?+b? = 25 entonces
¢ = 5. Para hallar las coordenadas de léstices, comoa = 4 , entonces a partir del centro nos
movemos 4 unidades a la derecha y a la izquierda en forma horizontal para obtener
(1+4,-2)=(5,—-2),(1-4,-2)=(-3,-2).

. . —1)? 2)2
Tambén si se hacey= —2 en la ecuadin (x 16) — (yJ; )

—1)2
(x 16) =1, entonce$x—1)2 =16 ya$ x—1==+4;x=1+4, entoncex=5
ox= —3 luego las coordenadas de lgstices (5,—2) y (—3,—2) Como c=>5 para hallar las
coordenadas de los focos a partir del centro nos movemos 5 unidades en forma horizontal a la derecha
e izquierda para obtenefl+5,-2) = (6,-2) y (1-5,-2)=(—4,-2), las coordenadas de los

-1,

se tiene que
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(x—1* (y+2)* _

focos. Para hallar las Bdotas se cambia el uno por el cero en la edract 16 9 1
— 1y 2)? /x—1 2 -1 2
para obtener (x 16 ) - (y+9 ) =0, es deC|r<X — y; ) (X 7 + y; > =0 entonces las
: . -1 2 -1 2 . 3
ecuaciones de lasiasotas sonxT — % =0y XT + % =0 esdeciry+2=+ Z(X_ 1).
(Fig. 5.40)
y
3
y=-3(x-1)-2
\éle —2)
JES N S — _,_x ______
(=3,12).7" *~_(6,-2)
(x=1* (y+2
42
FIGURA N° 5.40
Ejemplo 6

2 22
Dada la ecuaéin de la higrbola (XBZ) — -4 =1 hallar las coordenadas del centro,

vértices y amtotas. 30

Como a? =9, entoncesa=+3; el centro de la higrbola tiene por coordenada# k) = (—2,4)
y por tanto el eje eéten la recta horizontat =4 y para hallar los &rtices de la higrbola nos move-
mos 3 unidades a la derechay a la izquierda de su cefptid4) para obtener(—2+3,4) = (1,4)

y (_2_ 374) - (_574)

., . . 2)? —4)? . 2)2 .
También haciendoy=4 en la ecuaéin (XJ; ) — y 36) =1 setiene que% =1, ajque
(x+2)?=9, luego x+2=+4+3 yas x= -2+ 3esdecix=—-50x) =1,y as las coordenadas

de los \ertices son(—5,4), (1,4).

2 N2
Las ecuaciones de lasia®tas son las soluciones diax—g—z) — y 3;) =0,

. 2 —4 2 —4 .
es decw,% — yT =0y % +yT =0, esdeciry=—-2xy y=2x+8.

Comoc? = a?+b?, ¢ =va2+b? = v/9+36= v/45= 3/5, luego las coordenadas de los focos son
(—2—+/45,4) (—2++/45,4). (Fig. 5.41)



146 Capitulo 5. GEOMETRA ANAL ITICA

Y y=2x+8

FIGURA N° 5.41

Ejemplo 7

Dada la ecuaéin de la higrbola 3y —x?+ 4x—6y—13= 0, hallar coordenadas del centro,
focos, \ertices y ecuaciones de lagrastas.

La ecuaddn 3y* —x?+4x—6y— 13=0, se puede escribir como

(3y? —6y) — (x*—4x) = 13
3(y?-2y+1-1) — (x> —4x+4-4) =13
3(y—1)*— (x—2)> =12, luego

(y—17 (x=2?*
4 12

1,

luego el centro es(2,1), su eje focal es una recta paralela alejeque pasa por(2,1), es decir
X=2.
Como a® =4yb? =12 entonces = va2+b2 =4, luego las coordenadas de los focos soa 2,
y=1+4, esdecir (2,5), (2,-3)

Las coordenadas de lognices sonx=2 ;y= 14 2 ; es decir, los vertices &st en los puntos

. . y—1 x-2 y—1 x-2
2,3),(2,—-1 las ecuaciones de lasia®tas son=—— — —— =0 4+ —=0

EJERCICIOS

1. Hallar los \ertices, focos, astotas y gafica de las hiprbolas cuyas ecuaciones se indican:
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X2 y2
) T.-5=1 b

y2 X2
Z = =1 2@ —y?=4
16 9 2 y
d y?>—x2+10=0 e) 4yp-9x°=1
2. Hallar una ecuaén de la higrbola que satisface las condiciones dadas

a) Centroen(0,0), vértice en (+£3,0) y un foco en (5,0).
b) Focos en(0,4+3) yun verticeen (0,1).
c) Focoen (13,0) y adntotas las rectas 12y +5x

3. Las ecuaciones de la lgigbola con centro enh,k) son:

—_h)2 _ k)2 AV _h\2
N s R L L

a2 b?
hallar sus focos, susvtices, sus astotas y gaficas.

4. Hallar la ecuadin de una hiprbola que satisface:

a) Centroen(3,5), vértice en (7,5) yunfocoen (8,-5).

b) Centroen(2,4), un\ertice en (2,5), una amtota 2y—x—6=0
c) Veérticesen(1,1) y (1,5), y unfocoen(1,-2).

d) Focos en(5,0), (5,8) y un \értice en (5,5).

5. Hallar \ertices, focos, astotas y gaficas de:

(y=2)* (x+27 _
4 4
b) x?—y2—x+y=1/2
C) X2 —4y? —4x+24y—36=0
(x+47  (y+3)7
9 16

a) 1

d) 1

6. En qw casos la ecuam ax®+b2+cx+dy+ f =0, representa una hépbola?






Capitulo

FUNCIONES

6.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

En lavida cotidiana y en el estudio ciéitto, no siempre basta cofimeros para describir matétca-
mente fedmenos o resultados del&@isis de estos, sino que para ello se hace necesario frecuente-
mente establecer correspondencias entre elementos de dos conjuntos, de tal forma que elementos de
un conjunto estn relacionados de alguna forma con unoasralementos de otro conjunto. Este tipo
de correspondencia es parte fundamental de la ndiesnen general y @l se asocian los concep-
tos de funddn y relacon, cuyos elementos caradsitos se presentan inicialmente mediante unos
ejemplos.

Ejemplo 1

Considere un experimento que consiste en tomar la temperatura de determinada sustancia, la cual se
puede medir en los tiempos 0, 1, 2, ... hasta 30 segundos, pero solamente sanetliraediciones y
para ello se dispone de un teasmetro que marca temperaturas d€ basta 70C. El experimentador
hizo las siguientes mediciones:

En el primer segundo el te@metro mard 20°C, en el cuarto segundo 22, en el quinto 23C,
y en los segundos 6, 8, 10, 12, 18, 23, 29 n&F C, 26°'C, 28.5C, 27C, 25C, 24.3Cy 22.2C
respectivamente.

Como se puede apreciar, existen inicialmente dos conjuntognitos, un conjunté formado por
los tiempos posibles en los que se pueden efectuar mediciones, eA decfi0,1,2,3,...,30}y
un conjuntoB que indica el rango de temperaturas en que puede estar la sustancia, es decir,
B={x|0<x<70}=[0,70],y existe aderas una forma de hacer corresponder, para algunos
elementos dé (los tiempos que selecciorel experimentador), a cada uno de elloginito elemento
de B (la temperatura que mdren esos tiempos). Tandélni se puede observar que hay algunos ele-
mentos de A a los que siég la selecdin no se les asotiuna temperatura y otros a los cuales si. En
forma araloga hay unos elementos Bajue representan la temperatura de la sustancia en alguno de
los tiempos seleccionados y otros no.

149
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A correspondencias de este tipo entre dos conjulitp® se le llamarnFunciones de A en Bn
este orden) las cuales en general se definen as

Una funcién de un conjuntdA distinto de vam (llamado conjunto de partida) en un conjulo
distinto de vam (llamado conjunto de llegada) en este orden, es una correspondencia entre algunos
elementos dé y algunos elementos d& de tal forma que a cada elemento®dsorresponda ufinico
elemento dd8 o ninguno.

Haciendo referencia al ejemplo anterior, el conjunto de partida €s{0,1, 2, ..., 30}, el con-
junto de llegada eB = [0, 70] y la correspondencia de la que habla la deforics la que se realiza
entre algunos elementos Ag otros deB, sedin la cual, a cada tiempo seleccionado corresponde una
Unica temperatura.

Al conjunto de los elementos de que se@n la correspondencia ést relacionados con dlg el-
emento deB, se llama& Dominio de la funcbn (D¢) y obviamente es un subconjunto Aeen el
ejemploéste corresponde a los tiempos seleccionados, es decir,

Df = {1,4,5,6,8,10,12,18,23,29} C A. Al conjunto de elementos d& a los que les correspon-
dio asociarse con alm elemento dé\, se llamaRecorrido o rango de la fundn (Ry), el cual
evidentemente es un subconjuntoBleen el ejemplo

Ri = {20,22,23,25,26,28.5,27,24.3,22.2} C B.

Laexpreshnf : A — Bindica, que lafundn se llamaf, que el conjunto de partida A3/ el conjunto
de llegada eBy puesto que a elementos Aeorresponde uanico elemento d8 entonces con una
variable gesrica(x, t, p, Vv, n, ..., etc), que se supone toma valores&nse expresa de gumodo
se esh estableciendo esta corresponderfci@ara el ejempld : {0,1...,30} — [0,70] con

f (t) = temperatura de la sustancia en el tierhpddgicamentet € {0,1,2,...,30})

En general las funciones se pueden represenéficgmente plasmando visualmente la correspon-
dencia entre dos conjuntos.

Para el ejemplo tratado las figuras 6.1 (a). y 6.1 (b) ilustran diferentes representacidices .gr
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F(t)

29

4 — 22
28
5 — 23 7
6 — 25 26
8 — 26 25
24
10 — 285

21

18 — 25
20
23 — 243 19
29 — 222 18 t
01234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930
(A) (B)
FIGURA N° 6.1

Generalmente cuandoy B son subconjuntos de lo§imeros reales, se prefiere trabajar cdfigas
como la de la figura 6.1 (b), las cuales se construyen ubicando en eldejeplano cartesiano, el
conjunto de partida de la furém f y en el ejey el conjunto de llegada, y considerando que si D¢
yy = f (X) es el elemento del conjunto de llegada al cud asbciada, entonces la parejx, f (X))
forma parte de la @gfica de la fund@n. As una funcon f se puede considerabomo un conjunto de
parejas ordenadasn las cuales las primeras componentes corresponden al dominio de ¢efytas
segundas componentes a sus respectivagemes y dondégicamente no podn existir dos parejas
diferentes que tengan la misma primera componente, ya que en unaflazhagen de un elemento
eslnica. A la variable que representa los elementos del dominio se leVlanadle independients
ala que representa los elementos del recorifddable dependiente, indicando con estos nombres la
dependencia de los elementos del recorrido de los del dominio. Es evidente que no todo conjunto de
parejas ordenadas es una fuimcipues poda darse el caso que contenga parejas diferentes con el
mismo primer elemento. Si un conjunto de este tipo se represéiieagnente en el plangy, como se
hizo con las funciones, necesariamente debe existir al menos una recta vertical (paralglpgieje
contenga dos o &s puntos de su gfica (por q&). En general a cualquier conjunto noede parejas
ordenadas se le llama uRelacbn, por tanto existian relaciones que son funciones y otras que no
lo son. En la figura 6.2 (a) se aprecia lafira de una reladh que no es fundn, pues a cualquier
punto del intervald— 3, 3) corresponden dos iagenes. En la figura 6.2 (b) aunque solamente hay un
punto que tiene dos iagenes, (al punto 1 corresponde el 0y el 5, pues el punto de coord¢hadas
tambin forma parte de la gfica), esto es suficiente para que es#diga represente una relanique
tampoco es funéin. La figura 6.2 (c) representa una retacque si es una funn.
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0,3
(0,3) iy o 25

20

15

10

- ¢---
N
w
N
(&1

A) B)

304

257

204
154

104

C)

FIGURA N°6.2

Con los siguientes ejemplos se pretende hacer claridad sobre aspectos relacionados con funciones,
como sus gaficas, su dominio y su recorrido.

Ejemplo 2

Considere la correspondencia tal que a cddaaro reak se le asocia su cuadrado; coste es
{nico, entonces ariticamente se puede representaryer f (x) = x2.
Como el cuadrado de urumero real siempre es real, y a todmmero reak se le esi asociando un
Gnico real que representa su cuadrado, entonces esta correspondencia es amadpiresentada por
f, cuyo dominio es el conjunto de lo&meros realeD¢ = R). Los valores que tomapara cada uno
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de estos valores deforman el recorrido dd,en este caso al variaren R,y toma todos los valores
reales no negativos 0 s = [0 + ).

Con algunos valores arbitrarios dados, e encuentran los correspondientey g@r medio def ,

lo cual nos permite ubicar en el plargunas parejas que nos dan una idea aproximada (no siempre
muy buena) de@mo es la gafica de la fundn. Figura 6.3

X 0 1 V2 35 5 —-1/2 -1 —3
f(x) 0 1 2 12.25 25 1/4 1 9

(5,25)

FIGURAN° 6.3

Ejemplo 3

Conf (x) = vx2 — 1 se esa representando la furzi que hace corresponder a valorexéa R,
los "imerosy = v/x2 — 1.
Para quey sea un iimero real es necesario qué — 1 > 0, es decir el dominio de la furim es-
tara formado solamente por aquellos valorex dee satisfacen esta desigualdad o sea
Df = {X[x¥*~1>0} = (—e,—1]U[1+ w); por tanto encima y bajo del intervaje- 1, 1) no debe
existir grafica de la fundn.
Para estos valores dg(los del dominio def), la exprestny = v/x2 — 1 siempre es mayor o igual
a cero (por g&?) y comoy'x? — 1 toma todos los valores desde 0 hasta infinito, cuandmia en
(—oo, —1] U [1, + ) entonceRy = [0, + ).
Haciendo una tabla afoga a la del ejemplo anterior y representando las parejas resultantes en el
plano cartesiano, se obtiene una aproximacie su gafica. Figura 6.4.
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FIGURA N° 6.4
Ejemplo 4

—X+1 si xe (—o,—2]
f(x)= X2 si 0<x<4
5 Si Xx>4

De la definicon de la funaddn, resulta evidente que para todo valorxde (—2,0) no hay imagen
por medio def, mientras que para valores gen(—o, —2], [0, 4]y (4, +) la funcion siempre
esh definida, a pesar de que lo&stediante expresiones diferentes, por tanto

Dt = (_007_2} U [074] U (47+°°) = (_007_2] U [07+°°)'
Observe que si € (—, — 2], la expreshn que define d (X) alli o seay = —x+ 1 eshentre 3y

+o,yaquesy=—x+1 = 1-y=x< -2 = 3<y.Analogamente cuando9 x <4, 0 <
x2 =y < 16 luego 0< y < 16 y parax > 4 y toma siempre el valor 5.

Por tantoRs = [3,+) U [0,16] U {5} = [0, 4+ )

En la construcdn del gafico (Fig 6.5) es necesario tener en cuenta, énigiervalo est definida
la funcibn mediante cada una de las tres expresiones de que consta:
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y
15.0t1
12.57 y = x2
10.01
7571 5
y:
-+ o—
y=-x+1 >0
257
} } + + } } } X
-6 -4 -2 0 2 4 6 8

FIGURAN° 6.5

Ejemplo 5

f (x) = [x] con —2 < x < 3, donde[x] indica que a cadaimero realx se le asocia el mayor
entero menor o igual que

Observe gue sém esta definidn se tiene por ejemplo que:
[0.1] = [0.02 = [0.4] = [1/2] = [0.99 = [0] = Oy en general st € Rentonces:
Si0< x < lentonces$x] =0

Sil< x< 2entoncesx] =1
Si2 < x < 3 entonce$x| = 2

Sin < x < n+1entonce$x| = n

Ademas:

[-1.5] =[-1.2) = [-1.99 = [-2] = -2y ad:

Si—1 < x < Oentonces$x] = —1

Si—2 < x < —1entonces$x| = —2, etc.

PortantoeDs = [-2,3]yRs = {—2,-1,0, 1, 2, 3} y su géfica se puede apreciar en la figura

6.6
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y
3 f(X) = [X] ————o
2 — o
1 —o
S } X
-2 -1 D 1 2 3 4
o—31o
—— o -2

FIGURA N° 6.6

Ejemplo 6

y = mx+ bconm € R, siempre representa uria¢a recta no vertical, por tanto siempre representa
una funcén con dominidR. Su recorrido sé& tambénR salvo el caso en que la recta sea horizontal,
pues ali m = 0, por tanto la ecuadn seay = b, y su recorrido sé{b}. Si la recta es vertical o
sea de la forma = k ésta representa una rekacino funcional con domini¢k} y recorridoR (por
que?). (Fig. 6.7)

y y y
m=£0
Sin
m=20 pendiente
X X X
Si funcion Si funcion No funcibn
FIGURA N° 6.7

Ejemplo 7
Las paabolas de laformg = ax? + bx+c (a # 0), siempre representan funciones con dominio
R.
. L 4ac— b? :
Para hallar su recorrido se debe recordar quegstice tiene como ordenadaT, por tanto si

. . 4ac— b? , — o .
a > 0 el recorrido sex el mtervalo[%1 , oo) pues la pabola esd abierta hacia arriba, y si

dac— b?

a < Oelrecorrido seéx | — oo,
4a

] pues en este caso estabierta hacia abajo.
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Sila paAbola esi abierta a derecha o izquierda, es decir si es de la formay? + by + ¢ (a # 0),
evidentemente no representa una fongpues toda recta vertical que corte lagtena lo haa en dos
puntos. (Fig. 6.8)

y y y

y=x2—2x+4
y=—xX2—2x+4

/ X:y2—2

AR

™~

Rec= [3,0) Rec= (—,5] No funcion
FIGURA N° 6.8
Ejemplo 8
X2 y? . . . .
La ellpse? + bz = 1 no representa una fuidci como se puede apreciar de safipa, pero sien

ésta se considera solamente la parte sobre &l @jgolamente la parte ba@, cada una de ellas por
separado representa una fumgianaiticamente esta se obtiene de la ecoade la elipse despejando

. b . : "
y, Yy as, puesto qug = + 3 va? — x2, al tomar esta expresi solamente con signo positivo o neg-
ativo, representa respectivamente la parte superior e inferior de la elipse. Figura 6.9

Observe que en los dos casos su dominig-es, a] y su recorrido0, b] para la parte superior y
[—b, O] para la inferior.

y y
b —a a
_ P X
- o
X y=—- a2 _ X2
—a a a
Rec= [0,b] Rec= [-b,0]
FIGURA N° 6.9

Es claro que cualquier elipse trasladada tampoco sea funadn, pero de ella se pueden extraer
dos funciones procediendo en formakga al caso de la elipse con centro en el origen. En este caso
cuales seain sus ecuaciones? &as sus dominios? @les sus recorridos?.

Ademas puesto que una circunferencia se puede considerar como una elipse con los dos ejes iguales,
cuya longitud ser su dametro, entonces tampoco representara funddbn; pero de ella se pueden
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extraer dos funciones; iasi su ecuadin esx? + y? = a?, las expresioneg = vaz — x2 y
y = — Va2 — x2 tienen por gafica la parte superior e inferior de la circunferencia respectivamente,
las cuales representan funciones con dominia, a] y recorrido[0, a] y [—a, 0] sedin el caso.

Ejemplo 9
., X2 y? . . .

La hlperbola? i 1 no representa una fur@ti, observe que en este caso si despejamos
se obtienen dos ecuaciongs:= 2 VX2 —atyy= — Z VX2 — a2y cada una de ellas representa
una funcon con dominiq — o, —a] U [a, ) y recorrido[0, «) y (—c, O] respectivamente. (Figura
6.10)

o
\

)

®

e
|

R
x

y:

m\m
x
<
Il
|
| T
S
|
N

FIGURA N° 6.10

Ejemplo 10
Seaf (x) = [x*— 4|

x4 = X2 —4 si X*—4>0, esdecir,si xc (—, ~2]U[2,+)
T -(x*—4) si x*—-4<0, esdecir,si xc(—2,2)

Verifique que su difico corresponde a la curva continua en la figura 6.11, yOgue Ry
Rf = [O,+00).

FIGURA N° 6.11
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Ejemplo 11
f(x) = [x+1|+x

X+ 1+X si x+1>0
—(Xx+1)+x si x+1<0

_{ 2x+1 si x+1>0

]x+1\+x:{

1 -1 si Xx+1<0
Dt = Ry Ri = [_17+°°)

Un bosquejo de su gfico se puede apreciar en la figura 6.12

y

y=2x+1

FIGURA N° 6.12

EJERCICIOS

1. llustre el concepto de fur@m con dos situaciones cotidianas y dos situaciones dsitafy
dé sus correspondientes dominios y recorridos.

2. Sif (x) = v/2x+ 3, halle:

) =

a) f(10)

b) f (3x2)

c) f(ax3 b)
f(x+h)—f(x)

e) f(x)— f(h)
f) f(—x)

3. Delos puntosx,y) que satisfacen las siguientes expresiones, digesson funciones y éles
son relaciones no funcionales, halle su dominio, su recorrido y @medas gaficamente.

a)y?—x=0
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b) x—y—5=0
c)y=0

d) x=6
e)y=[x-2]

f) y=[x/2] con —1<x<10
gy=[3x] con —1<x<?2
h) y <x

) {(xy)ly=6}

D A{xy)ly=0}

-1 sixeQ*

9 f(x):{l sixeQ

) f(x)=[x+1

m) y =X

4. ¢Cules de las siguientesaficas de la figura 6.13 corresponden a funcionesajesua rela-
ciones no funcionales?. Hallar sus dominios y recorridos.
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(@)

(b)

(d)

()

y
(0,2)
(_430) (470)
X
X2 y2
(0.-2) 641
y © r=1-Cos@) y
xy=1
1
X >
N X
1
1
LT 7T 3 2n 5
2 2 2
-1
y (") y
y=2
1F---- HE— X=-2
2 |-~
y=x 1 5 X X

FIGURA N° 6.13
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5. Hallar el dominio de las siguientes funciones:

a) y=+v—x

b) y = v —x2
0) _\/1—x
y_\/2+x
1—x
dy= > x
1— x2

e y= <
1+ x2

f)y= 2
)y 1+ x2
NY=\ 10

X2 — 4

h)y= N

) y=v-x

6. Siel gaficodey = f (x) = x? es el que se observa en la figura 6.14.

254

204

15+

104

FIGURA N° 6.14

7. En el mismo sistema de coordenadas acdmper separado estaadica con la de cada una de
las siguientes modificaciones. Compare y saque conclusiones.

a)y="f(x)—-3
byy="f(x)+3
c)y=f(x—3)
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d y="f(x+3)
e)y="f(x—3)+2
f) y=f(3x)
9) y=3f(x)

1
h)yzé (x)

8. Dada la gafica def (x) = x3, sobre el mismo sistema de coordenadas trace la de
g(x) = |f(x)| = [x3|]. Compare las dos gficas y saque conclusiones.

9. Resuelva el mismo ejercicio 7 para:

a) f(x)=x—

b) f(X)=—2x+5

c) f(x)=x>—2x—3

d) f(x)=-x>+11x—28

6.2. OPERACIONES ENTRE FUNCIONES

Al igual que los imeros, las funciones se pueden sumar, multiplicar o dividir y el proceso de
efectuar estas operaciones entre funciones se hace puntualmente, es flg@rsen funciones:

En la representagn grafica de estas nuevas funciones, es necesario tener en cuenta que somlefinici
se hizo punto a punto; Bgor ejemplo, si se tienen las funcione&x) = x + 1y g (x) = x? laimagen

que corresponde por ejemplo al purte- 2 por mediodef +g, f —g, fgy f/gseé:

hi(2)=(f +9)(2) = f(2) +

=f(2)-
=(fg) (2) = f(2)g(2) =
ha(2) =(f/9) (2) = 1(2)/9(2) =

= (2+1)+4=7

2+1)4=12
(2+)/4=3/4

De la construcén def + g, f — g, fgy f/g, resulta evidente que para calcularlas en un pynto
es necesario calcular tanfccomog en este punto, es deckdebe pertenecer tanto al dominio fle
como al dominio dey, luego el dominio de estas funciones debe ser la intefseda los dominios
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de f y g, exceptuandddgicamente, para el caso del cociente, aquellos puntos donde el denominador
se anula. As

Df+g =D;: N Dg
Dt_g =Dt N Dy
Dtg =Dt N Dy
D(t/g) = (Df N Dg) — {x[g(x) = 0}

Luego, procediendo en forma&nga con todos los puntos comunes de los dominios, se encuentran
las parejas d&2 que conforman las @gficas correspondienteiax), ho(x), hz(x) y ha(x).

Ejemplo

hX)=(f+9)X) =f(X)+9(X) = X+2)+2x = 3x+2
ho(¥) =(f —g) }) = f(X) —g(X) = (X+2)—2x= —x+2
ha(x) =(fg) (xX) = f (X) g (X) = (X+ 2) 2x = 2x% 4 4x
ha(x) =(f/9) (x) = f (X)/9(x) = (x+ 2)/2X

ComoD¢ = Ry Dy = RentoncesD¢ ;g = Dt g = Dtg = Ry Dy/g = R— {0}.

Las giéficas de estas funciones&er (Figura 6.15).

y y
f(x) =x+2 f(x) = 2x
2
X
X
2
y y
X X
(f+9)(x) =3x+2 (f—g)(x)=2-x
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(f.9)(x) =2 +4x (f/g)(X) = (x+2)/2x

FIGURA N° 6.15

EJERCICIOS
1. Dadaf (x) = /X, g(x) =2x+ 1, hallar:

a) f(2+h)
b)g( —h)
) (f+g)(x+h)
d) (f+9)(5)
e) f(x?)
f) (f-9)(x)
9) (f/9)(x)
h) (fg) (x)

i) Df1g, Dt—g, Dfg, Di/q

2. Sif (x) =vx—1, g(x) = 2x hallar:

f) (fg) (x+1)
9) (f/9)(2—-3h)
h) ng7 Df/g

3. Dadaf(x):x—lz, g(x):}, h(x) =+v1—x hallar:

X
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a) Dt, Dy, Dp

b) Dt1g+h, Dnsgs D(t+gy/n
c) (f+g+h)(3), (f+g+h)(-2)

6.3. FUNCION COMPUESTA

Dadas dos funcione$ (x) y g (x), si existen algunos valores del dominio gigpara los cuales
g (x) pertenece al dominio dg entonces es posible para estos valores caldulgr(x)), y por tanto
a partir de estas dos funciones se puede construir una nuevarfulachada laCompuesta de fy g
notada porf,g, la cual asigna a algunos puntodel dominio deg el valor f (g (X)) o sea

(fog) ) = f (9 (x)

Al componer dos funcionels g comenzamos con un valor de entraaan el dominio dgy obtenemos

un valortnico de salidg(x) en el recorrido dgy este valor de salida se utiliza como valor de entrada
paraf, para dar uriinico valor de salidd (g(x)), ad queg(x) debe estar en el dominio de por
ejemplo suponga, que se obtienen las funciones que se observan en la figura siguiente

entonces
f(g(1))=1(8) =16
f(9(2)) = (4) =14
f(g(5)) =f(6) =12
f(g(7)) =f(10) no esta definida

Luego la compuesté, g existe en los puntos don®gnD+ # @, que son 12,5.
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Ejemplo
Sif(x) =X y g(x)=x?>4+1entonces

(fo9)(3) = f(g(3)) = f(10) = V10
(fo9)(~2) = f(g(~2)) =f(5) = V10
(fog)(x) = F(9(9) = f(@+1) = VP +1

(9of)(0) = g(f(x) = g(vX) = (VX)*+1

(9f)(3) =9(f(3)) =9(V3) = (V3)*+1
(90f)(—2) =9(f(—2) no existe, pue$(—2) no existe

De la construcdn de la funddn compuestd, g se puede apreciar:

i. Esta funcon existif solamente cuand®, N D¢ # @.
ii. Sudominio es{x|x € Dy y g(x) € Ds }.

iii. Engeneralgof # fog. Parailustrar el iii. observe el siguiente ejemplo:

f(x) =x%; g(x)=Cosx

(fo8) (X = f(g(¥) = f(Cos ) = (Cos 3* = Cosx

(9of) () = g(f(x)) = g(x*) = Cos ¥
Luego (fog)(X) # (dof) (X)
puesCogx # Cos ¥

Uno de los aspectos importantes de la composide funciones es el hecho de que nos permite
expresar una funeén dada enérminos de funciones mas simples por ejemplo si:

h(x) = Vx4 +x+1, se tiene quéa(x) = (f,g)(x) = f(g(x)) dondeg(x) = x* +x+1, f(X) = /X,
puesf(g(x) = f(x*+x+1) =X +x+1

Ejemplo

Sih(x) = Ser(x*+ 1) = [Sen(X + l)]s, luegoh(x) = f(g(p(x))), dondef (x) = x3; g(x) = Sen x
y p(x) =x2+1, puesh(x) = f(g(x*+ 1)) = f(Sen(X+1)) = Serf (x> + 1)

Para una mejor compreiasi de la operaéin composidn entre funciones se puede establecer la
siguiente analdg:

Una miniempresa de alimentos posee d@gjuinas: Una iaquinaf que manufactura mermelada,
y una maquinag que empaca la mermelada en frascos para luego llevarla a los supermercados. As
la maquinaf recibe como materia primafj produce mermelada ddipiof (pifia). Esa mermelada
de pha of (pifia) la recibeg y entrega frascos de mermelada dégpd g(f (pifia)).



168 Captulo 6. FUNCIONES

Similarmente si al empezar el procekes surtida con naranja, el proceso termina coh @aran-
ja)), es decir con frascos de mermelada de naranja. En gendra¢cibe una fruta, producef (x)

(mermelada de) y al recibirg esaf (x), produceg ( f (x)) (frascos de mermelada ag (Ver figura
6.17).

X
NP

'
f(x)
~ |~

g

———g(f(x)

FIGURA N° 6.17

Ejemplo 1

Seanf (x) = x+ 3, g(x) = 4x? entonces

i. Puesto qu&g N Df = [0,4+0) N (—o,+0) = [0, +0) # @, existe(foQ) (X) y esh dada
por:

(fo0) () = f(g(x) = f (4x?) = 4x* +3.

ii. ComotambénRt NDg = (—o0,+00) N (=00, +00) = (—00, +00) £ @, existe(go f) (X) y
(@of) () = g(f (0) = g(x+3) = 4(x+3)%
Observe que aqu

Dgot = {X € D¢|f (X) € Dg} = (—o0, +0) N{X|X+3 € (—00,+0)} = (00, 400)

Ejemplo 2
Seanf (X) = v2—-x y g(X) =x*— 4entonces

i. Puesto qu&y N Dt = [—4, +oo) (—o0 2] # (peX|ste(fog) (x) y est dada por
(fog)(X)=f(9(X))=f( —4) = \/sz/ —x2

i. COmoRs NDg = [0, +) N (—0,+0) =[0,+00) # @, existe(go f) () y est dada por
(9H X =g(f () =g(vV2—x) = (vZ2-%)°—4.
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EJERCICIOS
1. Seaf (x) = 1+1x2’ g (x) = V1 — x, hallar, si existen:
a) f(f(x)
b) g(g (%)

c) f(g(f(x))

2 .
2. Dadaf (x) = lx_i;; g(x) = \/;; h(x) = Senx dé expresiones para:

3. Suponga qué es una funén y quea es un rimero tal quef (f (a)) = a. Cual es el valor de
f(f(f(...f(a)))) (40 veces).

4. ¢ Cuales de las siguientes proposiciones son verdaderasgscialsas?.

a) (fog),h = fo(goh)

b) fo(g+h) = fog+ foh
1 1
fog f

975 (1),(6)

5. Seaf (x) = /X y g(x) =2 —x indique cil de las siguientes funciones compuestas es
incorrecta:

a) f(g(x) =v2-x b)g(f(x) =2- X
c) g(f(25) =-3 d)g(g(x) = x

6. Seaf (x) = X y g(X) = —x® si x< 0. Halle fog y gof siexisten,y sus
respectivos dominios y recorridos.

7. Seaf (x) = vXx+1, g(X)=v1—-x% h(x)=x+3

Hallar siexistengo f, fog, foh, goh. ¢Cuales son sus dominios?

o0

8. Si s(x)=Sen(x), r(x) =X, p(x)=3x>+1, q(x) = it; represente las siguientes

funciones enérminos des,r, py g usando la composian:
i. f(x)=Sen/3x2+1
, Sen/x + 1
i. f(x)fisen\/i—s

ji. f(x)=,/3Ser?(x) + 1

. X+1)2
V. f(x)_3<X3> +1.
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9. Dada una funéin y=h(x) descomponerla en varias funciones.

(X% 4x)1/2

a) h)=Sen® b) hx=Sedx ¢) h(x= (x313)

d) h(x) = SenCoS(x*+x+1))



Capitulo

POLINOMIOS Y FUNCIONES
POLINOMIALES

7.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

Una expresin de la formaag+aix + axx? + ... + a,x", con ap, a1,...,an € R,n € N
y an # 0 se llama unpolinomio con coeficientes reales, en variabkede gradon y se nota
p(x), q(x), r(x)...etc. Enlo sucesivo grado d&(x) = nse notaagr (P (X)) = n. Larelacon
que hace corresponder a cadanero realx, el nomero realp (X) = ap + a1Xx+ ... + a,x" se
llamafuncion polinomial asociada al polinomip (x). Si todos losy son iguales a cero, es decir, Si
p(x) =0, este se llama el polinomio cero y a ese polinomio no se le asignamgrgdo. El polinomio
constantg(x) = ap conag # 0 se le asigna como grado: cero.

Ejemplo 1

1. x3 4+ 6x + 1 es un polinomio con coeficientes reales en varialylee grado 3, y
p(x) = x3+ 6x+ 1 es su correspondiente fudaipolinomial.

2. 6t* + 5 es un polinomio con coeficientes reales en variabiegrado 4, yg (t) = 6t* +5su
funcibn polinomial asociada.

3. 4(x+ 5 —3(x+5)%+ 2 (x+ 5) — 6 es un polinomio con coeficientes reales en variable
X + 5, de grado 10, )(x) = 4 (x+ 5)° — 3(x+ 5)% + 2 (x+ 5) — 6, su correspondiente
funciobn polinomial.

4. 2t5 —it?2 +i — 2, es un polinomio con coeficientes complejos, en varitllde grado 5. Su
funcion polinomialg (t) = 2t® —it?2 +i — 2, es de valor complejo puesto qgét) € C, y
de variable real 4i € R, o de variable compleja spuede tomar valores en C.

5. No son polinomiox=2+x3; 1/t+t>+5; ,z324iz*+2 ¢ porqé?

Un nimeroa (a € C 6 a € R)se dice que es ucero de un polinomiop (x) 6 raizde p(x) =
0 sip(a) = 0. Graficamente, las fees de la ecuagn polinomial p (x) = 0, cuando son reales,

171
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representan los valores g@@ara los cuales esta fuci es cero, o sea los valoresxden los cuales la
grafica dey = p (x) corta al eje de lag 0 hace contacto coél. Cuando son imaginarias, iatlo hay
corte ni contacto con el epe por tanto, si una fundn polinomial no tiene figes reales, su gfica
esh toda sobre 0 bajo el eje de bas

Ejemplo 2

1. p(x) = x? — 4 se anula cuande = +2, es decir, 2 y-2 son ceros da&? — 4 6 races de
x2 — 4 = 0y graficamente (Figura 7.1) indica que= x*> — 4 corta al ejexenx = 2yx = — 2.

X

p(x) =x*—4

FIGURAN°® 7.1

2. g(x) = x? + 1, no se anula para nifg valor real, pues solamente lo hace pafai, x = —i,
0 sea aqulas rdces deq (x) = 0 soni y —i que son Ameros imaginarios, por tanto ladica
dey = x? + 1 no se intercepta con el ejdFigura 7.2).

y

p() =x*+1

FIGURAN° 7.2

3.r(x) =x*+x2=x%(x*+1),seanulaex = 0, x = i yx = —i, entonces, como entre las
raices der (x) = 0,el cero es ldinica real, allla grafica o corta al eje o hace contacto @&n
(Figura 7.3).



7.2. ALGORITMO DE LA DIVISIN 173

r(x) =x*+x2

FIGURAN° 7.3

Como se puede apreciar, para elaborar &iga de una funéin polinomial, resulta conveniente

hallar los ceros de su polinomio asociado, para lo cual es necesario conocer algunos resultados que

se@ntiles en este proceso.

7.2. ALGORITMO DE LA DIVISI ON

Si un polinomioP (x) se divide entre otro polinomiQ (x), gr (P (x)) > gr (Q (x)), existen poli-
nomiosD (x) y r (x) tales que:
PX)=QMDMX+r(x) con gr(r(x) <gr(Q(x):

Observe que este resultado es consecuencia inmediata de realizar éndieiBi(x) entreQ (x),
siendoD (x) el cociente yr (X) el residuo.
Ejemplo

Dadosp (X) = x> +2x>+1 y q(x) = x%+x, aldividir p (x) entreq (x) se obtiene:

x3+2x2 +1 |x2+x

—x3— x2 X+ 1
x2+1
—x% — X
—Xx+1

PortantoD (x) = x+ 1, r (X) = —x+ 1 y por consiguiente:
X34+ 2x% + 1= (x+1) (x*+X) — x+ 1.

Recuerde que si(x) = x — a, la divisbn de p (x) entrex — a se puede simplificar mediante la

llamadaDivision Sinética,que se realiza solamente con los coeficientes de las variables, colocados

estos en orden descendente, como se ilustra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo

Seap(X) =x*—x3+7x—-12 y q(X) =x+4=x—(—4) entonces:

Division de Polinomios Division Singtica
x*— x34+7x-12  [x+4
— x4 — 4x3 x3 — 5x2 4+ 20x — 73 1 -1 0 7 —-12 |-4
— 5x3 + 7x— 12 -4 20 —80 292
+ 5x3 +20x? 1 -5 20 -73 280
2 ~
20x 4+ 7x—12 Coeficiente de DX) Residuo
—20x2 — 80x
— 73x—12 P(X) =(x+4) (X3 — 5X¢ + 20x— 73) +-280
73x + 292 = q(X)D(x)+R
280

Observe en la diviéin sinktica, que el primerérmino de la tercera fila, es el primérmino de la
primera fila, y seguidamente cada elemento de la segunda fila, se obtiene multiplicando el elemento
anterior de la tercera fila par, y los elementos de la tercera fila se obtienen sumando los correspon-
dientes elementos de la primera y segunda fila.

El tltimo termino de la tercera fila corresponde al residuo de la dwjsi los €rminos anteriores
corresponden a los coeficientes del polinomio cociéntg) de gradon — 1 en orden descendente.

(De izquierda a derecha).

7.3. TEOREMA DEL RESIDUO
El residuo de dividir un polinomi (x) entrex — aesp (a).
Demostraddn
Por el algoritmo de la divin p (x) = (x—a) q(x) + R
(R es un mero, puegr (R(x)) < gr ((x —a)) = 1, por tanto:
p@=(@-aq(@+R=R
Ejemplo
El residuo de dividip (x) = 2x3 + 3x? — 20 entrex — 2 es

p(2) =2(2% +3(2°) —20=38.

Ejemplo
El residuo al dividirp (x) = 2x* + 3x? — 20 entrex + 2i es

p(—2i) =2(=2i)*+3(-2)2-20=32—-12—20=0.
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7.4. TEOREMA DEL FACTOR

Seay = p (x) una funcén polinomial. Un eimero complej@ es rdz dep (x) = 0 siDlo six — a
es un factor de (x).

Demostraagdn

=) Seaaraiz dep(x) = 0 entonce® (a) =0, perop (X) = (x—a) q(X) + R y como
R=p(a)=0 = (x— a)es factor de (x).

<) Si(x — a) es factor dg (x) entonced (x) = ¢ (x) (x — a) entoncep (a) =0=R

NOTA

Six — a es un factor de (x), pero(x — a)? no lo es, se dice que es una ri simple dep (X).
Si (x — a)™ es factor dep (x), pero(x — a)™"* no lo es, se dice quaes una ri dep (x) = 0 de
multiplicidadm, a$ por ejemplo sp (X) = x (X — 2) (X + 5)3 entonced (x) = Otienea2ya0como
raices simples y a — 5 comoiramiltiple de multiplicidad 3.

Ejemplo

Sip(x) = x3 — 3x? — x + 3, se puede verificar que(1) = 0, p(—1) = 0, p(3) = 0 es decir,
1,-1y 3 sonri&ces dep (x) = 0, por consiguient& — 1, x+ 1 yx — 3 son factores dp (x), 0 sea:

x2—3x2—x+3=(x—1)(x+1) (x—3)

NOTA

Sedin éste teorema, el problema de factorizar un polinomia), es equivalente al problema de
hallar sus ceros.

Ejemplo
Seap (x) = (x* — 2x+ 2)2 (x— 1)

Se puede verificar que(1) = 0; p(1—i)=0yp(l+i)=0,esdecirl 1—i, 1+1ison
raicesdep (x) = 0y 1+1i, 1—isonracesde multiplicidad 2, luego

P(X) = (x—(1-10)%(x = (L+0)*(x—1).

7.5. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Si p(x) es un polinomio de gradn > 1, con coeficientes complejos entonge&x) = O tiene
exactamenta raices, contando cadairade multiplicidadp, comop raices.
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Ejemplo

Sip(x) = (x—3)*(x—2) (x? + 1) x> entoncesp (x) = 0 tiene ax = 3 como raz de multipli-
cidad 4, ax = 2 como réz simple, ax = 0 como raz de multiplicidad 2y &« =i, x = —i como
raices imaginarias simples, es degirtx) = O tiene 9 réces, pues el grado de(x) es 9.

Teorema

Seap (X) = ag + ay X+ ax?>+ ... +ax", an #0, ag,a,..., a, € R.
Sia = a+ibesunar&dep(x) = 0, entonce® = a+ ib = a— ib tambén lo es.

Demostraagdn

Comoa esraz dep (x) = 0 entonced (a) = 0, es decir

p(a)=a+aa+aa’+...+a,a"=0

= ag+ai1ad +aa?2+...+a,a" =0 (Conjugado a los dos lados)

= agt+ai0d+aa?+...+apa" =0 (Conjugado de la suma suma de conjugados)

= @+ aid +a@ma’+...+aa"=0 (Conjugado de producte producto de conjugados)
= ag+ad +a02+...+a,a"=0 (Siac R=a=a)

esdecirp(0) =0 = o esrazdep(x) =0

Ejemplo

p(x) =x2+1; p(i) = 0,luegoi es raz, y por el teorema anterier i tambin es réz.

Ejemplo

q(x) =x?>+(1—i)x—i; q(i) =0; q(—1) = 0,es decirj y —1 son races dej (x) = 0.

¢ Contradice dlltimo teorema el hecho quei no es réz deq (x) = 07?.

Ejemplo

Dado el polinomiop (x) = x3 — 5x? 4 11x — 15, el rimero complejo; = 1 — 2i es rdz de
p (x) = O (verifiquese), por tantg, = X1 = 1 + 2i también lo es, por tantdx — X3) y (X — X2) son
factores dep (x), es decir,

(X—X1) (X—=X) = (x— (1=2i)) (x—(1+2i)) = x2—2x+ 5es factor de (x).

Puesto que ya se tienen dos ceros de este polinomio y por el teorema fundamengaldaldeben
ser tres, el tercero, que necesariamente debe ser real ()¢ ge puede hallar dividiengn(x)
entrex? — 2x + 5, de lo que se obtiene cero como residuoy 3 como cociente (veiifluese), lo que
indica que(x — 3) es factor dep (x), por tantoxs = 3 es el otro cero de (X).
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7.6. TEOREMA DE LAS RAICES RACIONALES

Seas (X) = ap + aiX + ax?+ ...+ ax", a, # 0, un polinomio con coeficientes enteros.ZSi

es raz racional des (x) = O (reducida a su inima expresin) entonce$ es un divisor dep y g es
un divisor dea,, (p,q enteros).

Ejemplo
Hallar las races des (x) = 2x3 — 9x? + 10x — 3 = 0.

Si —pes raz des(x) = 0 entonce9 es un divisor o factor degp = — 3, luego los posibles valores

depson+1, +3yqgesundivisor da, = 2, luego los posibles valores deson+1, +2, por tanto
las posibilidades dq son:

1111 -1-1-1-133 3 3 -3 3 -3 -3

517_1757_27_717_717 2 )_2

lista que contiene solamente ochimmeros distintos:=1, + % , £3, £ % de los cualesinicamente,
1, 1/2, 3 son réces des(x) = 0, ya que:

2 -9 10 -3 |1 2 -9 10 -3 |3
2 -7 3 6 -9 3
2 -7 3 0 2 -3 1 0

2 -9 10 -3 [1/2
1 -4 3
2 -8 6 0

y para todos los otros casos el residuo de la divisio es cero, por ejemplo pare3:

2 -9 10 -3 -3
6 45 — 165
2 —15 55 —168+£0

Tambien se hala podido proceder de la siguiente forma:

Una vez hallada la primeraim por ejemplo 1;

2 -9 10 -3 |1
2 -7 3
2 -7 3 0

Se factoriza el polinomis (x) como 23 — 9x? + 10x — 3 = (2x? — 7x+ 3) (x — 1), y se con-
tinban buscando lasi@es deD (x) = 2x2 — 7x+ 3 = 0 por el mismo ratodo:
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2 -7 33
6 -3
2 -1 0

Por tantos (x) = (x — 1) (2x? — 7x+3) = (x— 1) (x — 3) (2x — 1).
Ejemplo
Hallar las races de la ecuagn
p(x) =x*—x3—7x2 —14x—-24=0
Las posibilidades de lasires racionales dg (x) = 0 son:

+1, £2, £3, +4, £6, £8, £12, +24.

De estodinicamentex = 4 y x = — 2 son rdces racionales, pues
1 -1 -7 —14 -24 |4 1 3 5 6 |-2
4 12 20 24 -2 -2 -6
1 3 5 6 0 1 1 3 0

Y los residuos de las divisiones para los otros casos no son cero, poptantee puede factorizar
como:

p(X) = x* —x3—7x? — 14x — 24 = (x+ 2) (x — 4) (x* + x + 3) , donde el polinomio
x? + x4+ 3, como se ver en la secéin siguiente, no se puede factorizaasncomo producto de
polinomios con coeficientes reales.

EJERCICIOS

1. Hallar los ceros de las funciones polinomiale$oga dep (x) = 0), indicando su multiplicidad
y el grado del polinomio:

a) p(x) = (x+8)*(x—6)".
b) p(9) = (x—)* (x+10)* (x—2)°.
) p(¥) = (x®+9)°% (x—3)°x

2. Factorizar los polinomios siguientes:



7.6. TEOREMA DE LAS RBES RACIONALES 179

10.

11.

12.

13.

14.

15.

llustrar el algoritmo de la divién con tres ejemplos diferentes.
¢, Ex — 1 un factor dep (x) = x8 — 12.

¢Esx — 3 un factor dgp(x) = x3 — 2x + 1?.

Usar divisbn sinktica y el teorema del residuo para hallar:

a) P(—2),siP(x) = 3x? —x— 10
b) P(5),siP(x) = 2x3 — 12x?> — x+ 30

c) P(i),siP(x) =x*+2x2+1

Usar divisbn sinktica para encontrar el cociente y el residuo que resulta de dividir

a) P (x) = 4x° — 30x3 — 50x entrex + 3
b) P (x) = 3x* — 11x3 — 18x + 8 entrex — 4

c) P(x) = x* + x3 — x? + 1 entrex — 2i
Dividir p (x) = 54 4x3 — 3x entre X — 3. ¢ Puede aplicar divisn sinética?. ¢,6mo?
Dada la fund@n polinomialp (x) = X (x — 1) (X + 2) (x — 3):

a) Hallelasréces dep (x) =0

b) Halle el conjunto de lostales quep (x) > 0y p(x) <O
c) Halle su intersecbn con el ejgy

d) Halle sus intersecciones con el gje

e) Trace el gafico de la fundn.
Resuelva el problema 10 para la furcf (x) = x° — x.
Hallar el valor déb tal quef (x) = 3x® — 2x? 4+ bx — 8 sea divisible pox — 2.

Hallar el valor de las constantag,c tales quef (x) = x + ax? + bx + ¢ sea divisible por
X+ 1y x+ 2,y que al dividirlo pox + 3 su residuo sea 20.

Hallar el valor de las constantash tales quef (x) = x3 — 2x? 4 ax + b sea divisible por
X24x—2=(x—1)(x+2).

Halle los ceros de los polinomios siguientes y fdctos

a) p(X) =x*+5x3—3x% - 77x— 60
b) q(x) = x> —5x3 + 4x
C) r(x) =x3—2%% —x+2
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7.7.

FUNCION CUADRATICA

La funcion polinomial de segundo grada(x) = ax? + bx+ ccona # 0, se conoce con el nom-
bre deFuncion Cuaditicay como se vio anteriormente se represenédigamente por una pavola,
abierta hacia arriba si > 0, 6 abierta hacia abajo ai< 0.

De la teofa vista en la secon anteriorf (x) = 0 tiene dos reces, las cuales se hallan de la siguiente

forma:
b o
ax’+bx+c=0 = a<x2+x+> =
a a
= a x2+l3x+b—2—b—2+E =0
a’  4a?2 4az a)
= a x2+l3x+b—2 tc LA
a 4a? 4a
L oafxy B pP—dac
2a)  4a
L (x. D\ _ b7 —dac
2a)  4a?
Lox4 b n b2 — 4ac
2a 4a2
—b+ Vb2 — 4ac
= X=
2a
A la expresbn b? — 4ac se le llamaDiscriminante de la ecuadin, y su signo caracteriza ladeeas
def (x) = 0as:
e , . —b+ Vb2 — 4ac .
i. Sib?—4ac > 0entonces la exprasix = >a toma dos valores reales difer-
entes:
—b+ vb? —4ac —b— b2 - 4ac
X1 = y X2 =

2a 2a

lo que indica que el gfico dey = f (x) corta el ejex en dos puntog; y X2, como se ilustra en
la figura 7.4.
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y y
X
X
y=ax+bx+c, a>0 y=ax+bx+c, a<0
FIGURAN° 7.4
. , . —b++vb2 —4ac .
ii. Si b2 — 4ac = 0, entonces la exprési X = 3 toma uninico valorx; =

—b/2a, 0 sea qud (x) = O tiene una riz real de multiplicidad dos, por tanyo= f (x) toca
al ejex solamente en un punto. (Figura 7.5).

y
y=ad+bx+c, a> y=ax+bx+c, a<0
FIGURAN® 7.5
_ 2 _
i Si b2 — 4ac < 0, entonces la exprésix = b+ ba 4ac toma dos valores imaginarios.
—b+ vb2 — 4ac — Vb2 —
X1 = Y Xp = : por tanto la gafica dey = f (x) no corta

. _2a. 2a
ni toca al ejex (Figura 7.6).



182 Captulo 7. POLINOMIOS Y FUNCIONES POLINOMIALES

y y
X
X
y=ax+bx+c, a>0 y=ax+bx+c, a<0
FIGURAN° 7.6
Ejemplo 1
Trazar el gafico dey = x2 — 2x + 3.
Discriminante:b? — 4ac = 4 — 12 = —8 < 0, por tanto su gifico no corta al ej&, y como

a = 1> 0la paabola se abre hacia arriba.

Para hallar el imimo de la funadn, completando cuadrados se expresa la edogck x? — 2x + 3
en la formayy — 2 = (x — 1)2, como el ninimo valor de una expresn elevada al cuadrado se da
cuandoésta vale cero, entoncgs- 2 sef minimo cuandax — 1 = 0, es decir, para = 1; y para
este valor, se obtiene elimmo de la funddn que ey = 2, por tanto(1, 2) es el punto rmimo del
grafico dey = f (x). (Figura 7.7.).

1 2 3

FIGURAN°® 7.7

Ejemplo 2

Hallar los valores de tales quef (x) = x> +x — 6 < 0.
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Comob? —4ac=1+24= 25> 0, la ecuadn f (x) = 0 tiene dos reces reales diferentes 2
y —3, por tanto se puede factorizar comx) = x> + x — 6 = (x — 2) (x + 3), por consiguiente
X2 4+Xx-6<0« (x—2)(x+3) < 0,esdecirx € [-3, 2]. (Figura 7.8).

y
-3 2
y=x>+x—6
FIGURA N 7.8

Ejemplo 3
Hallar el dominio def (x) = v/x? + x — 6.

Para que (x) seareak® + x — 6 debe ser mayor o igual a cero, y de lafgra del ejercicio anterior
se deduce que € (—o, —3] U [2, o).

EJERCICIOS

1. Usar la drmula cuadatica y el teorema del factor para factorizar:

a) p(x) =x?—-3x+1 C)p(X) = —x2—4x—2
b) p(x) =x% —6x+1 d)p(x) =3x?—5x+4

2. Escriba las funciones siguientes de la foar{st — k) = b (x — h)?y halle su punto raximo o

minimo.
a) y = 3x2 — 5x C)y =4x?>+45x—1
b)y=—-x>—x—-1 d)y=x>-5x+1

3. Hallar los valores drtales que
a)y=-x>-x+1<0 b)y=2x>+5x+1>0 c)y=4x2-x<0
4. Trace las dgaficas de:

a)y=x2—|x|+6 b)y=|x?—x+6| c) |y|=x2—x+6
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7.8. FUNCIONES RACIONALES

P&
n a9 . .
minio es el conjunto de todos losimeros reales, a excepaide aquellos que anulen el denominador.
En estos puntos donde el denominador se anula, ladfarmiede presentar en siafica un hueco o
puede tender &« 6 a — o, aspectos estos que se trataen forma detallada cuando se introduzca
mas adelante el concepto dmite de una fundin. Por lo pronto se analizatabulando, las @ficas

de algunas funciones racionales.

La funcion f (x) = , dondep (X) y q (x) son polinomios, se llamuncién racional,su do-

Ejemplo 1
x2—4
f(x) = 5"
Di =R-{2}

En la construcdin de su gafico se debe tener en cuenta que:

X2 -4  (x—2) (x+2) . .
7 = v =X+2 si x# 2. (Figura7.9).

y

4 Y=X4+2; X#£2

N —— — — —

FIGURAN® 7.9

Ejemplo 2

D = R— {0}. (Figura 7.11)
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Tabulando para algunos valore$pimos a cero positivos y negativos se observa que cuasdo
acerca a cerdf, (x) tiende at o 6 a— o, sedin se acerque por la derecha o por la izquierda. La recta
x = 0 se llamaadintota vertical de la gafica y la rectyy = 0 se llama dsitota horizontal de la gfica.

<
I
x|

FIGURA N° 7.10

Ejemplo 3

X .
= Dxry
Di =R- {1, -2}.

Al determinar donde e$ (x) positivo y donde negativo se obtiefiéx) > 0 six € (—2,0)[J(1,)
y f(x) <0sixe (—,—-2)J(0,1) puesto que er= 1y x = —2 el denominador se anula.
Observando que para valores cercanefa de 1 por la izquierda el valor de la fubai se hace muy
grande pero negativo y para valores cercane®d a 1 por la derecha el valor de la fubgise hace

muy grande, se concluye que ehfjco de la fundin tiende a pegarse a las rectas verticales—2 y
x =1 tanto a derecha como a izquierda (Figura 7.11)
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FIGURAN° 7.11

Esto indica que las rectas= —2 y x = 1 son amtotas verticales.

EJERCICIOS

1. Halle el dominio de las siguientes funciones racionales:

X+1 X2+ 4
3 0= e a5 b) T = o375
x4+ 2

¢ f(¥

~ x3 1 3x2 — 8x

2. Tabulando, trace un bosquejo de laéfigas de las siguientes funciones racionales, e intuya
cuales son sus awotas verticales si las hay, énde hay agujeros.

x3 -1 1
) T(0=""7 b) f(X):x+3
x3 — 2x2 — 8x 1
O =T D TN=e
X2
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7.9. DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES

Dados dos polinomiop (X) y g (x) con coeficientes reales, con gradope) menor que el grado

deq (x), es posible demostrar ql%% se puede expresar como:

ggg =RX+RK+.. +FX

donde cad&; (x) parai = 1, ..., ntiene una de las dos formas siguientes:

A 6 Cx+D
(ax+b)™ (ax2 + bx+c)"

conn,me N, a=# 0yax?+ bx+ c, no factorizable en R o sea cbA— 4ac < 0.

, . p (X) . . .
A esta representamn de—x se le llamadescomposidin en fracciones parciales o fracciones

simplesy es de gran utilidad para simplificar expresiones materas de este tipo que aparecen por
ejemplo, en el alculo de ciertas integrales y de algunas transformadas de Laplacamglam de
sumandog; (X) y la forma de ellos, depende de la naturaleza de los ceros del polirpmjpes
decir, depende de si lasicas deg (x) = 0 son reales simples, realesiltiples, imaginarios simples

6 imaginarios nltiples. Para mayor sencillez se considarainicialmente estas diferentes situaciones
en forma aislada.

Caso 1

Sig (x) = 0 tiene solamente rees reales simples entonces con ellas es posible factgrixaen
la forma:

g(x) = (aax+ by) (apx+b2) ... (axx+ bn), (gr(q(x)) = n)y se puede demostrar que existen
constantes realdsiicasAg, A, ... , A, tales que:

p (X) Ay A An
= + i ——
q(x) aiXx+by  axx+ by Tt anX + by

dondeA;, A, ..., A, se pueden calcular utilizando la igualdad de polinomios, como se ilasrar
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1

5 3
Seaf (x) = ﬁ( entonces

5x+3 5x+3 A B C

X3 —2x2-3x  x(x—3)(x+1) x Tx¥1 T x=3

Para hallar A, B, C se busca elimmo conun denominador en la exprési del lado derecho de la
igualdad, denominador que coincide con el del lado izquierdo, lo cual permite cancelarlos e igualar
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los respectivos numeradores, de modo que queda una igualdad de polinomios:
5x+3=A(X—-3)(x+1)+Bx(x—3)+Cx(x+1)

Y comoésta se satisface para tadeen particular lo hace para los cerosqe) , es decirx = 0,
x = —1, x = 3. Dando & estos valores se obtiene:

x=0; 3=A(0-3)0+1) = 3=-3A = A=-1
x=-1; -543=B(-1)(-4) = —-2=4B = B=-2/4=-1)2
Xx=3; 15+3=C(3)(4) = 18=12C = C=18/12=3/2

y ad:
5x + 3 -1 1/2  3)2

x3—-2x2-3x X x+1+x+3

Caso 2

Sig (x) = 0 tiene solamente unairareal de multiplicidadh, n > 2, se puede expresg(x) de la
forma:q (x) = (ax+b)", (gr(g(x)) = n)y se puede demostrar que su descomposiasume la
forma:

X A A A A
PO _ A1, 2 ——— 4+ —
a(x) ax+b  (ax+b)®>  (ax+b) (ax+b)
Donde las constantds , A, ..., Ay se calculan en forma atoga al caso 1.

Ejemplo 2

X2+ 2x+ 4
X3 +3x2+3x+1
Observe que + 3x2 4+ 3x+ 1 = (x+ 1), luegoq (X) = (x+ 1)3 = 0 tiene ax = —1 como
raiz real de multiplicidad 3, entonces

Expresar en fracciones parciale$x) =

X2 4+ 2x+ 4 X2 +2x+4 A B C

f X) = = =
Y= el a1 xr1)? XL k1P (xt 1)

formando ninimo coniin denominador en la expréside la derecha y cancelando denominadores se
tiene:
X2+ 2x+4=A(X+1)2+B(x+1)+C

Como en este casp(x) no tiene sino un cero y aparecen tres constantes por determinar, para hal-
lar A,B,C, se asigha & tres valores arbitrarios para obtener un sistema de tres ecuaciones en tres
variables, cuya soluoh las determina:

x=0; 4=A+B+C
=1; 7=4A+2B+C
=-1; 3=C
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Sistema que tiene como solaniC = 3, A=1, B=0yas:

X2+ 2x+4 1 0 3
3 + 7 T 3
(x+1) X+1  (x+1) (x+1)

Caso 3

Siq (x) = Otiene solamente fees imaginarias simples. En este caso puesto que cdeardei Bx)
esraz deq (x) = 0, tambén lo es(ax — i Bk) entonceg) (x) se puede factorizar en la forma:

q(X) = (X=(ar+ip1)) (x= (a1 —=ipy)) ... (X—=(an +iBn)) (X—(an—iBn)), (ar(q(x)) = 2n),
expresbn que se puede reducir als factores cuadticos reales, pues:

(x—(a+ip)) (x—(a—iB)) = x2—2ax+a?+p2
por tantog (X) se puede factorizar como:

q(x) = (aX? + bix+ ¢1) (8X? + bpX + C2) ... (@anX?® + bpX + Cn)

y se puede demostrar que existen constafste8;, Az, By, ..., Ay, Bp, tales que:
p(xX)  Ax+Bg Aox + Bp AnX + Bp
q(x)  ax2+bix+c ax2+bpx+c; T anX2 4 bpx + ¢y
Ejemplo 3

Expresar en fracciones parciales

4x
"0 = er e+ 2x13)

El denominadog (x) tiene $lo races imaginarias simples, entonces

4x _AX+B+ Cx+D
(x24+1) x2+2x+3) x2+1  x2+2x+3

y en forma aaloga al caso anterior:
4x = (Ax+ B) (x? + 2x + 3) + (Cx+ D) (x* +1).
Y puesto que hay 4 constantes por determinar, se dan 4 valores arbitrarios a

x=0; 0=B(3)+D(1)

x=1; 4= (A+B)(6)+(C+D)(2)
x=-1, —4=(-A+B)(2)+(-C+D)(2)
X=2; 8= (2A+B)(11) + (2C+ D) (5)
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obteniendo el sistema:

3B+D =0

6A+6B+2C+2D =4
—2A+2B-2C+2D =-4

22A+11B+ 10C + 5D =8

CuyasoludbnesA=1, B=1, C=-1, D= -3, luego
4x (x+1) —-x—3

X2+ 1) (x2+2x+3)  (X2+1) x2+2x+3
Caso 4

Siq(x) = 0 tiene como reces, una imaginaria de multiplicidad y por consiguiente tamén su
conjugada de multiplicidad, q (X) se puede expresar en la forma:

q(x) = (a2 +bx+c)", (gr(g(x) = 2n).

Se puede verificar que la represenbactn fracciones parciales (3% esh dada por

p(x)  Aix+Bg AoX + By AX + By
q(x) axt+bx+c  (ax@+bx+c)?  (@x+bx+c)
Ejemplo 4
X2

Expresar en fracciones parcialeéx) = ——
P P &) o 1 2

Las rédces deg (x) = (X2 + 4) > = 0'son+2ide multiplicidad 2; entonces

X2 _ Ax+B Cx+D

f(x) = = +
(X2 +4)°  X+4 - (x244)°

Luegox? = (Ax+ B) (x? + 4) + (Cx—+ D).

Desarrollando la expresn de la derecha y agrupanderminos semejantes, se obtiene un poli-
nomio, en este caso de grado tres, el cual al igualarlo con el de la izquierda, genera un sistema de
cuatro ecuaciones con cuatro @gmitas, pues la igualdad de dos polinomios implica igualdad de los
coeficientes de potencias igualed; as
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x2 = Ax3 + Bx? + (4A+C)x + (4B + D) lo que implica que:

A=0
B=1
4A+C=0
4AB+D =0
sistema cuya soluoghes’ A=0,B=1, C=0, D = —4, luego
X2 1 4

X2+ 42 X2+4  (x2y4)?

Caso 5
Los casos anteriores se pueden combinar en alog suanday (x) = 0 tenga réces de diferentes
tipos:
Ejemplo 5
Expresar en fracciones parciales la fumci
X2

09 = (Xx—3) (x=1)2(x2+9) (2 + 1)°

Las rdces deg (x) = (x — 3) (x — 1) (x? + 9) (x% + 1)3 = 0 son 3 y+3i simples, 1 de multipli-
cidad 2 y£i de multiplicidad 3. Por tanto:
x2 B

(x—3)(x—1)2(x2+9)(x2+1)°

A N B + C +DX+F+FX—|—G Hx+ L n Mx + N
x-3 (x-1) (x—-1)2 x2+9 x2+1  (x24+1)?  (x2+1)°

Haciendo rmimo conmun denominador en la exprési de la derecha, e igualando los polinomios
gue resultan desps de cancelar los denominadores, se genera un sistema de 11 ecuaciones con 11
incognitas cuya soludn determina las constantes.

Caso 6

Si el grado del denominador es mayor o igual que el grado del numerador. En este caso por el
algoritmo de la divighn se tiene que:
p (X R(X)

aw ~ 2™ g0

g

Y comogr (R(x)) < gr (g (x)) entonces es posible represe en fracciones parciales.

QF0
XX
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Ejemplo 6

x2—-2x  p(x
X2+3x+2  q(x
Como el grado d@ (x) es mayor que el grado dgx) se efedha la divisbn:

Expresar en fracciones parciale$x) =

x3 —2x X2+ 3x+2
—x3 - 3x2— 2x Xx—3
—3%% — 4x
3x° + 9x+ 6
—5x+6
y ag:
p (X) 5X+ 6 5X+ 6
= (X=3) 4+ 2 (x—3) T2
q(x) ( ) X2+ 3X+2 ( ) (x+1) (X+2)
Ahora como:
X+ 6 - A + 5 __ 1 + 4 entonces
(x+1)(x+2) x+1 (x+2) (x+1) (x+2)
M_(X_3)+ 1 + 4
X2 4+3x+2 (x+1)  (x+2)
EJERCICIOS

I. Verificar por medio de fracciones parciales que:

. x—1  1/2 1/6 -2/3
"X(X—2)(x+1) x  x—-2 x+1
x3—1 1/8 3/16 7/4 5/4 —3/16
2.73:L2 /18, /3+ /2+ /
X2 (X — 2) X X (x—2) (x—2) X—2
g X2-2x-3 _ (9/5)x+7/5 —4/5
C(X—1) (X2 +2x+2)  x242x+2 x—1
2x2 +3 2 1
4. 2 7 %2 + 2
(x2+1) x*+1  (x241)
x*—x3+2x2-x+2  1/3 (2/3)x—1/3 —X
(x—1) (X2 + 2)? (x—1) X2+ 2 (X2 + 2)?
X2 4 2% + 3 1/3 2/3

°. (X2 42X+ 2) (X2 4+ 2X+5) X2+ 2x+2 T i ox+5
3x+1 2 1—-2x

(x—1) (x2+1) x—1 x2+1

~
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Il. Expresar en fracciones parciales:

X+ 2 x4
Lop = e 2P0 = a5t g
8x3+7 x> +1
3. p(x) = 5 4 p(X) = ———3
(x+1) (2x+1) (x2—1)
x*+1 x?
5. p0) =5y 6. pX) = — 2
X (X% +1) (X% +2x+2)
1 1
7. p(X) = z—= 8. p(X) = 7=
x*—1 X*+1






Capitulo

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

8.1. MEDIDA DE ANGULOS

Existen varias formas para medingulos; una primera forma consiste en dividir la circunferencia
con centro en elértice delangulo en 360 partes, cada una de las cuales se Baim&rado(grado
sexagesimal), el (mero de grados contenido en el arco comprendido
por los dos lados déingulo es la medida deste; positivo si se eésmidiendo en sentido antihorario y
negativo si se hace en sentido horario. (Figuras 8.1).

y

/“°
X

a® J////

X¥+y?=1

FIGURA N° 8.1 (A)

180° (eh X

XRry2=1

FIGURA N° 8.1 (B)

Otra forma muy usada de medingulos, se da tomando la circunferencia unitaria con centro en el
vértice delangulo, entonces esémgulo media a radianes (a € R") si la longitud del arco de esta

195
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circunferencia comprendida entre los dos ladosatgjulo esr y a se considera en sentido antiho-
rario, y media —a si se considera en sentido horario.

Asi como la longitud de esta circunferencia s uesr = 1), elangulo que corresponde a toda
la circunferencia mide2 radianes, el que corresponde a media, midadianes y dssucesivamente.
(Figuras 8.2).

a rad

—a rad

+y?=1

FIGURA N° 8.2 (A)

y

\

X¥4y?=1

FIGURA N° 8.2 (B)

Asi el angulo que recorre la circunferencia completa, es decir®,3&quivale a la longitud de la
circunferencia unitaria que egr2
Por consiguiente élngulo que recorre media circunferencia, es decir? 18quivale art (longitud de
media circunferencia unitaria). Yias

90° — m/2
60° — 1/3
45° — /4
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En general dado uangulo que mider °, su equivalente en radianes se puede encontrar al resolver
una regla de tres simple, teniendo en cuenta qué 86@quivalente ar2radianes ds

360° — 21

a®—x

entonces
2ra°® 2na .
= = radianes

X = =
360° 360
y redprocamente, dado uangulo que mider radianes su equivalente en grados se toma de:

360° — 21
X’ —a
entonces
360°a
X= grados
Ejemplo 1
T
Representaié en grados
%[ — 45°
n X
— —
6
entonces 45° 4)(45) 180
o (T _(9@5)_180
6/)\mn/4 6 6
Ejemplo 2
Representar 42en radianes
360° — 2m
42° — X
entonces
2mx 42° 7

X= 73600 30"

EJERCICIOS

1. Convertir a radianes l@ngulos:

+30° +120° +150° +710° +315° +910°
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2. Convertir a grados lasngulos:

3. ¢Siunangulo mide 2 radianes, cuanto mide en grados?. Y angulo mide 2 grados, ¢ Cuanto
mide en radianes? (Observe el resultaddfigamente)

4. Repita el ejercicio 3 si en lugar de 2 se tiene:

a) 3
b) -7
c) 30
d) -3.5

8.2. CONSTRUCCION DE FUNCIONES TRIGONOM ETRICAS

y
P=(a,b)
X
X
Xty =1
FIGURA N° 8.3

Como se puede apreciar en la figura 8.3, dadangulox con \értice en(0,0) y lado inicial sobre

el eje positivo de lag, y dada la circunferencig +y? = 1, existe urinico punto de corte entre esta
circunferencia y el lado final déingulo.

De esta forma, a uangulox se le asocia unanica parejda,b) que depende de A la abscisa de

esta pareja se le llama cosenoxdeCos(x) y a su ordenada seno de $en(x) ; es decirCos x=ay
Sen x=h. (Figura 8.4).
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dah

Asi por ejemplo de la figura 8.5 se puede concluir:

X
Cds 3
\
___|Senx
P=(a,b)
X2—|—y2 -1
FIGURA N° 8.4 (A)
y
LD P= (aab)
Sen X |
)
Cos x
X4y =1
FIGURA N° 8.4 (B)
y
(0,1)
(7
(7170) Q (170)
270°
(0171)
Xy =1

FIGURA N° 8.5
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Grados Punto Radianes Sen x Cos x
0° (1,0) 0 0 1
90° 0,1) m/2 1 0
180° (-1,0) T 0 -1
270° (0,-1) 31/2 -1 0
360° (1,0) 2 0 1

De esta forma se han definido dos funciones de reales en reales que asocian(aEda@ak
(medida dehngulo en radianes), una dimeroCos xy otra el imeroSen x por tanto estas funciones
g(x) = Sen xy f(x) = Cos xtend&n como dominio todo R y puesto que las abscisas y ordenadas de
los puntos sobre la circunferencia unitarigéestntre—1y 1 entonces el recorrido de estas funciones
Sen xy Cos xes el intervald—1,1].

Existe otra forma de definir el seno y el coseno déingulo agudx, que consiste en considerar
cualquier trangulo recangulo con uno de sugulosx y llamar.

_ Cateto opuestoa

Cateto adyacentexa
Sen x= =

- Cos x= -
hipotenusa hipotenusa

definicion que coincide con la que se dio inicialmente, pues de la figura 8.6, considerando las circun-
ferencias conentricas en el origen y radios Ir\r € R, dado) y el trangulo corangulo agudc; por
semejanza de &hgulos se tiene:

y
X242 —r2
OB
1
Sen x <
A X
Cosx |A
Xty =1
FIGURA N° 8.6

Siendo:
OA = Cateto adyacentexeen el triangulo OAB
AB = Cateto opuesto aen el mismo ti@ngulo.



8.2. CONSTRUC@N DE FUNCIONES TRIGONOKITRICAS 201

r AB AB Cateto opuesto
—=——oSenx=—=————

1 Senx r hipotenusa

r A OA Cateto adyacente
—=——&Cosx=—= -

1 Cosx r hipotenusa

Existe una forma de ampliar esta ultima preseltagiaraangulos que no sean agudos, pero en
general para estos casos se traldagam la presentain dada inicialmente o utilizando expresiones
gue permitan reducir su calculo a senos y cosen@gdalo agudos como se vera mas adelante.

Ejemplo

Usando esta representacilas funciones trigonogtricas de 45 30°, 60° tambien se pueden cal-
cular por medio de los faingulos representado en las figuras 8.7, donde el primero es la mitad de un
cuadrado de lado 1y el segundo la mitad de wangulo equiétero de lado 2.

30° | 30°
V2 1 2
V3
45°
60° 60°
1 1 1
FIGURA N° 8.7
Asi:
Cosds® — catgto adyacente 1 _ V2
hipotenusa V2 o2
cateto opuesto 1 2
Semso _ CAtetoopuesto. 1 V2
hipotenusa N7
Cos6 — catgto adyacente; 1
hipotenusa 2
cateto opuesto 3
Serp(p — CALEI0OPUESIO. _ V3
hipotenusa 2
Cos30° — catgto adyacente V3
hipotenusa 2
cateto opuesto 1
Seng(P = S-S0 OPUSSIO-

hipotenusa 2
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Con el fin de representar&ficamente las funcioné&en x y Cos xse considera@n primero algunas
propiedades que caracterizan susfigas.

Inicialmente, de la figura 8.8. se puede concluir que:

y
br-—-—>xP=(ab)=(Cosx Seny
|
x 12

|

| X xe+y*=1

|

|

b - —¥P'=(ab)=(Cos(—¥, Sen(—¥)

FIGURAN° 8.8

Cos(—x) =a=Cos(x)
Sen(—x) = —b= —Sen(x)

Este tipo de simetas no solamente se cumplen para las funci@esxy Cos % sino para muchas
otras funciones y reciben el nombre de:

Funcbn par.  Sf(—x) = f(x) Vx € Dg
Funcon impar. Sf(—x) = —f(x) Vx € D

La caracteistica principal de las funciones pares es que si el pgtg pertenece a la gfica de
la funcion, entonces el punte-x,y) tambén debe pertenecer; es decir, la curva e€siga respecto
al ejey. En caso de las funciones impares, si un pyrtg) pertenece a la gfica de la fundn, el
punto(—x, —y) tambén pertenece, lo que se puede expresar diciendo quéflaagde la fundn es
simétrica respecto al origen.

Ejemplo

X) = X% g(x) = |x|; h(x) =c son funciones pares, ya que:

observe en la figura 8.9. su simatrespecto al ejg.
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F(x) =2 90 = Ix| h(x =c

FIGURA N° 8.9

Ejemplo

f(x)=x; g(x)=x>  son funciones impares
pues f(—x)=-—-x=-f(x)y
9(—%) = (—x° = =-g(®

Observe en la figura 8.10 su simiatrespecto al origen.

FIGURA N° 8.10

Por otra parte, observando las figuras 8.11.
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=

.
\/ =

Angulo x Angulo x+ 21 Angulo x+4rmr

FIGURA N° 8.11

se puede apreciar que las coordenadas del punto de corte de la circunferencia unitaria con el lado final
de losangulosx, x-+ 21T, X+ 41y en generak+ 2n7t, n € N son las mismas, lo cual implica que:

Sen x= Sen(x+ 2m) = Sen(x+4m) = ... = Sen(x+2nm) y

Cos x=Cos(x+2m) = Cos(x+4m) = ... =Cos(x+2nm) con ne Z

Todas las funciones que tienen una carastien similar aésta se conocen con el nombre de fun-
ciones pefdicas, nds concretamente:

Una funcbn f(x) se dice que eBeriodica, si existe un amero reall > 0, tal que
f(x+T)= f(x) VxeDs.Ademas cualquier ameroT que satisfaga esta condiai se le llama
Peiiodo def y al menor de estos valores @ie> 0, se le [lama péodo fundamental dé(x).

La grafica de una funéin perbdica con pépodo T > 0 se caracteriza porque la parte de ella que
aparece en cualquier intervalo de longiucbor ejempla a, a + T) se repite en el siguiente intervalo
de longitudT, es decir, erfa +T,a + 2T) y en el siguientéa + 2T, a + 3T) y ad sucesivamente.

Ejemplo

La funcibny = Sen xtiene como péodo 21, 4, 61, ...,2nT, n€ Ny como perodo fundamen-
tal 2. Por tanto la parte de la &fica correspondiente al intervdld, 271 se repite en los intervalos
[2m,4m], [4m, 67, ... etcy[—2m,0], [-4m, -2, ... etc.

Con esta caractitica, y teniendo en cuenta que adsnes una funén impar, que su dominio es
Ry surecorridd—1,1]y hallando valores en forma similar a como se hizo en los ejemplos anteriores,
se puede trazar suafica. (Figura 8.12).
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y
1
y=Senx
X
3 _nn n 3
—2m -5 -1 2 2 s > 2

FIGURA N° 8.12

Observe qu&enx=0 si x=nm paratodm € Z

Ejemplo
En forma a®dloga, la funddn y = Cos xresulta ser peddica con pdodo 21, 4,
n € N y pefiodo fundamental £ y su géfico se puede apreciar en la figura 8.13. (Observe por su

..., 2nri con

simetiia, que esta funén es par).

y=Cos X

NIy
]
N

)

5
N

FIGURA N° 8.13

Observe qu€os x= 0 six = (2%1) T paratodm € Z

Ejemplo

f(x):{ 1 six € [2n2n+1], neZ

-1 six e [2n—1,2n], neZ

Es una funddn perbdica con pdodoT = 2 (Figura 8.14).
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FIGURA N° 8.14

A partir de las funcioneSen xy Cos xse definian otras cuatro funciones trigonétricas de gran
interés, las cuales se presetayjunto con algunas caradtgicas fundamentales que se deducen de
las propiedades dadas para las funciones seno y coseno, y coraficasgiSe espera que el lector
demuestre estas caradgticas y justifique sus gficas.

8.2.1. Funcdn Tangente

pues los puntos dondgos x= 0 no pertenecen al dominio de la tangente, y esos puntos como se
. 2n+1
vio son de la form > T

Ri =R

. T . Sen x .
pues observe que cuang@sta proxima a§ Cosxesta proxima a cero Wxsera grande positivo
0 muy grande negativo.

_ Sen(—x) _ Senx
- Cos(—x)  Cosx
Funcbn perbdica de pdodo fundamentatr, es decirTan(x+ 1) = Tan x puesSen(x-+ 1) = —Sen x
Sen(x+m —Senx Senx
Cos(x+m —Cosx Cos

= —-Tanx

Funcbn impar, pue§an(—x)

= Tan xlo cual se

y Cos(x+ mm) = —Cos xentonceslan (x+ 1) =

puede apreciar en la figura 8.15.



8.2. CONSTRUC@N DE FUNCIONES TRIGONOKITRICAS 207

X+TT

FIGURA N° 8.15

Para una mejor compreisi de la gafica de la funén tangente, figura 8.16, congpése la siguiente
tabla

X 0 +m/4 +m/6| +m/3] +m/2 +3m/4  +3m/2) +£7m/4  +2m
Tanx
y
I I I I !
I I I I |
I I I I |
I I I I I
I I I I |
I I I I |
I I I I : X
Ak VA NV
I I I I |
I I I I I
I I I I |
I I I I |
1 1 1 1 |
y=Tanx

FIGURA N° 8.16
8.2.2. Funcbn Cotangente
Cos x

Senx
Con ardlisis similares a los desarrollados con la tangente se tiene que:

f(x) =Cot x=

Di =R—{nm|neZ}
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R =R

Funcibn impar.
Funcibn perbdica de péodo fundamental = 1.

Para una mejor compredsi de la gafica de la fundn cotangente figura 8.17. corgf@se la siguiente
tabla

X 0 +m/6| +m/4 +m/3] +m/2 +3m/4  +3m/2) +£7m/2  +2m
Cot x
y
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | | X
T T T 3 T
-n -7 z Sn 2
o2 2N\ T2\ T
| | |
| | |
| | |
| | |
y=Cot X

FIGURA N° 8.17
8.2.3. Funcbn Secante

f(x) = Sec x=
(x) ecx_COSX

D :R—{ <2n;1> m neZ}

Rif = (—o, —1] U [1, 48)

Funcbn par.
Funcbn perbdica de péodo fundamental = 2.

Para una mejor compreisi de la gafica de la fundn secante figura 8.18. comgpdse la siguiente
tabla.
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X +11/6 +m/4 +m/2 +3m/4 +m +2m
Sec x
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | 1 | | |
N T 3o
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
y = Sec X
FIGURA N° 8.18
8.2.4. Funcon Cosecante

Funcibn impar.

f(x) =Csc x= 1

Sen x
Di=R—{nm|neZ}
Rf = (_007 _l] U [17 +8)

Funcibn perbdica de pdéodo fundamental = 27.

Para una mejor compreisi de la gafica de la fundn cosecante figura 8.19. coraf@se la sigu-

iente tabla.

+711/6

+m/4

+71/3

+711/2

+2m

Csc x
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y=Csc(¥
FIGURA N° 8.19

EJERCICIOS

1. Hallar el valor de todas las funciones trigor&ntas en los siguientésgulos:

+150°, +£600°, + 300", +£540°, +450, +900°, + 810

+10m/3, + 7m, + 20m/3, 4+ 10mm, + 45m, + 16m, (radianes).

. Usando calculadora, encontrar el valor de:

Sen200, Sen200°, Senl, Senl1® Cos3, Cos3’, Cos(—3450).

Sen(8750), Sec(2120), Sec(2120),Tan(350), Cot(+2520),

. Encuentre midiendo sobre urafico el equivalente en radianes de seno y coseno de:

a) 100
b) —25°
c) 20%
d) —11¢

A partir de sus definiciones determine el signo de todas las funciones trigticas en los
diferentes cuadrantes.

Recuerde que de las definiciones de las funciones seno y coseno se dedujo que de acuerdo con
la figura 8.20.

Cateto Adyacente Cateto Opuesto
Cos x= - y Senx= ——
Hipotenusa Hipotenusa

Demuestre resultados @ngos para las dems funciones trigonoatricas.



8.2. CONSTRUC@N DE FUNCIONES TRIGONOKITRICAS 211

hipotenusa cateto
opuesto

cateto adyacente

FIGURA N° 8.20

6. Con los mismos taingulos utilizados para hall§en Cosde 3@ ,45° y 60° y con los resultados
del ejercicio anterior hall&an,Cot, Secy Cscde estosingulos

: . . 2n
7. a) Demostrar que las funcioné$x) = Cos Mxy g(x) = Sen Mxtienen peiodoT = m

b) Halle el periodo de:

i. f(x)=Sen2mnx
ii. f(x)=Cos nx
i, f(x) :Tan%x
iv. f(x)=Cos 32x
X
v. f(x) _Sen?

9. Cual es el pendo fundamental para las funciones:

a) f(x)=Tan(ax)?
b) g(x) =Cot (bx)?
¢) q(x) = Sec(bx)?
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8.3. IDENTIDADES TRIGONOM ETRICAS

De la definicon de las funcioneSen xy Cos X, puesto que el punf€os x, Sen ¥ est sobre la
circunferencia unitari#® +y? = 1, debe satisfacer esta ecuagiresultado que representa la identidad
fundamental:

1. Ser’x + Cos’x = 1

entendiendo por identidad trigonétnica una igualdad entre expresiones trigoatinas que
se cumple para todangulo (en grados o en radianes) que se encuentre en el dominio de todas
las funciones que intervengan en ella.

A partir de esta identidad, dividiendo enBen®x y Cos?x, se obtienen respectivamente las
siguientes dos identidades:
2. Cot?x + 1 = Cscx

3. 1+ Tan?x = Sec*x

En las figuras 8.21 se puede apreciar que:

B = (Cos(x—y),Sen(xvy)) P=(CosySeny)
Q= (Cos xSeny

FIGURA N° 8.21

El triangulo OAB es semejante aldrigulo OPQ, pues es simplemente una rétadieéste, por

tanto:
d(P,Q)=d(A,B)
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= [d(P, Q)] = [d(A, B)?
= (Cos x— Cosyyf + (Senx— Seny¥ = [Cos(x — y) — 1]2 + [Sen(x — y) — 0]2
= Cos?x — 2Cos xCosy+ Cos’y + Serfx — 2Sen x Seny- Serfy =
— Co(x —y) — 2Cos(x — y) + 1 + Serf(x — y)
=2 —2CosxCosy- 2Senx Seny 2 — 2Cos(x— )
= Cos(x —y) =CosxCos w Senx Seny

y ad:
4. Cos(x—y)=CosxCosy SenxSeny

A partir de esta identidad se pueden demostrar las siguientes identidades:
5. Cos(x— m/2) =Senx

6. Sen(x— m/2)=—-CosXx

En efecto:

T T . T
Sen<x — 2> =Cos (x— 5~ 2> (Propledad 5 tomando— 5 en lugar de<>

= Cos(x— ) =Cos xCost+ Sen x Semr = —Co0s X

7. Senxx—y)=SenxCosy CosxSeny

De la propiedad 5 se sabe:
Sen(x—y) =Cos <x—y— Z)

Sen(x—y) :Cos((x—y)— 72T> :Cos((x— 72T> —y>

=Cos (x— Z)Cos y+Sen<x— g) Seny

=SenxCosyCosx Seny

luego

8. Cos(x+y)=CosxCosy SenxSeny

En efecto:

Cos(x+Yy) =Cos(x— (—y)) =Cos x Cog—y) + Sen x Sef—y)
=CosxCosy Senx Seny



214 Caritulo 8. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

©

Sen(x+y) =Sen xCos ¥ Seny Cos x

Su demostradin es aaloga a la de la identidad (8) partiendo de la identidad (7).

10. Cos2x= Cos?x— Seréx.

Para su demostrdm basta con hacer= y en la identidad (8)

11. Sen2x=2Sen xCosx

Demostradn araloga a (10.)

12. Cox= &;SZX
En efecto:
1+Cos2x 1+ (Cos®x—Serfx) (1—SerPx)+Cos?>x  Cos?x+ Cos?x )
_ — = = CosX
2 2 2 2
13. Ser’x= LZOSZX

Demostraddn araloga a la de la identidad (12)

X 1+Cos X
14. Cos?( =) =—"""
os <2> =

Para su demostraim basta sustituix porx/2 en la identidad (12)

X 1—-Cosx
15, sere(3) - oS0t

Demostradn araloga a (14)

16. CosxCosy= %(Cos(x+y) +Cos(x—y))

En efecto:

%Cos(er y) + %Cos(x —y)

(Cos x Cos y- Sen x Sen)y+ % (Cos x Cos - Sen x Sen)y

NI NI

(Cos xCos y- Sen x Seny Cos x Cos y+ Sen x Senjy=Cos xCos y

17. SenxCosy: %(Sen(ery) +Sen(x—y)).

Demostradn araloga a (16)
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18. SenxSeny&Z(Cos(x y)—Cos(x+Y)).

Demostradn araloga a (16)

19. Sen>e|—Seny—28en< 2y>Co <x2y>

En efecto:
Sen(A+B) + Sen(A—B) = 2Sen A Sen B (Propiedad 17).

Sea x=A+B, y=A-B,

entonces %’ Ay %’ =B, yad
Senx-Seny=2 Sen(XJZFy)Cos <X 5 y)
+y X—y
20. Senx-Seny= 2Cos< 5 >Sen(2) .
Demostradn araloga a (19)
Xty X—y
21. Cosx+Cosy=2Cos > Cos — )
Demostradin araloga a (19)
22. Cosx—Cosy= 28en< > y) Sen (y 5 X> .
Demostradn araloga a (19)
Tanx+Tany
23 Tan(+Y) =1 FanxTany
En efecto:
Sen xCosyCos xSeny
Tan(x+y) = Sen(x+y) _ Sen xCos yCos x Sen y Cos xCosy
Cos(x+y) CosxCosy SenxSeny 1_ SenxSeny
Cos xCosy
_ Tanxt+Tany
~ 1-TanxTany

Tanx—Tany

24, T —_——
an(x-y) = 1+TanxTany

Demostradn araloga a (23)
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~ CotxCoty-1

Demostradn araloga a (23)

2Tanx

26. Tan2x= —————.
X 1—Tan?x

Para su demostrdui hagax =y en (23)

Cot?x — 1

27. Cot2x= .
2Cotx

Demostradn araloga a (26)

Usando las identidades anteriores es posible demostrar otras identidades menos conocidas.

Ejemplo
Sen(x+yY)
T T =—— =
anx+tany CosxCosy
En efecto:

Senx Seny SenxCosyCosxSeny Sen(x+y)
Cosx Cosy Cos xCosy ~ CosxCosy

Tan x+Tany=

Analogamente se pueden demostrar las identidades:

Sen(x—vy)
T —T =_—— ==
anx—rtany CosxCosy
Sen(y + x)
Cotx + Coty= —————~=
o oty Senx Seny
Ejemplo
Sen3x= 3 Sen x- 4 Sen’x
En efecto:

Sen3x= Sen(x+ 2x)
= Sen x Co2x+ Cos x Ser2x
= Sen XCos®x— Serfx) + 2Cos x Cos x Sen x
= Sen x1— 2Ser x) +2Sen x1— Sert x)
= Sen x- 2 Ser’x+ 2 Sen x- 2 Ser’x
= 3Sen x- 4 Sen’x
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Ejemplo
Cos*x— Senf'x = 2Cos?x— 1
En efecto:
Cos’x— Serf'x = (Cos?x— Ser?x) (Cos?x + Serfx)
= Cos?x— Serfx = Cos?x — (1—Cos?x)
=2Co0s’x—1
EJERCICIOS
1. Deducir identidades para las funciones trigoabioas en forma anigica y geonétrica de los
angulos:
a) 90 +x
b) 180 +x
c) 270 £x
d) 360 +x

2. Verificar las siguientes igualdades:

a) SiTanx=1/2, Tany=1/3, x,y angulos agudos, entoncéan(x+y) =1
b) Tan15°=2—+/3

c) SiSen x=2/3, 0<x<Z entoncesSen2x= (4/9)v5
d) SiSen x=3/4, 0<x<90° entonce€os 2x=—1/8
e) Tan(rr/8) = %

f) SiTanx/2=2, entonceSen x=4/5

g) Sen4®+ Sen50° = /2Cos 5°

h) Sen75° —Sen1%° =/2/2

i) Tan 75° — Tan15° = 2/3

) Seni1s° = (v2/4)(V3-1)

k) Sen4(®Cos 30° =1/2(Sen7(° + Sen10°)

3. Demuestre las siguientes identidades:

a) Sen4x+ Sen2x _ Tan3x
Cos 4x+Cos 2x
X—y
Sen x-Seny T1ant—5~)

b) Sen x-Seny Tan(x+y)

2
c) 1+ Cos 2x+Cos 4x+Cos 6x=4Cos x Co2x Cos3x
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Sen X 1+Cos x

1+Cos xJr Sen x

e) Sec x-Csc X_ Tanx—1
SecxCscx Tanx+1

f) Cog x Serf x=1/32(2—Cos 2x— 2 Cos 4x+ Cos 6X)
Cos x+Sen x

Q) Cos x_Sen . x: Tan2x+ Sec2x

h) Cos*x=3/8+ (1/2)Cos 2x+ (1/8)Cos 4x
i) Sen(x+y)Cos y—Cos(x+Yy)Sen y=Sen x
j) Cos?x Ser? x=1/8(1—Cos 4x)

1+Sen x Cos X
K =2
) Cos x Jr1+Sen X Secx
Ser?x+2Sen x-1 1+ Sen X

d) 2Cscx=

1)

Co2 x ~ 1—Sen x
m) Tan x Sen % Cos x= Sec x
Seéx—1
n — - ~—=2+Tarfx
) Tar? x +

8.4. FUNCIONES INVERSAS

Para el estudio que se laate funciones trigonoatricas inversas y en general de funciones inversas,
es necesario inicialmente distinguir un tipo particular de funciones: las llanfracesones Inyecti-
vas.Entre las funciones, hay algunas en las cuales, para ddssovafores de en su dominio, se
le asocia un mismo valor de su recorrido, por ejemplo garg = x2, a los rimeros3 y— 3 se les
asocia por medio dé el mismo rumero (9), y existen otras para las cuales valores diferent&s de
en el dominio def, siempre tienen ilgenes diferentes, estaimas funciones se llamdnnciones
inyectivasd uno a uno, y su @fica, para el caso de reales en reales, se caracteriza porque cualquier
recta horizontal que la corte lo hace en un solo punto.

Resumiendo:

Definicion

Una funcbdn f se dice inyectiva si para todq, x2 € D, X3 # X se tiene qud (x1) # f (x2).
Ejemplo

i. Lasfunciones f (x) = |x|; g(x) = x?; h(x) = Senx no son inyectivas; pues por ejemplo:

f(2)
9(3)
h(m)

f(—2)
g(—-3)
h(2

2
9
0

4
I
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observando sus gficas se puede apreciar que existen rectas horizontales que les cortan en mas
de un punto.

ii. Las funciones f (x) =2x+1; g(x)=4x; h(x)=Tanx con —-Z <x<

() = x2 si x>0
1 x si x<0

NIy
<

Son funciones inyectivas (con susficas se puede justificar esta afirntagi

Suponga que en la ecuanif (x) = b se pretende despejarObserve que si existe una fubnig, tal
queg (f (x)) = x ¥x € D¢ y tal queb es€& en el dominio dej, entonces al aplicar esta fuénia la
ecuacdn, se obtieneg (f (x)) = g (b), es decirx = g (b), logrando ak despejax.

Dos interrogantes surgen al analizar este problemaé s@uebe exigir d para que exista esta
funcibn g?. Dadd ,como se construye esta fubaig?.

Para resolver el primer interrogante, observe que si ladmnicno fuese inyectiva, entonces exis-
tirian por lo menos dos valores, x, € Dt con su misma imagen, llé@moslac, entonced (x;) = ¢
y f (x2) = c. Si existiera la funéing con la propiedad descrita af, es decig (f (x)) = x para todo
x € D¢, entoncesq = g (f (x1)) = g(c)y x2 = g(f (x2)) = g(c), lo que significaa quec por
medio deg tendiia dos imagenes diferentesg y x,, por tantog no sefa una funddn. Esto implica que
necesariamente para que exista la fangj, se debe exigir qué sea una funéin inyectiva.

Para responder el segundo interroganteénlese primero que, puesto ggiee va a calcular a los
dos lados de la ecudni f (x) = b, entonces debe estar definida en el recorridd,qmiesb € Ry,
por tantoDg = R¢. Ahora, ¢ Q& esg (b)?. Puesto que € Ry y f es inyectiva, existe uanicoa para
el cual f (a) = b, y esea precisamente define@(b) : g(b) = a. En la figura 8.22 se ilustra este
resultado mediante un diagrama:

f g
_— T

a h a

b b
p

c q c

d r d

FIGURA N° 8.22
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f(b)=h; g(h)=b; f(g(h)="F(b)=h; g(f(b))=g(h)=Db
f(c)=p; gp) =c; f(g(p)="F(c)=p; g(f(c) =9g(p) =c
fd=r; g(r)=d; f(g(r)="Ff(d)=r; g(f(d)=9()=d

A la funcibn g construida de esta forma se le llamduacion inversade f y se nota porf ~1. Mas
exactamente:

Definicion

Dada una fundin inyectivaf, se llamaa inversa de fa una fundbn notadaf ~* conD¢-1 = Ry y
R;-1 = Dy, tal que

f=1(f(x) =xvxeDy y f(f1(x) =xvxeDsa
Ejemplo

Seaf (x) = 3x, comof es inyectiva , entonces existe ! (x), y ésta satisface que:
x=f (f~1(x)) =3f~1(x),yde aqgiise tiene quef ~* (x) = x/3. (Figura 8.23).

y
f(x) = 3x y=X

FIGURA N° 8.23

Observe que si se hubiese dado la ecati(x) = 6, es decir, 3x= 6, y se aplicara a ambos lados
deésta la fundin f ~1, se tendia f 1 (3x) = f~1(6); entoncesf ~1 (3x) = 3

6
3 =10 =3
y ad 3x = 6, ox = 2 lo que ilustra, como se dijo anteriormente, que la fondi—! (x) sirve para
despejax en una ecuadin de la formaf (x) = b.
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De la figura 8.23 se puede observar que lggigas de las funcionek(x) = 3xy de su inversa
f=1(x) = 3 son singtricas respecto a la reota= x, relacbn que siempre se da entre la&figas de
una funcén y su inversa.

Ejemplo

Seay = 2x+ 5 comof es inyectiva existé ~* (x), por tanto:

x=f (f~1(x)
=2f"1(x)+5=x
2f—1(x)zx;25
1,5 X—=5
f (x)_—2
Dl=R
Ril=R
Ejemplo

Seaf (x) = x? conx > 0, comof es inyectiva existd ~* (x), por tanto:

x=f(f"1(x) = [f*l(x)}2 entoncesf ~1 (x) = +./X (puesto queR; 1 = D¢ = [0, + )
se descarta el signe).
Sus gaficas se pueden apreciar en la Figura 8.24.

FIGURA N° 8.24
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Ejemplo

Seaf (x) =x2 -1 con x< —1.AdDf = (—», -1 = R; 1. Comof es inyectiva , existe
f=1(x) talquex = f (f~1(x) = [f~! (x)]2 -1 entonceﬁf*l(x)]2 =X+ 1lyas
f~1(x) = —v/x + 1, donde el signe-aparece debido a quR;-1 = D¢ = (—o, —1], 0 sea que
f =1 (x) siempre es negativo. Adérs, aunque dentro de lo§imeros reales ~* tiene sentido para
X+ 1> 0, es decir para > —1, no se toma— 1, + o) como su dominio, puesto ques _, debe
ser igual &R y éste es igual §, + ) ya que lax est restringida d—c, —1]. Asi: D;-1 = Rf =
[0, + ). (Figura 8.25).

2
f(x)=x—1 y
Y=X
8 d
7
7/
7/
4 d
/
7
7
> X
-V 4 8 12
/
7
7/
7/
7/
/
7
f1(x) = —vx+1

FIGURA N° 8.25

EJERCICIOS

1. Para las funciones siguientes:

i f(x)= X

i. f(x)=x3

iii. f(x)=2x+5

iv. f(x)=vx2—4,six< -2
v. f(x)=x%2—-4,six<0

a) Determinar si son o0 no inyectivas

b) Halle la inversa cuando exista y verifique dufe f ~1) (x) = (f5 1 f) (x) = x
¢) Encuentre sus dominios y recorridos

d) Trace sus gificas

2. Las relaciones siguientes no son inyectivas. Restringiendo sus dominios encuentre funciones
inyectivas. Halle sus inversas en estos dominios y trace &fisag.

2) ¥i=x b) x*—y?=4 c) x=lyl
d S +%=1 e) yP=x-1 ) lyl=x*-1
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3. Justificar el cuadro siguiente.

Funcbn Restriccon Recorrido Dominio Recorrido Inversa
Dom def de f def-1 def-1

f(x) =X [0,+00) [0, +0) [0,+00) [0, +00) fIx) = /x

f(x) =% (=,0] [0,%] [0,+00) (=,0] f1(x) = —vx
f(x)=v1-x2 0,1] 0,1] 0,1] 0,1] f1x) = vV1-x
f(x)=+v1-x2 [-1,0] [0,1] [0,1] [-1,0] f1x)=—-vV1-x2
f(X) = 5 [0, 4-0) (0,1] (0,1] [0, +o0) F1x)=/I-1
f(x) =2x+1 (—,0) (—,0) (—,0) (=00, ) fIx) =212
4. Llenar los espacios en blanco.

Funcibn Restriccon Recorrido| Dominio Recorrido| Inversa

Dom def def def-1 def-1

f(X):(X+1)2 [—1,—{—00) f‘l(x):\/i(fl
f(x)=x° f1(x) = 9
f(x) =x°

f(x) =3x—2

8.5. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

8.5.1. Inversa de Sen x

Como es conocido, la funm y = Sen xno es inyectiva, por tanto no tiene sentido hablar de su
funcibn inversa, sin embargo, puesto que en &pica es frecuente tener que despegm ecuaciones
de la formaSen x= b, se hace necesario definir una inversa &a x la cual no est definida
para todax € R, sino solamente para una p@rien la cual esta fun@n sea inyectiva. De todas las
porciones en donde esto se tiene, se acostumbra a soma 11/ 2, /2| (Figura 8.26).
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y
1
y=Senx
X
3 _n n 3
—-2n -5 - 2 7 m > 2n
-1

FIGURA N° 8.26

De la definicon de funcbn inversa se tiene que la fubai Sen xcon — n/2 <x< n/2 tiene
inversag (x), conDg = [-1,1]y Ry = [~ /2, /2] y tal queg (Sen ¥ = xy Sen(g (X)) = X, la
cual se nota porg (x) = ArcSenx g (x) = Serx; es decir, si:

y=ArcSen x
aplicando a ambos lados la fuGniSen queda
Sen y= Sen(ArcSen X = X

y redprocamente si se da
X=3Seny

aplicando a ambos la dos la fubniArcSenqueda
ArcSen x= ArcSen(Seny) =y
lo que permite concluir que:
y = ArcSen xequivalente ax = Seny
ad Sen(ArcSen X = x parax € [—1, 1]y ArcSen(Sen } = xparax € [—m/2, /2]

Teniendo en cuenta la simetirespecto a la recta= x, de una fun@dn y su inversa, de la figura
8.26 se tiene qug = ArcSen xest representada gficamente por (Figura 8.27).
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NI

.,

-1 -1

NI

f~1(x) = ArcSen

FIGURA N° 8.27

Recuerde que la fun@mn ArcSen x10 es la inversa de la furim Sen x sino de una parte de ella, la
T
parte que correspondexa [_E’ 5}

Ejemplos:

1.

7.

8.

ArcSen(ﬁ/Z) = /4, porqueSen(T/4) = \/5/2

. ArcSen(—1) = — (/2), porqueSen(—1/2) = —1
. ArcSen(Sen(r/4)) = /4

. ArcSen(Sen2r) = ArcSen(Sen0) = 0, es decirArcSen(Sen2m) es el rumero en el intervalo

[—m/2, m/2] parael cual el seno toma el mismo valor qu&eh2rt, o sea 0.

. ArcSen(Sen(2rt/3)) = ArcSen(Sen(rt/3)) = /3

: Sen(ArcSen(ﬂ/Z)) = Sen(m/4) = ﬁ/z

Sen(ArcSen(1/2)) =1/2

Sen(ArcSem) no existe, pues 4 [—1,1].

En forma adloga, puesto que las funciorfées x Tan x, Cot x, Sec x y Csc R0 son inyectivas,

tampoco se puede pensar en una inversa para cada una de ellas, pero en una forma similar a como se

hizo con la funddny = Sen xse puede tomar una pobci de ellas (restricbn del dominio) de tal

forma que estas funcionesi asstringidas sean inyectivas y por tanto tengan sus respectivas inversas

en estos nuevos dominios.

A continuacbn se mostram las gaficas de las funciones trigonétnicas restringidas y sus inversas
correspondientes.
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8.5.2. Inversa de Cos X

En el caso de la fundh Cos xpara construir una inversa se acostumbra a tomar la parte inyectiva
deCos xque corresponde al intervalo, 11 as:
Sea f(x)=Cosx con xe€ [0,m. Puestoque Rf,=[-1,1] entonces se define
f~1(x) = ArcCos x= Cos 'x como la funcbn, con D;-1=[-1,1] y R;-1=1[0,7 |,
gue satisface:
y = ArcCos x es equivalentea x = Cosy

y

~
\/ X

-1 1

-7
f~1(x) = ArcCos x

FIGURA N° 8.28
De la definicon se puede concluir que

Cos(ArcCos ¥ = xconx € [-1,1] y ArcCos(Cosx = xconx € [0, .

8.5.3. Inversa de Tan x

m
Para el caso de la tangente se acostumbrara a tomar la rama que corresponde al (m%fy%%
ag:

Sif (x) = Tanxconx € (—m/2,m/2), entonce®; = (—m/2,m/2), Ry = R, por tanto se
definef~1 (x) = ArcTan x= Tan™ !x como la funcbn, conDs-1 = Ry R¢-1 = (—1/2,1/2),
tal que:

y = ArcTanx equivalentea x = Tany (figura 8.29)
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f~1(x) = ArcTan x

FIGURA N° 8.29
De la definicon se concluye que
Tan(ArcTany =x si xe R y ArcTan(TanX =X si xe€ (—m/2,11/2)

8.5.4. Inversade Cot x

Aqui se toma la parte inyectiva @t xparax € [0, 1] ad:
Seaf (x) = Cot xconx € (0, m), entonce®¢ = (0, M) y Ry = R, por tanto se define
f=1(x) = ArcCot x= Cot~!x como la funcbn conD¢-1 = Ry R;-1 = (0, m), tal que:

y = ArcCot x equivalentea x = Coty figura 8.30

f~1(x) = ArcCot x

FIGURA N° 8.30

De esta definién se concluye que:
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Cot (ArcCot XY = x six € Ry ArcCot (Cot X) = xconx € (0, ).

8.5.5. Inversa Sec x

Aqui se toma la parte inyectiva @ec xparax € (0,1) sin incluir 5 donde laSec xno esta definida
as:

Seaf (x) = Secxconx € [0, m/2) U (m/2, m], entonces D¢ = [0,71/2) U (11/2, ]
YRt = (=0, —1] U [1, + o), por tanto se definé ! (x) = ArcSec x= Sec !x, como la funadbn
conDy 1:( w,—1]U[1,4+0)yRs-1= [0,m/2) U (71/2, ], que satisface

y = ArcSec x equivalentea x = Secy

(Figura 8.31).
De esta definidn se deduce que:

ArcSeqSecy = xsix € [0, m/2) U (m/2, | y
Sec(ArcSec X = xsix € (—o, —1] U [1, + ).

y
_________ S
2 K‘
y X
-3 -1 1 3
_________ N
2
f~1(x) = ArcSec x

FIGURA N° 8.31

8.5.6. Inversa de Csc x

Aqui se toma el pedazo desc xparax € [— 7, 7] sin incluir el 0 donde no esta definiddias
Seaf (x) = Cscxconx € [—m/2,0) U (0,m/2], entonces D¢ = [—m/2,0) U (0, m/2]
YRt = (—o, —1] U [1, +), por tanto se definé 1 (x) = ArcCsc x= Csc™1x, como una fundin
con dominioD¢-1 = (—w, -1 U[1,4+0)yR¢1 = [-m/2,0) U (0, /2] que satisface

y = ArcCsc x equivalentea x =Cscy

(Figura 8.32)
De la definicon anterior se concluye que:

ArcCsc(Cscx = xconx € [—m/2,0) U (0, m/2] y
Csc(ArcCsc®y = xconx € (—oo, —1] U [1,+ )
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f

FIGURA N° 8.32

Ejemplos

1. ArcCos(—1) = mrporqueCosmt = —1
2. ArcTan(—1) = — (71/4) porqueTan(—rm/4) = -1
3. Cos(ArcCos(1/3)) =1/3
4. Tan(ArcTan(1/3)) = 1/3
5. Cot (ArcCot (1/3)) = 1/3
6. Sec(ArcSec(1/3)) no tiene sentido, pues/B ¢ (—co, —1] U[1, + )
7. ArcCos(Cos(3m/4)) = 3m/4
8. ArcTan(Tan(3m/4)) = ArcTan(Tan(—m/4)) = —m/4
9. ArcCsc(—ﬁ) = —3m/4
10. Calcular el valor de:
a) Cos(ArcSen(3/5))

Seax = ArcSen(3/5) entonces$Sen x= 3/5, conx en el primer cuadrante. PudscSen x
es lainversa deben xen [—7—21, g} es decir, entre el’ly 4° cuadrante (Figura 8.33)
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FIGURA N° 8.33

luego de la figura se tiene que:
Cos(ArcSen(3/5) ) =Cosx= 4/5

b) Sen(ArcCos(—2/3))
Seax = ArcCos(—2/3) entonceCos x= —2/3 conx en el segundo cuadrante. Pues
ArcCos xes la inversa del coseno solo entre @ryes decir, solo ely 2° cuadrante.
(Figura 8.34)

FIGURA N° 8.34

de la figura se tiene que:
Sen(ArcCos(—2/3)) = Senx= \/5/3

c) Tan(ArcSen(—3/4))
Seax = ArcSen(—3/4), entoncesSen x= —3/4 conx en el cuarto cuadrante, pues
arc Sen xes la inversa dSen xen [—7, 7], es decir, en el%y 4° cuadrante (Figura
8.35).
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y
X
X
4
S
FIGURA N° 8.35
de la figura se tiene que:

Tan(ArcSen(—3/4)) = Tanx= -3
V7

11. Hallar el valor d€os(ArcTan(15/8) — ArcSen(7/25)).

Seax = ArcTan(15/8)entonceJanx= 15/8y sey = ArcSenzl5 entoncesen y= 215 (Figu-
ra 8.36).

17 25
15 7

\X X \y X
24

8

FIGURA N° 8.36

Cos(ArcTan(15/8) — ArcSen(7/25)) = Cos(x —y) = Cos x Cos y Senx Seny
— (8/17) (24/25) + (15/17) (7/25) = 257/425

De acuerdo a las figuras 8.36
EJERCICIOS

1. ¢Cules de los siguientes enunciados son verdaderos?

a) ArcTan(v3) = §
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b) ArcSec( ﬁ) — 3z
c) ArcCsc(—2) = —3F

d) ArcSen(Tan(3[)) =
e) ArcCos(Tan(— 2

S—
N\,:]

M) =m

Z
f) ArcCot (v3) = £
g) ArcSen @) ArcSen(3) = &
h) ArcCos(0) + ArcTan(—1) = ArcTan(1)
i) 2ArcTan(3) = ArcTan(3)
j) ArcTan(2) + ArcTan(%) + ArcTan(3) = 7

k) ArcTan(Cot (230°)) = 40°

) Sen(2ArcSen%)) = \—[

m) ArcSen(Cos(—105°)) = —15°

n) Cos(ArcTan(—3) + ArcSen(13)) = &

f) Tan(2ArcSen(z) + ArcCos(13)) = — 559

0) ArcSen(Sen(3ff)) = 31

p) Sen(ArcSen4)) =

2. Demuestre las siguientes identidades, las cuales son necesarias @atdcetleArcCotx, ArcSecx

y ArcCsc xpor medio de calculadoras manuales, ya que en general estas no tienen como calcular
directamente estas funciones:

a) ArcCotx= ArcTan(1/x)

b) ArcCotx= 7 — ArcTanx

c) ArcSecx= ArcCos(1/x)

d) ArcCscx= ArcSen(1/x)

8.6. ECUACIONES TRIGONOM ETRICAS

Una expresin comoSerfx + Cos’x = 1, puesto que es una identidad, se satisface para todo val-
or dex. Pero en general para expresiones como por eje®plox= 1 6 Serfx + Cos x= 1/2,
hab#& valores dex que la satisfacen y otros que no. Hallar en estas expresiones los valargealia
satisfacen, es lo que se conoce como resolver la gquai@onongtrica o hallar su conjunto solusi.

Para resolver completamente las ecuaciones trigétrizas es necesario conocer los resultados de los
siguientes 3 ejemplos fundamentales.
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Ejemplo fundamental 1

Hallar la solucdn de la ecuadin Sen x= b.

Inicialmente se considera que, aplicando a los dos lados de estadeclaaftincbn ArcSen x se
tiene:

ArcSen(Sen} = ArcSenb entonces x = ArcSen b.

Pero recordando que= ArcSenes la inversa d8en xpero solamente cuanaac [— n/2 , n/2] :
entonces este valor dehallado,x = ArcSen b, pertenece a este intervalo. Pero es claro que con-
siderando toda la fungh Sen xy debido a su periocidad, este no esieico valor dex que satisface
la ecuaddn Sen x= b, sino que existen infinitos. los cualesastados por:

{ 2nm + ArcSenb { 2nm + ArcSenb .
_ = sineZ

~ | 2nm + (m— ArcSenb) (2n+ 1) m— ArcSenb

como se visualizan en lasajicas de las figuras 8.37

y
m—Seri(b)
1 I
Iy —

b Iy_Senx
I I I
I I |

3 1 1 | 3 X
T _n n T
21 -5 Jlrn > : P T = 2

I I
I I
I I
I I
I —1] 1

—2m+ (- Senl(b)) Sen(b)

FIGURA N° 8.37

Con ardlisis similares al anterior se pueden hallar las soluciones de las ecuadCames: a,
Tanx=a, Secx=a, Cotx=ayCscx= aad:
Ejemplo fundamental 2

SolucionarCos x= a

Six € [0, i} ; ArcCos(Cos X = ArcCos(a), entoncex = ArcCos(a).
Pero la soluén deCos x= a, para todx € Rest dada de acuerdo a la figura 8.38 por:

—1
« — { 2nm + Cos 1 (a) conn e Z

2nmm — Cos 1 (a)
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y
—(30§1(a)1 2m+Cos (a)
| |
' y =CO0s X '
I a |
—_——— e A — -, A== T-—-—f+--
| | | |
| | | |
] ] ] ] X
| |
| |
| |
|
-1 1 {
Cos(a) 2m—Cos (a)

FIGURA N° 8.38

Ejemplo fundamental 3

SolucionafTan x= a

Six € (—m/2,m/2); ArcTan(TanX = ArcTan(a); entoncex = ArcTan(a).
Pero basados en la figura 8.39 la sadncileTanx = a, parax en todo su dominio eatdada por:

X=nm+ ArcTan(a) neZ

g

T |
1

—1+ArcTal

NIy

a ArcTa i+ ArcTan

2 2

-
Y

_———— e 5 — — e — =

FIGURA N° 8.39

En forma aaloga se pueden solucionar ecuaciones similares con las otras funciones tégénom
cas.

En trminos generales para resolver una e@ratiigononétrica se debe tratar de factorizar la
expresbn por medio de algebra e identidades a productos de factores de la forma

(mSen xa), (nCos x-b), (Itanx—c)
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y todo la expregin igual a cero. De esta forma la solutise toma cuando cada factor sea igual a cero,
lo cual nos lleva a resolver ecuaciones de las presentadas en los ejemplos fundamentales.

Ejemplo
Hallar la solucdn de la ecuadin

4CosxSenx 2Senx—2Cosx—1=0 en [0,2m].
4Cos x Sen % 2Sen x— 2Cos x— 1 = 2Sen x(2Cos x+ 1) — (2Cos x+ 1)
(2Cosx+ 1) (2Senx-1) =0

siy Plo si
2Cosx+1=0 o 2Senx-—1=0.

Si
2Cosx+1=0 = Cosx=—1/2,

y puesto queArcCos(—1/2) = 12C°, entoncesx = 12(° 6 x = 36(° — 120° = 24(, es decir,
X = 21/3 6 x = 47/3, pues se pide la soluni en el intervald0, 27
Si
2Senx-1=0 = Senx=1/2 = x=30Fx =120,
es decirx = /6 6 x = 571/6

y ad la solucbn de la ecuabin en|0, 211 es la reunion de las soluciones halladas, es decir:
m 5m 2m 4m
6’ 6 3’ 3
Si no se hubiese pedido que se den soluciones solo en el intgdyaig entonces la soluoh
general séa:
T 5m 2m am
— +2nmm, — + 2ni, — + 2N, — + 2nmpconn € Z
6 6 3 3
Ejemplo
Hallar la solucdn de la ecuaon:
Sen2x + Senx= 0
2SenxCos X+ Senx= 0

Senx2Cosx+ 1) =0
Senx=0 06 2Cosx+1=0

; 1
Senx=0 0 Cosx= —5 entonces
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X= N, con nezZ

, 21
0 x:?+2nrr con n€ZzZ

4
§+2nn con neZ

o
X
I

luego la soludn general es:

2 4
{nn, §+2nn, ?n+2nn | neZ}

Ejemplo
Hallar el conjunto soluéin de la ecuaéin
Cos*x — Serfx =1
Cos'x — Serfx = (Cos’x + Serfx) (Cos’x — Serfx) = 1

= CosX — Serfx = 1
= Cos2x=1

=2nmconn e Z

ox 2nm + Arc Cosl
| 2nm — ArcCosl

entoncex=nmrennec Z

Ejemplo

Solucionar Sen x= v/3Cos x— 1

Si elevamos al cuadrado los dos lados de la ebnes® tiene que:

Serfx = 3Cos’x — 2v/3Cos x+ 1
1 — Cos’x = 3Cos’x — 2v/3Cos x+ 1
ACos’x — 2+/3Cos x= 0
2Cos x(ZCos X— \/§> =0
= Cosx=0 0
2Cosx— V3 =0

o an s
i. SI Cosx=0 = x:g’?ﬂ’%
ii. Si ZCOSX—\/§:0 = COSX:? = X:g+2nnéxz_g+2nn'

Puesto que los dos miembros de la echia@riginal fueron elevados al cuadrado, en este conjun-
to solucbn pueden aparecer soluciones “etrsl’, por tanto es necesario verificar en esta ednaci
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cuales de los elementos del conjunto hallado son efectivamente soluciones de larediail.

Reemplazando dJlse puede observar que para= 7, 2, 5% 8T . yparax = — Z + 2nm,
conn € Z, no satisfacen la ecudxi, por lo tanto la soluén de la ecuaéin esh dada por

S= {761+2nn, 37”+2nn. con ne Z}

Ejemplo

Solucionar la ecuadn
V2Serfx + Cos x= 0

Si

V2 (1 - Cogx) + Cos x= 0
V2Cox — Cosx— V2 =0
414118 143

Cos x=

21/2 2V2
Cosx—ﬁ—ié
2v2 V2
Cosx—g—;l
o 2v2 V2

ahora siCosx= Z/ﬁ = /2, comoy/2 > 1 entonces en este caso no hay sdngcy si
Cosx= — 1/\/2 = Xx=+3T +2nm conn € Z

EJERCICIOS

1. Hallar el conjunto soluén de las ecuaciones:

a) Sen3x = \@/2

b) Sen3x =0

c) Tan2x = —+/3

d) Cot(2x—1) = —1//3

e) 2Serf2x—1=10

f) 3Sen x= 2Cos’x

g) Sen2x = Cos2x

h) Sen2x Cos x+ Cos2x Sen x= 0
i) Senbx— Sen3x— Senx= 0
j) Cosx—+/3Senx=1

k) 2Cosx=1— Senx

) SenxCosx= 0
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m) Secx— 1 = Tanx
n) 2Tanx— Senx— Tanx= 0
fi) Serfx — 2Serfx — 1 = 2Sen x— Cosx
0) 6Tanx+ 12Cotx = 51/3Secx
p) (1-Serfx) (1+ Tar’x) =5/3
14+ Tanx

————— = 1+Sen2x
a) 1-Tanx
r) Serfx+ Cos'x = 5/8
s) Cosx=4
2. Analizar los cuadros siguientes paso a paso, e ilustrarlos con ejemplos (en todos lose€asos
Z).
b< -1 b=-1 —-1<b<l1 b=1 b>1
Senx=b No hay x=—Z+2nm ArcSen b+ 2nm vy J42nm No hay
soluciones 2nm+ (11— ArcSen b) soluciones
a)
b< -1 b=-1 —-1<bx<l1 b=1 b>1
Cos x = No hay (2n+1)m ArcCos b+ 2nm y 2nmt No hay
b solucibn 2nit— ArcCos b solucibn
b)
) —0 < b< 4o
Tan x=b| x=ArcTan bt nm
d) —00 < b< 4o
Cot x=b | x=ArcCot b+ nm
b< -7 -Z2<b<? b> 7
e)| ArcSenx=b No hay Senb No hay
solucbn solucbn
b<O 0<b<m b>m
) ArcCos x=b No hay x=Cosb No hay
solucbn solucbn
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b< -7 -3 <b< 7 b>1

Q) ArcTanx=b No hay x=Tanb No hay
solucbn solucbn
b<o0 O<b<rm b>rm

h) ArcCot x=b No hay x=Cotb No hay
solucbn solucbn

8.7. FORMA TRIGONOM ETRICA DE N UMEROS COMPLEJOS

8.7.1. Representadin trigonomeétrica y teorema de De Moivre

Un nimero compleje = a+ bi, se puede representar ta@tien forma trigonogtrica o polar
por medio de dostmeros reales. El primero de estasweros indica la distancia del punta,b) al
origen de coordenadas &2, el cual corresponde ahlor absoluto o nddulo del imero complejo z
gue se simboliza con 'y como se vio en el capulo Il y en la figura 8.40, se puede expresar por:

r=+va2+b?

El segundo imero real de esta representaces la medid#® , en radianes, délngulo que forma
el segmento de recta que va del pufa) al origen de coordenadas y la parte positiva dekefen
la Figura 8.39 taml@n se muestrasteangulo. A ese imero8 se le llamaargumento del imero
complejo zy se simboliza corrg (z),y como se puede apreciar en la mismafiga se calcula por
la expresbn:

Arg(z) = ¢ m+arctan(b/a) sia<0

arctan(b/a) sia>0yb>0
2+ arctan(b/a) sia>0yb<0

Si a=0, entonce® = 1/ 2parab >0y 8 =3m/2 parab< 0. Sia=b=0, 6 no es& definido.

FIGURA N° 8.40

Determinados ya los dosimeros realesy 6, deésta misma Figura se deduce que:

a=rCos Oy b=rSen 6



240 Caritulo 8. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

y por consiguiente

z=a+bi=rCos 6+rSen6i=r(Cos 6+iSen 9)

es decir,
z=r(Cos 6 +iSen 8).

Estalltima expredin dez en €rminos der y 6 es la representamn trigononétrica del fimero
complejoz, que se simboliza tan#mn por:

z=rCis 6.

Como la representam rectangular de unimero complej@ =a + b i, eslinica, se poda pensar
gue la representam trigononétrica tambén lo es ; pero esto no esiaga que como se muestra en
la Figura 8.41Cos(60 + 2m) = Cosfy Sen(0 + 2m) = Serf,conlocualf, 8 +2m,y0 -2
1T son tres argumentos diferentes del misnionero compleja. Por el cacter perddico del seno
y el coseno un iimero complej@ podia tener infinitas representaciones trigodrcas. En algunas
aplicaciones se requiere trabajar con una sola represemtaigionongtrica dez, para lo cual se escoge
6 con la condicdn 0< 8 < 2, llamadoargumento principal de z.

N
N

FIGURA N° 8.41

Ejemplo
Tres representaciones trigonetricas del imero complej@ =1 + i, son:
z=V2(Cos¥ +iSen]) = V2Cis]

z=1/2(Cos¥ +iSen¥!) = V2Cis¥
z=2(Cos =" +iSen=/") = \/2Cis=/"

El Argumento principal de =1 +i esrt/ 4.

Esta representamn en forma polar o trigonoatrica se utiliza frecuentemente con el fin de sim-
plificar calculos, ya que como se rutilizando identidades trigond@tricas adecuadas, se facilitan
algunas operaciones entr@meros complejos.
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1. Si
z=rCosh +irSem@ y w = pCou + ipSemnu

son dos ameros complejos en forma polar, entonces
zw= (rCosf + irSerf) (pCosu + ipSernu)
= rpCohCog + ir pCoP Seru + ir pSer@Cosu + i°r p Serd Seru
=rp (CoPCoqu — SerfSeru) + ir p (CoH Seru + Ser®Cosu)
=rp[Cos(6 + u) +iSen(6 + )]

luego
zw= rp [Cos(6 + u) +iSen(6 + u)]

Observe que del anterior resultado se deduce la igualdad:
[zw| = |z] w].

2. Generalizando 1, para el productord&@imeros complejos iguales se puede demostrar, utilizan-
do induccbn matenatica, el llamaddeorema de De Moivre:
Siz = rCosh + ir Serg, entonces para todoe N se tiene

Z" = r" [Cosrf + iSenrd]

3. Siz=rCosH + irSem8 yw = pCosu + i p Seru entonces
z rCoso +irSerg r (Co¥9 +iSerf) (Cogu —iSeru)

w  pCosu+ipSemu p (Cosu+iSeru) (Cosu —iSeru)
r (Co¥fCogqu — iCosf Seru + iSerfCosu + Serb Seru)

o) Cogu + Serfu
= ; [(CofCosu + SerfSeru) + i (CoguSer® — Co Sernu)]
= :) (Cos(6 — u) + iSen(8 — pu))
luego: .
— = 5 (Cos(6 — u) + iSen(8 — u))
Ejemplo
1. Si
z=—-1+i=x+iy=rCosf +irSerf,
entonces:
=y = 1Pz - v
y

Taw =Y - 1 _ 1
X -1
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y ad

3m
0=—
4 )
puesz se encuentra en ef 2uadrante. (Figura 8.42). Por tanto:
7= —1+i=v2(Cos N +isen "
4 4
y
—1+i
A
X

FIGURA N° 8.42

2. Si
z=1-iV3=x+iy,
entonces
2
=Xy =1+ (-V3) = Va=2;
Tand = X — ;\/g — _\/é’
X 1
por tanto
6 = 300,
pues el punto
z=1-iV3

se encuentra en ef4¢uadrante. (Figura 8.43). Luego,

z= 1- iv/3=2(Cos300+iSen300)
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y
B
r=2
1-iV/3
FIGURA N° 8.43
3. Hallar 10
(—1+ i\/§>
~1+iV3=x+iy,
por tanto
r=\/(-1)%+v3 =va=2
y
Tag — — % _ ﬁ,
V3 3
entonces
o_ 21
-3
pues el punto
~1+iV3

se encuentra en ef 2uadrante, luego

. 2 . 2
—1+iV3=2 <Cosgn+|8ean>

3
y as:
) 10 2 , 2 .
(—1+ |\/§) _ plo (Cosgn+ |Sen%1> — _512+ 886.8i
4. Calcular

(1+i0)1°
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1+ = (fz (Cos45° + iSen45°)>10

— (ﬁ) 10 (Cos45@ + iSen450)

= 32(Cos(360 +90°) + iSen(360° + 90°))
= 32(Cos90° + iSen90) = 32i

Por tanto
(1+1)1°=32i

5. Efectuar la operagn

~2(=1+iv3) (V3+i)

2 (Cos180 + iSenl8() (2) (Cosl2(® + iSenl2®) (2) (Cos3(° + iSen30)
4 (Cos300° + iSerB0C°) 2 (Cos30° + iSers0’)
8 (Cos330° -+ iSerB3(?)

— 8(Cos3(° — iSer30°) = 8 (? - '2> — 4\/3 - 4i

luego:
—2(—1+iV3)(V3+i) = 4V/3—4i
6. Efectuar la operagn
4 4i\/3
—24/3+ 2i

4—4i\/3 8 (Cos30Q + iSerB0()

—23+2i 4 (Cosl5C + iSenl50)
2 (Cos(30C° — 150°) + iSen(30C° — 150°))

— 2(Cosl5@ + iSenl50) :2(—?+i2> = —V3+i
luego:

4—4i\/§ .
— " — _\/3B4i
—2V/3+42i

8.7.2. Races de imeros complejos

Dado un imero compleja = x + iy, se dice que elimero complejov = u + iv, es una re
n-ésima del amero complejo z, sv" = z.

Siz=x+1iy = rCos9 + irSer@ es un imero complejo dado, yw = u + iv = pCosu +
i pSeru es una riz n-sima de z. ¢@mo se representa elimero complejo w erérminos de y 67.
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Para ello:
W' =2z < (p (Cosu +iSemu))" =r (Cos + iSerd)

< p" (Cosru +iSenmu) = r (Cod + iSerD) = r (Cos(0 + 2km) + iSen(6 + 2km))

& p"=r1 & p =r"yCosmu = Cos(8 + 2km) y Sen(nu) = Sen(6 + 2km)
entoncesiy = 0 + 2kt vk € Z, es deciry = %T, luego para cada entekal nimero complejo:

Wy = ri/n <Cos<6 +n2k7T> . iSen<9 —i—n2krr>)

es raz n-€sima dez = x + iy; pero es posible demostrar que entre estos valores solamente hay
diferentes: park = 0,1,2,...,n — 1, llamémosloswy, w1, ..., Wh_1 ¥ que para cualquier otro
valor dek, el numero complejavy coincide con alguno de estos, es decir, umero complejatiene
exactamenta raices diferentes.

Ejemplo

Hallar las réces cuadradas de= 1 — i

Como
1—i=2(Cos315 + iSer31%)
(1- i)llz _ o4 (cos 315 + 2k18( +isen 315 + 2k18C°
2 2
parak = 0 yk =1, esdecir; las fiaes cuadradas d& —i) son:
wp = 244 (C033125° + iSen?)
2 2
Ejemplo
Hallar las réaces cuartas delimero compleja = —8 — 8/3i

como (—8 — 8\@i> = 16 (Cos24(° + iSer24(®) entonces

1/4
(~8-8v3i) gy (COS(W) + iSen<240”;k36(P>>
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parak = 0,1, 2, 3.
entonces, las fees cuartas de 8 — 81/3i son:

Wo = 2 (Cosm +iSe ﬂ) = 2(Cos6( + iSer60°)

4
< +|> =1+iV3
( (240)+360)) + iSen(M)) = 2(Cosl5® + iSenl50)
\f
< 7 é \[-f-l
Wy = 2 <Cos<240)2720)> + iSen(M)) = 2(Cos24Q + iSer24Q®)
1 iv3 ,
W3 =2 <Cos<240)+41086)> + iSen(240)+41080)>> = 2(Cos33(® + iSerB330)
_ V3 i) :
= (z‘z = V3~

Ejemplo
Hallar las races cuartas de= 1

Como
= 1(Cos0 + iSen0)

144 — Cos(zzn> + iSen<2|ZT> k=0,1,2,3.

por tanto, las rfiwes cuartas de 1 son:

entonces

wp = Cos0 +iSen0= 1

= Cos(%) + iSen(%T) =i

w, = CosT+iSermr= -1

21 . 3 .
W3 = Cos<2> + |Sen<2) = —Ii

observe que estasicas son los értices de un cuadrado inscrito en la circunferemréia y2 = 1
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EJERCICIOS

1. Escribir los siguientesinmeros complejos en la forma polar.

a) —3-3i b) 3+ 3i
c) —3+3i d) 3-3i
e) V2-iv2 f) i

g 1-iV3

2. Efectuar las operaciones indicadas en forma polar.

N (3-3iV3) (—2-2iV3) o) —2
((1=10)(1+0) (—v3+i) (V3+i)
— 43— 4] N
c) m d) (\/é—l)
. N3
e) ((1-i)™ n @r)7E-D

(1+iv3)°
3. Dar la forma rectangular de los siguientésmeros complejos:

a) 2
b) 4

—

Cos6(® + iSer6()
Cosl2@® + iSenl2@®

)
c) 4(Cosl2® — iSenl2()

g) B(COS300 + iSerB0C)
2 (Cosl5( + iSenl50°)

32(Cos60° + i Ser6(P) (ﬁ (CosAm® + iSen45°)>
(Cos90° + iSerol®) (5 (Cos27® + iSere70))

—

—_—

e)

4. a) Hallar las réces terceras y quintas de 1 ¢ Séntices de algn poigono?.
b) Hallar las réces @ibicas dez = /3 — i
c) Hallar las réces cuartas de= —1 + i
d) Hallar las races cuadradas de
e) Hallar las réces dibicas de = —8iy z = 27i.

8.8. SOLUCION DE TRIANGULOS

Resultaltil en algunas aplicaciones de la trigonoriggtio que se conoce con el nombre de sdlnci
de triangulos, que consiste en determinar las magnitudes dmtpdos internos y las longitudes de
los lados de un téingulo cualquiera dado, conociendo inicialmente algunos de estos datos. Para ellos
es necesario conocer dos teoremas fundamenia@erema del Seno, y Teorema del Coseno.
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8.8.1. Teorema del Seno

Sean A, B, C losangulos y a, b, ¢ los correspondientes lados opuestos enamguto. (Figura
8.44). Entonces

FIGURA N° 8.44

SenA_ Sen B B SenC

a b c
Para su demostram consi@rese la figura 8.45.

Q
N2
O
N

FIGURA N° 8.45

De la figura 8.45 (a) se tiene:

Sen A= entonces h=cSenA

SenC= entonces h=aSenC

vl Ol

Por tanto

cSenA=aSenC
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es decir
Sen A B SenC
a c
y de la figura 8.45 (b) se tiene:
k
Sen A= b entonces k= b SenA
k
Sen B= 3 entonces k= aSenB
Por tanto
b Sen A= a Sen Bes decir.
Sen A_ Sen B
a b
y ad
SenA_ Sen B SenC
a b ¢
Ejemplo

Hallar el valor dea en la figura 8.46:

28 45°2
A 120 B

FIGURA N° 8.46

A+B+C =180 = C=180 — (A+B) = 180° — (28° + 45°20') = 106’ 40

SenA SenC
entonces de =

se tiene que

_ cSenA 127 Sere®
" SenC  Sen(10620)
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Ejemplo

Considere el tAngulo que se observa en la figura 8.47.

y
b=8 a=6
a =35 B
c=8
FIGURA N° 8.47
Sena  Sen
Como =5 &
entonces SenB = bS:m = 88e6n35° =0.76

luego Senf =0.76
entonces B = arc Ser0.76=49.9
0 B=180F—-49.9 =130.°

comoa + B < 18 para los dos casos, entonces los dos sirven.

ParaB; =49.9, y1 = 95.1° paraf3; = 130.2, y, = 14.9.

Seny  Sena

Ahora, , entonces
c a
aSe
c= ny’ entonces
Sena
6Sen95.1°
=— ——— =1042
1= "Sergm 1042 Y
6Sen14.9P
= =2.
2= "Semam 69

luego el ejemplo permite dos soluciones como se aprecia en la figura 8.48:
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951°

14.9°

2.69

1042

FIGURA N° 8.48

Ejemplo

Considere el thngulo que se observa en la figura 8.49:

FIGURA N° 8.49

Sena  Seny

2
como — entoncessena = igSeny: §Sen50: 1.53

Absurdo, luego en este caso el problema no tiene souci

8.8.2. Teorema del Coseno

SeanA, B, C, los angulos ya, b, c los correspondientes lados opuestos de @mgpilo. (Figura
8.50) entonces
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FIGURA N° 8.50

1. a2 = b2 4+ c2 — 2bcCos A
2. b% = a? + ¢? — 2acCosB

3. c2 = a?+ b? - 2abCosC

Demostraodn

De la figura 8.50 h = aSen B BD = aCos BentoncesAD = AB — BD = ¢ — aCos Bpor tanto
b? = h? + (AD)® = h? 4 (c — aCos B2 = a?SerfB + c? — 2acCos Bt a’Cos’B
= a? (SerfB + Cos’B) + ¢? — 2acCos B= a? + ¢? — 2acCos Bentonces
b? = a® + ¢? — 2acCos B.

Las partes ii) y iii) se demuestran en formakga.

Ejemplo

En la figura 8.51 se aprecia unéanigulo cuyos lados midem= 9.23, b = 5.04 ¢ = 10.6, halle
elangulo A.
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FIGURA N° 8.51

202 _ 52 2 2 2
2 b2 c? 2beCosA— Cosa 2T —a® _ (504°+(106° - (923

2bc 2(5.04) (10.6)

A Cos ! ((5.04)2 +(10.6)% — (9.23)2> 0

2(5.04) (10.6)

EJERCICIOS

Los problemas del 1 al 4 se refieren a la figura siguiente:

FIGURA N° 8.52

1. SiA=50°40, b = 7.03mts, ¢ = 7.00mts, halle el lada.
2. a=4mts, b = 10mts, ¢ = 9mts,halle losangulos A, B, C.

3. Sib = 125mts, A = 41.6°, C = 95°, halle elangulo B.
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4. SiA = 26°, a= 10mts, b = 18mts, halle ehngulo B.
5. SiC = 90° demuestre utilizando el teorema del cosenoafue b? = c2.

6. En el trangulo de la figura siguiente

FIGURA N° 8.53

Se tiene quea = 322mts, ¢ = 212mtsy B = 11(°50, halle el valor deb, el angulo A y el
angulo C.



Capitulo

FUNCIONES EXPONENCIAL'Y
LOGARITMICA

9.1. FUNCION EXPONENCIAL

Dado un iimeroa > 0, para la definidén de la funddn f (x) = a*, conxenR se tendan en cuenta
las propiedades de exponentes y radicales vistos enialicdp

De alli reclerdese que:

1. Sixe N entonces* = a...ay goza de las propiedades siguientes:
X veces

a) a‘a=a"y

b) (ab)y'=a‘b*
ayx ar

d) (ap=a¥

2.a%=1, sia#0

3. a/*=ya, paraxpar y a>0
al’*=ya, sixesimpar y acR
4. @ = (al) = (ya)*, a>0

Luego se puede afirmar que2l3 y 4 definena® si x es racional no negativo, pues cualquier
nimero racionak > 0 cae en una de estas situaciones y se puede verificar que satisface las
propiedades,b,c,d de 1.

L . o 1 o
Ademas si para todo racional> 0, se defina™ = =T entonces se completa la defidigide
a* para todox racional.

255
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5. Para definir rigurosamentéx) = a* parax irracional es necesario conocer previamente con-
ceptos de sucesiones convergentes, por ténrap se tratdr en el momento. Para salculo
tenganse en cuenta quess un iimero irracional es posible aproximarlo tanto como se quiera
por exceso o por defecto por uimero racional, por ejemplo:

2V2 — 1414213662 714142 (onde el Bnbolo ~ indica aproximadamente igual, pero ta@bi
2V2 es aproximadamente igual 44436 21414213

Se puede verificar que esta fubiciexponencial dglefinidaf(x) = a*, cona > 0, satisface las
propiedades,b,c,d de 1 tambén parax irracional, es decir, se satisfacen para todos los reales.

9.1.1. Caracteisticas de las funciones exponenciales

Teniendo en cuenta que el dominio figx) = a* cona > 0, es el conjunto de losimeros reales,
tomando algunos valores adeen Ry calculando sus correspondientes valorey g@ra dos casos
particulares da: El primeroa=2 (a> 1)y el segunda=1/2 (0 < a< 1) se pueden construir las
siguientes tablas:

X 5| 25 —v2Z -1 o 1/2] 1 18| 3 m 4
2X| 0.031 0176 0375 05 | 1 1414 2 348 8 | 8824 16
X 5 —25 —v2 -1 0 1/2] 1 18] 3 m 4
(1/2)F 32| 5656 2665 2 1 0.70f 05 | 0287 0.125 0.118 0.062

Y plasmando estos valores en el planoy uniendo los puntos hallados por una curva suave se
obtienen las correspondientegficas pard (x) = 2%, y g(x) = (1/2)*. (Figura 9.1).

FIGURAN° 9.1

En general se puede apreciar que éfigp def (x) = a* paraa > 1, se tienen caracfisticas simi-
lares al def (x) = 2%, y el def(x) = a* para todo < a < 1 tienen caractésticas similares al de
f(x) = (1/2)". (Figura 9.2).
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f(x)y=a%, a>1 f(x)=a*, O<a<1

FIGURAN° 9.2

De estas daficas se pueden intuir algunas de las propiedades de las funciones exponenciales, que se
enunciaan a continuaéin, pero cuya demostraai rigurosa requiere elementos ddoullo diferencial.

1. a® =1, paraa >0
2. f(x)=a*>0paratodxe Rya>0

3. La giéfica def(x) = a* para cualquien > 0, no presenta interrupciones, es decir, su trazo es
continuo

a*t>a*2 si a<1

a*t<a*? si O<ax<l1

0 dicho de otra forma, pae> 1 la funcbn f (x) = & escreciente, lo que significa gficamente

qgue a medida que la variabtéoma valores cada vezas grandes, sus @mgenes tambin toman

valores cada vez as grandes, y para€ a < 1 esdecreciente, lo que significa que a medida

que la variablex toma valores cada vezas grandes, sus Bmgenes toman valores cada veasm

pequéios.

4, Six1>x2:>{

5. Paraa > 1, laimagen dd (x) = &%, puede ser tan grande como se quiera tomandsudicien-
temente grande. (Cuandcse aleja at-, sus indgenesf (x) se alejan dero) y tomando &
suficientemente pegiie (x < 0) sus imagenes tienden a pegarse al eje x sin tocarlo. (Cuando
se aleja a- la grafica def (x) = a* se aproxima a cero).

Para el caso & a < 1 a medida qu& se hace ras grande sus iagenes se acercan a cero y para
valores dex suficientemente peqfies (x < 0) sus imagenes toman valores tan grandes como se
quiera.

9.1.2. ElnmMimeroe

: iy 1\"
Consicerese la expredn <1+ n)

dando algunos valoresma y haciendo que estos valores sean cada \&zgrandes, se tiene la sigu-
iente tabla:
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n 1 100 1000 100000 1000000 10000000
<l+i> 2 2.7048 2.7169 2.71826 2.71828 2.71828

. 1\" _
de ella se puede apreciar qué + N es cada vez grande a medida ques mayor, pero nunca

sea mayor que 3. En realidad en un curso posterior segpdemostrar que cuanduotiende a+o,
esta expres$in se aproxima a un numero irracional que se not&patiene aproximadamente el valor
de

€=12.71828182..

En la péctica la funddn exponencia®* que tiene como base a estenmero€, es decirf (x) = €
es la n@s utilizada, a tal punto que cuando se hace referencia a lafuexponencial sin especificar
su base, se debe entender que se trafidxje= €.

9.2. FUNCION LOGARITMO

Puesto que la funon f(x) = a, a> 0, a# 1 es inyectiva, entonces existe su invefsa(x), la
cual se llamduncion logaritmoen base y se nota‘por:

f~1(x) = log, x

Obsrvese que pama=1, f(x)=a' = aque es constante, luego no es inyectiva, por tanto no tiene
inversa, es decir, no se puede hallar el logaritmo en basex1 de

Esta funcdn log, x satisface por tanto que: su dominio(€s«) pues es el recorrido dgx) = a*
y su recorrido eR pues es el dominio d&(x) = a*. Ademasa®% X =x, parax >0y log, & = x
¥X € R oseaque
y=a* equivalente a logy = x
y sirve para despejaren una ecuadn de la forma* = b ya que:

a*=b<«log, @ =log, b& x=log, b

Redprocamente, si se trata de desp&jan una ecuadn de la forma, log x = b se hace utilizando
la funcion exponencial en base pues log x = b < a°% X = aP equivale a decik = a°.

La funcibny =log, x cona= e, es decir, la inversa @gx) = € se llamaFuncion logaritmo natural
y se nota poff (x) = In (x), es decir, In(X=log, Xy ad

y=In(X) queequivalea x=¢'
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En muchas ocasiones en el trabajo con logaritmos en base difereBtesdeprefiere hacer una
transformadin adecuada la cual se presenta mas adelante que nos permita trabajar con esta base, pues
las calculadoras manuales en general solo calculan logaritmos naturales ¢blagaritmo en base
10).

Puesto quef (x) = log, X es la inversa dg(x) = &, entonces sus gficos deben ser sigtricos
respecto a la rectp= x. (Figura 9.3).

y ’
7/
/
7/
7/
7/
7/
/
7/
y=a" /7
/ 7/
z X
7/
/
7/
// y:|OgaX
7
7/
/
7/
SSy=x
7/
a>1 O<ax<l1

FIGURAN° 9.3

Ejemplo
1. Six=2%=log, x=log, 2° =5.
2. Silog; x=4=x=3%
3. Silog j, x=—3=x=(1/2)"3.
. Six=8"2=logg x=logg 82 = 2.

4
5. 21992 =5 no tiene sentido pugs-5) no esta en el dominio de nifig logaritmo.
6. logs 5° = 3.

7

. 30952 — 5

9.2.1. Propiedades

De las géaficas de la funéin logaritmo se pueden deducir las siguientes propiedades:

1. log, 1=0 paratodo a# 1.
2. El dominio de la fundin logaritmo en basaes(0,) y su recorrido es todR.

3. Si a>1, f(x)=log,x esunafundncrecienteysi & a<1l esdecreciente.
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4. Si a>1, f(x)=log,x tiende ato cuandox tiende ao y tiende a—co cuandox tiende

a cero, es decik = 0 es una dstota vertical def (x) = log, x.
Si O<a<l1, f(x)=log,x tiende a— cuandoxy tiende atc cuandox tiende a cero,

es decity = 0 es una dstota horizontal dd (x) = log, X.

Otras propiedades

12 Propiedad
log, xy = logy x+log,y six>0 y y>0
Demostraddn
Sea z=log, x+ log, y
—~a = aIoga X+log, y aIoga Xa|09a X _ XYy
es decir a* = xy
por tanto log a* = log, xy
entonces z = log, Xy,
yad log, Xy = log, x + log, V.
Ejemplo

1. logz (125) =log; (5)(5)(5) =log; 5+ log; 5+log; 5

2. log, 4+log, 20+log, 10=log, (4)(20)(10) =log, 800

Ejemplo
Hallar el valor dex tal que:
l0g;9 X =109, 5+109,¢ 4+ 109,09 5
l0g;9 X = 10919 5 + l0g; 4 + l0g;o 5
= logy, (5)(4)(5) = log, 100
= log;, 107, es decir
log;p X=2, portanto

x= 107

NOTA

El logaritmo en base 10, se nota por bages decir

log;g x = log x
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22 Propiedad

Iogaizlogax—logay si x>0 y y>0

Demostraodn

Similar a la anterior.

Ejemplo
1. log %5 =log 15—Ilog 5
2. log 2—log 4—log 3+ log 24

=log 2+log 24—log 4—1log 3
=log 2+ log 24— (log 4+1log 3)
=log 2x24—log 4x3

=log 48—log 12=1log 4

3. log it;c = log abc—log xy
log a+log b+log c—log x—logy
32 Propiedad
log,x" = a log, x
Demostraddn

x=a (esdeciry=log,Xx)

= x"=a% = log,x* = log,a?”
= logy, x*=ay log, a

= log, x¥ =a log, x

= log, x* = alog, x

42 Propiedad

a

a
log,s Xx* = — log, X
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Demostraagdn

Se parte de que:
a

— log, x
(aﬁ> B T _ 201092 X _ glog, x* _ ya

tomando logaritmo en basé en esta igualdad, se obtiene:

a a
— log, x=log,s X

B
Ejemplo
5 5

2. log  64=1l0g,. 2° = (6/(1/2))log, 2 =12

3.
logg 6 =10953 6 =10g4 (2)(3) =logs. 2+10g42 3
:% log, 2+% log; 3= %+%Iog3 2
52 Propiedad
a< — pXlogs
Demostraddn

b log, a _ blogb a _ a*

Esta propiedad permite pasar una f@mcexponencial en una base dada, a cualquier otra base.
En particular

a¥=gxlna

Ejemplos
1. 2¢=3xl0gs2
2. 5¢=2xl0g:5

3. PasarBabase5 3=5%1093

4. Pasarbabase 6X=¢gn6



9.2. FUNCDN LOGARITMO 263

62 Propiedad

logy, x
logy, @’
esto indica como pasar un logaritmo en bagseun logaritmo en bade

log,x =

es decir, log x = (log, x)(log,, a)

Demostraadn

Se parte de que:
b(loga x)(logy &) _ (blogtJ a) log, X _ (a)loga X_y

y tomando logaritmo en ba$ea los dos lados se tiene:

log,, b'°%2*10% 2 — (Jog, x)(log, a) =log, x; es decir

logy, x

log, x=
Ya log, a

como se dijo, esta propiedad permite cambiar de base en los logaritmos y en particular es importante
el cambio de cualquier base a la bagries, por ejemplo en las calculadoras manudksfigguran In
y log y no logaritmos en otras bases, por tanto para calculgkleg debe considerar:

log, x = In x o0 lo x—loﬂ
%X~ Ina %X = log a
Ejemplo
log;p x  log x
1.1 = = —
092X~ j5g,,2  log 2
log. x Inx
2. 1 == —
%% X~ 55,3 In3
log,; 7 1
3. logs 7= =
0% log; 5 log; 5
72 Propiedad
log, x=1og,y & x=y, x>0,y>0
Demostraddn

A partir de la propiedad de la furém exponencial.

Ejemplo

1. los x=1logs 5 = x=5
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2. Six=7 = log, x=log, 7

9.2.2. Ecuaciones con logaritmos

1. Hallarx tal que Z = 5%
Tomando logaritmo natural en ambos lados de la ebues® tiene:

In 2¢=In 5%

=xIln2=xIn5
=X(In5-In2)=0
=xIn(5/2) =0
=x=0

2. Hallarx tal que 3 = 27
Tomando logaritmo en base 3 en ambos lados de la énuaeitiene:

logz 3*=log; 27
= x=log; 3*
=Xx=3

3. Hallarxtal que log(x— 15) +log x =2
En primer lugax > 0y x— 15> 0, es decirx > 15 (¢ Por g&?)
log (x—15) +log x=2
log (x—15)x=2
(x—15)x=10? entonces
x> —15x—100=0 entonces
(x—20)(x+5) =0, portanto
x=20 0 x=-5

Volviendo al inicio se tiene que los valores xldeben ser mayores que 15 y en este caso solo
20 satisface esta condiei y entonces 20 es la solaaidel problema

4. Hallarx tal que log x+1log; , X+10g, X+10g 5 X=15/2.
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Pasamos todos los logaritmos a basei2 as

log; /, X=10g, 1 Xx= —log, X
1
log 5 X=10gp2 X = 12 log, x=2 log, x

log, x=10g9,2 x=1/2 log, x de esta forma:
log, x—1log, x+(1/2) log, X+ 2 log, x=(5/2) log, x entonces
5/2 log, x=15/2
entonces logx=3 ya$ x=22=8

que es soluéin de la ecuaéin, ya que se encuentra en el interviowo) que es el dominio de
log, Xy satisface la ecuan.

5. Solucionar la ecuatn v/log x = log /X

es decir y/log x= % log x

logx>0 y x>0=x>1
elevando al cuadrado amb@srinos de la ecuatn se tiene:
1 5
log x:ZIog X entonces
1 5 1
Iogx—Zlog x= 0= (log x) 1—Zlogx =0
1
=logx=0 0 1—Zlogx:0
1
=>x=1 6 1:ZIogx<:>Iogx:4<:>x:1O4

ad quex = 1 6 x = 10* satisfacen la ecuam, pues los dos son mayores o iguales que 1 como
se exige al comienzo.

6. Solucionar la ecua@n log, 2 =3
pasando log?2 a base 2 se tiene:

o log, 2
~log, x  log, x
log, x=3 equivale

1 1
=3& = =log, Xx=x=2%/3
log,x -3 9%

log, entonces
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7. Solucionar la ecuan log,(logs(log, x)) =0

Si  log,(logs(log, X)) =0=
logs(log, X) = 1=

log, x=3

por tanto x = 23

EJERCICIOS

1. Escribir las siguientes igualdades en forma ldgaca:

a) 2°=32 b) 10°=1000

0 ()4 0 (-4

. Escribir las siguientes igualdades en forma exponencial:

a) log,64=06 b) log;81=4
c) log;125=3 d) log 0.01=-2

. Usando la definiéin de logaritmo, hallax tal que:

a) x=logs27 b) x=log,16
c) x=10g,0.125 d) logsx=0
e) logyx=2/3 f) loggx= -2
g) logx=-0.02

Para gé bases

a) log,36=2 b) log,36=1
c) log.27=3/2 d) logy2=0.5

. ¢,Cuales de los siguientes pares dameros es mayor?

a) logs32; log,5 b) logs14; log,18
c) logy,V3; log3v2  d) logs32; log,5

. Hallar el valor nurarico de:

a) logs(logs(log, 16))
b) log, v/16+ logg v/2 — 10g3(27+/3) — logs(v/5v/5)
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7. Resolver las ecuaciones siguientes:

a) 5=125

b) log,(x—5) =3
c) log(x—3)=3
d) In(x—3)=3

e) logx=2log 3+ 3log 5

f) log x=3log 2—2log 3+log 5

9) logy jp(x+1)—log p(x—3) =1

h) log,(x+4) =4

i) logslogglog,(x+5) = —1+1logs2

j) X°9% = 100x

K) log,(9*14+7) =24 10g, (31 +1)

) VXog VX = 10

m) log, x+log, X+ loggx+10g;6Xx = l0g, 8
n) loggx—9loggx = 4

i) x+log (1+2¥) = xlog 5+log 6

0) log v1+x+3log vI—x=log v1—x2+2
p) log-ix=2+log x !

1,2
5-logx 1+logx

Q)

9.3. ALGUNAS DESIGUALDADES

1. Sia>1, O0<x1<X2 < logyxs <logyxz
Demostraabn

Como 0< x1 < Xg, existen logx; y l0og, %o, y ad

X1 < Xp & Xq = a%%Xt < x, = gl0%*
= aIOanl < aIOQaXZ
& log, X1 < log, X2

pues para > 1, f(x)=a*es creciente.
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Ejemplos

a) 22 < 2*=log,2? < log,2* puesa=2>1

b) 3<27=log;3 < logz27 puesa=3>1

c) Six<22yx>0= log,x < log,8=log,x < 3
d) Siloggx<2=0<x<5?

e) Si3¥>7=1log33* >logz7 = x> logs7

f) Six>log,3=2*>3

g) Silog;x>4=x>24

h) Six> 3% = log;x > 6

2. Si0<a< 1, 0<x1 <X < log,xg > log,x2
Demostraddn:

Analoga a la demostram de 1.

Ejemplos
1 1 1 1
a) 652~ log, /5 (16) > log, s, <4> puesa=1/2<1

8 9 8 9
b) 100, /3 (27> > Iogz/gz—7 = 57 < 57 Puesa= 2/3<1

. 1 logy /ox 1 3 1 3
c) Silog px< 3= <2> > <2> = X> <2>

1\ 1\°
d) Six> <3> = log; ;3x <100y /3 <3) = 10gy ;3X <5

. 1\*
e) Silog 3x>4=0<x< <3>

2
f) Silog, p,x>2=0<x< (;)

Otros ejemplos

1. Solucionar log(2x—5) < 2
a=3>0; 2x—5> 0, es deciix > 3 para que log(2x— 5) tenga sentido.
logz(2x—5)<2 = 2x-5<3 = 2x<9+5=14 =x<7,
y comox debe ser mayor que 5/2 entonces el conjunto sofues(5/2,7).

2. Hallar el conjunto solubn de: log|2x—5| > 2, pueg 2x— 5| > 0 en esta desigualdagpuede
tomar cualquier valor read# 5/2, luego si
logg|2x—5|>2 = |2x-5|/>3? = |2x—5|>9 ylasolucon de esta desigualdad
es:
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|2x— 5| 5x—2 2x—5

logs|2x—5| > 2

|
|
|
|
|
| 5x—2>9 (I) 2x—5>9 (I
|

i. Six<5/2 = |2x—-5/=5-2x>9 & 5-9>2x & —4>2X
& X< -2
luego la soluddn en i) e —o, —2)N (—0,5/2] = (o, —2).

i. Six>5/2 = |2x—5|=2x-5>9 < 2x>14 & X>7
luego la soludin enii) e7,+0)N[5/2,4+0) = (7,+) ad la solucbn total e —oo, —2)U
(7,+00).

3. Hallar el conjunto soluén de log(x+ 6) < 2, comox+ 6 debe ser mayor que 0, entonces
X> —6.

a) Six>1

log,(x+6) < 2 (x+6) < X2
&xX—x—6>0
& (Xx—=3)(x+2)>0
& X € (—0,—2)U(3,4)
por tanto para este caso la soluties:
[(—oo’ _Z)U (37+°°)] N (1’+°°) N (_6a+°°) = (3’+°°)
b) Sio<x<1,

log, (x+6) < 2= (x+6) > *?
&x2—-x-6<0
< (x=3)(x+2<0
& xe(—-2,3)

y ad la solucbn para este caso €s:2,3)N(0,1)N (—6,+) = (0,1)
luego la soludin total es(3,+) U (0,1)

EJERCICIOS

1. Hallarxtal que:

a) V5 =1/125
b) 314+ 3¢=36
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c) 222 =(9)(2X) -2
d) 4V9%_(6)(2V9 %) +8<0

2. Halle el conjunto soludin de:

a) 52x+1 < 53x-2

1\ %1 1) 2x+3
= <=

2 (z) =(3)

c) 1072 =348

d) C-Tx+12 _ q

e) <3>3X7 _ <;>7X3

3. Cuales de las afirmaciones siguientes salidas:

a) Six>2=3>3?
1 1
b) Si 2 X< (2)?
) Six>2= (5 < (5)
c) Six<5= a‘< a’paraa>0

d) Six> —-2= a >a ?paratoda >0
e) Lafuncbn f(x) = 2* es inyectiva y par.

., 1 . ,
f) Lafuncion f(x) = > es creciente e impar.
g) Lafuncbn f(x) = 3* tiene recorridq0,+).

h) Sia*<a' = x<yparaa>0, x,yeR

4. Justificar que para los valoresag b asignados, las desigualdades dadas tienen las soluciones
gue aparecen en los cuadros:

b>0 b=0 b<0
a>b (a>1) (logyb,+) (—00,+00) (—c0, +)
a‘<b (a>1) (—oo,log,b) No hay soluddn No hay soluddn
a>b (0<a<1) (—o0,log,b) (—00,+00) (—00,+00)
a‘<b (0<a<1l) (log,b,+) No hay soluddn No hay soluddn
—00 < b < 00
log,x>b (a>1) (@, +)
log,x<b (a>1) (0,aP)
log,x>b (0<a<1) (0,a)
log,x<b (0<a<1) (aP, +oo)
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5. Resolver las siguientes desigualdades:

a) logzx>5

b) log,(x—5)< 3

x> —x—6)<0
x> —x—6)>0
e) log(x—2)<2

X2 —2x) > 1

i) log, » i_;’ <2

J) 1095(3x+2)—log,(1—2x) > 2

K) logs(1— vx+1) < 2

1) logy(]x—2[-1)>1
(

m
m) logy(x% —4x+3) > TanZ
6. ¢Cules de las desigualdades siguientes tienen las mismas soluciones?.

a) log;x> >0y 2log;x >0

b) logsx?> >0y 2log;|x| >0

c) logx? >0y 2log(—x) >0

d) log,(x+7)+logy,(x—8) > 0y log,(x+7)(x—8) >0
e) log 5(x—1)(x+1)>0yx>0y(Xx—1)(x+1)>0
f) log x> >0y logx+log x>0

9) logy;(x=1)(x+1) <0y (x-1)(x+1)>0

h) logx* >0y 4logx >0

9.4. FUNCIONES HIPERBOLICAS

A partir de la funobn exponencial se construyen unas funciones que tienen un comportamiento muy
similar al de las funciones trigondatricas; son las llamad#&ainciones Hiperblicas, definidas de la
forma:

Seno hiperblico de x:
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Observe que: (ejercicio)

Su dominio eg—, +) y su recorrido eg—o, +).
Es una fundn inyectiva.
Es una fundn impar.

Coseno hiperblico de x:
ef+e*

Cosh x=

Observe que: (ejercicio)

Su dominio eg—o, +) y su recorrido e§l,+).
No es una fundn inyectiva.
Es una fundn par.

Tangente hiperblica de x:
Tanh x— Senhx e —e™*
~ Coshx e+ex

Observe que: (ejercicio)

Su dominio e§—o, +0) y su recorrido e$—1,1).
Es una fundn inyectiva.
Es una fundn impar.
De la misma forma se pueden definir:

Cotangente hiperica de x:

h x
Cothx= (;Zf]h )
Secante hipeidica de x:
Sech x= Coshx
Cosecante hipeddica de x:
Cschx= Senh x

El nombre de hipertlicas se origina en el hecho de qué @smo las funciones trigonagtricas
Cos xy Sen xse definen como las coordenadas de los puntos sobre una circunferencia unitaria, las
funcionesCosh xy Senh xcorresponden a las coordenadas de los pu@tgK (figura 9.4.) de la
hipérbolax? — y? = 1, siendoCosh xla abscisa ySenh Xa ordenada ¥ es elarea del sectoDCK.
(Parte sombreada de la figura 9.4.).



9.4. FUNCIONES HIPERBLICAS 273

(Cosh(x), Senh(x))

FIGURAN°® 9.4

De las definiciones de las funciones higditas y haciendo una tabuléci se obtienen las corre-
spondientes @ficas deSenh xCosh xTanh x las cuales aparecen en la figura 9.5. Aéderaparecen
sus correspondientes inversas, obtenidas d@ssgda haber restringido su dominio para el caso del
Cosh xque no es inyectiva. (Figura 9.6).

y = Senh x

FIGURA N° 9.5 (a) FIGURA N° 9.6 (a)
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y
y y=Cosh1x
{ X
1 y =Cosh x 1
AN
X AN
D¢ = (—0,+0) Ry =[1,+) y
FIGURA N° 9.5 (b) FIGURA N° 9.6 (b)
y
=Tanh x ! !
Y | y=Tanh }x
1 | |
| |
| |
| |
1 1 X | |
| | X
| 0 |
| |
| |
1 | |
| |
| |
D¢ = (—00,—|—00) Rf = (—1,1) ! !
FIGURA N° 9.5 (c) FIGURA N° 9.6 (c)

Asi como en las funciones trigondamicas se considera una identidad fundamental
Serf x+Cog x = 1 y a partir de ella se deducen otras, en las funciones fipeals sucede una
situacbn araloga y la identidad fundamental dags:

Cosif x—Senl x=1

En efecto:

2 2
4 2teF_ePq2-e > 4

=-=1
4 4

De manera similar se pueden demostrar las siguientes identidades:

2 N\ 2
Cosﬁx—Senﬁx:(eXJre ) _(e?‘—e )

1. 1—Tank x= SecB x
2. Cothl? x—1=CscH x
3. Cosh x+ Senh x= €f
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4. Cosh x- Senh x=e*

5. Senh(—x) = —Senh x

6. Cosh(—x) = Cosh x

7. Senh(xt+y) = Senh xCosh ¥ Senh yCosh x

8. Cosh(x+y) =Cosh xCosh ¥ Senh y Senh x

_ TanhxtTanhy
~ 1+TanhxTanhy

9. Tanh(xty)

10. Senh2x= 2Senh xCosh x

11. Cosh2x = CosH x+ SenR x
_ Cosh2x—1
- 2

Cosh2x+1
2

12. Senf x

13. Coslt x =

14. Senh % Senh y= 2Senh

15. Senh x- Senh y= 2Cosh

7 N
X
+
<

~ —
O
o
wn
0

VR
x

N
<

16. Cosh x+Cosh y=2Cosh

R R
+ N
<
N—
b3
|
<

~

17. Cosh x— Cosh y=2Senh

18. Senh xSenhy ;{Cosh(Xer) —Cosh(x—y)}

20. Senh xCosh ¥ ;{Senh(ery) +Senh(x—y)}

19. Cosh xCosh y= ;{Cosh(m—y) +Cosh(x—y)

9.5. FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS
Como se sabe la furtmi f (x) = Senh »xes inyectiva por tanto tiene inversa, la cual se nota por

f~1(x) = Senh x
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Esta funodbn se puede representar mediante logaritmos de la forma siguiente:

y=Senh!x equivale

_eY
x:Senhy:ey ©
=2x=¢&'—¢e¥
ey—1
2x =
= 2X 5

=Y _2x¢-1=0

(Observe que esta ecuanise puede tratar como una cuadra donde la variablee®® y —2x es
un coeficiente deY) visto as:

ey:

=& =x+VxX2+1 (pues V¥2+1>x y €& >0)
=y=In(x+Vx2+1)

2X+ VA + 4
2EVIEEE o et

y ag:
Senlx=In(x+vx241)
En forma similar se pueden definir las inversas para lasaddomciones hipeddicas, teniendo

cuidado en la restricoh de sus dominios. Adeis todas se pueden representar mediante expresiones
logaitmicas, as

Coshlx=In(x+vx2-1) si x>1

1 1+x .
Tanh‘lx:éln <1i—x> si |x]<1
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LIMITES Y CONTINUIDAD

10.1. CONCEPTOS INTUITIVOS DE LIiMITES Y CONTINUIDAD

Suponga que se tiene una fubity = f (x) de reales en reales con domiflo Seaa € R; saber
cual es el comportamiento de la fubai ena es muy sencillo, simplemente calculeenay observe
que solamente pueden suceder dos cosas: o existengrarealf (a), o seaa € D¢ 0 no existef (a),
lo cual indica quea ¢ D¢. Pero saber @l es el comportamiento de la fubai muy cerca de sin
referirnos a un punto espiico y sin referirnos a, es un problema bastante delicado pero de gran im-
portancia, ya que conociendo este comportamiento se tiene una amplia inforiseatmie la gafica de
la funcion cerca da, informacdn que no se puede tener si solamente se conoce l@fueciel punto.

Inicialmente se presentar diversas situaciones en las cuales se mastagrartir de las @ficas de
unas funciones, dusucede con las iagenes de una variabtea medida que esta variable se acerca a
un punto fijoa, sin llegar a sea, pero acer@ndosele tanto como se quiera.

Ejemplo 1

Considere la funéin f (x) = x? (figuras 10.1) y tome = 2.

Conocer el comportamiento de la fudgienx = 2, es simplemente calcul&r(2), que en este caso
esf (2) =22 = 46 sea 2¢c Dy.

Pero para conocer el comportamiento de la fonauando la variablg se esh acercando a 2, es
preciso apreciar que:

277
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FIGURA N° 10.1

1. Enlafigura 10.1 (a), a medida gquse acerca a 2 por su derecha, susgenes se van acercando
a 4, lo que se suele expresar diciendo, quénaté def (x) cuandox tiende a 2 por la derecha
es 4y se nota por :ir‘g+ f(x)=4

X—

2. En forma aaloga de la figura 10.1 (g medida que se acerca a 2 por su izquierda, sus
imagenes se van acercando a 4, en este caso se dice guiestef (x) cuandox tiende a 2
por su izquierda es 4 y se nota por’lryl f(x) =4

X—27

Observe que en este caso lafgga de la fundn no presenta nirign agujero, ni interrupoin enx = 2

(lo que significa que la funéh es continua er = 2) y tambin que la fund@n tiende al mismo valor
cuandox se acerca a 2 tanto por la derecha como por la izquierda yagque ese valor cam de
esos imites laterales coincide con el valor flen 2,f(2). Estas situaciones no siempre se presentan
en la gafica de una funéin, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2

Xx+3 si x<1
Seaf (X):{ 2-x si x>1
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/ TN

FIGURA N° 10.2

De la figura 10.2 (a), se tiene que cuandee acerca a 1 por la derech@x) se acerca a 1, lo cual
se nota por, '|hl1+ f(xX) = 1, pero cuandx se acerca a 1 por la izquierda (figura 10.2 (b)x) se
X—

acerca a 4, que se nota comc’nr? [f(x) =4
X—1-
Esto muestra que no necesariamenteitoiés lateralesiin f(x),y lim f(x) deben seriguales.
X—a X—a~

Aqui a diferencia del ejemplo 1, la @fica si presenta una interrupnien el puntox = 1 (lo que
significa que la fundin es discontinua exn = 1). Esta caractégstica de la gafica esh determinada
por el comportamiento de la furri cerca dex = 1, tanto a derecha como a izquierda y no por el
comportamiento de la funn enx = 1, pues si solamente tenemos en cuenta este aspe@tuco
que podramos afirmar es que(1) = 4y por tantax = 1 € Dy.

En los ejemplos anteriores el punte- a, era un punto en el dominio de la fuani hecho que no es
necesario para conocer el comportamiento de la fimcerca de, como se ilustra en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 3

x2 —4
X—2

Seaf (x) =

Observe quef (2) no existe, ya que al calculdr(2) habiia que dividir por cero, lo cual no es
posible en los meros reales, o sea® D¢, lo que significa que para la abscisa= 2, no existe
punto en la gafica de la fundn. Ahora en el caso en que se& 2 se puede dividir entre — 2,
puesto que — 2 no es cero, por tanto:

X2 -4  (x—2)(x+2)
X—2 X—2 =X+2
2

oseaque la@ficade lafundnf (x) = Xx —
2 _

cuanda es diferente de 2, es la mismayle: x + 2,

4 .
es la de esta recta= x + 2, con un agujero en = 2

por consiguiente la @fica def (x) = N
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(Figura 10.3).

FIGURA N° 10.3

2
: . T 4 ,
De la figura 10.3 (a), se puede apreciar qungl x = 4 yde lafigura 10.3 (b) que
x—2t X —

Aqui en nindin momento se tuvo en cuenta que la féncho estaba definida en= 2, pero es
preciso aclarar que en los dos ejemplos anteriores, cuando se hizo referencianitdgs tampoco
influyd en nada el que la furim estuviera definida em lo que significa que en eafculo de imites,
cuandox tiende aa, no incide el hecho de quepertenezca o no al dominio de la fuboj pero si
influye parcialmente para afirmar si laadjica es continua o no en ese punto, pues observe qia@qu
lo es, ya que se presenta un agujero.

Cuando se dice que el hecho de que Dy, influye parcialmente para afirmar si la fubiies
continua erm, se trata de decir que para glisea continua ea es necesario que € D¢ como se
ilustro en este ejemplo, pero no es suficiente, como se ilastraontinuadin.

Ejemplo
XX—4
Seaf (x) = X_2 st x#2
7 si x=2

La diferencia de esta furfmi, con la del ejemplo anterior radica en queiaguha definido en una
forma especial la funbn enx = 2 (f (2) =7) o sea que Z Dy, su géfica es muy similar a la
anterior excepto que el punto (2,7) pertenece aadfica de la fundin (figura 10.4).
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FIGURA N° 10.4

En este caso’lrg f (x) = 4 (Figura 10.4 (a)) y ify f (x) = 4 (Figura 10.4 (b)), adeas existe
X— 2+ X—2~

f (2), pero la gafica de la fundn no es continua, pues presenta una intertupenx = 2, observe
que aqillos limites laterales son iguales pero su valor no coincidef¢an.

Del segundo ejemplo se puede observar que siitoigels por la derecha y por la izquierda en un
puntoa son diferentes, la fungh no puede ser continua en este punto y del tercer ejemplo, que si la
funcion no esa definida erx = atampoco puede ser continuaxes- a.

En el presente ejemplo losites laterales ea son iguales, la fundn esé definida era = 2
(f (&) =7);y f no es continua ea. Pero si se observa ladica de esta funén, se ve que si en
lugar del punto (2,7) en ella se hubiera tenido el pytat) = (2, f (2)), éste rellenda el agujero
gue aparece en lagfica y la funcbn sefa continua, es decir, que adicionalmente a las dos condi-
ciones dadas anteriormente se defi@dir una tercera para garantizar la continuidad de la &unen
el punto: Losimites laterales deben coincidir con el valor de la fonan el punto.

Cuando se dice que urumero A tiende a unimero B, lo que realmente se @&sdfirmando, es
gue A se es “pegando” a B, es decir, que la distancia entre A y B éshdiendo a cero o sea, se
esh acercando a cero, y como la distancia entre dos numeros feglBss|A — B|, entonces este
hecho se nota por la exprési|A — B| — 0.

Con esta notabn, y teniendo en cuenta las ideas intuitivas que se trabajaron en los ejemplos an-
teriores, se dan las siguientes definiciones que no son completamente rigurosas, pero que permiten
trabajar estos conceptos adecuadamente.
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10.2. DEFINICIONES DE LIMITES Y CONTINUIDAD

1. Se dice que elinite de una fundin f (x) cuandax tiende aa por la derecha es urimero real
L, y se nota por
lim f (x) =L

X—at
siy Plo si f est definida en un intervalo de la fornfa, a + d), cond > 0, y
|f (X) —L| — O cuanddx —a|] — 0 parax > a.

2. Sedice que elite de una fundn f (x) cuandax tiende a“a” por la izquierda es unimero
reall, y se nota por
lim f (x) =L
X—a~
siy slo si f (x) est definida en un intervalo de la fornfa— 8,a), cond > 0y
|f (x) —L| — Ocuandgx —a|] — O parax < a.
3. Se dice que elmite de una fundn f cuandox tiende “a”, es un rumero real , y se nota por

limf(x) = L

X—a
siy lo si f est definida en un conjunto de la for@a— &,a) U (a,a+ &) para algn o
mayor que 0y f (x) — L| — O cuanddx —a| — O.

Esta definidbn de Imite equivale a afirmar que existe’laml+ f(x)y lim f (x)yque aderas
X—a X—a~

lim f(x) = lim f (x)

x—at X—a~

4. Una funcon f (x) se dice que es continua &n= a si y slo si satisface las siguientes condi-
ciones:

a) a € D (existef (a)).
b) Existexi_rglf (x)
C) )!Ln;f (x) = f(a)

Ejemplo 1

Demostrar que

. x=2]

lim —— =1
iy X -2 ’

es equivalente a demostrar gue(x) — L| — 0 cuanddx —a| — O,

x—2|
-1
X—2

es decir, — 0si|x— 2| — 0conx > 2.

Para ello observe que:

IX—2| — (x—2)
X—2

X — 2]
2 =1 _ 1| =
X—2

F(9 —L| =
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ahora puesto que > 2 entonce$x — 2| = x — 2 por lo tanto

0

09 - 1| = | BB

X—2

X—2—-x+2 0
X—2 o x=2|

para cualquiek # 2. Observe este resultado con lafiga de la fundén.

Ejemplo 2

Demostrar que

lim /x=+va si a>0,

x—at

es equivalente a demostrar quéx — v/a| — 0 cuanddx —a| — 0 conx > a.

Para ello:

(/A= vA) (VR+ V)
A e . S

—a

_‘ﬁ+ﬁ

X—a
= | | — 0 cuando x — a.

- VX+va

Pues cuandg — a

[x—al =0 y Vx+va—+va+va#0,

observe este resultado con lafica de la fund@n.

Ejemplo 3

Demostrar que

lim V1—x =3

X——2~

es equivalente a demostrar qligl — x — v/3| — 0
cuandax — —27.
Para ello:

(V1I—x—v3) (V1—x+V3)
VI—x++/3
|1—x— 3]

T VI-x+43
| —x— 2|

T VI-x+3

Pues cuandg — — 2~

|-x—2| - 0y +1I-x++/3 tiendea/3+ 3 =2/3#0,

observe este resultado en lafica de la fundin.

ﬁ—pvq{

— 0 cuandx — —27,
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Ejemplo 4
Demostrar que
lim X -4
x—2 X—2

2
. Xs—4
es equivalente a demostrar %ue— - 4‘ — 0 cuanddx — 2| — O.

X—2
Para ello:
x2 -4 (x—2) (x+2)
_4| = —4
X—2 ‘ X—2 ’
= |X+2—4|

=|x—2| - 0 cuando x — 2.

observe que en el desarrollo de este ejemplo no hubo necesidad de distinguir lose&s@amite
por la derecha) x < 2 (limite por la izquierda), luego agse esta haciendo referencia esim2 f(x)
X—

gue incluye los 2 casos.

Ejemplo 5

2

. : 3 X .
En el ejemplo anterior se moétque Irr12 > = 4, pero observe que agy = 2, no pertenece
X—

al dominio de la fun@n, es decir no existé (2), por tanto la fun@n no puede ser continua gr= 2,
ya que no satisface la primera con@itide continuidad en este punto. Observe este resultado con la
grafica de la fundin.

Ejemplo 6
XX—4
Seaf (X) =¢ x—2 St x#2
8 si x=2

En forma similar al ejemplo anterior, se muestra q’mgﬂ (x) = 4, pero aqux = 2 si pertenece
X—
al dominio de la fundn f (x), puesf (2) = 8, pero comof (2) es diferente al valor deﬁr‘nzf (X)
X—
entonces no se satisface la tercera coddidie continuidad, por tantbno es continua er = 2.

Ejemplo 7
. . , |x — 2| i
En el primer ejemplo se demostque Irg+ 5 1, en forma aaloga se puede demostrar
X— -
X—2 . . .
que ir? ‘x2| = —1. Puesto que los dosmites laterales son diferentes entonces no existe
X—2Z™ -
. Ix=2 . L. o L
I|m2 ’x 5 por tanto no satisface la segunda corthicde continuidad; luego esta fuanino es
X— -

continua erx = 2. Observe este resultado con lafiga de la fundin.
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Ejemplo 8
Observe que'lltr12x2 existe y esigual a 4, pues
X—
[ (x) — 4] = |x* — 4]
= [(x+2) x=2)|

= |x+2||x—2] - 0 cuando |x—2| — O,
puegx+2| — 4y [x—2| — 0 cuando x — 2.

Ademasf (2) = 22 = 4, existe, y su valor coincide con el valor dighlte, por tantof (x) = x2 es
continua erx = 2.
Definicion

Una funcbny = f (x) es continua en un intervalo abierto lfasi y solo si f es continua en cada
punto del intervalo.
Ejemplo 9

La funcion f (x) = x? es continua en cualquier intervalo abiertod)g,pues en forma aoga al
ejemplo anterior se puede demostrar g’lmgﬂ (x) = f (a) paracada € (c, d).
Definicion

Una funcbn f (x) se dice continua en un intervalo cerrddo b] si 'y lo si:

1. f es continua en el intervalo abierto (g.y

2. imf(x)="f(@) y limfx =f(b)

x—at x—b~

Ejemplo 10
La funcibn f (X) = /X es continua en el intervalo cerraflb, 5], como se puede deducir de los
ejercicios vistos anteriormente.
Ejemplo 11
X si 0<x<5
x) _{ 2 si x=0

Es evidente quées continua efO, 5), adenas Ing f (x) = f (5), pero
X—o~

I’wg+ f(x) =0 # f(0) =2luegof no es continua en el intervalo cerraldn 5].
X—
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EJERCICIOS

I. Trazar las gaficas de las funciones siguientes y apoyado en ellas hallaniited indicados.

h = fmfeo. Jim f00. lim f 00

2. f(x) 1+x; )!Lmlf() XI_|>n;+f() Xﬁrgff(x)
X six>5 | . .

s r0={35325 0 Jmre. Jmre, lmew
3—X . .

SRt RN KR
2 _

5.f(x):H; limf (),  limf(x)

- X+2 six<5 .

6'f(x)_{—erlo Six>5" X'L”Z;f” imf() lmf(x)
2 _ 9y _

71 = 2 fmf (. limf(x)

[I. Determinar si las funciones dadas en el numeral | son continuas oéonntervalo cerrado
donde cada una de ellas sea continua.

lll. Defina continuidad de una funfm en los intervaloga, b) , (a, b], (—, + )y dé ejemplos.

IV. Determinar si las funciones siguientes son continuas en el intervalo dado.

x> -8
1. f(x) = — i en [—2,2]
2. f(x):\/ﬁ en [—-5,4)
3. f(x) =x?>+x en [2,10)
4. f (x) = [x— 1] (parte entera) ep—5,6)
5. f(x)=vx—4 en [4,+w)

6. f(x) =x* en (—o, o)
V. Hallar los valores deny ntal que la funddbn dada sea continua

mx Si XxX>4
l'f(x):{xz si x<4
mx si x<3
n si x=3
—2X+9 si x>3
mx-+ 1 si x<3

3'f(x):{Z—mx si x> 3
-1 si x<0

mx+n si O0<x<1
1 si x>1

4. f(x) =
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10.3. LIMITES INFINITOS Y LIMITES AL INFINITO

Siguiendo el mismo esquema utilizado para introducir los conceptdsnited y continuidad, se
estudiaan intuitivamente a trés de unos ejemplos los casos en los cuales cuasdacerca a un
namero reak por la derecha o izquierdd, (x) se aleja hacia arribgf (x) — + ) o se aleja hacia
abajo(f (X) — —o)ytambén se estudiaren forma intuitiva el comportamiento de la fubreif (x)
cuando en lugar de acercarsa un rumero reah, se aleja sobre el ejehacia la derech& — + )

0 se aleja sobre el mismo eje hacia la izquigpda> — ).

Ejemplo

Seaf () = { x_1 si x<1

2—X si x>1

T ———x
_H/
<

FIGURA N° 10.5

En su gafica (Figura 10.5) se puede apreciar que a medidaxcueeacerca a 1 por la izquierda
(x — 17), sus imagenes se van alejando cada veéxsrhacia abajo sin ninguna cota, lo que se repre-
senta con la expres:

lim f (x) = —
i (09 =~

En forma adloga, de la difica de la fundin
1 .
f(x) = “X_1 si x<1
2—X si x>1
(figura 10.6) se puede visualizar el sentido de la expresi

lim f (x) = 4o

X—1-
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FIGURA N° 10.6

De la misma forma se puede ilustrar el significado de:

a) Iimf(xX)=+ow b) lim f(x) = —o

x—at x—at

c) limf(x)=+w  d) limf(x)=—c

X—a X—a

con las géficas de
1
X
1

%2

x

Ejemplo

: 1. . . .
De la géficadef (x) = X (figura 10.7) se puede apreciar que a medidaxgashace ras grande, su

imagen estad cada vez s pbxima a cero, confunéndose con cero cuanddiende a nas infinito,
esta situadin se describe afirmando que iehite def (x) cuandox tiende a ras infinito es cero y se
nota por:

lim f(x) =0

X— 400
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FIGURA N° 10.7

En forma ad@loga en la misma figura 10.7 se puede apreciar que a medida spialeja hacia
la izquierda, su imagen eséacada vez rs cerca de 0, confuriidose con cero cuanddiende a
menos infinito, hecho que se ndigror:

lim f(x) =0

X— — 00

Ejemplo
De la géfica def (x) = 2x(figura 10.8)

f(x) =2x

FIGURA N° 10.8

se puede deducir que lasagenes dd (x) pueden estar tan arriba como se quiera tomanglo a
suficientemente grande, situagique se suele describir afirmando quéralte cuando tiende a nas
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infinito de f (x) es nas infinito y se nota por

lim f (X) = 4o

X— 400
Analogamente en este ejemplo se puede apreciar qugeside a— o (a la izquierda)f (x) tiende
a — o (abajo).

A partir de los conceptos intuitivos que se han desarrollado en estasseadilefinian los mismos
en forma rigurosa. Se espera que el lector interprete estas definicionassadiehwoncepto adquirido.

Definicion

lim f (X) = 4 equivale a decir que para cualquidr > 0 dado, existe ud > O tal que si

x—at

a< x < a+ oentonced (x) > M.
Ejemplo

Seaf (x) = )—1( (figura 10.9)

FIGURA N° 10.9

Demostrar que

o1
im = = +o
x—0t X

equivale a verificar que dadd > 0, existe und > 0 tal que si

1
0 < x< & entonces X > M.

Para hallar esté, observe que
1/x>M = 1/M > x puesx>0 y M>0 yas 5 = 1/M.
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Asisi 0<x<d=1/M = x < 1/M = 1/x> M esdecir, f(x)> M.

Definicion

lim f (X) = — oo, equivale a decir, que para cualquiémmero M > 0 dado, exist® > 0 tal que
X—a~

sia — 0 < x < aentonced (X) < —M

Ejemplo

1 .
Seaf (x) = <13 (figura 10.10)

y
1
f(X) = ——
) X+ 3
\
X
-3
FIGURA N° 10.10
Demostrar que
lim = — 00
x—»—-3-X+3 ’

equivale a verificar que dado M 0, existed > 0, tal que si—3 — & < X < — 3 entonces
< —M.

X+3
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1
Para hallar esté (que depende d¥l), observe que sm < —M entonces

1 M M+1
M+-—2<0 = Mx+3M+1 <0 =
X+ 3 X+ 3
Mx+3M+1>0 (Pues comax < —3 entoncesx + 3 < 0)
—1-3M 1
Mx > —1—3M X> ——— =—— -3
> = > M M
1 1
—-a- 5 (5= w)
Asi,si —3—-56=-3 1
' B M
_-3M-1 . —3M-1 N
M M

—-3M—-1<Mx = M(x+3)>-1

. 1 o1
ycomo x< —3, esdecirx+3<0 = M<——— esdecir — < —M.
X+3 X+3

En forma adloga se definen, y se pueden ilustrar con ejemplos similares los conceptos siguientes:

a) lim f(x) = -
x—at

b) lim f(x) = +o

X—a~

En todos los cuatro casos anteriores, la fandi (x) en las cerca@as dea se aleja hacia arriba o
hacia abajo peandose a la recta= a. En cualquier situadhn deéstas, se dice que la recta= a es
unaasintota verticalde f (x).

Definicion

x”T f (X) = a equivale a decir, que dado > 0 existe un N> O tal que six > N entonces

| f (X) —a| < g, es decir, sx > N entonces la distancia entfe(x) y a es menor que elinmero
€ > 0 dado.

Ejemplo

o1 : - .
Demostrar que "T 2 0 equivale a verificar que para gr> 0 dado, existe un N> O tal que

six > Nentonceg1/x? — 0| < .
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Para hallar este N (que dependesg®bserve que:

1/x* -0<¢e & 1/ <¢
& 1/e < X2
& 1/Ve < |X|
& x>1//e =N =N (Pues|x| =x porqe?).

Asi,six>N = x> 1/\/e = 1/x* <& = |1/x*-0| < &.
Analogamente se puede definir e ilustrar el concepto de:
Xﬂrpwf (x) =a

En los dos casos anteriores la fuitif (x) se aleja hacia la derecha o izquierdagedpse a la recta
y = a. Si adicionalmente a esto se tiene que a partir de un pyn@curva no corta a la recta, se dice
que la rectyy = a es unaasintota horizontalde la géfica de la fundn f (x).

Ejemplo

. . 2x
La rectay = 2 es una dstota horizontal dd (x) = ] (figura 10.11)

FIGURA N° 10.11

Definicion
lim f (x) = +o equivale a decir, que para cualquier M0, existe N> 0, tal que six > N,

X— + 00
entonces (x) > M.
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Ejemplo
Demostrar que inr x%2 + 1 = +oo, equivale a verificar que dado M 0 cualquiera, existe N> 0

tal que six > N entoncex? + 1 > M.
Para hallar este N (que depende de M), observe que:

X¥+1>M & xX°>M-1 & x?>M-1 < [x|>/M-1) & x>/ (M—-1)=N (Puesx>0)

Asi,mirando el proceso en el sentido inverso se tiene gue>sN entonces? + 1 > M.
En forma similar se pueden definir e ilustrar los conceptos:

a) XﬂTmf (X) = —o

b) lim f(x) = +oo

X— — 00

con las géficas de las funciones
a) f(x)=2x?
b) f(x) =x*+8

c) f(x) = —x? respectivamente

EJERCICIOS

1. Analizando las dificas de las funciones dadas, hallar lostes que se indican:

a) f(x) =Senx XLierf (X); XL’lrpmf (X); Jlnnf (X)

b) f (x) =Inx; XLiTmf (X); xﬁnolf (X) ; imf (X)

o) f(x) = Jim fo0; fim feg; limf (0

d) f(x)= lim f (x); lim f (x); [im f (x)
X— +00 X— —0c0 X—3

&) f(x) = @ o Jmf0r lim f9;  Jimf(

2. En cada literal bosqueje lagfica de una funéin que satisfaga todas las condiciones dadas.

a) Im f(x)=2;

X— — 00

b) Iim f (x)=+oo;

X— 400

lim f (x) = —oo;
C) XLFQ+ (X) <
d) limf (X) = +o;

x—3

LACE
im0 =
i 9=
i, )

— 00

— 00"

+ 0]

g 109 =3

I|m f (X) = +o0;

X—0

: lim f(x)=4;

X— 400

lim f (x) = 2;

X—5

lim f (x) = —

X—2~

lim f (X) = —o

X—0~

lim f (x) = 10

X— — 00

limf (x) = 6

x—4
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3. Demostrar
a) i = +o; b) lim = — c) lim (-3) = -
) x—1tX—1 e )X—>1’X—1 * )X—>0+( X2) ®
. . 1 ) . 1
L L B R N S
) IiT X2 = +oo; h) Iim x3+2=—o; i) Iim —x?4+6=—o
— X— — 00 X— —o00
j) lim X6 = +oo; k) lim —3x+5=+o
4. a) ¢Cuantas amtotas horizontales puede tener una fon@i ; Cantas verticales?
b) Si y "T f (X) = —o ¢ Clantas amtotas horizontales puede terfefx)? ¢ Cé@ntas verti-

cales?

c) SiX Iirr f(X) =4y lim f(x) =+ ¢(Clulantas astotas horizontales puede tener

X— —

f (x)?

d) SiDf = Ry f (x) es continua¢s@ntas amtotas horizontales y é@ntas verticales puede

tenerf (x)?.

e) SiD¢ = (3,20)y f es continua ¢ @ntas amtotas horizontales y éntas verticales puede

tenerf (x)?

5. Enlas gaficas que aparecen a contindacidetermine datotas horizontales y verticales y anali-

ce su continuidad. y y
y=2

y=x*

X

X

y=x

FIGURA N° 10.12

6. Halle antotas horizontales y verticales y bosqueje kfiga si:

N, N 2
V=T DI = gy

X (x—2) (x—1)
DI =Ten VTS ey
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10.4. PROPIEDADES Y CALCULO DE ALGUNOS L IMITES

El calculo de Imites de funciones utilizando las definiciones, presenta dos problemas, uno de ellos
es que se debe conoceiates el posible valor deirhite y no existe ningn método pactico que nos
indique cual es ese valor y el otro, qué s&s conozca ese valor, la demostbacile queeste es o0 no el
valor buscado utilizando la definém adecuada, es bastante engorroso.

Afortunadamente a partir de propiedades de lmstés que se desprenden de sus definiciones se
pueden calcular estos en formasmo menos sencilla utitmdolas adecuadamente.
Se presentan estas propiedades junto con ejemplos que ilustran su utilidad.

Propiedad 1

El limite de una fundn f (x) en un punto, cuando existe, @sico.
Demostraddn

Supdngase que er = a el limite def (x) no eslnico, es decir, sumgase qu?'lﬁrtr‘]j1 f(x) =Ay
im f (X) = B. Se vead queA = B.

Como)(er(]j1 f (x) = Aentoncesf (x) — A| — Ocuanddx —a| — O.

Comoxiﬂrrgi f (x) = Bentoncesf (x) — B| — Ocuanddx —a| — O.

Ahora:]A—B| = |A—f(X)+f(xX)—B| < |A—-fX)|+ |f(X) —B]
=[f(xX)—Al+|f(X)—B] = 0+0=0 cuando |x—a| — O.
Asi, 0<|A-—B| — 0.Perocomdy Bson mimeros fijos entonces — B = 0 por tantoA = B.

Propiedad 2

La funcibn constantd (x) = k es continua.
En efecto:
lim f(x) = f (a), yaque [f ()~ f(a) = [k—k| =0,

lo que implica que | f (x) — f (a)] — O cuando |[x—a| — O.

Propiedad 3
La funcion identica es continua.
Es decirxlrr;1 x=a,puedf(x)—f(a) =|x—al — 0
ya que comx — aentoncesx —a| — 0

Propiedad 4

Si la expresdn lim, donde aparezca en esta propiedad, representa una sola de las siguientes situa-
ciones:
lim , lim | lim, lim , Iim
X—a

x—at X—a~ X— 400 X——0

Entonces
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Silimf(x) =A y limg(x) = BconAy B nimeros reales
a)limf(xx) £g(x) =Ilmf(x) £limg(x) = A+B

b) lim (f (x) .g(x)) = lim f (x) .limg(x) = A.B

c) lim (f (x)/g(x)) = lim f (x)/limg(x) = A/B, si B=#0.
Demostraddn

Se demostra@ra) a manera de ilustraxi, las otras se hacen en formakga.

De las hipptesis se tiene que:

)!irrl1 f (x) = A, es decir|f (x) — A] — Ocuanddx—a| — 0y

)!irrl1 g (x) = B,esdecijg (x) — B| — Ocuandgx —a| — 0,

se vea que| f (x) + g(x) — (A+ B)| — Ocuanddx—a| — O.

En efecto] f (x) +9(x) — (A+B)| =

[(f(X) —A)+(@(x)—B)] < |f(x)—A|+]g(x) —B] = 0+0=0 cuando |[x—a| — O.

Propiedad 5

Si f (X) y g (x) son continuas en un pungentoncesf (x) + g (x); f (X).g (X) son continuas en
a,y sig(a) # 0 entonced (x)/g (x) es continua ea.

Demostraagdn

Se desprende inmediatamente de la propiedad anterior, y la dafidieicontinuidad.

Ejemplos

1. Comof (x) = kes continua eay g (x) = x es continua ea, entonces (x) = f (x) .g(x) =

kx es continua en, as que in;kx: ka
X—

2. Comof (x) = x es continua em, entonceg (X) = x? es continua em, y en forma aaloga
x3,x4,... x100  son continuas ea para cualquiea € R, a$ quexirrglx2 =a
limx® = a,... limx!00 = 1%
X—a X—a

3. En generalf (X) = ag + a1ax + ... + aXx", n € N es continua em para todoaenR, a$ por
ejemplosia=5:  lim(1+2x+ 22 +x3) =1+ 2(5) +2(5 +125= 11+ 50+ 125= 186

X—

4. Sip(X)y g (x) son polinomios:

L Ppx _ p@ . .
Iim —<% = ——<sig(a 0, entonces por ejemplo para=2 se tiene;:
M ax ~ q@ Y9@ 7 por ejemplo p

fim X2—x+4 22-2+4 6
x-2 Xx2+9 22+9 = 13
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5. Anteriormente se vio quxéni;1 VX = y/asia > 0, esto indica que la fun@n

v/X es continua en toda > 0.

Tambien se puede demostrar que en gengbaés continua en, para toda > 0 sines pary para
todoasines impar.

Propiedad 6

Si f (x) es continua emy g (x) es continua erf (a) entonceg (f (x)) es continua e es decir,
limg (f () = g (Jim () = g(f (a))

Ejemplos
1. I'|rn2 VX2 4 2x+3 = Iim2 (x24+2x+3) =V4+4+3 =11
X— X—
’ x2 4+ 3x+571° . x2+3x+5]° 231*
2. Im|———| = |lim ————| = |—=
x—3 X2 — 3 x—3 X2-3 6

3/4

3. lim (3x2+\/>?)3/4 = (lemz (3x2+\/>?)> — (124 v8)¥*

X—2

Propiedad 7

Con el mismo significado dado a lifn(x) en la propiedad 4:

Silmf(x)=L y limgx)=L y f(X) <h(x) <g(x) (Paratodoxcercade, oen nas
0 menos infinito segn sea el caso) entonces Iimtx) = L.

Este resultado conocido con el nombreT@®rema del emparedadse puede visualizar con la
ilustracbn siguiente, en la cual lim se interpréia:lomoxl_rg‘ (Figura 10.13).

y

—

FIGURA N° 10.13
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Ejemplo

lim
X— 400

SerfvxZ+1 0
X

En efecto: 1
Puestoque—1 < Serfv/x2+1 < 1, ycomo x> 0,; >0 entonces

1 < Serfvx2 +1 < 1

—= S Yycomo — 1/x y 1/x tiendenaO cuandox — + entonces

X ~ X

Serfv/x2 + 1 L

% tambin tiende a 0 cuandox — -+

Ejemplo
; 1
lim x?Sen- =0
X—0 X

En efecto

0 < |x?Senl/x — 0| = x?|Senl/x| < x? ycomo g(x) =0 y h(x) =x? tiendena0
cuando x — 0, entonces itraxZSerfL/x tambien tiende a 0 cuandox — 0.
X—

Ejemplo

Si lim |f (x)| = 0 entoncesim f (x) =0
X—a X—a
En efecto:
Sesabeque |f (x)| < f(x) < |f(x)],ycomo Xlrr; [f(x)| =0y )!’m;—|f(x)\ =0,se

concluye por el teorema del emparedado )gnae F(x)=0
(

Si se quiere calcular unnhite de la formaxih()j1 ;X) con f (X) y g (X) continuas, pero tal que

(X)

g (a) = 0, entonces no es posible calculariglite simplemente reemplazandadgor laa. En estos

casos se pueden presentar dos situaciones que requieren tratamientos diferentes: La primera, que se
trataé inmediatamente, es cuanflga) tambén es igual a 0, y la segunda, que se téatarsterior-

mente, es cuandb (a) es diferente de 0.

PRIMERA SITUACI ON

En la primera situaéin se procede inicialmente a realizar operaciones algebraicas correctamente,
hasta conseguir que el reemplazoxdpor a en el denominador no lo anule. Estas operaciones se
realizan siempre teniendo en cuenta gugé a.

Ejemplo

2 _
Hallar lim X 25
x—5 X—D5
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Si se reemplazapor 5, el numerador y denominador se anulaassin embargo:

x2—25 (x—5) (x+5)

= X+ 5, puesx # 5, luego

X—5 X—5
x2 —
lim = Iim x4+ 5= 10
Xx—5 X — Xx—5
Ejemplo
(x4 h)2—x2 .
Hallarhllrrg) — Observe que en este cases la que se comporta como variablbe gs
fijo.

(x+h)?—x>  x2+2xh+h?2—-x?  2xh+h?  h(2x+h)

Aqui = 2x+ h puesh # 0, luego

h N h N h h
2 _ 2
I (x+h)”—x lim 2x+ h = 2x entonces
h—0 h
2 2
lim (x+h)” —x = 2X
h—0 h
Ejemplo
Hallar lim 3+ \[
h—0
V3+h-v3 (V3+h-v3) (V3+h++v3)  3+h-3
h h (V3+h+V3) h (V3+h+V3)
= h = ! puesh # 0, entonces
h(vV3+h+v3) V3+h+V3 ’
\/3+ V3+h-v3 . 1 1
hﬂo T h-0 V3rh+v3 23
Ejemplo
JIx—3
HaIIarXILm7 27

xH3 -3 (xY3—3) (x2/3 4+ 3x1/% 1 9)
X—27  (x—27) (x23+3x/3 1+ 9)
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(para utilizar el resultada® — b® = (a—b)(a?+ ab+ b?) cona= x'/3y b= 3)

_(x—27) 1 B 1 o
= x_27) (75 + 305 1 9) = B39 puesx # 27, luego

lim ‘3&_3—nm ! = L —ilueo
e x—27 o X234y 3319 9+9+9 27 U
lim vx-3_1

x>27 X—27 27

Ejemplo

Hallar lim X* — 3x+ 2
x—1 X4 —4x+ 3

x3 —3x+2 (x—1)% (x+ 2) X+ 2
3 = 5 = = puesx # 1, luego
X* —4x+ 3 (X —1)% (x2 + 2x+ 3) X%+ 2x+ 3

”m%— imLz—g—}hJeo
X ax13 «ixZi2xi3 6 2 o9
. o x3-3x+2 1
lim —/———— ==
x—1 X% —4x+3 2
SEGUNDA SITUACION
., F(x
En el caso en que al calcul)grr! gEX; setengaqueg(a) =0, pero f(a)#0, con f(a)

real; la funcon f (x)/g(x) tiende ato 6a —o cuando x tiende aa, sedin quef (a) sea
positivo 0 negativo, y qug (x) tienda a 0 por valores positivos o negativos, de la forma siguiente:
Sif (a) > 0yg(x) — O por valores positivos, entoncégx) /g (x) — +
Sif (a) > 0yg(x) — 0 por valores negativos, entoncesx) /g (x) — — oo
Sif (a) < 0yg(x) — 0 por valores positivos, entoncégx) /g(x) — — oo
Sif (a) < 0yg(x) — O por valores negativos, entonce$x) /g (x) — +
Resultados alogos se tienen si se calculamites laterales.

Ejemplo

5x+ 3

Hallar lim ——
4 — x2

X—2
4-x>>0 siysolosi X*<4 oseasil|x <2, esdecirsixe(—2,2) y logicamente
4-x2 <0 si xe(—» —2)U(2,4+) por tanto six se acerca a 2 por la izquierda —4? > 0
es decir 4-x> — 0 por valores positivos y si se acerca a 2 por la derecha—4% < 0, o sea
4—x%? -0 por valores negativos. Adéra como 5x-3 — 13> 0 cuandox tiende a 2, entonces
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aplicando el resultado que se acaba de plantear se tiene

5X+3

= —0 lim
y X—2~ 4—X2

im SX+3 St
x—2+ 4 — X2 -

Ejemplo

Hallar fim X=Sy fim *=8
Xx—3t X—3yx—>3’ X—3
Comox — 8 — —5 < 0 cuando x — 3y razonando como en el ejemplo antesoer 3 — 0 por
valores positivos st — 31 y x — 3 — 0 por valores negativos %i— 3~ entonces
Xx—8 X—8

lim = —o lim
x—3+t X—3 y x—3- X—3

:+00

Ejemplo

3
. X°4+3x—8
Hallar lim ;2
x—=1  (x—1)
Comox® +3x—8 — —4 < Ocuandx — 1y (x — 1)2 — 0 por valores positivos cuando— 1,
bien sea por la derecha o por la izquierda, entonces

. x3+3x—8
lim 21220
x=1  (x—1)

Los resultados anteriores se utilizan taembén el @lculo de Imites cuandx — +o 6 X — —o en
funciones de la formd (x) /g (x), desp@s de realizar algunos cambios en esta famci

Ejemplo

x4 x2+3
Hallar Im ——Wb —-—
X— +00 X+ X
Dividiendo entrex*, que es el termino que tiene la mayor potencia a la que esta elgyvatia
numerador y denominador, la expi@sise convierte en:

1 3
1+*+*4
2

, 1 1 "
xﬂToo 1+ 2 + &= 1>0vy 2 + 3 0 por valores positivos, cuando— -+, pues

cuandox — +oo es positivo

Ejemplo

Hallar fim X2 41
e 282 1 xi2 1 2
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Si se divide numerador y denominador ent?& , que es elérmino que tiene la mayor potencia a
la que esta elevada se tiene:

1 1
lim X2 4 X2 4 1 = lim —1+}+W _ 1 luego
X—I>+oo 26/2 + x12 2 x—+w 1 2 2 g
2+ ot <52
X X
im X241 1
x—to 2x5/2 4 xU2 4 2 2
Ejemplo
Hallar fim x Vx4 X2 4 3
x—+o  7x3 4+ x3/2 4 x
Si se divide numerador y denominador entfese tiene:
1 1 3
X Vx4 4+ x¥2 43 B TEE T 0
= lim = = = 0 luego
x—4oo X3 + x3/2 + x xofe o 1 1 7
T T e
xVxt+xi2 +3
x—to X3 4 x32 4 x
Ejemplo
Hallar "T VX+4 — /X
VX4 4+ VX)
lim vVx+4—-yx= Ilim (\/x+4— x) (
X— 400 \[ X— 400 \[ (\/X+4+ \/;()

lim < ATX i 4 ~0
xotw /X f A4 X xote X+ A4 X
XIirp VX+4 - /x=0

pues luego/ (x + 4) + /X — + o cuandox — + o, ya que suma de funciones que tiendanaa,
tienden a+ « y suma de funciones que tiendan-a&, tienden a— co.

En el ejemplo anterior ocurre que &hite es de la form@+ o) — (+) y da cero, pero esto no
siempre ocurre, como se ilustiagen el siguiente ejemplo.

Ejemplo

x3 )
Hallar lim - X
x—+o \ X2 +1
Este Imite tambén es de la form&+ ) — (4 ) pero:

) 5 X3 —x2(x%+1) X3 —xt—x2
[im 5 —x°) = lim 5 = Ilm —— = -
Xx—+o \ Xc+1 X— 00 xc+1 X— 00 xc+1
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Ejemplo
Hallar lim X1
X=—w /X2 + X+ 2
lim R lim S = lim S
R e U N VN A
] 3x+1 ,
lim ha = —3 (|x] = —x, yaque x < 0 puesx tiende a — )

"o 1 2
—X 1+*+72
X X

10.5. LIMITES DE FUNCIONES TRASCENDENTES

10.5.1. Continuidad de las funciones trigonor@tricas

A. Para demostrar la continuidad defl) = Sen xes necesario primero demostrar la desigual-
dad|Sen X < |x| paratoda real

En efecto: Considerando inicialmente el casa 8 < n/2 y comparando drea del sector circular
determinado por eéingulox y el area del ti&ngulo con base 1 y altu®en xcomo se aprecia en la
figura 10.14 , se tiene que:

y
X+y?=1
Q
X Sen x
X
0| Cosx P
FIGURA N° 10.14
Area A OPQ < Area del sector circular OPQ
es decir,
Senx X
1. - < > entonces Sen x< X.

Considerando que la fur@m Sen xes impar, se puede verificar qugSen ¥ < |x| para
— n/2 < X < 0,y considerando el comportamiento &&in xen otro intervalo se puede mostrar que
en general]Sen X < |x| paratodo.
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B. La funcibn f (x) = Sen x es continua ex = a para toda € R.
Para ver ello, basta con mostrar quE;ISenx: Sena, es decir, de acuerdo a la definicihay
que demostrar queSenx— Senéa — 0 cuandox — a.

En efecto:
X+a X —a
2C —— | S S
2005 (*5%) sen(*5°)

2|cos (*52)| [sen(*3?) | < @ @]sen(*5%) | < 25

= |x—a|

0 < |Senx— Send

es decir 0< |Senx— Send < |x— a| y tomandoh (x) = |[x— a| y g (x) = 0 que tienden a cero
cuandax — a, entonce$Senx— Send — 0 cuanda — a, luegof (x) = Senxes continua er = a
puesx1rr;Sen X=Sena

Ejemplo

f (X) = Cosxes continua para todw e R. Para mostrarlo se represe@ias xcomo:

Cosx= Sen((1/2) — x), y puesto que tanto la furim Sen xcomo la funcbn r1/2 — x son con-
tinuas, entonces la compue&§an(t/2 — x) = Cosxes continua, o de otra forma

[im Cosx= lim Sen(g— ) = Sen(lim (E—x)> (por serSen xcontinua)

X—a X—a 2 x—a \ 2

= Sen(LZT— ) (por ser (1m/2—x) continua) =Cos a

Ejemplo

" Sen :
La funcion Tanx = WS;(es continuae®R— {(2n+1) m/2|ne Z}

PuesSen xy Cos xson continuas en todey Cosx= 0 para todos log de la forma(2n+ 1) n/2
paran € Z.

¢, Dbnde son continuas las funcior@stx, Secxy Csc ®.

Ejemplo
., x2+1 1
La funcion Sen( v x2 + 3x Tan Sec| =
( i ) i ( VvV X+ 6) " < X >

es continua ex = 3 pues

X2 4+ 1 1
I Sen( v/x2+ 3 T Sec( =
an]s [ en( Xs 4+ X) + an<m> + ec<x>]
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) X241 1
l[im +/ x2 T | [im =
Sen(xﬂ X +3x> + Tan <err]3 m) + Sec(XLrg x>

Sen(@) + Tan <l30> + Sec<§)

teniendo en cuenta la continuidad>es 3 de todas las funciones que componen la expresi

10.5.2. Limite trigopnométrico basico

. Senx
fim — =1
x—0 X

El calculo de esteiiite requiere una ilustramn geonétrica basada en las definicionesatgyulos

en radianes y de funciones trigonétricas por medio delicculo unitario.

y
X¥+y?=1 g
R
Tan x
< Sen x
X
0| Cosx P

FIGURA N° 10.15

Se considerdrsolamente el casoQ x < 7T/2
De la figura 10.15 se puede concluir que:
Area del tranguloORS< area sector circulddPR < area del tianguloOPQ

CosxSenx X Tanx
- < <

2 - 2= 2
= CosxSenx x < Tanx

(dividiendo entreSen x> 0, pues < x < 11/2)

1

= Cosx< —— -
Senx~ Cosx

y puesto que en laltima desigualdad las tres expresiones son mayores que cero, tomanddmsos rec

Cos se tiene que:

1 Senx
—— > —— > CoSsX
Cosx X
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Y por la continuidad de la funéh Cos x se tiene que cuando— 0*
Cosx—1 vy 1/Cosx—> 1; por tanto aplicando el teorema del emparedado se concluye que:
. Senx
lim — =1
x— 0+ X
Usando el hecho de que la fudniSen »es impar se consideraelcase /2 < x < 0 (0 < —x < 11/2)
obteniendo como resultado
Senx

lim —— 1
X— 0~ X

Ejemplo

Semx

lim =
x—0
En efecto: Haciendp = ax, cuandax — 0, o X — 0, es deciruy — 0y ag, inicialmente se tiene

que:

lim 289X iy S _
x—0 aX p—0 U
y utilizando este resultado entonces:
. Semrx . Sem x . Semx
Iim = lim a = a lim =a.1=a
x—0 X x—0 ax x—0 ax
Ejemplo
1-—
lim 12C0SX_ ¢
x—0 X
. 1-Cosx ,_ (1—CosX (1+Cos¥ . 1—Cosx
[im — = lim =Iim —
x—0 X x—0 X (14 Cosx x—0 X (14 Cosx
) Serfx . Senx Senx
=Im-—-—=Im ——
x—0 X (1+Cos¥  x—0 X (1+Cosx
. Senx .
= lim ——. Iim Senx Iim ——
x—0 X  x—0 x—0 1+ CosXx
1
=(1)0)(=z) =0
(0 (5)
Ejemplo
. 1—2Cosx 1
lim —— = — —
x—Z  T—3X V3

Haciendo el cambio de variable= x — 71/3 (x = p + 1/3) se puede apreciar que cuando



308 Cagpitulo 10. LIMITES Y CONTINUIDAD

X — 11/3, entoncegt — Oy as:

s
. 1-2Cosx 1_2COS<§+“)
M Troax T
X— = - - — _
3 m—3 <3 —|—IJ)
1-2 [COSECOS/J — Seng Sem}
— lim 3 3
u—0 —3“
i 1@ (1/2) Cosp + 2 (v/3/2) Seru
o u—0 —3“
_ Ly AoCosw L, VSSem Ve 1
3 u—0 u 3 u—0 u 3 V3

10.5.3. Funciones Exponenciales y Logdamicas (continuacibn)

Paraa > 0, definiend@® = 1,a" =a.a...a (n—veces)a "=1/a", al/" = y/aqueda defini-
da para cada > 0 una funcdn f (x) = a@*, para todoK racional.

A partir de estas definiciones se demuestran propiedades para esha fimgariable racional tales
como:aP > 0. paratodaa, aP™ = aPad. aPd= (aP)9. a* creciente para > 1y decreciente
para
0 < a < 1.Y puesto que es inyectiva existe su inversa para cad&%#4,se conoce como logaritmo
en base “a”, por tanto

log, x=y & x=a¥

y esta funddn, como inversa de la exponencial, posee propiedades como:

log,1 = 0;
log,a=1
log, (uv) =log, u+ log, v
log, (uiv) =log,u — log, v
log, uP? = plog, u

log, x creciente para > 1y decreciente para@ a < 1
log, x inyectiva paratoda > 0 a # 1

IOng y aX = pxloga
log,a

log, X =

El problema es que hasta aqu las funciones exponenciales, ni las Idtraicas esin definidas
en tramos continuos de la recta real, pues hasta ahora las hemos definide gagano parax € R
razon por la cual inicialmente se ampléala definicon def (x) = a* para cada > 0, a todos los
X reales, para lo cual solo falta defirX parax irracional. Para ello recuerde que ufnmero cuya
representaéin decimal es finita, es urumero racional, pues aut@ticamente esta representacis
peribdica, ya que se supone gue a su derecha van infinitos ceros.

Seax un namero irracional con representanidecimal (no peéidica)x = a.aj;azaz ... donde los
a; son dgitos.
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Observe que para cataconay # 9 se tiene que:

Pk = a.a18...8 < X< a.a18 ... (a+1) = g¢ dondeay + 1 ocupa la posiéin delay y los
P« Y Ok son racionales.

Ademas entre ras grande sela, px Y gk difieren menos dg. Asi se han construido dos sucesiones
de rimeros racionale@x)cn > (Ok) ey tales que:

Iim pc = x y lim g« =X

K— 00 k— o0

Es decir, todo aimero irracional se puede representar coimité de una sucesn de rumeros
racionales (por exceso y por defecto).

Ahora como para cualquier> 0, y cualquieq € Q, a% est definido, entonces gies un fimero
irracional, corx = lim ¢, entonces se define
nN— oo
X

= lim a%

n— oo

a

Queda definida para cada> 0, la funcbn f (x) = a*, conx € R, y las propiedades consideradas para
el casox € Q se cumplen tambn parax € R, y puesto que es inyectiva con domifty recorrido
R™, entonces tiene inversa con domimo y recorridoR, y a$ para cada > 0 queda definida la
funcion logaritmo para toda € R*, funcion que satisface tantm las propiedades enunciadas para
el caso restringido.

Especial integs presenta en matéticas el estudio de las funciones exponencial y ibgéca en
base€ donde€ es un rimero definido como elrhite de la suceén

1 n
€= lim (1+>
n— oo n

Se puede demostrar que para cualquier valon d& expresbn (1jL 1/n)n es mayor que 2 y
menor que 3 y que la sucési es creciente, pero crece en forma lenta,pas ejemplo paran =
1000, (1+ 1/n)" es igual a 2.7169, para= 10.000 es igual a 2.71826, pama= 1.000.000 es
2.71828, para = 10.000.000 es 2.718281. Targhise puede demostrar que eéhrero Imite de esta
sucedbn es irracional y es aproximadamente igual a:

€ =2.718281...

El logaritmo en bas€, o sea la inversa de la fubaif (x) = €% se llama logaritmo natural y se nota
porin :
Inx = loge X

Con esta definiéin de€, la funcbn exponencial en bag: €* se puede representar como:

n X nx K
e — (Iim (1+1> ) — lim (1+1) — lim (1+)f>
n— oo n n—oo n K— o k

este(ltimo paso haciendk = nx, pues sh — +o = k — 4o (parax > 0)y 1/n = x/k
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NOTA

En forma nés general se puede definir émero€ como

e— )I(m; (1+g(x))1/g(x) si limg(x)=0 0

X—a

) 1\
(Ez)l(m1 (1+g(x)) Si )!mg(x):Jroo

10.5.4. Continuidad de la Funobn Exponencial y Logaiitmica

1. Inicialmente se demostéaque la fundn f (x) = €* es continua en 0, es decir,

I'mg) e* = e® = 1 lo que significa quée* — 1| — 0 cuandax — O.
X—

Se tratad solamente, eimite por la derecha, o sea se considerar- 0, lo cual implica que,
por ser creciente la funmn, e > e® = 1,y a$ |e* — 1| =e*—1.

Para ello se requiere primero demostrar la desiguadtiae 1 + x para todox > 0

e — lim (1+§)”

n— oo

, . , X\
aplicando el teorema del blnomlo(d + ﬁ) se tiene

€= lim <1+n()r:) +}n(n—1) ();>2+> > lim (1+n2) =1+x

n— oo 2 n— 400

luego(1 + x) < e*parax > 0.

Para demostrar que* — 1 — 0 cuandox— O se mostrax quee* — 1 > 0, puede ser tan
peqguéo como se quiera, acercando suficientemeriateero. Para ello sea > 0 tan pequio
como se quiera. Tome= In (1 + ¢€). Observe que, puesto querle < ef =
x=1In(1+¢) <In (ef) = & (por sere‘creciente) y dscuandos — 0, x — 0 (pues 0<
X < €)y adends

X—1=¢e"*8 _1 —14¢-1=c¢

es decir* — 1 se puede hacer tan pe§eecomo se quiera, para valoresxdales quex — 0.
2. f (x) es continuaen todb € R, es decirihg) e =ePosea
X—
|eX—e’| — 0 si x—b, yaque |e—eP| = |eP (e P—-1)| =€P e P-1] >0
si x — b, pueshaciendou=x—-b, si x—b,u— 0 yas:

|eP (e P—1)] =eb|(e"—1)] = 0 (si u—0).

3. f (x) = a* es continua para todo > 0.

En efecto:f (x) = a¥ = eX"?y puesto que Inaes continua (constante pory la exponencial
en basee es continua, entonces’ = eX"2 que es la compuesta de estas dos, tamiis
continua.
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4. f (x) = log,x es continua para todoe R, es decir,’lhg) log,x = log,b ©
X—

|log,x — log,b| — 0 si x— b yadenas |log, x—log, x]:IogaE 0 ’Iogag‘ — 0
si X — b.

Para ver esto, sea= log, x/b = a¥ =x/b, ysi x—b = x/b— 1

=a —1=y—0 = log, (x/b) — 0.

Ejemplos

1. |’|rnz e5x+4 — e(5)(2)+4 — el4
X—

2. lim e¥+3 = g3
x—0

3. I'|m2 logs (2x+5) = logz 9
X—
4. lim In(x+ 10) =In10

x—0

5. limIn (x* +5x+1) = In(1+5+1) = In7
X—

10.5.5. Limites basicos para funciones exponencial y logémica

I
iim N (1+ ax) _
X*)O X
X _

lim & 1 1

x—0
. In(1+ax . 7
im M 1+a)?* =1n (“m (1+ax)1/><> =In(e*) =a
x—0 X x—0 x=0

(por la continuidad del logaritmo y la nota al final de 10.5.3). Luego

In(1+ax)
Iim —%=a
x—0 X

Ahora haciendo el cambio de varialple= € — 1 (x = In (4 + 1)) se puede apreciar que cuando
x — 0 entoncest — e® — 1 = 0, (por la continuidad de la furimn exponencial), luego

e —1 u ; 1 1
lim =Ilim —— =1Im ——— = -=1
x—0 X p—0In(u+1) w—=0 In(1+pu) 1

u
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Ejemplos
X _
1. lim a’ -1 =1Ina
x—0
aX—1 (exlna_l) (exlna_l)
puesto que—— = = Ina
X X xlna
entonces
i a¥—1 ) (exlna_l) .
lim = |lim ~——— % Ina = 1.Ina = Ina(haciendgqu = x In a), luego
x—0 X x—0 xlna
. oat-1
Iim =Ina
x—0
5 fim log, (1+ bx) _ b
x—0 X Ina
haciendo el cambio de base se tiene que
In (1+ bx
log, (1+ bx) = In (1+b%) y entonces
Ina
log, (1+Db In(1+b 1 In(1+b b
fim % (3 +bx - In@+by 1. In@+by) b
x—0 X x—0 Xlna Ina x—o0 X Ina
luego
I
I'Im Oga (1+bX) — L
x—0 X Ina
Inx —
3. Ilim nx-1 :}
x—e X—e e

haciendqu = x—e cuando x — e, u — Oy as:

. Inx—1 . Inx—1Ine . In(u+e)—1Ine
[im = lim —— = lim
x—e X—e Xx—e X—e€ u—0 H
u+e 1
In | —— In {1+ =
. ( e ) . ( +e’“’) 1
= lim ————~ = Iim —% = =
p—0 u p—0 u e
e’ — Cosx
4. Calcular im ———
x—0 X
Ya que
X _ 1 el — 1 5
I’m = I,m = 1 =
lim —e— = lim (h=x%) "y
fim 1—Cosx - 1-Cosx - Serfx
x—=0 X2 x—=0 x2(1L+Cosx  x—0 x2 (1+CosX¥
Senx . Senx 1

x—0

(1) (1) (1/2) = 1/2

im —— =
x—0 X x—0 14 Cos X
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entonces:
im X’ —Cosx: lim e -1+ 1—Cosx
X—0 X2 x— 0 X2
= lim e 1 + lim 1-Cosx_ l+} _3 luego
x—0 X2 X—0 X2 2 2
im e’ — Cos X_ §
x—0 X2 2

10.5.6. Limites de exponenciales generalizadas

5 g(x)
fim 19

en los casos en que tenga sentido, para caldatétels de este tipo, se utiliza la propiedad de cambio
de base en exponenci@® = e®'"a paraa = f (x) > 0y parab = g (x), es decir,f (x)9® =
eI In () y tambien se utiliza la continuidad de la fubci exponencial.

Ejemplo
SI)![T;‘ fx) =A>0y )!Ln;lg(x) = B entonces
lim f (x)9% = Jim 9™ N T — eI NI _ BinA _ AB
X—a X—a

Ejemplo
x—1 x+1 1
am <x2—l> T4
x—1 . 1 .
pues I g = Jim g = p Y fimxri=2

luego aplicando el resultado del ejemplo anterior se tiene que:

x—1 X+1 1 2 1
[im =(=z) == luego
] (xz—l) <2> 4 1%

Ejemplo

lim (14 Seny¥* = e

x—0t
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En efecto:

1 lim In (1+Seny
lim (1+Seny¥* = lim exn@+semy _ @Zor ¥ _ gl =g
x—0+ x—0+

ya que multiplicando y dividiendo el limite a calcular enlen xse tiene que:

., In(1+Sen ; Senx ., In (14 Sen
jjm INCA+SenY - Senx o In@ESeny gy gy g
x—0t+ X X—>0Jr X X—)OJr SenX
luego
lim (1+ Seny¥* = e
x—0'+
Ejemplo
lim x mx — e
Xx—0*t
ya que:
1 Inx
lim xmx = lim eX(m) — ecor ™ — gl — g
X— 0+ X— 0+
Ejemplo
) <x2+5>x
Iim = = 4o
X— o0 x+1
5
como Im X*+5 = |Iim 1+ﬁ = 4o Iim X= 4+
x—w \ X+1 /) x-e 1 1 y X— 4o
— + 72
X X
entonces , .
, X 5
lim ( + ) = +o
x—+0o \ X+ 1
Ejemplo
2
. x+3\*
Iim =0
X— 00 (2x+ 5>
aque Im X+ 3 7} lim x2 = +o yadenas Ima*=0 siO<a<1l observe
yaque M xv3 2 7 AT T y X &

su g@afica



10.5. UMITES DE FUNCIONES TRASCENDENTES

315

Ejemplo
2X
lim (1— 3) =e?®
X— + 00 X
3 3
3\ & 2xIn <1—> Jim_2xin (1—)
lim (1—) = lim e X =e X
X— 400 X X— 400
_3x 3 In (1-3/x)
i 2 —6 |
_ g <1 > . N Y
= e % (haciendoy = 3/x), por tanto
3 2X
lim (1— ) =e®
X—00 X
Ejemplo
1
I'mg) (Cosx Senx= 1
X—
1 1
Iirrg) (Cosx) Senx= Iirrg) (1+ Cosx— 1) Senx
X— X—
1 Cosx—1 1
= ”"}J (14 (Cosx—1))Cosx—1 1 Sen x
X—
1 Cosx—1
= ”"E, (1+ (Cosx— 1)) Cosx—1 Senx =¢e%=1
X—
puesto que
1
lim (1+ (Cosx—1)) Cosx—1 =¢ vy
X—
Cosx—1
. Cosx—1 . X 0
im ———=1lim —>— = - =0 portanto
x—>0 Senx x—0  Senx 1
X

lim (Cos &ﬁx: 1
x—0
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EJERCICIOS

n
) Seaf(x) o axX'+ ...+ a

g(x)  bxM4 ...+ b

demuestre e ilustre con ejemplos que:

f (%) { a/b s! m=n

Iim —= =< 0 Si n<m
x—ie g (x) 4o —00 Si N>m

Il. Las siguientes afirmaciones son todas verdaderas, ilustrarlas con ejemplos

a) Si Im f(X) =40 y Iimg(x) =c = lim f(X)+g(X) =+
X—a X—a

X—a

b) Si Iim f(x) =—cw y Iimg(x):c:>)lﬂf(x)+g(x):—oo

X—a X—a

c) Si lim f(X) =+ vy im}a g(x) =c, c# 0 entonces:

X—a

.Si >0, Iim f(x)g(x) = +w

X—a
i. Si c<0, lim f(x)g(X) = —

X—a

d) Si Iim f(X)=+wy Xlirpm g(x) =c # 0 entonces

X— 400

, [ 4wsic>0
Xﬂrﬂmf(x)'g(x)_{ —osic<0

e) Si XETOO f(X) =—0 vy xﬂTm g(x) =c# 0 entonces

) —osic>0
Xﬂwa(X)'g()Q - { 4+ sic<O

f)ySi Im f(X)=40 y Iim g(X) =40 = Iim f(X)g(x)=+w

X— 400 X— +00 X— 400



10.5. UMITES DE FUNCIONES TRASCENDENTES

317

[ll. Hallar el valor de los siguientegnhites:

1.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

3_ 3
lim (Xx+h)” —x
h—0

- x3+1
Xx—1 X2—|— 1

lim x"—1
x—1 X" —1

i X

Iim VX
X— + X+ X—f—\/;(
lim 2-vx-3
X—7 X2 — 49

X—1

[im VX
X—1 \37)2— 1

. Sen(x+ h) — Senx
Iim
h—0 h

. Senx— Cosx
im ——————

m 1-Tanx

X— —

lim Cot2xCot (m/2 — x)

., Cosmx— Cosnx
lim 5
Xx—0 X

. ArcSenx

Iim

x—0 X
2

lim
x—1 Senx
edXx _ eBx

lim
x—0 Serx — SernBx

. [X| +|4x— 1|+ |x+ 4|
Iim

X— 40 X
., Coshx—-1
x—0 X
i 2x2 +3x— 4
Im —————
”T (Sem/x +1- Sen\/i)
X— 00

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

x> —(a+1)x+a
X3 _ a3

. X" — N

Iim y

X—Yy X—y

Xl/m_al/m

lim
X—a

lim
x—a X—a
i x2—1
Iim

Xx——1 X2+ 3X+ 2

I[im 1 + 8
x—1\x—1 1-—x3

X2+ x+1
Iim ————
X—4 X+1
Cosx— Cosa
X—a

lim

X—a

X
li 1—Xx) Tan—
Xqu ( x) Tan >

i 1 - Sen(x/2)
an m—X

. Tanx— Senx
lim e
Xx—0 X

. ArcTan2x
Iim —

x—0  Sergx

., 1—+/Cosx
X—0 X

lim x (el/x - 1)

X— 00

m

. Senhx
Iim

x—0 X
edXx _ ebx

lim
x—0 X
] x2
xﬂTw 10+ X/X
, X + Senx
x—|>+oo X + Cosx
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eSeer _ eSenx

35. 1im
X—0 X
37. lim fn/1tX
x—0 X 1-x
eX _ g—X
39. Iim
x—0  Senx

IV. Demostrar que:

‘ 1/x2 _
7. lim (Cosx™/* = 1/\/e
9. Xﬂrpm xSen(1/x) =1
11. lim 2x— 300Cosx= 4+

X— + 00

X+1
36. lim

1
(15) *
X— + 00 X

38.  lim x++v1-x3

X— + 00

2. Iim

X
1+ 4) -1
X— 400 X

4. lim (1+Tany/x)* = Ve
X—
Senx
6. lim <Sen>>x—8enx: 1
x—0 X e

8. )!Tz) xSen(1/x) = 0

10. _lim x/2 + Senx= +

X— 400

V. En cuales de los casos que a contindacse dan, se puede determinar

lim f (x)9%

X—a

sin mas informaaodn sobre las funciones.

a))!mf(x):o, )!Lrgg(x):?
b))!mf(x):& )!er;g(x)zo
c)xlmf(x)zo, )!Lr‘r;g(x):o
d) im £ () =0;  limg(x) =+
€) fim f (x) = +e; [im g(x) =0
f) XI'Lmaf(x) = +oo; i@ig(x) = -
g) lim f(x) = —w; lim g(x) =0
h) fim f()=1;  limg(x) =+o

VI. Se pueden concluir las afirmaciones siguientes? Justificar sus respuestas.

a) Slxﬂrﬂm f(X) =40y X"LT;, g(x) =0

= lim f(x)g(x) =0

X— 00
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b) Si_lim f(x) =+ y lm g(x)=+ce = Ilim [f(x)-g()]=0
(X)

c) SlxﬂTw f(X) =40 y Xﬂrpm g(X) = —o = XHTW 90 = —0

—
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DERIVADAS

Si bien es cierto que a partir del conceptoideaite se ha podido obtener informéanisobre el com-
portamiento de una fun@n en un punto y en una vecindadé&leesta informadcin resulta incompleta
si se pretende indagar alg@msobre la curva en dicha vecindad, por ejemplo si se requiere saber cu
es sundice de variadin, siésta sube o baja, si eSricava o convexatahde presenta puntos extremos,
entre otrosEstos aspectos se pueden estudiar a partir del conocimiento daitmdspecial llama-
do la derivada de una fur@m. Este concepto se convierte en una valiosa herramienta para describir
fenbmenos y para analizar resultados que se presentaréa tlavecuaciones que representan curvas,
siendo imprescindible en casi todo trabajo de matéra aplicada.

11.1. INTRODUCCION AL CONCEPTO DE DERIVADA

11.1.1. Velocidad Instanfnea:

Suponga que una p&tila se desplaza a lo largo de una recta con una velocidad que no es constante,
es decir, que vaa con el tiempo. Se&(t) la posicbn de la paitula t segundos deses de haber
iniciado el movimiento. En el tiempig la paricula se encuentra en el punt@dg) sobre la recta, y en
el tiempoty + hconh € R, se encuentra en el purdito + h). (Figura 11.1).

to+h S(to+h)

FIGURAN® 11.1

Como la velocidad no es constante entonces en los puntos comprendid&(&ntseS (to + h) la
parficula va a diferentes velocidades. Recordando que cuando la velocidad es coastargs jgual

321
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al espacio recorrido dividido entre el tiempo que demora ldqast al recorrerlo, al tomar el espacio
S (to+ h) — S(tp) y dividirlo entre el tiempo que demora la gartla en recorrerlo:

(to + h) — to = h: se obtiene no la velocidad con que la fgata recorre este tramo, puesta no es
constante, sino la velocidad media que lleva laipala cuando lo recorre, por tanto

S(to+h) — S(to)
h

Ahora la pregunta es: A @uelocidad pasla partcula en el tiempdg?, o dicho de otra forma, éli
es la velocidad instaahea en el punt8(to)?.

Velocidad media=

Aln cuando la velocidad en el instatges constante, no es posible aplicadeniula de velocidad
constante para calcularla, pues no se dispone de un tramo de espacio (pues se calcula en un punto)
ni de un intervalo de tiempo (pues se calcula en un instante dado). Estatsitsagbuede obviar

considerando el tramo de espad@i¢to + h) — S(tg) y el tiempoh que se demora en recorrerlo.

. . S(tg+h) — S(t
Asi el cociente (to+h) — S(to)

, aunque representa la velocidad media en ese intervalo de tiempo,

a medida qué se haga ras pequio, el puntdS(ty) y S(to + h) estaén mas cercanos y esta veloci-
dad media se aproximarcada vez s a la velocidad instaitea buscada, llegando a ser exactamente
ella, en el caso ideal en qhe— 0, es decir:

S(to+h) — S(to)
h

Velocidad instariinea en el tiempgt= Ainz)

11.1.2. Pendiente de la recta tangente a una curva en un punto

Se parte de la idea intuitiva que se tiene de lo que significa recta tangente a una curva en un punto
y lo que significa recta secante a una curva. (Figura 11.2)

Tangente
Tangente

Secante

Secante Secante

Secante

FIGURA N° 11.2

Ahora seay = f (x) una funcon yRy = (xo, f (x0)) Y PL = (% + h, f (xo+ h)) dos puntos
sobre la curva que represerftéx). Considere la rect® secante a esta curva en los purifgs/ Pi
(Figura 11.3).
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FIGURA N° 11.3

Como se tienen dos puntos sobre la recta, se puede calcular su pendiente (diferencia de ordenadas
sobre diferencia de abscisas):

f(x+h) —f(x) fx+h) —f(X)
Xo +h—Xo N h

M =

De la misma forma se puede calcular la pendiente de cualquier recta secésta, ®rta la curva

en dos puntos. La situdsi problendtica para hallar la pendiente de una recta se presenta cuando
solamente se conoce un punto de ella, pues no es posible hallarla de esta forma. Este es el caso que se
pretende trabajar, es decir hallar la pendiente de la testagente a esa curva en el puRgo

Para resolver este problema comsighse las rectas secarnitgesl,, L3 ... que pasan por los puntos
Po=(x+h,f(x+h)),R=(+h,f(x+h)), Ps=(X%+hs, f(x+hs)),...res-
pectivamente y que adérs pasan por el puni® = (Xo, f (X)), siendoh; un nimero muy cercano
a cero para todq el cual estax mas pbximo a cero a medida que el $obicei sea nas grande
(Figura 11.4).

L

P Ls

Lo
{1

L1

|
Xo+hg Xo+ ho Xo+hy

Ry
7

FIGURAN° 11.4

Observe de la figura 11.4 que a medida buge acerca @s a cero, el puntoxy + hi, f (X0 + hi))
se acerca @s al puntd® y la rectal ; tiende a confundirse con la recta tangdnteoincidiendo con
ella en el caso ideal cuantio— 0, es decir,

f(x0+h) — f(x)
h

Pendiente de la recta Tangente en rlimo pendiente k, = rl]’mg)
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Ejemplo
Un objeto recorré& (t) = t2 + 2 metros en los primerdssegundos.
a) Cuanto espacio recorre entre= 2yt = 2.1 segundos?
b) Cual es su velocidad media en este intervalo de tiempo?
c) Cuél es su velocidad media entre- 2yt = 4 segundos?
d) Cual es la velocidad en= 3 segundos? Ein= 4 segundos?

e) En g& instante la velocidad es cero?

Del numeral 11.1.1 se tiene que:

a) Entret = 2yt = 2.1 segundos, el objeto recorre

S(2.1) —S(2)=(2.1)>+2—-(4+2)

=(21)24+2-6 = (21)2—4 = 4.41— 4 = 0.41mts

b) La velocidad media entte= 2yt = 2.1 es:
S(to+h) — S(to)  S(2.1) — S(2)

h 0.1
_ (441+2) - (442) 041
= 01 =01 = 4.1mts/seg
c) Lavelocidad mediaentte=2 y t=4es:
S(4) -S(2) 18-6 12
5 =—— =% = 6mts/seg
d) Lavelocidad en el instantg es:
fim S(to+h) — S(to)
h—0 h
luego ent = 3 segundos se tiene que:
. S(3+h) —8(3) (3+h)2+2-(9+2)
lim =1
h—0 h h—0 h
. 9+6h+h?+2-11 _ 6h+h?
= lim = lim
h—0 h h—0 h
—lim h(6+h)
h—0

:r!ing) 6+ h = 6mts/seg
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Ent = 4 segundos, la velocidad es:

S(4+h) — S(4) (4+h)24+2—(16+2)

r!lno h :Mb h
. 16+8h+h?4+2-18 . 8h+h? _ h(8+h)
= lim = lim =1Iim
h—0 h h—0 h h—0 h
:Aim0 8+ h = 8mts/seg
e) Velocidad en un instante
_ 2 Y
lim S(t+h) — S(t) — 1im (t+h)*+2—-(t°+2)
h—0 h h—0 h
. t242th+h?2+2-t2-2  2th+h?2  h(Z+h)
lim = Iim =lim
h—0 h h—0 h h—0
lim 2t +h=2t
h—0

luego la velocidad es 0 st 2= 0, es decirt = 0 segundos.

Ejemplo

Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde el piso con una velocidad inioia/smﬁ
Si el sentido positivo de la distancia, desde el punto de partida es hacia arriba, el espacio recorrido es:
S(t) = —3t? + 6t, siendo S la distancia recorrida por la pelota desde el punto de partida&deipu

t segundos. Hallar:
a) La velocidad de la pelota transcurridos 2 segundos
b) Eltiempo que tarda la pelota en alcanzar el puns @ito
c) La altura néxima que alcanza la pelota
d) Eltiempo que tarda la pelota en llegar al piso
e) Lavelocidad de la pelota al llegar al piso.

Teniendo en cuenta que el movimiento sigue siendo neetilentonces:
a) Lavelocidad de la pelota én= 2seges:

S(2+h) — S(2) —3(2+h)2+6(2+h)—((-3)(4) +12)

=Iim

lim

h—0 h h—0 h
_fim —3(4+4h+ h?) +12+6h+ 12— 12
" h—0 h
. —12h—3h? +6h
= lim
h—0 h

:A'II’TE) —6 —3h= —6mts/seg
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b) La pelota alcanza el puntoas alto cuando su velocidad es cero, es decir

_ _ 2 2
O:”ms(t—i-h) S(t):”m 3(t+h)*+6(t+h)+3t*—6t

h—0 h h—0 h
— lim —3(t? + 2th + h?) + 6t + 6h + 3t2 — 6t
_h—>0 h
. —3t2 — 6th — 3h? + 6h + 3t2
=1lim
h—0 h
_ o 2
_lim O Bh e et _3hi6— 646
h—0 h h—0

luego—6t +6 =0 < 6 =6t < t = 1seq,y aslavelocidad es cero transcurrido 1 segundo.

c) La altura ndxima de la pelota ocurre cuande- 1seg, es decir,

S(1) = -3+ 6 = 3m.,y ad la altura ndxima alcanzada por la pelota es de 3 metros.

d) La pelota llega al piso cuand®d= 0, o sea, cuande 3t2 + 6t = 0, es decir,

t(—3%+6)=0 < t=006= 3t yad,t = 2seqg, luego la pelota llega al piso al cabo de
2 segundos.

e) Sedinlo calculado eb), la velocidad de la pelota en el instahés: — 6t + 6, luego la velocidad
de la pelota cuando llega al piso€6 (2) + 6 = —6mts/seg

Ejemplo

Hallar la pendiente de la recta tangente a la cdirg® = /10— x en el puntd 1, 3) . Del numeral
11.1.2 se tiene que la pendiente de la recta tangent#,e3) es:

f(1+h) — f(1)

lim = lim
h—0 h h—0 h
— fim v9—-h-3 — Iim v9—-h-3 v/9-h+3
h—0 h h—0 h vV9-h+3
(9—h)—9 ) ~1 -1

= lim = |

= im —— = —
h—0 h(v/9-h+3) h-0+,9—-h+3 6

Ejemplo

. 1
Hallar la pendiente de la curnvia(x) = X1 en el punto 2, 1/3)

En la forma aaloga al ejemplo anterior se tiene que:
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. 1
Pendiente de la recta tangente a la curya) = i1 enelpunta 2,1/3)es:

1 1
h—0 h h—0 h
_pim S (#3) g, -1 2
“h=0 3(h+3)h h-03(h+3) 9

11.2. DEFINICION DE DERIVADA

Los problemas tratados en 11.1.1 y 11.1.2 llevaron a resultaddsgas en su presentaai el
incremento de una funn S(to + h) — S(tp) para el problema 11.1.1f/(xo + h) — f (%) para
el problema 11.1.2, dividido entre el incremento de la variable (reciendo quéste tienda a cero.
Los limites de cocientes de este mismo tipo aparecen &amdm muchos problemas relacionados
con diferentesreas del conocimiento como aita, materatica, econona, etc., ra@gn por la cual se
justifica un estudio detallado de ellos que es precisamente lo que se conoce con el natebivadas
de funciones.

Definiciones

1. Seay = f (x) una funcony seaa un punto en el dominio dé (x), si existe elimite:

o flath) — f(a)
h—0 h

entonces al valor nuértico deéste, se llama lderivada de f en el punto & se nota por
d df
/ C J— C JE—
f'(a) © dxf(a) 0 dx(x)

a

2. Dada una funéiny = f (x) se llamafuncion derivada def (x), o simplemente laerivada de

f (x), a otra funcdn, notada pof ' (x) 6 dx definida como:
. f(x+h)—f(x)
/ —
H00 = fim ==

en los puntox del dominio def donde exista estérhite.

NOTAS:

a) Note que la definidn 1. es una definion local, que corresponde a la derivada de la famci
en un punto, y su resultado es uimmero real, y la definiéin 2. corresponde a una defirdini
global, que es la derivada de una fudrciya no es un punto espéco) y su resultado es una
funcion.
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b) En la definicon 1. si se hace = a + h, es evidente que cuantio— 0, x tiende aay adenés
h = x — a, luego la derivada dé en el puntax = a se puede tambh definir como:

(@) qim LT = F@ 0 - f(a)
h—0 h x—a X—a

expresbn muy usada por algunos autores y que a veces conviene usar

Ejemplo
Hallar la derivada dé (x) = x? + x + 1 en el puntox = 2

f(x)—f(2) . (xX24+x+1)— (4+2+1)

———F =1lim

X—2 X—2 x—2 X—2
X24+x—6 . (x+3)(x-2)
——— =lim

x—2  X—2 X—2 (x—2)

= lim x+3=5
X—2

Desde el punto de vista del problema 11.1.2, este resultado indica que la pendiente de la recta
tangente a la curva= x2 + x + 1 en el puntq 2, 7) es 5.

Ejemplo

Hallar la derivada de la fungn f (x) = x2 + x + 1
Observe que adquno se especifica nirigy punto, luego lo que se pide es hallar la fédmcderivada

f’ (x) de la funcén f (x), es decir:

o Feeh) — f(x) (x+h)2 4+ (x+h) +1— (x®+x+1)

II

_h—>0 h h—0 h

. X2+ 2xh+h?2+x+h+1—-x2—x—1 . 2xh+h?+h
— Iim =Iim —/———— —

h—0 h h—0 h
_pim MXENED) i ok 1= 2xr 1

h—0 h h—0

entonces la derivada de(x) = x? + x + 1 es la funddn f ' (x) = 2x+ 1. Con este resultado, si se
quiere por ejemplo calcular la derivada tiéx) = x? + x + 1 en el puntox = 7, es decirf ' (7), se
tiene quef ' (7) = 2(7) 4+ 1 = 15. Sies por ejemplo en el punte= 2, se tiend '(2) =2(2)+1=5
(compare con el ejemplo anterior).

Ejemplo

Seaf (x) = |x|, hallarf ' (0), si existe

_f(0+h)—f(0) __|h[—=[0] . |nh|
! —_ — _— = _—
17(0) = Jim h =M A
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ahora como
o h h| —h
im — = Iim - = Iim 1 =1 im — = |Iim — = -1
h—o+t h h—o+ h h—0+ y h—o- h h—o- h
, , _|h] : L .
entonced ' (0) no existe, pueﬁ Ilﬁ no existe, ya que losrhites laterales son diferentes, por tanto

f (X) = |x| no es derivable er = 0.

Si se analiza dgficamente la funéin (fig. 11.5), se observa que en el purte: 0, se presenta un
“pico”, al cual se le podan asociar infinitas rectas que se pudieran ver como tangentes con diferentes
pendientes.

X
FIGURA N° 11.5
Ejemplo
Halle, si existe, la derivada de(x) = ¢/xenx =0
_ 3 3
£7(0) = fim 10N =1(0) _ o VOFh-VO _ o Vi _ ) -
h—0 h h~> h h—0 h h—0 (\3/5)

es decir, eI |m f(0+h) - 1(0)

x=0. (Flgura 11.6)

no existe y por tantd (x) = ¥xno es derivable en
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FIGURA N° 11.6

Como se puede apreciar en la figura 11.6, la recta “tangente” a la €dwp= ¥x en el punto
(0, 0) (vista comoimites de rectas secantes) tiene pendiente infinita (que no dsmero).

Ejemplo

Hallar la derivada de

f(x) = 2 six<l1
Tl x+1six>1

a) Six < 1, entonces

. f(x+h)—f(x) . 2-2 .0 .
/ _ — - = —_ = =
Pr0x) = fim, h = im Am gy = 4imo=0
b) Six > 1, entonces
£/(x)= fim L XTI T g, (ERED 2 D) gy By
h—0 h h—0 h h—o0 h

f(1+h)—f(1)

c) f'(1) = r!’lm h , el cual no existe ya que loBnites laterales son diferentes,
pues —0
. f(1+h)—-1f(1) . 1+h+1-2 . h
I =lim —— =1lim - =1
oo h U h ho+ h y
lim (1+h)_f(1):l’|m 222 _im %~ im 0=0, ad:
h—0- h h—0- h h—0- h h—0-
0 si x<1
f’(x)=¢ noexiste si x=1
1 si x>1
NOTA:

En los puntos donde no hay derivada no siempre se presentan situacialogmsara las déx|,
(picos) o a las dg/x (tangentes verticales), sino que puede suceder &mthie la fundn no sea
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continua en esos puntos como se puede concluir del siguiente resultado:

Teorema
Siy = f (x) es una fundn derivable exx = a entonces es continua en este punto.
Demostraddn:

Por hipbtesisf es derivable ern = a, entonces elinite:

im f(x)—f(a)

_ !
lim 2 =f'(a)eR

para ver que es continua ex = a, basta ver que:

lim f (x) = f (a) esdecir, que Xim f(x)—f(a)=0

X—a —a
en efecto:
; o F(x) =1 (a)
lim £(x) - f(a) = Jim — ——— (x-2)
_pim L= 1@ g f’(a)(0)=0
X—a X—a X—a

Del tercer ejemplo se puede concluir que elipeasco de este teorema no siempre es cierto, pues
alli f (x) es continua en “cero” pero no es derivable en “cero”.

Graficamente, si una funmn no es derivable en un purto= a, entonces en este punto se puede
presentar un salto o hueco (discontinuidad), o un pico (tercer ejemplo) o la recta tangente en ese punto
tiene pendiente infinita (cuarto ejemplo). La existencia, garantiza en ese punto suavidad de la curva y
pendiente nur@rica de la recta tangente en ese punto.

Ejemplo

x2+1 si x#0
f(x)_{ 30 si x=0

no es derivable er = 0, puesf no es continua en este punto, observe que estafinmes derivable
en cualquier otro punto.
EJERCICIOS

1. Siuna piedra se arroja desde el piso hacia arriba en forma vertical con una velocidad inicial de
10mts/seg, y sé(t) = —5t2 + 10t, dondes (t) es la distancia recorrida por la piedra desde
el punto de partida a Idssegundos y el sentido positivo es hacia arriba. Hallar:

a) La velocidad media de la piedra durante el intervalo de tiempo3#4< 5/4
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b) La velocidad instahea de la piedra a los 3/4 de segundo.
c) Cuanto tiempo tarda@rpara llegar al punto as elevado?

d) Cual es la altura raxima que alcanzara piedra?

e) Cul es la velocidad de la piedra cuando llega al piso?

2. Un objeto recorré® + t + 2 metros en los primerdssegundos.

a) Cuanto recorre entre= 2yt = 3 segundos?
b) Cul es su velocidad media en ese intervalo?
c) Cual es su velocidad en= 4 segundos?.

3. Hallar la pendiente de la recta tangente a la chirgm) = 2x3 4 3 en el puntq 1, 2).
4. Hallar la ecuadin de la recta tangente a la cugva= X2 4+ 1 que pasa por el origen.

5. Hallar sobre la difica dey = x? + 2x + 5 el punto donde la recta tangente es paralela a
y=x-—1

6. Hallar la ecuadin de la recta tangente a la cusve= 1 — x? en el puntg(0, 1).
7. Hallar la ecuadin de la recta que pasa pa, 4) y es normal a la curva = x2.

8. Halle la ecuadin de la recta que tiene pendiert®/9 y que es tangente a la péola
x? 4 4y = 20.

9. Usando la definiéin de derivada, halle las derivadas de las funciones:

, ycalcule f’(0) y f’(1)

T x+1

10. Responda las siguientes preguntas:

a) Esf (x) = /[x| derivable en x = 0?

b) Esf (x) = |x| (x—2) derivable en x = 0?

c) Esf (x) = |x| [x—1| derivableenx=0?enx=17?

d) Esf(x) =[4—x?| derivable enx=0?x=1?x= —1?

11. Ellimite dado es una derivada. De&gfiuincibn y en q& punto?
2(5+h)*—2 (53
a) lim (5+h) ( )
h—0 h

2
by fim (3EM°£2(3+h) ~15
h—0 h
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fim X =
©) meZ X—2

. x34+x—-30
U

. Cos(x+h) —Cosx
e) Iim

h—0 h

12. Hallar los valores day b tales quef ’ (2) exista si:

f(x):{ ax+b si x<?2

2x2 —1 si x>2

13. Hallar los valores day b tal quef ’ (1) exista si:

f(x) = x> si x<1
| ax+b si x>1

14. Suponer qué’ (a) existe y con un cambio de variable adecuado, justificar si son verdaderas o
no las afirmaciones siguientes:

f(a+2t)—f(a)

t
C)f/(a):rl,mfZ(a+hr),—f2(a)
d)f,(a):tlmf(a+2t)t—f(a+t)
f(a)—f(a—h)

h

b) f/(a) = lim

e) f'(a) = rI]erg)

11.3. PROPIEDADES Y CALCULO DE DERIVADAS

Hasta ahora para calcular la derivada de una fimeis necesario calcular umite, lo cual no
siempre resulta inmediato. Afortunadamente, algunas propiedades de la derivada, queaseatratar
continuacbn, facilitaan este alculo, sin necesidad de recurrir, en la magate los casos, al uso de
limites. Las expresiones y resultados que aparecen en estas propiedades se suponeajdasson v
donde ellas tengan sentido en el campo de loseros reales.

Propiedad 1. Derivada de una constante

Si f (x) = k(constante) entonces’ (x) = 0
En efecto:

/ N T1
00 = fi

=0

foceh) =) o k—k
h h—0 h h—0

SI O
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Ejemplos
1. Sif (x) = 5entonces '(x) =0

2. Sif (x) = /mentonces '(x) =0

Propiedad 2. Derivada de la funcon idéntica

Sif(x)=x entonces f’'(x)=1

En efecto:

=y

. f(x+h)-"f(x) . (x+h)—=x .
! m o m p—
Fx) = rLI 0 h N fIILO h I’I]LO h- !

Propiedad 3. Derivada de una suma

La derivada de una suma de funciones es la suma de sus derivadas, es decir,

(f+9)(x)=f"(x)+9"(x)

En efecto:
(1497 () = jim (TFD M = (149) (0
i f(x+h)+g(x+h)—f(x)—g(x)
' h
i FOEN 100 g(xh) —g(x)
h—0 h h
Ejemplo

Sif(x) =a+xentoncesd’ (x) =0+1=1.

Propiedad 4. Derivada de una diferencia

La derivada de diferencia de funciones es la diferencia de sus derivadas, es decir,
(f—9)(x)=f"(x)—g'(x)

Este es un caso particular de la propiedad anterior.

Propiedad 5. Derivada de un producto

(f9)' (x) = ' (x)g(x) + f (x)g"(x).
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En efecto:
(1) (x) = im (OGN = (19 0) _ gy MO = 10900
—lim f(x+h)g(x+h)—f(x)g(x)+f(x)g(x+h)—f(x)g(x+h)
h—0 h

~ lim f(x) (9(X+hh)—g(><)) N 9(X+h)(f(>r<]+h)—f(><))
:r!,'ﬂ) ¢ (X)Am g(x+hr)]—g(x) +Amg(x+h) ALmO f(x+hr)]— f (x)
=F() 9" () +9(x) f'(x)

NOTA:

Como un caso particular, gi(x) = k, entoncegk f )’ (x) = kf’ (x)

Ejemplo

Sif(x)=a+bx+2entonced’'(x) =0+b+0=0b

Ejemplo

Sif (x) = x?entonces '(x) = 1.x+ x.1 = 2x

Ejemplo
Si f (x) = 5+ 4x+ 8x% entonced ' (x) = 4 4 16x

Propiedad 6. Derivada de la re@proca de una funcbn

<1>’:_ 9’ (x)
9(x) [9(x)]?
En efecto:
1 1
17 g(x+h) g _ . g(x)—g(x+h)
e i h = hg(x+h) g (x)
e gx+h) —g(x) 1 L 1
s h "gxrmeo 2 gxg
_—9'(x
[9(x)]?
Ejemplo
1 1
Seaf (x) = M entonced ' (x) = e
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Ejemplo
— (2x+2)
Seaf = 55— t g’ ="
eaf (x) 21 oxi3 entonced ' (x) (t 21 3)°
Propiedad 7. Derivada de un cociente
[f(X)]' _ 9 ) - fF(x)g"(x)
9(x) [9(x)]?
En efecto:

1] - (G roo] - gy o] o

)
00t [_ 0'(x) ] 01000 _ g F1(x) -~ F(0g'()
9(x) 9 (X)) 9(x) [9(x)]? 9 (X))
Ejemplo
Hallar f / (x) si f (x) = 2+ ;i
£/ (x) = (34 2x) (3—2x) — (32— 2x) (34 2x)
(3+ 2x)
C(B+2x)(—2) - (3—-2x)(2)
B (3+ 2x)?
12
(34 2x)?
Ejemplo
Sif(x) = AXT — 280 + V2x entonces

X3 — 6x2 + 22

(x® - 6x2 + 22) (4x" — 28% + ﬁx)/ — (4x7 - 28¢ + v2x) (3 - 8¢ + 22)

f’'(x) =
() (X3 — 6X2 + 22)°

(¢ — 62 +22) (28 — 842 + v/2) — (4x7 — 28 + V2x) (3¢ — 12¥)

(X3 — 62 + 22)2
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Propiedad 8. Derivada de funcon potencial (1)

Si f (x) = x"conn € N entonced ' (x) = nx"~1

. f(x4+h)—f(x) . (x+h)"—x"
! _ J—
F(x) = lim, h =am h
_ fim X"+ nhX"t 4+ (1/2)n(n—1) h®x""2 4 ...+ h" —x"
) h
 Yim nhx"~1 4+ (1/2)n(n— 1) h2x"~2 4 ...+ h"
~ h—0 h
i h(nx""1+ (1/2)n(n—1)hx"~2+ ...+ h""1)
~ h—0 h

= lim nx" 14 (1/2)n(n—1)hx""24 4 h"1

— an—l

Ejemplo

Sif (x) = 4x1%0 entonces f’(x) = (4x19) =4 (x'%)" = 4(100) x* = 400x*°

Ejemplo
Sif(x)= §2+x§ entonces
0 = (3—x2) (x2+2)'— (3—x2)" (x2+2)
- (3-x2)2
(3—x%) (2¢)— (=2¢) (x*+2)  10x
- (3-x2)? - (3-x2)?

Propiedad 9. Derivada de funcon potencial (2)

Sif (x) = x "conn € Nentonced ' (x) = —nx "1
En efecto: . .
_nn/ 1 nx"- Cn_
fr(x)=(x") :<Xn> =Ty T WX "t
NOTA:

Las propiedades 18. y 9. se pueden resumir en;

Propiedad9’

Sif (x) =xP entonces f’(x) = pxP~lsipec z
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Ejemplos
1. Sif (x) = 2x Sentonces ' (x) = (2x %) = 2(x %) = —10x®
: X734+ x°
2. Sif (x) = 25 5x 2 entonces
£/(x) (4+5x2) (C+x°) — (x3+x3) (4+5x2)
a (4+5x-2)?
(445x2) (=3x 4 5x*) — (x 3+ x°) (—10x 3)
a (4+5x2)?
EJERCICIOS
. 4x? + 8x* , ,
1. Slf(x)_m, hallar f'(x) y f’(3).
, 1/x —3/x?
3 1+4/%
3. Sif =2+ - . hallar f’ f’'(1).
00 =245+ 5 (0 y /(1)
4 2In7 , ,
4. Sif (x) =Cos3+e* + T’ hallar f’(x) y f’(5).
4x+ v/ 3x2

5 Sif(x)=mn+ hallar f’(x) y f’(e).

x3+ed+x2/e’

Propiedad 10. Derivada de funodn compuesta (La regla de la cadena)

[f(g(x))]’" = f'(g(x))g’(x),donde se entiende que (g (x)) es la derivada dé calculada
eng (X).

En efecto:
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El primer limite del renglor{x) Se justifica haciendk = g (x+ h) —

h—0,k—0vy
g(x+h)=g(x)+k

NOTA:
dy du

Si y=1(g(x)) entoncesji’ =f'(g(x)g’(x) = —= —

Ejemplos

du dx’

g(x), entonces si

1. Seay (x) = (x*+x% + 1)3, entoncesy’(x) = 3 (x* + x2 + l)2 (4x3 + 2x)

osi y(x) = (x*+x*+ 1)3, haciendoy = u® yu = x*+x?+ 1 entonces

dy dydu
dx ~ du dx

X3

= 3u? (4x* +2x) = 3(x4+x2+1)2 (4x3 + 2x)

4 3 /
1 x3 -1 x3 -1
2. Seay (x) = (2x3+1> entoncey’(x) =4 [2x3+1] <2x3+1>

_ {ﬁ—l] [Qﬁ+¢)w?—wi—n6%]::%%(ﬁ—1f

23 +1 (2x3 4 1)2
o tambén:
4 X% — ’
y(x) =u* donde u= 2311 y ad
dy dydu s/ x3—1Y)
! = — =
Y= Gx = du dx 4“ <2x3+l

(2x3 4+ 1)°

4 x3—1 x3—1 /_36x2(x3—1)3
o2 +1 23+1)  (23+1)°

3. Seay (x) = (B +x+1)* (23 -x+1)° entonces

(+x+1) )(2X3_x+1)8+(X3+X+1)4((2x3—x+1)8>/

=
43 +x+1)° (3¢ +1) (23 —x+1)°
+ (C+x+1)*8(23—x+1)" (662 - 1)

(x3+ 2x)_5 + (2x42)*
(x3+2)?

4. Seay (X) = entonces

(x3+2)2 {(x3+2x)75+ (2x + 2)4}/ — [(x3+2x)75+

Qx+2f}{@3+2fy

y'(x) = [(X3+2)2}2
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03+2)%[-503+29 (3¢ +2) +4x+2°(2)] - [(F+29 7"+ (2x+2) 4| 2( +2) " (3)
(x3+2)*

Propiedad 11. Derivada de funabn potencial ( 3)

Sif (x) =x¥" neZentonces ' (x) = (1/n)xd/M-1

Para demostrar esta propiedad se toma:

_dx_d
~dx  dx

d

(xm" = £ (g(h(x))), con

/N (y1/m?" <
X =X (x¥/M" yad x

g(x)=x" y h(x)=xY" porlotanto

g(h(x)) =g (x/") = (x/")" entonces

n-1 d
1=g’(h(x))h/ (x)=n <X1/n> = (Xl/n>
d 1/n) _ 1 o (1/n)-1
:’&<X )_m—(l/n)x

Ejemplos:

1. Seay (x) = VX3 + x+ 1 entonces

0= 160 T ey
=0 rxr) et = P siusixe

2. Seay (x) =+1+4+u, con u=./x entonces

dy dydu 1 ~172 1

-y _ _ = -1/2 _
dx du dx 2(1+u) Z(X)

1 1
EENGERvEN

3. Seay (x) = /u, con u=v(3-2v), v=x2 entonces

iy Y dvdudv 1 o oyyoxe 1 (3
y (x)_dx_ Judvdx — 2\m((B 2v) 2v)2x_2ﬁ(3 4v) 2x
-t (3—4v)2x = 1 (3—4x%) 2x
2\/V(3—2v) 2/ x?(3—2x?)

Propiedad 12. Derivada del Seno

Si f (x) = Senx entonces f’(x) = Cos x
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En efecto:
, f(x+h)—f(x) . Sen(x+h)— Senx
fr(x)=1 = |

h—0 h h—0 h
. Sen x Cosht- Senh Cos % Sen x

= Iim
h—0 h
. —Sen X1 - Cosh) + Senh Cos x

= Iim
h—0 h

— lim —Senw + lim @Cosx
h—0 h h—0 h

=(—Senx (0) + (1) Cos x= Cos x

Ejemplos

1. f(x) = Sen(x*+ 1) = Sen(u(x)), con u(x)=x*+1 entonces
f/(x) =h'(u(x)).u’(x)=Cos(u(x)).u’(x) = [Cos(x*+1)] 4x* si h(x) = Senx
2. Sif (x) =Serf(x) = (Senx*=u3, con u=Senx entoncescomo f(x)=h(u(x)

con h(x)=x3u(x)=Senx entonces
f/(x) =h'(u(x))u’(x) = 3(Sen ¥’Cos x= 3Sertx Cos x

3. Siy(x) = Serf (x> +x 3+ 1)2 =u% con u=Sent t=vlyv=x2+x3+1
entonces:
dy dydudtdv 3 _a
/ = — = — —— — — = —
y' (x) = 9x = du gt dv dx 4u® (Cost) (2v) (2x—3x™ %)
— 4(Sent®(Cost) 2v (2x— 3x*) = 4 (Sen¥) 3 [Cos ¥] 2v (2x — 3x*)

3
=4 (Sen(x2+x+ 1)2> Cos(X®+x+1)22(x®+x 3 +1) (2x—3x*)

Propiedad 13. Derivada del Coseno
Sif (x) = Cosx entonces f’(x) = —Senx
En efecto:

f (x) = Cosx= Sen(x+ m/2) entonces f’(x) = Cos(x+ 1m/2) = —Senx

Ejemplo

Sif(x)= Cos(Sen(x2 + 1)4>3 — Cos(Send)® = Cos(Sent)® = Cos\# = Cos z= h,
Es decir,f (x) =h(z(v(t(u(x)))))
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entonces

Fr0) =h"(z(v(t(u(x))))) 2" (v(t(u(x)))) v'(t(u(x))).t"(u(x)).u’(x).1
—Sen(Sen(x2+ 1)4)3.3 (Sen(x2+ 1)4)2.Cos(x2+ 1)*4(2+1)% 2x1

() (&) (a) (@) ()

Propiedad 14. Derivada de la Tangente

Sif (x) = Tanx entonces f’ (x) = Seéx
En efecto:

Senx
f (x) = Tanx= —— entonces

Cos x
, .. (CosX¥(CosX — (Seny(—Seny Cosx+Serfrx 1
P = Cosx B Cosx - CosX Secx.

Propiedad 15. Derivada de otras funciones trigonoratricas

Usando la derivada del cociente se puede demostrar que:

Si f (x) = Cotanx entonces f’(x) = —Cscx

Si f (x) = Secx entonces f’(x) = SecxTan x

Si f (x) = Cscx entonces f’(x) = —Csc x Cotan x
Ejemplos

1. Seay (x) = Tan(Serfx) = h(u(g(x))), con u=t2, t=Senx=g(x) y
h(x) = Tanx entonces

y'(x) =h"(u(g(x))-u’"(g(x)) 9" (x)
=Sel (u(g(x))) - 2t - Cosx= [Seé (Serfx)] (2Senx (Cos ¥

() (o) (&)

B Tar?/® (V2x+1)

2. Siy(x) = Cos(3x12) entonces
/ Cos(3x+ 2) |[2/3Tant/?\/2x+ 1Se¢v2x+ 1 (1/2) (2x+ 1) /22
y'(x) =

[Cos(3x+ 2)]?
[(Tar?/3y/2x+ 1) (—Sen(3x+ 2)) 3]
[Cos(3x+ 2)]?




11.3. PROPIEDADES YALCULO DE DERIVADAS

343

3. Siy(x) = (Sec(Sen)%)) Sen(ax+ b) entonces

y'(x) = [Sec(Sen >?2l3> Tan <Sen X 2/3> Cos x 2/3 <_ % x5/3)]

Sen(ax+ b) + Sec(Sen )(2/3) Cos(ax+ b)a

Propiedad 16. Derivada de la funabn exponencial (1)

Si f (x) = e*entonced ' (x) = e*

En efecto:
f(x+h)—f(x) o eXth e . X(h_l)
/ — —
) = lim h =M= =i
h _
=e* lim e -1 = el =¢"
h—0

En forma nés general se tiene:

Propiedad 17. Derivada de la funabn exponencial (2)

Sif (x) =a* entonces f’(x) = (In a) - a*
En efecto:

f(x) =a*=eX"2 entonces f (x) =eI® =h(g(x)) con h(x)=¢e yad

f'(x)=h'(g(x))-g’(x) =€ Ina=a*-Ina.

Ejemplos
1. Sif (x) = ™+ 3X+ Cos(e**®+x?) entonces

f/(x) = 5™+ 3. In3 — Sen(e®*° 4 x?) - (26*+° 4 2x).

: x2e3x
2. Sif (x) =  Cos x entonces

(xCos X [x?e¥] ' — x?e3 (xCos X ’
(xCos X2
(xCos ¥ [x? (3e¥) + 2xe¥] — x?e¥* (Cos x— x Sen
(xCos X2

f'(x)=
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3. Sif (x) = 2Sex | 3x*+x 4 x-3 entonces
f/(X) _ (ZSeer)’ + (3x2+x)l + (X—3)’
_ (e(Seer) In 2)/ + [e(x2+x) In3], _ 3y 4

= e(Se®IN2 . (jn 2) 2Cos2x + 3 +* - In 3 (2x+ 1) — 3x
= 25X 2|0 2Cos2x + 3 ¥ In 3 (2x+ 1) — 3x 4

Propiedad 18. Derivada de la funadn logaritmica (1)

Sif (x) =Inx entonces f'(x) = ;1(
En efecto
In Xx+h
f(x+h)—f(x) . In(x+h)—Inx »
, = = —_
£/ () = lim h = lim == lim
In <1+ 1h)
= lim N X ) _ }
h—0 h X

En forma nés general se tiene:

Propiedad 19. Derivada de la funabn logaritmica ( 2 )

Sif (x) =log,x entonces f'(x) =

, pues

(Ina)x
Inx 1 1
f = = — f'"x)=(—)1(=
(x) = log, x ina entonces f ’(x) (Ina) (x)
Ejemplos

1. Sif (x) =In(4x+5) entonces f’(x) = 1 (4x+5) = 4

' (4x+5)° 4x+5

, In (ex2+1+3)

2. Sif (x) = logg (ex 14 3) = in3 entonces

1 1 2 /
/ = X“+1
() = 5 [ex2+1+3] (1 +3)

. 1 1 X2+1
~In3 (ex2+1+3> <e '2X)
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3. Sif (x) =1In3 (Ser? ( X2 +4x>) entonces

f/(x) = 3In? (Sen’-\/ x2+4x) [In (Ser? v x2+4x)}/
= 3In? (Sen’-\/x2+4x> <1> (Ser?\/x2+4x)/

Sertv/ x2 + 4x

=3In? (Ser?\/mo <1>

Ser? /X2 + 4x

<28en< m) (COS\/M) <2\/>ﬁ> (2x+ 4))

4. Sif (x) = 2™@"X4 log, (Cscx) entonces

1

f/(x)=2""% (In2) (Seéx) + 7] Cscx (

—Csc xCotg ¥

EJERCICIOS

Hallar la derivada de las funciones:
1. f (x) = Cos(logg (3 + 4%))
2. f(x) = Vax+ 4+ x*In1/x

eX _ e—X
4. f(x) = CSC(ST"‘“(VXSE”’>>

5. f (x) = 6X 4 x® 4 6% + loggx + log, x + logs6

6. f (x) = Ser’x + Sen ® + Ser?x® + Sen2x+ 2Sen x+ 2Sen2x

7. f(x) = (In (Sen(lJr )1(>)3/4> Csc(1+ €* +6%).

Propiedad 20. Derivada de la exponencial generalizada

Si f (x) = [g(x)]"™ entonces
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En efecto

f(x)=[g(x)]"® = e"¥MEX) y por tanto

£ (x) = e e [ B9 /() 40’ ) In (g ()|
90017 [P0 8L b7 0 In@ )|

Ejemplos

1. Seaf (x) = x* = e*™ entonces
f’(x) = e (xInx)’
= x* (Inx+ i;) — % (Inx+1)
2. Seaf (x) = (Senx VX = eVxInSenx entonces
f/(x) = eV*NSenx( /xIn Senx’

1 1
— VX . .
(Senx (ZﬁlnSenx+\/§ Senx Cosx>

3. Seaf (x) = (3@ +x)*"t = ex+VI(¥+x) entonces
f/(x) = e(x+1)In(x*+x) [(X+ 1)In (X3+X)]/

= (x3+x)x*? (In (x3+x) + (x+1)- X3::-X (3x2+1))

EJERCICIOS

Hallar la derivada de las funciones:

1. f(x)=x"™ 2. f(x)=(xX)*
3. f(x)=x¥ 3™ 4 (Se(?x)ex 4. f(x)= (Sen W) .

5. f (X) = xSert x+2+Sec2x

Propiedad 21. Derivada de funabn potencial (4)

Sif(x)=x% acR entonces f'(x) =ax?"1 en efecto:
f (x) = x% = e?™ entonces

f/(x) = €™ (aInx) =x-a(1/x) = a-x91
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Ejemplos
1. Sif (x) =x¥3 entonces ' (x) = /3-xV3"1

)
2. Sif (x) = x™ entonces f'(x)=rm-x"1
):

s

3. Sif (x (Cos x+ log; 8)
f/(x)= 1m(Cosx+logs8)" . (—Seny

entonces

Propiedad 22. Derivada de la funobn inversa
.
frf=1(x)

Sif-1(x) eslainversadef (x) entonces [f~1(x)] =

En efecto; puesto quef (f~*(x)) = x entonces

1= :x [(f(fr(x)] =f"(f1(x))- :X(f‘l(x)) y ad
d _ 1

ax 00 = )

Ejemplo

XxX—5
2

Seaf (x) = 2x+ 5, entoncesf =1 (x) =

fr(x)=2, [f*x)] = %

En forma expicita, aplicando el resultado anterior se tiene que
d . 4 1 1
&(f (X))_f/<x—5>_2

2

para el caso de las funciones trigorg&rnicas e hiperblicas inversas esta propiedad no se aplica direc-
tamente sino que de ellas se deducen formulas para calcular sus derivadas.

Propiedad 23. Derivada del Arcoseno

1
Si f-1(x)=ArcSenx entonces [f~1(x)] = ——
(x) 0] = = n N
Como f~1(x) = ArcSenx eslainversadef (x) = Senx —5 <x < 5
entonces por la propiedad 20 y pof (x) = Cos x se tiene que:
d d 1
— -1 - — (A - -
dx () dx( reSeny Cos(ArcSen ¥
1 1

\/1— Ser? (ArcSeny T V1 ox2



348 Captulo 11. DERIVADAS

Ejemplos
1. Sif (x) = ArcSerf2x entonces f’(x) = 2 (ArcSen2y - 2
1— (2x)?
: 1
2. Sif (x) = ArcSen(x? + 3x) entonces f’(x) = - (2x+3)
1— (X2 + 3x)?

3. Sif (x) = e+l ArcSen(Cos X) entonces

f'(x)= (e"Z*l)/ (ArcSenCos X)) + &< 1 (ArcSen(Cos X))/
1
v 1— Cos?x

— e +1. 2x(ArcSen(Cos X)) + e +1. -(—Seny

Propiedad 24. Derivada de otras funciones trigonortricas inversas

En forma adloga a 23. se puede demostrar que:

a) Sif~1(x) = ArcCos x entonces [f 1 (x)] = 1_1 :
—X
1
if—1 _ -1 A
b) Sif~1(x) = ArcTanx entonces [f~!(x)]| = 15
1
if-1(x)=A f1x)] = -+—=
c) Si (x) rcCotgx entonces | (x)] 153
1
d) Sif-1(x)=ArcSecx entonces [f1(x)]' = —=———
1
e) Sif 1 (x) = ArcCscx entonces [f1(x)] = - ——=——
Propiedad 25. Derivada del Seno hiperblico
X a—X
Sif (x) = Senhx= Te entonces f’ (x) = Cosh x en efecto:
d d /eX—e* eX+e X
&(Senhg = dx (2 ) =—> = Cosh x

Ejemplos

1. Sif (x) = Senh(4x? + 1) entonces

f’(x) = Cosh(4x?+ 1) % (4x* +1) = 8xCosh(4x? + 1)
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2. Sif (x) = Senh(e* + 2X) entonces

f’(x) = [Cosh(e*+2¥)] (e*+ 2*In2)

3. Sif (x) = Senh(Cosx) entonces

f’(x) = [Cosh(CosX)] - (—Senx

4. Sif (x) = x?> Senl2x entonces

f’(x) = 2x Sent2x + x? (Cosh2x) - 2

5. Sif (x) = ArcTan(x?+ 2) entonces

f’(x):%-Zx
1+ (x2+2)

Propiedad 26. Derivada de otras funciones hiperblicas

Usando las definiciones:

e +e X Senh x
hx= —— Tanh x=
Cosh x > , anh x Cosh
Cosh x 1
CothX= Senhx SechX= Coshx
1
Csch x=
senx Senh x

se puede demostrar que:

a) % (Cosh® = Senhx
b) d (Tanh X) = Sechx
dx
c) d (Cothx = —Cscltx
dx
d) % (Sechy = — Sech x Tanh x
e) % (CschX = —Csch x- Coth x
Ejemplos

1. Sif (x) = Coshk® (3x+ 1) entonces

f’(x) = 3Cosi? (3x+ 1) [Senh(3x+ 1)] 3
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2. Sif (x) = (Sech2x) Coth(x? + 1) entonces

f'(x) = (Sech2x)’ Cotgh(x? + 1) + Sectex (Cotgh(x? + 1))’
= (- Sech2x Tanh2x) 2Coth (x? + 1) + Sectx (—Csct? (x* + 1)) (2x)

_ Tank? 3x

3. Sif (x) = < Cosh x entonces

(xCosh ¥ (Tant? 3x)" — (Tank? 3x) (x Cosh ¥’

f'(x)=

(x Cosh ¥?
_ (xCoshy (2Tanh3x) (Seclt 3x) 3 — (Tant? 3x) (Cosh x+ x Senh %
B (x Cosh %2

4. Sif (x) = [Csch(x®+ 1)] ArcCotg(y/X) entonces

f’(x) = [Csch(x®+ 1)]/ArcCot(\/7() + Csch(x® + 1) (ArcCotgy/x)’

-1 1
= [—Csch(x® + 1) Cotgh(x3® + 1)] 3x?ArcCotgy/x + Csch(x® + 1
- Cach(s* 1) Cotn( + )] seeSotayK Csente 1) (12 ) 5
5. Sif (x) = (Senh T X entonces

f (X) _ (Senh);ArcTanx: ghrcTan xIn(Senh x yasi

f’(x) = (Senh 3T *(ArcTan xIn (Senh 3)’
£/ (X) _ (Senh )XArcTanx [(

f /(X) — (Senh)ﬁArcTanx[

In Senh>9 + (ArcTan x) Sel Coshx] , luego

1
14 x2 nh x

1152 InSenh x+ ArcTan xCoth >]

Propiedad 27. Derivada de funciones hiperblicas inversas

Usando las definiciones de las funciones hipécas inversas:
a) Senrix = In (xqL Vi1+ x2)
b) Coshrix = In (x+ VX2 — 1)

1 1+x
Tanh Ix = Z |
c) Tanh *x 2n<1_x>

1 X+1
—1y _ &
d) Cotgh x_2In<X1>
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T %2
e) Sech x = In (HX1X>

2
f) Cschx = In <1+ X”X)

se puede demostrar que:

d 1
a) &(Senrr X) = e
d 1
b) 4% (Coshrix) = =
d _ 1
c) &(Tanh X) = T
d 1
d) & (Cotgh™1x) = 1
d -1
— (Sechx) = ————
)d (Sechrx) T
d 1
f) — (Cschrix) = ——=——
) dx ( SC ) X /1—|-X2
Ejemplos

1. Sif (x) = Cosh 1e* entonces

P/ (X) = e ()

(€92 -1

2. Sif (x) = 2Tanh ! (Tan%) entonces

f'(x)=2 !

Seé (x/2)
1 - Tar?(x/2)

3. Sif (x) = Cotgh™'(1/x) entonces

0= e x) -

s rrari dx (Tan(x/2)) = sed (x/2)) (1/2)

1 - Tar? (x/2) (
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4. Sif (x) = Sechr! (Cosx+ Senx entonces
-1 d
f'(x)= d—(Costr Senx
(Cos x+ Sen ¥ \/l— (Cos x+ Senx? &%

-1
= (—Sen x+ Cos X

(Cos x+ Senx \/1 — (Cos x+ Sen 32

5. Sif (x) = Tanh! (Sech(2x+2)) entonces

f’ (X) - 1— (SGC";ZX_F 2))2 ;X(SGCI‘(Z)(+ 2))
1
"1 [Sech(2x+ 2)]? (—Sech(2x+ 2) Tanh(2x+2)) 2

EJERCICIOS

Hallar la derivada de las funciones:

1. f=1(x) si f(x) =x? x>1
2. f71(x) si f(x)=3x+5

3. f(x) =xV2+x27 4 (Senx+ 2)V?2

4. f(x) = (Inx + Cos x+ eX)V5+1

5. f (x) = (ArcSer?3x) (ArcCos(Cos2X))
6. f (x) = [ArcTan(Senx]**?2

7. f (x) = [ArcSedq Senh %] ArcCos(Sech %

8. f (x) = (ArcTan x)ArCCOS(Xz)

11.4. DERIVADAS DE FUNCIONES EN FORMA PARAM ETRICA

11.4.1. Parametrizaddbn de curvas en el plano

Dada una curva en el plano que representa o no unadfunesta curva al "estirarla” se convierte en
un segmento de recta, estabéalose dsina correspondencia bitmoca entre los puntos del segmen-
to (elementos de un intervaldy los puntos de la curva (elementoskfg, es decir, se puede construir
unafuncona : | — R? tal que a cadatmero reat enl, le corresponda el puntm(t) = (x(t)), y(t))
sobre la curva y 4 medida qué recorre el intervalo | en un sentida(t) recorre la curva en de-
terminado sentido, es decir, el recorrido de esta fumoépresenta los puntos de la curva y le da una
orientacon. Esta forma de representar curvas es lo que se conocepemarnetrizaddn (Figura 11.7).
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t /

FIGURA N° 11.7

El intervalol, llamado intervalo de parametrizaoi no debe ser necesariamente igual a la longitud
de la curva. Para observar esto recuerde que dos segmentos de recta de diferéotsieangae se
pueden poner en correspondencia uno a uno (Figura 11.8).

FIGURA N° 11.8

De este resultado se puede deducir que dada una curva,axistiinitas parametrizaciones de
la misma, pues al cambi&y cambia la fund@n (x(t), y(t)), por consiguiente exisén intervalos de
cualquier tamio equivalentes a | y por tanto equivalentes a la curva. (equivalentes en el sentido de
gue entre los dos conjuntos se puede establecer una corresponderigizchiun

Ejemplo 1

Si una curva representa una fubity = f (x) con dominio[a,b], es evidente que a cada punto
t € [a,b]le corresponde un punto sobre la curva, de coorderfadas= (t, f (t)), luego la parametrizadn
aqu es inmediata, tomando= [a,b] x(t)=t y y(t)=f(t) con tel (Figurall.9).



354 Captulo 11. DERIVADAS

| = Dominiode f

FIGURA N° 11.9

Asi por ejemplo sif (x) = x? conx € [—1,2], entonces una parametrizaciesé dada por
a(t) = (t,t?) con te[-1,2].

Ejemplo 2
X . .
Dada la elipse ) + i 1 que no representa una fudij observe que la funan

a(t) =(aCostbSenjy con t e [0,2n] es un parametrizamn de ella; pues cualquier punto con
abscisa(t) =aCost y ordenada y(t) = b Sen tsatisface la ecuan de la elipse ya que:

a’Cogt N b?Serft

= = =Cost+Seft=1

a t =0, le corresponde el punm(0) = (aCos0,bSen0) = (a,0) que sed el punto de partida
de la curva; at = m, le corresponde el punt(m) = (aCosm,bSenn) = (—a,0), ya t=2m,le
corresponde el punto(271) = (aCos2m, b Ser2m) = (a,0), lo que indica que la elipse ésrientada
siguiendo el movimiento opuesto al de las manecillas del reloj. (Figura 11.10)

y
(0,b)

(Ov_b)

FIGURA N° 11.10
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NOTA 1:

Puesto que cuanda= b, la elipse se convierte en una circunferencia de ragientonces una
parametrizadin deésta, est dada por:

a(t)=(aCostaSen} cont < [0,2m]

NOTA 2:

Observe que esta parametriZactino edinica, pues la funén
B(t) = (aCos2nt,aSer2rmt) cont e [0,1]

es otra parametrizam para la circunferencia.

NOTA 3:

Si la elipse et trasladada, es decir, si su ecoaces:

(x—h)?

y—k)?
a2 =1

b2
su parametrizabn mas contin es: a(t) = (h+ aCostk+ bSenj cont € [0,2r]

que corresponde a trasladar primero el centro de la elipse al origen y luego parametrizarla como se vio
atras.

L

Ejemplo
Para la recta = k (k constante) que no representa una fancuna parametrizain es:
a(t) =(kt) con te (—o,+0),lacualla orienta de abajo hacia arriba.

En general dada una curva no es sencillo hallar una parametrizdeiella, pues en muchos casos
depende de la forma como tal curva se construye. A contibn@e dan unas curvas y sus parametriza-
ciones nas usadas:

1. Astroide. Cuya ecuadin cartesiana esx?/3+y2/3 = a2/3 (Figura 11.11)

y
(0,b)

(Ov_b)
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FIGURA N° 11.11

Una parametrizabi esa (t) = (aCos't,aSedt) con t ¢ [0,27.

2. Cicloide. Que corresponde a la curva que describe un punto fijo sobre una circunferencia de
radioa, al rodar esta circunferencia sobre una recta (Figura 11.12).

FIGURA N° 11.12

Tiene como ecuaoh parangtrica a: a(t) = (x(t),y(t)) = (a(t—Seni,a(1—Cost) con t e [0,2m]
si se considera solamente uno de los arcos,®[0,47] si se consideran dos etc.

11.4.2. Derivadas

Seaa(t) = (x(t),y(t)) con t € [a,b] una parametrizaén de una curva C, entonces com() es
una funcon con dominio en R, se puede pensar en calcular su derivada de la forma usual, solamente
que es preciso tener en cuenta gque+ h),a (t) no representanimeros reales sino elementosRfe
los cuales sabemos sumar y multiplicar por un escalar, y aslesqu representa un escalar, de esta
forma:

(X(t+h), yt+h)) = (x(1), yt))

= lim
h—0

h—0 h h
o (XD X Y+ -y
= i (XY
— (yim XN =XO y<t+h>—y<t>>
h—0 h h—>0

Pero ¢ Q& representa gedetricamente el vectar = (x'(t),y'(t))?

Suponga que esta parametrizacorienta la curva como se indica en la Figura 11.13.
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aft+h)

t t+h
h>0

FIGURA N° 11.13

por tanto sh > 0, el puntoa (t + h) se aleja del punta (t) sobre la curva en el sentido que indica
la flecha.

a(t+h)— a(t) representa el vector que va del pumt@t) al puntoa(t +h) y puesto quéh es

un escalah > 0, parah fijo, W representa un vector paralelaat +h)— a(t) con el
mismo sentido. Observe que a medida bse haga ras pequio, el puntoa (t + h) se va acercando

at+h)—af(t)
" 1
puntoa (t); observe que la magnitud de ese vector no se va haciendo cero, puesto que ﬁ' fector

h pequéo toma valores grandes.

al puntoa (t) y el vector va adoptando la posizn de vector tangente a la curva en el

a(t+h)—af(t)

h
tangente a la curva en el purddt) siguiendo la orientadn de la curva. (haga el mismod&isis para
h < 0y observe que no v la orientadin dea’(t)).

Para el caso ideal en ghé¢ienda a cero, el vectar’(t) = rI]’lm0 representa un vector
—

Ejemplo

Sia(t) = (t,t?) entonces a’(t) = (1,2t)

Ejemplo

Sia(t)=(a(t—Seny,a(l—Cost) entoncesa’(t)=(a(l—Cost),aSen}

Ejemplo

Sia(t) = (t,e!) entonces a’(t) = (t,e')

Dada una curva C con representacparangtricaa (t) = (X(t), y(t)), si se quiere calcular la pendi-
ente de la recta tangente a esta curva en un gang, si esta curva representa una fmgy = f(x)
. , d ,
entonces esta pendienteddada pOIa%Z evaluada en el punto=a, pero sino lo es, est(% se puede
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calcular utilizando el hecho de que tatoomoy dependen dey utilizando la regla de la cadena:

dy
dy dy dt q§¢. [dx
dxdt dxdx \dt?°
dt
dy dx .
y tanto at como at se pueden calcular en forma eixjita.

Ejemplo

Hallar la pendiente de la recta tangente al cicloide=t —Sent y=1—-Cost en el punto
(m/2—1,1).
dy
dy dt Sent

dx dx 1-—Cost

dt
ahora el punto (x,y) = (r1/2—1,1) corresponde at = 11/2, luego la pendiente en el punto
dy Sen(/2) 1
(m/ 1) est dada por dx |;_n, 1-Cos(m/2) 1

EJERCICIOS

I. Hallar la ecuadn cartesiana de cada una de las siguientes curvas:

1. x=CosH, y=4Serf0o 2. x=t/2, y=4—t2

3. x=2+t, y=1+t? 4. x=2Sent y=Cos2t
5. x=at’—5, y=2t+3 6. x=¢', y=e 2

7. x=Sect y=Tant 8. x=t2, y=2Int, t>0
9. x=Sect y=Csct O<t<m/2 10. x=+/t, y=5-t, t>0
11. x=Cos26, y=Send 12. x=t2, y=t*+32-1

II. Hallar una ecuadin parangtrica de:

1. y=—x° 2. y=1-x2
3. Elejez 4. Elsegmento de recta que uti2,3,4) con (3,5,7)
5. y=-—x*+4 6. X+y=4
7. X>—y?=1 8. x2+4y*=9
9. x=10 10. Elejex
_a)2
1. x—1)2+ Y 43) —9

lll. Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva:
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1. x= i, y= —\;f’ en t=4

2 _ L y=t3 en t=2
t2+1’ ’

3. x=¢, y=e¥ en t=In2

4. x=4t%—5, y=2t+3, en t=1

11.5. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

11.5.1. Aceleraddn de una parficula

Recuerde que dada una pamta que ocupa las posicionE¢t) a lo largo de una recta en el instante
M . s . !/ M M . .
t, con velocidad variable, la exprésiE (t) representa esta velocidad en cada instarese quiere
ahora representar la acelegatin un instantg inicialmente considere el caso de @sta es constante

0 sea est dada por,
_ Velocidad final— Velocidad inicial

tiempo

a(t)

es decir,

en un intervalo de tiempolt,t + h].

Ahora si en este intervalo de tiemp(,t + h] la aceleradin vaia, la expresin de arriba representa
la acelera@dn media. Si se quiere calcular la acelebacen un instante espéico tp, entonces al
hacerh muy pequéo, esta aceleramn media se aproximara la acelerabn instandnea, siendo esta
aproximacbn mejor a medida qule se haga ras pequio, y en el caso ideal en gitienda a 0, se
obtiene la aceleragn instanhnea en ese instante, es decir:

alto) = fim YD) =Vt0)

=V'(to) = %(V(to)) = % (i(E(toD)

expresbn que se conoce como la segunda derivada de laffoigt) en el puntdp y que a contin-
uacbn se tratax en forma ras general.

11.5.2. Definiciones

Dada una funény = f(x), puesto que su derivada es taérbuna fundn, se puede pensar en
derivarla en aquellos puntos donde exista esa derivada. A esta nuevinftestiltante se le llama la
segunda derivada de la fur@gi f(x) y se nota:

y . d?y

n" z sy
f’x) 6 y" 0o D2
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es decir 2 d/d
" _-2 ' _ (=
o) = dx2 dx(dxf(x)>

Ejemplos
1. Seaf (x) = Sen(x®+3x), halle f"(x) y (1)
f/(x) = (Cos(x°+3X)) (5x* +3)
£7(x) = (Cos(x>+3x)) (5x* 4 3) + [Cos(x® + 3x)] (5x*+3)
= (—Senx>+3x)) (5x*+ 3)(5x* + 3) + [Cos(x° + 3x)] (20x°)
por consiguientd ”(1) = (—Sen4)) (64) + (Cos(4)) (20)

x2 si x>0

%2 si x<0 hallar f”(x). Quée esf”(0)?

2. Seaf (x) {
a) Six>0entonced’(x)=2x y f"(x)=2

b) Six<Oentonces’(x)=—-2x y f"(x)=-2

/ pr— pr— 1 pr— —
0 11(0) =im == fim SRS = fim T =0 pues
f(nhy . hz
[ —— = — = h=
erBL h rHIrI)1+ erQJr 0y
R2
lim w: im — = lim —h=0 a$
h—0— h h—0— h —0-
2x si x>0
f/(x) = 0 si x=0
—2X si x<0

d) Six>0entonced”(x)=2 ysi x<0,f"(x)=-2y

/ —_ f/ !
f’(0+h)—f'(0) _ lim r'(h) el cual no existe, pues

£7(0) = Iim

h—0 h—0 h
f’(h) , .
hl_|>r(r)1+ h _hl_|>r{)1+——hl_|>rg+2—2 y
/
im f (h)f im — = IiIm —2=-2 as
h—0— h h—0— h —0-
. f/(h) . f/(h)
S T 7 T portant

2 six>0
f”(x)={ noexiste six=0
-2 six<0
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x4 six>0

. entonces
—x* six<0

3. Seaf(x) = {

analogamente como se desarrollo en el ejemplo anterior se tiene que

43 six>0 12x2  six>0
f'(x) = 0 six=0 y f"(x)= 0 six=0

—4x3 six<0 —12x% six<0

En forma adloga a como se defimia segunda derivada dé¢x), se puede definir la tercera derivada

de f(x) como la derivada dé”(x), (y se nota poff ”(x)) 6 f ®)(x)), es decir,f " (x) = (;jx( f7(x)),y
ad sucesivamente se pueden definir la cuarta, la quinta derivada etc.:

S d*f d

@ (x) = o &(f(g)(x))
1909 = = L (100)

d'f d
= —— = — (n_l)
X dxn dx(f )

Ejemplos

1. Sif(x) =x*+x34x+ 1 entonces
/() =100 +3x°+1, f7(x)=90x¢+6x, fO(x)=720x+6; A (x)=5040"%
y de aqui por ejempld (¥)(—1) =5040(—1f = 5040

2. Hallarf(M(x) si f(x) = e

f/(x)=ae™;, f'(x)=a-a-e®; f”(x)=a? ae™=a3e®. . f((x)=a"e™

Ejemplo
Seaf (x) = Sen(x), hallar f (" (x)
_ iy _ n (2) (v) — _ n
f(x) =Senx f’(x)=Cosx= Sen(i +x) , flY(X)=—-Senx= Sen(z- 5 +x) ,

f8)(x) = —Cos x= Sen(3- g+x) v F(x) = Sen(n'7n+x)
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Ejemplo

Hallar la derivada resima dey(x) = f(x) - g(X)

y'(x) = f'(x)-g(x)+f(x)-9'(x)
"(x) = 1"(x) -9+ T'(x)-g'() + (%) - 9" (%) + F(x)-g"(x)
=f"(x)-g(x)+2f'(x)-g'(x) + f(x)-g”(x) (yderivandoy” y simplificando se tiene que)
y" () = F"(x)-9(x) +3f"(x)- 9" (%) +3f(x) - 9" (%) + T (x) - 9" (x)

si se contila derivando se puede apreciar una arialapn el desarrollo déa+ b)", donde los
exponentes en este caso representan el orden de la deriv&téxy representa la funén f(x), pues

(a+b)l=a+b=a'h’+a%?
(a+b)? =a?+2ab+b? = a%b® + 2alb! + a3
(a+b)3=a+3a%b+3ab? + b3 = a30° + 3a%b* + 3a'b? + a%?

por tanto usando la indudm matenatica, en forma aoga como se demoétrel teorema del
binomio (a;mndice)'

(a+b)"= Z (han~ kb, se puede demostrar la llamadamula de Leibnitpara la derivada n-esima
del producto de dos funciones

Ejemplos

1. Siy(x) = xe*, hallary(™(x)

= (x€") (n) — (e*x) (n) _ n <E> (€) (n—k) (X(k)) _

(e ()

pues las derivadas aale orden superior a 1 son todas cero.
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2. Siy(x) = (1—x?)Cos x hallary(™(x)
yW(x) = ((1-x?)Cos ¥ " = (CosX1—x?)) ki( ) K(Cosy ¥
- éo <E>(l—x ) >cOs<x+ n)
— (D) orcos(x ) ()1 COs<x+< o)
 (2) 4o B2) 1 (Y-t as(s O2T)
ot (:) (1-x2) <">cOs(x+0)
_ 8) (1-x®)Cos(x+ ) + (2) (—2x)Cos<x+ (n_zl)">

+ (2) (2)Cos<x+ (n-

2

2)7T>

pues las derivadas de-Ix? paran > 3 son cero.

f //(2)7 fl//(s)

EJERCICIOS
1. Seaf(x) =Ser?x, halle f®*(x), f@(m)
2. Seaf(x) =e*, halle fG®)(x)
(o L
3. Halleﬁx
d" 1
4. HaIIew <1—2x)
2x+1 si x>2
5 Sif(x)=4¢ 3 si x=2 hallef”(x)
—X+2 si x<2
x24+x+1 si x>0
6. Sif(x)=¢ 1 si x=0 hallef”(0),
—X+2 si x<0

11.6. DERIVACION IMPL iCITA

Toda ecuadin en dos variableéx,y), se puede expresar de la forfgx,y)

x2+y24+3=0, y-x2=0, x>+y?-1=0,

x—2=0.

=0, por ejemplo
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Graficamente, cuando la soléai no es vaia, los puntogx,y) que satisfacen una ecuacide este
tipo, representan un conjunto de puntos en el plano (una curR8)efos cuales definen una fuidci
o una reladdn no funcional, @spor ejemplo, la ecuadnx? +y? + 3 = 0 no tiene soludn y por tanto
no representa nirim punto en el plano; la ecuéciy — x? = 0, representa una pbola abierta hacia
arriba que es la @fica de una funéin; la ecuadinx?+y? — 1 = 0, representa una circunferencia con
centro en el origen y radio 1, que no es funty la ecuadin x — 2 = 0, representa una recta vertical
que tampoco es una furdei.

Cuando la expreSh F(x,y) = 0 representa una furan, entonces a cada valor deorresponde un
Unico valor dey, es decir, "y” se puede expresar en la foyna f(x) y ad F(x, f(x)) = 0 para todo
x € D¢ y en este caso se dice que la fuorcif (x) est definida en forma exjdita o queF (x,y) =0
define explcitamente a la funéin f(x).

Cuando la ecuadnF (x,y) =0 representa en el plano una curva que no es unadeléaicional es
posible subdividir dicha curva en subcurvas que representen funciones, (no considerando si es del caso
en la curva original los sectores de curvas completamente verticales), como se puede apreciar en la
figura 11.14. en la cual la curva represefita, y) = 0 que no es funoin, se subdivide en 7 funciones:
f1...f7

fa

FIGURA N° 11.14

Es evidente que si alm punto(x,y) satisface lafunén y= fj(x) paraalgn j,1<j<7 en-
tonces este punto satisface la ecéaciF (x,y) =0; en casos comestos se dice que las funciones
f1...f7 es@ndefinidas imgcitamentepor la ecuadn F(x,y) =0, observe que no es sencillo
hallar estas funcionesf; ... f; a partir de F(x,y) =0. Sila curva que represent& (x,y) =0 es
suave (no tiene picos y es continua), dado un pui@b) sobre la curva, es posible hallar la recta
tangente a ella en este punto, perérgo se halla la pendiente de esta recta?, si se supone que el
punto esh sobre el tramo correspondiente a la fénci f(x)(k fijo), esta pendiente estardada
por fi'(a), perocomo en general no es posible hallar estafuncfy(x), es necesario encontrar
una forma de hallar esta pendiente a partir de la ebnadt (x,y) =0.

El método para ello consiste en encontrar una expngsara %(’ que depende dey y de tal forma
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que al reemplazar(x,y) en esta expreSn por cualquier punto(a,b) que satisface la ecu@ci

F(x,y) =0, elrmero resultante representa la pendiente de la recta tangente en ese punto. Para hal-
lar la expresin %’ €s necesario tener en cuenta que para un pygtpuede estar representado por

mas de una exprasn (y= fi(x) paraalgn i=1,2,...,7), portanto mientras no se especifique
fk(X), y puede representar cualquiera de estas funcionesdeesando la expreSh F(x,y) =0,

respecto &, considerando gdonde aparezca, como fubaidex, es posible despejar%{ en ermi-

nos dexy y. Al derivar F(x,y) =0 respecto &, se aplicaan las propiedades de las derivadas que
sean necesarias sin olvidar ques funcon dex, ad por ejemplo:

Si aparece eErminox?y, al derivarlo resulta@% + 2xy

Si aparecéer? y?, al derivarlo resulta: Serfy2. Cos Y. 2y. 33(/

A este nétodo de derivaéin se le conoce con el nombre dierivacbn impicita.

Ejemplos

1. La ecuadnx?+y? = 4 es de la form& (x,y) = 0 y define impicitamente las funciones
f1(x) = vV4—x2y fa(x) = —v4—x2 que corresponden a la parte superior e inferior de la
circunferencia con centro en el origen y radio 2.

Observe que la ecudrix®+y? =4 cuya gafica es la circunferencia completa, no representa
una funcon.

Suponga que se tiene un purflab) sobre la circunferencia, diferente ¢2,0) y (—2,0), y
se desea hallar la pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto, la cual evidentemente
existe independientemente de(aib) pertenece al @fico defi(x) 6 f2(x). Para hallarla se

encuentra inicialmentg{, donde cory estamos representandd gx) 6 a f»(x). De acuerdo a
lo expuesto anteriormente se tiene que:
dy dy 2X X

ad el punto(a,b) pertenece a la gficafi(x) de entonces la pendiente buscada es:
—a —a

2 que representa qQy
q p M

va f1(@) Vi_az
y si el punto(a,b) pertenece a la gfica def,(x) entonces la pendiente buscada es:
—a —a a .
= = = Figura 11.15
wa f2(8) —v4-aZ2 4-a? (Fig )
Pero en general no es necesario conocer esas fundigmey f2(X) pues dado cualquier punto
(a,b) sobre la curva (diferente de (2,0) y (-2,0) donde las rectas tangentes son verticales), la
X a

ab) P

2 que representa Qv
q p M

. d
pendiente de la recta tangente en ese punto esta dadaaé})r y
(ab)
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24y~ 4=F(xy) =0 f2(X)
(a,b)

FIGURA N° 11.15

2. Hallar :—i
La ecuaddn x?eY+xSeny-4=0 define impicitamente a como funcon dex.

Para ello se deriva respecta & ecuaddn F (x,y) =0, es decir,
dy dy
2,y —0=
2xe +xe dX+Sen y-|—xCosyOT( 0=0
(x?€”+xCos ) % = —(2x€' +Seny)

dy  (2x&'+Seny)
dx  (x2e¥+xCosy)

3. La ecuadn x3+ x2y —x?+ 3xy+ 3y? — 3y define impicitamente ay como funcon dex,
d
hallard—i’ en el punto2,—1).
Para ello primero es preciso verificar que el pyi2te-1) satisface esta ecuéci como en efecto
sucede.
Ahora derivando esta ecuaai respecto a se tiene que:

dy dy dy ,dy
27— —_— — — 99— =
3 + 2Xy+ X i 2x+3<y+xdx> +6y —3, =0 entonces
(3% + 2xy— 2x+ 3y) (x? + 3x+ 6y — 3) gi =0 entonces
dy  3¥®+2xy—2x+3y ad
dx  x24+3x+6y—3
dy| _12-4-4-3_
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2
4. La ecuadnxy— Sen y-5 = 0 define impicitamente g como funcén dex. Hallarsz
Primero se haIIa‘Ly
dx
dy dy
X&er—Cosy&—O_ 0
dy
(x—Cosy)~ = -y
dy__y
dx Cosy—x

d?y d /dy d y
ahora 2 = G <dx> = ax (Cos y—x>

X

dy dy
(Cosy—Xx)——y —Seny&—l <

reemplazandgz por y>

Cosy—x)2 dx Cosy—x
y

d

(
- (Cos y—X) [Cosyx} +y [Sen y(c:osyyx> + 1}
N (Cosy—x)2

EJERCICIOS

, - , , d
I. Las ecuaciones siguientes definep@mo funcon dex, haIIara)i.

X2+ 2xy+y® —x=0

xCosh y ArcSen x-xy—5=0
X2+ 2xy+x€° —In x—y=0
yY34x?3+/Seny-5=0
x3—3xy? +y3=0

a kr w N RE

d%y

II. Hallar — en el punto indicado.
dx2 P

1. x>—4y>=9 (5,2)
2. X2 —4xy+y?+3=0 (2,1)
Ill. Hallar la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto indicado.

1. X2 xy+2y? =28 (—2,-3)
2. 9 +4y? =72 (2,3)
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11.7. LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCI ON EN UN PUNTO

Seay = f(x), una funcon, tal que erx = c existe:

f(c+h)—f(c)
h

cano a 0, es evidente que esto no represerdr (c), sino una buena aproximaai de f’(c), que

mejorad mas a medida quelase le asignen valoresan pequios a&

f'(c)~ w para alginh pequéo, donde significa aproximadamente igual, yid$(c)h~

f(c+h)— f(c);lo que indica que el incremento de la fumti f (c+ h) — f(c) para un incremento
pequéo deh de la variable cerca@ se puede aproximar pcbf(c)h, expredin que se conoce con el
nombre de la diferencial de la fuidci en el punta, para el incrementb.

si en lugar de calcular %Iri% se le da & en la expredin, un valor fijo muy cer-
—

Es evidente que a medida gase hace ras pequio, la diferencial d& enc, con este incremen-
to, se aproximar cada vez &s al incremento de la furti. En la figura 11.16 se puede apreciar
graficamente el significado de la diferencial.

6 mm)— ()

|
|
|
|
c c+h

Tan6 = f'(c) :%é/\ =f’(c)h

FIGURA N° 11.16

Puesto qué (c+h)— f(c)~ f’(c)hentonces (c+h)~ f'(c)h+ f(c) lo que se puede representar
como:
f(c+h)~ f'(c)[(c+h)—c]+f(c)

El lado izquierdo de esta exprésirepresenta la funn calculada en un puni+ h vecino de
¢, Y teniendo en cuenta que la ecuacide la recta tangente a la curva en el puntst dada por
y = f'(c)(x—c)+ f(c) (ecuacdn de la recta con pendiente(c) que pasa pofc, f(c))) entonces el
lado derecho de esta expi@sirepresenta la recta tangente calculada en el gortd), lo que indica
gue si una fundin es derivable er= c, la funcbn en cercaias dec se puede aproximar por la recta
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tangente a la curva en el purtplo que garantiza la suavidad de la curvacen

La diferencial se puede usar para calcular aproximadamente el valor de urénfanaiin punto,
conociendo el valor de la misma fubaien un punto cercanceh, siempre que la funéh sea derivable
en estalltimo punto; dependiendo la predsi del resultado de lo cerca que se encuentren los dos
puntos.

Ejemplo
Hallar aproximadamente el valor §&7.08

Esto significa hallarf (274 0.08), dondef (x) = /. Se utiliza la aproximabin del incremento de
una funcén por medio de la diferencial:

f(x+h)~ f'(x)h+ f(x). Que parah=0.08 y x=27 es:
f(27+0.08)~ f'(27).(0.08) +f (27),
y puesto quef (x) = /X entonces
1 x—2/3 ! _} 72/3_} *2_i
o) =3x 2Py 1/(27)=527) =337 = =,

adenas f(27) —3 por tanto:
V/27.08= (O 08) +3~ 3.0029629

Ejemplo

Use diferenciales para calcular el valor aproximado del aumento&rate una pompa de fah
cuando su radio aumenta de 2 a 2.01 metros.

El area de una pompa de fabesé dada poff (r) = 47 ? (area de la esfera).

Se puede aproximar el cambio exaé{o + h) — f(r), mediante la diferenci@lA= f ’(r)h siendo
r=2yh=0.01, donde, comd '(r) = 8rr entonces '(2) =167y ad:

f(2+0.01)— f(2) ~ dA= f '(2).(0.01) = 16m)(0.01) =0.16mm?

EJERCICIOS

I. Estimar las siguientes expresiones usando diferencial.

a) v1010
b) V125
c) (26)%°

ll. Daday = x?> —x+ 1, halle
a) Ay
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b) dy
c) Ay—dy

[ll. Un disco meélico se dilata por la acon del calor de manera que su radio aumenta de 5 a 5.06
cms. Hallar el valor aproximado del incremento deda.

IV. Una bola de hielo de 10 cms de radio, se derrite hasta que su radio adquiere el valor de 9.8 cms,
hallar aproximadamente la disminanique experimenta.

a) Suvolumen
b) Su superficie
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

12.1. LA DERIVADA DE UNA FUNCI ON EN LA CONSTRUCCI ON
DE SUS GRAFICAS

12.1.1. Algunas caracteisticas de las gaficas de una funcbn

Dada una fundn y= f(x) de reales en reales, un primer intento que se puede hacer para construir
su g@fica, es dar valores para en D¢ y hallar sus correspondientes valores paraobteniendo
ad unos puntos que pertenecen a lafigia; luego se unen estos puntos por pedazos de curvas suaves
de los cuales no hay gar&ni de que sus puntos pertenezcan adicg dey = f(x) , ni de que la
forma de esta curva entre dos puntos corresponda a la forma de la tadva Es por ello que este
método no resulta apropiado si se quiere tener una buena aprodimucla gafica y = f(x) .

¢ Qe caractdsticas importantes se deben tener en cuenta en la conétrutuna dafica?

1. Evidentemente es necesario conocer su dominio y &ambs puntos donde la&fica corta el
eje x, es decir, las fiaes reales de la ecuéai f(x) =0 .

2. Puesto que dados dos puntos de &iga y = f(x) , éstos pueden unirse para formar un pedazo
de la curva que sube, que baja o0 que sube y baja en este tramo, es necesario caracterizar los
intervalos de la recta real donde la curva sube (fumcreciente) o donde la curva baja (fuoti
decreciente). En lenguajéednico se entiende que una fubrtiy = f(X) se dicecrecienteen
un intervalo (a,b) si f(s)> f(t) paratodos>t en este intervalo y se digkecrecienteen
(a,b) si f(s)< f(t) paratodos>t en este intervalo (figura 12.1).

371
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a a

|
| [
| [
| |
| | |
| | |
I I I
| [ |
| | |
t t S b
funcion creciente effa,b) funcion decreciente efa,b)
FIGURA N° 12.1

3. Dos puntos en la gfica y = f(x) podiian ser unidos por una arco de curva abierto hacia arriba
(convexa) o abierta hacia abaj@(ava) ra@n por la cual se deben caracterizar los intervalos
donde se presenta una u otra sitbaciMas precisamente se tiene que:

Una funcbn y = f(x) se diceconvexaen un intervalo(a,b) si el segmento de recta que une

dos puntos cualesquiera de la curva en este intervalo, esta sobre la cueva entre estos dos puntos,
y se diceconcavaen (a,b) si dicho segmento de recta esta bajo la curvayde f(x) entre

estos dos puntos.(figura 12.2)

y y
y=1K y= f(X)C(Jncava
I I I I
[ I I I I I
[ (- I I I I
[ (. I I I I
| | | | X | | | | X
a s t b a t S b

FIGURA N° 12.2

Ademas de los puntos reales donde la famcse anula hay otros puntos que es necesario iden-
tificar en la construcéin del géfico dey = f(x) .

4. El punto mas alto de la curva &iximo absoluto) y el punto &s bajo de la curva (mimo ab-
soluto) cuando ellos existen, los cuales@miinos de sus abscisas y ordenadas se definen por:

Una funcbn y = f(x) se dice que presentaaximo absoluten x=a si f(x) < f(a) para
todo x en el dominio def , al numero real f(a) se le llama valomaximo absolutade la
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funcion.

En forma adloga si f(x) > f(a) paratodox en el dominio def , se dice que la funon f
presenta un fimimo absoluto erx=a y su valor esf(a) .

Frecuentemente es necesario hacer referencia a puntos sobre la curva que sin ser necesariamente
maximos o0 ninimos absolutos esh mas altos 0 mas bajos que todos sus vecinos cercanos tanto
a derecha como a izquierda. Mas rigurosamente se tiene:

Si f(x) < f(a) paratodox en una vecindad de (intervalo abierto de peqta longitud con
centroera: (a—9d,a+0) parad pequéo), se dice quef tiene un néiximo relativo enx=a

y suvaloresf(a),ysi f(x)> f(a) paratodox en una vecindad da, se dice qud tiene
un minimo relativo enx=a y su valor esf(a) . (figura 12.3)

FIGURA N° 12.3

En la figura 12.3 se presentan:

méaximo absoluto en x=a, con valorf(a).
méaximo relativoen x=d, con valorf(d).
minimo absoluto en x=c, con valorf(c).
minimo relativoen x=c¢, convalorf(c) yen x=e, con valorf(e).

5. Tambén es importante identificar los puntos donde la curva cambia de convéxaava y
viceversa, es decir, los llamadBsntos de Inflexin. (Figura 12.4)
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/—\:\ Punto de inflexdn
|

Punto de inflexén

|
|
c

o ——-—

FIGURAN° 12.4

EJERCICIOS

1. En cada caso trace un bosquejo de lagicas con las caractsticas dadas (si es posible).

a) Que su raximo absoluto y su mimo absoluto sean tanén maximos y nminimos rela-
tivos.

b) Que tengan dximo y minimo absoluto, pero no aximo y ninimo relativo.

c) Que tenga @mximos y minimos relativos, pero no tengaaximo absoluto ni fimimo abso-
luto.

d) Que sea creciente y tengarimos relativos.
e) Que sea decreciente §rcava.
f) Que tenga raximo relativo y no sea@mcava.

g) Que réina todas las definiciones dadas.

2. Para las siguientes funciones, cuya&figas son ampliamente conocidas, a®as en el in-
tervalo dado, e identifique los intervalos donde la fanoés creciente, decrecienténcava,
convexa, sus aximos y sus fimimos absolutos y relativos y puntos de inflexion.

a) f(x)=x* [-3,5] b) f(x)=x> (-10,20]

c) f(x)=Senx [m/2,2m| d) f(x)=Tanx (—m/2,m/2)
e) f(x)=¢€e* [-2,0) f) f(x)=Inx (0,10)

) f0=|x| [-14

12.1.2. Propiedades de funciones continuas en intervalos cerrados

Inicialmente se puede observar que de la definicie continuidad de una fuidei en un intervalo
cerradoa,b] se puede concluir los siguientes resultados; los cuales se ilushfécagrente:

Si f(X) es continua en un intervalo cerraidob]:

1. f(x) tiene un ndximo absoluto y un imimo absoluto en ese intervalo (figura 12.5)
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y y

Maximo absoluto
Maximo absoluto

y=f(x)

|
|
|
1

L~ b a s b

c
X X
Minimo absoluto Minimo absoluto

FIGURA N° 12.5

2. f(x) tomatodos los valores que hay entre el valamimo y el valor naximo (teorema del valor
intermedio) (figura 12.6)

Recorrido def (x)

m7
<
|
-
~~
X
x

FIGURA N° 12.6

3. Sif(a)y f(b) difieren en signo existe un puntcen el intervalo(a,b) para el cualf (c) =0
(figura 12.7)

V\ c b

FIGURA N° 12.7

12.1.3. Puntos donde se pueden presentaraximos y minimos

Los puntos donde se presentaaximos o ninimos relativos y en los cuales la fuboies derivable,
se caracterizan por queiadlu derivada es igual a cero, es decir, scenD¢, Se presenta aximo o
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minimo relativo yf es derivable es = c entonced ’(c) =0.

Evidentemente, si se supone por ejemplo qu& enc se presenta un aximo relativo, entonces
parah cercano a cerd (c+h) < f(c) o seaf(c+h)— f(c) <0, y puesto qud es derivable e
entonces:

f’(c)= lim

<0 (l h>0
lim, H <0, puestoqueh>0 vy

/ 11
F(e) = Jim

h
Puesh < 0y por tanto como & f ’(c) <0, se concluye qué’(c) =0

NOTAS

1. Si se considera la furtm f (x) = x3, es evidente qué’(x) = 3x? se anula ex = 0, pero de su
grafico se puede apreciar que en este punto no se preserdaaimaomi ninimo relativo, lo cual
indica que la condiéin f /(c) =0 es necesaria para quexes ¢ se presente &ximo o mnimo
relativo cuandd es derivable e, pero no es suficiente.

2. Atodos los puntog € D¢, dondef '(x) = 0 se llamarpuntos cfticosde la funcén. (Observe
gue en estos puntos, seglo tratado anteriormente, pueden existir o naximo o ninimo
relativo).

3. No siempre que ex= c se presentan aximo o minimo relativo su derivada es cero, pues puede
gue alf ésta no exista (figura 12.8(a)), perd siene derivada en este punto necesariamente debe
ser cero (figura 12.8(b)).

y y
Maximo relativo
f /(c) no existe | Maximo relativo
[
| | f/(d)=0
: y=f(X) [
|
[ c |
| X ! X
d c 1 d
Minimo relativo f’(c)=0
f /(d) no existe Minimo relativo
a) b)

FIGURA N° 12.8

4. Sedin lo anterior, los raximos o ninimos relativos de una furmh se pueden presentar en:
(figura 12.9)

a) Dondef '(x) = 0 (puntos citicos).
b) Dondef(x) no sea continua.
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c) Dondef ’(x) no exista.

Casoa

FIGURA N° 12.9

y los maximos y ninimos absolutos se pueden presentar en cualquiera de losaga®gsc)
anteriores o0 en los extremos del intervalo cerrado donde esta definida, si este es el caso (figura

12.10)
y y
Maximo absoluto Maximo absoluto

a « y a k «

'l/ Maximo absoluto Il/ | b
Minimo Minimo b)
absoluto absoluto

a

T
Minimo absoluto‘/
c)

FIGURA N° 12.10

Hasta aquya se sabe como seleccionar los candidatos a puntos donde se presaxitansno
minimos relativos o absolutos, pero es necesario establecer criterios para saber si en cada uno de estos

puntos se presenta bien sea uiximo o un ninimo o ninguno de ellos.

Con el fin de presentar estos criterios es necesario determinar primero los intervalos donde la fun-
cion es creciente o decreciente y donde@scava o convexa. Para ello se presenta inicialmente dos

teoremas.

12.1.4. Propiedades de funciones derivables en intervalos cerrados

Teorema de Rolle

Si f(x) es una fundn continua era,b], derivable en(a,b), y si f(a) = f(b), entonces existe

ce (a,b) tal quef '(c) =0 (figura 12.11).
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FIGURAN° 12.11

Demostraadn

Comof es continua effe,b] entonced tiene un naximo y ninimo alli, si el maximo o el ninimo
esta ert € (a,b) entonces en este puntd(c) =0 (pues seria @ximo o mnimo relativo y derivable
en este punto).

Ahora si en el punt@ se presenta aximo y enb se presenta mimo o viceversa entonces la
funcion es constante, por tanfd(c) =0, para toda € (a,b).

Teorema del Valor Medio

Si f es una fundn continua era,b] y derivable er(a,b), entonces existec (a,b) tal que

\

orFr————\+-——=

FIGURA N° 12.12

Demostraodn

La demostradin consiste en aplicar el teorema de Rolle a |a foimci

D(x) = f(x) — f(bg:;(a)(x a), la cual satisface la hijesis de este teorema, pue&) = D(b),
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D(x) es continua efa,b], derivable erfa,b) y por tanto existe € (a,b) tal queD’(c) =0, es decir,

f(b)—f(a)

f/(C)—ﬁzo y asi f/(C):M

b—a
De lafigura 12.12 se puede observar que el teorema del valor medio garantiza la existencia de la recta
T, tangente a la curva y paralela a la relctgue une los punto&, f(a)) (b, f(b)).

Ejemplo

Considere un fvil que se desplaza desde un puatoasta un puntd a lo largo de un segmento
rectilineo, ubicandose en el purgd) en el instanté, con velocidad variable. Su velocidad promedio

s(b)—s(a)

es entoncesﬁ y sedin el teorema del valor medio existe un puote (a,b) tal ques’(c) =

s(b)—s(a). , . o
——————; pero comos '(c) representa la velocidad instanea en el punte, este resultado se

puede interpretar afirmando que la velocidad ingtaed coincide en al instante con la velocidad
promedio.

12.1.5. Criterio para determinar intervalos donde una funcon es creciente o
decreciente

Si f /(x) > 0 para todox € (a,b) entoncesf (x) es creciente efia,b) y si f /(x) < 0 para todo
x € (a,b) entonced (x) es decreciente gfa,b) (figura 12.13)

y y

creci7
b a b

|
|
|
|
a
f’(x) > 0, pendientes positivas f’/(x) <0, pendientes negativas

y="f(x) decreciente
y="f(x)

X

FIGURA N° 12.13

f(x+h)—f(x)
h
f(x+h)—f(x) > 0, lo que implica qud es creciente, puest+ h > x.

En efecto si se supone qtié(x) > 0, entonceﬁihg) > 0y sih> 0 entonces

Analogamente se demuestra este resultadolparf.

Para el caso en el gue (x) < 0 se procede en forma similar.
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Ejemplo

Determine los intervalos dondéx) = x* — 3x? — 24xes creciente y donde es decreciente.
Basta con hallar los valores deque satisfacen las desigualdade&x) > 0 y alli la funcion f es
creciente y los que satisfacen la desigualéiag) < 0y alli es decreciente:

f(X) = 3x% — 6X— 24.= 3(x+2)(x—4)

(X+2)| ————— e o I
X—8) | —————| ————— F++++
+ 2 - +4 +

luego f/(X) >0 si xe& (-, —2)U(4,+»)

b) f'(xX) =3(x+2)(x—4)<0 si xe(-2,4)

Ejemplo
Determine los intervalos dondees creciente y decrecientefgix) = e*Cos x
Basta con hallar los valores dejue satisfacen las desigualdadé¢x) >0 y f’/(x) <O.
f /(x) = €*Cos x— e*Sen x= ¥ (Cos x— Sen %

a) e*(Cosx—Seny >0 si (Cosx—Senxy >0, pues*>0 esdecir,si Cosx>Senx
oseasi Tanx< l<s xe (prn—rm/2,pri+m/4), paratodge Z.

b) e*(Cosx—Seny <0 si Cosx>Senx esdecir,si
Tanx> 1< xe (pri+m/4,pri+1m/2,) paratodo peZ

12.1.6. Criterio para determinar los intervalos donde la funcon f es ®ncava o
convexa

Seaf (x) una funcon dos veces derivable €a,b).

Si f ”(x) > 0 para todo € (a,b) entonced es convexa efe,b) y si f ”(x) < 0 paratodx € (a,b)
entonced es ®ncava eria,b) (figura 12.14)
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y y

I I I I

I I I I

| : : | | | | |

I I | | I | I |

| | | | X | | | | X
a X1 X2 b a X1 X2 b

Convexaf '(x1) < f/(x2) Concavaf '(x1) > f '(x2)

FIGURA N° 12.14

De la figura anterior se observa que cuarides convexa entonces sus pendierite$) son cre-
cientes y cuando e$ncava sus pendientés’) son decrecientes. Aderm observa que de acuerdo al
resultado de 12.15, $i”(x) > 0 entonced '(x) es creciente y si “(x) <0, f’(x) es decreciente.

NOTA:

Si f /(c) =0 el puntoc puede pertenecer a un intervalo donde la fan@s convexa,émcava oc
es un punto de inflegn (figura 12.15)

FIGURA N° 12.15

Observe de la figura anterior qéi¢’(0) =0, g”(0) =0, h”(0) =0, pero ex=0, f es convexa,
g es ®ncava y par& el punto(0,0) es un punto de inflekn.

Ejemplo

Hallar los intervalos donde la fura f (x) es ©ncava y donde es convexa.

T 4+ x2
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Basta hallarf ”(x) y resolver parx las desigualdades”(x) > 0 (para convexa) ¥ ”(x) < O (para
concava):
—2X
! _
f'(x)= @1x3)?
(4+x2)22—2x((4+x2)2x)

f //(X) —

(44x2)4
C(4+x®) [2(4+x%) —8x°]  Bx*—-8-2x* 6X*-—8
(4+x2)4 T (4+x3)3 (4+x?)8
" 6X2_8 2 2\3
a) f (x):m >0&6x°—8>0 pues4+x9)°>0
& 6x°>8
& x2>8/6
& |X| > +/4/3
& X€E (—0w,—/4/3)U(1/4/3,+»)
6x°

) 1700 = (s <0 & X (—VARAR
los puntos(—+/4/3,(1/4/3)); (1/4/3,f(1/4/3)) son puntos de inflen, pues allhay cambios

de concavidad.

Ejemplo

Como es conocido, de la&fica de la fundn f(x) = Sen xse tiene que los intervalos donde la
funcion es convexa sof{2n+1)m, (2n+2)m), ne Zy donde la fundn es éncava
(2nmT, (2n+1)m), n € Z, resultado que se puede obtener con su segunda derivada, pues:

f’(x)y=—Senx>0 <« Senx0 < xe((2n+1)m(2n+2)m), neZ
f’(x)=—Senx<0 <« Senx>0 <« xe(2nm(2n+1)n), neZ

y los puntos de inflexin son(nr, f(nm)).
12.1.7. Ciriterio de la primera derivada para determinar maximos y minimos
relativos

Si f es continua efa,b] y derivable en(a,b), excepto posiblemente ere (a,b) entonces:

a) Sif’(x) >0parac—d <x<cparaalgnd >0y f '(x) <0 parac < x < ¢+ J, entonces
tiene un n@ximo relativo enx = cy su valor esf (c).

b) Sif’(x) <Oparac—d <x<cparaalgind >0y f '(x) > 0 parac < x < c+ 0, entonces
tiene un ninimo relativo enx = ¢y su valor esf (c).(figura 12.16)
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En efecto:
Para el casa. se vea quef(c) > f(x) parac— 0 < x < c+ 0.

Six > centoncex € (c,c+ d) y por hipdtesisf /(x) < 0, por tantof es decreciente g,c+J) y
as f(x) < f(c).

Six < centoncex € (c—9,c) y por hipdtesisf ’(x) > 0, por tantof es creciente efc—d,c)y
as f(x) < f(c).

Analogamente se demuestra la pérxte

y y

Maximo relativo
Creciente
Creciente
Decreciente
Decreciente Minimo relativo
/ X X

FIGURA N° 12.16

Ejemplo
Seaf (x) = 12+ 2x% — x*

Como esta funéin es polinomial entonces es continua y derivable en cualquiera de sus puntos,
luego sus raximos y mnimos solamente se par hallar en aquellos puntasdondef '(x) =0, es
decir:

f/(x) =4x— 4 =4x(1-x?) =4x(1-x)(1+x)=0 < x=0,1,-1
a) f/(x)=4x(1—x)(1+x) >0 < xe€(—0,—1)U(0,1)
b) f'(x) =4x(1-x)(1+x) <0 < xe(—1,00U(1,+») pues

X |————=|-=-—-—-- FH++++ |+ H+++
(X+2) | +++++| +++++|+++++| —————
(x—4) | ————— e e I e e I

+ -1 - 0 + 1 -

ad que f tiene naximos relativos e = —1 y x = 1 y sus correspondientes valores g¢r-1) y
f(1), ya quef es creciente efi—o,—1) y decreciente efi—1,0); creciente erf0,1) y decreciente
en(1,4)y f tiene un ninimo relativo erx = 0 y su valor esf(0) =0 ya quef es decreciente en
(—1,0) y creciente erf0,1).
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Ejemplo

Comof(x) = |x—2|+5 es continua para tod®, pero no es derivable es= 2, (donde se presenta
un pico), entonces sus valoregxmos y ninimos relativos pueden estar o dornidéx) = 0, o donde
f(x) no sea derivable.

1 X>2
f’(x) ={ noexiste x=2
-1 X< 2

luego ellnico punto donde posiblemente hagximos o ninimos relativos es exl= 2.

Como f /(x) > 0 parax > 2y f /(x) < 0 parax < 2, entonces ex = 2 se presenta enimmo
relativo y su valor eg(2) =5 (figura 12.17)

y

FIGURA N° 12.17

Ejemplo

Para la fundn cuya gafica aparece en la figura 12.18

1N

S a

FIGURA N° 12.18

se puede concluir qué presenta un @ximo relativo erx = a (alli f '(a) =0) y enx=0, sin
embargof no es continua er= 0.
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12.1.8. Criterio de la segunda derivada para determinar raximos y ninimos
relativos

Si f(x) es dos veces derivable en un purte c en el cualf '(c) =0 entonces:
a) Sif”(c)> 0, enx= c se presenta unimmo relativo.
b) Sif”(c) <0, enx=cse presenta unaximo relativo.

c) Sif”(c) =0, el criterio no decide, es decir, iglluede presentarseaximo o mnimo o ninguno

de los dos.
Demostraddn
f/(x)—f’ f’
a) Comof ”(c) > 0 entonced ”(c) = lim T =T1'(c) = lim ) > 0, por tanto:
X—C X—C X—C X—C

Six>c, f’(x) >0 entonced es crecientey si< ¢, f’(x) <0 entonced es decreciente, y
ad por el criterio de la primera derivada, Re- ¢ se presenta unimimo relativo.

En forma adloga se demuestra la palte

NOTA:

Como se puede apreciar, este criterio no se puede aplicar para aquellos casos enagira@bm
minimo relativo se presente en puntos donde la famcio es derivable, por lo que el criterio anterior
resulta mas general.

Ejemplo

Utilizando este criterio, para hallar los valore@ximos y ninimos relativos def (x) = —x3+ X2,
se procede a hallar los puntos dorfdéx) = 0, es decir,

f/(X) = —3x°+2x=x(-3x+2)=0= x=0 6 x=2/3

Ahora para cada uno de estos puntos se analiza el signo de la segunda derivad@ssque
f ”(x) = —6x+ 2 entonced ”(0) =2 > 0, lo que indica que er= 0, se presenta unimmo relativo
y su valor esf(0) =0 y puesto quef "(2/3) = (—6)(2/3) +2 = —2 < 0 entonces ex = 2/3 se
presenta un @ximo relativo y su valor e$(2/3) =—(2/3)3+ (2/3)> = 4/27.

Ejemplo
Hallar los valores raximos y minimos def (x) = x1/3(8 — x) = 8x1/3 —x*/3,
f/(x) =8/3x 2/°-4/3x13=(4/3)2—x)x?*=0 & x=2

4(x+4)

" _
f ()_ 9X5/3
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f7"(2)= —4(22:/;4) < 0, luegof tiene un naximo relativo enx = 2 y su valor esf (2) = (6)(2%/3)

(Por el criterio de la segunda derivada).

El punto Oc D pero erx=0 f no es derivable, (observe que £f{x) aparecex en el denominador
por tanto no se puede reemplazar por cero), entoncésiage puede aplicar el criterio de la segunda
derivada, luego hay que aplicar el criterio de la primera derivaida as
Resolviendo las desigualdade§x) > 0y f ’(x) < O se tiene que:

=5

4(2
f’(x)_3(X2/X)<O en (2,+),

>0 si xe€(—,0)U(0,2) y

ad f no tiene naximos ni mMnimos relativos ex = 0, pues tanto a derecha como a izquierda de cero
la derivada es positiva.

EJERCICIOS

I. Hallar los intervalos dondé es creciente, decrecient@nzava, convexa, puntos de inflexi
valores naximos y mnimos relativos si existen.

1. f(x)=]9-x?| 2. f(x) =3x°45x*
3
2 1/2

3. f(x)=x3(4—x)V 4. f(x):m

x?>—9
5 f(x)= 15 6. f(x)=|x|+|x—1]—x conxe [-20,40]
7. f(X)=(1-x%324+xY® con xe[-4,10] 8. f(x)=2Cosx—Cos2x
9. f(x)=x+Senx 10. f(x) =x*3(x*-8)
11. f(x)=x(x—2)(x—3) con xe[—4,10]

ll. 1. Hallar los valores d@,b,c tales quef (x) = ax? + bx+ ¢ tenga un raximo relativo de 6
enx =2y que la gafica def tenga intersecbn con el ejgy igual a 4.

2. Sif(x) = ax®+bx?, hallara,b de manera que la gfica def tenga un punto de infle&n
en(1,2).

3. Sif(x) = ax® +bx?+cx+d, hallara,b,c,d de manera qué tenga un extremo relativo
(maximo o mnimo relativo) en0,3) y su géfica un punto de inflekn en(1,—1).

4. hallar los valores da,b,c tales quef (x) = ax? + bx+c tenga un raximo relativo de 7 en
x =1y la giafica pase por (2,-2).

5. Hallara,b,c tales quef(x) = ax3 + bx? + cx+d tenga extremos relativos @rimo o
minimo) en(1,2) y en(2,3).

6. Hallar los valores da,b tales quef (x) = x>+ ax? + b tenga un extremo relativo €@,3).
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12.2. PROBLEMAS DE RECTAS TANGENTES Y RECTAS
NORMALES

Se trata de resolver problemas gétritos relacionados con rectas tangentes y normales (perpen-
diculares a las rectas tangentes). Se aplicara el hecho de que la derivada de @maffoman un
puntox = a, como se Vvio en la introdudai, se interpreta como la pendiente de la recta tangente a la

- 1 .
curva en el puntda, f(a)) y por conS|gU|enteL@ como la pendiente de la recta normal a la curva
en el mismo punto.

Ejemplo

Dado el puntop = (2,1) y la curva representada por laafica def (x) = x? + 1; hallar las ecua-
ciones de las rectas tangentes a esta curva que paspn por

En la figura 12.19 se pueden apreciar las rectas que se buscan.

FIGURA N° 12.19

Suponga que el punto de tangencia de la rectal, es(a, f(a)), se trata inicialmente de determi-
nar el valor o los valores de Para ello, recuerde que la pendiente de esta recta se puede hallar de dos
formas: fa—-1 a’°+1-1 a? a®
p .

a7 - a_2 —a_p Ycomo f’(a)=2a, entonces P =2a, as$que,
a®=2a(a—2), luego 2&-a’-4a=0 < a’-4a=0 < a(@a-4)=0 yas a=0
0 a=4, portanto existen dos rectas tangentes a la curva que pasan por €hintJna con pun-
to de tangencig0, f(0)) = (0,1) o sea con pendiente’(0) =0, cuya ecuaéin seay— 1= 0(x—0)
y otra con punto de tangencia é4,f(4)) = (4,17) o sea con pendienté'(4) = 8 con ecuad@n
y—17=8(x—4)

Como

Ejemplo

Encontrar las ecuaciones de las rectas normales a lagundg/'xy paralelas a la rectg= 2x+5
(figura 12.20)
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y=2x+5

f(x)=1/x

FIGURA N° 12.20

1
_1/a2
punto o los puntos sobre la curva en donde las rectas buscadas son perpendiculares a las rectas tan-
gentes.

las rectas buscadas tiene por pendiem?e/l(—a) = — a2, donde(a, f(a)) representa el

Por otro lado como la recta es paralela-a 2+ 5, su pendiente debe serigual a 2, iy as
a®=2 = a=++/2, portanto las ecuaciones de las rectas normales son:

y—f(vV2)=2(x—v2) y y—1f(—v2)=2(x+v2) ,es decir
y—(1/V2)=2(x=v2) y y+(1/vV2)=2(x+V2)

12.3. PROBLEMAS DE VELOCIDAD Y ACELERACI ON

Se trata de resolver problemas en los cuales interviene un@fs|tj que representa el espacio
recorrido por un objeto en el tiempg por consiguiente, como se Halvisto anteriormente’(t) y
s”(t) representan respectivamente la velocidad del objeto en ese mismo instante.

Ejemplo

Supngase que se arroja una pelota hacia arriba desde lo alto de un edificio de altutzdéal
forma que en un instantese encuentra a una altusé) = —16t2 + 64t + 160mtsdel piso, halle:

a) El espacio recorrido entte= 2 yt = 3 segundos.
b) Velocidad promedio en este intervalo de tiempo.
c) La velocidad instaidinea en = 3 segundos.

d) La aceleradn instandnea en = 2 segundos.

e) ¢Cuwando alcanza su altura maximay cual es?

f) ¢Cuando llega al piso y con que velocidad?
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Solucion
a) El espacio recorrido entte= 2 yt = 3 segundos es:
S(3)—s(2) = (—144+ 192+ 160)— (—64+ 128+ 160) =—16. (¢, Qe significa el signo
menos?)

b) Velocidad promedic= w =-16m/seg (¢Qu significa el signo menos?)

3-2
c) Velocidad instaréinea=s’(t) = —32t + 64, luegoésta ert = 3 seges:
s'(3) =—(32)(3)+64=—32 m/seg. (¢Qasignifica el signo menos?)

d) Aceleracon instaninea= s’ (t) = —32, luegcésta en el instante= 2 segess”(2) = —32 m/sed
(¢ Qe significa el signo menos?)

e) La altura maxima la alcanza cuando la velocidad es cero, es decir cuando
s/(t)=—-32+64=00seaeh=2 segy ésta es:
s(2) =—(16)(4)+ (64)(2) +160=224m

f) La pelota llega al piso cuandst) = 0, es decir, cuande 162 + 64t + 160= 0 y esto ocurre
cuanda < 24 +/14, por tanto la pelota llega al piso cuaride 2+ /14 segy la velocidad con
la que llega es’(2+v/14) = —32(2++/14) +64 ~ —119.7m/seg

12.4. PROBLEMAS DE RAZON DE CAMBIO

Suponga que una cantidad&sariando respecto al tiempo mediante una expnesi= f(t), por
ejemplo el volumen de una bomba al inflarlaigazon el tiempo o el volumen de agua en unaisio
con una llave abierta tanéim es fundn del tiempo; surge ata pregunta ¢,con guvelocidad estn
variando estas cantidades respecto al tiempo en un determinado instante?. Dicha veld@crepdeest
sentada poy’(t) lo cual se puede demostrar de la misma forma como se hizo con la velocidad de una
paricula que recorre un espadd), y se llama Raan de Cambio dg = f(t) en el instante.

Ademas se pueden presentar algunos problemas en los cuales dos funcionesajueorarl
tiempo aparecen relacionadas mediante la ebnagis evidente que al derivar esta ecéacespecto
al tiempo aparecen relacionadas mediante las razones de cambio de estas dos funciones.
Ejemplo

Una placa circular se dilata por el calor de manera que su radio aumenta aamde@mtscada
segundo. ¢ Con @radn aumenta el area cuando su radio es oasP

dA

Area del circulo de radio: A(r) = rr?; ar = 21
Razdn de cambio del radip: r/(t) = dr _o M
dt seg
. A A
Razdn de cambio dedreaA’(t) = dA _dA dr = ng = 4mmr

T dt  dr dt dt



390 Captulo 12. APLICACIONES DE LA DERIVADA

Razdn de cambio dehrea cuando=4: A’(4) =4n(4) =16m

Ejemplo

Un puntoP se mueve a lo largo de la circunferengfa+ y? = 25. Cuando pasa por el punt®,4)
su ordenadg disminuye a raan de 6m/seg. ¢ 6mo vaia la abscisa?

Para cada instantex(t) +y?(t) = 25, derivando respectatae tiene que

dy

azo

=0 esdecir X%er

dx dy
2X— 42
Xat T Ya at

dt dt

Seat el instante en el cual el punto pasa p8s4), luego

dx dy dx . dx 24 mts
X4t +yaf3a+(4)(—6)f0 es decir, dt =3 Cseg
Ejemplo

Un avion se dirige hacia el norte a 64 /hora, pasando por cierta ciudad al meda dn segundo
avion se dirige hacia el este a 6dfd /horay est exactamente sobre la misma ciudad 15 minutos mas
tarde. Si los aviones vuelan a la misma altura ¢ C@rgen se separan a la 1:15 PM?

160

FIGURA N° 12.21

Seatp el tiempo inicial a las 12:15, hora en que el segundo avica ssbre el puebl® (figura
12.21). En este instante, el primer avion ha recorrido un espacio de 6406@km
(e=vt, v=640km/hora, t=1/4 hora).

Seay la distancia recorrida por este avion despde las 12:15 la distancia recorrida por el se-
gundo avion eréste tiempo ¥ la distancia que separa los dos aviones es este instante. Puesto que

dy 4 km —dx_ km
dt hora’ dt hora’

y s=4/X2+(y+160¥2 ycomo t=1hora entonces
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y=640/1=640km y x= mh: 600km ycon s=/(600)2+ (640+160)2= 1000,
por tanto ya que s?>=x?+ (y+160)Y se deduce que:
ds dx fy
2 = 2X—+2 160)—
St Xgp T+ (y+ 60)dt

= 2(600)600+2(640+ 160)640
ds 2(600% + 2(640+ 160)640

dt 2s
_ 2(B00Y +2(640+160)640 g7k
- 2(1000) ~ ' "h

EJERCICIOS

1. Una paricula se mueve a lo largo de la parabgla x2. ¢ En qé& punto de su recorrido ést
cambiando a la misma velocidad la abscisa y la ordenada de layta?t

2. SeaA,D,C,r el area, el cametro la longitud y el radio de un circulo respectivamente. En un

. . dr m .
instante determinado,= 6, Frie 3 S—eg. Hallar la tasa de variatn deA respecto ar,D,C,
yt.
dx dy
3. Un punto se mueve alo largo de la cuyva vx2 + 1, de tal forma qu%—t =4, haIIea cuando
x=3

4. Un cuadrado se expande con el tiempodrp@ se relacionan la ram de aumento deélrea del
cuadrado con la r&n de aumento de la longitud de su lado?

5. Las aristas de un cubo variable aumentan de 3 cms/seg. ¢ Ewvargacon aumenta el volumen
del cubo cuando una arista tiene 10 cms de longitud?

12.5. PROBLEMAS DE MAXIMOS Y M iNIMOS

La teoiia que se dio sobre @mimos y mnimos no solamente se utiliza en la constranaie gafi-
cas, sino tami@n para resolver ciertos problemas en los cuales es necesario maximizar o minimizar
ciertas variable.

Para resolver estos problemas es necesario inicialmente trasladar el problema al lengudjgagoatem
definiendo claramente cual es la fulitique se va a maximizar o minimizar y cuales son las depen-
dencias entre las diferentes variables que aparezcan.

Ejemplo

Halle dos numeros positivos que sumados den 12, y tal que su productésiezom

Searx,ylos dos numeros, la exprési que se va a maximizar gg, pero comx-+Yy = 12, es decir,
y = 12—, entonces ella se puede representar como unadiueei la variable, f(x) =x(12—Xx)
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0<x< 12y a$el problema se reduce a hallar ehximo absoluto de esta furdei, que de acuerdo a
lo ya conocido se presenta donfl§x) = 0 o en los extremos dé,12].

Comof(x) =x(12—x) = 12x—x?, f/(x)=12-2x=0 <& x=86,
ycomof(6) =6(12—-6) =36, f(0)=0, f(12)=0
entonces su aximo valor se encuentra e&r= 6 y su valor es 36, luego los numeros positivos pedidos
son:
X=6 y y=12-6=6

Ejemplo

Hallar la altura del cono circular recto de volumeaximo que se puede inscribir en una esfera de
radio 6mts.
Solucion

Seax el radio del cono y su altura (figura 12.22)

FIGURA N° 12.22

. . 1
La funcibn a maximizar es el volumen del cono, es decis é71><2y, pero por el teorema de
Pitagoras, de la figura 12.22 se tiene que:

x2 = 62— (y—6)?, luego la funobn v se puede representar émrhinos de la variablg a:

v=(1/3)r(x?y) = (1/3)m(36— (y— 6)?)y
=4ny®— (m/3)y° 0<y<12

esta funadbn es derivable en todo el intervdld, 12), por tanto el valor @ximo se puede representar
dondev’(y) =006eny=00eny=12.

Siv/(y)=0entoncesBy—my?=0 < y=0 6 y=8.
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Puesto que ”(y) =8m— 2ny, entonces ”(8) =8m— 16m= —8m < 0, luego ery = 8 se presenta
un maximo relativo y coma ”(0) =8> 0 hay un ninimo relativo ery = 0 y as el volumen n&ximo
se presenta ey= 8, ya que

8 264
3 3

v(8) =4m8% — g83 = 182 <4— — | = = es mayor que(0) =0y v(12) =0

Ejemplo

Hallar dos puntos sobne= x3 cuyas abscisas difieren en 2, de tal forma que la recta que los une
tenga pendiente minima.

Sean(x,y),(a,b) dos puntos sobre la gfica dey = x3, como se pide que las abscisas difieran en 2
entonces—x =2, luegoa=x+2ycomob=a3® = b= (x+2)%ya sila pendiente de la recta
que pasa por estos dos puntos es

_ _ 3_ 3
:2_§:b2y:(x+2; X"y por tanto:

m’(x) = (3/2)[(x+2)2—x?] = (3/2)(4x+4) =0 vy

m

m'(x)=0 & 34x+4)=0 < x=-1

m”(x) =6, a$ quem”(—1) =6 > 0, luego enx = —1, se presenta unimimo, y a$ los puntos
buscados son:
(717(71)3) = (71771) y (7l+23(71+2>3) = (1?1)
EJERCICIOS

1. Hallar la minima distancia del punt(8,3) ala rectax—y =1

2. Un trozo de alambre de Ifitsde longitud se corta en dos partes. Una parta deblada en
forma de trangulo equitero, y la otra parte en forma de cuadradodrp€ se debe cortar el
alambre para que la suma de swsas sea:?

a) Maxima
b) Minima

3. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen que puede ser inscrito en un cono de
radio 3mtsy altura 15mts

4. Hallar la linea recta que pasa [8;18) con intersecciones con los ejes coordenados positivos,
tales que la suma de ellas sea minima.

5. ¢Cual es el mayor pémetro de un reéngulo que puede inscribirse en un sdngigo de radio
3?

6. ¢Cul es la forma del reéhgulo con pé@metroP fijo, que encierra la maydrea?
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7. Halle las dimensiones del récigulo dearea maxima que puede ser inscrito en la elipse:
2 2
X
LS A
4 9

8. Demostrar que la minima distancia del putt@ yo) a la rectaAx+By+C =0 es
| A% +Byo +C|

VA2 +B?

9. Hallar el radio del cilindro de superficie lateral maxima que puede ser inscrito en un esfera de
radioR.

12.6. REGLA DE L'HOPITAL

(x=1)?  _2x-1) _ (x=1)?,
“1 YT T YT xeyw
cuandox — 1, estas funciones tienden a 0,2-y respectivamente, pero adassi se reemplaza di-

Observando las funciongs= se puede apreciar que

. 0
rectamente por 1 en cada una de estas expresiones, todas ellas son de Iaﬁfo@na esto se trata

: ., (X . 0 .
de ilustrar que al calculgnd;gixi, sabiendo que es de la forr‘gasu resultado puede ser uaimero

. , . 00 . .
real cualquiera atoo. A expresiones de este tipo y de la formase llamarformas indeterminadas.
[o0)

Limites de este tipo aparecen con cierta frecuencia en algunos problemas detaphcsgs alculos
en algunas ocasiones se pueden realizar con determinados cambios de varitblkdos @rtificiosos
enx , e—-1  x3-8

3 S
como cuando se calcularon@grim ——; Iim ;o lim
x—0 X x—0 X X—2 X— 2

Pero existe un gtodo mas general que nos permite calcular muchos limites de este tipo, que es la
llamadaregla de L'Hopital

Supdngase que lim representa uno de los limites:

[im; Iim ; Iim ; lim ; lim ; y supngase adeés que Ilimf(x) =0 vy
X— —0

X—C X—c*t X—C~ X— +00

Imgx)=0 (0 limf(xX)==xc, y Ilimg(X)= 4o)

Si
, nimero L ,
lim f/(x) = +00 = lim f/(x) =lim M
9'(x) o 9'(x) 9(X)
NOTA 1

Recierdese que antes de aplicar la regla de L'Hopital, debe cerciorarse que sea una indetermination

-

0 00 . .
dela forma6 0 —, pues de lo contrario no es aplicable.
0
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NOTA 2
£(x)

Obsrvese que al aplicar la regla de L'Hopital a ala ex@esg'(HX) no se calcula la derivada del
F(x)

cociente——-, sino que se divide la derivada déx) entre la derivada dg(x).

9(¥)

NOTA 3
f)

. , o . f(x

Si al aplicar la regla de L'Hopital arh ——, la expreson lim ,( )

0 9(¥) 9'(x)
(e0]

o 0 - se puede aplicar nuevamente la regla de L'Hopital a esta ekprgssi persiste la indeter-

minacbn de este tipo se puede aplicar las veces que sea necesario hasta hialite el |

sigue siendo de la forma

Ejemplo

. Senx
Hallar lim ~

X—
, 0 . : .
Ob<rvese que es de la forr%a Derivando numerador y denominador se obtiene:

Senx ., Cosx
im =

>!|—>0 X :x—>0 1 !
Ejemplo
Hallar lim In (Sen

x—0+ In (Tan X

—00
Obstrvese que es de la formag, por tanto:

/
1 M: 1 w: |'|m COSZX:].
x—0+ In(TanX x—o0+ (In(TanX)" x—o0+
Ejemplo
Hallar lim SL;_X
X—0 X

0
Obsrvese que es de la forn%a por tanto:

. Senxx ., Cosx-1 . 0 .
lim ——— = lim ————, que tambk&n es de la forma , luego aplicando nuevamente la
Xx—0 x3 x—0 3x2

regla de L'Hopital se tiene:

im Senx-x lim Cosx-1 lim Senx 1
x-0 x3  x-0 3x2  x-0 6x 6
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Ejemplo

; 4Tan x
Hallar im ———
x— T 1+Secx

)
Es de la forma— luego
+00

fim ATanX 4Seéx im 4 _
x—7 1+Secx x—Z SecxTanx x—7 Senx

Ejemplo

X

Hallar m ———
x—+eo X341

—+o00
Es de la forma— luego
—+o00
X X X eX

e
lim =Iim —=Iim —= IIm — =4
x—+4m X341  xote X2 x—to X x—to 6

Ejemplo

, X2 0 . . .
En el d@lculo deIXIm , que esde la formaiE, al aplicar la regla de L'Hopital se tiene:

. V/2+x2 ] X +oo ,
[im = Iim que es de la forma—, luego aplicando nuevamente al regla de
X— 00 X X—0 /x2 +2 —+o0

L'Hopital se tiene:

. V2+x? X ] 1 VX242 : g
lim = lim =lim —s—=lim , €s decir se regresa atite original,
X— 00 X X— 00 */X2+2 X— 00 X— 00 X

. . VXZH2 . .
lo que permite concluir que la regla de L'Hopital aunque es aplicable no conducelen mgsyiltado,

por tanto elimite debe calcularse por otroatedo. (¢, Cal?)

. . . 0 o0
Hay otros tipos deiinite que no siendo de la forn?f"t 0 % se pueden llevar a esta forma.

Es el caso ddinites indeterminados de la forma:

1. lim f(x)-g(x) donde f(x) —0 y g(X) — +oo, que se puede representar cofno &

1/f(%)
fx)
1/9(¥

2. lim f(x)9%, cuandof(x) — 1 y g(x) — =, en este caso dirhite se representa como:
lim f(x)9® = lim e3®N(f¥) y el [imite de este exponente es de la forma tratada en 1.

0 lim , en los cuales es aplicable la regal de L'Hopital.

3. lim(f(x) —g(x)), cuandof (x) — 4+ y g(X) — +oo, en este caso se busca a &sde manipu-
laciones algebraicas llevarlo a una forma donde sea aplicable la regal de L'Hopital
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Ejemplo

Hallar lim xIn x

x—0*t

_— —00
El limite es de la forma 0(—ooy se llevara a la forma— as:
[ee]

. . Inx 1/x ]

Iim xIn x= IIim —— = |lim = lim —x=0

X— 0+ X— 0+ 1/X X—0t —1/X2 X— 0+t
Ejemplo

Hallar lim (1—Tan xSec2x

XHTZH'

. 0 _.
El limite es de la forma 0(+ovy se llevara a la form% as:

; . (1-Tanx . —Seéx)
Iim (1-TanXSec2x= Iim ———F = IIm —— =1
X_>%r+< ¥ x— I Cos2x x— T —2Sen2x

Ejemplo
3 1
Hallar im x Sen-
X— 400 X

El limite es de la forma 0(+-oqy

1 1 1
Sen- ——2Cosf 1
lim X—= lim —X2_X— |im Cos-=1
X—> 00 } X— +00 B 1 X— 00 X
X X2
Ejemplo

Hallar lim (1+x) x

x— 0+

El limite es de la forma1®, entonces

1 In (14+x)

1
, - , In (14%) Iim e—x lim el+x
lim (1+x)X = lim e x = e—o* e~ot  =el=e
X— 0+ Xx—0+

Ejemplo

. 1
Hallar im xxz1
Xx—1t

El limite es de la forma1®, entonces

1 In x ' 1
, 1 , Inx lim X Iim =
lim xx1 = lim exi =g—1+ "' =1t =el=¢

X— 1t X—1t
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Ejemplo
1

Hallar lim x
X— 400

El limite es de la form&+)©, entonces

In x lim Inx lim 1

lim xi = lim % —e—t» X —geieX —g0_1
X— 400 X— +00
Ejemplo

Hallar I|m x*

X—0

El limite es de la formaQ entonces

| lim einx lim 'l”/Xx E%L 71</_1/X2 lim —x

lim x*= lim X = e—o* =gt T =¢ =e-0t =¢'=1
X—0* X—0*t

Ejemplo

Hallar lim (1—19
x—0+t \ X Sen

El limite es de la form&+o) — (—), por lo tanto

im }_ Sen x X im Cosx-1 B
x—0+ \ X Sen xﬁo+ xSen X xﬂo+ Senx+xCosx/
im —Sen x
x—0+ \ 2Cos x—xSenx 2
Ejemplo

1
Hallar lim X2
x—1t\X—1 InXx

El limite es de la formg+o) — (—), entonces
im X 1) im XIn x—x+1\ lim xIn x _ fim 1+inx) 1
x—1+ \x—1 Inx/) x=1+\ (x=1)Inx /] x-1t\Xx—14+xInx/) x-1+\2+Inx/) 2

EJERCICIOS

I. Hallar el valor de los siguientesites:

. Senx e 1
1. Iim )
x—0eX—eX x—0 X
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4
3. lim x 4,
X— +oo @X
X
5. lim <1+4> 6.
X— 00 X
7. lim (14x)Cotx 8.
X— 0t
X _ 9X
9. I'Im8 2 10.
x—0 4x
11. Iirrg)xse”" 12.
X—
13.  lim x%* 14.
X— —o00
. Senlx
15 lim o 16.
1 Tan x
17. Iim <> 18.
x—0 \ X
X
c
II. Hallar el valor dec tal que m (XJF) =4
X— 40 \ X—C

nx+1\
[ll. Hallar el valor dental que Im ( X+ ) =9
Xx—+0 \ NX—1

IV. llustre con ejemplos situaciones del tipo:

0(~9) 0(+00)  (+99) (<)
o = (o)t ()
00 (£00)0 1t
ot (+00)” (+°°+)go+°°)
(o) (=) (=) (+29) e

X+ Cos X
im ———
x— -+ X —CO0S X

. Inx
lim
X— 400 eX
im x4 — 256
x—4 X—4

lim (X +3x) x
x—0

)!’Lmlln X(In (x—1))

. Inx—1
Iim

X—e X—e

., Coshx-1
lim —
x—0 1—Cos X

T
CosXx

lim(1—-x) 2

X—1






Apéndice

INDUCCION MATEMATICA

Una caractéstica importante de losimeros naturales, es el llamado principio de indbrconatenatica,
que afirma que:

si una proposicbn cualquiera se satisface para el numero natural 1 ya adeas siempre que se
satisfaga para el imero natural k, se satisface para el amero natural k+ 1; entonces el
conjunto de los mimeros que satisface esta propiedad es el conjunto de lo8meros naturales.

Esta propiedad se puede utilizar para demostrar que determinadas proposiciones se cumplen para to-
dos los iimeros naturales o para todos Idsmeros naturales a partir de uaamero natural fijan.

El principio de inducdn matenatica se puede ilustrar de las forma siguiente: imase que una
persona desea subir todos los escalones de una escalera infinita; si a esta persona se le garantiza dos
cosas: Primero, que la dejan subir al eénallimero uno y segundo, que siempre que se encuentre
en el escdin k, la dejan subir al esoah k+ 1, es evidente que esa persona posibir todos los
escalones. Olgsvese que si una de las dos condiciones no se da, entonces no se puede garantizar que
la persona recorra todos los escalones.

Un error frecuente que se comete cuando se pide demostrar que determinada propiétidd es v
para todos los iieros naturales, es verificar ggsta se cumple para el 1 el 2,etc., hastaiumearo
fijo. Con esto se garantiza realmenédosque la propiedad se cumpla para émero 1,2, hasta ese
nimero fijo, pero no para todos lo@meros naturales como se puede apreciar en el siguiente ejemplo:

Ejemplo

Se quiere demostrar la validez de la propa@siciPara todo fmero naturah, n> —n+41 es un
niimero primo.

401
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Se verificaparan=1; 1—1+41=41 es un imero primo.
paran=2; 4—2+41=43 es un imero primo.

paran=40; 40°—40+441= 1601 es un imero primo.
pero paran = 41; 41> —41+41=41? no es un Aimero primo.

Con lo anterior se muestra que si con los resultados, de los primeros 40 casos 0 menos (que siempre
dan primos), se hubiese sacado la conélusie que la proposion es \alida para todos losimeros
naturales, se hubiese cometido un error.

Algunas brmulas de uso frecuente, se pueden demostrar utilizando el principio de miloatieratica
como se ilustra en los siguientes ejemplos:

Ejemplo
Demostrar que para toddimero naturah, se verifica que:

n(n+1)
2

1+243+4...+n=

i. Se verifica que la propiedad se cumple para 1. Haciendon = 1 en los dos lados de la
ecuacdn se tiene:
1(1+1)

1=
2

=1

ii. Se supone que la proposici se cumple pama= k, es decir, se supone que
14243+, +k= KD

, que es la llamada hitesis de inducéin.

iii. Asumiendo que la hiptesis de inducéin es cierta, se demostrara que la propbsisie cumple
paran = k+ 1, es decir, que:

k+1)(k+2
1+2+3+...+k+(k+1):(+)2(+)
En efecto:
k(k+1)
1+243.. . +k+(k+1)=(14+2+3+...+k) + (k+1)= +(k+1)

~ kZ4+3k+2  (k+1)(k+2)
- 2 B 2

De lo anterior se concluye que la propo8ities alida para todo iimero natural.

Ejemplo

Demostrar que para toddimero naturah, se verifica que:
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al(l— rn+1
atar+ar’+... +ar"= (1 ) para r #1
. " . a(l-r?)
i. Se verifica que la propiedad se cumple paral, puesa+ar=a(l+r) = =
a(l—rith o L
—1 7 que coincide con el lado derecho de la expresi demostrar pama= 1

ii. Se supone que la proposici se cumple pama= k, es decir, que:
a<1_ r k+1)

atar+...+ark= T

(hipbtesis de inducéin).

iii. Usando la hipptesis de inducéin se demostrarque la proposiéin se cumple pama= (k+1),
es decir, que:

a(1- rk+2)

atar+ar?+... +ark+arktl = T

En efecto:

atartar’+... +arktarktt = (at+ar+ar?+... +ark)farktt
Ca(l-rkh arkil a(l—rk ) parkti(1—r)

1-—r 1-—r
a(l— r"+1+r"+1— rk—«—2) a(l— rk+2)

1-—r 1-r
De lo anterior se concluye que la propo8&ities alida para todo iimero natural.

Como se puede apreciar en el ejemplo 1, cuemglose la primera condamn, pero no la segunda,
se llega a resultados éreos. En el ejemplo siguiente se ilusiraomo se llega a resultados@reos,
si se satisface la segunda conditi pero no se satisface la primera, es decir, siempre es necesario
verificar que se satisfagan las dos condiciones.

Ejemplo

=

Para todo imero naturah, 14+2+3+...+n= 5 2n+1)>2.

Se supone que es cierto para k, es decir:

1+2+3+...+k= %(2k+ 1)?, y se verifica que es cierto pama= k+ 1, es decir, que:
1 1
14243+ +k+ (k1) = g (2(k+ 1)+1)2= §(2k+3)2-

En efecto: 1
14243+, +k+(k+1)=(14+243+...+K + (k+1) :§(2k+1)2+k+1

= %(2k+ 1%+ %(8k+ 8)? = %(4k2+4k+ 1+8k+8) = %(4k2+ 12k+9).
1 2
= 5(2k+3)%
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Es decir la segunda condici se cumple, pero obs/ese que no se cumple p&ra: 1, ni tampoco
para los otros valores de por ejemplo:

1 o
k=3;, 1+2+3=6; peroé((Z)(S) +1)2= en forma aéloga se puede verificar que no se

cumple para otros valores #e

49
8 1

Ejemplo

El teorema del binomida+ b)" = z (nan- kbk se puede demostrar rigurosamente usando la

induccbn matenatica.
i. Paran=1;

(a+b)t= i <|1> al-b' = <é> ab®+ G) a’%=a+b

k .
ii. Se supone cierto para= k; es decifa+b)*= > ('i‘)ak"b' y se demostrara que ealida para
i=0

n=(k+1), es decir que:
(a+b)kHl = i <k+1> a1

En efecto:

(a+b)*1=(a+b)a+b)*=(a+b) i (k> ak b’
Z\i

e (5
Ty R
(Rl (e

_ <k 1) akHl i <k‘f‘1> akHl-ipi o (k+1> i+l
£ [ k+1
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luego queda demostrado el teorema para tagoero natural.

EJERCICIOS
Demostrar que para toddimero naturah, se cumple que:

n(n+1)(2n+1)
6

2. 34284, . 4n®=(142+43+...4+n)?

1. 12422+ ... +n?=

n(n+1)
2

Indicacion Recuerde que+2+3+...+n=

3. (ab)"=a"b" cona,b nUmero reales.
4. 4" _1 es divisible por 5.

5.2">n






RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

CAPITULO 1
SECCION 1.2.8 (FAGINA 16)

17 ~23
1. a) 3 b) 5 c) 4 d) BT}
V5 7 —-38
e) f) 5 9) —x
V37 2 73
4. a) F b) V
AT
8. a) a+3b b) y—3x C) 25¢+4xy+ 3y d) 2y—z
e) 3a+b+c
(PAGINA 20)
1. F
2. 0. 5 i, 9x4y? ii. a®mb iv. 55
v. X'y’Z vi. 237
3. 0. -2 i. x°—y3 ii. 2y3+x3y3+2x4yl+xly iv. 243°
v. —14+v10-v15 vi. 127 vii. 5v2-20V5 viii. 1
. C—d 3 . . 11
iX. @ibp X. V4 xi. 2v/a—b Xii. arw
xiii. a Xiv. X242

407
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Capitulo A. RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

SECCION 1.4.1 (FAGINA 25)

1. V25-v/4

3. X—(y+1)?

5. x2—y8

7. 98 +12ab* +4b°

9. 27a8*+548*0 + 36ab* + 81°
11. 23v2+21V/3-38-12V6
13. 8a’bic®—
15. 4422
17. 278 — 1258

SECCION 1.4.2 (FAGINA 28)

1. (x+1)(x2—x+1)( X—Y)

4. (1-2¥%)(a®-b%) 5.
7. (a—3)? .
10. (M +nr?+mn)(m+n®—mn) 11.
12. (x3+2)(x 1) (@ +x+1) 13.
14. (2a"—b)(2d" +b) 15.
16. V2 (\f —1) 17.
18. (2x—y) (4% + 2xy+Y?) 19.
20. 2(3nf—18m+ 28) 21.

22. (3—x)3 23.

12v/abca#b?c? + 6a2b’c? —

2. a?m_p"

4. 22X_32X

6. 4yt —Ox

8. 5+2V6

10. 2—3V4V3+3v2V3- V27

12. 54/2-270¥3+225/2v/9— 375
(abcP 14. 1

16. 1+a°

><

3. (2x+y)(3x—y)
6. (a—4)a—-3)
9. (2x+3y)(3x—y)

®

+

.|>|—\
~—
—~

@

_l_

)
~—

(x—

(

( (

(5— 2x)(4x+3)
(Vx+2)(2V/x+1)
(X—Y)(x+Y) ¢+ ) (X" + ¥
(M +n?—a)(m?+n?+a)
(xy? — 6Y")(
(5a+2b)
3+ 2y

X2y + 6xyF 4 36yF)
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SECCION 1.4.3 (FAGINA 31)

L VB i 2V12+15/2+2V18+15/3+4V/30+30V5
’ 5 ' —-201
3w _—_ 3
ii. V3+1 v, VX2
X=y
4+6v2+9V4 y 5V7+2V/3
—46 ' 163
vi, VAEXHV2ZEX o 2V WX
2X X 2
2. i. Elfactor racionalizante e$x+ h)%1 + (x4 h)%x% 3
ii. Elfactor racionalizante es/(x+h)3+ vx3
iii. Elfactor racionalizante ex— v/x+1
SECCION 1.4.4 (FAGINA 34)
X+ 2 1 3 .3
1. 0 2. o3 3. = 4. a’—a
am (2x+y)? x2—3 X2 —x+1
5. a 81 6. 3y 7. XX 1) 8. 1
9. 1 10. 1 11. 1 12. —%
_ _Nn—_ 2
13 28 —2a+1 14 M—n-x 15, a’+ab+ac
1-2a m a—b-c
1 3x—4
16. > 17. 3+ 5
CAPITULO 2
SECCION 2.1.2 (FAGINA 49)
1. [3,5] 2. (—4,0)U(2,+0) 3. [5,+0) 4. (—,2)

5. (—c0,—4)U(—1,+0) 6.

(—00,7) 7. (—2—2V3,-2)U(1,-2+2V3)



410 Capitulo A. RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

178 1
8. <—38,—21> 9. [3,4) 10. (4,6) 11. {—1,2}

SECCION 2.2 (PAGINA 63)

5 11

1 33 2. 3

. ) 9 15
3. No tiene soludn 4. [2,2]
1
> (_m’s] Vi3 F) 6. (—o0,+)
7. No tiene soludn 8. +£3,£5
29 9 3 V5 3 V5 1 5
1 5 13 5 13
51 [1
13. <_w,_3}u[3,+w> 14, (—o0,—4)U(=4,—1)U(0,2]U[3,+)
15. (—oo,+oo) 16. [9,21)U[—29,—9]
18. a) V. b)) F ¢ F d) F
CAPITULO 3
SECCION 3.2.4 (FAGINA 84)
. 1 8 -7 4
9 3 50 1 i
2. a) g—f—g b) —2 C) —E—é
1 . 1 21 2 3
d -3 ®) 221t 221 R TR

3. a)(1,3),(-1,-3) b) (1,0) 0 (222

. b b ) b 347 34

) (513) &) (-12)



411

CAPITULO 4
SECCION 4.2 (PAGINA 94)

145
12
100

> K*

K=1

80 k
2 kr1
Falsa
Verdadera

n2

1 1

V10 vn+1
n n(n+1) n
3 2 3
Si

No

10

13

X+ (y—3)>=16

XA (y—12=1
xXy=2
1<x2+(y—272<25
xy>

2
Vv

b) 26

51
b) Y 2k-1
2

n

e) Y (2+5K

k=1

b) \Verdadera
e) \erdadera
1— (_2)n+1

3

e) (81P2-7?

b) Si
e) No

1
1 d) 5
1
3 h) 3
Xx=-1
x=1
X=2
X+1)2+y*>9
XX—y>1
\ d V
d) —14.707
n 2 k
C) (_1)k+1<)
2, 3
520
f) 22k
K=1
c) Falsa
C) 1_(_2/3)n+1
1+2/3
n L 1
(300¢ 62
c) Si
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6. a) ac=5k+5; 100 b) ac=Sen(#l) ; Sen2?®—Sen2
c) ax=(2k—1)%29°-33 d) ax = k*+4k+2;10402- 2 = 10400
e) a=2

SECCION 4.4 (PAGINA 99)

w

»

~

10! 2. 162
a) F b) F c) F

(2,3}, {2,5} {3,5) 6. (175)
)0 G): ()i (2): ()2

17 9. 9

SECCION 4.5 (PAGINA 101)

a) 2v2a%0’+6v3a'b* +9v2ah® + 31/3a°h°

El cuarto €rmino es(i) x?y~?; el termino independiente e(sj)

y el coeficiente de&2y? es <2>

- 15 L. . 15
El coeficientes de'® es ( 4 > 3*; el termino independiente e<s10> 310
8

7 » s (9 /3\3/ 1\*
<3> 5. El coeficiente de es<6> (2) <_3>

a) 22° b)) 0 ¢ &% 7. (140>

. 15
el noveno &rmino es( >38x6
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CAPITULO 5

SECCION 5.1 (PAGINA 116)

16.

Q

Q

(9]

O
~— ~— ~— ~— ~—

Q

2X 2

y:§+§ b) y=2 c) y=4x—16
. N X

. y=2x-—3 il. y_2—é

. x=2 i. y=5

i. y=0 i. x=-1

No b) No c) No

. . : 12 .
El punto de intersecoi de las medianas Sé’ 3 y Sus ecuaciones

2 2
y=2x; y= f5(x_2) y= §(X+2)’

: - L 1 .
El punto de intersecoin de las mediatrices e(so,4> y Sus ecuaciones

1 3 3 1
y_1+2+<x—2>, y_1—2<x+2> y x=0

. . 3 ,
El punto de intersecon de las alturas e 1’§ Y Sus ecuaciones

L x-2)

3
x=1;, y=—-(x—2); y:é

2
Son colineales

2 26

. 2 3
Ecuaciones de los ladogj = - x+ —=; y= =X— —

5 5 5 5

. 7
y ecuacbn de la diagonaj = X 11
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SECCION 5.2 (PAGINA 123)

(x—4)2+y?* =25 2. X*4(y-5)?=25
. X+ (y-5)2=25 10. (x—4)%+(y—6)>=8; (2,4),(6,8)
11. XP+y?> =2

13. a) Si b) No c) Si d) Si e) No f) No g) No

14. (x—12+(y+132°=4 15. (x—2)%+(y—4)*=10
16. 5y—2x—19=0 17. (=2,-2),(~1,5)

SECCION 5.3 (PAGINA 133)

ort toco (o) o Lo loyglo
1. a) Veértice=(0,0); foco= (2,0),d_ 5 =X b) (0,0),( 4,O>, =2=X

1 1 1 L
c) (0,0),<o,16>,d=_16: d) (0,0),<o,_12>,d:y_12
2. a) 12x=y* b) —20x=y*
c) 16y=x> d) _gyzxz
3. x=3y
5. 1) (hK,x=h; (hk+p);y=k—p
i) (hk),y=k; (h+p,k;x=h-p
6. —28(y+3)=(x—2) 7

-5 -5 1 -5 1
8. a) <278> ) <278+3> ) y_?*é

9. No, por ejemplo sA = 0,B,C,D diferentes de cero.

" <3+\/5 1+£) , (3—\/5 1—%)

10. y=0 > 2 2 >
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SECCION 5.4 (PAGINA 143)

1. a) (£3,0),(0,£2); (+V5,0) b) (+4,0),(0,46); (0,+£1/20)
c) (0,41),(£1/2,0); (o,ff) d) (£2,0),(0,£1); (+V3,0)
X2 y2 B X2 y2
2 a) @+§9 b) ﬁ‘i‘?S
a2 P 8% y?
2 2
e) x§+y§:1

3. (h,k),(h+\/a2—b2,k>,(h—\/az—bz,k), (h,k+b),(h,k—b),(h+a,k) (h—a,k)

4. i. a) (1+v405); (1-v4055) b) (8,5),(—6,5),(1,8),(1,2) c) 14,6
(

i. a) (—2,1+V7);(-2,1-V7) b) (-2,5),(-2,-3),(-5,1),(1,1) c) 8,6
5. a) (X161)2+(y;56>2=1 b) (x2)2+(y;51)2:1

6. No, por ejempldB =0;D,C, F diferentes de cero

SECCION 5.5 (PAGINA 153)

(£4,0);(£5,0); y= i%x b)(0,£4),(0,£5); y= igx
c) (£V2,0),(£6,0); y=+v2x d) (£Vv10,0),(£v20,0); y= +x

e) > <O i) ;y:igx

X2 2

9161 8

3. a) (h+ V@TEK), (h— V@2 K: (htak), (h—ak: - 0K
b) (h,k++va2+b?),(hk—+va2+b2); (hk+a),(hk-a); y—k__ (h=h)
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_ a2 BV o2
a2 12 2

S. a) (_274)7(_270); (_272+\/§)7(_272_\/§); Y—Z:i(y—l/z)

2 (éﬂ%é)(;‘é;) (2;)(—;;) Y—%:i(x+2)
c) (4,3),(0,3); (2+v5,3),(2—v5,3); y_3:i(X;2)

CAPITULO 6

SECCION 6.1 (PAGINA 166)

V23 b) V6x%+3 c) V2aé+2b+3  d) \/2X+2h+h3—\/2x+3
V2x+3-v2h+3  f) V-2x+3

N
o

(¢

3. a) No b) Si c) Si d) No e) Si f) Si g) Si
h) No i) Si j) No k) Si ) Si m) Si
4. a) Relacbn No funcionalDr = [-4,4]; Rr=[-2,2]

=)

527-[] , Ri =[-1,1]

Siesfuncdbn Dt =R; Rf=(—,1JU{2}

No es funcdn Dr={2}; Rr=R

(-»,0]  b) {0} ¢ (=21 d) (=21 e 0,1u(-»,-1]

(=2,00U(0,+)  g) (-o,4®)  h) (-0,2)U(2,+0) i) (—0o,+]

o

Si es funodbn D = [O,

D

f

o
®

)
)
)
)
)
) Siesfunodn Df = (—0,0)U (0,+00) = Ry c) Relacbn No funcional
)
)
)
)
)

f

SECCION 6.2 (PAGINA 171)

1. a) v2+h b) 7-2h  ¢) Vx+h+2x+2h+1 d) V5+11
e K h Vi1 g Y5 ) vEexe)
i) [0,+%),[0,+),[0,40); [0,+c0)

2. a) Vi-h+4-2h b) Vx2-1-2@ ¢) x(2x+2) d) 2&

e) 2@-1) 1) VX2+2) g

h) [1,4),[1,4)
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3. a) (_0070) U (0’4—00)7 (—oo’ O) U

. 1
No existe,vV3— =

C) 2

SECCION 6.3 (PAGINA 175)

1
1. a) -
1+ |(1+%)7]
X+3
1523
2 — X

3. a

5. Ninguna

7. (9o f)(9=/1- (VX+1)% x=0
(foh)(X) = VX+3+1; [-3,+)

8. 0. s(r(p(x))) . a(s(r(x)))

CAPITULO 7

SECCION 7.6 (PAGINA 185)

1. a)
b)
c)

x = —8 de multiplicidad 3,
X = +i de multiplicidad 4,
X = =£3i de multiplicidad 8,

(0,4—00),(—00,1]

b) (—OO,O)U(O,].L(—OO,O)U

b) /1-v1-x c)

(071]7 (_0070) U

(0,1)

Ser\/g+3 |

VTR
—(Ser£>
X

2 3
Vo

2

()

4. a) V
6. No existen

00)X) =V V1-x2+
oh)(X) = \/1 (X+3)?
x)))

ii. r(p(s iv.

b) F c) F

D(Q(X))

x =6 de multiplicidad 2; grado 5.

X = 2 de multiplicidad 8; grado 16

x = 3 de multiplicidad 3,x = 0 de multiplicidad 4; grado 23.
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2. a) p(x)=(x+42%x+1) b)) px)=(x—-3)>2x+2)

c) p(x)=(x—1)(x+1)(x—i)(x+i) d) (x—(4—5i))(x—(4+5i))(2x—1)
3. x=3—i, x= 3+| x=—1 5 p(1)=1-1=0.Si 6. p(3)=27—-6+1+£0. No
7. a) p(-2)= b) p(5)=-25 ¢) p(i)=0

a) Q(x)= 4><4 123 +6X —18x+4; R=—-12 b) Q(x)=3C+x*+4x—2; R=0

c) 21-8i

4 0-3 5 [3/2
9. p(x)=(22+3x+3)(2x—3)+14; Si, 6 9 9

4 6 6 14
entonces 4%—3x+5= (4 +6x+6)(x—3/2)+14
10. a) {0,1,-2,3} b) (—o0,—2]U[0,1]U[3,+c0);
¢ {0} d) {0,1,-23}
11, f(xX)=x —x=x(¢—-1) =x(x—1)(x+1)(x*+1)
a) {0,£1+} b) [~L10JU[L,e); (—e,—1)U(0,1)
c) {0} d) {01,-1}
12. b——4 13. a—=16 b—41, c=26 14 a—-5 b—6

SECCION 7.7 (PAGINA 190)

1. a) (x—i—?) (x—§+\£§> b) (x—3—\/§> (x—3+\/§>
¢) (x-2-v2)(x-2+v2) d) 3( —2+i‘éﬁ‘>< —2—'?)
2. a) (2 —ii) Minimo b) (—é,—i) Méaximo
c) <—g _;.16> Minimo d) (2,—%41 Minimo
1 V5 1 V5 5 V17 5 V17
3 a) (—OO,—Z—Z U —2+2,+°°> b) (—00,—4—4]U _Z+T7+ >
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SECCION 7.8 (PAGINA 192)

SECCION 7.9 (PAGINA 199)

2 1

X X+1

1 6 12

o o focsps s,

VAL
2 2

16/3
X2+4
1/2 1/2

1/3
X241

Xx+1 (2x+1)
12
X (X241)2
1/4 B 1/4 B
Xx—1 x+1

1/2
X2+1

CAPITULO 8
SECCION 8.2 (PAGINA 217)
1. Para 1560

Sen(150)
Cos(150)

=Sen30)
=—Cos(30) =
Sen150

=1/2;

Tan(150) = o 8(150; 3

Cos(150
Sen(150
1

Cot(150) = 3 -

Seq150) =~ = *_;

Cos(150)

1
Csc(150) = Ser(150) =2;

!

3

T oxr 13

—V3/2;
V3.

(x—1)2  (x+1)?2
—2—2X 1

(x2 +2X+2)2  X2+2x+2

B —2+4+/2x + 24+ /2x
i erive) til v

Sen(—150) =—Sen150) =—1/2
Cos(—150) =Cos(150) =—+/3/2
V3
3

Tan(—150) =—Tan(150) =

Cot(—150) =—Cot(150) =+/3

Seq—150) =Seq150) =

Al <

Csc(—150) =—Csc(150) =—-2
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Para 600

Sen600) =Sen(240+ 360) =Sen(240) =—
Cos(600) =Cos(240) =—1/2;

Tan(600) _ Sen240) _ V3

Cos(240)
Cot(600) :\f;
1 1
Sed600) ==;5600) ~ Cos240) ~ >
1 1 2
Csc(600) = 551{600) ~ Ser(240) ~ v3'

2
7. Cos M<x+ N7|T> = Cos(Mx+2m) = Cos Mx

9. a0 & b I c)%"

SECCION 8.3 (PAGINA 224)

1. Sen90+x) =Cosx
Cos(90+x) = —Senx
Tan(90+x) = —Cot x

SECCION 8.4 (PAGINA 230)

1. i. a) Esinyectiva b) fl(x)=x* )
i. a) Esinyectiva b) fl(x)=¥x ¢
i. a) Esinyectiva b) f1(x)= %3

iv. a) Esinyectiva

v. a) Esinyectiva c)

SIS

Df =R¢1 = (—,0);

|G

Sen—600) =—Sen240) =
Cos(—600) =Cos(600) =Cos(240) =—1/2

Tan(—600) =—Tan(600) =—+/3

Cot(—600) :—\f’

Seq—600) =Sedq—600) =—2
2

Csc(—600) =—Csc(600) :ﬁ

2
Sen M<x+ I\/7IT> = SenMx+ 2m) = Sen Mx

Sen90—x) =Cos x
Cos(90— x) = Sen x

D: = [O,—i—OO) =Rf1; Rf= [O,—I—OO) =Ds
Di=Rij-1=R; Ri=Dja1=%R

c) Di=Rj1=MR; Rf=D;1=%NR

b) flx)=—-vx2+4; x>0 ¢) Dj=Rj1=(—o,-2);Rf =Ds-1 = (0,4)

Rt = D1 = (—4,+)
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2. a) y=x; x>0; f*l(x):x; D¢ = [0,4®) =Rt = D-1 = R¢1
b) f(x)=vVx2—4; x>2; f73(x) = VX2 +4; Df=[2,40)=R1; Rf=D1=][0,+)
c) y=x; x>0; f73(x) =x; Df=][0,4+0)=R1; Rf=D¢1=][0,+)
d) f(x):g\/g—xz; 0<x<3; f‘l(x):gx/lfi—xz; Dt =[0,3] =R;-1; Ry =Ds1=10,4]
e) f(x)=vx—1; f1(x)=x*4+1; Df=[1,4%)=R¢1; Rf=Ds1=][0,+)
f) f(x)=x2—1; f71(x) = vx+1; Df=[1,4%0)=R1; Rf=D1=][0,+)
SECCION 8.5 (PAGINA 240)
1. a) V b) Vv c) V d V e V fy V
g V h) v i) V i) V k) V ) Vv
m) V n Vv i F o) F p) F
SECCION 8.6 (PAGINA 246)
1.
T
L) _
a) (o atanm X:ArcSer(\@/Z)Jann; X:37n+2£1; (2Nt ArcSer(v2/2)
3 3 3 4 3 3
b) UL X:(an—(n—ArcSer(O))); X:2nn+ArcSen(0)
3 3 3
_ _n
& o ArcTan( V3)+nm 6 y_ —3tnm
2 2
5m nm 1 1
d) x_€+7+2 0 2x—1_ArcCot<—\/§>+nn

2
e) 2x:2nn+ArcSen\§ 0 2x=2nm+ <n—ArcSer(ﬁ/2)>

2
2x=2nm+ ArcSen<—\§> 0 2x=2nm+ (n— ArcSer(—\fZ/Z))
n
6
g) 2x= g+2nn 0 2x= 57n+2nn

B ) 3x=2nm+ ArcSer(0)
h) {3x=nm} 0 { 3x=2nm+ (rm— ArcSer(0)) }

f) x=—-+42nm=ArcSer(1/2)+2nT 06 x:%+2nn:(n—ArcSer(l/Z))+2nn
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nt7
X=Nnm 0 x= {
5
T+
x = 2nrm+ ArCos(1)
x = 2nmm— ArcCog(1)

fol

0 2nm;

x=nm; 4x=ArcCog1/2)+2nm
4x = 2nmt— ArcCos(1/2)

|

4
g +2nmm= 2nm— ArCos(—1/2)

2nmt+ ArcSer(—6/10)

X =

m
k) §+2nn_2nn+ArcSer(1), N+ (11— ArcSer(—6/10)) 2nmt+ ArcSer(1)
] _nn m) Xx=2nT n) X=nm
2

fi) nm; %T+2nn 0) g+2nn; %"+2nn
) 2nmt+ ArcSen(1/2/3);  2nm+ (rm— ArcSer(4/2/3)
P 2nn+ArcSer( V2/3); 2nm+ (m— ArcSen(—+/2/3)
q) nm; —Z+nn

Cos2x=1/2  CoSx=1/4

") Cosox=—_1/2 ' Cogx=3/4

2nm+ ArcCos(1/2);
2nmr+ ArcCos(—1/2);
2nmr+ ArcCos(v/3/2);
2nmr+ ArcCos(—v/3/2);

s) No tiene soludn

SECCION 8.7 (PAGINA 256)

{m/6, n/3, m—mn/3, m+mn/3}

2nmt— ArcCos(1/2)

2nrt— ArcCos(—1/2)
2nmm— ArcCos(v/3/2)
nit— ArcCos(—+/3/2)

1 a) \/>8<Cos+ISen5Zn> b) VI8(Cosy +isen;) o) VE(cOsTHSen%")
d) \/»8<COS+ISen7Zn> ) 1<Cosg+i8eng)

2. a) 12(Cos +isen) b) %(CosOHSerO) ¢) (Cos(—210)+i Sen(—210))
d) 2*(Cos(240)+i Sen(240)) e) 2°(Cos(90)+i Sen90)) f) %(Cos(780)+i Sen(780))

3. a) 1+iV3 b) —2+i2V3 c) —2iV3
d —2V3+2i e) B,ZE:@(COS(—ZSS)JriSer(—ZSS))



423

4.a)vw20m%?+ma%§'k=QL2; VW:C%%?HSHE? K=0.1.23.4
2k(1 . 2k(1
b)Vw=2“ﬂ0m3m+3(Emhqsa§m+3(8m} k=0,1,2
1/4
c) \/\,1<:<\f2)/ [Cosm%ll((lso)JriSen%k(l%)] k=0,1,2,3
" VW__[C0590+—2m180)+iSe 904—i?180) K—0.1
314 2K(180 374 2k(180)]

e) WF£U3Cm2+'()+umn2+3() k=0,1,2

W, — 2772 [00590+ 2;(180)+i ser20t 2;(180) K—0.1.2
CAPITULO 9
SECCION 9.2 (PAGINA 276)

1
1. a) 5=log,32 b) 3=1og1000 C) 4:Iogl/38—1 d)
2. a) 64=2° b) 81=3* c) 125=5° d)
3. a) 3 b) 4 c) -3 d)
1
1/3 + —0.02

e) 16 f) 4 g) 10
4. a) 6 b) 36 c) 9 d)
5. a) log,5 b) logs14 c) log;;3v2
6. a) logz2—1 b) —%7
7. a) x=3 b) 13 c) 1003 d)

4 : ,

e) 1125=9-125 f) 30 g) No tiene soludn h)

. _ 1

i) 11 j) 100, 10 k) 1,2 1

m) 2(6/5) n) 16,% A) 1 p)

q) 100, 1000

1
2=100y/47¢
0.01=1072
1
4
e+3
12

1
l -
00, 100
10
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Capitulo A. RESPUESTAS A ALGUNOS EJERCICIOS

SECCION 9.3 (PAGINA 280)

1. a) —6 b) 2 c) —-2,1 d) (5,8)
2 a) [34w) b) (—eo,—4] o) '093;‘8*2 d) 431 o) 1
3. a) V b) Vv c) F d F e) F

f) F g) Vv h) F
5 a) x>3 b) (5,13)

0 {(_m,_z>u(3,+m>}m{<;_¢?,;Mf’)}

d) {<—oo,;—?)u<;+\/22@,+oo)}ﬂ{(—oo,—2>U(3,+°°)} e) (2,+»)

f) (3,4) g) (=00, —1)U(9/7,+)

h) (—,11/13)U(5/3,+») i) (—00,1/3)U(7/5,3)U(3,+x)

i (fli)
)

) (—o0,—1)U(5,+)

CAPITULO 10

SECCION 10.2 (FAGINA 296)

8,27,0
Co-11,-1
7. 59

Si [a,b] cualquiera
Continua en—o,3)U

~ (3,+)
7. Continua en—o,2)U

(2,400)

k) [-1,0)

m)

2. V2,2,V3
5. 2,8/2

2. Continua erf—1,4)
5. Continua en—o,1)U(1,400)

(—oo’ *l) U (57+°°)

3. 2,No existe, No existe
6. No existe3,2

3. Continua en—o,3)U (5,+)
6. Continua er—o,5)U(5,4o)
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Cualquier intervalo cerrado que este contenido en el intervalo dado
Ill. f escontinua efg,b) si f es continua effa,b) y lim f(x) = f(a)
X—a

1. f(x)=+/x; Continua er0,+o) 2. f(x)=+/1—x2; Continuaerj—1,1]

IV. 1. No 2. No 3. Si 4. No 5. Si 6. Si
V. 1. m=4 2. m=1 n=3 3. m:(—l5 4. m=2, n=-1
SECCION 10.3 (FAGINA 305)
1. a) No existe, No existe, 0 b) +o, —, In4
C) —OO’—|—OO,—8 d) +°°>078
e) 0,+c,1
4. a) Maximo 2, Muchas (finitas) b) Maximo 1, Muchas (finitas)
c) Ninguna d) Maximo 2, Ninguna
e) Ninguna, Ninguna
5. a) Horizontalesy = 2; Verticales ninguna b) Ninguna
c) Ninguna d) Ninguna
6. a) Horizontalesy=—2; Verticalesx=+3 b) Horizontalesy =1 ; Verticalesx = +2
c) Horizontalesy = +1; Verticales Ningunad) Horizontalesy=1/2; Verticalesx=5, x=3/2

SECCION 10.5 (FAGINA 328)

.1 .1 .
. a) Iim=42=+o; Iim = = +o0; lim2=2

x—0t+ X Xx—0t X x—0t
i 1 , 1 .

b) Ilim — 4+3=—o; IIm —— = —o; Iim3=3
x—1-X—1 x—1-X—1 X—1-

3 2

, X 3 X+ X ,

d lim——m=1lim———= = limg(x) f(X) = +oo; c=1>0

X—00 x(x_ ) X—00 x(x_ 1) X—00

X'Lr?o_((:ll))g =4m _<>((X__11)> (x—1P=-0; c=-1

f) limxe'=+ow; lim X = +o0; [im € = +oo

X—00 X—00 X—00
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z - -1 m
. 1) 3% 2) 5z 3) 1 4) ny’ 5
al/m ~1
6) —— 7)1 8) -2 9 &5 10) 1
3 21 ~1
11) > 12) 3 13) Cosx 14) —Sena 15) 7
2 1 1,,
16) — 17) 5 18) 0 19) é(n —n?) 20) ——
1 2 1
21) 1 22) 5 23) — 24) 5 25) 1
26) 1 27) 6 28) 1 29) % 30) a—b
31) 2 32) +oo 33) 0 34) 1 35) 1
36) 1 37) 1 38) 0 39) 2
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CAPITULO 11

SECCION 11.2 (FAGINA 344)

1. a) 3(5/4)1;23(3M) b)—lo<i>+lo c) t=1seg
d 5 e) t=2;-10
2. a) s(3)-s(2) b) 533):;(2) c) s'(4)
3. m=6 4. y=-+2x 5. (—1/2,17/4)
6. y=1 7. y—4:—%(x—2)
1604 2 4
8. y_324:_9(x_9)
9. a) f'(0)=1; f'(1)=1/4 b) f'(2)=1/4; £'(0)=1/2V2
c) f/(4)=19; f'(1/2)=5 d) f/(x)=nx"1! e) f/(x)==xn?
10. a) No b) No c) No
d S
11. a) f(x)=2x; x=5 b) f(x)=x*+2x; x=3 c) f(x)=x%; x=2
d fx)=x+x; x=3 e) f(x)=Cosx
12. a=8; b=-9 13. ay b No existen
14. a) Verdadera b) Falsa c) Falsa
d) Verdadera e) Verdadera

SECCION 11.3 (FAGINA 351)

10 _
T — (SXJE:??) 2)£4X2+8X4) =2 ., f'(3) Reemplazax por 3 en la expreéh anterior
X9+

(3+x2+48)°
(2+5x71) (—8%%) = (1+4x?) (-5x?) 3

3. f'(x)=
% (2+5x1)? x2
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s —2In7(14x72)

4. f'(x)= x_1)%7

(C+e+x72/e) (4+V3) — (4x+ V3R) (3% - 2x/e)
(C+e3+x2/ef

5 f'(x)=

SECCION 11.3 (PAGINA 358)

4%In4
1. f'(x)=— | Q) - T
(X) Sen(logg(3+4°)) n6(3+ 4
44+ 4In4+4X3 <1) 1
2. f'X)= —F———=1In{= ) +Vax+&+x <_>
) 2V AX+ 44 x4 X X
3. fl(x) = 1(SecxTanx4/x) (e€+e”
' 2 (Secx+4Inx) e — e
4. f /(X) — _CSC(3Tan\/xSen Cot <3Tan\/xSen>> <3Tan\/xSen>>/ ahora <3Tan\/xSen>>,
1
— 3TavxSenxn 35eé (v/xSen § ———— (Sen x+xCos
< 2v/xSen x( 3
1
! _ X
5. f'(x)=6 |n6+6x5+—xln6

6. f'(x) =3SeR xCos x+ (Cos ¥) (3%) +2C0s2x+ 2C0s x+ 4C0s2x

o 3|Cos(1+x1) (—x72)
=g Sen(1+x1)

(—Csc(1+ €'+ 6¥))Ctg(1+ €+ 6%) (¢4 6*In6)

Csc(1+ € +6°) + <j In (Sen(1+ xl))>

SECCION 11.3 (FAGINA 365)

1

1 (fx) = NG

3. f/(x) = v2xY2 14 2m@ L V2 (Sen x+2)V2 1Cos
4. 109 = (V5+1) (Inx+Cos x+ &) "® (1/x— Sen x- &)

5. f'(x) = 4ArcSenR 3x

2
ArcCos(Cos2x) + (ArcCo¢ 3x) ( Serex )

1— (Cos2x)?

3
V1—(3x)?
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6. ['(x) = (ArcTan (Senx)) > {ln (ArcTan (Sen x)) + (x+2)
) = —Cosh x
‘ |sinhx| v/ —1 4 sinh?x

8. f/(x)=(ArcTan x)"‘"‘c"‘(xz) ; [

V1—x*

SECCION 11.4 (PAGINA 372)

. y=4(1-2) 2. y=4—4? 3. y=1+@-2)
. x+5  (y-3)? 3
5. = 6. y= 7. x—1=
a 4 = . ¥
1

9. lz-r—zzl 10. x=+/5-y 1. x=1-2)

X2y
1.
1. x=t; y=—1* 2. x=t; y=1-#

4. a()=(2,3,4)+1((3,5,7)—(2,3,4)) 0<r<1

6. x=t.y=4—t 7. x=Cosht; y==Senht
9. x=10; y=t 10, x=¢;y=0
I11.
dy
gy
{ 2.d 2. —6.25 312
dx  dx

dt

ArcTan (Senx) (1+Sen?x)

-arccos (sinhx) +ArcSec (Senh x)

Cos x]

(Sech x Tanh x)
V'1—Sech? x

In(AreTan x) + AreCos x* - 1 1 ]

ArcTanx (1+x?)

4. y=1-x*)2
8. x=¢

12. y=++43x-1

3. x=0; y=0; z=t¢
5. x=t; y=—1>44

8. x=3Cost; %:Sent

=Cost; ——% =Cost

x—1 y—
1. —
3 23
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SECCION 11.5 (FAGINA 376)

d" 1 2"n!
34X M (y) — nl _ =
2. 4% 3. fW(x)=n! 4. O <1—2x> =2
0 x>2
5 f"(x)=4 No3 x=2
0 x<2
2 x>0 0 x>0
6. f”’(x)=¢ No3 x=0 f"”(x)=¢ No3 x=0
0 x<O0 0 x<0

f ”(0) No existe; f "(2)=2; f"(5)=0

SECCION 11.6 (PAGINA 381)
.

dy  2x+2y-1 dy__Coshwﬁ+y

Lo~ 2X+ 5y 2 ax xSenh y x

dy  2x+2y+e”—1/x dy 2y-1/3
3. J=— . 4. =3

dx 2X+2xye” —1 dx 3y?/ +2myCosy
c dy  3¢-3y
" odx  3y2—6xy
1.

—36
1- ﬁ
.

7 36
l @ 2- ﬂ
SECCION 11.7 (FAGINA 383)

1 2 1

@) g5+10 b) 5 +11 C) 545(~53)+9
Il. a) Ay=(2x—1)h+h? b) dy=(2x—1)dx
. a) 2m(5)(0.06)
IV. a) —80m
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CAPITULO 12

SECCION 12.1 (FAGINA 388)

f(x) = Sen x b) f(x)=x, 0<x<10 c) f(X)=x(x—1)(x—2)

No

Minimo absoluto ex = 0, con valorf(0) =0; y relativo enx = 5.

Maximo absoluto con valof(5) = 25; Es convexa ef+3,5]; decreciente e—3,0)
y creciente erf0,5). No tiene puntos de inflexion

Creciente, tiene Aximo enx = 20 ; Concava(—10,0) y es convexa e(0,20];
punto de inflexion0,0)

Enx= /2, tiene nédximo absoluto o relativo con vald(7r/2) =1; enx = 311/2,
tiene ninimo absoluto o relativo con vald(3m/2) = -1, enx= —11/2,

tiene ninimo absoluto con valof(—m/2) = —1, Convexa ei—11/2,0); (11, 2m)
Concava(0, ) .Puntos de inflexiori0,0); (,0)

f es creciente, no tiene extremos, éscava er{—r1/2,0)

y convexa er{0,1/2), puntos de inflexiorf0,0)

f es creciente, tieneimmo absoluto ex = —2 y con valorf(—2) = e 2: convexa,
no tiene puntos inflexion

f es creciente, no tiene extremos, éscava ern0,+), no tiene puntos de inflexion
Tiene mnimo absoluto e = 0y con valorf (0) =0y tiene naximo absoluto er = 4

y con valorf(4) =4, decreciente e-1,0) y creciente enj0,4)

SECCION 12.1 (PAGINA 400)

1. Minimo absoluto ex = £3; f(£3) =0, Maximo relativo erx=0; f(0) =9 Decreciente en
(—0,—3); (0,3), Creciente eri—3,0); (3,+) Convexa er{—o, —3); (3,+) Concava er(—3,3)
Creciente erf—o, +), No tiene extremos, Puntos de inflexionrem, Convexa en
(2n—1)m< x < 2nmr, Concava 2m < X < (2n+ 1)

Decreciente efi—c, —\/2); (0,v/2), Creciente efi—v/'2,0), (V2,+)

Minimo absoluto ex = +v/2; f (iﬁ) = 21/3(—6) Maximo relativo en

x=0; f(0) =0 Convexa erf—,0); (0,+0)

10.
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1. a=-1/2;b=2; c=4 2. a=-1;b=3
3. a=2; b=-6;¢c=0;d=3 4, a=-9; b=18; c=-2
6. a=-3; b=7

SECCION 12.4 (FAGINA 405)

11 2. dA dA dr
<2,4> 2 A=rgmre, a_27'1r, q rrra
3. 12 4. d—A:ZL% 5. 900
v10 dt dt

SECCION 12.5 (PAGINA 408)

1. x=7/2;y=5/2;d=1 3. r=2; h=5 4, y:—%(x—lS)
6. x:%:y 7. 2V2; 3V/2 9. r:R\Zﬁ; h:R\zﬁ

SECCION 12.6 (FAGINA 413)

. 1. 1/2 2. 3 3. 0 4. 1 5 ¢
In2
6. 0 7. e 8. 44 9 % 10. &
11. 1 12. 0 13. 0 14. 1 15. 1
e 2
16. 1 17. 1 18. No existe
. In2
2 1

. n=—=—
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