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Resumen

El presente trabajo caracteriza la naturaleza relativista de las mediciones espacio-temporales sobre sistemas
de referencia rotantes con simetria axial. Se introduce una formulacién axiomatica de los sistemas rotantes
relativistas, para luego, con base en el Principio de Relatividad Generalizado (PRG), se extiende el rango de
aplicacién de la Relatividad Especial a dichos sistemas de referencia, calculando el tensor métrico asociado
a un observador rotante arbitrario, a partir de su estado de movimiento. Se observa principalmente la
desincronizacién de los relojes locales sobre los sistema de referencia rotantes. Esta propiedad implica que
sobre sistemas de referencia rotantes, se presentan los efectos de dilatacién temporal y corrimiento al rojo/azul
de las senales de luz. El concepto de simultaneidad sobre sistemas rotantes resulta ser de cardcter relativo a
cada observador, lo cual conduce a que la forma como un observador fijo a un sistema rotante mide intervalos
espaciales y temporales debe ser de cardcter local. A partir de estas propiedades de medicién, se muestra
que la geometria espacial sobre sistemas rotantes debe ser no-euclidiana. Para completar el estudio de las
propiedades métricas de un sistema rotante, se estudia la estructura causal del espacio-tiempo asociado a un
observador rotante arbitrario. Se concluye que esta estructura causal es un concepto relativo. Se calculan los
vectores de Killing asociados a un observador rotante arbitrario, y las ecuaciones de las geodésicas temporales
y nulas en sistemas rotantes.

Para conectar las propiedades métricas de los sistemas rotantes con las propiedades de un campo gravi-
tacional estacionario axialmente simétrico, se determina la aproximacién de campo débil de la solucién de
Kerr a partir de la métrica de Einstein-Ehrenfest. Se estudian las propiedades de un campo gravitacional
estacionario axialmente simétrico a partir de las propiedades espacio-temporales de un sistema de referencia
uniformemente rotante, como un caso particular. Finalmente, se estudiaron algunas propiedades adicionales
de los campos gravitacionales estacionarios axialmente simétricos y los sistemas de referencia rotantes, como
el efecto Lense-Thirring, el efecto Sagnac y la desviacién geodésica.

Palabras clave: Sistema rotante, Principio de Relatividad, Métricas Estacionarias.



XII

Abstract

In this thesis we characterize the relativistic nature of spacetime measurements on rotating reference frames
with axial symmetry. An axiomatic formulation of relativistic rotating frames is introduced, then, based on
the Generalized Relativity Principle (GRP), we extend the application range of Special Relativity to such
reference frames, by calculating the metric tensor associated with an arbitrary rotating observer, from its
state of motion. Unsynchronization of local clocks on rotating frames is mainly observed. This property
implies that on rotating frames, the effects of time dilation and redshift or blueshift of light signals are
presented. The concept of simultaneity on rotating frames proves to be relative to each observer, leading
the way to a fixed observer to a rotating frame measures spatial and temporal intervals must be local. From
these measurement properties, we show that the spatial geometry on rotating frames must be non-Euclidean.
To complete the study of the metric properties of a rotating frame, the causal structure of the spacetime
associated with an arbitrary rotating observer is studied. We conclude that this causal structure is a relative
concept. Killing vectors associated with an arbitrary rotating observer, and the temporal and null geodesic
equations on rotating frames are calculated.

To connect the metric properties of rotating frames with the properties of an axially symmetric stationary
gravitational field, we determine the weak field limit of the Kerr solution from the Einstein-Ehrenfest me-
tric. The properties of an axially symmetric stationary gravitational field are studied, by considering the
spacetime properties of an uniformly rotating reference frame, as a particular case. Finally, some aditional
properties of the axially symmetric stationary gravitational fields and the rotating reference frames are stu-
died, as the Lense-Thirring effect, the Sagnac effect and the geodesic deviation.

Keywords: Rotating frame, Relativity Principle, Stationary Metrics.
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Notacion y Convenciones

En el presente trabajo se utiliza la signatura (+, —, —, —). Los indices griegos «, 3,... se utilizan para las
coordenadas espacio-temporales y van de 0 a 3, los indices latinos a, b, ... se utilizan para las coordenadas
espaciales y van de 1 a 3.

Simbolo Significado

A Area
DQ/\ Derivada covariante a lo largo de una curva
G Constante de Gravitacién Universal (6,67 x 107 m*/kg.s)
9gaB Componentes del tensor métrico en un espacio-tiempo general
Oa Derivada parcial con respecto a z®
Va Derivada covariante
Ag Derivada parcial de A con respecto a (8
Brys Tensor de Riemann-Christoffel
"R%.q Tensor de Riemann-Christoffel espacial n-dimensional
Rag Tensor de Ricci
"Rab Tensor de Ricci espacial n-dimensional
R Escalar de Ricci
"R Escalar de Ricci espacial n-dimensional
R Radio coordenado de rotacién
1"/5067 Simbolo de Christoffel
{ p } Simbolo de Christoffel
ary
p Densidad de energia
w Velocidad angular de un sistema rotante
K Sistema rotante
> Sistema inercial
0 Referente al observador rotante en el origen
o Componentes del tensor métrico en un espacio-tiempo seudoeuclideo
KaB Componentes del tensor métrico en espacial
ds (o) Elemento de linea espacio-temporal en un espacio-tiempo seudoeuclideo
ds Elemento de linea espacio-temporal en un espacio-tiempo general
\%4 Velocidad fisica

Velocidad coordenada
Tiempo propio

4
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t Tiempo coordenado

t/ Tiempo local

t* Tiempo natural o fisico

dl* Elemento de longitud fisica

dl Elemento de longitud sobre un sistema inercial
L Longitud fisica

Vv Vecindad espacio-temporal
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Subindice Significado
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TL Transformacién de Lorentz
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Capitulo

Introduccién

Albert Einstein en su articulo de 1905 presenté dos postulados, el principio de la relatividad especial, el cual
afirma que todos los observadores inerciales son equivalentes, esto es, las leyes de la fisica son las mismas para
todos los sistemas inerciales, y un segundo, la constancia de la velocidad de la luz en el vacio. A partir de estos
dos postulados, Einstein fue capaz de derivar las transformaciones de Lorentz, y éstas tienen consecuencias
directas sobre la medida de los intervalos temporales y espaciales. Pero no hay razén para pensar que los
sistemas de referencia inerciales sean los inicos permitidos en los cuales se aplique el principio de relatividad

[ I

Entonces, Einstein generalizé el principio de relatividad especial a sistemas de referencia en general (sean
inerciales 0 no), el cual se expresa asi: Todos los observadores son equivalentes. Este es el principio de
relatividad generalizado. En vista de éste principio, él noté que un sistema uniformemente acelerado K se
comporta equivalentemente a un sistema inercial ¥ en la presencia de un campo gravitacional. A la suposicién
de la completa equivalencia local entre los sistemas de coordenadas K y X, Einstein la llamé el Principio de
Equivalencia | ]

El principio de equivalencia da cuenta de la igualdad entre las masas inercial y gravitacional; estas masas no
sélo son idénticas numérica, sino también conceptualmente, debido a que las fuerzas ficticias y gravitacionales
son indistinguibles de manera local | ].

Einstein, motivado por la sugerencia que le hizo Paul Ehrenfest | ], considerd el caso de un sistema
de referencia rotante relativista K con simetria axial, y se dio cuenta que la geometria espacial de K no
coincidia con la geometria euclidiana, y que los relojes fijos en K se atrasaban radialmente. Estos cambios
en la geometria temporal y espacial fueron los que motivaron a Einstein, aplicando su famoso Principio de
FEquivalencia (PEE), a pensar que, si ésto es lo que ocurre para la geometria espacio-temporal de un sistema
rotante, entonces lo mismo deberia ocurrir en el caso de la gravitacion. Por lo tanto, K debe también con-
siderarse como un sistema inercial en la presencia de un campo gravitacional (campo de fuerza centrifuga
y fuerza de Coriolis) y su geometria espacio-temporal ya no es minkowskiana | ]. Adicional-
mente, los sistemas de referencia rotantes permitirian pensar en un Principio de Relatividad Generalizado,
independiente de la Relatividad General.

Esta es una motivacion suficiente para estudiar las propiedades métricas de los sistemas rotantes relativistas.
Entonces, el objetivo principal del presente trabajo es caracterizar la naturaleza relativista de las mediciones
espacio-temporales en un sistema rotante con simetria axial, ésto es, este trabajo describe el comportamiento
de los relojes y las varillas rigidas con respecto a un cuerpo de referencia en rotacién con simetria axial.
Ademas, con la motivacién adicional de conectar las propiedades métricas de los sistemas rotantes con las



2 1 Introduccién

respectivas propiedades métricas de un campo gravitacional estacionario axialmente simétrico, se determina
la aproximacién de campo débil de la soluciéon de Kerr a partir de la métrica de Einstein-Ehrenfest.

Para llevar a cabo el objetivo principal de este trabajo, después de introducir en los Capitulos 2 y 3 una
formulacién axiomatica de los sistemas rotantes relativistas, en el Capitulo 4, con base en el Principio de
Relatividad Generalizado, se extiende el rango de aplicacién de la Relatividad Especial a sistemas de referencia
rotantes, calculando el tensor métrico asociado a un observador rotante a partir de su estado de movimiento.
Este tensor métrico debe dar cuenta de las propiedades métricas de un sistema rotante, permitiendo estudiar
la naturaleza de las mediciones espacio-temporales de los observadores fijos a estos sistemas. En este mismo
capitulo se muestra que en efecto, todos los relojes locales sobre un sistema rotante se desincronizan, ya que
éstos marchan a distintas tasas. A partir de ésto, se muestra como cambia su geometria espacial.

Para dar completez al estudio de las propiedades métricas de un sistema rotante, en el mismo capitulo, se
estudian los conos de luz, asociados a los observadores fijos sobre el sistema rotante, lo cual debe dar una
visién maés clara de la estructura causal del espacio-tiempo asociado a un observador rotante arbitrario. Se
calculan las ecuaciones de las geodésicas temporales y nulas en sistemas rotantes, para mostrar que éstas
difieren, en general, de una linea recta, debido a la geometria espacio-temporal de dichos sistemas. Entonces,
por el PEE, estas propiedades de las geodésicas se deben tener en la presencia de un campo gravitacional.
Adicionalmente, se calculan los vectores de Killing asociados a observadores rotantes, los cuales sirven como
una herramienta para calcular las simetrias del espacio-tiempo asociado a dichos observadores. Al final de
este capitulo, se estudia la cinematica de méviles sobre sistemas rotantes.

El Capitulo 5 se introdujo en el estudio de las propiedades de un campo gravitacional estacionario axialmente
simétrico a partir de las propiedades espacio-temporales de un sistema de referencia uniformemente rotante,
lo cual es posible, debido al PEE. En particular, la propiedad de desincronizacién de relojes que se estudia
en el capitulo 4 debe ser compartida por un campo gravitacional estacionario axialmente simétrico, lo cual
conduce al efecto de corrimiento al rojo-azul gravitacional. Se mostrard ademas, una conexién de cardcter
local entre los efectos de los campos de fuerzas centrifugas y de Coriolis con los efectos de un campo
gravitacional débil estacionario axialmente simétrico, mediante el calculo de la ecuacién de la geodésica para
una particula libre en dicho campo gravitacional, siguiendo el método de Adler-Bazin-Schiffer | ].

Para determinar la aproximacién de campo débil de la solucién de Kerr, en el mismo capitulo, se efectiia una
perturbacion a primer orden a la métrica de Einstein-Ehrenfest, siguiendo el método de Adler-Bazin-Schiffer

[ I

En el Capitulo 6 se desarrolla el estudio de algunas propiedades adicionales de los campos gravitacionales
estacionarios axialmente simétricos y los sistemas de referencia rotantes, como el efecto Lense-Thirring, el
efecto Sagnac y la desviacién geodésica.



Capitulo

Principios y postulados generales

Postulado |  (Postulado de Homogeneidad e Isotropia del Espacio) El espacio fisico es homogéneo e isotrdpi-
co.

Lo cual implica que todos los puntos y todas las direcciones espaciales son equivalentes para describir los
fenémenos fisicos. Esto es, las leyes fundamentales de la fisica no deben depender de la posiciéon y de la
direccién espacial, lo cual significa que podemos escoger arbitrariamente el origen y la direccién de los ejes

espaciales.
Postulado Il  El espacio fisico es tridimensional y obedece los postulados de la geometria euclidiana.
Postulado Il (Postulado de Homogeneidad e Isotropia del Tiempo) Las leyes de la fisica no deben depender

de un wnstante particular ni de la direccion del tiempo elegida.

Esto quiere decir que la eleccién del origen y la escala para medir el tiempo es arbitraria (homogeneidad) y
que las leyes de la fisica son invariantes bajo una transformacién de la forma ¢ — —¢ (isotropfa).

Estas propiedades del espacio y del tiempo deben quedar reflejadas en el sistema de coordenadas espacio-
temporales elegido, asi como la forma en que se miden las distancias espaciales y el intervalo temporal entre
eventos fisicos.

Postulado IV (Postulado de Simultaneidad) Si dos eventos fisicos ocurren en el mismo punto del espacio y
stmultdneamente (en el mismo instante de tiempo) para un observador arbitrario, entonces estos dos eventos
fisicos serdan simultdneos para todos los demds observadores y ocurriran en el mismo punto del espacio.

Esto quiere decir que la simultaneidad de eventos en un mismo punto del espacio es un hecho fisico absoluto,
i.e., independiente del observador.

Principio | (Principio de Mach) La inercia de cualquier sistema es el resultado de su interaccidn con el
resto del Universo. En otras palabras, cada particula en el Universo tiene una influencia en todas las otras
particulas.

o equivalentemente,
Las leyes fisicas locales son determinadas por la estructura a gran escala del Universo |

El punto de partida de Mach es la no existencia de significado del concepto de movimiento, sino sélo del
de movimiento relativo | , ]. Por ejemplo, un cuerpo en algin otro universo vacio
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no puede decirse que estd en movimiento de acuerdo con Mach, ya que no existe nada respecto al cual el
movimiento del cuerpo pueda ser referido. Ademads, en un universo poblado, es la interaccién entre toda la
materia en el universo la cual es la fuente de los efectos inerciales; en otras palabras, las fuerzas inerciales
tienen su origen fisico en la materia. Desde el punto de vista de Mach, un sistema de referencia inercial es
un sistema en algin estado privilegiado de movimiento relativo al movimiento promedio de las estrellas fijas.
Entonces son las estrellas fijas a través de sus masas, distribucién y movimiento las cuales determinan un
sistema inercial local. Este es el principio de Mach en esencia.

La gran limitacién de este principio es que no da una relacion cuantitativa para la interaccién de la materia.
Las ideas de Mach no contribuyen realmente a la comprensién de por qué parece que hay una distincién tan
fundamental entre movimiento no-acelerado y acelerado en la naturaleza. Sin embargo, es un hecho que el
principio de Mach y la idea de Riemann (la geometria del espacio responde a la fisica y participa en la fisica)
fueron las dos grandes corrientes de pensamiento las cuales Einstein, por medio de su poderoso Principio de
Equivalencia, trajeron juntos en la actualidad una descripcién geométrica de la gravitacion y el movimiento
[ ]. De hecho, la teoria de Einstein dice que la inercia es una manifestacién de la geometria
del espacio-tiempo. Esta también dice que la geometria es afectada por la presencia de materia.

Principio Il [Principio de Relatividad Generalizado (PRG)] Las leyes de la fisica deben ser las mismas en
todos los sistemas de referencia. En otras palabras, todos los observadores son equivalentes | ].

Admitiendo que las transformaciones generalizadas de coordenadas (TGC) son las encargadas de relacionar
los sistemas coordenados entre dos sistemas de referencia generales, entonces, de acuerdo con el PRG, las
leyes de la fisica deben ser invariantes bajo las TGC. Esto quiere decir que las leyes de la fisica son inde-
pendientes de los sistemas coordenados. En | | se muestra que las ecuaciones tensoriales
son automaticamente covariantes bajo el grupo de las TGC, es decir, que las ecuaciones tensoriales son
invariantes bajo las TGC. Esto nos lleva a concluir que el PRG se satisface si y sélo si las leyes de la fisica
se expresan mediante ecuaciones tensoriales. Entonces, el PRG estd relacionado con el siguiente Principio de
Covariancia General:

Principio Ill [Principio de Covariancia General (PCG)] Las ecuaciones de la fisica deben tener forma
tensorial | ].

El cual también se puede escribir de forma equivalente como:

Las leyes de la fisica deben expresarse por medio de enunciados que sean invariantes bajo el grupo de las
transformaciones generalizadas de coordenadas | ]

Este principio nos dice que al formular una teorfa fisica se deben buscar ecuaciones tensoriales |
Estas ecuaciones tensoriales tienen la ventaja que si se cumplen en un sistema coordenado, entonces tienen
que cumplirse en todos los sistemas de coordenadas.

Principio IV [Principio de Equivalencia Débil (PED)] La ‘masa inercial’y la ‘masa gravitacional’de cual-
quier objeto son iguales | ]

Esta es una consecuencia del Principio de Galileo,

“El movimiento de cualquier particula de prueba en la presencia de un campo gravitacional es independiente
de su masa, composicion y estructura”,

cuando lo aplicamos a las leyes de la mecédnica Newtoniana. E1 PED implica que no hay forma de separar
los efectos de un “campo gravitacional” (en el contexto newtoniano), de aquellos de un sistema de referen-
cia uniformemente acelerado, simplemente observando el comportamiento de las particulas en caida libre



[ ]. Pero esto resulta ser, en general, sélo valido (aproximadamente) en regiones pequefias del
espacio-tiempo, ya que si consideramos regiones grandes, el “campo gravitacional” podria cambiar de un
lugar a otro, mientras que el efecto de la aceleracién estd siempre en la misma direccién; en este caso,
habria una diferencia observable entre un “campo gravitacional” y un sistema de referencia uniformemente
acelerado.

Entonces, el PED también puede ser formulado como | |:

“Las leyes de las particulas en caida libre son las mismas tanto en un campo gravitacional como en un
sistema de referencia uniformemente acelerado, en pequenas regiones del espacio-tiempo”.

En regiones grandes del espacio-tiempo existirdn inhomogeneidades en el “campo gravitacional” (en el con-
texto newtoniano), las cuales conducirdn a fuerzas de marea, las cuales pueden ser detectadas.

Einstein busco generalizar el PED para que éste fuera mas inclusivo; es decir, su idea era simplemente que no
deberia existir forma alguna que un observador pueda distinguir si su sistema de referencia se encuentra en
aceleracién uniforme o estdtico en la presencia de un “campo gravitacional” (newtoniano), no importa qué
experimentos fisicos lleve a cabo este observador (no sélo experimentos de caida libre). Esto llevé a Einstein
a la formulacion del siguiente principio de equivalencia:

Principio V  [Principio de Equivalencia de Einstein (PEE)] En regiones suficientemente pequenas del espacio-
tiempo, las leyes de la fisica se reducen a aquellas de la Relatividad Especial; es imposible detectar la existencia
de un campo gravitacional | ].

la cual se puede formular de forma equivalente como:

“Un sistema de referencia linealmente acelerado relativo a un sistema de referencia inercial en Relati-
vidad FEspecial, es localmente identico a un sistema de referencia en reposo en un campo gravitacional

[ J.”

o equivalentemente,

“No ezisten experimentos locales que puedan distinguir entre caida libre no-rotante en un campo gravi-
tacional y movimiento uniforme (no-acelerado) en el espacio en la ausencia de un campo gravitacional

[ J.”

El PEE implica que la gravedad es inescapable, es decir, no existe tal cosa como un “objeto gravitacionalmente
neutro” con respecto al cual podamos medir la aceleraciéon debida a la gravedad. Se sigue que “la aceleracion
debida a la gravedad” no es algo que pueda ser fiablemente definido. Tiene maés sentido, entonces, definir
“no-acelerado” como “en caida libre”. Entonces, no podemos decir que la gravedad es una “fuerza”, ya que
una fuerza es algo que produce aceleracién, y nuestra definicién de no-aceleracién es movimiento libre en la
presencia de cualquier “campo gravitacional”.

Otra consecuencia del PEE es que el espacio-tiempo deberfa ser curvo en la presencia de gravedad (véase

[ -

Principio VI [Principio de Acoplamiento Minimo (PAM)] El Principio de Acoplamiento Minimo es una
prescripcion que indica como hacer que una ley o formula fisica sea invariante bajo alguna transformacion,
sea esta una transformacidn general de coordenadas o una transformacion de gauge [ .

En el contexto de la Relatividad General, por el PAM, si una ley es véalida en un espacio-tiempo plano,
entonces, también debe ser valida en un espacio-tiempo curvo. Asi, transformamos una ecuacién fisica co-
variante Lorentz en covariante general. Es decir, mediante esta prescripcién sabemos céomo hacer que una
ecuacion que cumple el PRE, cumpla también el PRG.
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Esta receta consiste en hacer el cambio:

N — Guw () Oy — V() (2-1)

De este modo cambiamos de la métrica plana 7, de Minkowski a la métrica g,, determinada por la ecuacién
de Einstein, y la derivada ordinaria d,, la convertimos en la derivada covariante general V,,.

Por ejemplo, para transformar la ecuacién de continuidad y que sea vélida en presencia de gravitacion,
haremos:

Op " =0V, JH =9, J" + T4 J7 =0 22)

En el contexto de las Teorias Gauge, el PAM permite hacer que una expresién sea invariante gauge cumpliendo
por tanto el principio de invariancia gauge. El cambio que hay que introducir sigue siendo:

Oy — Dy, (x), (2-3)

pero ahora D,, indica derivada covariante gauge.

Principio VIl [Principio de Correspondencia] El Principio de Correspondencia afirma que cualquier teoria
nueva debe ser consistente con cualquier teoria aceptable dentro de su rango de validez | ].

La Relatividad General debe coincidir con la Relatividad Especial en la ausencia de gravitacién, y por otro
lado, debe coincidir con la teoria gravitacional Newtoniana en el limite de campo gravitacional débil y bajas
velocidades (comparadas con la velocidad de la luz).

2.1. Principios y postulados de la Relatividad Especial

En la Teoria de la Relatividad Especial se formulan los cuatro primeros postulados de la seccién anterior,
relacionados con la homogeneidad e isotropia del espacio y del tiempo, y la estructura geométrica del espacio
fisico.

La Relatividad Especial estd basada adicionalmente sobre otros dos postulados de caracter fundamental,
en el sentido de que estos postulados deben ser satisfechos por cualquier teoria fisica que se proponga,
independientemente de las leyes y principios que se postulen para describir esta teoria [ ].
Dichos postulados dicen asi:

Postulado V:  [Principio de Relatividad Especial (PRE)] Las leyes de la fisica son independientes del
sistema de referencia inercial, con respecto al cual se midan las variables que describen al sistema fisico
considerado.

Este es un caso particular del PRG enunciado en la seccién anterior, aplicado a los sistemas de referencia
inerciales de la Relatividad Especial. Como las transformaciones de Lorentz (TL) son las encargadas de
relacionar los sistemas coordenados entre dos sistemas de referencia inerciales, entonces, de acuerdo con
el PRE, las leyes de la fisica deben ser invariantes bajo las TL. En este caso, las leyes de la fisica son
independientes de los sistemas coordenados asociados a los sistemas inerciales. En | ] se
muestra que las ecuaciones tensoriales son automaticamente covariantes bajo el grupo de las TL. Esto nos
lleva a concluir que el PRE se satisface si y sélo si las leyes de la fisica se expresan mediante ecuaciones
tensoriales.
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Postulado VI: [Postulado de la Constancia de la Velocidad de la Luz] La velocidad de la luz en el vacio es la
misma para todos los observadores inerciales, independiente de la direccion de propagacion y de la velocidad
de la fuente emisora.

Este postulado establece que la velocidad de la luz en el vacio es constante, independiente del sistema de

referencia inercial desde el cual ésta sea medida.

El rango de aplicacién de este ultimo postulado se puede extender a todos los observadores en general, en
virtud del PRG o el PCG ya que las leyes de la fisica no deben depender de las coordenadas ni de los
observadores. De este modo, podemos ver el cardcter fundamental de estos dos 1ltimos postulados.

2.2. Principios y postulados de los sistemas rotantes relativistas

En sistemas de referencia rotantes relativistas vamos a asumir los postulados I, III, IV, el Principio de Relati-
vidad Generalizado (PRG), el cual es equivalente al Principio de Covariancia General (PCG), el Postulado de
la constancia de la velocidad de la luz, el Principio de Acoplamiento Minimo (PAM), y el siguiente postulado,
relacionado con la geometria del espacio-tiempo:

Postulado VIl La geometria del espacio-tiempo es seudoeuclidea y estd definida por un intervalo (|
p. 100)

ds? = v, dz"dz” (2-4)

con un tensor métrico v, para el que el tensor de curvatura de Riemann R,,., es igual a cero.



Capitulo

Definiciones

Definicion | (Evento) Un evento es un fenémeno fisico independiente del observador (como la colision
entre dos particulas, o la emision de un foton por un dtomo), el cual ocurre en un punto del espacio y en un
instante de tiempo y puede ser medido por instrumentos fisicos adecuados | ].

Definicion Il (Observador) Definimos el concepto de observador como cualquier ente capaz de realizar
mediciones de magnitudes fisicas de un sistema fisico para obtener informacion sobre el estado fisico de
dicho sistema, el cual estd provisto por reglas o patron de medida espacial y relojes o patron de medida
temporal, que le permite determinar la posicion y el instante de tiempo respecto a un origen arbitrario de un
fenomeno fisico.

Definicion 11l (Sistema de referencia) Un sistema de referencia consiste de un sistema de coordenadas
(J:O,acl,mQ, x3) (con 20 = ct) y un conjunto de puntos de referencia fisicos que dnicamente fijan (localizan y

orientan) el sistema coordenado y estandarizan las mediciones.

3.1. Definiciones en Relatividad Especial

Suponemos que se puede definir una escala de medida de longitudes, igual para todos los observadores
inerciales, la cual nos permite medir intervalos espaciales utilizando un sistema de reglas rigidas. Este pro-
cedimiento define una métrica para el espacio, que cumple con las propiedades de homogeneidad e isotropia
y que obedece la geometria euclidiana.

Definicion IV (Sistema de coordenadas espacial)
El sistema de coordenadas espaciales que cumple con estas propiedades es el cartesiano (x,y,z) en R3 con
la métrica usual, esto es, la métrica euclidiana, inducida por la norma:

Z)? := 22 4+ 2} + 23 (donde 7 € R?) (3-1)

nos ofrece el modelo matemdtico natural para describir el espacio fisico.
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Tty
VA

Figura 3-1.: Sincronizacién de Relojes | ]

Una vez definida la estructura métrica del espacio y el proceso de medida de los intervalos espaciales, podemos
utilizar el postulado de la constancia de la velocidad de la luz para definir el concepto de tiempo fisico, esto
es, el método operacional para la medida del tiempo que esté de acuerdo con los postulados fundamentales
de la fisica y que refleje las propiedades de homogeneidad e isotropia del tiempo.

De acuerdo con el Postulado de Simultaneidad para eventos que tienen lugar en el mismo punto del espacio,
es posible introducir las siguientes definiciones de tiempo:

Definicion V (Tiempo propio) Fs el tiempo T marcado por un reloj en reposo relativo a un observador
inercial O, para cada evento que ocurra en la posicion espacial de dicho reloj.

Definicion VI (Tiempo local) Es el tiempo t marcado por el reloj en reposo en el origen de coordenadas del
observador inercial O, para cada evento que ocurra en su origen de coordenadas | ]

Para este tiempo marcado por el reloj se supone haber elegido un instante inicial ¢ = 0, el cual es arbitrario,
de acuerdo con la hipdtesis de homogeneidad del tiempo. El tiempo local es un caso particular de tiempo
propio.

Ahora, para que el observador inercial O asigne una tunica coordenada temporal a cada evento fisico, inde-
pendientemente de la posicién espacial en la cual suceda dicho evento, es necesario “sincronizar” todos sus
relojes. Para lograr esto, vamos a seguir el método de sincronizacién de relojes de Einstein:

Definicion VIl (Método de sincronizacion de relojes de Einstein) Consideremos dos relojes, el primero,
situado en el origen de coordenadas en un instante de tiempo cualquiera como el tiempo ¢t = 0. El segundo
reloj estd situado a una distancia d del origen y enviemos, desde el primer reloj un pulso de luz hacia
el segundo reloj en el instante de tiempo en que el reloj del origen marca t; (Figura: 3-1). El segundo
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reloj marcard un tiempo ty cuando el rayo de luz lo alcanza, y se define entonces que los dos relojes estan
sincronizados, si se cumple que

d
t2 == tl + E (3-2)

Asi, un observador inercial puede definir una Unica coordenada temporal a cada evento fisico. En este caso,
los conceptos de tiempo local y tiempo propio coinciden. Podemos entonces proponer la siguiente definicion:

Definicion VIII (Coordenada temporal para un evento) Dado un observador inercial O, la coordenada
temporal de un evento se le define como la lectura del reloj que estd situado en el punto del espacio donde el
evento ocurre.

Noétese que, por el Postulado de Simultaneidad, esta definicién es independiente del observador.

Con estas definiciones de medida de distancias e intervalos temporales, un observador inercial puede construir
su sistema de coordenadas espacio-temporal:

Definiciéon IX (Sistema de coordenadas espacio-temporal) Dado un observador inercial O se le puede cons-
truir un sistema de coordenadas espacio-temporales (ct,x,y, z).

Esta definicién es consistente y valida para todos los observadores inerciales, ya que la distancia d para
puntos en reposo relativo estd bien definida y es por su definicién independiente del observador, asi como la
velocidad de la luz en el vacio ¢ es una constante universal, de acuerdo con el postulado de la constancia de
la velocidad de la luz.

Definicion X (Simultaneidad de eventos) Dos eventos Ey y Eo son simultdneos si sus coordenadas tempo-
rales son iguales (t1 = ta).

3.2. Definiciones en sistemas de referencia rotantes

Debido al PRG, cualquier observador rotante puede afirmar lo siguiente: “Mi sistema de referencia es equi-
valente a uno inercial, pero, bajo la presencia de un campo”. De hecho, dicho observador, atado a su propio
sistema de referencia rotante, se ve a si mismo en reposo. Entonces, podemos definir una escala de medida de
longitudes, igual para todos los observadores rotantes de forma similar a como se hace en Relatividad Espe-
cial. Para ello, utilizaremos el sistema de coordenadas espaciales candnico, el cual consiste en las coordenadas
cilindricas (r, 8, z). Este procedimiento define una métrica para el espacio, que cumple con las propiedades
de homogeneidad e isotropia.

Definicion XI (Sistema de coordenadas espacial) El sistema de coordenadas espaciales candnico es el de
coordenadas cilindricas (r',6',2").

Ahora, para poder medir intervalos temporales, debemos utilizar el postulado de la constancia de la velocidad
de la luz para definir el concepto de tiempo fisico, esto es, el método operacional para la medida del tiempo que
esté de acuerdo con los postulados fundamentales de la fisica y que refleje las propiedades de homogeneidad
e isotropia del tiempo.

De acuerdo con el Postulado de Simultaneidad para eventos que tienen lugar en el mismo punto del espacio,
es posible introducir las siguientes definiciones de tiempo en sistemas rotantes:
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Definicion X1l (Tiempo propio) Es el tiempo 7 marcado por un reloj en reposo relativo a un observador
rotante O', para cada evento que ocurra en la posicion espacial de dicho reloj | ].

Notese que la definicién de tiempo propio se puede generalizar para un observador arbitrario cualquiera: Una
vez definido su sistema de coordenadas espacial asociado, en virtud del cardcter fundamental de la constancia
de la velocidad de la luz, utilizando el PRG y el Postulado de Simultaneidad, podemos definir el concepto de
tiempo propio para dicho observador arbitrario.

Definicion XIll (Tiempo local) Es el tiempo t' marcado por el reloj en reposo en el origen de coordenadas
del observador rotante O', para cada evento que ocurra en su origen de coordenadas.

Para este tiempo marcado por el reloj se supone haber elegido un instante inicial ¢’ = 0, el cual es arbitrario,
de acuerdo con la hipétesis de homogeneidad del tiempo. El tiempo local medido por O’ es el tiempo propio
marcado por el reloj en el origen de coordenadas de O'.

Definicion XIV (Tiempo central) Es el tiempo t{, marcado por el reloj en reposo sobre el eje de rotacion
del sistema de referencia rotante K, para cada evento que ocurra en el eje de rotacion.

Este tiempo se puede ver como el tiempo propio marcado por los relojes del observador inercial O.

Vamos a demostrar, en el siguiente capitulo, que para el observador rotante O, el tiempo propio es depen-
diente de la posicién y la direccion del reloj que lo mide; y los tiempos locales son dependientes de la posicion
de dicho observador rotante O'. Esto implica que serd imposible sincronizar de cardcter global todos los relo-
jes del sistema rotante, y por consiguiente, el sistema de coordenadas temporal, asignado a cada observador
sobre el sistema rotante, debe ser diferente el uno con respecto al otro. Entonces, resulta imposible asignar
sobre el sistema rotante una unica coordenada temporal a cada evento fisico, y ademads, serd dependiente de
la posicién espacial en la cual suceda dicho evento. Por tanto, el sistema de coordenadas temporal que se le
asigna a cada observador rotante debe ser de cardcter local (mds precisamente, en un punto, sobre su origen
de coordenadas espacial).

En vista de esto, una forma de definir, para cada observador rotante, una coordenada temporal a cada evento
fisico va a ser de la siguiente forma:

Definicion XV (Coordenada temporal para un evento) Dado un observador rotante O', la coordenada
temporal de un evento local, se le define como la lectura del reloj que estd situado en su origen de coordenadas,
ésto es, la lectura t' de un reloj local.

Noétese que, por el Postulado de Simultaneidad, esta definicién es independiente del observador.

En el siguiente capitulo, se construiran las coordenadas espacio-temporales asociadas a un observador rotante,
a partir de su estado de movimiento | |, v las podemos definir como sigue:

Definicion XVI (Sistema de coordenadas espacio-temporal) Dado un observador rotante O’ se le puede
construir un sistema de coordenadas espacio-temporales (1,6, 2").

Debido al PRG, la transformacién entre los sistemas de coordenadas espacio-temporales (t,r, 0, z), asociadas
al observador inercial O, y las coordenadas (t',7/,6’, 2’), asociadas al observador rotante, debe considerarse
como una transformacién de Lorentz, y por el cardcter local de ¢, dicha transformacién de Lorentz sélo es
vélida de manera local (més precisamente, en un punto). Este dltimo hecho implica que el PRG sélo resulta
valido de carédcter local.
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Se mostrara, en el siguiente capitulo, que el elemento de linea asociado al observador rotante O’ debe tener
la forma

ds? = g da'tdz’ = goodt” — dr'* — r"d0"* — 2gosdt’d¢’ (3-3)

Como un observador rotante O’ es localmente equivalente a uno inercial O, entonces, O’ deberfa medir
localmente intervalos espaciales y temporales de forma similar a como lo hace O, esto es, tal que el invariante
espacio-temporal ds? dado en (3-3) adquiera localmente la misma forma Lorentziana que para el observador
O, es decir

ds* = Adt™* — dL?, (3-4)

donde dt* y dL son los intervalos temporales y espaciales fisicos, respectivamente, y los definiremos de forma
similar a como se hace en Relatividad Especial:
En este momento, es necesario diferenciar entre dos magnitudes: las coordenadas y las fisicas.

Definicion XVIlI (Magnitud coordenada) Las magnitudes coordenadas dependen de la arbitrariedad en la
eleccidn del sistema de coordenadas espacio-temporal utilizada para describir los fendmenos (] ,
p. 101).

Estas magnitudes se definen con la ayuda de un método concreto de medicion.

Definicion XVIII  (Magnitud fisica) Las magnitudes fisicas son caracteristicas objetivas del espacio, el tiem-
po y la materia ([ ], p- 101).

Por ello, para construir las magnitudes fisicas también es necesario utilizar (aparte de las magnitudes coor-
denadas) el tensor métrico del espacio-tiempo, que permite eliminar la influencia de la arbitrariedad de la
eleccién de las coordenadas.

Definicion XIX (Tiempo natural o fisico) Es el tiempo t* marcado por un reloj propio C' relativo a un
observador rotante O', para cada evento que ocurra en distintos puntos de una localidad espacio-temporal
que lo contenga.

Entonces, dt* es el intervalo de tiempo que deberia medir O’ entre eventos aledafios a él.

Ahora, para que el observador rotante O’ asigne una tinica coordenada temporal fisica a cada evento cercano
a €él, independientemente de la posicién espacial en la cual suceda dicho evento, es necesario “sincronizar”
todos sus relojes vecinos. Para lograr esto, vamos a seguir el método de sincronizacién de relojes de Einstein:

Definicion XX (Método de Sincronizacion Estindar en Sistemas Rotantes) Consideremos dos relojes, el
primero, situado en el origen de coordenadas de O’ en un instante de tiempo cualquiera como el tiempo
t* = 0. El segundo reloj estd situado a una distancia infinitesimal dL de su origen y enviemos, desde el
primer reloj un pulso de luz hacia el segundo reloj en el instante de tiempo en que el reloj del origen marca
t7 (Véase figura 3-2). El segundo reloj marcard un tiempo t3 cuando el rayo de luz lo alcanza, y se define
entonces que los dos relojes estan sincronizados, si se cumple que

dL
t5=ti+ = (3-5)
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Figura 3-2.: Sincronizacién de relojes sobre sistemas rotantes. La distancia infinitesimal dL se ha exagerado
por motivos de claridad.

Esta definicién es consistente y valida para todos los observadores rotantes, ya que la distancia infinitesimal
dL para puntos en reposo relativo estd bien definida y es por su definicién independiente del observador,
asi como la velocidad de la luz en el vacio ¢ es una constante universal, de acuerdo con el postulado de la
constancia de la velocidad de la luz.

Definicion XXI (Simultaneidad de eventos) Dos eventos infinitesimalmente cercanos Ev y Ez son si-
multdneos si sus coordenadas temporales fisicas son iguales (t7 = t3).

Notemos que si escogemos eventos simultdneos de acuerdo con esta definicién (dt* = 0), entonces el elemento
de lfnea espacio-temporal ds? nos da la distancia espacial entre dichos eventos, la cual estd dada por la
longitud fisica anteriormente definida

dL? = —ds® >0 (3-6)

Entonces, podemos introducir la siguiente definicién de longitud fisica:

Definicion XXIl (Longitud fisica) La longitud dL es la magnitud fisica que determina la distancia o sepa-
racion espacial entre dos eventos vecinos simultdneos.

Si escogemos eventos que ocurren en el mismo punto del espacio (dL = 0), entonces, ds?> = c2dt*?, en este
caso, el tiempo “fisico” coincide con el tiempo propio.

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, podemos dar una definicién de sistema rotante:
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Definicion XXIIl (Sistema de referencia rotante) Un sistema de referencia uniformemente rotante consiste
de un sistema de coordenadas central (t(, 1y, 0),2)) y un conjunto de puntos de referencia fisicos, fijos sobre
un cuerpo de referencia K en rotacion uniforme relativa a un sistema de referencia inercial 3, es decir,
todos los puntos de referencia fisicos, fijos sobre K tienen la misma velocidad angular w constante, relativa

a .

Suponemos dicho cuerpo de referencia K rigido y despreciamos todos los efectos de las tensiones sobre K,
producidas por las fuerzas centrifugas.

Definicion XXIV (Velocidad fisica) La velocidad fisica de una particula P se define como la longitud fisica

dL del elemento de trayectoria recorrida por P por unidad de tiempo fisico dt* ([ ], p- 98):
dL

V= 3-7
dt* (3-7)

Notemos que la validez de esta definicién es sélo de caracter local.

Definicion XXV (Velocidad coordenada) Se define la velocidad coordenada de una particula P como la

derivada de sus coordenadas espaciales x* con respecto al tiempo coordenado t([ ], p. 96):
dxz®
k
= —,  k=1,2,3 3-8
! dt (3-8)

Introducimos ahora dos definiciones de la Teoria de Campos:

Definicion XXVI (Campo Estacionario) Un campo es estacionario si es independiente del tiempo.

Esto implica que el campo estacionario es invariante bajo una transformacién ¢ — —t.

Definicion XXVIlI (Campo Axialmente Simétrico) Un campo es axialmente simétrico si tiene simetria
respecto a una linea recta, llamada eje de simetria.

Esto implica que el campo axialmente simétrico es independiente de un angulo ¢ a lo largo de un plano
perpendicular a dicho eje de simetria, lo cual equivale a decir que este campo es invariante bajo una trans-
formacién ¢ — —o.

Entonces, un campo estacionario y axialmente simétrico resulta ser aquel que es independiente del tiempo
t y del angulo ¢, lo cual implica que dicho campo es invariante simultdneamente bajo las transformaciones
t— —ty ¢ — —0o.



Capitulo

Espacio-tiempo asociado a un observador
rotante

En este capitulo, se extiende el rango de aplicacién de la Relatividad Especial a sistemas de referencia rotan-
tes, con base en el Principio de Relatividad Generalizado (PRG). Primero, se presentan las transformaciones
de Lorentz entre dos observadores inerciales. Luego, se muestra una razén por la cual se van a considerar
observadores locales para estudiar los sistemas rotantes relativistas. En seguida, se construyen las coordena-
das del observador rotante a partir de su estado de movimiento | ]. Pero para tener
claridad en dicha construccién, primero, se presentan las coordenadas de Lorentz. Las transformaciones del
observador rotante se deducen a partir de transformaciones de Lorentz infinitesimales.

Una vez obtenidas estas transformaciones, se calcula el tensor métrico asociado a un observador rotante. Este
tensor métrico debe dar cuenta de las propiedades métricas de un sistema rotante, permitiendo estudiar la
naturaleza de las mediciones espacio-temporales de los observadores fijos a estos sistemas. Se muestra que en
efecto, todos los relojes locales sobre un sistema rotante se desincronizan, ya que éstos marchan a distintas
tasas. A partir de ésto, se estudia la naturaleza de su geometria espacial.

Para dar completez al estudio de las propiedades métricas de un sistema rotante, se calculan las ecuaciones
de las geodésicas temporales y nulas en sistemas rotantes, para mostrar que éstas difieren, en general, de
una linea recta, debido a la geometria espacio-temporal de dichos sistemas. Entonces, por el PEE, estas
propiedades de las geodésicas se deben tener en la presencia de un campo gravitacional. Luego, se calculan
los 4-vectores de Killing. En seguida se estudian los conos de luz, asociados a los observadores fijos sobre el
sistema rotante, lo cual debe dar una visién maés clara de la estructura causal del espacio-tiempo asociado a
un observador rotante arbitrario. Por tltimo, se estudia la cinemética de moviles sobre sistemas rotantes.

4.1. Transformaciones de Lorentz

Ahora, consideremos el caso de dos observadores inerciales O y O’ con v la velocidad de O’ relativa a O. Se
puede encontrar facilmente, a partir de los postulados de la Relatividad Especial (PRE y el Postulado de la
Constancia de la Velocidad de la Luz), que la transformacién de coordenadas espacio-temporales entre O y
O’ resultan ser las transformaciones de Lorentz | , |:



16 4 Espacio-tiempo asociado a un observador rotante

ct' = y(ct— px) (4-1)
¥ = ~(z— Bct)
y o=y

donde 3 :=v/c, v :=1//1— B2

4.2. Transformacion de coordenadas espacio-temporales entre el
sistema inercial X y el sistema rotante K

Sean O y O’ observadores asociados al sistema inercial ¥ y al sistema rotante K, respectivamente. Suponga-
mos que sus origenes (y el eje de rotacién de O’) coinciden en t = t' = 0 (Figura 4-1). Como los relojes en sus
origenes estan en reposo relativo el uno con respecto al otro, entonces, por el Postulado de Simultaneidad,
sus sistemas de coordenadas temporales deben coincidir (¢ = t) por lo menos en sus origenes. Y la respectiva
transformacién entre sus sistemas coordenados espaciales debe ser:

x = 1r’cos (0 +wt) (4-2)
= 7'sin (0 +wt’)

!
= Z

o equivalentemente,

= ’]"/ (4_3)
= 0 +wt

!
zZ = Z

donde (r’,0’,2") son las coordenadas espaciales cilindricas asociadas al observador rotante O', y (z,y, 2),
(r,0,z) son las coordenadas espaciales cartesianas y cilindricas, respectivamente, asociadas al observador
inercial O; w = cte. es la velocidad angular de K con respecto a X.

Z f/Eje de rotacién

L
-

X

Figura 4-1.: Los “ejes coordenados” punteados son los del observador O, mientras que los no punteados
son los del observador O’.
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Figura 4-2.: Vecindad V conteniendo un reloj cualquiera C' de O’.

Luego, el sistema de coordenadas espacio-temporales (t',7',6’,2'), asociado a O’, junto con el conjunto ’,
conforman un sistema de referencia inercial local. Entonces, las coordenadas temporales entre O y O deben
transformarse por medio de una transformacién de Lorentz (4-1), es decir que todos los relojes de O’ fijos
en k' no se transforman por medio de t = ', salvo si dicha vecindad V contiene el origen de coordenadas
de O’. Entonces, la transformacién de coordenadas temporales ¢ = ¢’ sélo es vélida, para el observador O’,
con respecto a un dnico reloj, ubicado en el eje de rotacién y aproximadamente (¢ & t’) a lo largo de una
vecindad lo suficientemente pequena alrededor del eje de rotacion.

Vemos entonces que, una manera de estudiar la transformacion de las coordenadas temporales entre O y O’ es
introducir para cada punto de referencia fisico de K, un observador local con origen de coordenadas espaciales,
tal que su sistema de coordenadas temporales se transformen localmente por medio de una transformacion
de Lorentz (4-1).

4.3. Otra forma de obtener las Transformaciones de Lorentz

Segun la Relatividad Especial, las particulas que mantienen constante en el tiempo propio su cuadrivelocidad,
es decir,

d
—U=0 4-4
dr (4-4)

tienen una linea de mundo dada por:

X(7) = (et (7),2 (7)) = (e cosh (0) , e7 sinh (6)) (4-5)

tanh (9) = 2
&

la que determina, para un observador inercial, una linea recta cuya pendiente estd dada por el cociente ¢/v,
donde v es la velocidad relativa y ¢ es la velocidad de la luz en el vacio.
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Figura 4-3.: Sistema de referencia de un observador inercial O | ]

Por lo tanto, en un diagrama que representa los eventos registrados por este observador, el conjunto de eventos
que permanecen en reposo, respecto a él, estaran representadas por lineas verticales, mientras el conjunto
de eventos simultdneos serdn lineas horizontales (Figura 4-3). De esta forma se construye un sistema de
referencia asociado a un observador inercial, utilizando relojes y varas de medida que nos proporcionan los
conceptos de simultaneidad y reposo.

Entonces, el tiempo t medido por el observador inercial O es el tiempo medido por relojes en reposo, mientras
que las longitudes espaciales medidas por O son las distancias espaciales entre dos eventos simultaneos.

A este sistema de referencia podemos asignarle una base coordenada {é;,é,}, que clasifica los eventos en
reposo y los eventos simultaneos relativos a un observador inercial O. Teniendo en cuenta que un observador
se ve a sf mismo en reposo, su linea de mundo debe ser una linea vertical, por lo tanto, se puede ubicar el 4-
vector coordenado temporal é; tangente a ésta. Asi mismo, el 4-vector espacial é,., cuya direccién representa
los eventos simultdneos, se debe ubicar normal a la linea de mundo de O (en direccién horizontal).

Desde el sistema de coordenadas del observador inercial O y por medio de los principios de la Relatividad
Especial se construye la base coordenada {éy,é, } de otro observador inercial O’, en términos de la base
coordenada {é;,é,} del observador O. El principio de relatividad exige que la linea de mundo de cualquier
observador inercial O, vista por O sea una linea recta, por lo tanto, el 4-vector é;, tangente a la linea de
mundo de O’, tiene una inclinacién respecto a é;, dada por el dngulo 6, determinado por la velocidad relativa
v entre los observadores inerciales (Figura 4-4).

Por otro lado, el principio de la constancia de la velocidad de la luz, exige que la pendiente de la linea de
mundo de un rayo de luz sea igual en cada una de las bases coordenadas, y ésta es tanh (6) = 1, luego, el
angulo de inclinacién de un rayo de luz respecto al 4-vector é, debe ser el mismo que el angulo de inclinacion
respecto a é,,. Teniendo en cuenta que los eventos en reposo para el observador O’ deben ser paralelos al
4-vector ép y que los eventos simultdneos deben ser paralelos al 4-vector é,/, se puede construir el sistema
de referencia del observador O desde el sistema del observador O (Figura 4-4).

Ahora, vamos a encontrar la transformacién de cambio de la base {é;, é,} asociada al observador O, a la base
{év,é,} asociada al observador O’. Para cumplir ésto, podemos suponer variaciones infinitesimales en la
velocidad relativa; esto es, considerar variaciones en el angulo 6 de la forma 6 4+ df. Bajo éstas circunstancias,
debemos tener las transformaciones de Galileo entre O’ y un observador inercial O” con una velocidad
infinitesimalmente cerca a la de O'.
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Figura 4-4.: Sistema de referencia de O’ visto desde el sistema de O | ].

Entonces, los eventos simultaneos, determinados por la direccién de é,/, deben ser independientes de este
par de observadores; por lo tanto, el cambio infinitesimal del 4-vector é; por angulo df, que representa el
cambio respecto al 4-vector é;» del observador O”, debe estar en la direccién de é,/, es decir,

déey
do

= €y (4'6)

Debido a la simetria que nos proporciona la invariancia de la velocidad de la luz, el cambio de é,+ por dngulo
df debe estar dado por

déy
dé

— e (47)

Este par de ecuaciones nos conducen a

d?éy

d@é =& (4-8)
d*é,

oz~ (4-9)

cuyas soluciones expresadas en términos de la base coordenada de O, son:

éy = cosh(0)é, +sinh (0)é, (4-10)
Eyr sinh (0) é; 4 cosh (9) é, (4-11)

Estas ecuaciones representan la transformacién entre las bases coordenadas asociadas a un par de observa-
dores inerciales.
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Figura 4-5.: Apariencia de los relojes de O cuando los relojes de O’ marcan todos ¢/ =0 | ].

Esta transformacién se puede ver como una rotacién, en un angulo 6, tanto del 4-vector é; a lo largo de la
hipérbola A (8) = (cosh () , sinh (#)), como el 4-vector é, a lo largo de la hipérbola A (6) = (cosh () , sinh (9)),
cuyas asintotas son los rayos de luz.

A partir de este resultado podemos encontrar las transformaciones de coordenadas. Teniendo en cuenta que
los 4-vectores coordenados se transforman bajo la ley de transformacion

oz" , (4-12)

e,y =——=6
" dx'r

donde se ha hecho uso de la convencién de suma de Einstein, encontramos las transformaciones de Lorentz:

ct ct’ cosh(#) + 2’ sinh(0) (4-13)
x = ct’'sinh(f) + 2’ cosh(6)

con tanh (6) = v/c = B y v la velocidad relativa entre los observadores. Teniendo en cuenta que

sinh (9)

tanh (0) = 8 = 4-14
b (6) = 5 = (4-14)
y la siguiente identidad entre funciones hiperbdlicas
cosh? (f) — sinh? (0) = 1 (4-15)
podemos encontrar que

sinh(0) = p(1-p8%) " (4-16)
cosh(9) = (1-— 62)71/2
Entonces, las transformaciones de Lorentz (4-13) se pueden reescribir como:

ct = (et + Bz’) (4-17)

z = (2 + Bct’)

donde v =y (v) = (1 — 52)71/2.
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Tiempo

Intervalos
iguales

B' A’
Figura 4-6.: Relatividad de la simultaneidad entre dos observadores inerciales O y O .

4.3.1. Relatividad de la simultaneidad

Supongamos que los origenes de los observadores inerciales O y O’ coinciden en un tiempo t = t' = 0.
Sincronicemos todos los relojes del observador inercial O’, con el reloj en su origen en ¢ = 0. De esta
manera, el reloj en el origen de O queda sincronizado con todos los relojes de O’ pero los demds relojes de
O se desincronizan con los relojes de O’, de acuerdo con las transformaciones de Lorentz:

4
= () < (t18)

Vemos entonces que la desincronizaciéon de los relojes de O tiene efecto en la direccion de la velocidad
relativa entre los dos observadores (Figura 4-5). Esto refleja el Postulado de Simultaneidad, mencionado en
el Capitulo 1, cuando z’ = 0.

Este efecto implica que si dos eventos son simultdneos segin O’, entonces, ya no lo son para O, y viceversa.
Entonces, el concepto de simultaneidad es relativo.

Podemos analizar mejor este efecto, de la siguiente forma, la cual nos servird mas adelante como una guia
para analizar la relatividad de la simultaneidad entre un observador inercial y un observador rotante.

Sean A’ y B’ dos relojes de O, separados una distancia d’ y sincronizados entre si. Supongamos que desde el
reloj A’ se envia una senal luminosa cuando éste marca ¢, (evento r) hacia el reloj B’. Dicha sefial luminosa
llega a B’ cuando éste marca t(, + d’/c (evento q), y es reflejada de inmediato hacia A’, para ser recibida en
A’ cuando éste marca t{, + 2d’/c (evento s) (Véase figura 4-6). Entonces, O’ juzga que un evento p, situado
en el reloj A’, es simultdneo con ¢, en el sistema de referencia ¥’ asociado a O, si p ocurre en la mitad
de tiempo entre la emisién y la recepcién final de la senal, es decir, si el intervalo de tiempo de r a p es
exactamente el mismo que de p a s, lo cual es equivalente a decir que el reloj A’ marca t, + d'/c para el
evento p. Entonces, A’ y B’ marcan el mismo tiempo t' = t{, + d’/c para los eventos p y q.

Supongamos ahora que, si hacemos coincidir los origenes de coordenadas de O y O’ en el evento p en el tiempo
t =t =t)+d /c =0, entonces, por (4-18), segtin O, el evento ¢ tiene coordenada temporal t = yvd'/c?, y
los eventos p y ¢ no son simultdneos para O.
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4.3.2. Dilatacion temporal

Sean dos eventos E; y Es en reposo relativo al observador O’, es decir que x} = 4. Utilizando las transfor-
maciones de Lorentz (4-13), tenemos que

cta —ct;y = ctycosh(f) + xhsinh(8) — ct cosh(#) — 2 sinh(0)
c(th —t}) cosh (0) + (x4 — ) sinh ()
c(th —t}) cosh (9)

Luego,
At =ty —t; = (th —t]) cosh (§) = ATy

Esto quiere decir que si A7 es el intervalo de tiempo propio entre un par de eventos en reposo relativo al
observador O’ entonces, el intervalo de tiempo At entre dicho par de eventos, medido por los relojes en
reposo de O, estd dado por:

At =yAT (4-19)

4.3.3. Contraccién de las longitudes

Considérese ahora una vara en reposo relativa a O’. Entonces los extremos de la vara tienen lineas de mundo
paralelas a la linea de mundo de O’, luego para cada instante de tiempo t’ existe un par de eventos Ej
y Es situados en los extremos de la vara, tales que t] = t§, = ¢’ (simultdneos respecto a O’). Bajo estas
circunstancias, si los extremos de la vara estdn en «} y z5 (2} < x}), respectivamente, la longitud ALy de
la vara, medida por O’, estd dada por z, — .

Como las lineas de mundo de los extremos de la vara también son paralelas segiin el observador inercial O,
entonces, para cada instante de tiempo ¢ también existe un par de eventos E; y s situados en los extremos
de la vara, tales que ¢t; = to = t (simultdneos respecto a O). En este caso, si en dicho instante de tiempo ¢
los extremos de la vara estdn en z7 y x2 (21 < z2), respectivamente, la longitud AL de la vara, medida por
O, esta dada por zo — x7.

Dado que los extremos de la vara permanecen fijos segin O, y utilizando las transformaciones de Lorentz
(4-13), tenemos que

xh—1) = —ctysinh(f) + x5 cosh() + cty sinh(6) — x1 cosh(h)
= —c(t2 —t1)sinh (0) + (z2 — x1) cosh ()
(xg — x1) cosh ()

Luego,

Th — ALg
AL = — = 72 1 = —
27T T osh (9) 5

Esto quiere decir que las mediciones de la longitud de la vara, realizadas tanto por O como por O, estdn
relacionadas por:

AL = BLo (4-20)
i
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4.4. Transformaciones entre un observador inercial y un observador
rotante general

Siguiendo el método de la seccién anterior, se puede llegar a la forma explicita de las transformaciones
de coordenadas entre un observador inercial O y un observador O’ que rota alrededor de éste, con radio
coordenado de rotacién R (fijo), y velocidad angular w (constante), tales que Rw < ¢ = 1. Para describir la
linea de mundo de los observadores rotantes O’ desde el sistema inercial, vamos a calcular la 4-velocidad de
una particula en las coordenadas polares asociadas al observador inercial O, la cual estd dada por:

dr . df . dt .
U= P + 2.6 + s (4-21)

En particular, si la particula “acompana” al observador rotante O’

d do
o , — =w=cte.,, r=R=cte.,, segun el observador inercial | ,
dt dt
su 4-velocidad se reduce a:
dt _ . dt .
U= %Rweg + Eet (4—22)

Como U es un 4-vector, entonces, éste también se puede escribir en la forma:

U = sinh («) ép + cosh (a) é; (4-23)

tanh (o) = Rw
de donde,

t

sinh (o) = d—Rw (4-24)
dr
dt
sh -
cosh («) I

Por otro lado, por la identidad entre funciones hiperbdlicas

cosh? (a) — sinh? (a) = 1 (4-25)

podemos encontrar que

—1/2

sinh(a) = Rw(1— R*w?) (4-26)
cosh(o) = (1— RQwQ)_l/2
de donde,
dt 1
i _ 4-27
dr 1 — R2w? ( )
y luego, la 4-velocidad (4-23) la podemos escribir como:
R 1
- t (4-28)

U= €y + é
V1= R2w? ¢ V1= R2w?
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Figura 4-7.: Linea de mundo de un observador rotante | ]

la cual es equivalente a (4-22). Este 4-vector es tangente a la linea de mundo del observador O’, que expresado
en coordenadas cartesianas toma la forma | ]:

wT wT 1
—— |é,+ Rsin| —— | é, + ——¢
\/1—R2w2) (\/1—R2w2) YT VI-RER

Esta linea de mundo representa una espiral alrededor de la linea de mundo del observador inercial O (Figura
4-7).

Como se ha dicho anteriormente, un observador se ve a si mismo en reposo. Entonces, segin el observador O,
su linea de mundo debe ser una linea vertical, por lo tanto, podemos ubicar el 4-vector coordenado temporal
é4, asociado a O’ a lo largo de ésta. Pero segun el observador inercial O, dicho 4-vector é; es tangente a
la linea de mundo de O’, la cual estd dada por (4-29). Entonces, podemos identificar é; con U, dado por
(4-23):

X = Rcos ( (4-29)

éy = cosh () é; + sinh («) ég (4-30)

Ahora, si comparamos esta ecuacién con (4-10) y (4-11), podemos construir el 4-vector coordenado espacial
€, como el 4-vector:

é,, = sinh (a) & + cosh (a) ég (4-31)

cuya direccién representa los eventos simultaneos. Esto significa que estamos considerando la transformacion
entre bases coordenadas como una transformacién infinitesimal de Lorentz, dada por la velocidad tangencial
Rw relativa entre los observadores.
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Ahora, se tiene que: % = %%% = —ﬁém debido a que % = ﬁ, % =w,y % = —é,.
Calculando la 4-aceleracién por medio de (4-23) se obtiene:

w . a
A=—————sinh(a)é, (4-32)

N

Por esta ecuacién, junto con (4-23) obtenemos que A - U = 0. Este hecho nos determina un tercer 4-vector
coordenado é,/ ortogonal a éy y é,, dado por | ]

by = &, (4-33)

Las tres ecuaciones (4-30), (4-31) y (4-33) determinan el cambio entre la base coordenada polar {é;,é,,ép}
del observador inercial y la base cartesiana {é;,€é,/,é, } del observador rotante. Expresando la base polar
del observador rotante en términos de sus 4-vectores cartesianos, i.e.,

e = cos(0')éy +sin(0) e, (4-34)

épr = —sin(0')éy +cos(0)é,,

obtenemos finalmente el cambio entre la base polar {é:,é,,é9} del observador inercial y la base polar
{év,é,,é¢} del observador rotante | ]:

éy = cosh(a)é; + sinh (a) ég (4-35)
é = sin(0') (sinh («) & + cosh () ég) + cos (0") é,.
égr = cos(0) (sinh (a)é; + cosh (o) ég) — sin (0") é,

Expresando la base polar del observador inercial en términos de sus 4-vectores cartesianos, las tres ecuaciones
(4-30), (4-31) y (4-33) se pueden reescribir como:

éy = cosh(a)é; + sinh (a) [—sin (Q7) é; + cos (Q7) é,] (4-36)
é, = sinh(a)é; + cosh (o) [—sin(Qr7)é, + cos (Q7) é,] (4-37)
€y = cos(Qr)é, +sin(Qr)é, (4-38)
donde Q = \/ﬁ. Este es el cambio entre la base cartesiana {é;,é,,€é,} del observador inercial y la

base cartesiana {é;, é,,é, } del observador rotante. Teniendo en cuenta estas transformaciones y la ley de
transformacién (4-12), obtenemos las siguientes transformaciones diferenciales:

dt = cosh(a)dt' +sinh(a)dy (4-39)
dr = —sinh («)sin (Qt")dt’ + cos (Qt') dz’ — cosh (a) sin (') dy’ (4-40)
dy = sinh(a)cos (Qt')dt’ + sin (') dx’ + cosh (o) cos (Qt') dy’ (4-41)

con tanh (o) = Rw. Integrando estas ecuaciones, tenemos que las transformaciones (4-36), (4-37) y (4-38)
las podemos escribir en una forma méds apropiada | |:
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1 / A /
t = gy [t" + Rwr’sin (6")] (4-42)
x = Recos(Qt')+r [cos 0 +Qt") + (1 — \/1—1W) sin (¢) sin (Qt’)} (4-43)

1
V1 — R2w?

v = Ren(@) 4o [ ) - (1~ sin () cos )| (1-44)

con ) = \/ﬁ, (t,x,y) coordenadas cartesianas asociadas al observador inercial y (¢,7/,6") coordenadas
polares asociadas al observador rotante. Por el PRG, el elemento de linea ds? debe permanecer invariante
bajo las transformaciones de coordenadas (4-42), (4-43) y (4-44), luego, este elemento de linea, expresado en
coordenadas polares (t/,77,6") del observador rotante general, resulta | ]:

ds® = dt* — da? — dy* — dz* (4-45)
1 — R2w? — Rw?’ cos (¢'))° — r'2w? 2r'?
_ | 1 2)(2 ) dt? — dr” = 129" — =t de (4-46)
— R2w — R?w
y el tensor métrico resulta:
(1—R2 2_Rw?r’ cos(G/))z—r/zwz 20
, (1—R2w?2)? 0 T I-R2w?

g=(9u) = 0 10 (4-47)

,ﬁ 0 77n/2

1-R2w?

En cambio, por (4-45), el tensor métrico, expresado en coordenadas cartesianas (¢, x,y) asociadas al obser-
vador inercial, resulta en el tensor métrico de Minkowski:

1 0 0
g=(w) =10 -1 0 (4-48)
0 0 -1

y las componentes del tensor métrico g se transforman desde las coordenadas cartesianas (¢, z,y) del obser-
vador inercial a las coordenadas polares (', r’,0") del observador rotante mediante:

Ox® 0z
v = Zoii g 18 (4-49)
Estudiaremos ahora algunos casos importantes:
I. En el caso R = 0, las transformaciones de coordenadas (4-42), (4-43) y (4-44) se reducen a:
t =t (4-50)
r = r{cos (0 + wtp) (4-51)

y = r{sin (6] + wty) (4-52)
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II.

donde (tf, 7, 0;) son las coordenadas polares asociadas al observador rotante en el origen, el elemento
de linea (4-46) se reduce a

ds® = (1 —r"3w?) dt's — dr'd — r'§d6' — 2r' Jwdt(,do, (4-53)

y el tensor métrico (4-47) se reduce a

1-7r3w? 0 —r'3w
g=(g), = 0 1 0 (4-54)
—r'3w 0 —r'2

Este es el tensor métrico de Einstein-Ehrenfest. En este caso, las transformaciones (4-50), (4-51) y (4-
52) representan una transformacion entre las coordenadas cartesianas (t,x,y) del observador inercial
y las coordenadas polares (¢, 7, 0;) del observador rotante en el origen. Pero segin (4-29), la linea de
mundo del observador rotante en el origen coincide con la linea de mundo del observador inercial O,
(Xo = é;). Esto quiere decir que el observador rotante en el origen coincide con el observador inercial
O, al cual se le asigna un nuevo sistema de coordenadas polares “rotantes” (t(,r(, 6), relacionadas con
sus coordenadas cartesianas (t,z,y) mediante (4-50), (4-51) y (4-52).

Por (4-50), (4-51) y (4-52), se puede observar que la transformacién entre las coordenadas polares
(t,r,0) del observador inercial O y sus coordenadas polares “rotantes” (t(, r(,6}) estd dada por:

t o= t) (4-55)
= (4-56)
0 = 0)+wt (4-57)

En el caso R # 0, dr' =df¢’ =0y r’ =0, las transformaciones de coordenadas (4-42), (4-43) y (4-44)
se reducen a:

t/
N o)
x = Rcos(Qt) (4-59)
y = Rsin(Qt') (4-60)

y el elemento de linea (4-46) se reduce a:

ds* = dt’?, (4-61)

lo cual significa que, en este caso, el tiempo local ¢’ coincide con el tiempo propio 7" medido por el
observador rotante O’ (t' = 7'). Segtn (4-58), (4-59) y (4-60), se puede observar que las coordenadas
polares (t,r,6) del observador inercial O estén ligadas por:
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I11.

N e (+62)
- R (4-63)
= of (4-64)

Teniendo en cuenta esto, y las transformaciones de coordenadas (4-55), (4-56) y (4-57) se obtiene que
las coordenadas polares “rotantes” (t(, 1, 0() asociadas al observador inercial O estén ligadas por:

-

th = — 4-65
0 T (4-65)

r, = R

0, = 0

De aqui obtenemos que dry =0y df{, = 0. Luego el elemento de linea (4-53) se reduce a:

ds* = (1 — R*w?) dt'y (4-66)

Por (4-61), (4-66) y el PRG, obtenemos que la relacién entre el intervalo de tiempo propio dr’, medido
por un reloj en reposo relativo a O, y el intervalo de tiempo dt, medido por relojes en reposo relativo
a O, estd dado por:

dr’
dt = ———. 4-67
V1 — R?w? ( )
Obsérvese que esta relacién se pudo haber obtenido mediante (4-27), (4-58), o (4-62). Y representa el
mismo efecto de dilatacion temporal, observado en Relatividad Especial.

En el caso R#0, dr' =df’ =0y r' # 0, las transformaciones de coordenadas (4-42), (4-43) y (4-44)
tienen la misma forma, con 1’ = cte. y 6’ = cte., pero el elemento de linea (4-46) queda:

ds® = (4-68)

(1 — R?w? — Rw?r’ cos (9’))2 — 7202 e
(1- R2w2)2
Esto quiere decir que la relacién entre el intervalo de tiempo propio d7, medido por un reloj en reposo

relativo a O’, y el intervalo de tiempo local dt’, medido por el reloj en reposo en el origen de coordenadas
de O’, esta dado por:

2 1/2
g = [(1 — R*w? — Rw?r’ cos ()" — r’2w2] ' (4.69)

(1— R2w?)?

Vemos entonces, que para el observador rotante general O’, el tiempo propio es dependiente de la
posicién y la direccion del reloj que lo mide.
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Iv.

IIL.A. En el caso R=0, drj, =df), =0y r) # 0, la ecuacién (4-69) se reduce a

drf = [1—r'2w?]"* at) (4-70)

Este es un caso particular de I. Aqui, el observador en cuestién O’ es el mismo observador inercial O,
para el cual, el intervalo de tiempo dr} ya no es de tiempo propio, debido a que el reloj que lo marca
se encuentra en rotacién uniforme alrededor de dicho observador. En este caso, dr) se comporta como
un tiempo local, de forma equivalente al caso II.

Ahora, consideremos el caso a primer orden en Rw << 1, i.e., R?w? =~ 0. Las transformaciones (4-42),
(4-43) y (4-44) se reducen a:

t ~ t'+ Rwr'sin(¢) (4-71)
x ~ Rcos(wt')+ 1" cos (0 +wt) (4-72)
y =~ Rsin(wt') +r'sin (0" + wt) (4-73)

Noétese que las ecuaciones (4-72) y (4-73) coinciden con las transformaciones de coordenadas clasicas
no-relativistas entre las coordenadas cartesianas (t,z,y) del observador inercial O y las coordenadas
polares (¢,7/,6") del observador rotante O’.

Considérese dos eventos Ey y Es tales que 77 = 7} y 0] = 05, entonces, por la transformacién (4-71),
se tiene que:

to —t1 & th + Rwrhsin (05) — t) — Rwr! sin (07)
~ thy — t) + Rw (rhsin (05) — 7 sin (6}))
Aty — t]
Ry — 1y

Luego, At = t9 — t1 = th —t}) = At'. Es decir, At & At’. Y regresamos a la relacién entre intervalos
temporales cldsica no-relativista entre el observador inercial O y el observador rotante O’.

El elemento de linea (4-29) se reduce a:

ds® ~ [1 — r?w® — 2Rw?r’ cos (0')] dt”* — dr’* — r"?d0"® — 2r"%wdt'do’ (4-74)

Y para relojes lo suficientemente cercanos a O’, tales que ' < R, tenemos que r’'w < Rw << 1, luego,
r2w? ~ 0, y Rw?r’ resulta ser de orden 2 en potencias de Rw. Entonces, (4-74) se reduce a

ds® =~ dt"? — dr’® — r"2d6"? — 2r"wdt' db’ (4-75)
A partir de esta relacién, para eventos en reposo lo suficientemente cercanos a O’, tenemos que el

tiempo propio d7’ entre dichos eventos es aproximadamente el tiempo local medido por el reloj en el
origen de O’

dr' ~ dt’ (4-76)
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Vemos que, bajo esta aproximacion de bajas rotaciones, los tiempos marcados por relojes en repo-
so lo suficientemente cercanos a O’ son aproximadamente iguales. Entonces, en este caso, podemos
“sincronizar” todos los relojes en reposo lo suficientemente cercanos al origen de O’.

V. Ahora, consideremos el limite Rw — ¢ = 1. En éste caso, tenemos los siguientes limites para las
transformaciones de coordenadas (4-42), (4-43) y (4-44) y para el tensor métrico, respectivamente:

t — oo (4-77)

- 0 -0
g=(g.,) — | 0 -1 0 (4-78)
—00 0 —r?

A pesar de que los tiempos propios en cada punto espacial del sistema rotante K transcurran a ritmos
distintos, en todos los anteriores casos es posible, para cada observador rotante O’ arbitrario, “sincronizar”
todos los relojes en reposo lo suficientemente cercanos a €él. Esto lo podemos hacer de la siguiente forma:

Debemos escoger los relojes propios de O’ lo suficientemente cercanos tales que estén contenidos en una
vecindad espacial V,. (O’), centrada en el origen de O’ y con radio ' (el cual depende de R), debe satisfacer
la siguiente condicion:

Condicién sobre r’:  Existe § > 0 cony/r'w/c < §1/1 — R?w?/c2 << 1 a primer orden, esto es, conservamos
las potencias a primer orden en § y despreciamos las de orden 62 y superior. Entonces,
r'wje <6 (1 - R*w?/c?) ~ 0 (4-79)

Luego, ' debe ser tal que el cociente a-dimensional r'w/c resulte ser despreciable.

Bajo esta condicién, la componente ggo del tensor métrico (4-47) se reduce a

R (9’))2 — 2t
goo = FEETe ~1 (4-80)
(1 ez )
El término %dt’ df’ del elemento de linea dado en (4-46) resulta despreciable:
2r"%w 2r'w/e o
0 S ‘]Wdtldol = ‘]cht/ (r’d@’) < 20 ‘Cdt/ (r’d@’)| ~0 (4—81)
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Figura 4-8.: Desincronizacion de los relojes de O comparados con los relojes de un observador rotante local
O’. Los relojes con doble circulo indican el tiempo del observador inercial O, mientras que los

relojes sencillos indican el tiempo de los relojes del observador rotante O'.
Por tanto, dentro de la vecindad V,» (O’), el elemento de linea (4-46) adquiere la forma

ds® =~ dt"”* — dr'* — r2do" (4-82)
Esto es, podemos “sincronizar” de forma bastante confiable todos los relojes de O’ que estén dentro de la
vecindad V.- (O').

En el caso que Rw — ¢, por la condicién sobre 7/, se obtiene

(4-83)

0 < \/rw/c < 8y/1—R%w?2/c2 — 0

y el resultado (4-81) sigue siendo valido.
La condicién (4-83) implica que ' — 0 y ninguno de los coeficientes del tensor métrico (4-47) divergen si
lo evaluamos dentro de tal vecindad V,» (O’), y adquiere la misma forma (4-82). En este caso, el rango de

validez de sincronizacién se reduce a un punto.

Por otro lado, por la ecuacién (4-39), vemos que si sincronizamos todos los relojes de un observador rotante
arbitario O’ en t' = 0 y luego, sincronizamos uno de los relojes (lldmese Cy) de O, situado a un radio
coordenado R > 0, con el reloj Cf del origen de O’ que pasa justo sobre el reloj Cy en t = t' = 0 (Véase
figura 4-8), entonces, dicho reloj Cy queda sincronizado con todos los relojes de O, pero los demés relojes
de O se desincronizan con los relojes de O’ en la direccién de la velocidad tangencial entre el observador

rotante O’ y el observador inercial O.

o (4-84)

dt = ———
N

dy’
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4.5. Propiedades métricas del espacio-tiempo asociado al observador
rotante

En la presente secciéon estudiaremos algunas propiedades métricas, derivadas del cardcter local del vector
coordenado temporal €, asociado a un observador rotante arbitrario O’, como lo son: la dilatacién temporal
y el efecto de corrimiento al rojo, la relatividad de la simultaneidad de eventos entre el observador inercial
O y el observador rotante general O, la caracterizacién no euclidiana de la geometria espacial del sistema
rotante, y las geodésicas temporales.

4.5.1. Dilatacion temporal y el efecto de corrimiento al rojo/azul

Uno de los efectos de la dilatacién temporal en sistemas rotantes, observada en la ecuacién (4-67), es el del
corrimiento al rojo/azul de los pulsos de luz. Para analizar este efecto, vamos a comparar los intervalos de
tiempo propio entre eventos medidos por dos observadores O’ y O’ que rotan alrededor de un observador
inercial O, con radios coordenados de rotacién R(;) y R(2), respectivamente y ambos observadores tienen
velocidad angular w constante (O’(l) y 0’ son co-rotantes). Consideremos dos eventos E1 y Es que ocurren
en el origen de coordenadas de 0’1, luego, las coordenadas polares espaciales (r' N (1)) de estos dos
eventos, asociadas al observador rotante O'(!), estan dadas por 7“’51) = T’gl) =0y 9’9) = 9’21) = 0. Luego,
Ar’%) =0y Aﬁ’g) = 0. Entonces, por (4-58), los intervalos temporales At y At’glz), medidos por O y O'(")
respectivamente, estan relacionados mediante:

(4-85)

Ahora, las coordenadas polares espaciales (r’ ON% (2)) de los dos eventos, asociadas al observador rotante

O0'®, estan dadas por ¥ = P > 0y 0 = ¢, debido a que los observadores O'M y 0’ son
co-rotantes. Luego, Ar’g) =0y A@’g) = 0. Entonces, por (4-42), los intervalos temporales Aty y At’g),

medidos por O y O’ respectivamente, estan relacionados mediante:

2
Ay

1-— R(QQ)Lﬂ

Aty = (4-86)

1) (22) son de tiempo propio. Comparando las ecuaciones

Obsérvese que en este caso, los intervalos At'}y y At']
(4-85) y (4-86), tenemos que los intervalos de tiempo propio entre los eventos Fy y Fs, medidos por los
observadores O’ y O'() | estén relacionados por:

1
Arly  (1-Ryw?\* ]
@ 7 2 (4-87)
Aty 1- R(2)w

Este es el efecto de dilatacion temporal en sistemas rotantes, expresado en su forma general.
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Figura 4-9.: Representacion del tiempo local. Los relojes con doble circulo indican el tiempo del observador
inercial O, mientras que los relojes con un sélo circulo indican el tiempo de los observadores
locales rotantes [ .

Consideremos ahora una onda de luz emitida por una fuente puntual S, fija sobre el sistema de referencia
rotante K (es decir, la fuente puntual permanece en reposo relativo a algin observador rotante O% que
conforma dicho sistema rotante, y la ubicamos en el origen de coordenadas polares espaciales (r' (GO (S))
de dicho observador), y es detectada por un receptor puntual D, fijo en el origen de coordenadas polares
espaciales (r’ (D) /(D )) del observador O),, también sobre K. La frecuencia medida por el receptor depende
de su posicién, en otras palabras, la frecuencia de la onda cambia durante su propagacion.

En efecto, consideremos como evento Ff1, el inicio de emisién de un pulso de luz por dicha fuente, y el evento

FE5 como el final de la emisién de dicho pulso de luz.

Supongamos que los observadores O% y O, tienen radios coordenados de rotacién Rg y Rp, respectivamente.

Sea /(%) el ntimero de pulsos emitidos por S por unidad de tiempo propio relativo a O, entonces, por (4-87),

tenemos /(5) el ny d 1 it i i i i ; 5
que, v'}57, el nimero de pulsos emitidos por S por unidad de tiempo propio relativo a O, estd

relacionado con /%), mediante:

S 1
V(1 R\ ® (4-88)
& T \1- R2w? ”

Pero v/(P) el ntimero de pulsos detectados por D por unidad de tiempo propio relativo a O’y, tiene que ser

igual a U/(DS). Luego, la relacién (4-88) la podemos escribir como:
/(D) 1— R202\ 2
1% _ st (4—89)
V' (5) 1 — R w?

Esta ecuacién nos dice que si 0 < Rp < Ryg, entonces, /(P < 1/(5) luego el observador O, detecta un
corrimiento al rojo de la luz emitida por S (Véase figura 4-10), mientras que si 0 < Rg < Rp, entonces,
V'(P) > 1/(9) Tuego el observador O, detecta un corrimiento al azul de la luz emitida por S. En el caso
trivial Rp = Ry, se tiene 1/(P) = /(5 y 1a frecuencia detectada por O’ coincide con la frecuencia emitida
por S.
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Receptor

Receptor Fuente. . _

Figura 4-10.: Efecto de corrimiento al rojo detectado por distintos observadores atados al sistema rotante.

En la siguiente seccion se mostrara la relatividad de la simultaneidad de eventos entre el observador inercial
O y el observador rotante general O, y a partir de esto se definird el concepto de longitud “natural”, y
consecuentemente, la nocién de intervalo de tiempo “natural” sobre K.

4.5.2. Relatividad de la simultaneidad de eventos sobre el sistema rotante K

En esta seccion se estudiard la simultaneidad de eventos teniendo en cuenta el PRG y el Postulado de la
constancia de la velocidad de la luz. Entonces podemos utilizar la definicién de sincronizacion estandar de dos
relojes (infinitesimalmente cercanos) Ay B (Véase subseccién 4.3.1), en la cual se envia una senal de luz desde
A hacia B e inmediatamente es reflejada hacia A, alcanza B cuando B indica un tiempo que es la mitad
entre los instantes de emisién y recepcidn, respectivamente, medidos por A (Repase la subseccién 4.3.1).
Suponga que A y B, ambos en reposo en el sistema rotante, tienen posiciones con diferencias coordenadas
dr’ y df’. Vamos a considerar primero el elemento de linea (4-53), entonces, la sefial de luz entre A y B debe
seguir la geodésica nula (¢ # 1):

ds? = (& —1'30?) dt's — dr'3 — 1'2d0'E — 21" 2wdtydy = 0 (4-90)

Esta ecuacién da la siguientes soluciones para ditf, cuando ésta es aplicada a las sefiales desde A hacia B,
(dth)™, y en direccién opuesta (dth)~, respectivamente:

ot wr'Rdlh £ /(2 —rRw?)dr'd 4 2r2d0' | dwr'3d6) + /(2 — 1'3w?) dr'd + c2r'3d0' )
(dto) - 2 12,42 - 2 12,2 (4 91)
ce —rgw c —rigw

Si 7. es el tiempo coordenado del evento de emisién en A, el evento en A con coordenada temporal 7, +
1/2 ((alt{))Jr + (dt{))*) satisface simultaneidad estandar con el evento en B con tiempo coordenado 7.+ (dth) "
(Siguiendo la subseccién 4.3.1 y utilizando el PRG). Se sigue que la sincronizacién esténdar de relojes
infinitesimalmente cercanos corresponde a la siguiente diferencia en el tiempo coordenado ¢ | |:

12 10/
wr’§d;,

2 2.2

4-92
¢ —w?r'’g ( )

dtl — {Te + (dtg)ﬂ - {Te +1/2 ((dtg)* + (dté)f)} =
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Observemos que s6lo es para eventos que difieren en la coordenada 6} que dt{, = 0 no es equivalente a simul-
taneidad estdandar sobre K. Esto es de esperar, ya que la velocidad instantanea esta dirigida tangencialmente,
y los relojes dispuestos en un radio coordenado R fijo, se des-sincronizan en la direccién de la velocidad, con
respecto al reloj en el origen de rotacién (Véase 4-84).

Decimos que dos eventos F7 y Fy son simultdneos sobre el sistema rotante K, si sus tiempos coordenados
t;, satisfacen la anterior diferencia.

Ahora, la longitud de una varilla rigida, en reposo sobre K, cuyos extremos (infinitesimalmente cercanos)
representan eventos simultdneos, se calcula sustituyendo la diferencia anterior (4-92) en el elemento de linea
(4-53), para obtener el siguiente elemento de linea espacial:

12 3012
r'5do’s

*2 2 _ 12
dlo .——dS _dTO—’_W

(4-93)

Este es el elemento de longitud natural sobre K, en términos de las coordenadas del observador “rotante”

en el origen [ ]. Ahora, completando cuadrados en el elemento de linea (4-53), obtenemos que:
12, .2 12 391 72 12 3012
2_ 2 row / wr'5dbo 2 540’5 _ 2 gux2 2
dS = C (1 — 02 ) |:dt0 — 62—0.)2’]"/3:| — (d’f‘ 0 + T’)”/%/Cz = C dto — dlo (4-94)
donde,
r'2w? wr'2do!
dty = 4/1 - -2 [dt’ - 00} (4-95)
0 c2? 0 2_ wzr%

Este es el intervalo de tiempo natural sobre K, en términos de las coordenadas del observador “rotante” en
el origen (véase | 1yl ] p. 2). Nétese que en este caso, dty = 0 si
es equivalente a simultaneidad estandar sobre K, lo cual implica que

wr'3do;
dty = —929_ (4-96)
2 — CUQT/(Q)
Notemos que esta ecuacién es equivalente a (4-84) si hacemos (¢ = 1):
ty, = t (4-97)
r, = R
rodb;
- 02 /2 - dy/
1 —wr’g
Ahora, para el caso de simultaneidad sobre O (dt{, = 0), la ecuacién (4-95) nos da (¢ = 1)
/2d9/
dty = __Wro®o (4-98)
1—w?r’3

Consideremos el caso del observador rotante general, para el cual se obtiene (siguiendo el procedimiento
anterior) que la sincronizacién estdndar de relojes infinitesimalmente cercanos corresponde a la siguiente
diferencia en el tiempo coordenado t':

/
dt' = [re + dt'"] — [re +1/2 (dt'" +at' )] = —Z,ﬂde’ (4-99)
00
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@Local time
® ' O Natural time

Figura 4-11.: Comparacién entre tiempo local y tiempo natural |

donde,
, (1 — R?*w? — Rw?r’ cos (0’))2 —r"2w?
, 2w

S

Decimos que dos eventos E1 y Eo son simultdneos sobre el sistema rotante K, si sus coordenadas ¢’ satisfacen
la anterior diferencia.

Ahora, el elemento de longitud natural sobre K, en términos de las coordenadas del observador rotante
general, resulta:

12
i = —ds® = dr'? +r"2df"” <1 + ?02,2) (4-101)
Joo™

Observe ademads que el elemento de linea (4-46) asociado al observador rotante general, se puede escribir en
la forma:

ds* = Adt33 — dit} (4-102)
donde,
/
dty == \/dby [dt’ + g?QdG’} (4-103)
00

Este es el intervalo de tiempo natural o fisico sobre K, en términos de las coordenadas de un observador
rotante arbitrario.

El intervalo de longitud espacial dl%, correspondiente a simultaneidad de acuerdo a dt}, = 0, son los intervalos
que un fisico deberfa medir en el sistema rotante | ]. Con esta definicién de longitudes espaciales,
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vemos que hay lugar a una correcta dilataciéon de Lorentz longitudinal, mientras que las escalas normales
a la velocidad local permanecen sin cambios. En general, un observador en movimiento intentara definir
sus intervalos espacio-temporales locales de tal forma que el elemento de linea sea localmente Lorentziano
[ ], como en (4-102).

Veremos més adelante (subseccién 4.6.5), que los intervalos (4-93) y (4-95) satisfacen transformaciones de
Lorentz infinitesimales.

4.5.3. Calculo de la velocidad fisica de la luz sobre el sistema rotante K

De la seccién anterior se puede observar que si v dr? + r2d6? representa una longitud fisica para el observador

. . ’2d9'2 . L, .
inercial O, entonces, dl§ = \/ dr'? + 172%7%2 representa una longitud fisica para el observador rotante O’.
0

Teniendo en cuenta las anteriores definiciones de intervalos temporales y espaciales naturales sobre K, vamos
a calcular la velocidad fisica de una senal luminosa sobre K. La senal de luz debe seguir la geodésica nula
dada por el elemento de linea (4-94):

ds? = Adty? — dl? =0 (4-104)

De aqui obtenemos que la velocidad fisica de la senal luminosa es:

+._ dl
O T aty

= +¢ (4-105)

en términos de las coordenadas del observador “rotante” en el origen. Por otro lado, la senal de luz también
debe seguir la geodésica nula relativa al observador rotante general, dada por el elemento de linea (4-102):

ds® = c2dti} — dlif = (4-106)
De donde obtenemos que la velocidad fisica de la senal luminosa es, segin la Definicién XXIV:

_ Ay
dth,

Vi =+c (4-107)

en términos de las coordenadas del observador rotante general.

De lo anterior, observamos que, sobre K, la velocidad fisica de la senial luminosa es ¢ = cte., independiente-
mente de la posicion, la direccién y de los observadores estacionarios sobre K, y por tanto, este resultado es
consecuente con el PRG.

Notemos que esta definicién de velocidad fisica es sélo de caracter local, debido a que los intervalos espaciales
y temporales di} y dt}, respectivamente son sélo validos localmente. Esto restringe el rango de validez del
Postulado de la constancia de la velocidad de la luz para pasar a ser de caracter local.

4.5.4. Calculo de la velocidad coordenada de la luz sobre el sistema rotante K

Ahora vamos a proceder con el calculo de la velocidad coordenada de una senal de luz sobre el sistema
rotante K y compararla con su velocidad fisica. Aprovechando el PRG, podemos considerar primero, para
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simplificar los cdlculos, el elemento de linea (4-53) con ¢ # 1, asociado al observador “rotante” en el origen.

La senal de luz debe seguir una geodésica nula:

ds* = (¢ —r'fw?) dt'§ — dr'§ — r'§d0's — 2r'fwdt(do)) = 0 (4-108)
Dividiendo esta ecuacién por dt', tenemos:
drg ’ 2 (db; ’ 2 (4% 2 2 2
(dt’0> + 78 ) +2r'fw i)~ (@ =r'w®) =0 (4-109)
Consideremos ahora dos casos:
1. El caso en el que la senal viaja en direcciéon tangencial, con ‘Zf’ =0, (4-109) se reduce a:
0
2 (0N on (BN o 2
/! /! /
rO(dtg) + 2r'w (dt{)>_(c —rjw?) =0 (4-110)
La cual tiene soluciones | |:
gy *
Too_ xSl (4-111)
dt;, o

Luego, la velocidad coordenada tangencial, calculada en coordenadas polares “rotantes” (¢, 74, 6p) del
observador inercial O, resulta:

Nt — /d96i /
(vo)| = T = —row=Le (4-112)
0

El signo superior es para la senal que viaja en la direccion de w > 0, en cambio, el signo inferior es
para la senal que viaja en la direcciéon opuesta.

. Ahora, si la senal viaja en direccién radial, % =0, (4-109) se reduce a:
0

drh\
( ?) —(Z=1"5w*) =0 (4-113)
dt

La cual tiene soluciones:
= 12, .2
dr 5w

nE
= — =zc\/1-—
(vo), dt;, ¢ c?

(4-114)

Esta es la velocidad coordenada radial del rayo de luz, calculada en coordenadas polares “rotantes”
(th, 70, 00) del observador inercial O. El signo superior es para la sefial que viaja en la direccién de
dr{ > 0, en cambio, el signo inferior es para la senal que viaja en la direccién opuesta.
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De estos dos casos, se puede observar que la velocidad coordenada de la senal de luz, calculada en coordenadas
polares “rotantes” (t{, 1, 0;) del observador inercial O, tiene distintos valores, dependiendo de su posicién
y direccion.

Veamos que dicha velocidad coordenada depende también del observador sobre K. En efecto, consideremos
ahora el elemento de linea (4-46) con ¢ # 1, asociado al observador rotante general. La senal de luz debe
seguir una geodésica nula:

2
(1— RPw? — Rutr’ cos (01))" - T%Q] a7 — ' 2ag% — 2 e — (4-115)

ds? = 5
(1 — R?w?)

1— R2w?

Siguiendo el método de los dos casos anteriores, encontramos que la velocidad coordenada tangencial, cal-
culada en las coordenadas polares (¢',7,6") del observador rotante O’, resulta:

+ g’ r’w Rw?
(’U/)H = 7"/@ = —W + C 1-— m’l"/ COS (8/) 5 (4-116)
c2

El signo superior es para la senal que viaja en la direccién de w > 0, en cambio, el signo inferior es para la
senal que viaja en la direccién opuesta.

Y la velocidad coordenada radial del rayo de luz, calculada en las coordenadas polares (', r/, 8") del observador
rotante O’, resulta:

d == Ruw? 2 12, ,2
WE=" = il_fmz\/<1 - 7‘; (R + 1’ cos (0/))) - % (4-117)

C2
De nuevo, el signo superior es para la sefial que viaja en la direccién de dr’ > 0, en cambio, el signo inferior
es para la senal que viaja en la direcciéon opuesta.

Es muy importante nunca confundir los conceptos de velocidad fisica y velocidad coordenada, ya que como lo
muestra el anterior resultado, éste no es consecuente con el PRG, lo cual lleva erréneamente a cuestionar la
validez del PRG y pensar que la Relatividad Especial es sélo es aplicable a los sistemas inerciales, lo cual lleva
a confusiones tedricas y a la falta de univocidad en la descripcién de los sistemas fisicos (| 1, p-
99). En el caso de la velocidad coordenada, los diferenciales dr’ y r'df’ de las ecuaciones (4-116) y (4-117)
no son obtenidos mediante simultaneidad de eventos, como en Relatividad Especial; esto es, si v/dr2 + r2d6?
representa una longitud fisica para el observador inercial O, no implica que v/dr’? + r’2df’? sea una longitud
fisica para el observador rotante O’: Mientras que los eventos con coordenadas espaciales (r, ), (r + dr,0),
ubicados en direccién radial, y (r,0), (r,0 4+ df), ubicados en direccién tangecial, son simultdneos para O,
los correspondientes eventos con coordenadas espaciales (r',0'), (v' +dr',0") y (v',0"),(r',0' + d#’), no son
simultédneos para O'.

Notemos que si acotamos r’ (como en el final de la seccién 4.4) de tal modo que el cociente r'w/c sea
despreciable, vemos que existe una vecindad espacial V;. (O’) centrada en el origen de coordenadas de O’ tal
que la velocidad coordenada de la luz, calculada en el interior de ésta, por el observador O’ tenga componentes

L ,doE

W) =r o~ (4-118)

para el rayo de luz que viaja en direccién tangencial, y

WE=" ~ e (4-119)
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para el rayo de luz que viaja en direccién radial.

Entonces, dentro de una localidad V;. (O’) alrededor de O’, los conceptos de velocidad coordenada y velocidad
fisica coinciden aprozimadamente. Este resultado nos muestra nuevamente el cardcter local del PRG y el
Postulado de la constancia de la velocidad de la luz.

4.5.5. Caracterizacién no euclidiana de la geometria espacial del sistema rotante

A partir del elemento de linea espacial (4-93), se mostrard a continuacién que la geometria espacial sobre el
sistema de referencia rotante no es euclidiana, y luego se procedera a calcular el tensor de curvatura para
dicha geometria espacial.

Segun (4-93), la longitud de una varilla rigida en reposo sobre el sistema rotante K es:

12 3012
r'5d0’s

dif? := —ds® = dr'§ + — 53—
0 S T0+1—w2r’%/02’

(4-120)

en términos de las coordenadas del observador “rotante” O’ en el origen. Pero para el observador no-rotante
O, la longitud de la varilla es:

di* .= —ds® = dr* + r*d§? (4-121)

Busquemos ahora una relacion entre dlj y dl: Teniendo en cuenta que la transformacién entre las coordenadas
polares (t,7,60) del observador inercial O y sus coordenadas polares “rotantes” (¢, r(,0}) estdn dadas por
las ecuaciones (4-55), (4-56) y (4-57):

t =t (4-122)
= 7"/0
= 0+ wt

Y como para medir la longitud de la varilla, los eventos en los extremos de ésta deben ser simultaneos tanto
para O como para O’, tenemos que (dt = dt;, = 0):

it = 0 (4-123)
dr = dr
& = db,

Entonces, dl§ y dl estan relacionados por:

dl? — dr?w?r?/c?

dly? = 4-124
0 1 —w2r2/c? ( )
En el caso de un arco infinitesimal de circunferencia con un radio coordenado R fijo , tenemos:
Rd6
dly = (4-125)

V1 —w?R?/c?
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Integrando esta ecuacién, variando € en el intervalo [0, 27, tenemos que el perfmetro I de la circunferencia
de radio coordenado R, centrada en el origen de coordenadas, calculada sobre K, se relaciona con la calculada
por el observador O (27 R) mediante:

15 27 do
I = / diz = R
0 0

B 2rR
V1—w?R?/c? V1—w?R?/c?

A partir de esto, podemos ver que las mediciones espaciales hechas sobre K llevan al siguiente resultado: La

> 27 R (4-126)

geometria euclidiana no es valida sobre el sistema rotante para las mediciones de longitud con los estandares
naturales.

Ademids, como la medida del perimetro de la circunferencia es mayor que 2w R, concluimos que la geometria
espacial sobre K es hiperbdlica.

Procederemos ahora a calcular la curvatura correspondiente a la geometria espacial del sistema de referencia
rotante: A partir de (4-93), las componentes covariantes no nulas del tensor métrico espacial v, resultan

,r,2

4-127
1—w?r2/c? ( )

71 =1, Vo2 =
Omitimos las primas y los subindices cero en virtud de las transformaciones (4-55), (4-56) y (4-57). Las
componentes contravariantes no nulas del tensor métrico espacial v, resultan [ ]

2,272
11 _ 722 22_’711_1_7‘“’/C

3

Y v r?

donde 7y es el determinante del tensor métrico espacial v, dado por

r2

1 —w?r2/c?

1 0
2
0

T—w?r2/c?

Y11 Y12
Y21 Y22

= 722

Los simbolos de Christoffel de primer tipo tienen los siguientes valores no nulos | ]

r
oo =T991 = —T'212 = m (4-128)
Los simbolos de Christoffel de segundo tipo tienen los valores no nulos | ]
S r )
Iy, = (w2 (4-129)
1
I‘212 = I‘221 =

El tensor de curvatura de Riemann espacial 2-dimensional tiene las siguientes componentes no nulas

[ ]

3w?r?/c?

2 2 2 2

Ri212 = "R2121 = —"Ri221 = —"Ro112 = ———————
2,.2 /.2

(1 —w?r?2/c?)

(4-130)
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Las componentes del tensor de Ricci 2-dimensional resultan ser | ]

*Ryy = *Ryp = (4-131)

9 2.2
"Ry =0, *Ryy = il 3 (4-132)
2 (1 —w?r?/c?)

Luego, el escalar de curvatura espacial 2-dimensional resulta | ]

6 2/,.2
2R= _w—/c2 <0 (4-133)
(1 —w?r?/c?)

Esto resultado confirma que la geometria espacial sobre el sistema de referencia rotante debe ser hiperbdlica
(con curvatura negativa). Es de notar que las componentes no nulas del tensor de Ricci 2R, satisfacen las
ecuaciones de campo de Einstein 2-dimensionales | ].

4.5.6. Calculo de las geodésicas temporales

Dividiendo formalmente el elemento de linea (4-53) por ds?, obtenemos |

QU
[N

S

F = P = (02 — 7”2 2) t~2 — 7"2 — TQQ;g - 2}2 - 2wr2¢0£0? <4_134)
s
donde z# = % para = 0,1, 2, 3. Las ecuaciones de movimiento de una particula pueden obtenerse a partir

del principio variacional:

6/Fd3:0

de la cual se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d [ OF oF
& (ax) ~ g =" (4135)

Reemplazando F en estas ecuaciones para u = 0, 1,2, 3 se obtienen respectivamente:

(= r2w?)i- 2%2747'415 - 2‘”—;% - %ﬁé = 0 (4-136)
P —w?rt? —r¢? —2rdi = 0 (4-137)

-+ %7"(;54—2%7’“754—@' -0 (4-138)

5= 0 (4-139)

Reemplazando ¢ de (4-138) en (4-136) se obtiene:

t=0 (4-140)
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de donde = cte. = 1/c. Reemplazando este tiltimo valor en (4-137) y (4-138) se obtienen las ecuaciones:

2 . .
YL org? 2 = o (4-141)
C

oz
2

.92 .
¢+;f¢+22’7f = 0 (4-142)

Comparando las ecuaciones (4-140), (4-141), (4-142) y (4-139) con las ecuaciones de las geodésicas

S . (4-143)

se obtienen los simbolos de Christoffel no nulos:

I‘100 = _%» Fl22 =T F102 = I‘120 = _%7"’ 1—‘212 = 1—‘221 = 1/7"a (4'144)
R 4-145
01 10~ ( )

Ahora bien, como ds = c¢dr, con T el tiempo propio para la geodésica de la particula, (4-141) y (4-142) dan
lugar a las ecuaciones de movimiento radial y angular de una particula libre en el sistema rotante:

d2r do\ > ) do
—_ - = Qr—— 4-14
g2 T (d’]’) wr + wr— ( 6)
d?¢ dr d¢ dr
) — 9w 4-14
Tde + dr dr wdT ( 7

Estas ecuaciones coinciden con las de la mecénica clasica para el movimiento de particulas en un sistema
rotante ([ ], p. 177). Los términos de la izquierda corresponden a las aceleraciones radial y
angular, respectivamente, mientras los de la derecha corresponden a los efectos de las fuerzas centrifuga y
de Coriolis | ]. Vemos entonces, que la ecuacién geodésica para la particula libre (la cual es
una solucién puramente geométrica) es equivalente a la ecuacién de movimiento cldsica de una particula
en un sistema rotante (la cual es una solucién puramente mecénica) | ]. En el caso mecénico, la
particula esta sometida al efecto de fuerzas ficticias debidas a la rotacién, en cambio, en el caso geodésico, la
particula no esta sometida a fuerzas ficticias, sino en movimiento libre en una geometria no euclidiana . Por el
PEE, en el caso mecdnico, el campo de fuerzas ficticias equivale a un campo de gravitacién | ,
].
Todos los elementos del tensor de Riemann R,,., son cero en el sistema inercial y como éste es un tensor,
se sigue que sus componentes son cero en el sistema rotante. También se puede mostrar este resultado por
medio de los simbolos de Christoffel (4-144) y (4-145), y luego, calculando el tensor de curvatura para obtener
Ruvsp =0.
Vemos entonces, que el espacio-tiempo sobre el sistema rotante es plano, aunque el espacio fisico es curvo y
el tiempo in-homogéneo.
Fue con este ejemplo de sistemas rotantes que Einstein se dio cuenta, a través de su principio de equivalencia,
que la gravitacién no es una fuerza; es un efecto asociado a la no euclidianidad del espacio fisico y la no
uniformidad del tiempo. Esto es, la gravitacién es mas un fenémeno geométrico que uno mecanico.
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Notemos que las ecuaciones (4-146) y (4-147) las podemos escribir de forma vectorial como (| 1,
p. 177)

d*7

= =@ X (@ % ) = 2(@ X Trot) (4-148)
.

donde —d x (& x 7) representa el efecto de la “fuerza” centrifuga, —2 (&J X Tyo1) representa el efecto Coriolis,
y Urot €s la velocidad relativa de una particula libre, respecto al sistema rotante. Como la “fuerza” centrifuga
es conservativa, la podemos escribir en términos de un potencial centrifugo ®. como

d*7 - . -
ﬁ = —V<I>C + 2 (Urot X OJ) (4-].49)
con &, = —w?r?/2.

4.5.7. Calculo de las geodésicas nulas

Se procedera a realizar el calculo de las geodésicas nulas de una forma sencilla para mostrar que un rayo de
luz cualquiera se curva en el sistema rotante K. Considere una linea recta Dy en el sistema inercial ¥, la
cual representa la geodésica en ¥ de un fotdn libre con velocidad fisica ¢ relativa a ¥ (Véase figura 4-12).
Se denota la distancia OH de Dy hacia el eje de rotacién de K por a, y se mide el angulo 6§ que barre el
radio vector del fotén a partir de OH; en X se tiene

rcosf =a (4-150)

Para obtener la geodésica del foton libre con respecto a K, se efectia una rotacién de Dy con una velocidad
angular en el sentido opuesto a la rotacién de K. Como hay dos posibles sentidos de rotacién de K, se
admitiran ambos signos para w. Se obtiene entonces que

r=ry 0=0,+wt, a=r{cos(b)+wt) (4-151)

donde (r(,0;) son las coordenadas polares “rotantes” asociadas al observador “rotante” en el origen O. Se
elimina ¢ por medio de la relacién

ot = \/’W N/ (4-152)

Reemplazando esta expresion en las relaciones (4-151), se tiene

a =7 cos {96 + (w/c) V2 — a2} (4-153)

Denotando por 6, = 6}, finalmente obtenemos las geodésicas nulas | ]

0. = £ arccos (a/r) F (w/c) Vr? — a? (4-154)

Vemos entonces que la luz se curva en K debido a su rotacién. Por el PEE, esta propiedad se debe tener
localmente en la presencia de gravitacion.
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Do

Figura 4-12.: Geodésica de un fotén libre con velocidad fisica ¢, respecto a un sistema inercial

[ J

Cada curva 6. estd descrita por fotones en una séla direcciéon. Entonces, dos curvas diferentes en K corres-
ponden a cada linea recta Dy en X, dependiendo en el sentido en el cual Dy sea descrita (Véase figura 4-13).
Por tanto hay dos geodésicas nulas 6. pasando a través de cualquier par de puntos Py @) en K. (jpticamente,
ésto significa que el principio de reversibilidad [ ] ya no es aplicable sobre el sistema rotante. Esto
implica que si ponemos una pantalla a través de una de las curvas 6., P, por ejemplo, podria ver a @), pero
Q no serd capaz de ver a P | ].

Y

—_ e e e —w e ) —w e — == e

Figura 4-13.: Dibujo esquematico de dos geodésicas nulas que pasan a través de cualquier par de puntos
PyQenK | ]
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4.5.8. Vectores de Killing

Los vectores de Killing son herramientas estdndar, ttiles para determinar las simetrias de una variedad
[ ]. Son vectores £ que indican la direccién en la que se preservan las distancias bajo
translaciones infinitesimales. Una condicién necesaria y suficiente para que un vector £ sea un vector de
Killing es que sus componentes & satisfagan las ecuaciones de Killing | ]

fu;u + fu;,u =0. (4-155)

Si el tensor métrico resulta independiente de una de las coordenadas z*, es decir 09w/ 0z* = 0, entonces,
cualquier curva z = ¢® (\) que se traslade infinitesimalmente en la direccién z* preservard su longitud. De
este modo, el vector coordenado (8 / 81;’“) = €, resulta ser un vector de Killing, ya que satisface la ecuacién
(4-155). Teniendo en cuenta que las componentes del tensor métrico (4-54) son independientes del tiempo ¢,
y del dngulo azimutal 6], es decir

9 (giw)o
ot

9 (giw)o

=0

=0, (4-156)

se tiene que, para el observador “rotante” en el origen Of, existen dos vectores de Killing, los vectores
0 . 2 . . 0 . 2 R

coordenados KE),) =éyy Kgy) = &gy, los cuales coinciden con los vectores coordenados Ké) =éy K(O) =éy
0 0

del observador inercial O.

Por otro lado, las componentes del tensor métrico (4-47) con R # 0 son sélo independientes del tiempo ¢/,
maés no del dngulo 6’

09 09
o = e 7O (4-157)

luego, para un observador rotante arbitrario O’, con radio de rotacién R # 0, se garantiza la existencia
de un vector de Killing Ko, = é4 como de tiempo. Como para los observadores O y O’, los vectores de
Killing coinciden con los vectores unitarios, entonces los vectores de Killing como de tiempo asociados a los
observadores O y O’ se relacionan mediante (4-30)

Kor = cosh (a) K9 + sinh (a) ég (4-158)

A pesar de que tanh (o) = Rw es una cantidad constante, el vector unitario éyg evoluciona en el tiempo.
Esto implica que el vector de Killing asociado a un observador rotante arbitrario con R # 0, visto por el
observador en el origen, no es un vector estacionario | ]. Ademsds, a cada observador
rotante arbitrario O’ con R # 0 le corresponde un vector de Killing como de tiempo Ko/ diferente, debido
a que, en general, a cada observador rotante arbitrario le corresponde un vector unitario ég y un parametro
« diferentes. Lo contrario ocurre en un sistema inercial ¥, donde los vectores de Killing asociados a todos
los observadores de ¥ coinciden, debido a la posibilidad de sincronizar globalmente todos los relojes de un
sistema inercial.

Por lo tanto, la estructura del espacio-tiempo asociado al observador rotante arbitrario con R # 0 es muy
diferente a la del espacio-tiempo asociado al observador “rotante” en el origen.
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4.5.9. Conos de luz

Todas las geodésicas nulas z# (\) que pasan a través del punto P deben satisfacer la relacién |

G (P7) UM’ =0 (4-159)

donde u* son las componentes del 4-vector tangente U = (u*) a la geodésica nula z# (\). En particular, en
términos de las coordenadas (t(,7(, 0(), asociadas al observador “rotante” en el origen, las geodésicas nulas
a2t (X) que pasan a través del punto P = (ty, r(, 6}), deben satisfacer la relacién

(1 —r"3w?/c®) PG — '8 — 50’8 — 2r'3wi’o0'y = 0 (4-160)
. el , , ya o . . /, .
donde 7+ = % =: u*, y A un pardametro afin de la geodésica nula. Vamos a omitir las primas y los subindices

cero en t{ y r{, ya que estas son idénticas a las correspondientes ¢ y r para el observador inercial.

4.5.9.1. Cono de luz asociado al observador “rotante” O en el origen

En este caso, el punto P en cuestién estd ubicado en el origen, donde se encuentra Oy, luego, la condicién
para las geodésicas nulas (4-160) se reduce a

A2 -2 =0 (4-161)
Luego,
cty = &7 (4-162)

El signo (+) es para los fotones salientes, mientras que el signo (—) es para los fotones entrantes. Como

t= %\ = %g—; = %7'", tenemos entonces que

(mlt) _ 41 (4-163)
dr ) .

de donde, obtenemos el cldsico cono de luz Minkowskiano asociado al observador “rotante” en el origen
(Véase figura 4-14). Este resultado es de esperar, debido a que éste observador coincide con el observador
inercial O.

4.5.9.2. Cono de luz asociado a un observador rotante arbitrario O’ con R # 0, referido al observador
“rotante” en el origen

En este caso, el punto P estd ubicado en el origen de coordenadas del observador rotante O’, entonces, desde
el observador en el origen O}, éste debe tener coordenadas P = (t, R, §})). Resolviendo para f en la ecuacién
(4-160), tenemos que

_ wR26y + c\/(l — R2w2/c2) 72 + R26'%
te = R (4-164)

Por motivo de simplificar los cédlculos y para mostrar las propiedades fundamentales de los conos de luz
asociados a O, referidos al observador Of, en el origen, vamos a considerar los siguientes casos particulares:
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cdt

1
=

Figura 4-14.: Cono de luz asociado al “rotante” en el origen.

1. Geodésicas nulas en direccién radial (9’ 0= 0): La ecuacién (4-164) se reduce a

7:&
V1 — R2w?/c?

El signo (4) es para los fotones salientes, mientras que el signo (—) es para los fotones entrantes. Como
dx T drdx

cly =+ (4-165)

%7’", tenemos entonces que

(Cit) S S (4-166)
i), T i me

Esta relacién representa cortes en direccién radial de los conos de luz de O’ referidos al observador
“rotante” en el origen.

. Geodésicas nulas en direccién tangencial (7 = 0): La ecuacién (4-164) se reduce a

RO (28 +1)

ly = —5—-—+ 4-167

T R /c? ( )

El signo (+) es para los fotones en la direccién de rotacién de K, mientras que el signo (—) es para los
fotones en la direccién opuesta.
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Figura 4-15.:

cdt

Figura 4-16.: Cono de luz asociado a un observador rotante arbitrario O’ con R # 0, referido al observador
“rotante” en el origen, calculado mediante la ecuacién (4-164). La figura 4-15 con Rw/c = 0,3
y la figura 4-16 con Rw/c = 0,8.
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Figura 4-17.: Cono de luz asociado a un observador rotante arbitrario O’ con R # 0 y Rw/c = 0,999,
referido al observador “rotante” en el origen, calculado mediante la ecuacién (4-164).

o dt _ dt 49 _ dt gy
Como t = 45 = 407 ax = do7 0}, tenemos entonces que

cdt |
<Rd06)i T 1- R2w?/c (4-168)

de donde se obtiene

cdt 1
" - - 4-1
(Rd06>+ 1= Rwjc (4-169)
cdt _ 1
RdO,)_ T "1+ Rwc

Esta relacién representa cortes en direccién tangencial de los conos de luz de O’, referidos al observador
“rotante” en el origen.

Vemos entonces, que, referidos a Of, los cortes en direccién radial de los conos de luz asociados a O’ se
achatan, mientras que los cortes en direccién tangencial se inclinan en la direccién opuesta a la direccion de
rotacién de K.

Los conos de luz completos se ilustran en las figuras 4-15, 4-16, 4-17.
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4.5.9.3. Cono de luz asociado a un observador rotante arbitrario O’ con radio de rotacién R # 0

En términos de las coordenadas (¢',7’,6"), asociadas a un observador rotante arbitrario con R # 0, las
geodésicas nulas z* (\) que pasan a través del punto P = (¢/,7/,0"), deben satisfacer la relacién

2
(1 — R*w? — Rw?r' cos (#))" — r'?w? i rgn 2r%w e o (4-170)

(1 — R2w?)? 1— R2w?

En este caso, el punto P estd ubicado en el origen de coordenadas del observador rotante O’, luego esta
relacién se reduce a

2 — 72 =0 (4-171)

lo que nos conduce nuevamente al clasico cono de luz Minkowskiano.

4.5.9.4. Cono de luz asociado a un observador rotante arbitrario O”, referido a un observador rotante
O con R#0

En este caso, el evento P estd ubicado en el origen de coordenadas del observador rotante O, entonces,
desde el observador rotante O’, éste debe tener coordenadas P = (', 7/, 6’). Resolviendo para # en la ecuacién
(4-170), tenemos que

. a0 (03 + ghar'?) 02 + gl

/
Y00

(4-172)

donde g/’w son las componentes del tensor métrico asociado al observador rotante O’. En particular, para
fotones en direccion radial se tiene

(4-173)

El signo (+) es para los fotones salientes, mientras que el signo (—) es para los fotones entrantes. Como
j— dt _ dtdr

_ dt.
X = dr dx = ar"» tenemos entonces que

dt’ 1
+ 900

Esta relacién representa cortes en direccién radial de los conos de luz de O, referidos al observador rotante
0.

Y para los fotones el direccién tangencial se tiene
L (—962 +/9'% + 9607“’2)

= (4-175)
900

dt _ dt d9) _  dt

T a6} .
Como t = 45 = 07 ax = o7 6}, tenemos entonces que
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Figura 4-18.: Diagrama de conos de luz asociados a observadores rotantes arbitrarios, referidos al obser-
vador rotante en el origen | ].

(dtl> _ —902 = V98 + 900"
+

o (4-176)

!
Y00

Los anteriores resultados nos muestran que el cono de luz asociado a un observador rotante O” difiere, referido
a otro observador rotante O’. Entonces, la estructura causal del espacio-tiempo asociado a un observador
rotante es un concepto relativo.

4.6. Cinematica sobre el sistema rotante
4.6.1. El movimiento de un mévil a lo largo de un elemento de circunferencia sobre
el sistema rotante K, con centro en el eje de rotacion

Se estudiard el movimiento de moviles a lo largo de arcos circulares como una forma simplificada para
estudiar las propiedades fundamentales del movimiento con respecto al sistema rotante.

4.6.1.1. Movimiento del mdvil relativo al sistema inercial

Sea AB un arco infinitesimal de circunferencia de radio coordenado R sobre K, y dl su longitud en X. En el
tiempo t =t = 0, el mdvil se encuentra en A. Cuando éste llega a B, después de un tiempo dt, K ha rotado
un angulo

do = wdt (4-177)

Si el cuerpo se mueve a lo largo del arco AB en la misma direccién de rotacién de K (camino positivo),
entonces éste se mueve en X a lo largo del arco infinitesimal A’B (Véase figura 4-19),
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Figura 4-19.: | ]
A'B =dL = Rda + dl = Rwdt + di (4-178)
Si se denota la velocidad fisica del mévil en X como V, se tiene que
dL = Vdt = Rwdt + dl (4-179)
Dividiendo esta ecuacién entre dt, se tiene
dl dl
V = = dt=—— 4-1
Rw-i—dt, T (4-180)

Cuando el cuerpo se mueve en la direccién opuesta a la rotacién de K (camino negativo) (Figura 4-20), se

encuentra
dl dl
- = _ dt~ = 4-181
V=g e V- + Rw (4-181)

4.6.1.2. Movimiento del mévil descrito por el observador “rotante” en el origen

Como el observador “rotante” Of en el origen es simplemente el mismo observador inercial O en ¥, entonces,

sus mediciones espaciales y temporales se pueden escribir en términos de sus coordenadas polares “rotantes”
/ / /

(6,10, 00) como

diy =dl, dty=dt, v}y =dl)/dt)=dl/dt (4-182)
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Figura 4-20.: | ].

La velocidad del mévil V', medida por O con sus coordenadas polares esténdar (¢, 7, 0), estd relacionada con
la respectiva velocidad v, medida por O con sus coordenadas polares “rotantes” (t(, 7, 0(), mediante

vy=V —Rw, V5=V~ + Ruw, (4-183)

de acuerdo con la direccién de movimiento del cuerpo. Notemos que las velocidades v} y v’y no coinciden con
sus respectivas velocidades fisicas V' 'y V. En éste caso, v} y v/, corresponden a velocidades coordenadas.

4.6.1.3. Movimiento del mévil descrito por un observador rotante con radio coordenado R

Un observador rotante O, ubicado a un radio coordenado R del origen, deberd usar sus magnitudes fisicas
para describir el movimiento del mévil, ésto es, lo que O’ debe medir es la velocidad fisica V’ del mévil, y
como dicha velocidad fisica es sélo de cardcter local, entonces V' debe ser medida por O’ en el momento en
el que el mdvil esté en una vecindad lo suficientemente pequena V;. (O’) a su alrededor, tal que su elemento
de linea espacio-temporal ds? sea localmente Lorentziano.

La velocidad fisica del mévil es como se definié en la Definicion XXIV

dl*
V' = 4-184
d (4-184)
donde di* y dt* son la longitud fisica y el tiempo fisico, respectivamente, dados en (4-93) y (4-95)
dl
g — (4-185)

V1—w?R?/c?

) R\ wRdo),




4.6 Cinematica sobre el sistema rotante 55

En este caso, dfj, es el 4ngulo barrido sobre K por el radio vector, por tanto,

0, = (dI*/R)\/1— 2R?/c2 (4-187)

2,42 dl*
i = J1-B - {dt S } (4-188)
c cVc? — w?2R?

La velocidad fisica estd dada por

1 dt* R2w? | dt w?R2 wR
i — /1= i — 4-189
v dlx c? { dl 2 eV —w?R? } ( )

Sustituyendo el valor de 4 = vy, =V — Rw que aparece en la ecuacién (4-182) en esta tltima ecuacién, se

dt
obtiene que

V — Rw

Vi = —— para un camino positivo 4-190
1— RwV/c?
— RwV/c
V- + R
|Z— #, para un camino negativo 4-191
1+ RwV—/c?
w c

Aqui, obtenemos la misma forma del teorema de adicién de velocidades de la Relatividad Especial. Nétese
nuevamente que, por el cardcter local de la velocidad fisica (V/y V'7), estas relaciones sdlo son vélidas
localmente.

4.6.2. Movimiento de dos mdviles que dan una vuelta completa en sentidos
opuestos con la misma velocidad ' con respecto al sistema rotante
Esta afirmacidn tiene poco significado, hasta que se especifica que tipo de velocidad es (velocidad coordenada

o velocidad fisica). Es decir, la velocidad coordenada, por ejemplo, de dos méviles pueden ser las mismas,
pero con distinta velocidad fisica. Entonces, vamos a considerar los siguientes dos casos:

4.6.2.1. Los dos méviles tienen la misma velocidad coordenada v,

Las duraciones de los recorridos de los dos méviles son la misma, respecto al tiempo central ¢:

2R 2R — 2rR _ 2rR (4-192)

th=——— =" =
" V-Rw vy’ " V-+Rw

Los dos mdviles que salen de A, se encuentran primero de nuevo en el punto de la circunferencia que es dia-
metralmente opuesto, luego se vuelven a encontrar en A y asf sucesivamente. Entonces, los méviles se juntan
en A simultdneamente, segin el observador “rotante” en el origen. Debido al Postulado de Simultaneidad,
los méviles también se juntan simultdneamente en A, segtin un observador fijo en A sobre el sistema rotante.
Notemos que la velocidad fisica V, medida por el observador no-rotante O es distinta para los caminos
positivos y negativos:

V = v,+Rw (4-193)
V™ = v)— Rw (4-194)
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Y la velocidad fisica V', medida por un observador rotante O’ ubicado a un radio coordenado R, por el
teorema de adicién de velocidades (4-190) y (4-191), resulta que

/
vV o= T ,/1)20 e para el camino positivo (4-195)
— Rwv()/c? — R*w?/c
/
VT = %0 para el camino negativo (4-196)

1 — Rwuj/c? + R?w?/c?’

Nétese que, expandiendo a primer orden en Rw << ¢, se tiene que las velocidades fisicas medidas por O’
para el camino positivo y el camino negativo son aproximadamente iguales (V' ~ V’'7).

4.6.2.2. Los dos moviles tienen la misma velocidad fisica (local) V’

Debido al carédcter local de la velocidad fisica, es mas apropiado utilizar en este caso la velocidad coordenada
para estudiar la cinemética de los méviles a lo largo de la circunferencia de radio R. A partir del teorema
de adicién de velocidades (4-190) y (4-191), despejamos V' y V' —, para obtener

V'+ R
vV = H%y%, para el camino positivo (4-197)
wV’/c
V' —R
Ve = TV’Q;CQ’ para el camino negativo (4-198)

Teniendo en cuenta estas ecuaciones, reemplazando en la ecuacién (4-183), obtenemos que las velocidades
coordenadas de los dos mdviles son diferentes:

V' (1 - R*w?/c?)

% = 1+ RwV'/c2 para el camino positivo (4-199)
5 = LURW/S) I cami . 4-200)
Vo = 1_ RwV’/02 > para el camino negativo ( ~

Entonces, las duraciones de los recorridos de los dos méviles son diferentes:

21R 2R 1+ RwV'/c? . -
ty, = o = = R2w2//c2)’ para el camino positivo (4-201)
2rR  2nR 1— RwV'/c?

s = o TV QR ) para el camino negativo (4-202)

Y obtenemos que la diferencia en los tiempos de llegada en A, segtin el observador “rotante” en el origen
resulta ser:

4T R%*w 4 Aw
_ , ,
At=t—t" =ty 5= 5= 5w | (4-203)

donde A es el drea encerrada por el circulo de radio R. Entonces, para este observador en el origen, los dos
moviles no vuelven a pasar simultaneamente por A. Debido al Postulado de Simultaneidad, los dos moviles
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tampoco pasan simultdneamente por A, segin un observador fijo en A. En efecto, un reloj local fijo en A
deberia marcar una diferencia de tiempos de llegada dada por

At = Aty/1— R%?/c2 = AAw (4-204)
2\/1 — R2w?/c?

Este es el efecto Sagnac, el cual discutiremos méas adelante, en la seccién 6.2, y es independiente de la velo-
cidad fisica V' de los dos mdviles sobre el sistema rotante | ]

Como los méviles no se encuentran simultdneamente en A, ni tampoco lo hacen en sus puntos diametralmente
opuestos a A, entonces sus puntos de encuentro precesan, respecto al sistema rotante, en sentido opuesto a
la rotacion de K.

4.6.3. Movimiento de dos mdviles que dan una vuelta completa en sentidos
opuestos con la misma velocidad V' con respecto al sistema inercial X

Vamos a hacer una discusién respecto a los dos sistemas de referencia ¥ y K:

4.6.3.1. Los dos méviles dan una vuelta completa con respecto al sistema inercial

Debido a que los dos moéviles viajan con la misma velocidad fisica V' con respecto al sistema inercial 3,
entonces, los tiempos de llegada al completar una vuelta completa van a ser los mismos, y por tanto, se
encuentran simultdneamente en el punto A’.

4.6.3.2. Los dos méviles dan una vuelta completa con respecto al sistema rotante K

Utilizando la relacién (4-183), la velocidad coordenada para los caminos positivos y negativos son respecti-
vamente

vy = V —Rw (4-205)
vy = V+Rw (4-206)

Los tiempos centrales de llegada en A para los caminos positivos y negativos son respectivamente

2R 2TR
ty = = 4-207
O T Tl V- R 207
2R 2R
g = _ 4-208
0 vy V 4+ Rw ( )
Y tenemos una diferencia de tiempos de llegada en A
AT RV
4T R%w
At = At6 = m, para Rw <V S C (4-210)

para los relojes del observador “rotante” en el origen. Mientras que para un reloj local fijo en A, la diferencia
de tiempos de llegada estd dada por
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At = Aty\/1 - R2w?/c? = R247T2RV v 1— R%w?/c?, para 0 <V < Rw (4-211)
4
At = 1—-R2w?/c? = % 1 — R2w?/c?, para Rw <V < ¢ (4-212)

Notemos que en este caso, la diferencia de tiempos de llegada es dependiente de la velocidad fisica V' de los
moviles sobre Y.

4.6.4. EIl movimiento de fotones en el vacio

Suponga que una serie de espejos envia luz a lo largo de una trayectorial poligonal, la cual en un limite se
convierte en un circulo. La velocidad fisica de la luz es siempre V' = ¢ en X. Pero en K, la velocidad fisica
de la luz V'’ = ¢ sélo es vélida localmente. En este caso, se obtiene que vj = ¢ — Rw y v'; = ¢+ Rw, son
las mismas velocidades coordenadas de la luz (4-112), calculadas en direcciones opuestas por el observador
“rotante” en el origen, con sus coordenadas polares “rotantes” (t(,7(,0()-

Si dos fotones emitidos en A en sentidos opuestos a lo largo de una circunferencia de radio R, después de una
vuelta alrededor ésta, los dos fotones son detectados por A con una diferencia de tiempo dada por (4-204)

A = 4Aw (4-213)

c2\/1 — R%.)Q/c27

y desde X, los dos fotones llegan a A con una diferencia de tiempo dada por (4-203)

4 Aw

Pero desde ¥, V' = ¢, y las diferencias de tiempos de llegada en A (4-212) y (4-210) dan los mismos resultados
anteriores:

2
A - 4T R*w _ 4Aw (4-215)
2\/1—R2?/c2  2\/1— R?w?/c?
47 R? 4
At oo ArRw | dAw (4-216)

2 R202 2 — R2u2’
para el caso de dos fotones moviéndose con velocidad fisica V'’ = ¢, relativa a K.

Regresamos entonces al efecto Sagnac para el caso de fotones. Una caracteristica interesante de las diferencias
de tiempos de llegada (4-203) y (4-204) dadas en el caso de la subseccién 4.6.2.2 (en la cual se consideran
dos méviles con la misma velocidad fisica V' relativa a K) es que son independientes de la velocidad fisica
con la que viajan los moviles, esto es, se obtienen la misma diferencia en los tiempos de llegada tanto para
particulasn como para fotones.

4.6.5. Transformaciones de Lorentz locales entre el observador inercial O y un
observador rotante arbitrario O’

Es de esperar que el tiempo fisico t* y la longitud fisica [* asociados a un observador rotante arbitrario
O’ tengan una distribucién idéntica a la de una transformacién de Lorentz con las respectivas variables del
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observador inercial O, ya que t* y [* hacen que el elemento de linea espacio-temporal ds? para un observador
rotante arbitrario sea localmente Lorentziano. Se procedera entonces, a demostrar esta afirmacién.
En efecto, resolviendo para dt; en la definicién de tiempo natural (4-95), tenemos

_dt* 4 wdl*/?

dt Ny (4-217)
—ve/cC
con
/
v=Rw, dI*= ftdbo (4-218)

V1—=v2/c?
donde v = Rw es la velocidad tangencial de un observador rotante O’ relativo a el observador inercial O.
La longitud de arco también tiene una distribucién idéntica a una transformacién de Lorentz. En efecto,
consideremos nuevamente el caso de un mévil que se mueve a lo largo de una circunferencia con radio R en
la misma direccién de rotacién del sistema rotante K. La longitud del arco infinitesimal A’B, recorrido por
el movil, respecto al observador inercial O estd dada por (4-178)

dL = dl + vdt (4-219)

Haciendo el cambio de variable de la ecuacién (4-217) en la tltima ecuacién, tenemos

dL = A"+ vdt” (4-220)

Despejando dl en la ecuacion (4-219), y reemplazando este resultado en la definicién de longitud natural di*,
tenemos la siguiente transformacién entre las longitudes de arco

dr = _dL —vdt (4-221)

V1—v%/c?

Por otro lado, despejando dt* de la ecuacién (4-217), obtenemos

dt* = \/1 —v2/c2dt — vdl* |, (4-222)

y sustituyendo en ésta la ecuacién (4-221), obtenemos la siguiente transformacién entre los tiempos central
y natural

_dt—wdL/c?

V1—02/c?

dt* (4-223)

Resumiendo los anteriores resultados, se obtiene la siguiente transformacion de Lorentz entre el observador
no-rotante O y un observador rotante arbitrario O’

. 2

dt* = % (4-224)
—ve/C

drr = _dL —vdt (4-225)

V1—02/c?
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y la transformacién de Lorentz inversa resulta

dt* + vdl* /c?

dt = —— (4-226)
V1—0v2/c?
dlL = A" +vdt” (4-227)

V1—02/c?

Para un camino negativo, tenemos

— I~ 2
dt*~ = w (4-228)
V1—v2/c?
dL~ dt~
drr— = +v (4-229)

y la respectiva transformacién de Lorentz inversa resulta

dt*~ —vdl*~ /c?

- = LY /C (4-230)
V1—v2/c?
aL- - T vdt (4-231)

V1—v2/c?

A partir de las transformaciones de Lorentz anteriores se puede llegar también al teorema de adicién de
velocidades (4-190) y (4-191). En efecto, si dividimos la ecuacién (4-225) entre la (4-224), tenemos

V — Rw

Vie — ~—— 4-232
1— RwV/c? ( )
Dividiendo la ecuacién (4-227) entre la (4-226), tenemos la transformacién inversa
V' + Rw
= - 4-233
1+ RwV'/c? ( )
Dividiendo la ecuacién (4-229) entre la (4-228), tenemos
V™ + Rw
o 4-234
14+ RwV—/c? ( )
Dividiendo la ecuacién (4-231) entre la (4-230), tenemos la transformacién inversa
V'~ — Rw
Viee———© 4-235
1—RwV'=/c? ( )

Vale la pena recordar que todas estas transformaciones sélo son validas localmente.



Capitulo

Campo Gravitacional Estacionario Axialmente
Simétrico

Este capitulo se introduce en el estudio de las propiedades de un campo gravitacional estacionario axialmente
simétrico a partir de las propiedades espacio-temporales de un sistema de referencia uniformemente rotante,
lo cual es posible, debido al PEE. En particular, la propiedad de desincronizacién de relojes que se estudié
en el capitulo anterior, debe ser compartida por un campo gravitacional estacionario axialmente simétrico,
lo cual conduce al efecto de corrimiento al rojo/azul gravitacional.

Se mostrard que existe una conexién de caracter local entre los efectos de los campos de fuerzas centrifugas
y de Coriolis con los efectos de un campo gravitacional débil estacionario axialmente simétrico, mediante el

calculo de la ecuacién de la geodésica para una particula libre en dicho campo gravitacional, siguiendo el
método de Adler-Bazin-Schiffer | ].

Finalmente, se determinara la aproximacién de campo débil de la solucion de Kerr, mediante una per-
turbacién a primer orden a la métrica de Einstein-Ehrenfest, siguiendo el método de Adler-Bazin-Schiffer

[ I

5.1. Criterios fisicos

Comencemos con el elemento de linea del tensor métrico de Minkowski

ds?o) = N dX"dX" (5-1)

donde X* = (X° X', X2 X?) := (ct,z,y, z) son las coordenadas espacio-temporales galileanas, asociadas a
un observador inercial. En virtud del PRG, el elemento de linea de Minkowski (5-1) es invariante bajo una
transformacién de coordenadas general

ot = fH (XV) (5_2)
donde los f* (X") son funciones arbitrarias de las coordenadas.

Teniendo en cuenta esto, y que las componentes del tensor métrico se transforman mediante

09X 9P
Yuv = WW”QB?
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la expresién (5-1) se transforma hacia el elemento de linea de un observador acelerado general en un espacio-
tiempo seudoeuclideo (| ], p- 48):

ds?o) = Y dat dz” (5-4)

Por el PEE, (5-4) se puede interpretar localmente como el elemento de linea asociado a un observador en
reposo sometido a un campo gravitacional.

Podemos concluir razonablemente que el elemento de linea para observadores en general, sometidos a un
campo gravitacional debe ser de la forma general:

ds? = Guvdatdx” (5-5)

donde z* = (xo, xt, 22, x3) son coordenadas espacio-temporales generalizadas.

5.1.1. Sistema de referencia uniformemente rotante como un caso especial de
campo gravitacional estacionario axialmente simétrico

En el caso de un sistema de referencia uniformemente rotante, en el conterto newtoniano, el campo de fuerzas
“ficticias”, centrifuga y de Coriolis, (debido a la rotacién) es estacionario y axialmente simétrico, ya que estas
fuerzas son independientes de t y ¢, lo cual lo podemos ver mediante las ecuaciones de movimiento clésicas
de una particula en un sistema rotante (Véase [ |, p.177). Estas propiedades se ven reflejadas
en la métrica (4-53)

ds?o) = (02 —r?w?) dt* — dr® — r?d6® — 2r*wdtd, (5-6)

asociada al observador “rotante” en el origen, pues la métrica es independiente de t y ¢ y permanece invariante
simultdneamente bajo las transformaciones t — —t y ¢ — —¢. Debido al PEE, podemos interpretar (5-6)
localmente como el elemento de linea asociado a un observador en reposo en la presencia de un “campo”
gravitacional estacionario axialmente simétrico. Entonces, podemos considerar (localmente) un sistema de
referencia uniformemente rotante como un caso especial de un campo gravitacional estacionario axialmente
simétrico ([ ], p. 273).

Veamos que en general, el elemento de linea asociado a un observador en reposo en la presencia de un
“campo” gravitacional estacionario axialmente simétrico arbitrario, debe tener una forma similar a (5-6):
En efecto, debido al PRG, se puede concluir que si para un observador acelerado general, su campo de
fuerzas “ficticias” es estacionario y axialmente simétrico (en el contexto newtoniano), dichas propiedades
deben estar reflejadas en la métrica asociada a dicho observador. Por medio del PEE, la métrica asociada
a dicho observador puede interpretarse localmente como la métrica asociada a un observador en reposo
bajo la influencia de un campo gravitacional axialmente simétrico arbitrario. Luego dicha métrica debe ser
independiente del tiempo ¢ y de una coordenada angular ¢ alrededor del eje de simetria, y ademas debe ser
invariante bajo una transformacion simultanea t — —t'y ¢ — —o.

Aplicando estas condiciones a la métrica (5-5), tenemos que

Guv = Guv (9517 xQ) (5-7)
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donde z' y 22 son las dos coordenadas espaciales restantes. Y la condicién t — —t y ¢ — —¢ requiere que

go1 = go2 = g13 =923 =0 (5-8)

Entonces la métrica la podemos llevar a la forma | ]

ds? = Adt* — B (dp — Qdt)*> — Cdr? — Ddo?, (5-9)

donde A, B, C, D y € son funciones arbitrarias de las coordenadas espaciales r y 6. Estas funciones estan
relacionadas con los coeficientes métricos g,,,, por

goo = A—BQ? go3=BQ, gs3=-B, gi1=-C, goo=-D (5-10)
0 - 908 (5-11)
g33

Entonces, la métrica también se puede escribir en la forma

ds® = gdatda” = (A — BQ?) dt* — Cdr® — Dd§® — Bd¢® + 2BQdtds (5-12)

Vemos entonces que (5-6) en coordenadas esféricas tiene la misma forma de (5-12) si hacemos

A=c2 B=r%sin’0, C=1, D=r? Q=-w (5-13)
donde w = cte. es la velocidad angular del sistema de referencia uniformemente rotante.

Por tanto, es suficiente considerar el caso particular de un sistema de referencia uniformemente rotante
para el estudio de las propiedades espacio-temporales de un campo gravitacional estacionario axialmente
simétrico.

Para llevar a cabo este estudio, debemos interpretar la geometria abstracta (contenida en la forma funcional
del elemento de linea (5-6) en términos de la fisica mecanicista | ]. Para interpretar la geometria
4-dimensional abstracta y conectar ésta con la realidad, identificando una medicién fisica con la evaluacion
de un objeto geométrico, necesitamos primero retomar el concepto de tiempo propio.

5.1.2. Interpretacion gravitacional de la definicién de tiempo propio

Supongamos que el elemento de linea (en Relatividad Especial) entre dos eventos es

Siy = ¢ dt® — (dz® +dy” +dz*) > -
dstyy = Pdt* — (dz® + dy® + dz*) > 0 5-14

esto es, un intervalo como de tiempo. Teniendo en cuenta la definicién de tiempo propio, si escogemos el
sistema de coordenadas en el cual la separacién espacial entre los eventos es cero (sistema propio), tenemos
que

ds(yy = c*dt? (5-15)
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Escogiendo la raiz cuadrada positiva, el intervalo tiempo propio entre los eventos resulta

_ ds(g
- C

dt (5-16)
Debido al cardcter invariante de ds(g) y ¢, el intervalo de tiempo propio corresponde al intervalo de tiempo
que deberia ser medido por un fisico, para el cual ambos eventos ocurren en el mismo punto del marco
3-dimensional al cual se encuentra atado. Este cardcter invariante nos garantiza que podemos generalizar
la definicién de tiempo propio (como fue discutido en el Capitulo 2) a un observador arbitrario. Entonces,
podemos hacer la siguiente definicién: En Relatividad, un intervalo de tiempo propio infinitesimal entre dos
eventos vecinos es definido como la generalizacién invariante de (5-16) a un sistema de coordenadas arbitrario
en un espacio-tiempo seudoeuclideo:

d
dr := 0

1
. = ¢Vooda’ (5-17)
donde dz* = 0 para u # 0.

El PEE nos proporciona un caracter gravitacional a esta definicion, la cual la podemos escribir en términos
de las componentes métricas g,,, que aparecen en (5-5), como:

d 1
dr = 2 = ~/900dz” (5-18)
c c
donde dxz* = 0 para pu # 0. Esta definicién es valida sélo para ds?> > 0, ya que de otro modo dr serfa
imaginario.

Para ilustrar esta definicién de tiempo propio, investiguemos la relacién entre el intervalo de tiempo propio
dr con el intervalo de tiempo coordenado dt para dos eventos que ocurren con las mismas coordenadas
espaciales (r,0, z) en el sistema rotante | ]. Por (5-6) obtenemos

ds® = (¢ = r’w?) dt? (5-19)

Entonces, por la definicién de tiempo propio (5-18),

d 2, 2\ 1/2
dr=2 (1% dt (5-20)
c c?

Esto puede ser interpretado como sigue: dr es el intervalo de tiempo entre eventos, medido por un observador
atado al sistema rotante. Mientras que dt es el intervalo de tiempo medido por un observador atado al sistema
no-rotante y que usa el tiempo coordenado estandar ¢.

Lo cual, también puede interpretarse gravitacionalmente como sigue: dr es el intervalo de tiempo entre
eventos, medido por un observador en reposo sometido a un campo gravitacional estacionario con simetria
axial. Mientras que dt es el intervalo de tiempo coordenado, medido por un observador en reposo en ausencia
de campo gravitacional.

A continuacién, vamos a investigar el significado gravitacional del término r%w?/c? de la ecuacién (5-20).
Para llevar a cabo esto, vamos a considerar la fuerza “ficticia” centrifuga sobre una particula de prueba de
masa m, fija sobre el sistema rotante

2
F.=md. = m—i = mw?ri (5-21)
r
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L _,
donde v = rw. Como la fuerza centrifuga F,. es radial, entonces, es conservativa, luego F. se puede escribir
como el gradiente de un potencial escalar ®.. Entonces,

F. = mw?rf = —mV®, (5-22)
con
®, = —wr?/2

el potencial centrifugo. Por el PEE, podemos interpretar el campo de fuerzas centrifugas F. localmente como
un campo gravitacional newtoniano Fy:

F, = —mV®, (5-23)
con
o, =—-GM/r

el potencial gravitacional newtoniano. Entonces, podemos igualar las ecuaciones (5-22) y (5-23) para obtener
(salvo una constante, la cual podemos hacer nula) que

b, =&, = —wrr?/2=—-GM/r (5-24)

Lo que quiere decir que el término r?w?/c? lo podemos interpretar como un potencial gravitacional newto-
niano.

Asi, la ecuacion (5-20) la podemos escribir en términos del potencial gravitacional newtoniano como:

2 1/2 2GM 1/2
dT:(1+ g) dt:(l— ¢ ) dt (5-25)

c? cr

Como la definicién de tiempo propio sélo es valida para ds? > 0, entonces, la ecuacién (5-25) sélo es valida
para ngrw < 1, es decir, sélo cuando r > 2GM/c?. La relacién (5-25) nos quiere decir que la presencia de
gravedad, influencia la tasa de avance de los relojes en reposo, comparados con los relojes en ausencia de

gravedad. El observador que mide el tiempo dt, en este caso, se llama observador asintdtico, debido a que

s6lo cuando 7 — 400, el potencial gravitacional newtoniano ®, — 0, y por tanto, este observador en el
infinito es el Unico que se encuentra en ausencia de gravedad.

5.1.3. Dilataciéon temporal y el efecto de corrimiento al rojo-azul gravitacional

Debido a PEE, podemos intuir que si sobre sistemas de referencia rotantes se presenta el efecto de corrimiento
al rojo-azul de los pulsos de luz, es de esperar que el mismo efecto tenga lugar para un pulso de luz en la
presencia de un campo gravitacional. Entonces, podemos analizar este efecto de forma similar a como se hizo
para el mismo efecto en sistemas rotantes (Véase seccién 4.5.1) . Fue asi como Einstein, utilizando su PEE,
de forma muy directa, hizo la primera derivacion del corrimiento al rojo considerando un sistema rotante
con velocidad angular constante w | ], tal como hemos venido trabajando. Vamos a comenzar,
comparando los intervalos de tiempo propio entre eventos medidos por dos observadores O’ y O” en reposo
relativo, sometidos a un campo gravitacional estacionario axialmente simétrico, cuyos radios coordenados
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son r’ y r”, respectivamente. Consideremos dos eventos E1 y Fo que ocurren en el mismo punto del espacio,
segun O’, de modo que el intervalo de tiempo dr’ entre los dos eventos, medido por O’ es un intervalo de
tiempo propio. Entonces, los intervalos temporales dt y A7’ entre los dos eventos, medidos por O (observador
inercial en ausencia de campo gravitacional) y O’ respectivamente, estdn relacionados mediante (5-25):

627"'

1/2
dr' — (1 - QGM) dt (5-26)

Por otro lado, los dos eventos también ocurren en el mismo punto del espacio segun el observador O”, debido
a que O’ y O” estdn en reposo relativo. Entonces, el intervalo de tiempo d7”’ entre los dos eventos, segiin
O”, también es un intervalo de tiempo propio. Entonces, por (5-25), tenemos que

2GM\ '/
dT” = (1 — 627"”> dt (5‘27)
Comparando las ecuaciones (5-26) y (5-27), tenemos que

1/2
dr’ 1— QGI\//I
T | e (5-28)
dr" 1— 2GM

c2pr!’

Esta ecuaciéon compara los tiempos propios medidos por dos observadores O’ y O” en reposo relativo,
sometidos a un campo gravitacional estacionario axialmente simétrico. Esta relacion nos lleva a describir el
efecto de corrimiento al rojo-azul gravitacional:

Consideremos ahora una onda de luz emitida por una fuente puntual S, sometida a un campo gravitacional,
con coordenadas espaciales (rg, 0s, ¢s) fijas, y ubiquemos un observador Og cuyo origen de coordenadas se
encuentre sobre la fuente puntual. Supongamos que dicha onda de luz es detectada por un receptor puntual
D, sometido al mismo campo gravitacional, con coordenadas espaciales (rp,0p, ¢p) fijas, y ubiquemos un
observador Op cuyo origen de coordenadas se encuentre sobre el receptor puntual.

(D) el nimero de pulsos detectados por D por unidad de tiempo propio

La ecuacién (5-28) implica que v
relativo a Op, estd relacionado con %), el nimero de pulsos emitidos por S por unidad de tiempo propio

relativo a Og, mediante:

yD) (1 2GMN 1
L8 — |\ 1 _ 2GM (5-29)

c2rp

Esta ecuacién nos expresa el corrimiento al rojo-azul de una onda de luz en la presencia de un campo
gravitacional. Nétese que si 0 < rg < rp, entonces, vP) < 15 luego el observador Op detecta un
corrimiento al rojo de la luz emitida por S, mientras que si 0 < rp < g, entonces, v(P) > 15 Tuego el
observador Op detecta un corrimiento al azul de la luz emitida por S. En el caso trivial rp = rg, se tiene
v(P) = p(9) |y la frecuencia detectada por Op coincide con la frecuencia emitida por S.

A partir de (5-29) podemos obtener que AP 1a longitud de onda medida por Op, esté relacionada con A9,
la longitud de onda medida por Og, mediante:

1/2
A(D) 1 _ 2GM
crp (5-30)

A5 |\ 1 _2¢M
c2rg
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Consideremos el caso de un campo gravitacional débil, es decir, que su potencial gravitacional newtoniano

sea tal que |®,| = Cg\f

|®4]. Por ejemplo, el campo gravitacional en la superficie de un planeta como la Tierra puede considerarse

<< 1 a primer orden, esto es, que despreciamos potencias de orden 2 o superior en

como un campo gravitacional débil, ya que

~ 107

c? RT

sobre la superficie de la Tierra, donde M7 y Ry son la masa y su radio medio, respectivamente. Entonces,
podemos considerar el campo gravitacional en las cercanias de la superficie de la Tierra, aprozimadamente
como un campo gravitacional uniforme, es decir, que en las cercanias de la superficie terrestre, sus lineas de
campo sean aprorimadamente lineas rectas paralelas y verticales. Entonces, los vectores

- GM
dy=—Vb, = — RQTf
T

(5-31)

que indican la direccién y la intensidad del campo gravitacional, tienen aprorimadamente la misma direccion
y magnitud cerca a la superficie terrestre. a, (su magnitud) se le conoce, en el contexto newtoniano, como
la “aceleracion debida a la gravedad”.

Asf que imaginemos una torre de altura z << Ry asentada sobre la superficie de la Tierra | ]
Supongamos un observador Op el cual estd dentro de una caja en la cima de la torre (capaz de detectar el
fotén emitido, pero incapaz de mirar hacia afuera de la caja). Entonces, un fotén con longitud de onda Ay,
emitido desde el suelo hacia el observador Op en la caja deberia estar corrido al rojo segun (5-30):

2G M. 1/2
AP) B L= Zhrtn) ~1 Ad, 5.39
Ao 1 — 26M N+02 (5-32)
CQRT

0 equivalentemente,

AN AP,

=22 5-33
)\0 02 ( )
donde AN :=XP) — )\, vy A®, se define como la diferencia de potencial gravitacional newtoniano:

Ady =P — o), (5-34)

donde, @,SS) y <I>§D) son los potenciales gravitacionales newtonianos sobre la superficie terrestre y en la
posicién del observador Op), respectivamente. Como a4 es aproximadamente constante en las cercanias de la
superficie terrestre, de (5-34) y (5-33) obtenemos [ ]:

A N Ad, Qg%

~ 97 5-35
)\0 62 02 ( )
Y bajo esta aproximacién, se presenta una disminucién en la frecuencia en:
Av g2
~ (5-36)
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Figura 5-1.: Efecto de corrimiento al rojo en la presencia de un campo gravitacional uniforme

[ J

Es de notar que este efecto del corrimiento al rojo gravitacional es una consecuencia directa del PEE, no de
los detalles de la Relatividad General. La primera verificacién experimental fue llevada a cabo por Pound y
Rebka en 1960. Ellos utilizaron el efecto Mossbauer para medir el cambio en la frecuencia de rayos-y cuando
ellos los enviaban desde el suelo hasta la cima de los Laboratorios Jefferson en Harvard | ]. Hacer
este tipo de medicién es una tarea muy dificil para el corrimiento esperado sobre una distancia vertical, ya que
si consideramos por ejemplo z = 100 ft, dicho corrimiento esperado es de s6lo del orden de 10717 | ].
Afortunadamente, el descubrimiento del efecto Mdssbauer en 1958 dio un método para producir y detectar
rayos-vy de muy alta frecuencia, los cuales son monocrométicos en 1 parte en 10'2 y hace una prueba terrestre
factible [ ]. Los rayos-7 emitidos a nivel del suelo sufrieron un corrimiento al rojo gravitacional en
su viaje hacia el receptor en la cima y, como resultado, fueron menos absorbidos. Moviendo el emisor hacia
arriba con una velocidad muy pequena, se produjo un corrimiento Doppler compensatorio la cual restaurd
la absorcién resonante. Una medicién de la velocidad del emisor permitié un célculo del cociente Av/vy. El
resultado experimental obtenido es 0,997 40,008 veces el corrimiento predicho de 4,92 x 107!, Este resultado
representa una verificacién de la exactitud de la ecuacién de corrimiento al rojo (5-36) superior al 1 %.

5.1.4. La naturaleza geométrica del espacio-tiempo en la presencia de gravitacion

El corrimiento al rojo gravitacional llevara a argumentar que el espacio-tiempo deberia considerarse como
curvo | ]. Consideremos la configuracién experimental que tenfamos antes, ahora representada
en el diagrama espacio-tiempo (véase la figura 5-2). Una fuente luminica en el suelo emite un rayo de luz
con longitud de onda Ag desde una altura zg, el cual va dirigido a la cima de la torre a una altura z;. El
tiempo entre el comienzo de emisién de cualquier longitud de onda simple de dicho rayo de luz y el final
de emisién de la misma longitud de onda es Aty = Ag/c, y el mismo intervalo de tiempo para la absorcién
es Aty = A\ /c. Como supusimos que el campo gravitacional no varfa con el tiempo, los caminos a través
del espacio-tiempo, seguidos por los extremos delanteros y traseros de la onda simple deben ser congruentes
(Estos son representados por algunas curvas genéricas, ya que todavia no se pretende saber que curvas sean).
Por geometria simple (plana) debemos tener que los tiempos Aty y At; deben ser los mismos. Pero por
supuesto esto no
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Zy Zy

Figura 5-2.: Representacion en el espacio-tiempo de las lineas de mundo de los extremos de una longitud
de onda de la luz | ].

es asi, ya que el corrimiento al rojo gravitacional implica que At; > Aty. El problema esté con la suposicién
de “geometria simple”; podemos tener una mejor comprension de lo que ocurre, si se argumenta que el
espacio-tiempo es curvo.

Todo lo anterior motiva a afirmar que el espacio-tiempo debe ser concebido como una variedad curva en la
presencia de gravedad. En seguida vamos a ver una muy buena justificacion a esta afirmacion.

5.1.5. Gravedad como un fenémeno métrico

En la subseccién 4.5.6,se encontré que usando la métrica (5-6) y la ecuacién de la geodésica como ecuaciones
de movimiento, se obtuvo una descripcién razonable del movimiento de una particula libre en una geometria
espacial no euclidiana. A continuacién se seguird el método de Adler-Bazin-Schiffer | | para mostrar
que, por medio de una aproximacién, el efecto de un “campo gravitacional” también puede ser descrito usando
la ecuacién geodésica como una ecuacién de movimiento, y perturbando el tensor métrico para que difiera de
“algin modo” de la métrica de Minkowski. Este procedimiento servird como una justificacion para conectar
la “fuerza” fisica de la gravedad con la naturaleza no-minkowskiana del espacio-tiempo y para usar las
ecuaciones de las geodésicas como ecuaciones de movimiento para particulas en un campo gravitacional.

Se mostrara que, s6lo una muy pequena perturbacién de la métrica de Minkowski es la agente de los efectos
gravitacionales. Entonces, se considerara un tensor métrico independiente del tiempo de la forma

Guv = M + GAMV (5-37)

donde los 7,,,, son las componentes del tensor métrico de Minkowski y los €A, representan perturbaciones
muy pequenas, independientes del tiempo, las cuales son debidas a la presencia de un cuerpo que produce
gravedad, y que tienden a cero muy lejos del cuerpo. Las componentes g,,, dadas por (5-37) conforman un
tensor métrico cuasi-Minkowskiano | ]

Para mostrar que los eA,,, son, en efecto, los agentes de las “fuerzas” gravitacionales, se calculan las ecua-
ciones geodésicas de movimiento en un espacio-tiempo con métrica dada por (5-37). Ademds, para hacer una
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conexién cercana con la teoria Newtoniana, se va a suponer que la velocidad de la particula a lo largo de
la geodésica es mucho més pequenia que ¢, ésto es, que  := v/c << 1 a primer orden, es decir, que en la
aproximacién se conservaran solo los términos a primer orden en € y (3, despreciando los términos de orden
€2, B2, €8 y superior.

Usando las coodenadas de la Relatividad Espacial y el tensor métrico cuasi-Minkowskiano (5-37), se obtiene
el elemento de linea

ds? = (N + €Ay,) datdz” (5-38)

Dividiendo esta ecuacién por (dx0)2 = (cd13)27 se obtiene que

ds \? dz* dz”
— ) =1-8%4eA,,——, -
(da:()) B+ ehu dx® dx0 (5-39)

la cual, a primer orden en € y (3, se tiene

ds \?
@ ~1+ CAOO (5'40)

A continuacion se aplica la misma aproximacion a las ecuaciones de las geodésicas:

d?z LT dzt dz”
ds? M ds ds

0 (5-41)

donde I'Y,, := {:;} son los simbolos de Christoffel de segundo tipo, definidos en el Apéndice A. Se va a

considerar ahora el segundo término de esta ecuacién. Como los 7,,, son constantes en el espacio-tiempo,
es evidente que, a partir del tensor métrico (5-37), cada simbolos de Christoffel contiene un e. Usando la
expresién (5-40), se puede escribir

dat et _ dat do” (da®\®  dat dot 1 (5-42)
ds ds  dz0dz0 \ ds ~ daY dzd 1+ eAg

De esta expresion se obtienen los siguientes casos:
1. p#0y v #0: (5-42) se puede escribir en términos de la velocidad como
dx* dz” 1 o 1

el Y B 5-43
dx® dz0 1+ eAgo pb 1+ €eAgo ( )

donde B¢ := 571; = Uc% = %, para i = 1,2, 3. Entonces la expresién (5-43) es de orden 2. En este caso,

por nuestra aproximacion se tiene que

dx® dad
O;Jdiidii ~eB?~0 parai,j =1,2,3,

Y por tanto, estos términos los despreciamos bajo nuestra aproximacion.
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2. p=00wv=0:(542) se puede escribir en términos de la velocidad como

dxt dx”? 1 ) 1
v ar — g = 1,2.3,
0 i1t cden P Tveng L2

el cual es de orden . Luego,

o da0dx?

Oiﬂgweﬁzo parat=1,2,3

ya que esta expresion resulta ser de orden €f3, y por tanto es despreciable bajo nuestra aproximacion.

3. p=0y v =0:(542) se reduce a

dtdt 11
dz0 dz0 1+ eAgy 14 eAgo

Luego,

o dz®da®

0 ds ds
Por lo tanto, estos términos los conservamos bajo nuestra aproximacion.

Entonces, el problema de calcular las ecuaciones geodésicas se reduce a calcular los simbolos de Christoffel
I'do-

Luego, la ecuacion geodésica a primer orden en € y S queda

d?z dz®\ 2
'ty — | =0 5-44
ds? + 00 ( ds ) ’ ( )

la cual en virtud de (5-40), se reduce a

d2 «
Tf? +T%c% =0 (5-45)

Como se supuso que los términos perturbativos €A, son independientes del tiempo, entonces en I'Y sélo
sobreviven las derivadas espaciales goo,s = (€eAqo) 4:

1

I = —§9a6900,5

1
= —5 (770‘(S — €Aa6) (GAoo)’é

1 1
—577Q5 (€Aoo) 5 + §6Aa5 (€Aoo) 5

1
~ —5770“s (ero)’é

La tltima linea se tiene porque suponemos que las derivadas de €A, deben ser de orden ¢. Luego, el término
2eA™ (eAqp) 4 debe ser de orden €.
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1. Si a = 0, se obtiene que I'}, = 0.

2. Sia=k=1,2,3, tenemos que

1
Fkoo = ) (€A00),k

Entonces, la ecuacién de la geodésica (5-45) se reduce a

d?xk c?
W = —5 (€A00),k k = 1, 2, 3 (5—46)
d?z°

=0 5-47

’ . .7 . 0 .7 . 7’
De la ultima ecuacién, se obtiene que ddit = cte., de la cual cte. = c. Luego, esta ecuacion no nos dice mas

que dr® = cdt. La ecuacién importante para nosotros es (5-46), la cual podemos escribir en forma vectorial
3-dimensional como:

d’r 2 .
W =—-——V (EAOQ) (5-48)

Esta es simplemente la ecuaciéon de movimiento en un campo gravitacional clasico

d’r -
= Ve (5-49)

si identificamos el potencial gravitacional newtoniano ®, como:

C2
©y = 5 €loo (5-50)

Reciprocamente, dado un potencial gravitacional newtoniano ®,4, el movimiento de una particula sera a lo
largo de una geodésica 4-dimensional si el término ggo del tensor métrico tiene la forma

20
goo =1+ —3" (5-51)

Las otras componentes no aparecen en la aproximacién, a menos que se asuma que ellas sean independientes
del tiempo y cuasi-minkowskianas.

De acuerdo con Alder, se puede concluir, a partir de lo anterior que: Si ignoramos los términos a segundo
orden en € y 8 (aproximaciéon de campo débil y bajas velocidades), entonces, la ecuacién geodésica (la cual es
una relacién puramente geométrica) es equivalente a la ecuacién de movimiento newtoniana (la cual es una
relacién puramente mecénica), siempre y cuando la componente goo del tensor métrico satisface la relacién
(5-51).

Esta es mas que una buena justificacién para el uso de una métrica no-Minkowskiana para describir el “cam-
po” gravitacional y para el uso de las ecuaciones geodésicas de movimiento en el espacio-tiempo resultante

[ ]
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Por completez del argumento anterior, se introduce el siguiente calculo del tensor de Ricci para la aproxi-

macién de campo débil. Consideremos primero el tensor de curvatura (Véase Apéndice A)

B0 1= Doy = gy 5+ 156,15 = T51%,

(5-52)

Los simbolos de Christoffel son sumas de las primeras derivadas de €A ,,,, luego los productos I, '%; resultan

ser de orden 2 en potencias de €A, y bajo nuestra aproximacién, dichos productos resultan despreciables.

Entonces, las componentes del tensor de curvatura se reducen a

R%vé ~ Faﬂ&w - aﬁws

El tensor de Ricci Ry, = R?,,, resulta entonces

R, ~T° -TI°

uv,o pno,v

1 1
= 5 [ggp (gp,u,u + Guppu — g;w,p)],g - 5 [gap (gp,u,cr + Gop,u — g[}.07p)]7y

Usando (5-37) y la aproximacién de campo débil, tenemos

1 1

R,

1 g
7 [(€A0p) g = (B) o = (Birp) o+ (D), ]

Consideremos ahora la componente Rgq:

1 e
Roo = 517 [(e30p) 5,5 = (e300) .5 = (e7p) g g + (200 ]

Como los términos perturbativos e, los asumimos independientes del tiempo, las derivadas respecto a x

son cero, y Rgyg se reduce a

Roo = — 51" (eAgo) ;5

Por (5-50), tenemos [ ]

1

Roo = gv%g

Por otro lado, por la ecuacién de campo de la gravitaciéon newtoniana

V20, = 4nGp,

5 |17 (€0, + (B0p) = (8, )| =5 [177 () 5 + (Do), = (Do), )|

(5-53)

(5-54)

WV

(5-55)

(5-56)

0

(5-57)

(5-58)
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la ecuacién (5-57) queda

1 4rG
R()() = §v2®g = CTP (5-59)

donde p es la densidad de masa del cuerpo que produce gravedad.

Este 1ltimo resultado es una muy buena justificacion a la afirmacion en la subseccién 5.1.4: El espacio-tiempo
debe ser pensado como una variedad curva en la presencia de gravedad.

De los anteriores resultados se puede afirmar, alternativamente, que: La gravitacion es la manifestacion de
la curvatura del espacio-tiempo.

5.2. Una conexion entre los efectos no inerciales sobre sistemas
rotantes con la gravitacion

En la subseccién 5.1.2 hicimos una conexion local entre los efectos del campo de fuerzas “ficticias” centrifugas
y el campo gravitacional newtoniano a través del PEE. Ahora, se procede a investigar una conexién entre
los efectos del campo de fuerzas “ficticias” de Coriolis y los efectos de la aproximacion de campo débil, vista
en 5.1.5. Siguiendo nuevamente el método de Adler-Bazin-Schiffer. Entonces, se considerard nuevamente un
tensor métrico independiente del tiempo de la forma

Guv = Nuv + GANV (5-60)

donde los 7,,, son las componentes del tensor métrico de Minkowski y los €A, representan perturbaciones
muy pequenas, independientes del tiempo, las cuales son debidas a la presencia de un cuerpo que produce
gravedad, y que tienden a cero muy lejos del cuerpo | ]

En el marco de la teoria de gravitacion Newtoniana, una particula de prueba de masa m, sometida a un
campo gravitacional, debe satisfacer la ecuacion de conservacién de la energia

E 1,

—=—v'+ 5-61
m 2 g (5-61)
debido a que el campo gravitacional nevtoniano es conservativo. Para energias orbitales muy pequenas, es

decir,

E/ mcﬂ << 1, conservando potencias a primer orden en ‘E / mc2| y despreciando las de orden superior.
Entonces, es natural pensar que, podemos tomar

=V (E - %) (5-62)

2 = €A (5-63)

Vemos entonces, que podemos tomar 32 ~ €. En esta nueva aproximacién vamos a conservar ¢, 3, 32 ~ «,

2

(% ~ €32 € ~ €3/2 |y despreciaremos los de orden €2, f* ~ €2, €% ~ €2 y superior.
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Usando las coodenadas de la Relatividad Espacial y el tensor métrico cuasi-Minkowskiano (5-37), se obtiene
el elemento de linea

ds? = (Muy + hyy) dztda”, (5-64)

donde de ahora en adelante vamos a usar, por simplicidad, la convencién h,, = €A,,. Dividiendo esta

ecuacién por (dx0)2 = (cdt)?, se obtiene que

ds \* dzt dx¥
) =1-52 L -
(d:vo) B dz0 dz0’ (5-65)

la cual, en nuestra aproximacién, tenemos

2
(i:o) ~ 1+ hoo — B+ 2k, i=1,2,3 (5-66)

A continuacién aplicamos nuestra aproximacion a las ecuaciones de las geodésicas:

d?z® dx* dx¥
re 2 =0 5-67
ds? T ds ds ( )

donde I',, 1= { @ } son los simbolos de Christoffel de segundo tipo. Consideramos el segundo término de
1%

esta ecuacién y procedemos ahora como en la subseccién 5.1.5, utilizando nuestra aproximacion, para obtener
que el problema de calcular las ecuaciones geodésicas se reduce a calcular los simbolos de Christoffel I'Y, y
(o7 y —
bis 1=1,2,3.

Luego, la ecuacion geodésica en nuestra aproximacién, queda

d?z® dz®\ > dx0 dx?
— +T% [ — 2%, — =0 5-68
gz oo ( ds > 0T s ’ (5-68)

la cual en virtud de (5-66), se reduce a
d?z dz’

i %oc® + 20— =0 (5-69)

Nuevamente, como los términos perturbativos eA,,,, son independientes del tiempo, los simbolos de Christoffel
'Y resultan, como los calculamos anteriormente:

1 0 ; paraa =10
%~ — =% hgo.s = 5-70
00 PR {%hoo,k ; paraa=k=1,23 (5-70)
Por otro lado, los simbolos de Christoffel I'¢;, ¢ = 1,2, 3, resultan:
[0 1 oo
0i ¥ 57 (hoo,i — hoi,o) (5-71)

Estudiemos los siguientes casos:
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1. Si a = 0, tenemos

1 1
I ~ 3 (hoo,i — hoio) = ihOO,i (5-72)

va que consideramos las cantidades perturbativas h,, independientes del tiempo.

2. Si a # 0, tenemos

1 1
. ~ *551? (hoo,i — hoi,o) = 3 (hro,i — hoi k) (5-73)

Por lo tanto,

Lhoo. ; ara a = 0
ISR P (5-74)
—5 (hroi —hoik) ; paraa=k=1,2,3

Sustituyendo los simbolos de Christoffel (5-70) y (5-74) en la ecuacién de las geodésicas (5-68), o (5-

69)tenemos:
1. Para a =0,

d?z" dzt [ da®\”
— 4 hpi— =) =0 5-75
sz TG0 < ds > (5-75)
En el segundo término, sabemos que, en la aproximacién de campo gravitacional débil, se satisface
(5-50),
20
0729 = hoo (5_76)

Entonces, la ecuacién (5-75) se puede reescribir como

2t 2, dt\*

O en forma vectorial,

2t 2 - dt\?
T2t Ve, <dT) =0 (5-78)

Esta ecuacion representa la relacion entre el tiempo propio 7 y el tiempo coordenado ¢ a lo largo de la
geodésica de la particula.
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2. Paraa=k=1,2,3,

A2k 2 dzt
oz *Ehoo,k + c(hok,i — hoi k) T (5-79)

Si definimos un vector 3-dimensional Ay como Ay := ch%, tenemos:

¢ (hok,i — hoik) = O A} — 0; Al (5-80)

Estas son las componentes de V x A, entonces, el segundo término de (5-79) lo podemos escribir en
forma vectorial como:

dzt "
c (hok,i — hoik) o S (V X Ag) (5-81)

Por tanto, (5-79) se puede escribir en forma vectorial como:

w5 ==V, + 7 x (Vx 4,) (5-82)

Si suponemos el caso particular de un “campo” gravitacional débil estacionario axialmente simétrico, el
elemento de linea (5-38) debe adquirir la forma de (5-12). Entonces, en coordenadas de la Relatividad
Especial, por lo menos dos de las componentes hg; deben ser no nulas.

Por otro lado, por el PEE, la ecuacién geodésica (5-82) resulta localmente equivalente a la ecuacién de la
geodésica de una particula libre sobre un sistema rotante (Ecuacién (4-149))

&EF

o3 = Vet 2 (G X &) (5-83)

Entonces, podemos hacer la siguiente identificacién

o, = 9 (5-84)
1/ -
3= 3 (v x Ag) (5-85)
Por otro lado, & se puede escribir como
- /s 2
W = _5 (V X Acor) 5 (5_86)

donde se ha definido el 3-vector ffcor como

—

Acor i= (Wya —Ww, 0) > (5_87)
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i

es decir, A . = ¢y con 4" las componentes contravariantes del tensor métrico de Einstein-Ehrenfest en
coordenadas cartesianas

ds* = (¢® — r’w?) dt* — dz® — dy? — d2* — 2w (zdy — ydz) dt (5-88)

Los resultados para &, (5-86) y (5-85), indican que se puede hacer la siguiente identificacién:

—

Ay

Ay = (—wy,wz,0) (5-89)

En resumen, los potenciales centrifugo ®. y de Coriolis A, se pueden interpretar localmente como poten-
ciales gravitacionales:

o, = &.=-1r’w?/c? (5-90)
A, = —Aor = (—wy,wz,0) (5-91)

Vemos entonces que los efectos de las “fuerzas” centrifugas y de Coriolis en sistemas rotantes, los podemos
interpretar localmente como la presencia de un “campo” gravitacional débil estacionario axialmente simétrico.
Notemos que en el caso de un campo gravitacional estatico, todas las componentes hg; son cero, y por tanto,
7x (Vx 4,) =o.

Las ecuaciones (5-82) y (5-83) son idénticas a la Fuerza de Lorentz Gravitacional (| ], p.
492)

7 5 5

iz~ BatUx By (5-92)

con Eg y Eg los campos gravito-eléctrico y gravito-magnético, definidos respectivamente por:

, = -V, (5-93)
x A, (5-94)

S &
|
<

g =

El primer término del lado derecho de (5-92) da el resultado Newtoniano estdndar para el movimiento de
una particula de prueba en un “campo” gravitacional débil estatico, mientras que el segundo término da
como resultado una fuerza ’extra’ sentida por una particula de prueba en movimiento en la presencia de un
“campo” gravitacional débil estacionario axialmente simétrico | ].

J 2

En el caso concreto del limite de bajas rotaciones de la métrica de Kerr (ﬁ << 1, ( Mcr) ~ 0) en coor-

denadas cartesianas | ]

2GM 2GM 4
d52202(1— G2 )dt2—<1+ ¢ >(dm2+dy2+d22)+ G

cr cr c2r3

(xdy — ydx) dt (5-95)

se obtiene que

2GJ
23

w (5-96)
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Figura 5-3.: Una interpretacién del efecto de arrastre de los sistemas inerciales, en el contexto de los
sistemas rotantes.

El término de la derecha coincide con la velocidad angular coordenada de una particula con momento
angular nulo a lo largo de su geodésica | ]. Entonces, w = w (r) se puede interpretar
como la velocidad angular coordenada de un sistema rotante, sobre el cual, dicha particula permanece
instantdneamente con velocidad angular coordenada df},/dt nula (Figura 5-3).

5.3. Perturbacién a primer orden de la métrica de Einstein-Ehrenfest

Consideremos el elemento de linea:

ds?y = (1 - %) (dz°)° — (dz")” — (dz?)” — (d7?)” — 26d2°dz® = v, dT"dz” (5-97)

! sin 0] : _ 0 -1 -9 - .
donde § := 1¥>220 y se han definido unas nuevas coordenadas “rotantes” 7 = (z°,z', 72, %), asociadas al

observador “rotante” en el origen, en términos de sus coordenadas esféricas “rotantes” (t4, 74,05, ¢4), omo:

dz® = cdt),
dzt = dr{
A = b (5-98)
dz3 = r{sinf)dg|
Siguiendo el método de Adler-Bazin-Schiffer [ ], consideramos un tensor métrico independiente
del tiempo de la forma:
Juv = Yuv + GAIW (5—99)

donde +,, son las componentes del tensor métrico asociado al observador “rotante” en el origen y €A,
representa una perturbacién muy pequeiia (a primer orden en € << 1, €2 &~ 0) e independiente del tiempo,
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con la condicidén: [eA | << |vuv, la cual nos va a garantizar que el espacio-tiempo resultante sea estacionario
y axialmente simétrico. El correspondiente elemento de linea resulta:

ds(yy = gud'dz” = (Y, + €Ap) dTtdz” (5-100)

0

En coordenadas (56 ,zh, 72, 533), éste elemento de linea resulta:

ds?) = (1 - 8%+ eAgo) (d2°)” — (1 — eAry) (d2Y)” — (1 - eAnz) (d72)” — (1 - eAgy) (dz°)”

—2(8 — eAgz) dz’dz®  (5-101)

o equivalentemente,

dsyy = (1= 6% + €Ago) ?dt's — (1 — eApr) dr'f — (1 — eQag) 1'5d0'5 — (1 — €Ags) r'§ sin? 6y d's
—2(6 — €Aos) ) sin O edtodey  (5-102)

en términos de las coordenadas esféricas “rotantes” (t,,r(, 00, ¢,) asociadas al observador “rotante” en el
origen. Expresando este elemento de linea, en términos de las coordenadas esféricas (t,r,0, ¢), asociadas al
observador inercial O, tenemos:

ds?l) = (1 + EAOO + 662A33 - 265A03) Cthz - (1 - EAll) d’r‘2 - (1 - EAQQ) 7‘2d02
— (1 — €As3) 72 sin? 0dp? + 2 (eAg3 — €5A33) rsinfedtdd  (5-103)

Consideraremos ahora los siguientes limites de este elemento de linea:

Limite Newtoniano: En el limite Newtoniano imponemos que la velocidad angular es cero (6 = 0) y que la
velocidad fisica de una particula de prueba relativa al sistema no-rotante es muy pequena con respecto a c, es

/ N2
decir que g := 2321 (‘iﬁt) << 1 a primer orden, es decir, 5% ~ 0. Donde se han definido las coordenadas

no-rotantes r* = (J:O, xt, 22, x3), asociadas al observador inercial O, en términos de las coordenadas esféricas

(t,r,0,0) asociadas a este observador como:

dz® = cdt
drt = dr
dz® = rdf (5-104)
dz® = rsinfde¢
En éste limite, el elemento de linea (5-103) se reduce a:
ds(yy ~ (1 + eAgo) dt* — dr? — r?df” — 1* sin® 0d” (5-105)

Limite de bajas energias: En el limite de bajas energias, 32 = 0, pero no imponemos condicién sobre §.
Entonces, (5-103) se reduce a:

ds?y &~ (14 eAgo + €02 Ag5 — 2e6Ao3) Adt? — dr® — r2d6? — r? sin? 6d¢> 5-106
1)
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Limite de bajas rotaciones: En el limite de bajas rotaciones, conservamos términos a primer orden en 9,
pero despreciamos los de orden 02, €2, €§ y superior. Entonces, (5-103) se reduce a:

ds%l) ~ (14 €Aqg) 2dt? — (1 —eAqp) dr? — (1 — eAg2) r2dO? — (1 — eAszs) 72 sin? 0dp? + 2eAg3r sin Oedtded

(5-107)
Limite ¢ —> 0: En el limite e — 0, (5-102) y (5-103) se reducen a (5-97) y
ds(yy = Pdt* — dr® — r?df® — r® sin® 0dg? (5-108)
respectivamente.
Ahora, consideremos el elemento de linea de Einstein-Ehrenfest (5-6)
ds* = (¢® = r’w?) dt* — dr® — r*df® — 2r>wdtdd (5-109)

En la subseccién 5.1.2 se mostré que el término r2w?/c? se interpreta como un potencial gravitacional
newtoniano ®, mediante la relacién (5-24)

b, =d, = —wr?/2=—-GM/r (5-110)

A partir de ésto, podemos escribir el término con 72w del elemento de linea (5-6) como

2
wrf=———=—=0,=x-0, (5-111)
w

con x una constante. Por el PEE, y por lo visto en la seccién 5.2, esta misma propiedad la debe tener un
“campo” gravitacional débil estacionario axialmente simétrico, ésto es, el término con 2eAg3r sinfc en el
elemento de linea (5-107) se puede escribir como (6 = 7/2)

2eAgzer = K - &y, (5-112)

con K una constante. Consideremos el limite de “campo” débil y bajas rotaciones de la métrica de Kerr en
coordenadas esféricas y = 7/2 (| ], p. 347)
2GM 2GM 4GJ

ds* =c* (1 - dt* — 1+ (dr* 4+ r*d¢?) + ——dodt, (5-113)
c2r 2r Ar

donde J = Mac es el momento angular del cuerpo que produce gravedad, M su masa y a una constante.
Identificando el coeficiente de dgdt de esta ultima ecuacién con (5-112), tenemos

4GJ

c3r

= 26A0367" =K- q)g, (5—114)

de la cual facilmente obtenemos
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4J
K = ——— -11
Mc? (5-115)
J a
- = — 5-116
¢ Mer T ( )
2® 2GM
A = 9 _"-" -11

Vemos entonces que la relacién (5-112) es consistente con el limite de campo débil de la teoria de la Relati-
vidad General.

Por otro lado, los coeficientes 1 — €A1, 1 — €Aga, vy 1 — €Ass del elemento de linea (5-107) los podemos
identificar con los respectivos coeficientes 1+ ngTw del elemento de linea asociado al limite de “campo” débil
y bajas rotaciones de la métrica de Kerr en coordenadas esféricas y § = 7/2 (5-113), siempre y cuando se

cumpla que

2GM

6A11 = €A22 = €A33 = — >
cr

(5-118)

Bajo estas condiciones, se puede ver que el elemento de linea (5-113) es un caso particular de la perturbacién
a primer orden de la métrica de Einstein-Ehrenfest en el limite de bajas rotaciones (5-107).

5.4. Interpretacién gravitacional de las definiciones de tiempo fisico
dt* y longitud fisica dl*

La ecuacién (4-95) nos muestra la relacién entre simultaneidad sobre el sistema rotante K y simultaneidad
sobre el sistema inercial (no-rotante) X. Esta relacién tiene el siguiente andlogo gravitacional:

2 2\ 1/2 2
dt* = (1 e ) [dt - W‘w} . (5-119)
C

c2 2 w22

La ecuacién (5-119) expresa la relacién entre simultaneidad sobre el campo gravitacional estacionario con
simetria axial y simultaneidad sobre el sistema inercial en ausencia de todo campo gravitacional.

Por otro lado, la ecuacién (4-93)nos da la nocién de longitud fisica, la cual se construye a partir del con-
cepto fisico de simultaneidad (con respecto al tiempo fisico dt*). Esta relacién tiene el siguiente andlogo
gravitacional:

r2d6?

A =dr* + ——
T 1—w?r2/c?

(5-120)

La ecuacién (5-120) relaciona la longitud fisica dI* de, por ejemplo una varilla, medida por un observador
en reposo en la presencia de un “campo” gravitacional estacionario con simetria axial, con la longitud fisica
dl = v/dr? + r2df? de la misma varilla, medida por un observador inercial en ausencia de gravitacion.

Hemos visto (ecuacién (4-94)) que el tiempo fisico y la longitud fisica son tales que el elemento de linea ds?
es localmante Lorentziano

dS%O) = Czdt*2 — dl*2 (5_121)
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Procederemos ahora a generalizar las definiciones de tiempo fisico y longitud fisica. Debido al PRG, un
observador con aceleracién arbitraria debe también medir sus intervalos espaciales dl* y temporales dt* de
tal forma que su elemento de linea d520 es localmante Lorentziano. Consideremos un sistema de coordenadas

arbitrario en un espacio-tiempo seudoeuclideo (| ], p. 48):

ds%o) =y datds”, p,v=0,1,2,3, (5-122)
donde z° = ct, z!, 2%, 2® son coordenadas espaciales y 7,, es el tensor métrico. La expresién (5-122) se
puede escribir como ([ ], p-49):

ds?o) = Pypodt? + 2cy;dxtdt + %jdxidxj, 1,7 =1,2,3 (5-123)

Completando cuadrados en esta tltima expresion, se obtiene

2o 2
da YoiY0; i g g
ds?, = ¢ | \/oodt + L ] - {— i L0005 | i g 5-124

© Yot e Ao 75T 0 (5-124)

Como ds%o) debe ser localmente Lorentziano, entonces, se definen el tiempo fisico dt* y la longitud fisica
€omo:

ida'
dt* = \/’}/oodt—F% (5—125)
di** = kyda'ds?, (5-126)

donde se ha introducido el nuevo tensor

Y0iY05

5-127
“Yoo ( )

Kij = —%Yij +

El PEE proporciona un cardcter gravitacional a el elemento de linea (5-124), el cual lo podemos escribir en
términos de las componentes métricas g, que aparecen en (5-5) como:

12
sz’ 90i90; o
ds? = 2 {,/ dt + 90} — [— 4+ L datda? 5-128

900 ¢\/900 94 goo ( )

y se definen entonces el tiempo fisico dt* y la longitud fisica como:

. goida'
dt* = goodt + 2L 5-129
Joo cy/goo ( )
= [—gij+goigoj}dxidxj, (5-130)
goo

Nétese que estas expresiones tienen la misma forma que las definiciones (5-119) y (5-120). Si el “campo”
gravitacional es estacionario, por lo menos dos de los coeficientes gp; son distintos de cero, y estas compo-
nentes son las responsables del efecto Sagnac en un “campo” gravitacional estacionario axialmente simétrico

(I l, p. 6).



Capitulo

Aplicaciones

En el presente capitulo se desarrolla el estudio de algunas propiedades adicionales de los campos gravitacio-
nales estacionarios axialmente simétricos y los sistemas de referencia rotantes, como el efecto Lense-Thirring,
el efecto Sagnac y la desviacién geodésica.

6.1. El efecto Lense-Thirring

A continuacién vamos a deducir el efecto Lense-Thirring a partir del tensor métrico para la aproximacién de
campo débil

Guv = Nuv + h,uy (6_1)

donde los h,, = €A, representan perturbaciones muy pequenas, independientes del tiempo, las cuales son
debidas a la presencia de un cuerpo que produce gravedad, y que tienden a cero muy lejos del cuerpo.

Supongamos ahora un giroscopio que se mueve a lo largo de una geodésica A como de tiempo, de modo que
su 4-velocidad U (7) satisface la condicién de transporte paralelo

du® o y
V(’))\U = ? +I /LVUMU =0 (6—2)
Supongamos que el espin del giroscopio se puede describir mediante un 4-vector S(7) a lo largo de su

geodésica, tal que

S -U=gus'u” =0 (6-3)

Como el 4-vector velocidad U del giroscopio es transportado paralelamente a lo largo de su geodésica, para
asegurar que el producto interno se conserve a lo largo de todos los puntos de su linea de mundo, se requiere
que S (7) también sea transportado paralelamente a lo largo de su geodésica. Luego, sus componentes deben
satisfacer

d «
VoS = ;—T + 19, 8" =0 (6-4)
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En la aproximacién de campo débil, los simbolos de Christoffel de segundo tipo resultan ser

a 1 ao
I, = 2" (hopw + hvoy — huv,o) (5)

De la cual obtenemos

1

Ik, = -3 (hok,i — hoi,k) (6-6)
1
Ty = =5 Ui + ki = hijk) (6-7)
Y, = 0 (6-8)
1
r'%, hoo,; (6-9)
1
l—‘Oij = 5 (hOz,j + hjo, z) (6—10)
1
I = §h00,k (6-11)
Reemplazando estos coeficientes en las ecuaciones (6-4), tenemos
1. Paraa =0
ds®
df + hoo S 07 + hoo ;8" 140 + = (h()l] + hjo z) stu? = 0 (6—12)

2. Paraa=k=1,2,3

d 1
i + hoo kS uo

1 1 o
P 2 (hok,j hoj7 )S W — 5 (hok i hoz k) sl — = (hkz,J + h]k i — hz’j,k) s'u? =0

(6-13)

Vamos a suponer que el giroscopio cae con una velocidad no-relativista (u’/c ~ 0 y u® ~ 1), entonces, las
ecuaciones (6-12) y (6-13) se reducen a

ds® 1
h i ~ 0 6-14
dT 00, s' ( )
dsk 1 1 .
—— + zhooks” = = (hok,i — hoik)s' = 0 (6-15)
dr 2 2

Consideremos el caso particular, que el giroscopio cae a lo largo del eje z (Véase figura 6-1), de modo que
U y S conservan su forma a lo largo de la geodésica; y que ademads, inicialmente el 4-vector velocidad U y el
4-vector de espin S del giroscopio en coordenadas cartesianas tienen la forma

Uz(ut,0,0,uz) y S=(0,s%sY,0) (6-16)

Entonces, las ecuaciones (6-14) y (6-15) se reducen a

ds® 1 -
73 (hok,i — hoi k) s (6-17)
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[

Figura 6-1.: Un giroscopo (circulo sélido) cayendo a lo largo del eje de rotacién de un cuerpo rotante

[ I

Si definimos el 3-vector /Yg como A; := hY%, la ecuacién (6-17) la podemos escribir en forma vectorial como

mgix (Y2 4) (6-18)

—

Si tomamos B, =V x A, el “campo” gravito-magnético definido en la ecuacién (5-94), tenemos que

7= (7 B) 1)

Este es el llamado efecto Lense-Thirring, el cual nos indica que los coeficientes no nulos go; del tensor métrico,
van a inducir un efecto de precesién sobre el giroscopio con espin s. Entonces, § precesa con una velocidad
angular ([ ], p. 397)

1)~
Qur = —3 ’Bg‘ (6-20)

Nétese que si el giroscopio tiene espin cero (5= 0), entonces, éste no va a experimentar el efecto de precesién.

En el caso particular del limite de “campo” débil y bajas rotaciones de la métrica de Kerr (] 1,
p. 347)

2GM 2GM 4
ds? = (1 — ¢ > — 1+ ¢ (dr? 4+ r2do® + r* sin® 0d¢*) + 467 sin? fdgdt, (6-21)
c2r c3r c3r
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y considerando que la velocidad de caida libre del giroscopio es no-relativista, la relacién (6-19) se reduce a

ds® 2GJ Y dsY 2GJ

z (6-22)

i R e
con J el momento angular del cuerpo que produce gravedad. Y a una altura z, la velocidad angular de
precesion resulta ([ |, p. 349)
2GJ
QLT = % (6—23)

Se concluye que el giroscopio precesa en la misma direccién que lo hace el cuerpo rotante con momento
angular J.

El efecto Lense-Thirring no sélo implica la precesion de los giroscopios en caida libre, sino que también
implica que los sistemas inerciales estdn rotando con respecto al infinito. Para ver ésto, consideremos un
observador O que se mueve a lo largo de una geodésica A como de tiempo, con 4-velocidad U (7). Como este
observador estd en caida libre, por el PEE, este debe ser equivalente a un observador inercial en ausencia de
gravitacién. Asi que, cualquier 4-vector X (7) que represente las coordenadas espacio-temporales, relativas a
O, de un evento cualquiera F, deben ser transportadas paralelamente a lo largo de la geodésica. Luego, sus
componentes deben satisfacer

Vo, X = do? +1I9%, 2"u” =0 (6-24)
o cdr my ’

de tal forma que el producto interno X-U = g, " u" se conserve a lo largo de todos los puntos de su linea de

mundo. Supongamos ademas que la velocidad de caida libre de dicho observador es no-relativista (u’/c ~ 0y

u? =~ 1). Calculando los sfmbolos de Christoffel de segundo tipo para la aproximacién de campo débil, como

lo hicimos anteriormente, y sustituyendo estas en la condicién de transporte paralelo (6-24), tenemos

dt 1 .

% + éhOO,ixl ~ 0 (6'25)
dzF 1 1 ,
E —+ §h007k1'0 — 5 (hOk,i — h()i,k) .TZ ~ 0 (6—26)

. . . o1 28 .
Teniendo en cuenta que en la aproximacion de campo débil =32 = hgo. Entonces, estas relaciones las podemos
escribir en forma vectorial como

dt 1, =

2 N —IP.VP 6-27
dr cx Ve ( )
dr - 1., - -

T~ VO, + F X (Vx 4,) (6-28)
donde definimos el 3-vector /Yg €Oomo A; = % Si consideramos el conjunto de los 4-vectores X que re-

presentan eventos en reposo Ej respecto a O, el segundo término de la ecuacién (6-28) nos indica que los
vectores posicién espaciales Z (los cuales indican la posicién de los eventos Ey relativos al infinito) estdn
rotando con velocidad angular

(6-29)

1= 1= -
QLT:—i‘Bg :—ileAg

respecto al infinito. Por lo tanto, los sistemas inerciales rotan con respecto al infinito si las componentes go;
no son nulas. Ademads esta rotacién se da en la direccién de rotacién del cuerpo que produce gravedad.



88 6 Aplicaciones

6.2. El efecto Sagnac desde un punto de vista relativista

El interferometro de Sagnac consiste de un laser en uno o mas de sus brazos, una serie de espejos, una placa
semi-transparente y un detector, el cual es puesto a rotar alrededor de un eje perpendicular que pasa a través
de su centro (Véase figura 6-2). El ldser S emite un haz de luz que incide sobre un placa semi-transparente
A, la cual divide el haz en dos partes. Una parte atraviesa la placa y alcanza un espejo D, donde es reflejado
un angulo de 90° hacia un espejo C, el cual lo refleja un dngulo de 90° hacia un espejo B, el cual lo refleja
de nuevo un angulo de 90° hacia la placa A, y lo refleja finalmente un angulo de 90° hasta llegar a un
detector T'. La otra parte del haz original es reflejado un angulo de 90 ° hacia el espejo B, y recorre el camino
opuesto del primer haz hasta llegar de nuevo hacia la placa A, y se refleja finalmente un dngulo de 90°
hasta llegar al detector T'. Debido a la rotacién del interferémetro, se acorta el camino tomado por el primer
haz en comparacion con el del segundo haz. Como resultado de ésto, T detecta un corrimiento de franjas
proporcional a la velocidad angular de rotacién w.

La placa A y los espejos se mueven con una velocidad tangencial v = Rw, donde R es la mitad de la diagonal
del cuadrado. Debido a las distintas longitudes de los caminos seguidos seguidos por los dos haces, usando
un razonamiento cldsico, se encuentra que la diferencia de tiempos totales que le toma a los haces recorrer
todo el cuadrado es | ]

4
At = ./lw; para Rw << ¢ (6-30)
c

donde A = 2R? es el drea del cuadrado. Sea el periodo de la luz monocromética usada, 7 = \/c; entonces,
el desplazamiento fraccional de las franjas, dado por AN = At/7, es | ]

 4Aw

AN
cA

(6-31)

La primera comprobacién experimental de este resultado fue realizada por Georges Sagnac en 1913 |
|, utilizando el interferémetro anteriormente descrito. Michelson y Gale | ,
] usaron este método para determinar la velocidad angular de la Tierra.

A continuacién, daremos un tratamiento relativista a este experimento, para obtener, en un limite de bajas
rotaciones (Rw << ¢) el mismo resultado (6-30). Por simplicidad en los célculos, vamos a realizar nuestro
analisis, suponiendo que el interferémetro se dispone en una serie de espejos a lo largo de una trayectoria
poligonal, la cual en el limite se convierte en un circulo de radio coordenado R, y también suponiendo que
el laser S coincide con el detector T'. Teniendo en cuenta ésto, desde el sistema de referencia del laboratorio
(el sistema no-rotante), el haz de luz sigue la geodésica nula

ds® = c*dt? — R*d#* =0 (6-32)

Debido a la rotacién del interferémetro, el elemento de circunferencia Rd#’ recorrido por el haz de luz sobre
el sistema rotante estd relacionado con el elemento de circunferencia Rdf recorrido por el haz de luz sobre
el sistema de referencia del laboratorio mediante

Rdf = Rd#' + Ruwdt* (6-33)

donde el signo superior estd asociado al haz de luz en la direccién de la rotacion, y el signo inferior, asociado
al haz de luz en la direccién opuesta.
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Figura 6-2.: El interferémetro de Sagnac rotante | ]

Esta relacién también se puede ver mediante las transformaciones (4-55), (4-56) y (4-57) entre las coordenadas
polares (¢, r,6) del observador inercial O (en el sistema del laboratorio) y sus coordenadas polares “rotantes”

(0,70, 65) -

Resolviendo (6-32) para dt y teniendo en cuenta (6-33) obtenemos

_ Rd6}y + Rwdt*

+
-34
dt c (6-34)
Luego,
Rd6;
+ _ 0 -
dt™ = T Ro (6-35)

Integrando esta ecuacion a lo largo de toda la circunferencia de radio R en el sistema rotante, obtenemos los
tiempos totales tT y t~ que le toman a los haces de luz ir en la direccién de la rotacién, y en la direccién
opuesta, resultan respectivamente

2R
tht = p— (6-36)
_ 2R
b= c+ Rw (6-37)

Entonces, la diferencia de tiempos totales de recorrido de los haces de luz, medidos en el sistema del labo-
ratorio, resulta

2R 2R drR%w 4 Aw
At=tt -t = — = = 6-38
c—Rw c¢c+Rw 2—Rw? c2—- R2w?’ ( )
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donde A = mR? es el rea de la circunferencia de radio R. Y el desplazamiento fraccional de las franjas
resulta

At 4Aw
AN = 7 e(1— R%w?/c?) (6-39)

Obsérvese que, para Rw << ¢ volvemos a obtener los resultados (6-30) y (6-31).

Debido al PCG, este anélisis también se puede hacer, comenzando con el elemento de linea en (6-32) expresado
en las coordenadas polares “rotantes” (tg,r(,6)

ds® = (¢ — R*w?) dt'§ — R*d0'} — 2wR*db)dt), = 0 (6-40)
Resolviendo (6-40) para dt(,, obtenemos
(¢ £ Rw) Rdb)

2 _ R2u,2

Integrando esta ecuacién a lo largo de toda la circunferencia de radio R en el sistema rotante, obtenemos los
tiempos totales t'{ y #'; que le toman a los haces de luz ir en la direccién de la rotacién, y en la direccién

dt's = (6-41)

opuesta, resultan respectivamente

27R (¢ + Rw)
+
ty = S (6-42)
_ 2R (¢ — Rw)
Yo = o e (6-43)

Entonces, la diferencia de tiempos totales de recorrido de los haces de luz, medidos por el observador en el
eje de rotacién, resulta

21R(c+ Rw) 21R(c—Rw)  47Rw _  4Aw (6-44)

Aty =t'§ -ty =
0 0 0 2 — R2w,2 2 — R2w2 2 — R2w2 2 — R2,2

donde A = mR? es el drea de la circunferencia de radio R. Como el tiempo At{, marcado por el reloj en el
eje de rotacion es el mismo que para el observador en el sistema del laboratorio At, entonces, tenemos

4 Aw

Esta es la misma ecuacién (6-38), la cual, para Rw << ¢ volvemos a obtener el resultado (6-30).

Para un reloj local en la posicién del detector 7', la diferencia de tiempos totales de recorrido de los haces
de luz esta dada por (| ], p-130)

R*w? 4Aw
2 2/1- Rw?/3

Y el desplazamiento fraccional de las franjas resulta

At = Aty /1 — (6-46)

At Aty/1—R%w?/c? At 4Aw
AN’ = = =— = = AN -4
- IR 7 oMl — R2w?/c2) (6-47)
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Estos resultados confirman la afirmacién que el Postulado de la constancia de la velocidad de la luz sélo
tiene validez local, més no global. Vemos entonces que es més apropiado utilizar la velocidad coordenada
que la velocidad fisica de la luz para describir su movimiento a lo largo de distancias finitas sobre el sistema
rotante, en cambio, resulta mas apropiado utilizar la velocidad fisica de la luz para describir su movimiento a
lo largo de distancias infinitesimales, ya que la velocidad coordenada y la velocidad fisica de la luz coinciden
aproximadamente en la localidad.

Debido al PEE, esta propiedad también debe ser observada en cualquier espacio-tiempo estacionario por un
observador local T, que efectia un experimento similar al descrito anteriormente (para més detalles, véase

[ ], §2, p. 6).
El efecto Sagnac tiene multiples aplicaciones: por ejemplo en el Sistema de Posicionamiento Global (GPS)
[ ].Como un método para determinar la velocidad angular de la Tierra | |. También

se utiliza en el sistema de navegacion inercial, en el cual se emplean giroscopios de anillo ldser. Dos haces
laser recorren el giroscopio en direcciones opuestas; debido al efecto Sagnac, se puede determinar rotaciones
del giroscopio en una u otra direccién [ ].

6.3. Desviacion geodésica y curvatura

En un espacio plano, dos geodésicas se acercan o se alejan a una tasa constante, ya que éstas representan
las trayectorias de particulas libres, las cuales se mueven con velocidad relativa constante. En esta seccion,
se mostrard que una de las propiedades importantes de la curvatura de un espacio de Riemann es que las
geodésicas se acercan o se alejan a una tasa no constante.

En efecto, considere dos geodésicas cercanas, C dada por #® () y C dada por Z%()), y A es un pardmetro
afin, sean £~ () las componentes de un pequeno “vector” (con el mismos pardmetro A) conectando los puntos
de las dos geodésicas (Figura 6-3), esto es

(N =z (A +E7 () (6-48)

Se supondrd, sin pérdida de generalidad, que, para un valor arbitrario de A, el vector £* (\) conecta un punto
arbitrario P en C con un punto @ en C. Entonces, las ecuaciones de las dos geodésicas resultan:

>z dx* dx”

4T (P) == = 4
oz e (D) 0 (6-49)
dze dz* dzv

oz Tl @3ray = 0 (6-50)

a
nv

Se expanden los coeficientes de la conexién I'?, , en serie de Taylor alrededor de P, conservando los términos

a primer orden en £%, y despreciando los de orden superior:
PO;LV (Q) ~ Fa,uu (P) + FO;LV,U (P) 50 (6_51)
Reemplazando esta expresién en (6-50), y teniendo en cuenta (6-48), se tiene

dQIa N d2£a
dN\2 d\2

dzi der\ [dav  dev
+ (09, (P) + 19,5 (P)€°) <;A + di) < dzA + di) ~0 (6-52)
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x4 (u)

£ (u) x(w)

Figura 6-3.: Dos geodésicas vecinas | ].

Simplificando y conservando términos hasta primer orden en £%, se obtiene

d?z®  d%ee dxt dx¥ dxt df” dxt dx¥
— 41, — & — 7 ~ 6-53
A2 * dX? T dx dA B dA d)\ s AN dA (6-53)
Restando lado a lado la ecuacién (6-53) menos la ecuacién (6-49), se tiene
d?¢ dxt d§” dxt dx¥
~ =2 —— —— 7 -54
A2 g\ dA L dA dX (6-54)

Teniendo en cuenta la definicién de derivada de un campo vectorial A% a lo largo de una curva C con
pardmetro A (Véase Apéndice A):

DAO‘ daP dA® dx?

— re A« 6-55
Doy T T e AT (6-55)
y derivando dos veces £ utilizando esta tdltima derivada, se obtiene
D¢ d%e> re gudx” dx? 4 oo dzt dg” e Md%" I dx? dx” (6-56)
DX2  d\? BT g\ d Y dX dA BY>dN\2 v "’5 dX dX

ey .7 Yo 7’ . 2 S 7’ . .’ .
Utilizando la ecuacién de las geodésicas para el término con dd%, esta iltima ecuacién se convierte en

D2¢« d2§°‘ dx¥ dzx° dxt dg¥ dz dx® dx® dz¥
= " are, ——— —-I¢ H— I Y — 6-57
Dxz = e et g MOAN A P [ axax T Mt d\ d\ (6-57)
Reemplazando la ecuacién (6-54) en la ecuacién (6-57), se obtiene
D2¢e dx¥ dx° dx” dz®
=—(I%,,—T°9 re,re —re e —— = B— 6-58
D)2 ( Vo, pJ/O'+ B of3 )€ d\ d\ 1/0';;5 d\ d)\ ( )
donde los Rj;, son las componentes del tensor de Riemann. Como las componentes de dicho tensor son
anti-simétricas en sus tltimos par de indices, se obtiene finalmente que | ]
D2¢« dx¥ dx®
=S w2 .
D)? oot d\ d\ (6-59)
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La ecuacién (6-59) es la ecuacion de desviacion geodésico. En el caso que Ry, = 0, la ecuacién de desvio
geodésico se reduce a D?¢*/DA? = d?¢®/d)\? = 0, de donde &% (\) = A\ + B®, con A“ y B* constantes.
En este caso, las geodésicas se acercan o se alejan dependiendo del signo de A%, y permanecen paralelas, si

A* = 0, como era de esperarse.

La ecuacién de desvio geodésico (6-59) es similar a la ecuacién que describe el efecto de las fuerzas de marea
gravitacionales en gravedad Newtoniana

42 9%, \ .
= (o) ¢ 2

donde ¢! = ' — Z* son las componentes del vector separacién de dos particulas cercanas con trayectorias
2t (t) y 28 (t) (i = 1,2,3), respectivamente en coordenadas cartesianas, y ®, es el potencial gravitacional
Newtoniano | ].

Entonces, una forma en la que la gravitacién se manifiesta es en el efecto de desviacién geodésica.

Regresando a la ecuacién (6-59), considere el caso particular de usar coordenadas geodésicas alrededor de
«

Qv
coordenadas, la ecuacién (6-57) se reduce a

P, luego los coeficientes de la conexion I'?,, se anulan en P, pero sus derivadas no se anulan alli. En estas

D2§a d2€a dz? dx°

_ po endr” 6-61
Dxz = axe T et g (6-61)
y la ecuacién de desvio geodésico (6-59) se reduce a
D%*¢« o o dz” dx°
D)2 = ( pv,o ua,u) gua A\ (6_62)

en P. De estas dos ultimas ecuaciones se desprende que el PEE sélo es aplicable en el punto P, es decir, en el
limite £ — 0, puesto que un observador Op en P que use coordenadas geodésicas, por el PEE, es equivalente
a un observador inercial en ausencia de gravedad. Luego, sus geodésicas vecinas no deben experimentar el
efecto de desviacién geodésica. Pero éste requerimiento sélo se satisface cuando todos los £* son cero, es
decir, en el punto P.

En el caso de la aproximacion de “campo” débil, estudiada en el capitulo anterior, el tensor métrico es de la
forma

Guv = Nuv + h,uu (6—63)

con h,, = €A, pequeiias perturbaciones del tensor métrico de Minkowski 7, las cuales son debidas a la
gravitacién. Las componentes del tensor de Riemann en la aproximacién de “campo” débil resultaron (Véase
ecuacion (5-53))

RC:/HJ ~ FO;LV,U - Faya,;ﬂ (6_64)

debido a que las conexiones métricas I',, resultan, en este caso, del orden de ¢, y se desprecian potencias de
éste de orden 2 o superior. Considere ahora, dos geodésicas vecinas tales que £# = JA#, con & > 0 del mismo
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orden de e. Bajo esta aproximacion, se conservan los términos a primer orden en € y § y despreciamos los
términos de orden €2, 2, €§ y superior. Entonces, la ecuacién (6-57) se reduce a

D2§a d?ga

= 6-65
D)2 dN? ( )
Luego, la ecuacién de desvio geodésico (6-59) se reduce a
d2£o¢

~ 6-66
e (6-66)

Esto es, en aproximaciéon de “campo” débil, para geodésicas lo suficientemente cercanas, no es apreciable el
efecto de desviacion geodésica. Entonces, para un observador en caida libre en la presencia de un “campo”
gravitacional débil, las geodésicas lo suficientemente cercanas no deben experimentar el efecto de desviacion
geodésica, y por tanto, en vecindades lo suficientemente cercanas a este observador, debe ser aplicable el
principio de equivalencia.



Capitulo

Conclusiones y Recomendaciones

7.1. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se estudiaron las propiedades métricas de los sistemas rotantes de una forma
consistente y libre de ambigiiedades, mediante la introduccién de una estructura axiomatica, en el Capitulo
2, y un conjunto de definiciones relacionadas con los sistemas inerciales y los sistemas rotantes, en el Capitulo
3.

Se muestra entonces, la importancia del estudio de las propiedades métricas de los sistemas rotantes para el
estudio de las respectivas propiedades métricas del espacio-tiempo en la presencia de materia. Esto llevarfa
a comprender e interpretar mas facilmente las soluciones de tipo estacionario de las ecuaciones de campo de
Einstein.

Para estudiar todas las propiedades métricas del espacio-tiempo asociado a un observador rotante arbitrario,
en el Capitulo 4 se calculé el tensor métrico asociado a dicho observador a partir de su estado de movimiento,
donde se observa principalmente la desincronizacion de los relojes locales sobre el sistema rotante K, salvo
la posibilidad de que cada observador fijo sobre K, pueda “sincronizar” todos sus relojes en reposo relativo
lo suficientemente cercanos a él. Esta propiedad implica la dilatacién temporal y el efecto de corrimiento
al rojo-azul de las senales de luz sobre K. El concepto de simultaneidad sobre K resulta ser entonces de
caracter relativo a cada observador, lo cual conduce a que la forma como un observador fijo sobre K mide
intervalos espaciales y temporales debe ser de caracter local, para que éstos correspondan a magnitudes
fisicas que dicho observador pueda medir, es decir, de tal forma que el elemento de linea espacio-temporal
sea localmente Lorentziano. Esto implica que dichos intervalos espaciales y temporales se transformen entre
un observador no-rotante y uno rotante como una transformacién de Lorentz local.

A partir de estas propiedades de medicién, se muestra que la geometria espacial sobre el sistema rotante debe
ser no-euclidiana, con curvatura negativa, aunque la geometria espacio-temporal sobre el sistema rotante sea
plana, mas no por ésto, minkowskiana.

En el mismo Capitulo, se efectud el calculo de las geodésicas temporales, el cual condujo a que sus ecuaciones
coinciden con las de la mecdnica cldsica | | para el movimiento de particulas libres en un
sistema rotante, de lo cual se concluye, siguiendo a Adler | ], que la ecuacién de la geodésica para
la particula libre es equivalente a la ecuacién de movimiento cldsica de una particula en un sistema rotante.
Mediante el calculo de las geodésicas nulas sobre el sistema rotante K, se concluyd que la trayectoria de
un rayo de luz se curva sobre K debido a su rotacién. Debido al PEE, esta propiedad la debe compartir
localmente la luz en la presencia de gravitacién. Adicionalmente, se obtiene que, sobre el sistema rotante, ya
no es aplicable el principio de reversibilidad de la 6ptica | , ].
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Al efectuar el célculo de los vectores de Killing para el observador “rotante” en el origen, éstos coinciden
con los vectores de Killing asociados a un observador inercial. Pero para un observador rotante arbitrario,
con radio coordenado de rotacién R # 0, se obtiene un solo vector de Killing, el cual es como de tiempo. Al
comparar éste con el vector de Killing como de tiempo asociado al observador inercial, se obtiene que el vector
de Killing como de tiempo asociado al observador rotante con R # 0, visto por el observador en el origen,
no es un vector estacionario [ ]. Se obtiene ademds que, a cada observador rotante
arbitrario con R # 0 le corresponde un vector de Killing como de tiempo diferente. Lo contrario ocurre en un
sistema inercial X, donde los vectores de Killing asociados a todos los observadores de ¥ coinciden, debido
a la posibilidad de sincronizar globalmente todos los relojes de un sistema inercial.

El estudio de los conos de luz, asociados a los observadores fijos sobre el sistema rotante, permite concluir
que la estructura causal del espacio-tiempo asociado a un observador rotante es un concepto relativo.

Los resultados obtenidos de los célculos de la velocidad fisica y la velocidad coordenada de la luz, y haciendo
un estudio completo de la cinematica de mdviles sobre el sistema rotante K, hacen manifiesta la diferencia
conceptual entre velocidad fisica y velocidad coordenada, a diferencia de los sistemas inerciales, en los
cuales, operacionalmente, no hay diferencias entre estos dos conceptos. Como caso particular, se estudia el
movimiento de fotones en el vacio, de donde se obtiene cuantitativamente el efecto Sagnac.

En el Capitulo 5 fueron estudiadas las propiedades de un campo gravitacional estacionario axialmente simétri-
co a partir de las propiedades de un sistema de referencia uniformemente rotante, como un caso particular.
El PEE nos permitié entonces hacer una comparacion entre las propiedades métricas del espacio-tiempo aso-
ciado a un observador rotante arbitrario, con las propiedades métricas del espacio-tiempo en la presencia de
materia. La principal consecuencia de ésto es que todas las propiedades métricas, estudiadas en el Capitulo
4, deben ser compartidas por cualquier campo gravitacional estacionario axialmente simétrico, en particular,
la dilatacion temporal y el efecto de corrimiento al rojo-azul de las senales de luz en la presencia de tal
campo gravitacional, lo cual motivé a afirmar que la gravitacién se debe manifestar como la curvatura del
espacio-tiempo.

En el mismo Capitulo, se estudié una conexion entre los efectos de los campos de fuerzas centrifugas y de
Coriolis con los efectos de un campo gravitacional débil estacionario axialmente simétrico, mediante el cdlculo,
siguiendo el método de Adler-Bazin-Schiffer | ], de la ecuacién de la geodésica para una particula
libre en dicho campo gravitacional. Por el PEE, dicha ecuacién geodésica resulta ser localmente equivalente
a la ecuaciéon de la geodésica de una particula libre sobre un sistema rotante. Esto implica entonces que los
efectos de las fuerzas centrifugas y de Coriolis en sistemas rotantes los podemos interpretar localmente como
la presencia de un campo gravitacional débil estacionario axialmente simétrico. Adicionalmente, la ecuacién
de la geodésica para una particula libre en dicho campo gravitacional resulta idéntica a la ecuacién de la
Fuerza de Lorentz Gravitacional ([ ], p. 492).

Por medio de una perturbaciéon a primer orden a la métrica de Einstein-Ehrenfest, siguiendo el método
de Adler-Bazin-Schiffer | ], se logrd, efectivamente escribir el elemento de linea resultante de la
misma forma que el elemento de linea en el limite de campo débil y bajas rotaciones de la métrica de Kerr
en coordenadas esféricas. Es mads, éste ultimo es un caso particular de la perturbacién a primer orden de la
métrica de Einstein-Ehrenfest.

Al final del Capitulo 5, se extendid la definicién de los intervalos de tiempo fisico y longitud fisica, introducidos
en los Capitulos 2 y 4 a observadores con aceleracién arbitraria, y por el PEE, se les dio una interpretaciéon
gravitacional.

En el Capitulo 6 se estudiaron algunas propiedades adicionales de los campos gravitacionales estacionarios
axialmente simétricos y los sistemas de referencia rotantes, como el efecto Lense-Thirring, el efecto Sagnac y
la desviacién geodésica. El efecto Lense-Thirring se calculé para el caso de un campo gravitacional débil, y
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se mostré que en un campo gravitacional estacionario axialmente simétrico no sélo se presenta la precesion
de los giroscopios en caida libre, sino que también los sistemas inerciales rotan con respecto a un observador
asintotico.

En la seccién 6.2, mediante el estudio del efecto Sagnac de forma relativista, se confirma que el Postulado de
la constancia de la velocidad de la luz sélo tiene validez local méas no global. Se concluye que es méas apropiado
utilizar la velocidad coordenada que la velocidad fisica de la luz para describir su movimiento a lo largo de
distancias finitas sobre el sistema rotante, en cambio, resulta mas apropiado utilizar la velocidad fisica de la
luz para describir su movimiento a lo largo de distancias infinitesimales, ya que la velocidad coordenada y la
velocidad fisica de la luz coinciden aprozimadamente en la localidad. Debido al PEE, esta propiedad también
debe ser observada en cualquier espacio-tiempo estacionario axialmente simétrico ([ ], 82,
p. 6).

Al final del Capitulo 6 se llevé a cabo el estudio del efecto de la desviacién geodésica, y comparando éste con
el efecto de las fuerzas de marea en gravedad newtoniana, se concluye que el efecto de desviaciéon geodésica
es una manifestacion de la gravitacién. Adicionalmente se concluye que el PEE sélo es aplicable localmente.

7.2. Recomendaciones

Para extender el alcance del presente trabajo, es recomendable estudiar:

= La dindmica sobre sistemas rotantes, y contrastar estos resultados con los obtenidos mediante la Re-
latividad General.

» La influencia del efecto Lense-Thirring en la estructura galactica.

= La posibilidad de construir una transformacién de coordenadas rotacional entre la métrica de Kerr a
bajas rotaciones, construida en el Capitulo 6 y la métrica de Kerr | ], pero con
el sustento conceptual fisico del presente trabajo.



Apéndice

Relatividad General

A.1. Algunos conceptos de Geometria Diferencial

A continuacién, vamos a introducir algunos conceptos bésicos de la Geometria Diferencial.

A.1.1. Derivada de Lie

La derivada de Lie Lx de un tensor T*? con respecto a un campo vectorial X, se define como [

]:

T8 (&) = TP (2/)

aB . ¢ — Y af _ oy B _ B e _
LT : 6AhE>O N X70,T T*70,X T770,X, (A-1)
donde
2 =x%+ X" (x) (A-2)

es una transformaciéon puntual, que envia un punto P con coordenadas z®, al punto (), con coordenadas
' =z + IAX“ (x).
A.1.2. La métrica

Cualquier campo tensorial covariante simétrico de rango 2, g, () define una métrica. Una variedad, dotada
con una métrica se llama una Variedad Riemanniana | ]. La distancia o intervalo ds entre dos
puntos vecinos ¢ y x® + dz® es definida por

ds® = g, (z) dz*dx” (A-3)

Esta ecuacién también es conocida como el elemento de linea, y g,,,, también se conoce como la forma métrica
o primera forma fundamental | ]
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A.1.3. Geodésicas métricas

Las ecuaciones para una geodésica métrica temporal, estan dadas por | ]:

A2z a | dxt dz¥
it — A-4
ds? +{/w} ds ds 0 (A-4)
con
dx* dx¥
v :17 A-
Iu ds ds (A-5)

donde {a~y, 8} son los llamados simbolos de Christoffel de primer tipo los cuales estén definidos por |

_ 1 (0905 99y 09ya
{oy, B} = 2 (8:57 * ox>  0xP )’ (A-6)

Multiplicando por ¢#° y sumando sobre & se obtienen los simbolos de Chiristoffel de sequndo tipo definidos
por:

{0} o) e

ary

Las ecuaciones para una geodésica métrica nula, estdn dadas por | |:

A2z o | dx¥ dz¥
— — p— A._
d\2 {;w} dX\ d\ 0, (A-8)
con

dx* dx¥
9y an = (4-9)

donde estas curvas son parametrizadas por A, llamado pardmetro afin.

A.1.4. Conexién métrica o conexién de Levi-Civita

La conexion métrica o conexion de Levi-Civita se define como | ]:

1 89046 895 89 a
8 . B _ L ps vy 99y A-1
o {m} 29 \ e T 9ue ~ 0a0 (4-10)

Se sigue a partir de esta ecuacién que la conexién métrica es necesariamente simétrica respecto a los indices
covariantes, i.e.,

B —
e =1, (A-11)
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A.1.5. Derivada covariante
La derivada covariante de un vector X ® contravariante, se define como | ,
V, XY= X% = 0,X* + % X" (A-12)

Para las componentes covariantes se tiene [ ]:

VoXa = Xaip o= 0,Xo — T, Xg (A-13)

La derivada covariante a lo largo de una curva, parametrizada por A\, de un vector X<, se define como

[ J:

DX~ de®  dX® dz”
— = XYy——=—+4+T1° X A-14

DA S P W (A-14)
Un vector X se dice transportado paralelamente a lo largo de una curva, si se satisface [ |:
DX~

=0. A-15

Y como dz? /d\ es arbitrario, entonces, la derivada covariante de X< se anula, esto es:
Vo X*=0,X*+T% X =0 (A-16)
A.1.6. El tensor de curvatura
El tensor de curvatura o tensor de Riemann-Christoffel estd definido por [
R%.5 = 0,'%s — OsU'%, + T T'%s — %1%, (A-17)

donde FBM es la conexién métrica, definida por (A-10). Se sigue inmediatamente a partir de la definicién
que éste es anti-simétrico en su ultimo par de indices, esto es,

Bys = —R sy (A-18)

Como la conexién métrica es simétrica, se llega a la siguiente identidad

R(,]B'yé + Rcfgﬂ,y + Ro,ty(gﬁ = 0 (A-lg)

Bajando el primer indice de las componentes del tensor de curvatura, (A-17) también se puede escribir como:

Raﬁ"/é = a'yraﬁ5 - 85Faﬁ'y + Faa'yraﬁé - Faaﬁl—‘oﬂy7 (A_2O)

el cual es simétrico bajo el intercambio del primer y ltimo par de indices, esto es

Rapys = Rysap (A-21)
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El tensor de curvatura se puede utilizar para definir otros tensores importantes como el tensor de Ricci, el
cual es definido por la contraccién | ]:

Rog = R‘LUB = gopRanB, (A-22)

el cual es simétrico por (A-21). Una contraccién adicional define el escalar de curvatura o escalar de Ricci
R como:

R:=g¢*’Raz (A-23)

A.1.7. Vectores de Killing

Considere las componentes métricas g,,, relativas a alguna base coordenada dx®, y suponga que los g, son

independientes de las coordenadas =¥, entonces,
m
OxzK ( )

Esta relacién posee una interpretacién geométrica: Cualquier curva z® = ¢® (\) puede ser trasladada en la
direccién 2 por un corrimiento coordenado infinitesimal Az¥ = ¢ para formar una curva equivalente:

*=c¢*(\) paraa#K y z¥=cf\)+e (A-25)

La longitud de la curva original es [ |:

r- [ [gw (e () T4 T/QdA (A-26)
A1

Entonces, expandiendo g, en serie de Taylor alrededor de z® = ¢* ()), la curva desplazada tiene longitud

[ J:

L) - } {on oo+ L 2200 S (a-27)

1

Pero, el coeficiente de € en el integrando es cero. Por lo tanto, la longitud de la nueva curva es idéntica a la
de la original: dL/de = 0.
El vector

- d% _ (afK) (A-28)

provee una descripcion infinitesimal de estas “traslaciones” que preservan las longitudes. Este es llamado un
vector de Killing, y satisface la ecuacidn de Killing | , , |:

f,u;l/ + gu;u =0 (A—29)
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Esta es una condicién necesaria y suficiente sobre el vector £ para asegurar que todas las longitudes son
preservadas por traslaciones infinitesimales.

Por tanto, es suficiente establecer ésto en el sistema coordenado de (A-24). En tal sistema de coordenadas,
el campo vectorial, segin (A-28), tiene componentes | ]

g = ol (A-30)

A partir de la ecuacién de Killing (A-29) y de la ecuacién de la geodésica (A-4), se tiene un resultado
importante: En cualquier geometria dotada con una simetria descrita por un campo vectorial de Killing &,
el movimiento a lo largo de cualquier geodésica, deja constante el producto escalar del vector tangente X con
el vector de Killing | ]:

prx =X - £ = cte. (A-31)

A.1.8. Meétricas estacionarias

Se dice que una métrica es estacionaria, si ésta es independiente del tiempo. Pero ésto no significa que la
métrica no evolucione en el tiempo, sino que el tiempo no entra explicitamente en ella. Entonces, una métrica
es estacionaria, si existe un sistema de coordenadas especial, tal que

39W *
020

(A-32)

donde el simbolo = quiere decir que la igualdad se da bajo ese tipo de coordenadas especial; z° es la
coordenada temporal. Para garantizar que la solucién sea estacionaria, se necesita imponer que la condicién
(A-32) sea independiente de las coordenadas | ]. Si se define un campo vectorial

X 58 (A-33)
en el sistema de coordenadas especial, entonces la derivada de Lie del tensor métrico, resulta

Lxgu = X 9.0 + 9uoc X, + 9va X,
*

= 00 pv.o
= 9uv,0

=0 (A-34)

debido a que la métrica es estacionaria. Como Lxg,, se anula en un sistema de coordenadas, entonces se
anula en todos los sistemas de coordenadas, ya que éste es un tensor. Por tanto, X% es un campo vectorial
de Killing [ ]. Reciprocamente, dado un campo vectorial de Killing X*, existe un sistema de
coordenadas tal que sus componentes se escriben de la forma (A-33), luego

0= LXg}Ll/ = 9uv,0, (A'35)

y por tanto, la métrica es estacionaria. Se puede llegar entonces al siguiente resultado importante, el cual es
independiente de las coordenadas | ]

Un espacio-tiempo es estacionario si y solo si éste admite un campo vectorial de Killing temporal.
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A.1.9. Campos vectoriales ortogonales a las hipersuperficies

Considere la ecuacién de una familia de hipersuperficies dada por

fa®) =p (A-36)

donde diferentes miembros de la familia corresponden a diferentes valores de v y f es algin campo escalar
[ ]. Considere dos puntos vecinos P y @ con coordenadas (z%) y (xﬂ), respectivamente,
estando en alguna de las hipersuperficies S de dicha familia. Entonces, por la condicién (A-36) se debe tener,
expandiendo a primer orden en serie de Taylor, que

0

wo o= fx*+da¥) = f(zY)+ 8:5]:‘ dz® (A-37)
po= f(%)
de donde se obtiene que

of

2L dre® =0 A-38
dro *t ( )
en P | ]. Se puede escribir, equivalentemente esta ecuacién como
Nadr® = gasn’dz® =0, (A-39)

en P, donde se define el campo vectorial covariante n,, a la familia de hipersuperficies como | ]

Ny = o5 (A-40)
Ox™

Entonces, n™ es ortogonal al vector infinitesimal contravariante dz®. Como dx® estd en S por construccion,

se sigue que n“ es ortogonal a S, y por lo tanto, se conoce como el campo vectorial normal a S en P.

Cualquier otro campo vectorial X se dice ortogonal a la familia de hipersuperficies si éste es ortogonal en

cada punto a la familia de hipersuperficies, en cuyo caso, debe ser proporcional a n® en cada punto. es decir

XY= X(z)n® (A-41)

para algin factor de proporcionalidad A, el cual puede cambiar de punto a punto. Entonces, las curvas
integrales de X“ son ortogonales a la familia de hipersuperficies (Figura A-1).
Por (A-41) y (A-40), la condicién de ortogonalidad se puede escribir como | ]

Xo=A(2)no = A0 (A-42)
Luego,
XaaﬁX’Y = /\f,a/\,ﬁf,'y +)‘2f,ocf,"/5 (A-43)

Tomando la parte antisimétrica total de esta ecuacién, se tiene que | ]
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B=s
' b v bk H=uy

/ B=

Figura A-1.: Campo vectorial ortogonal a la familia de hipersuperficies X |

X0 03X ) =0, (A-44)

ya que el primer término en la derecha de la ecuacién (A-43) es simétrico en a y =y y el segundo término es
simétrico en 3 y 7. Se puede demostrar facilmente que la forma de esta ecuacién no cambia si se reemplaza
la derivada ordinaria por una derivada covariante [ ]

Xia VX4 =0 (A-45)

«
nv

yva que en la derivada covariante, la conexién métrica I',, es simétrica con respecto a los indices inferiores
1y v. Se muestra entonces que cualquier campo vectorial ortogonal a las hipersuperficies satisface (A-45).
Se puede demostrar también que: Cualquier campo vectorial de Killing no nulo X< satisfaciendo (A-45) es
necesariamente ortogonal a la familia de hipersuperficies. En este caso, el campo vectorial X< resulta de la

forma

Xo=X?fa, (A-46)

la cual es la misma condicién de ortogonalidad (A-42), con A = X2 := X*X,, | ]

A.1.10. Métricas estaticas

Una métrica g, es estatica, si ademas de ser estacionaria, el intervalo espacio-temporal ds? = Juvdrtdx” es

invariante bajo una inversién del tiempo alrededor de cualquier origen temporal. Considere entonces el inter-

valo de tiempo entre dos eventos (2°,2',22,2%) y (2° + da®, 2 + da', 22, 2%) en el sistema de coordenadas

especial considerado anteriormente. Entonces,

d82 X goo (d$0)2 + 2g()1d$0d$1 + g1 (d.’El)Q (A_47)

donde todos los g,,,, dependen de z* (k = 1,2, 3) solamente. Bajo una inversién temporal

20— 20 = a0 (A-48)
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los g,,, permanecen invariantes, pero ds® se transforma en

ds® = goo (dx0)2 — 2go1dx’dzt + g1 (dscl)2 (A-49)

Como la métrica es estdtica, se puede igualar las dos ecuaciones (A-47) y (A-49), para obtener que el
coeficiente gg; se anula. Por un procedimiento similar, se debe obtener que los demads coeficientes ggo y go3
se deben anular. Por lo tanto, en una métrica estatica no deben aparecer términos cruzados dz%dz*, con el
sistema de coordenadas especial utilizado | ].

Ahora, se va a estudiar la condicién de ortogonalidad (A-46) en un espacio-tiempo estacionario, en un sistema
de coordenadas adaptado al campo vectorial de Killing temporal, esto es, X* = 0¢ . Entonces

Xa = gowXV = gaV(Sg = Joa (A'5O)
y
X? = XoX* = g0a6 = goo (A-51)

Luego, la condicién de ortogonalidad (A-46) da

oo = 900 S (A-52)
para algin campo escalar f | ]. Cuando a = 0, se obtiene que fo = 1, e integrando, da
fx*)=2"+h (xk) ;o k=1,2,3 (A-53)

donde h es una funcién arbitraria de las coordenadas espaciales solamente. Considere la transformacién de
coordenadas

2% — 20 =2+ h (z"), oF — 2% = 2k (A-54)

Entonces, aplicando esta transformacién de coordenadas, se obtiene

1.
or'® . 0% ox'™ 1 :sia=0 .
X'x = G (g - ’ —§* = X« A-55
Dan Qw0 Oa" {0 csia#0 0 (4-55)
2.
g;u/,O =0

ya que la definicién de métrica estacionaria es independiente de las coordenadas.

3. Con las nuevas coordenadas, se puede subir o bajas indices con las componentes giw del tensor métrico,
luego

X; = glonX/V = gtlquy = g(lxl/(sg = g(l)a (A_56)
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Entonces,

X7 = XX 2 gh 56 = gho (A-57)

Como X? es invariante bajo transformaciones de coordenadas, entonces, X'? = X2, luego, por (A-51)
se tiene que

oo = X"? = X* = goo (A-58)

4. Aplicando la transformacién de coordenadas (A-54) a la funcién escalar f, tenemos

f (@) =2+ h(2F) = 2° (A-59)

Como el vector de Killing X satisface la condicién de ortogonalidad (A-46), tenemos

Of « Jgoo ;sia=0

/ 2 )

i — x>0 = A-60
oo Ox'™ {0 i sia#0 ( )
Luego,

ghw =0, parak=1,2,3 (A-61)

Como la funcién h (z*) en la transformacién de coordenadas (A-54) es arbitraria, entonces los cuatro re-
sultados anteriores son independientes del sistema de coordenadas utilizado. En especial la ultima ecuacion
dice que no hay términos cruzados dz®dz® en el elemento de linea ds?, entonces, la métrica es estatica. Se
llega entonces al siguiente resultado [ ]

Un espacio-tiempo se dice estdtico si y solo si éste admite un campo vectorial de Killing temporal ortogonal
a la familia de hipersuperficies.

A.2. Postulados de la Teoria de la Relatividad General

Al final de la subseccion 5.1.5 se afirmé que: La gravitacion es la manifestacion de la curvatura del espacio-
tiempo. Con esta motivacién, se introducird a continuacién, un modelo matemaético para el espacio-tiempo,
siguiendo la estructura propuesta por Stephen W. Hawking y G.F.R. Ellis | ,

|, luego se introducirdn los primeros dos postulados en los que se fundamenta la Teorfa de
la Relatividad General, éstos son, causalidad local y conservacion local de la energia. Estos postulados son
comunes tanto en la Relatividad Especial como en la General. Por tltimo, se introducira el tercer postulado,
las ecuaciones de campo de Einstein.
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A.2.1. La variedad espacio-tiempo

Los eventos fisicos del espacio-tiempo se describen en términos de puntos que conforman una variedad M
diferenciable suave (C*°) 4-dimensional conexa de Haussdorf, con una estructura métrica Lorentziana g (es
decir, una métrica con signatura —2) sobre M.

La variedad M, con las mencionadas propiedades, y dotada con la métrica Lorentziana g, conforman un
modelo matemético (M, g). Dos modelos (M, g) vy (M’,g’) son equivalentes si ellos son isométricos, ésto
es, si existe un difeomorfismo ¢ : M — M/’ la cual envia la métrica g a la métrica g’, ésto es, ¢ (g) = g’.
Més precisamente, el modelo para el espacio-tiempo no es sélo una pareja (M, g), sino toda una clase de
equivalencia de todas las parejas (M’, g’) las cuales son equivalentes a (M, g). Se trabaja normalmente con
un elemento representativo (M, g) de la clase de equivalencia.

La métrica g divide a los vectores no nulos en un punto p € M en tres clases disyuntas |

|:
1. X € TyM se llama como de tiempo si g (X, X) > 0.
2. X € Ty,M se llama como de espacio si g (X, X) < 0.

3. X € Ty,M se llama como de luz o nulo si g (X,X) = 0.

A.2.2. Los campos de materia

Los campos que se definen en M, tales como el campo electromagnético, el campo de neutrinos, etc.,
describen el contenido de materia del espacio-tiempo. Dichos campos obedecen a ecuaciones que se expresan
como relaciones entre tensores sobre M, en las cuales las derivadas con respecto a las coordenadas son
derivadas covariantes con respecto a la conexién simétrica definida por la métrica g.

..

Se denotan los campos de materia incluidos en la teorfa por \Il(i)f s (2), donde el subindice (i) numera
los diferentes campos considerados. Los siguientes dos postulados sobre la naturaleza de las ecuaciones
obedecidas por los campos \I’?z)wﬁ s (z) son comunes tanto para la Teorfa Especial como para la Teorfa

General de la Relatividad | ) ]:

A.2.3. Postulados

Postulado | (Causalidad local) Las ecuaciones que gobiernan los campos de materia deben ser tales que si
U C M es una vecindad normal conveza y p,q € U, entonces una serial puede ser enviada en U entre p y q st
y s6lo si p y q pueden ser unidos por una C'-curva completamente contenida en U, cuyo vector tangente en
todas partes es diferente de cero y es como de tiempo o como de luz; tal curva se llama no como de espacio

[ ; J-

Una forma mds precisa de establecer este postulado, y fisicamente mas significativa, se puede dar en términos
del problema de Cauchy (Véase | ], cép. 7) para los campos de materia: Sea p € U
tal que toda curva no como de espacio a través de p interseca la superficie como de espacio z°
de U. Sea F el conjunto de puntos en la hipersuperficie 20 = cte., los cuales pueden ser alcanzados por
curvas no como de espacio en U a través de p. Se exige entonces, que los valores de los campos de materia en
p deben estar univocamente determinados por los valores del campo y sus derivadas a un orden finito sobre

F [ , ].

= cte. dentro

El postulado de causalidad sitia a la métrica g aparte de los otros campos de materia sobre M, dado su
cardcter geométrico especial | , ].
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Definicion (Vecindad convexa) Una vecindad V,, de un punto p € M es conveza si todo punto g € V, puede
ser unido a cualquier otro punto r € V, por una unica geodésica que parte del punto q y estd totalmente
contenida en V, | ]

Este comportamiento de las geodésicas en una vecindad normal convexa no se da, en general, sobre toda la
variedad, pues es posible que dados dos puntos cualesquiera de M no se puedan unir por una geodésica, y
por otra parte, hay casos en los que a través de dos puntos cualesquiera de la variedad, pasen mas de una
geodésica, por ejemplo en una subvariedad espacial asociada a un sistema rotente K pasan dos geodésicas
nulas a través de cualquier par de puntos p y ¢ de dicha subvariedad (Véase subseccién 4.5.7).

Postulado Il (Conservacién local de la energia) Las ecuaciones que gobiernan los campos de materia son ta-
les que existe un tensor simétrico Ty, = T, (g, Uiy, VUG, .. ) = Ty, que depende de la métrica, los campos
y sus derivadas covariantes hasta un orden finito, tal que [ , ]:

1. T, = 0 sobre un conjunto abierto U C M si y sélo si todos los campos de materia se anulan sobre U.
J72 73—
2. TH = 0.
La primera condicién expresa que todos los campos de materia tienen energia. La segunda condicién expresa

la conservacion de la energia-momento: Si la variedad espacio-tiempo admite un vector de Killing K, entonces
se obtiene una ley de conservacién, pues sean

p* =T*Ky (A-62)

las componentes del vector P obtenido por la contraccién del tensor momento-energia con el campo de
Killing, entonces

Vo= T Ky + T =0 (A-63)

pues T# = 0 y K satisface la ecuacién de Killing (A-29). Entonces, si D es una regién compacta y orientable,
por el teorema de Gauss se tiene que

/BD pUdoy = /Dpo;‘adv =0 (A-64)

Este resultado se puede interpretar fisicamente como: El flujo de la componente p* del tensor momento-
energia en la direccion del campo de Killing K sobre una superficie cerrada se anula. Esta es la generaliza-
cién del teorema de Noether, el cual establece que a toda simetria le corresponde una ley de conservacion

[ ; J

Postulado 111 (Ecuaciones de campo de Einstein) La métrica sobre la variedad espacio-tiempo (M, g) estd
determinada por las ecuaciones de campo de Finstein

1 8rG
(Raﬁ - QRgaﬂ) + Agap = _CTTO"B’ (A-65)

donde G es la constante de gravitacion universal, y A es la constante cosmoldgica | ,

].
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Estas ecuaciones deben reducirse en un limite de “campo” débil y bajas energias a las ecuaciones de campo
de la teoria de la gravitacion Newtoniana. En efecto, si el “campo” es débil, la métrica se puede escribir en
la forma

Guv = Nuv + huu; |h"u,1/| <<1 (A—66)

donde los hy,, representan perturbaciones muy pequenas, independientes del tiempo a las componentes del
tensor métrico de Minkowski 7,,,, debidas a un cuerpo que produce gravedad. Considere una particula de
prueba cuya velocidad a lo largo de su geodésica es mucho més pequenia que ¢, ésto es, que 8 :=v/c << 1
a primer orden. Suponga que en éste limite, las presiones internas del cuerpo que produce gravedad son
despreciables (p & 0), y que la constante cosmoldgica es nula (A = 0).

Con estas consideraciones, y siguiendo un procedimiento analogo al de la subseccién 5.1.5, se obtiene que la
ecuacion de la geodésica

d’r

=
ﬁ = —§Vh00 (A_67)

coincide con la ecuacién de movimiento en un campo gravitacional clasico

d?r -
iz Ve (A-68)

si identificamos el potencial gravitacional newtoniano ®, como:

C2
By = S hoo (A-69)

Ahora bien, escribamos las ecuaciones de campo de Einstein (A-65) en una forma mds apropiada como

(Véase [ D

8rG 1
Ry =— (T/w - QQHVT%) (A-70)

Calculando, en particular la componente Rgg del tensor de Ricci se obtiene que

1

1
Roo = §V2h00 = ?v%g, (A-71)

y considerando la aproximacién de fluido constituido de particulas no interactuantes (p =~ 0), el lado derecho
de la ecuacién (A-70), correspondiente a la componente 00, se reduce a | ]

8rG 1 o 4rG
Snd (T; _ 2gWTa) ~ T (A-72)

Por las dos dltimas ecuaciones se obtiene el limite newtoniano:

V2@, = 47Gp A-73
g
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