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Resumen

Análisis de influencia y sensibilidad de los parámetros involucrados en el mo-

delamiento de la dinámica del transporte axonal

El transporte axonal (TA) es el medio por el cual todo el material sintetizado en el soma

se distribuye a lo largo del ax�on para procesos funcionales de crecimiento, mantenimiento y

supervivencia neuronal. Modelos matem�aticos sugeridos logran determinar las principales ca-

racter��sticas sobre su comportamiento, donde cada par�ametro representa un estado din�amico

especi�co observado en estudios experimentales. En este trabajo se estudia la in
uencia de

los par�ametros sobre la distribuci�on espacial de las prote��nas y su relaci�on con la naturaleza

del fen�omeno, lo anterior permitir�a construir metodolog��as que concentren los esfuerzos en

sus mediciones con las t�ecnicas experimentales y facilitar su modelamiento matem�atico. El

modelo es planteado por un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de Difusi�on - Ad-

vecci�on - Reacci�on acopladas, su soluci�on es abordada por el m�etodo de elementos �nitos con

una t�ecnica de mallado adaptativo y se ajusta con datos experimentales a trav�es de algorit-

mos de optimizaci�on disponibles en el software Matlab. Finalmente se establece un an�alisis de

sensibilidad local y se acopla con el sistema del TA, logrando as�� evaluar los par�ametros que

m�as impactan la soluci�on del modelo. Como resultado, se llega a una convergencia num�erica

y experimental adecuada y un c�odigo capaz de representar la din�amica del TA garantizando

demandas computacionales �optimas. En tanto a la naturaleza del fen�omeno, los hallazgos

obtenidos permiten sugerir, a partir del an�alisis de sensibilidad, que el TA esta determinado

por la sinergia entre: Motores moleculares - Microt�ubulos (MT) - prote��nas logrando una

coordinaci�on controlada que conlleva a un balance adecuado de motores unidos a un cargo y

conduciendo a movimientos bidireccionales esenciales en los m�ultiples procesos neuronales.

Palabras clave: An�alisis de sensibilidad, Bidireccionalidad, Enfermedades Neurode-

generativas, M�etodo de elementos Finitos, Transporte axonal. .
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Abstract

Influence and sensitivity analysis of the parameters involved in modeling the

dynamics of axonal transport

The axonal transport (AT) is the means by which all the material synthesized in the soma

is distributed throughout of axon for functional processes of neuronal growth, maintenance

and survival. Suggested mathematicals models achieve determine the characteristics mains

about their behavior, where each parameter go represent a speci�c dynamic state observed in

experimental studies. In this work the in
uence of the parameters on the spatial distribution

of the proteins and their relationship with the nature of the phenomenon is studied. This

will allow the construction of methodologies that concentrate the e�orts in the measurement

in the experimental techniques and facilitate their mathematical modeling.The model is po-

sed by a set of coupled partial di�erential equations of Di�usion - Advection - Reaction, its

solution is approached by the �nite element method with an adaptive meshing technique

and is �tted with experimental data through algorithms of optimization available in Matlab

software. Finally, a local sensitivity analysis is established and it is coupled with the TA

system, thus managing to evaluate the parameters that most impact the model solution. As

results, an adequate numerical and experimental convergence is reached and a code capable

of representing the dynamics of the AT guaranteeing optimal computational demands. Re-

garding the nature of the phenomenon, the �ndings obtained allow us to suggest, from the

sensitivity analysis, that the TA is determined by the synergy between: Molecular motors -

Microtubules (MT) - proteins achieving a controlled coordination that entails to an adequate

balance of motors attached to a cargoes and leading to essential bidirectional movements in

the multiple neural processes.

Keywords: Sentivity Analysis, Bidirectional, Neurodegenerative diseases, Finite ele-

ment Method, Axonal Transport
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Cap�́tulo 1
Introducci�on

Las neuronas son c�elulas altamente polarizadas que est�an compuestas por el soma, el
ax�on y las dendritas. En el soma se realiza la s��ntesis qu��mica de m�ultiples org�anulos como
las prote��nas, l��pidos, mRNA, mitocondrias, entre otros y cada uno participa en procesos
de crecimiento, funcionalidad y mantenimiento [7]. Por ejemplo los neuro�lamentos (NF) se
sintetizan y se distribuyen para formar una importante red para la optimizaci�on de las velo-
cidades de transporte y contribuir a modular el di�ametro del ax�on [8]. El ax�on se extiende
a lo largo para realizar las conexiones sin�apticas con otras neuronas. En los humanos lle-
gan a medir hasta un metro de longitud. Las mitocondrias proporcionan los requerimientos
energ�eticos en el crecimiento neuronal y posteriormente se distribuyen a lo largo del ax�on
para mantener una condici�on interna estable [9, 10].

El transporte axonal (TA) es un proceso que ocurre durante todo el ciclo de vida en las
neuronas, �este se encarga de suministrar los materiales necesarios para el funcionamiento
adecuado de su propia estructura. El movimiento de materiales en los axones fue por pri-
mera vez expuesto en 1948 por Weiss y Hiscoe en [11] donde observaron que exist��a una
aglomeraci�on de axoplasma en la periferia proximal donde previamente se hab��a ocasionado
una restricci�on, demostrando una circulaci�on de materiales desde el soma hasta la parte
distal de la neurona. Dependiendo de la direcci�on de movimiento del cargo (material trans-
portado) el TA se categoriza como anter�ogrado si el desplazamiento es distal a proximal y
retrogrado, para los materiales reciclados, si es en la direcci�on opuesta. Posteriormente en
[12] se propuso la hip�otesis en la que las prote��nas son transportadas activamente en el ax�on
como una parte integral de estructuras citol�ogicas o en asociaci�on con �estas.

Toda la distribuci�on de los cargos a lo largo de ax�on se hace por medio del TA, su din�ami-
ca est�a basada en la interacci�on motores moleculares - microt�ubulos - cargos [13, 14]. Los
microt�ubulos (MT) son formados por la tubulina y estabilizados por las prote��nas Tau;
estructuras que contienen tubulina con di�ametros entre 0;2 � 2�m y con movimientos bi-
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direccionales fueron observadas en [15]. En tanto que los Tau tienen el potencial de inhibir
los motores moleculares resultando en un desplazamiento principalmente retrogrado [16]; su
conducci�on est�a dada inicialmente por una r�apida difusi�on en un dominio espacio-temporal
de mm/d��a, posteriormente un desplazamiento bidireccional en altas concentraciones con
velocidades de 0;2 � 0;4 mm/d��a y en bajas concentraciones en cooperaci�on con el tubulin
[17]. En la distribuci�on, orientaci�on y movimiento de MT la mayor��a permanece en estado
inm�ovil en tanto que un reducido grupo exhibe traslaciones r�apidas bidireccionales presen-
tando velocidades promedio bajas [18]. El desplazamiento retrogrado de los MT es basado en
traslaciones longitudinales sobre otros, mientras que en la direcci�on anter�ograda se potencia
por �lamentos de actina o MT residentes alrededor. El m�etodo por la cual el TA libera un
cargo depende de los motores moleculares. En [19] observaron en el sistema axoplasm�atico de
un calamar que la Kinesina es el motor molecular que interact�ua el transporte anter�ogrado.
La kinesina se une al MT, hidroliza una mol�ecula polim�erica ATP encargada de suminis-
trar la energ��a requerida y realizar la fuerza generadora de movimiento avanzando paso a
paso distancias de 8nm [20, 21]. En tanto que el transporte retrogrado es basado en el mo-
tor molecular llamado dine��na citoplasm�atica [22] cuyo proceso de funcionamiento es similar.

Experimentos para identi�car las caracter��sticas del TA han sido propuestos. En pruebas
in-vitro se inyecta amino�acidos en el soma y por medio de la t�ecnicaPulse-Labellingy su
distribuci�on es cuanti�cada en diferentes segmentos cortados previamente. Las ratas de des-
plazamiento del TA se dividen en: la componentelenta a (SCa), componentelenta b (SCb)
y componente r�apida (FC) [12]. Con respecto a la FC, en [23] mostraron que las prote��nas
avanzaron alrededor de 50� 400 mm/d��a con movimientos bidireccionales, persistentes e in-
frecuentes, permaneciendo inm�ovil o con poca traslaci�on en su recorrido. La SCa tiene ratas
de movimiento entre 2� 3 mm/d��a en tanto que la SCb conduce una variedad de prote��nas
(> 200) funcionalmente diversas que cumplen funciones de mantenimiento con ratas de 2� 8
mm/d��a [24]. La traslaci�on de ambas componentes est�a basada en desplazamientos r�apidos
con una proporci�on de tiempo en estado m�ovil diferente lo cual explica las diferencias de
velocidades [25]. Estas componentes aportan la mayor��a de los materiales requeridos por la
neurona [26], sugiriendo as�� que la actividad motora en el ax�on esta regulada para garantizar
un correcto transporte [27]. Pruebasin-vivo facilitan observaciones del transporte axonal en
escalas temporales de segundos y horas con�rmando lo que en algunas situaciones no era
claro en los ensayosin-vitro [28].

El movimiento de ves��culas sobre MT fue observado por medio de microscop��a electr�oni-
ca [29] evidenciando que estructuras en forma de puentes cruzados de 18nm se unen a �estas
y a MT, consider�andose una parte principal para su desplazamiento bidireccional. Pruebas
con live-cell imagingrevelaron que la mitocondrias pausan frecuentemente durante su trans-
porte por tiempos extensos en el ax�on y con recorridos en las dos direcciones [30]. Los NF se
encuentran en el citoplasma neuronal y participan en el mantenimiento estructural. El trans-
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porte de NF por microscopia diferencial de contraste de interferencia (DIC) [31] mostr�o que
un mismo NF presenta recorridos bidireccionales sin colisiones con org�anulos de di�ametros
de 22� 27 nm, aparentemente tubulin, sugiriendo que la base del TA lento se basa en una
iteraci�on entre org�anulos, MT y motores moleculares [32]. Los NF se organizan de una forma
r�apida, intermitente, con movimientos principalmente anter�ogrados, altamente as��ncrono y
con pausas prolongadas con porcentajes de tiempo entre el 85� 99 % durante su trayectoria
a lo largo del ax�on [33, 34, 35], presentando una distribuci�on con velocidades que oscilan
entre 0;01 a varias decenas de mm/d��a con traslaciones r�apidas y estados inm�oviles m�as pro-
longados en comparaci�on a las mitocondrias [36], estas tasas dependen de las sub-unidades
de NF expresadas [37] y se mueven en la componente axonal lenta [38].

Existe una dependencia entre un TA �optimo y un funcionamiento neuronal apropiado, de-
fectos generalmente resultan en acumulaciones de cargos en zonas localizadas obstruyendo
el transporte y ocasionando efectos devastadores en la neurona. Defectos en el TA es una
particularidad en los desordenes neurodegenerativos. Sus imperfecciones pueden ser debido
a da~nos en los motores moleculares, trastorno en los microt�ubulos, incapacidad de los car-
gos para su proceso de acople a los motores moleculares o da~nos en la funci�on mitocondrial
resultando en fallas en el suministro energ�etico, consider�andose una posible explicaci�on al
hecho de que la mayor��a de las enfermedades neurodegenerativas se presenten en edades
adultas [39]. En la enfermedad del Alzhaimer (AD) acumulaciones de� -amiloide en el ce-
rebro es la causa manejada sin resultados exitosos, una caracter��stica distintiva de la AD
se presenta al encontrarse que la agregaci�on y desagregaci�on de Tau perjudican el TA y
la funci�on mitocondrial, donde los agregados es el comienzo y la progresi�on de la mayor��a
de desordenes neurodegenerativos relacionados con la edad [40, 41]. La prote��na TDP-43 es
expresada principalmente en el soma de la neurona donde una sobreexpresi�on anormal en la
neuronas motoras provocan acumulaci�on y posteriormente perdida de movilidad asoci�andola
con las patog�enesis de la esclerosis lateral atr�o�ca [42]. En la enfermedad de Parkinson la
prote��na � -sinocle��na se acumula en los cuerpos de Lewy por medio de un mecanismo que no
es bien entendido hasta hoy, pero estudios sugieren que de�ciencias en el TA de� -sinocle��na
puede contribuir al interrumpir procesos de neurotransmisi�on, tr�a�co de ves��culas y funci�on
mitocondrial [43].

Modelos matem�aticos con el objetivo de identi�car las caracter��sticas del TA sometido a
diferentes condiciones han sido desarrollados. Un modelo fenomenol�ogico de dos etapas fue
planteado en [44], donde la primera etapa es la producci�on y almacenamiento de materiales
para que posteriormente sean expulsados hacia la parte distal del ax�on en una segunda etapa
y aunque se lograba relacionar la actividad dentro del ax�on, �este no consegu��a representar
grandes cantidades de material. Blum y Reed [45] desarrollan un sistema de ecuaciones
hiperb�olicas basadas en leyes de reacci�on y conservaci�on de masa donde la fuerza de movi-
miento la proporcionan motores con velocidad constante uni�endose a los cargos de manera
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reversible; una vez enlazados presentan estados de translaci�on o de pausa, proporcionando
las caracter��sticas de SCa y SCb y una explicaci�on de las ratas de transporte de los NF.
El transporte intracelular de org�anulos y ves��culas ha sido modelo usando formulaciones
como la de transporte por difusi�on-reacci�on [46], en �esta propuesta un cargo ensamblado
a un motor es descrito como una part��cula que se difunde y se acopla intermitentemente
a los MT desplaz�andose a la velocidad del motor, una fracci�on del espacio es ocupada por
MT en tanto que la restante permite la difusi�on. De manera similar, por medio de la ley
de la conservaci�on de masa [47], donde la concentraci�on de los cargos es representada por
una funci�on de densidad, las part��culas se acopladan a los MT y se desplazan potenciadas
por motores moleculares en una direcci�on mediada por la kinesina y si est�an desacopladas
presentan difusi�on en las tres direcciones. Un an�alisis sobre la din�amica del transporte del
las mitocondrias fue realizado por la ecuaci�on de Fokker-Planck [48] estableciendo que el
movimiento anter�ogrado varia a lo largo del ax�on y es m�as r�apido que el retrogrado.

Las prote��nas no se mueven en masa, pese a esto, su comportamiento puede ser estudia-
do por medio de una funci�on de densidad, su movimiento intermitente puede ser pensado
como un mecanismo de transici�on que abarca un amplio espectro de ratas entre estados de
pausa y movimiento. En [33] se propone la hip�otesis denominadastop-and-go(para y avanza)
la cual hace referencia al movimiento asincr�onico, infrecuente y bidireccional originalmente
de los NF y que estudios posteriores han demostrado un comportamiento similar para otras
prote��nas. La demostraci�on de si la hip�otesis puede explicar la cin�etica del TA lento es plan-
teada en [5], proponiendo un modelo estoc�astico representado por la ecuaci�on master en el
que se establecen estados 'on-track' para NF que alternan su desplazamiento entre lapsos de
movimientos r�apidos y pausas cortas y 'o�-track' para los NF que temporalmente se desaco-
plen del MT y presenten un estado de pausa m�as prologando. El TA r�apido fue simulado
por medio de un sistema din�amico en [4] para el transporte de NF tomando como base
los resultado de [5], los par�ametros del modelo fueron reducidos y determinados mediante
datos experimentales excepto uno que fue estimado para ajustar el sistema. Estudios han
demostrado que los NF exhiben una desaceleraci�on y un incremento en la propagaci�on por
razones temporales y espaciales, Jung y Brown [49] sugieren que estos cambios pueden ser
explicados por un cambio en la rata a la cual los NF cambian la direcci�on de movimiento y
que alteraciones en la direccionalidad podr��a proporcionar un mecanismo para la regulaci�on
de NF, por lo tanto plantean expresiones que relacionan su movimiento con dos, tres y seis
estados cin�eticos. El destino de las prote��nas es analizado extiendo el modelo para y avanza
al agregar dos estados extras en los cuales se pueden difundir o permanecer estacionarias
sobre los MT en [50].

Los modelos anteriormente descritos han sido complementados al considerar otros t�ermi-
nos que en un principio no fueron incluidos. La representaci�on de la vida media de los
materiales fue incluida en el modelo de dos estados de [5], donde valores peque~nos llevaban
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a una disminuci�on mayor de la amplitud de la onda de transporte y la velocidad del onda
era independiente [51], resultados similares obtiene el modelo de Craciun [52]. Si se incor-
pora un termino difusivo en los estados 'o�-track' en el modelo de seis estados de Jung y
Brown la onda presenta la misma velocidad, la amplitud disminuye y la rata de propagaci�on
incrementa [53], en tanto que para el de Craciun �esta predice completamente la concentra-
ci�on de org�anulos formando una onda en forma de campana que se desplaza hacia afuera en
la medida que se propaga hacia la punta del ax�on. Soluciones anal��ticas y num�ericas tam-
bi�en han sido planteadas para los modelos descritos [54]. Capaz limites de difusi�on fueron
reveladas en la soluci�on del modelo de Smith y Simmons en estado estable donde la concen-
traci�on de part��culas libres cambia y el transporte de part��culas es mediado principalmente
por este fen�omeno [55]. En [56] la soluci�on del estado transitorio es obtenida por las series
de Fourier. El m�etodo de Galerkin para elementos �nitos fue empleado para la soluci�on del
sistema de PDE (ecuaciones diferenciales parciales) de difusi�on-advecci�on-reacci�on acopla-
das de Smith y Simmons. Los resultados fueron exitosamente comparados a un conjunto de
datos de transporte de MAP1A en las c�elulas ganglionares de la retina y de subunidades de
neuro�lamentos dentro del nervio �optico [57]. Teniendo en cuenta los esfuerzos que se han
realizado a la fecha con el �n de entender experimental y computacionalmente la din�amica
del TA y que las mejoras potenciales en las t�ecnicas de observaci�onin-vivo han permitido
determinar caracter��sticas que hasta hace un tiempo no eran entendidas, se considera im-
portante desarrollar una investigaci�on que clari�que que par�ametros dominan la naturaleza
de este fen�omeno y como pueden in
uir en la simpli�caci�on de un modelo num�erico capaz
de representar cualquier tipo situaci�on.

1.1. Planteamiento del problema

La muerte neuronal se relaciona con defectos en el transporte axonal (TA) y muestran
una conexi�on con diversas patolog��as en enfermedades neurodegenerativas. Entender y repre-
sentar el comportamiento del TA y de las obstrucciones dentro del ax�on a partir de modelos
matem�aticos permitir�a proponer y desarrollar alternativas que logren prevenir o detener el
da~no axonal.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Evaluar la in
uencia de los par�ametros de modelado de la din�amica del transporte axonal
e identi�car la relaci�on de estos par�ametros con la naturaleza del fen�omeno.
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1.2.2. Objetivos espec���cos

Plantear un modelo matem�atico que represente la din�amica del transporte axonal y
desarrollar simulaciones que permitan entender el fen�omeno.

Estimar la magnitud de los par�ametros del modelo matem�atico que ajustan el com-
portamiento del mismo a las observaciones experimentales reportadas en la literatura.

Realizar un an�alisis de sensibilidad que permita establecer que par�ametros del modelo
son lo m�as relevantes para representar la din�amica del transporte axonal.



Cap�́tulo 2
Modelos de transporte

Modelos matem�aticos han sido propuestos y extendidos con el objetivo de caracterizar la
din�amica del transporte axonal [49, 46, 4, 47, 58] , �estos han permitido representar los datos
en puntos espaciales y temporales espec���cos obtenidos en algunos estudios experimentales
[28, 59, 6]. El objetivo de este capitulo es introducir las bases matem�aticas necesarias pa-
ra el planteamiento del modelo del TA, iniciando con una breve introducci�on al teorema
de transporte de Reynolds, haciendo un menci�on especial en la conservaci�on de la masa.
Posteriormente se detallar�a la ecuaci�onDifusi�on - Advecci�on - Reacci�on , siendo esta una
ecuaci�on muy utilizada en diversos campos de las ciencias. Los modelos compartimentales
permiten simpli�car el modelado matem�atico en �areas como la farmac�eutica, biol�ogica, epi-
demiolog��a, ingenier��a entre otros [1, 2]. Una vez revisados los modelos compartimentales se
plantear�a, basados en estudios existentes, el modelo del TA con el cual se trabajar�a en esta
investigaci�on.

2.1. Teorema de transporte de Reynolds

Las leyes de conservaci�on de masa, momentum y energ��a en la mec�anica demuestran la
relaci�on de los procesos fundamentales en la naturaleza. En la mec�anica cl�asica estas leyes se
aplican con una descripci�on Lagrangiana (un enfoque de sistema), sin embargo en la mec�ani-
ca de 
uidos, debido a la di�cultad que lleva rastrear en el tiempo y espacio las part��culas del
medio, es m�as conveniente trabajar desde una descripci�on Euleriana. El teorema de trans-
porte de Reynolds proporciona una relaci�on de la rata de cambio de una propiedad extensiva
del sistema y las respectivas cantidades intensivas que se asocian a un volumen de control [60].

La formulaci�on del teorema del transporte de Reynolds en su forma integral se �ja en un
volumen de control 
 por el cual 
uye una cantidad extensivaN (masa, momentum, energ��a)
en un tiempoto como se muestra en la �gura 2.1 y que, luego de un tiempot0+� t, el sistema
se ha desplazado en el espacio.
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Figura 2.1: Volumen de control 
 para el teorema de transporte de Reynolds. En la imagen
de la izquierda el sistema y 
 coinciden ent0, la imagen de la derecha se muestra como el
sistema se ha desplazado a trav�es de 


La rata de cambio dedN
dt indica como varia la cantidadN a trav�es de 
 en el tiempo y se

puede expresar como:

dN
dt

= l��m
t ! 0

N t0 � � t � N t0

� t
(2.1)

el t�ermino N t0+� t hace referencia al balance de la cantidad extensiva que ingres�o (N i ),
sali�o ( Ns) y permanece (N � t ) dentro del volumen del control, de modo tal que se puede
expresar comoN t0+� t = N � t + N 0, con N 0 = Ns � N i siendo a los aportes respectivos de las
fronteras, al sustituirlos en la ecuaci�on 2.1 se tiene

dN
dt

= l��m
t ! 0

N � t + N 0 � N to

� t

dN
dt

= l��m
t ! 0

N � t � N to

� t
+ l��m

t ! 0

Ns

� t
� l��m

t ! 0

N i

� t

(2.2)

Para el primer termino del lado derecho de la expresi�on 2.2, la propiedadN puede ser
relacionada con su respectiva propiedad intensiva al evaluarla en todo el dominio 
 por
medio deN =

R

 ��d 
. Dado lo anterior se puede plantear como

l��m
t ! 0

N 
 ! � t � N 


� t
=

@N
@t

=
@
@t

Z



�� d 
 ; (2.3)

Donde � est�a en funci�on de la ley de conservaci�on, es decir, para la conservaci�on de la
masa� = 1, conservaci�on de momentum� = V y conservaci�on de energ��a� = e. Con respecto
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a Ns y N i del segundo y tercer termino de la ecuaci�on 2.2 su evaluaci�on se plantea al tomar
un elemento in�nitesimal de cada frontera y considerar su respectiva propiedad extensiva de
la siguiente maneradN = �� dV , de modo que

dNs = �� dV s; dNi = �� dV i (2.4)

el diferencial de volumen se expresa de la formadV = ~v dA� t. Siendo~v dA el 
ujo
a trav�es de las fronteras, el cual es planteado como el producto punto entre los vectores
normales de la super�cie y la velocidad. Estas ecuaciones son validas para un diferencial de
cada regi�on, por lo que el 
ujo neto es

Z

� s
dNs =

Z

� s
�� ~vdA � t (2.5)

Z

� i
dNi = �

Z

� i
�� ~vdA � t (2.6)

remplazando cada termino se obtiene

l��m
t ! 0

Ns

� t
=

Z

� s
� ~v dA (2.7)

l��m
t ! 0

N i

� t
= �

Z

� i
� ~v dA (2.8)

El signo negativo es el resultado del producto punto entre los vectores normal a la super�cie
y la velocidad, que para este caso tienen direcciones opuestas. Reemplazando cada resultado
de las expresiones 2.3, 2.7 y 2.8 en 2.2 se obtiene la ecuaci�on

dN
dt

=
@
@t

Z



�� d 
 +

Z

� c
�� ~v dA +

Z

� a
�� ~v dA (2.9)

Las integrales sobre las fronteras �s y � i corresponden a la evaluaci�on sobre las super�cies
del volumen de control, por lo que sus aportes se pueden escribir como una sola integral
sobre toda la super�cie �.

dN
dt

=
@
@t

Z



��d 
 +

Z

�
�� ~v d � (2.10)

El resultado anterior es el teorema de transporte de Reynolds donde se relaciona la tasa de
cambio de una propiedad extensiva N con la correspondiente propiedad intensiva dentro de
un volumen de control 
. El primer miembro del lado derecho indica la tasa de incremento
de N dentro de un volumen de control y el segundo determina el 
ujo neto a trav�es de las
fronteras de 
. En la f��sica del transporte de la propiedad intensiva� , los 
ujos aparecen a
partir de contribuciones debidas al transporte advectivo y difusivo presentes en los 
uidos en
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Figura 2.2: Volumen Diferencial de tama~nodx dy dz en coordenadas rectangulares.

movimiento y por agitaciones moleculares (incluso a�un en 
uidos en reposo), respectivamente.

Como ejemplo del teorema resultante de la expresi�on 2.10 se puede establecer la formu-
laci�on de la conservaci�on de la masa en su forma integral conservativa, para esto se sabe
que la propiedad extensiva esN = m en tanto que la intensiva corresponde a� = 1 y si se
considera que la masa de un sistema permanece constantedM

dt = 0, se obtiene:

@
@t

Z



�d 
 +

Z

�
� ~v d� = 0 (2.11)

2.1.1. Conservaci�on de la Masa de la forma diferencial

Al �nalizar la secci�on anterior se encontr�o por medio del teorema de transporte de Rey-
nolds la ley de la conservaci�on de la masa en su forma integral conservativa. Aqu�� se discutir�a
brevemente dos modelos para llegar a su forma diferencial conservativa. El primero es basa-
do en un modelo de elemento in�nitesimal de tama~nodx dy dz de 
uido �jo en coordenadas
rectangulares por el cual existe un 
ujo a trav�es de todas sus caras como se muestra en la
�gura 2.2.

Las propiedades del 
ujo en la salida de cada cara se obtienen a partir de las series de Taylor
alrededor del origen. Realizando un balance de los 
ujos m�asicos _m de entrada y salida en
todas las direcciones, donde se obtiene que

_me! x = ( �V x ) dzdy _ms! x+� x =
�

�V x +
@(�V x )

@x
dx

�
dzdy (2.12)



2.1 Teorema de transporte de Reynolds 11

_me! y = ( �V y)dzdx _ms! y+� y =
�

�V y +
@(�V y)

@y
dy

�
dzdx (2.13)

_me! z = ( �V z)dydx _ms! z+� z =
�

�V z +
@(�V z)

@z
dz

�
dydx (2.14)

El balance neto de los 
ujos sobre el elemento in�nitesimal en todas las direcciones debe
garantizar _mout = _min , si se simpli�ca y agrupa se llega a

�
@(�V x )

@x
+

@(�V y)
@y

+
@(�V z)

@z

�
dxdydz = 0 (2.15)

Esta ultima una expresi�on corresponde al termino de aportes en las fronteras, expresada en
su forma integral mediante

R
� � ~v d�. La tasa total de cambio dentro del volumen esta dada

por

Z



�d 
 =

d�
dt

dxdydz (2.16)

con los cual se llega al planteamiento de la ley de la conservaci�on de la masa en su
forma diferencial 2.16 donde la operaci�on divergencia (r � ()), permite escribirla en su forma
compacta por medio de la expresi�on 2.17.

d�
dt

+ r � (� V ) = 0 (2.17)

Una alternativa para llegar a la ecuaci�on anterior es utilizando el teorema de la divergencia
[61] el cual establece que siF un campo vectorial que pasa por una super�cieS que encierra
regi�on Q, entonces existe una relaci�on entre la integral sobre la regi�onQ y la integral de
super�cie de S como:

Z

Q
r � FdV =

Z

S
F � N dS (2.18)

Con base en lo anterior, la integral que determina los aportes en las fronteras en el volumen
de control se puede relacionar de la siguiente forma

Z

�
�~v d� =

Z



r � (� V )d
 (2.19)

Considerando lo anterior, la expresi�on 2.11 se puede plantear como una suma de integrales
sobre la regi�on 
 y dado que el integrando es cero cuando la integral sobre la regi�on es cero,
se llega a una ecuaci�on similar a la de 2.16.
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d�
dt

+ r � (� V ) = 0 (2.20)

El primer t�ermino relaciona el cambio de la densidad en el tiempo y el segundo determina
el fen�omeno de transporte de la sustancia.

2.2. Ecuaci�on Difusi�on - Advecci�on - Reacci�on

En la secci�on anterior se estableci�o que el transporte de la propiedad intensiva� se
puede dar por contribuciones advectivas, debidas al 
ujo m�asico local (� V ), y difusivas
que se presentan por diferencias en las concentraciones resultando en un 
ujo opuesto y
proporcional al gradiente de concentraci�on. La Ley de Fick representa esta situaci�on por
medio de� � r � , donde � es un coe�ciente de difusi�on. Si la ecuaci�on 2.20 es expresada en
funci�on de estas contribuciones se obtiene la ecuaci�on diferencial dedifusi�on-advecci�on para
la densidad o, de modo general, para alguna especie� tal y como se representa en 2.21.
Diversos fen�omenos en la naturaleza han sido estudiados con base en 2.21, por ejemplo,
una soluci�on anal��tica 1D con coe�cientes variables por la transformada de Laplace fue
obtenida para el transporte de solutos en medios porosos por [62] donde planteaban dominios
homog�eneos e inhomogeneos, en este �ultimo la velocidad variaba espacialmente. Mientras
que una deposici�on temporal de part��culas de un 
ujo Rayleigh-B�enard en espacio cil��ndrico
se plantea para estudios de din�amica de 
ujos y aerosoles producidos en los sistemas de
enfriamiento pasivo de los reactores nucleares [63]. En [64] presentan una formulaci�on �util
para la evaluaci�on distribuciones de concentraci�on de gases contaminantes.

d�
dt

+ r � (� V ) � r � (� r � ) = 0 (2.21)

La forma de la expresi�on 2.21 garantiza que el transporte de la cantidad de inter�es se conserve,
sin embargo existen situaciones donde el sistema esta expuesto a una fuente de generaci�on o
sumideroF (~x) de modo que ahora debe plantearse por medio de la ecuaci�on 2.22. En [65] un
modelo 2D solucionado por el m�etodo de diferencias �nitas es propuesto para el estudio de la
distribuci�on temporal de la concentraci�on del aire contaminado bajo condiciones atmosf�ericas
estables, inestables y neutras a diferentes niveles de altura, para ese estudioF (~x) hace
referencia a una fuente de aire contaminante.

d�
dt

+ r � (� V ) � r � (� r � ) = F (~x) (2.22)

Existen fen�omenos de transporte que dada su naturaleza presentan una interacci�on por medio
de la cual durante su proceso se producen o disipan las especies, las reacciones qu��micas son
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Figura 2.3: Esquema de un modelo compartimental

un ejemplo de esa situaci�on. Para representar �esta condici�on se adiciona un termino reactivo
a la expresi�on 2.22 de manera que se obtiene como resultado la ecuaci�on deDifusi�on -
Advecci�on - Reacci�on, 2.23. Sif (x) es positivo se produce la cantidad� y si es negativo se
disipa.

d�
dt

+ r � (� V ) � r � (� r � ) + f (~x) = F (~x) (2.23)

Algunas �areas donde esta expresi�on ha sido utilizada comprende estudios de contaminaci�on,
biomec�anica y propagaci�on de enfermedades. El comportamiento din�amico de la distribuci�on
en un ecosistema de dos especies compitiendo por los mismos recursos es estudiado por un
sistema Lotka-Volterra (Depredador - presa) y extendido con las ecuaciones de difusi�on -
advecci�on - reacci�on [66]. Las caracter��sticas de propagaciones de enfermedades depende de
las condiciones especi�cas, el modelo epidemiol�ogicoSIS (susceptible-infectious-susceptible)
describe la dispersi�on de una enfermedad en una poblaci�on susceptible de tama~no N. En
[67] trabajan el modeloSIS el cual es planteado por medio de 2.23, encontrando que la
advecci�on puede acelerar la eliminaci�on de las enfermedades. En el campo de la biom�edica
esta formulaci�on ha sido aplicada en cirug��as de baypass cardiopulmonar, en donde los niveles
de oxigeno en la sangre son esenciales. Un modelo simple es planteado en [68] para mejorar
la difusi�on de oxigeno en la sangre mientras �este es contenido en el oxigenador de sangre
arti�cial.

2.3. Modelos compartimentales

La construcci�on de modelos matem�aticos de fen�omenos caracterizados por procesos que
ocurren en etapas se pueden representar por esquemas compartimentales, los cuales se re-
presentan gr�a�camente por medio de compartimientos conectados por 
echas que indican
la direcci�on de 
ujo de una cantidad � i con una frecuencia dominada por un par�ametroki ,
�gura 2.3. Si la tasa ki con la que� i sale de una caja son proporcionales entre s�� se dice
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Figura 2.4: Modelo compartimental SIR. Tomado de [1]

que el MC (modelo compartimental) es lineal. Este tipo de concepto representa la forma de
como distintas especies o una misma con din�amicas diferentes interact�uan en el tiempo entre
s��. Los par�ametros generalmente se encuentran a partir de observaciones experimentales del
fen�omeno de inter�es determinando la frecuencia con la que� i cambia de un estado a otro.
En el planteamiento matem�atico se realiza un balance de entradas y salidas ajust�andolo al
correspondiente modelo de transporte, obteniendo una ecuaci�on por cada compartimiento
dando como resultado en un sistema de ecuaciones. Estos modelos son usados generalmente
en campos como:

En el estudio de enfermedades infecciosas y la din�amica de su transmisi�on. Un modelo
particular es el 'susceptible - infectado - recuperado' (SIR por sus siglas en ingles)
el cual describe el comportamiento en un ambiente humanos - enfermedades, pro-
porcionando caracter��sticas de su comportamiento actual y sobre el cual se pueden
realizar inferencias que resulten en una plani�caci�on para su respectivo control. El
esquema del modelo SIR, �gura 2.4, es presentado en [1], en �esta representaci�on se
tienen tres compartimientos cada uno indicando la cantidad correspondiente a cada
poblaci�on (susceptible, infectado, recuperado),� es la fuerza de infecci�on y
 es la rata
de recuperaci�on. En [69] modi�can el modelo al adicionar un estado que considera los
sintom�aticos para el estudio del COVID-19.

En algunas �areas de la farmacolog��a los MC son ampliamente usados. El estudio de
la din�amica de un f�armaco especi�co durante el paso por el cuerpo es abordado por
la farmacocin�etica. En [2] presentan un modelo lineal con dos, tres y cuatro compar-
timientos junto con su sistema de ecuaciones. Espec���camente, para el modelo de tres
compartimientos, los autores obtienen un esquema y un conjunto de ecuaciones como
se muestra a continuaci�on. Los par�ametroskij corresponden a las tasas de transporte y
son proporcionales a la concentraci�onQi del respectivo compartimiento, los sub��ndice
i y j indican la salida y llegada, respectivamente, 0 es una salida del organismo.
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Figura 2.5: Esquema de 3 compartimientos para estudios en la farmacocin�etica. Tomado de
[2]

Figura 2.6: Modelo compartimental de cinco estados representando un proceso de carci-
nog�enesis propuesto en [3]

dQ1

dt
= � Qt1 � K 1 + Qt2 � k21 + Qt3 � k31

dQ2

dt
= Qt1 � K 12 � Qt2 � K 2 + Qt3 � k32

dQ3

dt
= Qt1 � K 13 + Qt2 � k23 � Qt3 � K 3

Despu�es de un tratamiento por quimioterapia, se realiza un procedimiento denominado
irradiaci�on corporal total con el �n de eliminar cualquier rastro de c�elulas cancer��genas.
A la fecha no hay un protocolo que determine la manera m�as adecuada de proceder y
que conlleve a un proceso e�ciente. En [3] plantean un MC no lineal de carcinog�enesis de
cinco estados, �gura 2.6, correspondientes a poblaciones normales, enfermas, mutantes
y cancerosas.
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Figura 2.7: Estados cin�eticos que representan el 
ujo de prote��nas en el transporte axonal
para el modelo propuesto en [4].

2.4. Modelo matem�atico para el transporte axonal

Representaciones matem�aticas del transporte axonal han sido planteadas desde hace ya
tres d�ecadas. La existencia de una relaci�on entre las observaciones experimentales y resulta-
dos matem�aticos, la limitaciones tecnol�ogicas que han fracasado en los objetivos de capturar
la naturaleza del TA y las propias din�amicas del fen�omeno, no han permitido proponer un
modelo universal que limite los esfuerzos experimentales y reproduzca las caracter��sticas
propias del TA. A continuaci�on se discutir�an brevemente algunos modelos planteados y pos-
teriormente de desarrollar�a el modelo matem�atico que se trabajar�a durante todo este trabajo.

Un modelo basado en la teor��a macrosc�opica de transporte en t�erminos de las leyes de difu-
si�on y cin�etica se propuso en [46]. La relaci�on prote��nas- motores moleculares se representa
por medio de una part��cula que se encuentra en difusi�on libremente o se mueve sobre los MT
con t�erminos cin�eticos que determinan cada estado. El sistema de ecuaciones propuesto es
mostrado en 2.24.

@no(x; t )
@t

� D
@2no(x; t )

@x2
= � (k+ + k� )no + k

0

+ n+ + k
0

� n�

@n� (x; t )
@t

� v �
@n� (x; t )

@x
= k� no � k

0

� n�

(2.24)

En [4] plantean un modelo para el transporte de NF consider�andolos una estructura que se
desplaza bidireccionalmente sobre MT y potenciados por motores moleculares. El modelo no
considera los mecanismos de acople y desacople de los motores a los MT. El planteamiento
matem�atico es basado en el transporteadvecci�on - reacci�on y sus ecuaciones se plantean con
base en un MC lineal como se muestra en la �gura 2.7. Los par�ametroski;j son las tasas de
cambio de un estado a otro y fueron determinados experimentalmente y por tanteo.

En [47] se introduce el modelo re�nado de Smith y Simmons, conservando caracter��sticas
como la del estudio de la evoluci�on temporal de una funci�on de densidadf (x) cuyo des-
plazamiento, para Friedman esta mediado por la Kinesina. La prote��nas pueden unirse de
manera irreversible hasta por dos motores, su acople a los MT se hace una vez exista un
sistema 'Motor - Cargo' y debido a que se asume que �estos est�an relativamente esparcidos
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solo toman en cuenta un MT. La cantidad de motores y los sitios de uni�on a MT no tienen
restricci�on. Esto ultimo son hip�otesis que se consideran en los estudios de obstrucciones del
TA [70]. A diferencia de los modelos planteados anteriormente, en el estado de part��culas
libres �estas puede experimentar un fen�omeno de difusi�on en las tres direcciones. El conjunto
de ecuaciones diferenciales propuesto, y que se muestra en la ecuaci�on 2.25, se basa en la
conservaci�on de la masa donde el primer y segundo sub��ndice indica cuantos motores est�an
acoplados a las prote��nas y de estos cuantos se acoplan al MT, el termino que relaciona la
integral corresponde a la difusi�on en la secci�on transversal de un cilindro yD es el coe�ciente
de difusi�on longitudinal.

@u00

@t
= D� u00 � 2� 1� u00

@u10

@t
= D� u10 + 2� 1� u00 � � 1u10 � � 2u10 + ku11

@u20

@t
= D� u20 + � 1u10 � 2� 2u20 + ku21

@u11

@t
= � v

@u11

@x
+

� 2

B

Z b

1
u10rdr � � 1u11 � ku11

@u21

@t
= � v

@u21

@x
+ � 1u11 +

2� 2

B

Z b

1
u20rdr � �

0

2u21 + 2ku22 � ku21

@u22

@t
= � v

0@u22

@x
+ �

0

2u21 � 2ku22

(2.25)

La representaci�on matem�atica de la din�amica del TA para este proyecto se desarrolla con
base en la hip�otesispara y avanzapropuesta por Anthony Brown [33]. Esta hip�otesis, ori-
ginalmente planteada para el TA lento y posteriormente aplicada al TA r�apido, sugiere que
las prote��nas experimentan movimientos bidireccionales, intermitentes y asincr�onicos, donde
�estas permanecen en estado de pausa durante gran parte de su recorrido en el ax�on. Las prin-
cipales suposiciones que se toman para el planteamiento matem�atico del TA son tomadas a
partir de la literatura anteriormente abordada que se simpli�can a continuaci�on:

La interacci�on 'Cargo - Motor molecular' se considera como una part��cula que mime-
tiza la relaci�on entre la 'kinesina - Dineina - Cargos' obteniendo como caracter��sticas
movimientos bidireccionales [46].

Los MT son 'carreteras' continuas que van desde el soma hasta la terminal axonal,
su distribuci�on espacial es espaciada de modo que no existe una in
uencia de MT
vecindarios [47].

Para las part��culas que se encuentran desacopladas de los MT su transporte esta dado
por difusi�on y pueden estar en un estado anter�ogrado (unidas a la kines��na) o en un
estado retr�ogrado (unidad a la dine��na).
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En el soma, las part��culas se encuentran en un estado de difusi�on hasta que logran
acoplarse al MT.

Debido a la di�cultad de rastrear las part��culas de manera individual, se estudia un
conjunto de �estas por medio de una funci�on de densidad [46, 47]. Para esta suposici�on en
[71] sugirieron que la forma de la condici�on inicial del problema no tenia relevancia en
el TA ya que el fen�omeno tiende alcanzar su equilibrio, en los resultados se analizar�a
brevemente esta situaci�on. Para el proyecto se analizan dos condiciones dadas por
funciones de distribuci�on Normal 2.26 y Gamma 2.27:

� (t(0); x(0)) = f (x; �; � ) =
1

p
2��

exp

 

�
1
2

�
x � �

�

� 2
!

(2.26)

La distribuci�on Normal es la de mayor uso en diferentes campos. Es considerada parte
fundamental para la estad��stica inferencial al plantear, por el teorema de limite central,
que cualquier muestra conforme aumenta su tama~no (> 30) su comportamiento se
aproxima a una simetr��a. Lo anterior indica que las medidas de tendencia central son
iguales y su forma esta dada por la media� y la desviaci�on est�andar � .

� (t(0); x(0)) = f (x; �; � ) =
1

�( � )� �
x � � 1exp

�
�

x
�

�
(2.27)

Con respecto a la distribuci�on Gamma, su forma esta caracterizada por los t�erminos�
y � que determinan la escala y la forma, respectivamente. Sus campos de aplicaci�on son
amplios debido la variedad de per�les se pueden obtener al controlar sus par�ametros
[72, 73, 74].

Las part��culas no pueden cambiar la direcci�on si est�an en movimiento o presentan
difusi�on, lo anterior considerando que para revertir su desplazamiento es necesario
establecer una pausa en su recorrido para lograr modi�car el sentido de traslaci�on.

La naturaleza de la hip�otesis 'para y avanza' es representada por medio de un modelo
compartimental lineal como se muestra en la �gura 2.8.

Con base en la �gura 2.8 todo el material puede experimentar movimientos anter�ogrados
o retr�ogrados potenciados por motores moleculares, cada una con tres posibles estados de
movimiento, pausa o difusi�on.� 2, � 1 y � 0 representan lss cargos que se desplazan sobre los
MT, que est�an desacopladas de los MT y en difusi�on en la direcci�on anter�ograda, respec-
tivamente. En tanto que � 2a, � 1r y � 0r representan los mismos estados para las prote��nas
que se desplazan retr�ogradamente. Con respecto a los t�erminos reactivos se tienen en total
12 e indican la frecuencia con la que las prote��nas cambian de estado. De manera est�andar
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Figura 2.8: Estados cin�eticos del transporte axonal representados como un modelo compar-
timental propuestos por [5].

se pueden expresar como
 1;j , donde el primer sub��ndice se~nala el compartimiento de salida
cargo, el sub��ndicej al estado que llega y la comilla signi�ca que se encuentran en acoplados
a un motor retr�ogrado.

El sistema de ecuaciones del modelo compartimental se obtiene al plantear de forma ge-
neral el modelo de transporte deDifusi�on - Advecci�on - Reacci�on donde se debe simpli�car
los t�erminos seg�un las siguientes din�amicas:

En el compartimiento � 2, los materiales son potencializados principalmente por la
Kinesina, de modo tal que presenta una velocidadva. Dado que esta acoplado al MT,
no presenta Difusi�on y debe detenerse para lograr desacoplarse, por lo que en este caso
solo se puede mudar a un estado de pausa.

Los compartimientos� 1 y � 10 presentan caracter��sticas similares al estar en estados de
no movimiento, pero se distinguen por el motor molecular que interact�ua en su mo-
mento. Se debe tener presente que a un cargo se le puede acoplar tanto la Kinesina y la
Dine��na, su direcci�on estar�a dada por un balance respectivo: mayor n�umero de motores
de Kinesina provoca una traslaci�on retrograda y viceversa. Dado que est�an sobre los
MT y no presentan movimiento, el termino advectivo se desprecia al igual que el di-
fusivo. Extensiones de algunos modelos han incorporado la difusi�on a�un cuando est�an
sobre el MT [75]. En estos estados, el cargo puede presentar un cambio de direcci�on
sobre su desplazamiento o desacoplarse del MT y entrar en un proceso de difusi�on.



20 2 Modelos de transporte

los estados� 0 y � 00 son caracterizados por su fen�omeno de transporte difusivo, lo cual
es una diferencia con el modelo de Jung y Brown. Ya que no existe la interacci�on
'motores moleculares - MT' no presenta desplazamiento por contribuciones advectivas,
por lo tanto es despreciado. En estos estados el cargo puede difundirse en la direcci�on
contraria o acoplarse nuevamente al MT si presentar traslaci�on.

El compartimiento � 20 se comporta de manera similar que las prote��nas en� 2, sin em-
bargo su desplazamiento es debido a la Dine��na con velocidadvr y solo puede cambiar
a un estado de pausa.

el coe�ciente de difusi�on para los estados anter�ogrado y retrogrado se consideran igua-
les.

Teniendo en cuenta las simpli�caciones anteriores, el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales que se obtienen son las siguientes:

@�2
@t

+ ua
@�2
@x

+ 
 1;2� 1 � 
 2;1� 2 = 0 (2.28)
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Cap�́tulo 3
Soluci�on num�erica del modelo de transporte
axonal

En el capitulo 2 se abordaron algunos modelos construidos para el estudio de la din�amica
del TA junto con las suposiciones y el respectivo planteamiento del modelo matem�atico que
se discutir�a en esta investigaci�on, el cual est�a basado en: la hip�otesis 'pare y avanza' [33], la
ecuaci�on deDifusi�on - Advecci�on- Reacci�on y en modelos compartimentales, obteniendo co-
mo resultado un sistema de seis ecuaciones diferenciales parciales (EDP) acopladas. Para las
propuestas que se han sugerido para el modelamiento del TA se han obtenido las soluciones
anal��ticas en su estado estable [76, 75, 56] y en su respectivo estado transitorio [49, 4, 54], en
tanto que en [57] abordan el problema desde una perspectiva num�erica para el modelo de tres
estados presentado en [46]. Este capitulo inicia con la discretizaci�on espacial del sistema de
ecuaciones 2.28 - 2.29 por medio del m�etodo de residuos ponderados de Galerkin (M�etodo de
Elementos Finitos FEM), posteriormente los esquemas de avance temporal para la soluci�on
transitoria son introducidos y evaluados para propuesta del transporte axonal.

Debido a la naturaleza del fen�omeno (movimientos intermitentes r�apidos y bidirecciona-
les), se presupone que el tama~no del elemento de la malla del dominio y de paso temporal
deben ser lo su�cientemente peque~nos para lograr capturar las caracter��sticas m�as relevantes
del TA y evitar oscilaciones num�ericas. Dado lo anterior y considerando que en estudios
experimentales encontrados en la literatura se observan actividades de rastreo que llegan a
durar hasta de seis semanas [6], se plantea una soluci�on num�erica con mallado adaptativo
que reduzca la densidad de la discretizaci�on sin afectar las variables de soluci�on y minimice
los tiempos de simulaci�on, esto se presentar�a en la secci�on 3.3. Finalmente los resultados
donde se evidencia el comportamiento por estados y por concentraci�on total son mostrados
y comparados con respecto a las soluciones en estudios similares.
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Figura 3.1: Con�guraci�on espacial de la neurona para la simulaci�on por elementos �nitos.
El soma y las dendritas funcionar�an como un reservorio, en tanto que el ax�on es la zona de
transporte de prote��nas.

3.1. Discretizaci�on espacial por el M�etodo de los Resi-
duos Ponderados - Elementos Finitos

El sistema de ecuaciones presentado en 2.28 - 2.33 reproduce el comportamiento del TA
construido a partir de un modelo compartimental que se basa en un fen�omeno de transporte
mediado por la ecuaci�on deDifusi�on - Advecci�on - Reacci�on y que representa la hip�otesis
'pare y avanza'. La soluci�on por el m�etodo de elementos �nitos es realizada de manera
individual para cada EDP, posteriormente se propone el acople correspondiente que se va a
programar en el software Matlab.

El dominio espacial del problema dispuesto en esta investigaci�on se muestra en la �gura
3.1. Aqu��, el Soma y la dendritas son representados por reservorios los cuales se establecen
como las fronteras para las condiciones iniciales del planteamiento matem�atico. La parte
del ax�on es la regi�on espacial por donde la funci�on de distribuci�on se propagar�a y junto
con los fronteras se discretizar�a para la soluci�on num�erica del modelo del TA al dividir el
dominio en elementos de tama~noh. Para evitar inestabilidades num�ericas se establece el
tama~no de los reservorio los su�cientemente grandes (50mm) de modo que no se presente
una reincorporaci�on al ax�on de alguna prote��na. La longitud de este �ultimo se establece de
(50mm) teniendo en cuenta que el resultado de los desplazamiento de materiales en algunos
estudios [57, 71, 4] no superan esta magnitud y al considerar las magnitudes de las velocidades
promedio y los tiempos de simulaci�on.

La construcci�on de la soluci�on aproximada de cada una de las EDP es planteada mediante
el m�etodo de Residuos Ponderados [77, 78, 79]. Tomando a� e (e = 2; 1; 0; 00; 10; 20) como la
variable soluci�on de las concentraciones de cada uno de los estados para uno de los tramos
divididos del domino 
 e, �gura 3.2, y a ^� e como su respectiva aproximaci�on, el residuo para
cada uno de los elementosRe;
 es de�nido como la diferencia entre� e y ^� e:
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Figura 3.2: Divisi�on del dominio 
 con n nodos yn � 1 elementos

Re

 = jj � e � ^� ejj (3.1)

Debido a que la minimizaci�on deRe

 conlleva a la mejor aproximaci�on, una forma de lograrlo

es garantizando que� e � ^� e y que Re

 = 0. A partir de lo anterior y considerando que la

sumatoria de cada residuo elemental multiplicado por una funci�on de ponderaci�onW, que
evita que residuos con signo contrario se cancelen, proporciona el grado de aproximaci�on
obtenido sobre todo el segmento 
e, se puede plantear la siguiente expresi�on:
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 e
WRe


 d
 e =
Z


 e
W ^� ed
 e = 0 (3.2)

Si la expresi�on 3.2 es sustituida en cada ecuaci�on del modelo del TA y se simpli�ca al realizar
las respectivas operaciones con el objetivo de plantear los t�erminos acumulativos, advectivos
y reactivos de forma separada se obtiene el sistema mostrado en las ecuaciones 3.3 - 3.8 el
cual representa el planteamiento para un elemento interno del domino del ax�on 
e. Cada
uno de los par�ametros reactivos
 i;j son constantes yR 1 = 
 1;2 + 
 1;0 + 
 1;10, R 2 = 
 0;1 + 
 0;00,
R 3 = 
 00;0 + 
 00;10 y R 4 = 
 10;00 + 
 10;20 + 
 10;1.
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Para garantizar que las aproximaciones empleadas correspondan al espacio SobolevW 2;2

y as�� obtener una matriz sim�etrica, los t�erminos difusivos de las ecuaciones 3.5 y 3.6 son
debilitados siguiendo el procedimiento detallado en el anexo A. Como consecuencia de este
desarrollo los aportes difusivos se puede expresar como 3.9:
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@2�̂
@x2

d
 e = �
Z


 e

@W
@x

@̂�
@x

d
 e +
Z

�
W

@̂�
@x

d� (3.9)

Cada ^� e del anterior sistema de ecuaciones es una funci�on polin�omica que aproxima el valor
de la variable concentraci�on y se caracterizan por ser ortogonales, algunas utilizadas son:
los Polinomios Legendre, de Laguerre, de Hermite y de Lagrange. Espec���camente, los poli-
nomios de Lagrange permiten construir una funci�on de aproximaci�on para cada elemento a
trav�es de una combinaci�on lineal de polinomios que pasan por un conjunto de puntos como
se muestra a continuaci�on

^� e =
mX

l=0

� lN l = � i N i + � j N j ; (3.10)

dondem indica el grado del polinomio,� l son los respectivos coe�cientes de la concen-
traci�on del elemento que deber�an ser determinados yN l son las bases polin�omicas que se
eval�ua como

N i (x) =
mY

j =0 ;j 6= i

x � x j

x i � x j
: (3.11)

A partir de lo expuesto, cuando se reemplacen las funciones de aproximaci�on^� e (ecuaci�on
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Figura 3.3: Transformaci�on lineal de coordenadas globales a coordenadas locales para un
elemento Unidimensional

3.10) junto con las respectivas bases, dadas por la expresi�on 3.11, para los tramos del dominio

 se tendr�a como resultado un sistema donde cada una de las integrales a resolver esta en
funci�on de las coordenadas del elemento. Esta situaci�on implica que se deber�an evaluar
elemento a elemento. Una alternativa para generalizar este planteamiento y simpli�car el
procedimiento es a partir de una transformaci�on de coordenadas globales a locales (x ! � )
a trav�es de un mapeo geom�etrico, �gura 3.3.

En el Anexo B se detalla el proceso para la transformaci�on de coordenadas que permite
garantizar un sistema �unico que se evaluar�a una vez para todo el dominio, cuyos resultados
mostrados en las ecuaciones B.5 y B.6 y ajustados a la variable concentraci�on� e son

dx =
2
h

d�
@̂� i

@x
=

2
h

@̂� i

@�
(3.12)

en tanto que ahora las funciones base en t�erminos de� est�an dadas por

N1(� ) =
2Y

i =1 ;i 6= j

� � � i

� j � � i
=

1
2

(1 � � ); N2(� ) =
2Y

i =1 ;i 6= j

� � � i

� j � � i
=

1
2

(1 + � ); (3.13)

Al reemplazar los resultados anteriores para el mapeo geom�etrico en cada una de las ecuacio-
nes de concentraci�on 3.3 - 3.8 y simpli�cando, se llega ahora un sistema que est�a en funci�on
de las coordenadas� .
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Este sistema describe el modelo del TA para un elemento interno del dominio 
. Por esta
raz�on no se ha involucrado el t�ermino correspondiente a los aportes de la frontera � que
resultaron naturalmente del proceso de debilitaci�on, 3.9, o por alguna imposici�on producto
de la naturaleza del fen�omeno. Sin embargo debido a que se considero que las fronteras
del dominio del problema son reservorios de gran tama~no, no es necesario incluir alguna
condici�on de contorno. Lo anterior sugiere que la conservaci�on de prote��nas existir�a mientras
el 
ujo se desplace dentro de 
 y cuando alcance los reservorios se plantea un mecanismo
de reciclaje o de transferencia a otra neurona. De este modo y teniendo en cuenta que
una opci�on de escribir de manera compacta este sistema es haciendo uso de la notaci�on de
producto interno1, se puede sintetizar de la siguiente manera
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(3.21)

1El producto interno de dos funciones contenidos dentro del espacio de HilbertL 2 puede plantearse como
hf; g i =

Rb
a f (x)g(x)dx
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Las funciones�̂ e de cada una de estas ecuaciones son sustituidas por una combinaci�on
lineal polin�omica representada en la ecuaci�on 3.10. Para la discretizaci�on planteada aqu�� se
utilizar�an aproximaciones de primer orden por lo quem = 1, obteniendo as�� dos inc�ognitas
� i

e y � j
e. En tanto que para las ponderacionesW se aplica el m�etodo el Galerkin el cual

las sustituye por las mismas funciones de aproximaci�on, de este modo se garantiza que se
tendr�an tantas ecuaciones como variables de concentraci�on a determinar se tengan para cada
elemento del dominio. A partir de lo anterior y despejando el factor que contiene la derivada
temporal, la ecuaci�on 3.20 puede ser planteada como un sistema matricial de productos
internos de la forma
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donde la particularidad resulta al observar que las matrices de las t�erminos acumulativos
y reactivos son iguales y solo se diferencian de las constantes que las multiplican, en tanto que
la matriz advectiva su producto interno se multiplica por la derivada del polinomioN i;j con
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respecto a� . Para la ecuaci�on de concentraci�on 3.21 debido a que es un estado de transici�on
no presenta aportes por fen�omenos de transporte, por lo tanto solo se tendr�an productos de
matrices de la forma acumulativa y las constantes reactivas, es decir:
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La ecuaci�on 3.22 representa el estado desacoplado de las prote��nas unidas a la Kinesina
teniendo como consecuencia un trasporte difusivo, el resultado de este termino fue producto
del debilitamiento. Con relaci�on a las expresiones anteriores esta es la �unica matriz que
resulta en un producto interno entre las derivadas de las funciones baseN i y N j , en tanto
que los dem�as factores toman la misma estructura ya que se utilizan t�erminos reactivos y
acumulativos multiplicados por diferentes constantes. Al plantear su sistema matricial se
obtiene:

h
2

�
hN i ; N i i hN i ; N j i
hN j ; N i i hN j ; N j i

�  
� i

0
dt
� j

0
dt

!

= �
2D
h

0

@

D
@Ni
@� ; @Ni

@�

E D
@Ni
@� ; @Nj

@�

E

D
@Nj

@� ; @Ni
@�

E D
@Nj

@� ; @Nj

@�

E

1

A

 
d� i

0
dt

d� j
0

dt

!

+


 1;0h
2

�
hN i ; N i i hN i ; N j i
hN i ; N i i hN i ; N j i

� �
� i

1

� j
1

�
+


 00;0h
2

�
hN i ; N i i hN i ; N j i
hN i ; N i i hN i ; N j i

� �
� i

00

� j
00

�
�

R 2h
2

�
hN i ; N i i hN i ; N j i
hN i ; N i i hN i ; N j i

� �
� i

0

� j
0

�

(3.28)

Con respecto a las ecuaciones 3.20, 3.21 y 3.22, �estas representan el comportamiento advecti-
vo, difusivo e intermitente anter�ogrado del transporte axonal para un elemento del dominio.
La representaci�on retr�ograda est�a dada por las expresiones 3.23, 3.24 y 3.25 y en conjunto
modelan la din�amica asincr�onica, intermitente y bidireccional. Ambas componentes presen-
tan similitud en su estructura por lo que el planteamiento de las matrices resulta ser an�alogo
y su diferencia esta centrada nuevamente en las constantes, en este sentido se llega a:
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Con el �n escribir cada uno de estos resultados de una forma compacta se propone la siguiente
notaci�on: las matrices acumulativa y reactiva por medio de[C ], a la advectiva por [A ] y
a la difusiva como[D ], en tanto que a los vectores columna que contienen las variables de
concentraci�on � i;j

e y a sus derivadas temporalesd� i;j
e

dt mediante [� e] y
� d� e

dt

�
, respectivamente.

De acuerdo a lo anterior el planteamiento de las ecuaciones en su notaci�on compacta es:
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Al reescribir el sistema con la notaci�on propuesta se observa que en general el modelo esta
descrito por las matrices elementales capacitiva[C ], advectiva[A ] y difusiva [D ]. La solucion
de los productos internos para cada matriz, conN i y N j representados por la ecuaci�on
3.13, son ampliamente abordados en la literatura. Las expresiones 3.38 - 3.40 muestran los
resultados de su respectiva evaluaci�on junto con una modi�caci�on al considerar que en la
implementaci�on se incluye un m�etodo donde el tama~no de los elementos no es constante, por
el contrario, var��an en funci�on de los gradientes de las variables concentraci�on� e en cada
avance temporal lo cual implica tener matrices diferentes.
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Las expresiones (3.32 - 3.37) forman un conjunto de 12x12 ecuaciones para un elementok-
�esimo del dominio discretizado 
 que est�a formado por los nodosi; j , los cuales contienen la
informaci�on sobre la soluci�on de los seis estados din�amicos del TA, �gura 3.4. Una alternativa
para representar de forma agrupada el modelo consiste en construir un sistema matricial
acoplado donde cada uno de sus elementos corresponden a los t�erminos de las ecuaciones
3.32 - 3.37 y sus vectores contienen las respectivas variables de estado� e y d� e

dt . a partir
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Figura 3.4: Discretizaci�on espacial del dominio 
.

de lo expresado el miembro izquierdo se representa por medio de 3.41, mientras que el lado
derecho es planteado como 3.42.
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Para esta representaci�on, [ 0 ] indica que es una matriz 2x2 de ceros, a 3.41 se le conoce
como la matriz capacitiva elemental y se representa por [Ce ]. Con respecto a 3.42 se le
denomina matriz de rigidez elemental [K e] y con el �animo de simpli�car su construcci�on se
han establecido los las constantes expresadas en 3.43.
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Todo lo detallado hasta aqu�� puede ahora ser resumido por medio de la expresi�on 3.44, repre-
sentado as�� un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias temporales para un elemento
del dominio.

[Ce]
�

� e

dt

�
= [ K e] [� p] (3.44)

Cuando se enmalla el dominio se asegura una conexi�on adecuada entre los tramos formados.
Para un problema unidimensional dos elementos comparten un nodo especi�co el cual contie-
ne parte de la soluci�on de cada segmento, �gura 3.4. Resulta claro entonces que al momento
de plantear la expresi�on 3.44 para cada elemento del dominio existir�an nodos donde una
ecuaci�on se acoplar�a con otra. Para garantizar en esta situaci�on un ensamble adecuado de la
matriz capacitiva y de rigidez elemental, se organizan de manera que en las primeras �las se
ubiquen los aportes de cada estado en el primer nodoi y las siguientes a su respectivo nodo
j . A continuaci�on se muestra de manera esquem�atica la forma en el que quedan organizados
cada uno de los elementos de las matrices, [Ce] y [K e], donde los sub��ndices indica �la y
columna de los sistemas originalmente planteados.
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El procedimiento para acoplar las matrices elementales para cada uno de los segmentos
que constituyen el dominio 
 y que implicar�an obtener un sistema que representa la soluci�on
total del modelo es planteado a continuaci�on. A partir de la �gura 3.4 se observa que para
un elementok-�esimo el nodoj es com�un con el que es el nodoi del elemento contiguo, por
lo tanto los t�erminos que corresponden a las variables� j

e de [Ce] y [K e] de las expresiones
3.45 y 3.46 coinciden con� i

e de las matrices del siguiente segmento. De forma representativa
se muestra un ejemplo del ensamble de las matrices de rigidez elemental para dos elementos
adyacentes y que comparten un nodo especi�co, las cantidades en negrilla corresponden a
los aportes del tramo vecino.
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De manera similar se acopla las matrices capacitivas elementales. A los resultados anteriores
se les conocen como matriz de rigidez [K ] y capacitiva [C] global, respectivamente. Nueva-
mente en notaci�on matricial este sistema se expresa como 3.48, el cual representa un conjunto
de ecuaci�on diferenciales ordinarias temporales

h
_� e

i
para todo el dominio 
 y su respectiva

soluci�on es construida a partir de esquemas de avance temporal.

[C]
h

_� e

i
= [ K ] [� e] (3.48)

3.2. Discretizaci�on temporal

El sistema planteado en la secci�on anterior por medio de la ecuaci�on 3.48 corresponde
a la soluci�on transitoria del modelo del TA o a su forma estable si se hace

h
_� e

i
= 0. Para

evaluar las derivadas temporales se usar�a el m�etodo de las diferencias �nitas, en el que se
considera que el valor de una funci�on, continua y diferenciable dentro de un intervalo, en el
punto xo + � x se puede estimar por medio de las series de Taylor alrededor dexo como:
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Al conocer los valores de la funci�on en los puntosxo y xo +� x se puede encontrar la primera
derivada al despejarla de la expresi�on 3.49, lo cual resulta en:
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Si el error de truncamiento es planteado a partir del incremento �x se puede expresar 3.50
de forma aproximada por medio de la ecuaci�on 3.51.

d�
dx
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�
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xo

�
� � x+ xo � � xo

� x
(3.51)
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la cual se conoce como la aproximaci�on de la derivada por una diferencia �nita hacia
adelante. Si se realiza el mismo procedimiento pero ahora las series se eval�uan alrededor de
xo + � x se obtiene una diferencia �nita hacia atr�as.

d�
dx

�
�
�
�
xo+� x

�
� � x+ xo � � xo

� x
(3.52)

Algunas variantes pueden ser realizadas con el �n de mejorar el error de truncamiento. Por
ejemplo, errores de la magnitud de �x2 son obtenidos por medio de las diferencias �nitas
centradas o con m�etodos de dos niveles como el de Crank-Nicolson que se consigue al realizar
un promedio entre las ecuaciones 3.51 y 3.52. Espec���camente, para este estudio se propone
un planteamiento general a partir de un par�ametro� el cual determina la construcci�on de
un esquema particular para la soluci�on transitoria del problema.

Si para el conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias representadas por el sistema 3.48,
el vector que contiene las derivadas temporales se eval�ua a partir de una aproximaci�on por
medio de diferencias �nitas hacia adelante se obtiene:

[C]
� to+� t � � to

� t
= [ K ] [� ]to (3.53)

Debido a que el inter�es esta dirigido en encontrar la magnitud de las variables concentraci�on
� e en un tiempoto + � t posterior, de la ecuaci�on 3.53 se despeja� to+� t

[C] � to+� t = (� t [K ] + [ C]) [� ]to (3.54)

a �este m�etodo se le conoce como Euler hacia adelante (Forward-Euler) el cual es un
esquema expl��cito, condicionalmente estable, donde se necesita de un valor de tama~no de
paso temporal m�aximo � t para garantizar una condici�on de estabilidad. Planteando ahora
el sistema 3.48 a partir de las diferencias �nitas hacia atr�as se llega a:

[C]
� to+� t � � to

� t
= [ K ] [� ]to+� t (3.55)

al agrupar los t�erminos correspondientes a� to+� t se obtiene el m�etodo de Euler hacia
atr�as ( Backward-Euler) siendo �este un esquema impl��cito incondicionalmente estable, libre
de oscilaciones.

([C] � � t [K ]) [� ]to+� t = [ C] [� ]to (3.56)

Al realizar un promedio de los m�etodos presentados en las ecuaciones 3.54 y 3.56 se obtiene
el esquema de Crank-Nicolson:
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�

[� ]to (3.57)

Finalmente, la construcci�on de una formulaci�on general que permita determinar cualquiera
de los esquemas anteriores a trav�es de un par�ametro� es planteada a partir de la ecuaci�on
3.58. El ajuste de� con valores de� = 0, � = 1 y � = 1

2 resulta en esquemas explicito,
impl��cito y semi-implicito (Crank-Nicolson), respectivamente.

([C] � � � t [K ]) [� ]to+� t = ((1 � � ) � t [K ] + [ C]) [� ]to (3.58)

3.3. Mallado adaptativo

En el m�etodo de elementos �nitos, el dominio espacial del problema es discretizado en
sub-dominios que se obtienen al dividirlo en elementos compuestos por nodos formando una
malla (�gura 3.4). Los costos computacionales del problema est�an vinculados, entre otras
cosas, al enmallado espacial que adem�as de in
uir en la demanda computacional se relaciona
directamente con las propiedades y caracter��sticas de la soluci�on obtenida. Una malla muy
gruesa puede producir soluciones inexactas o generar oscilaciones arti�ciales, en tanto que
una muy �na lleva a demandas computacionales muy grandes que en algunos casos pueden
llegar a ser innecesarias. El tama~no adecuado del elemento puede determinar la convergencia,
consistencia y estabilidad del modelo. Una situaci�on clara es que el tama~no del elemento esta
en funci�on de los gradientes de las variables soluci�on, por ejemplo, en CFD (Computational
Fluid Dynamic) sectores dentro del dominio que presenten turbulencias se requiere de una
malla muy �na con el �n lograr de capturar el fen�omeno, en tanto que en zonas laminares
se puede establecer una malla menos densa. En deformaciones de solidos, geometr��as in-
homog�eneas requieren un discretizaci�on muy �na que sea capaz de modelar correctamente
la geometr��a [80]. Una alternativa para mejorar los costos computacionales sin afectar los
resultados num�ericos es por medio una densi�caci�on din�amica de elementos en el dominio
dependiendo de los gradientes presentes. La adaptaci�on de la malla planteada en este trabajo
se basa en el procedimiento realizado en [80].

El producto del gradiente del campo de la variable de estudio por el tama~no del elemento y
su error local son par�ametros que permiten establecer una correcta discretizaci�on espacial,
para ambos casos deben permanecer constantes para todo el dominio 
. El criterio para
elegir el tama~no de elementos es

c(� ) = hepjj � jj = C (3.59)

dondehep es el tama~no adecuado del elemento a evaluar,jj � jj es la norma euclidiana de
la variable concentraci�on yC se toma como una constante determinada por
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c =
�

Ne

X

e

hejj � jj (3.60)

siendohe y Ne el tama~no y la cantidad total de elementos de la malla actual, respectiva-
mente. A partir de la ecuaci�on 3.59 se establece el tama~no ideal por medio de la expresi�on
3.61, donde se han incluido la longitud m�aximahmax y m��nima hmin que puede tomar un ele-
mento con el �n de asegurar valores dentro de un intervalo adecuado y as�� evitar magnitudes
por fuera de lo normal.

hep =
C

max
n

min
n

jj � jj ; C
hmin

o
; C

hmax

o (3.61)

La cantidad m�axima de elementosNmax que puede admitir el modelo debe ser especi�cada
con el �n de garantizar que el proceso de re�namiento est�e siempre controlado. El factor�
de la ecuaci�on 3.60 garantiza que siNep < N max el proceso puede admitir m�as elementos, su
evaluaci�on es a trav�es de

� = max
�

Nep

Nmax
; 1

�
(3.62)

El n�umero de elementos actualesNep se obtiene al establecer la relaci�on entre la longitud
actual la y la calculadalep por medio de

Nep =
X

e

la
lep

(3.63)

La expresi�on anterior muestra que el valor de� estar�a siempre entre un valor de [0; 1], si
el valor es m�as cercano a cero indica que m�as elementos va admitir la malla. El valor de
cero se obtiene al considerar que la cantidadNmax es tan grande que el denominador de
la fracci�on de la expresi�on 3.62 se acerca a1 . Para este trabajo se plantea un numero
muy grande de elementos permitidos por lo que lambda tomar�a valores entre� = [0; 1] y se
mantendr�a constante para cada avance de tiempo. La estrategia programada aqu�� se enumera
a continuaci�on:

1. Se eval�ua el tama~no correcto del elemento a partir de las expresiones 3.61 y 3.60.

2. Con el tama~no correcto de los elementoshep se establecen los criterios que determinan
si un elemento debe ser re�nado o no. Es decir, sihep < h e se debe re�nar o si existen
nodos que deben ser removidos cuandohep > h e.

3. La soluci�on de las variables concentraci�on� j debe ser interpolada a la nueva malla.
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Este proceso se debe repetir en cada soluci�on temporal de manera que la discretizaci�on
se acopla al comportamiento de la soluci�on especi�ca agrupando los nodos en zonas donde
se encuentra la funci�on de distribuci�on.

3.4. Implementaci�on

Hasta aqu�� se abordaron las bases necesarias para el desarrollo y soluci�on del mode-
lo din�amico del transporte axonal. A continuaci�on se plantear�a los aspectos y condiciones
establecidas para la programaci�on en el software Matlab.

La din�amica del TA representada por las ecuaciones diferenciales parciales (2.28 -
2.33) son aproximadas y simuladas espacialmente por el sistema matricial dado por
la expresi�on 3.48 y su estado transitorio es construido a partir de un esquema general
determinado por el par�ametro� , ecuaci�on 3.58.

Las condiciones iniciales del problema son planteadas considerando dos casos. En el
primero, las prote��nas liberadas al ax�on se modelan por medio de una funci�on de dis-
tribuci�on Normal dada por la expresi�on 2.26, y el segundo, su disposici�on se representa
a trav�es de la funci�on de distribuci�on Gamma 2.27. Estas funciones son aplicadas en
� 0(x; 0) conx = 50, teniendo en cuenta la con�guraci�on del dominio 
, �gura 3.1. Para
los dem�as estados se tiene que� e(x; 0) = 0 considerando que luego de sintetizadas su
�unico mecanismo de transporte es difusivo hasta que se logran acoplar a un motor
molecular y un MT, respectivamente.

Debido a que los par�ametros del modelo han sido determinados en ordenes dex10� 9,
el tama~no de la malla debe ser lo su�cientemente peque~no para lograr capturar el
fen�omeno y evitar inestabilidades num�ericas. Establecer un tama~no del elementoh
muy peque~no convierte al sistema computacionalmente pesado, provocando aumentos
en los tiempos de simulaci�on. Por lo tanto se construye un mallado adaptativo que es
aplicado en cada paso de tiempo de manera que la discretizaci�on adecuada se determina
en funci�on del gradiente de la variable concentraci�on. Para este procedimiento se toma
comohmin = 6;31524mm y hmin = 0;002464mm los valores de la ecuaci�on 3.61.

Las magnitudes de los par�ametros son tomados a partir de datos experimentales. De
[32] la velocidad anter�ogradaua = 0;51�ms � 1 y velocidad retrogradaur = 0;51�ms � 1.
Para la difusi�on, la cual no fue originalmente incluida en algunos estudios propuestos, su
papel es observado en [53] tomando valores de 0;1�m 2=s, 1�m 2=s, 10�m 2=s, 100�m 2=s
en tanto que en [57] las magnitudes variaban entre 0;04� 0;4�m 2=s. Para este trabajo
se establece inicialmente un valor de 1�m 2=s, si se tiene en cuenta que es un punto
intermedio y que los datos de [57] fueron planteados para observaciones experimentales
espec���cas. Con respecto a los t�erminos reactivos
 i;j estos son basados en los utilizados
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por [49]: 
 1;2 = 
 10;20 = 0;064s� 1, 
 2;1 = 
 20;10 = 0;140s� 1, 
 1;10 = 
 0;00 = 4;2e � 6s� 1,

 10;1 = 
 00;0 = 1;75e � 5s� 1, 
 0;1 = 
 00;10 = 2;75e � 4s� 1 y 
 1;0 = 
 10;00 = 4;45e � 3s� 1.
En esta investigaci�on se sugiere trabajar con las unidades mm/d��a lo cual permite la
manipulaci�on de n�umeros con mayor precisi�on.

Los resultados obtenidos son comparados con los datos experimentales del transporte
axonal en el nervio ci�atico de un rat�on desarrollado por [6] donde observan per�les
de concentraci�on de neuro�lamentos y tubulin por seis semanas. Estos hallazgos son
usados por [49] para realizar una prueba del modelopara y avanzasolucionado es-
toc�asticamente.

Basados en el punto anterior, la soluci�on num�erica es planteada para un total de seis
semanas. El tama~no de avance temporal debe garantizar que los resultados est�en libres
de oscilaciones y que los tiempos de simulaci�on sean minimizados. Se inici�o con un valor
� t = 0;06s, sin embargo algunas perturbaciones se evidenciaron y fueron superadas
con un � t = 0;02s

Como post-procesamiento se obtienen gr�a�cas de concentraciones totales y por estados
para las dos funciones de distribuciones Normal y Gamma. Debido a que algunos
estudios han sido enfocados en observar el porcentaje de prote��nas en los diferentes
estados, los datos que proporcionan informaci�on de permanencia de las prote��nas son
obtenidos para su respectiva comparaci�on. Finalmente, para analizar la e�ciencia del
mallado adaptativo, la cantidad de nodos utilizados para cada paso de tiempo durante
toda la simulaci�on son almacenados.

3.5. Resultados

A partir de los avances satisfactorios en la b�usqueda de identi�car patrones caracter��sti-
cos del TA [28] y como sus defectos contribuyen en las enfermedades neurodegenerativas
[7, 81, 82], se han surgido diferentes propuestas que intentan modelar matem�aticamente su
din�amica, por ejemplo la hip�otesispara y avanza[33] y el modelo tire y a
oje [58, 83]. Estos
modelos coinciden en un comportamiento asincr�onico, intermitente y bidireccional mediados
por la iteraci�on: motores moleculares, cargos y microt�ubulos. Para esta investigaci�on se tom�o
como base la hip�otesis 'para y avanza' junto con el modelo sugerido que ha sido re�nado en
diferentes investigaciones, el cual est�a fundamentado en una representaci�on compartimental
mediadas por la ecuaci�on de transporteDifusi�on - Advecci�on - Reacci�on .

En esta secci�on se presentan los resultados correspondientes a las concentraciones de las
prote��nas en cada uno de los estados y la respectiva concentraci�on total al �nalizar cada una
de las seis semanas al usar como condici�on inicial la funciones de distribuci�on Gamma 2.27
y de distribuci�on Normal 2.26. Estas comparaciones permiten validar lo sugerido por otros
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autores al plantear que en el tiempo la distribuci�on alcanza el equilibrio sin importar la con-
dici�on inicial establecida [71]. Las funciones de densidad que representan las concentraciones
totales se muestran junto con los resultados experimentales de [6] y estandarizados en [49]
logrando as�� observar el comportamiento del modelo num�erico del sistema 3.58. Las fraccio-
nes de prote��nas de cada estado al �nalizar cada una de las seis semanas de observaci�on son
obtenidas, estos resultados permiten cuanti�car la cantidad de cargos que se encuentran en
las componentes anter�ograda y retrograda y hacer la respectiva comparaci�on con estudios
publicados. Finalmente, la cantidad de nodos empleados para cada caso se analizar�a con el
�n de establecer un par�ametro de medici�on con respecto a las duraciones de las simulaciones.
Lo anterior considerando que un aporte importante en relaci�on a estudios ya planteados es
proponer un modelo que represente el comportamiento de la din�amica del transporte axonal
con tiempos de simulaci�on m��nimos.

3.5.1. Concentraci�on de cada estado

Los resultados de las concentraciones por cada estado se muestran desde la �gura 3.5
hasta la 3.10, cada imagen representa los estados del modelo compartimental presentado
en 2.8 para el �nal de cada una de las seis semanas. La abscisa representa la neurona, los
extremos corresponden a los reservorios (Soma y Dendritas) y en la parte central el Ax�on.
Toda funci�on de densidad de probabilidad por de�nici�on garantiza que su �area bajo la curva
es igual a uno (= 1), por lo que la densidad de material liberada desde el soma, equivalente
al 100 %, es tomada como una fracci�on m�axima de 1.

La funci�on de distribuci�on Normal tiene gran aceptaci�on en diversas �areas de aplicaci�on,
para este estudi�o es considerada con el objetivo de obtener comparaciones con respecto a la
funci�on gamma ya que mientras la primera es sim�etrica la segunda presenta caracter��sticas
asim�etricas al manipular sus par�ametros.

El esquema de avance temporal establecido para la soluci�on del modelo fue el m�etodo de
Euler hacia atr�as, que al ser incondicionalmente estable, garantiza que no se presenten osci-
laciones arti�ciales debido al tama~no del elemento o de paso temporal �t. La con�guraci�on
anterior fue planteada al considerar que durante las simulaciones se presentaron algunas per-
turbaciones en zonas de altos gradientes al utilizar un tama~no de avance temporal �t = 0;06
con � = 0;5 y se eliminaban al reducir el �t, sin embargo esto incrementaba los tiempos
de simulaci�on. El cambio de esquema num�ericamente implica una reducci�on en el error de
truncamiento, no obstante esta modi�caci�on no comprometi�o la soluci�on obtenida. Para ve-
ri�car lo expuesto, en el anexo C se relacionan las mismas secuencias de im�agenes usando el
m�etodo de Crank-Nicolson.



3.5 Resultados 41

Figura 3.5: Concentraci�on de prote��nas por cada estado para lasemana 1 usando como
condici�on inicial la funci�on a) Normal y b) Gamma.

Figura 3.6: Concentraci�on de prote��nas por cada estado para lasemana 2 usando como
condici�on inicial la funci�on a) Normal y b) Gamma.

Figura 3.7: Concentraci�on de prote��nas por cada estado para lasemana 3 usando como
condici�on inicial la funci�on a) Normal y b) Gamma.
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Figura 3.8: Concentraci�on de prote��nas por cada estado para lasemana 4 usando como
condici�on inicial la funci�on a) Normal y b) Gamma.

Figura 3.9: Concentraci�on de prote��nas por cada estado para lasemana 5 usando como
condici�on inicial la funci�on a) Normal y b) Gamma.

Figura 3.10: Concentraci�on de prote��nas por cada estado para lasemana 6 usando como
condici�on inicial la funci�on a) Normal y b) Gamma.
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Figura 3.11: Fracciones de concentraci�on de prote��nas paraa) cada uno de los estados yb)
para las componentes anter�ograda (azul) y retr�ograda (roja).

Las fracciones de prote��nas que se desplazan en las componentes anter�ograda y retr�ogra-
da ha sido analizadas y cuanti�cadas en diferentes estudios [6, 34], logrando determinar el
porcentaje de material que se encuentra en cada una. En la �gura 3.11 se expone el com-
portamiento de las fracciones de material transportado por cada uno de los estados y las
componentes para la funci�on de distribuci�on Gamma. Adem�as, es posible demostrar que la
formulaci�on de la conservaci�on de masa se cumple al observar que para todo instante de
tiempo la sumatoria de las prote��nas de cada estado es = 1, veri�cando as�� una consisten-
cia en el modelo num�erico. Las resultados correspondientes para la funci�on de distribuci�on
Normal no son incluidos ya que presentan un comportamiento similar.

3.5.2. Concentraci�on Total de Prote��nas

En investigaciones experimentales los datos que se registran corresponden a una fracci�on
de prote��nas que fueron inyectadas en un lugar especi�co de la neurona [34, 38, 59] y con
base en la informaci�on recolectada se realizan an�alisis estad��sticos [75]. En los modelos ma-
tem�aticos se propone como alternativa, en lugar de representar a cada cargo, una funci�on
de densidad que interprete a todo el material transportado por la neurona logrando as�� una
mejor comprensi�on sobre los patrones generales del desplazamiento en el TA [46]. La concen-
traci�on total de los cargos etiquetados al �nalizar cada semana son mostrados en las �guras
3.12 - 3.17, donde se evidencian las diferentes disposiciones caracter��sticas de la funciones de
distribuci�on utilizadas en la medida que se propagan junto con los datos experimentales de
[6] con el objetivo de comparar el ajuste del modelo.

En el planteamiento inicial la discretizaci�on del dominio fue considerada con 3500 no-
dos, sin embargo el mallado adaptativo los minimiz�o en una primera etapa, en la cual se
generaba la condici�on inicial eliminando elementos en zonas donde la funci�on era cero (re-
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Figura 3.12: Concentraci�on total de prote��nas para lasemana 1 usando como condici�on
inicial la funci�on a) Normal y b)

Figura 3.13: Concentraci�on total de prote��nas para lasemana 2 usando como condici�on
inicial la funci�on a) Normal y b)

Figura 3.14: Concentraci�on total de prote��nas para lasemana 3 usando como condici�on
inicial la funci�on a) Normal y b)
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Figura 3.15: Concentraci�on total de prote��nas para lasemana 4 usando como condici�on
inicial la funci�on a) Normal y b)

Figura 3.16: Concentraci�on total de prote��nas para lasemana 5 usando como condici�on
inicial la funci�on a) Normal y b)

Figura 3.17: Concentraci�on total de prote��nas para lasemana 6 usando como condici�on
inicial la funci�on a) Normal y b)
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