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Analisis espectral de operadores de Schrodinger ergédicos
Resumen

En este trabajo final de maestria estudiamos los tipos espectrales de las familias de opera-
dores de Schrodinger unidimensionales discretos { H,, },cq en las que el potencial de H,, esta
dado por V,,(n) = f(T"w), para n € Z, donde f : 2 — R es una funcién continua y 7" es un
homeomorfismo ergddico en un espacio compacto 2. Con base en la investigacién de Bosher-
nitzan y Damanik (2008), definimos las propiedades de repeticién topoldgica y métrica en el
sistema dindmico {2, T} y demostramos detalladamente que cada una de estas propiedades
es condiciéon suficiente para que el espectro puramente continuo sea una propiedad genérica
de {H, }weq. La principal herramienta del trabajo es el lema de Gordon, del cual propone-
mos una demostracién paso a paso y analizamos sus implicaciones. También exponemos y
demostramos dos resultados propios que generalizan el teorema central de la investigacion
citada y discutimos ejemplos de aplicacion.

Palabras clave: operadores de Schrodinger, espectro continuo, ergodicidad, propiedad

de repeticién, propiedad de repeticién topolégica, propiedad de repeticién métrica.

Spectral analysis of ergodic Schrodinger operators

Abstract

In this thesis we study the spectral types of the families of discrete one-dimensional Schro-
dinger operators {H,},cq in which the potential of H, is given by V,(n) = f(T"w), for
n € Z, where f : 2 — R is a continuous function and 7' is an ergodic homeomorphism on
a compact space (2. Based on the research of Boshernitzan and Damanik (2008), we define
the topological and metric repetition properties on the dynamical system {Q, T} and show
that each of these properties is a sufficient condition for the purely continuous spectrum to
be a generic property of {H, },cq. The main tool of the work is Gordon’s lemma, of which
we propose a step-by-step demonstration and analyze its implications. We propose two ge-
neralizations of the main theorem of the above research and discuss examples of application.

Keywords: Schrodinger operators, continuous spectrum, ergodicity, repetition pro-

perty, topological repetition property, metric repetition property.
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Introduccion

Un operador de Schrédinger describe el comportamiento de un sistema conservativo de parti-
culas de escala atémica o molecular en ausencia de fuerzas relativistas. Estos operadores son
a la mecanica cuantica lo que la segunda ley de Newton es a la mecéanica clasica, puesto que
permiten representar la energia total de un sistema en funciéon de la posicién y del momento
de las particulas que lo componen.

El origen de los operadores de Schrodinger no esta plenamente establecido. La version mas
aceptada sugiere que estos operadores fueron propuestos por primera vez por el fisico austria-
co Erwin Schrodinger, en el marco de sus investigaciones experimentales sobre la dindmica
del d4tomo de hidrégeno en 1926 (Renn, 2013). Desde entonces, la teoria de operadores de
Schrodinger ha sido una herramienta de importancia capital en campos como la fisica del
estado solido o el desarrollo de nuevos materiales. De acuerdo con Barry Simon (2000):

“[In the twentieth century] one can make the case that the most spectacular scientific deve-
lopment was the discovery of nonrelativistic quantum mechanics in the first quarter of the
century. Its aftermath not only changed the physicist’s view of matter but it set the stage for
the revolutions in chemistry, our understanding of stars, biology, and practical electronics.”

A pesar de su origen fenomenoldgico, la teoria de operadores de Schrédinger se erige como una
rama auténoma de las matematicas. Su estudio vincula nociones de ecuaciones diferenciales,
analisis geométrico y teoria de la medida, entre otros dominios. En este trabajo estudiamos las
propiedades de los operadores de Schrodinger unidimensionales discretos. A grandes rasgos,
estos son operadores definidos en el espacio de Hilbert ¢*(Z) de la forma:

H :D(H) C *(Z) — (*(Z)
Y= (Ag+ V)Y
donde Ay es el operador laplaciano y V' es la funcién potencial. La definicién formal de estos

operadores se presenta en el capitulo 2. La teoria espectral de operadores de Schrodinger
estudia las propiedades espectrales de H de acuerdo con las caracteristicas de la funcién V.



2 Introduccién

Dado un sistema dindmico {2, T} es posible definir para cada w € £ un operador de Schro-
dinger H, = A, + V,, cuya funcién potencial estd dada por V,,(n) = f(T"w). Este plan-
teamiento relaciona la teoria de sistemas dinamicos con la teoria espectral de operadores
de Schrodinger. En este contexto, el andlisis se centra en las propiedades de la familia de
operadores {H,},cq, en particular, aquellas que se satisfacen para un elemento genérico o
para “casi todos” los elementos de dicha familia. Si la transformacion T en {2 es ergddica,
entonces { H, }weq es una familia de operadores de Schrédinger ergddicos.

La teoria de operadores de Schrodinger ergddicos ha sido intensamente estudiada a lo largo
de mas de cincuenta anos y muchos de sus problemas todavia se encuentran abiertos. La
cuestion central en esta teorfa consiste en estudiar como la estructura del sistema {2, T}
incide sobre las propiedades espectrales de {H,,},cq. Establecer los tipos espectrales (pun-
tual, absolutamente continuo y singular continuo) observados en esta familia de operadores
es de interés ya que estos determinan el comportamiento de las particulas en ciertos sistemas.

Un ejemplo representativo de operador de Schrodinger ergddico es el operador almost Mathieu:
H, = Aj+ 2Xcos(2m(w + na)) en (%(Z), para o un numero irracional y [A| < 1. El espectro
de H, es absolutamente continuo y es un conjunto de Cantor, segun el célebre problema
de los diez martinis (Damanik, 2017). Otro resultado de referencia se conoce como localiza-
cién de Anderson. Este afirma que si {H,, },eq es una familia de operadores de Schrodinger
unidimensionales donde, para cada H, = Ay + V,, se tiene que {V,,(n)},ecz es una sucesion
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, entonces un elemento
genérico de la familia {H,},cq tiene espectro puramente puntual.

El objetivo del presente trabajo es identificar condiciones suficientes para que un elemento
genérico de la familia de operadores {H, },cq no tenga espectro puntual, y por tanto su
espectro sea puramente continuo. El trabajo se apuntala en dos herramientas teoricas:

(i) Lema de Gordon: este es un postulado clasico de la teorfa espectral de operadores de
Schrodinger que permite descartar la existencia del espectro puntual de un operador,
dadas ciertas caracteristicas de la funcién potencial.

(ii) Las propiedades de repeticién topoldgica y métrica: estas propiedades fueron introduci-
das por Boshernitzan y Damanik (2008) y proveen al sistema {{2, 7'} de una estructura
que permite, usando el lema de Gordon, mostrar que un operador genérico H,, de la
familia {H,, },cq tiene espectro puramente continuo.

En este trabajo demostramos en detalle los teoremas principales del trabajo de Boshernitzan
y Damanik (2008). Segtn los autores, tanto la propiedad de repeticién topoldgica como la
propiedad de repeticién métrica son condiciones suficientes para que el espectro puramente
continuo sea una propiedad genérica de {H, }.ecq, donde el potencial V,,(n) = f(T"w) esta
dada por un homeomorfismo ergédico 7" en un espacio compacto 2.



Los dos principales aportes del trabajo son: primero, que se expone una demostracion de-
tallada del lema de Gordon haciendo uso unicamente de propiedades elementales de los
operadores de Schrodinger. Lo anterior es un valor agregado, pues a pesar de que el lema de
Gordon ha sido ampliamente referenciado en disintas investigaciones en los tltimos cuarenta
anos (Simon 1982, Cycon et al. 1987, Lenz 2002, Damanik 2017, entre otros), en la literatura
estudiada para la elaboracion de este trabajo fue imposible encontrar una demostracion de
dicho lema. Segundo, que se propone una generalizacién del teorema central del trabajo de
Boshernitzan y Damanik (2008), pues se debilitan las hipotesis usadas por los autores.

A partir de resultados basicos de teoria espectral y de sistemas dinamicos, los cuales se re-
ferencian de manera sistematica en el primer capitulo del documento, se procura que este
trabajo sea una presentacion autocontenida (en la medida de lo posible) en la que se de-
muestran detalladamente los teoremas que responden al objetivo propuesto. A lo largo del
trabajo se hace énfasis en la motivacion fisica de los planteamientos expuestos y se busca
que estos sean accesibles a quienes no estén familiarizados con los operadores de Schrodinger.

Ademas de esta introduccion, el documento se divide en seis capitulos. En el capitulo 1 se
estabalece el lenguaje y se resefian los resultados de teoria espectral y de sistemas dindmicos
que le dan contexto al trabajo. En el capitulo 2 se definen los operadores de Schrodinger
ergddicos y se comentan algunos teoremas de referencia. En el capitulo 3 se expone y
se demuestra el lema de Gordon. En el capitulo 4 se estudian los teoremas principales
del trabajo, que permiten determinar el espectro genérico de los operadores de Schrodinger
ergodicos. En el capitulo 5 se presentan ejemplos de aplicacion de los teoremas presentados
en el capitulo anterior. Por tltimo, en el capitulo 6 se concluye.



Capitulo 1

Fundamentos de teoria espectral y de
sistemas dinamicos

En este capitulo se presentan las nociones de teoria espectral y de sistemas dinamicos que
le dan contexto a la definicién de los operadores de Schrodinger ergddicos. Para esto nos
basamos en Kreyszig (1978, capitulos 7y 9) y en Reed y Simon (1980, capitulo VII).

El capitulo se divide en tres secciones. En la primera, se establece el lenguaje y los resultados
bésicos de la teoria espectral en los que se enmarca el trabajo. En la segunda, se estudia
la teoria espectral de operadores acotados y autoadjuntos. En la tercera, se presentan las
definiciones y resultados de teoria ergddica requeridos para los objetivos del trabajo.

1.1. Definiciones basicas

La primera definicién a referir es la de espectro y resolvente de un operador lineal. El espectro
de un operador es una generalizacién, en espacios de dimensién infinita, del concepto de valor
propio de una transformacion lineal.

Definicion 1.1.1. (Kreyszig, 1978 definition 7.2-1, p.371). Sea X un espacio vectorial nor-
mado y T : D(T) — X un operador lineal. Considere el operador Ry(T) = (T — A\ )~'. El
resolvente de T es el conjunto:

p(T) = {X € C| R\(T) existe, es acotado y estd densamente definido en X'}
El espectro de T es el conjunto o(T") = C\ p(T'), que a su vez se categoriza en:
» Espectro puntual o,(T): A € C tales que R)(T") no existe (A es valor propio de T').
» FEspectro continuo o.(T): A € C tales que R, (T) existe pero no es acotado.

» FEspectro residual o.(T): A\ € C tales que R)(T') existe y es acotado pero D(T) no es
denso en X.
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De acuerdo con la definicién 1.1.1, dado un operador lineal T en un espacio vectorial normado
X, los conjuntos: p(T), 0,(T), 0.(T) y 0,(T) son mutuamente disjuntos. En consecuencia,
el plano complejo puede representarse como la union disjunta:

C = p(T) U a,(T) Uou(T) Uo,(T)

Definicién 1.1.2. El operador lineal 7' : D(T) € X — Y, donde X y Y son espacios
vectoriales normados, es acotado si existe ¢ € R tal que:

[Tz| < cllzll, Va e D(T)

Si T es un operador acotado, entonces la norma de T estd dada por:

Tz
7= sup 1200
zen(r) ||l
Teorema 1.1.3. Sea X un espacio de Banach complejo yT : X — X un operador lineal
acotado. Entonces o(T') es compacto. Ademds:

o(T) S A e CIA <7}

Demostracion. Primero se muestra que o(T') es cerrado y luego que o(T') es acotado.

o(T) es cerrado:
De acuerdo con la definicion 1.1.1: ¢(T') = C \ p(T). Para demostrar que o(T) es cerrado
basta con demostrar que p(7') es abierto. Suponga que \g € p(T') y sea A € C. Observe que:

T—M=T-XI—MA\=X)=(T=XI)-[I—=X)T—XI)"]

El operador: Ry, = (T — Xol)™' = T} existe y es acotado pues por hipétesis Ay € p(T').
Considere el operador: V' = I —(A—X)R,,. De acuerdo con la representacion de un operador
en series de Neumann (Kreyszig, 1978 theorem 7.5-1, p. 375), el operador V! est4 dado

por:
(0.9]

V=3 I = M) Ry

7=0
para todo A tal que:

II(X—Xo) Ry, || <1, equivalentemente: |A— X\g| <

Rl
De esta ultima desigualdad se sigue que la inversa del operador T) es:
—1 ~1 -1 . 1
R, = T)\ = (T)\OV> =V R>\07 S1: ’)\ — )\0| <
[l

1

En resumen: dado A\g € p(T), si A es tal que |\ — \g| < T
0

entonces A € p(T'). Se concluye
que p(T') es abierto y por lo tanto o(7T") es cerrado.
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o(T) es acotado:
Sea A # 0. El operador Ry (definicién 1.1.1) puede representarse como:

Ry = (T - \I)! = —iu - iT)‘l _ ii(iﬂj

La serie en la igualdad anterior converge cuando:

T
TH |||A|”<1 NS4

b
Es decir que si |A| > ||T]| entonces Ry esté definido y A € p(T"). Dado que o(T) = C\ p(T):
o(T) S A e CIA < [T}

Se concluye que o(T') es un subconjunto cerrado y acotado de C y por lo tanto compacto. [

Ejemplo 1.1.4. Considere el operador multiplicacién M : C[0,1] — C]0,1] definido por
Max(t) = tz(t). Observe que el espectro puntual de M es vacio, ya que si A fuese un valor
propio de M entonces tz(t) = Az(t), pero esto ocurre tnicamente cuando z(t) es la funcién
nula. De otra parte:

(M =ADa(t) = (t=Na(t) = (M =A)"a(t) = —a()

Segtin esta tltima igualdad, el operador (M — AI)~! no estd definido cuando A = ¢. Dado
que z(t) € C|0, 1], se concluye que el espectro de M es (M) = [0, 1].

La teoria de operadores de Schrodinger tiene origen en problemas de caracter fisico. En este
dominio ocupan un papel central los espacios de Hilbert, que son una generalizacién del
concepto de espacio euclideo.

Definiciéon 1.1.5. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial completo dotado de un
producto interno, es decir una funcion: (,) : H x H — C que satisface las propiedades:

(i) (& +y,2) = (z,2) + (y,2)
(i) (ox,y) = alz,y)
(iii) (z,y) = (y,x)
(iv) (z,x) >0y ademés: (r,z) =0 <= =0

El producto interno (,) induce la definicién de la métrica d(x,y) = ||z — y|| y la norma

||| = +/{(z, x), para todo z y y en H.
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En mecanica cuantica, las propiedades de un sistema fisico que son objeto de medicién expe-
rimental se denominan observables. En el caso de sistemas unidimensionales, los observables
son operadores autoadjuntos en el espacio de Hilbert .Z?(R).

Definicién 1.1.6. El espacio -Z?(R) de funciones cuadrado integrables se define como:
ZAR) = {¥:R>C| [ | 0(q)|dq < oo}
D(V)
donde el producto interno estd dado por:
(v, = [ W(g)0(q)dg
Definicién 1.1.7. El espacio (*(Z) es la versién discreta de -Z%(R) y se define como:

((2) ={¢:Z—C| 3_ [p(n)]* < oo}

nez
dotado del producto interno:

(¥, 0) = %Ws@(n)

Observacion 1.1.8. Las definiciones 1.1.6 y 1.1.7 se extienden al estudio de sistemas en
dimensién superior sustituyendo R por R™ y Z por Z", respectivamente. La justificacion para
enfocarse en el caso unidimensional es que esto permite prescindir de detalles técnicos que no
son el objetivo central de este trabajo. No obstante, en los capitulos posteriores se comentan
las implicaciones de los teoremas estudiados para sistemas en dimensién mayor.

Definicién 1.1.9. Sea T : H; — H, un operador lineal, donde H; y Hs son espacios de
Hilbert. El adjunto de T es el operador T™ : Hy — H; tal que:

para todo ¢ € D(T) y ¢ € D(T™).

T :H — H es simétricosi (T, p) = (¥, Tp), en cuyo caso D(T) C D(T*). SiD(T) = D(T™),
entonces T': H — H es autoadjunto.

Ejemplo 1.1.10. El operador Shift:

El adjunto de S esta dado por:
S*: (7)) — 1*(Z)
$(n) o Y(n — 1)
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En efecto, para todo 1 y ¢ en (*(Z):

(S¥(n),p(n)) = (Y(n+1),pn)) definicién de S
=Y ¢(n+1)p(n)  definicién de (,) en (*(Z)

neL

=> ¥(n)p(n—1)  reindexacién de n+ 1 por n en Z
nez

= (Y(n),o(n —1)) definicion de (,) en (*(Z)
= (¢(n), S*p(n)) definicion de S*

Un razonamiento exactamente analogo al anterior permite concluir que:
(S"Y(n), p(n)) = (¥(n), S¢(n)
es decir que el adjunto de S* es el operador S.
El siguiente teorema presenta propiedades de interés de los operadores autoadjuntos.
Teorema 1.1.11. Sea A : H — H acotado y autoadjunto, H espacio de Hilbert. Entonces:
(i) o(A) CR.
(ii) Vectores propios asociados a valores propios distintos de A son ortogonales.

(iii) El espectro residual de A es vacio: o,.(A) = 0.
Demostracion.
(i) o(A) CR:

Sea A = o+ 18 € C. Se va a demostrar que si  # 0 entonces A\ € p(A) y por tanto
0(A) C R (definiciéon 1.1.1). Considere x € H (x # 0) y sea Ay = A — Al. Dado que
(x,z) € Ry (Az,x) € R, ya que A es autoadjunto, se tiene que:

(Ayz,x) = (Az,z) — Mz, x) = (Axz,z) = (Az,z) — Xz, z)
=  (Ayz,7) — (Ayx,z) = (A — M) (z, 1)
=  (Ayr,2) — (A, 2) = 2083z
Observe que (Ayz,z) — (Ayz,z) = —2Im (A x,x). De esta tltima igualdad y del de-
sarrollo anterior se sigue que 2i3||x||? = —2Im(Ayz, z). Entonces:
Blll2)*| = Im{Asz, 2)] < [(Asz,2)] = |B]|=[*] < [[Axz[ll|z]| Cauchy-Schwarz
= [Blllz]l < [[Axz]] pues ||z]| # 0
Ahora, para todo operador autoadjunto A en el espacio H se tiene el siguiente resultado:
A € p(A) siy solamente si existe ¢ > 0 tal que (Kreyszig, 1978 theorem 9.1-2, p.461):
clzl < |Axzll, VzeH

Con base en este resultado, del desarrollo anterior se sigue que A € p(A) cuando 5 # 0.
Se concluye que si A = o+ i € o(A) entonces [ = 0, es decir, A € R,
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(7i) Vectores propios asociados a valores propios distintos de A son ortogonales:

Suponga que Ay u € 0,(A) con A # p. Esto es Av = \v y Au = pu. Entonces:

Mo, u) = (Av,u) = (Av, u) definicién de (,) y Av = \v
= (v, Au) A es autoadjunto
= (v, pu) definicién de (,) y Au = pu
=71(v,u) = plv,u) definicion de () y p =1

es decir que A(v,u) = p(v,u) y por lo tanto (v,u) = 0 pues A # u. Se concluye que v
y u son ortogonales.
(iii) El espectro residual de A es vacio: 0,.(A) = (:

Suponga que A € o,(A), es decir, que el operador A, existe pero D(A}') no es denso
en H. Esto implica que D(A,') € H y por lo tanto existe y # 0 que pertenece al

complemento ortogonal de D(A}'). Entonces para todo = € H se tiene que:

(Axz,y) =0 = (z,Ayy) =0 pues A € R y A es autoadjunto
= (Ayy,Ayy) =0 tomando z = A,y
= [[Awll=0
= Ay=X\y

Pero la dltima igualdad en el desarrollo anterior implica que A € 0,(A), lo cual contra-
dice la hipétesis de que A € 0,.(A). De esta contradiccién se concluye que o,.(A) = ().

O

Caso de estudio: el operador laplaciano discreto

El operador laplaciano es de utilidad para modelar fenémenos como la conduccion de calor
o el electromagnetismo. Su definicién en el espacio Z*(R) es la siguiente:
A :D(A) C Z*R) — L*(R)
0? (1-2)
V= ———V
0q?
En el segundo capitulo del documento se muestra que este operador es la base para la
formulaciéon de los operadores de Schrodinger. Para este trabajo es de interés la version

discreta de A, cuya definiciéon y propiedades se estudian en la siguiente proposicion.
Proposicién 1.1.12. El operador laplaciano discreto (Cycon et al., 1987 9.1, p.165):
Ay : (7)) — (*(Z) (1-3)
(n) = Pn+1)+y(n—1)

tiene las siguientes propiedades:
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(i)
(ii)
(iii)
(iv)

A, es acotado.

Ay es autoadjunto.
0. (Ag) = 0.

o(Ag) =[-2,2].

Demostracion.

(i)

(i)

(ii)

A, es acotado:

De acuerdo con el ejemplo 1.1.10, el operador Ay puede escribirse en términos de los
operadores S y S* de la siguiente manera:

Ag(¥(n)) =¢(n—1) +¢(n+1) = S*P(n) + S¢(n) = (S + 5%)¥(n) (1-4)
Donde:

|| Sy Yonez [Y(n + 1)? Yonez [¥(n)]?
S = =1 1-5
L N O S 117 [ER WO B _
[gualmente:
* o 2 2
”S*H ||S 1/}“ — su ZnEZ |1/J(TL 1)| = sup nEZ |¢(n)| -1 (1—6)

Ol "o S0P ro Yonez [0

Por lo tanto:
1Aq]l = IS+ S~ ecuacion (1-4)

<|IS|+IS7"]  desigualdad triangular
=2 ecuaciones (1-5) y (1-6)

luego Ay es acotado.

Ay es autoadjunto:

Para todo ¢ y ¢ en (*(Z):

(Aa(n), ¢(n)) = ((S+ 5)v(n), ¢(n)) ecuacion (1-4)
= (S9(n), p(n)) + (S*¢(n),¢(n))  definicion de (,)
= (¥(n),S¢(n)) + ((n), Se(n))  ejemplo 1.1.10
= (¥(n), (S + S")p(n) definicién de (, )
= (¥(n),

¥(n), Aap(n)) ecuacion (1-4)
Se concluye que A, es autoadjunto.

o, (Ag) = 0:

Segun el literal (74) del teorema 1.1.11, el espectro residual de los operadores autoad-
juntos es vacfo. Como Ay es autoadjunto, entonces o,.(Ay) = (). En el tercer capitulo
del trabajo se demostrara que, ademds, 0,(A;) = 0.
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(v) o(Ag) =[-2,2]:

De acuerdo con la representacion de 1(n) en serie discreta de Fourier (Zhecheva, 2008):

F({(n %;ﬂ e, Vi(n) € 4(Z)
Por lo tanto:
F{Aw(n)})(x) = F{(n = 1) +d(n + 1)})(x ) definicion de Aqg
= p(n—1)e ™+ > Y(n+1)e ™" definicién de F
= Equ(n Tislntl) 4 nzezw e "*" U reindexacién de n
= JZ??@zJ(n)})(H) - (2c0s()) definicién de F

Se sigue entonces que:

1

(2cos(k) — A) v(n)

(Aq = AD)p(n) = (2co8(r) = N)po(n) = (Ag— M) ")(n) =

Es decir que el operador (Ag — AI)~! existe y esta definido para 1 (n) € (*(Z) siempre

) €
que 2cos(k) # A. Esto equivale a que A € p(Ay) siy solo si A ¢ [—2,2]. Se concluye
que o(Ay) = [—2,2].

1.2. Propiedades espectrales de operadores acotados
autoadjuntos

En la presente seccion se resefian algunos resultados clasicos de andlisis funcional que sirven
de contexto para los capitulos posteriores del trabajo. Un tratamiento en detalle de los
teoremas expuestos puede encontrarse en la bibliografia referida.

Teorema 1.2.1. (Cdlculo funcional continuo. Reed y Simon, 1980 theorem VII. 1,
p.222) Sea A un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H. Entonces existe una unica
funcion ¢ : C(o(A)) = L(H) con las siguientes propiedades:

(i) ¢ es un homomorfismo:

&(fg) = o(f)dlg),  d(Af)=Ae(f), o(1) =1, &(f)=o(f)

(ii) ¢ es continua: [|p(f)ll 2@y < Cl|flloo
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(iii) Sea f la funcion f(x) = x. Entonces ¢(f) = A.

(iv) Si A = M) entonces ¢(f) = fF(A).
(v) o(o(f)) ={f(N\): X € a(A)} (teorema del mapeo espectral).

(vi) Si f >0 entonces ¢(f) > 0.
(vit) | = [1flle-

La funcién ¢ en el teorema 1.2.1 permite definir funciones sobre operadores autoadjuntos. Lo
anterior es la base para la formulacion de las medidas espectrales, como se muestra enseguida.

Teorema 1.2.2. (Riesz-Markov. Reed y Simon, 1980 theorem IV.14, p.107) Sea X un
espacio de Hausdorff compacto. Para todo funcional lineal positivo acotado | en el espacio
C(X), eziste una unica medida de Borel u definida en X tal que:

Uf) = [ fdu. vfecx)

De acuerdo con el teorema 1.1.3, si A es un operador acotado y autoadjunto definido en un
espacio de Hilbert #, entonces su espectro o(A) es un subconjunto compacto de C. Considere
el funcional:
L:C(e(A)—C
[ W f(A)Y), dveH
Si f € C(o(A)) estal que f > 0, entonces (¢, f(A)y) > 0 para todo ¢ € H. Adicionalmente:

(PP = [, f(A))
< |¥IPIf(A)]?  desigualdad de Cauchy-Schwarz

< DI f1%

Luego L es un funcional lineal positivo y acotado en C(c(A)). Por el teorema de Riesz-
Markov (teorema 1.2.2), existe una tnica medida s, tal que:

L(f) = (. f( ) = |

o

| Jans (1-7)

Definiciéon 1.2.3. Sea A un operador acotado y autoadjunto en el espacio de Hilbert H. La
medida i, (ecuacion 1-7) se denomina medida espectral asociada al vector 1 € H. Como se
observa, la medida y, tiene soporte en o(A).

El objetivo ahora es presentar una categorizacién estdndar de las medidas espectrales. Sea
p una medida de Borel en R y considere el conjunto: P = {z | u({z}) # 0}, denominado el
conjunto de puntos puros de la medida p. Se define la medida p,, de la siguiente manera:

top(X) = > p({z}) =p(PNX), VX CR medible (1-8)

zePNX
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Sea feont la medida de Borel en R: fieont = pt — f. De acuerdo con la ecuacién (1-8):

teont({p}) =0, VpeR

En resumen, una medida de Borel ;1 en R se descompone en las medidas (i, ¥ ficont:

= fpp + Hcont (1'9)

Definicién 1.2.4. Sea p una medida de Borel en R y v la medida de Lebesgue (definicion
A.0.10). La medida pu es:

» Absolutamente continua con respecto a v: si v(X) = 0 implica que pu(X) = 0.
» Singular con respecto a v: si v(X) = 0 implica que p(R\ X) = 0.

El siguiente teorema brinda una descomposicion tinica de la medida de Lebesgue en R, con
lo cual es posible categorizar las medidas espectrales ji,, asociadas a cada 1) € H.

Teorema 1.2.5. (Descomposiciéon de Lebesgue. Reed y Simon, 1980 theorem 1.1/,
p.22). Sea p una medida de Borel. Entonces |1 = fige + Psing de forma unica, donde fiq.
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue y pising €5 singular con
respecto a la medida de Lebesque.

Del teorema 1.2.5 y de la ecuacién (1-9) se concluye que cualquier medida de Borel 1 en R
tiene una descomposicion candnica:

M= fpp + fac T Hsing (1-10)
Proposicién 1.2.6. Las medidas [y, flec ¥ [ising SON mutuamente singulares.

Demostracion. Sea X C R medible y suponga que fi,,(X) = 0:

pop(X) =0 = pp(R\X) = pu(X)
= feomt(R\ X) =0 ecuacion (1-9)
= fac(R\ X) = f5ing(R\ X) =0  ecuacién (1-10)

luego la medida i, es singular con respecto a fig. y & fUsing. Ahora suponga que fi,. = 0:

Hae(X) =0 = pee(R\ X) = p(X)
= fpp(R\ X) = psing(R\ X) =0  ecuacion (1-10) y teorema 1.2.5

Se concluye que [, es singular con respecto a figny. Un razonamiento andlogo al recién
presentado, reemplazando fi,. POr UUsing Permite concluir que fi4,4 s singular con respecto
a [ipp. Por ultimo, fi,. es singular con respecto a fiing por el teorema 1.2.5. O
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Definicién 1.2.7. Sea A un operador acotado y autoadjunto en el espacio de Hilbert H.
En virtud de la definicién de medida espectral (definicién 1.2.3) y de la proposicién 1.2.6, se
establecen los siguientes subespacios de H.:

Hyp = { € H | py es puramente puntual, es decir gy, = i}
Hae = {1 € H | j1y es absolutamente continua, es decir fuy, = flac}
Hoing = {1 € H | piy es singular, es decir juy, = figing}

El siguiente teorema es consecuencia inmediata de la proposicion 1.2.6 y la definicién 1.2.7.

Teorema 1.2.8. (Reed y Simon, 1980 theorem VII.4, p.230). Sea A un operador acotado y
autoadjunto en el espacio de Hilbert H, entonces:

H = pr S Hac D Hsing (1_11)
Adicionalmente, cada uno de estos subespacios es invariante bajo A.

El teorema 1.2.8 induce la siguiente clasificacién del espectro del operador autoadjunto A en
el espacio ‘H. Esta clasificacion es complementaria a la definicion 1.1.1.

Definicién 1.2.9. Sea A un operador acotado y autoadjunto en el espacio de Hilbert H. Se
definen los conjuntos:

» Espectro puntual: o,,(A) = {X € C| X es valor propio de A}.

s Espectro absolutamente continuo: o4, = {A’Hac}.

» Espectro singular continuo: oy = {A’Hsmg}.
Por lo tanto: 0(A) = 0,,(A) U 04c(A) U 0ging(A).

Si 0(A) = o,p(A), se afirma que A tiene espectro puramente puntual. De igual manera, si
0(A) = 04c(A) Uoging(A), se afirma que A tiene espectro puramente continuo. Los elementos
expuestos en esta seccién son de importancia para la interpretacion fisica del espectro de los
operadores de Schrodinger, tema que se desarrolla en el capitulo 2 de este documento.

1.3. Sistemas dinamicos y ergodicidad

En esta seccion se resumen los conceptos de teoria ergbdica que permiten definir los opera-
dores de Schrodinger ergddicos. La seccion se basa en Viana y Oliveira (2016). Un sistema
dindmico es la formalizacion matematica de la nociéon de un proceso deterministico en cien-
cias aplicadas. La caracteristica esencial de un proceso deterministico es que los estados
futuros de un sistema (fisico, social, etc.) estan completamente definidos por el conocimiento
del estado inicial del sistema y del conjunto de reglas que rigen su evolucion.
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Definicién 1.3.1. Un sistema dindmico es una tripla {2, I, 7"} donde Q es el conjunto de
puntos correspondiente a los posibles estados del sistema, denominado espacio de estados.
I indica si el sistema es discreto (I = Z) o continuo (I = R) y 7" : Q — Q es la ley de
evolucion del sistema y satisface las dos siguientes condiciones:

(i) T° = Id.
(i) T" =T" o T* para todo t,s € I.

Este trabajo se enfoca en el estudio de sistemas dindamicos discretos. A partir de este momento
se da por sentado que I = Z en la definicién 1.3.1 y un sistema dinamico se refiere inicamente
como {Q, T}, donde 2 es el espacio de estados y la ley de evolucion T : Q — Q es invertible.

Definicién 1.3.2. Sea {2, 7} un sistema dindmico y w € .
» La orbita de w bajo T es el conjunto {T"w},>o.

= El sistema {2, T} es transitivo si existe a € Q tal que {T"a}, ., = Q. Es decir, la
orbita de a es un subconjunto denso de 2.

= El sistema {Q, T} es minimal si para todo w € Q: {T"w}, -, = (L.

Una categoria de sistemas dindmicos de interés en ciencias aplicadas es la de aquellos que
tienen asociado un atributo que permanece invariante en el tiempo. Este es el caso de la
energia en un sistema mecdanico conservativo o el dinero en una economia cerrada.

Definicién 1.3.3. Sea (€2, B, i) un espacio de medida (definicion A.0.8) y T : Q — Q.
» T es medible si T~(A) € B, para todo A € B.

= T preserva la medida 1, o equivalentemente, la medida u es invariante bajo T, si la
transformacion T es medible y ademés (T 1(A)) = u(A) para todo A € B.

Ejemplo 1.3.4. Shift en el toro T?. Considere el espacio:

Td:{[x]:[(xl,...,xd)]\ (1, ..y xa) ~ (Y1, .-, Ya) <= (;El—yl,...,xd—yd)GZd}

y el espacio de medida (T¢, B, i), donde B es la o—algebra de Borel en T¢ y u la medida de
Lebesgue (definicion A.0.10). La transformacién:

T:T4— T4

2] = [z +a], a=(m,..., a0 €R? (1-12)

preserva medida, puesto que la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones ( Viana y
Oliveira, 2016 example 1.2.5, p.8).
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Ejemplo 1.3.5. Skew Shift en el toro T?. Considere el espacio:

T = {[z] = [(z1,22)] | (21,22) ~ (Y1, 42) <= (21— y1,22 — 1) € Z*}
y el espacio de medida (T2, B, 1) del el ejemplo 1.3.4, para d = 2. La transformacién:

T:T? — T?

(21, 25)] = [(21 + 20,21 + 75)], @ €R (1-13)

preserva medida (Moreira, 2020 example 1.3.11, p.5).

Algunos elementos de teoria ergoédica

El término ergddico estd compuesto por las palabras griegas ergon (trabajo) y odos (trayec-
toria), y fue acotado por el fisico austriaco Ludwig Boltzmann en el siglo XIX. De acuerdo
con Viana y Oliveira (2016), la teorfa ergddica se origind en 1838, cuando el matematico
francés Joseph Liouville observo que un sistema mecanico conservativo admitia una medida
de volumen invariante bajo transformaciones en el espacio de configuraciones del sistema.

La teorfa ergéddica estudia el comportamiento de un sistema dinamico {€2, 7'} con respecto a
medidas definidas en €2 que son invariantes bajo la transformacion T'. Mas en abstracto, esta
teoria se asocia con el estudio cualitativo de la accion de grupos sobre espacios de medida. A
continuacion se presentan dos definiciones, ambas equivalentes, de transformacion ergodica.

Definicién 1.3.6. Sea (2, B, ) un espacio de medida. Una transformacion 7' : Q — Q que
preserva medida es u—ergodica, o equivalentemente, la medida p es T'—ergddica, o el sistema
{T, u} es ergédico, si para todo A C ) medible:

T A) =A = p(A)=06pu(A)=1

Definicién 1.3.7. Sea (92, B, ) un espacio de medida. Una transformacion 7' : Q — Q que
preserva medida es pu—ergodica si dados dos conjuntos medibles con medida positiva U y V'
existe n > 1 tal que T"(U) NV # (.

Una demostracion de la equivalencia de las definiciones 1.3.6 y 1.3.7 se encuentra en Catsi-
geras (2013 teorema 1.6.3, p.18). El siguiente teorema brinda una caracterizacién til de las
transformaciones ergodicas.

Teorema 1.3.8. (Walters, 1982 theorem 1.6, p.28) Sea (2, B, 1) un espacio de probabilidad.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) La transformacion T : Q — Q es u—ergddica.
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(ii) si f € L*(Q,pn), donde:
L p) ={f:Q— C| fes medible y /Q|f]2du<oo}

es tal que foT = f en pu—casi todas partes, entonces f es constante en u—casi todas
partes (definicion A.0.16).

A continuacién se presentan dos ejemplos de transformaciones ergdédicas. Estos ejemplos se
usaran en el capitulo 5 para ilustrar las aplicaciones de los principales teoremas del trabajo.
Los detalles sobre la demostracién de estos ejemplos puede consultarse en la bibliografia
citada.

Ejemplo 1.3.9. (Viana y Oliveira, 2016 proposition 4.2.2, p.101) La transformacién T :
T? — T definida por T'(x) = z + «, donde o = (ay, . .., aq) (ejemplo 1.3.4) es ergddica si y
solamente si el conjunto {1, a1, ..., a4} es independiente sobre los racionales, esto es:

k?o—l—k?lOél—l—...—f-kdad:O = kzozkl:...:k‘dzo

Ejemplo 1.3.10. (Moreira, 2020 example 6.3, p.32) La transformacion T : T? — T? definida
por T(z1,x9) = (1 + 20, 21 + 2) (ejemplo 1.3.5) es ergddica si y solamente si a € R\ Q.



Capitulo 2

Operadores de Schrodinger ergddicos

En el presente capitulo se expone el marco de anélisis general de la teoria de operadores de
Schrodinger ergddicos. Esta parte del trabajo se basa en Simon (2000) y en Damanik (2017).

El capitulo se divide en dos secciones. En la primera, se definen los operadores de Schro-
dinger, se comenta la motivacion fisica para su estudio y se presentan resultados basicos de
referencia. En la segunda seccion se exponen, a modo de revision de literatura, los principales
antecedentes de investigacion relacionados con los objetivos y la metodologia del trabajo.

2.1. Historia e importancia de los operadores de
Schrodinger

Considere un sistema compuesto por una particula ¢ en un espacio n—dimensional. En mecéa-
nica clasica, el sistema es descrito por los vectores posicién ¢ = (¢4, . .., ¢,) € R" y momento
p= (p1,...,pn) € R" de la particula. Es decir, el vector ¢ = (q1,...,qn,P1,..,Pn) € R*™
contiene toda la informacién del sistema en un instante dado. Si el sistema es conservativo,
lo cual significa que la energia es constante a lo largo del tiempo, entonces la funcion escalar:

H:R™ >R
(2-1)
o= (E.+V)p
describe la energia total del sistema, donde E. y V representan la energia cinética y poten-
cial, respectivamente. La funciéon H en la ecuacién (2-1) se denomina funcidn hamiltoniana.

En el contexto de la mecanica cuantica, esto es, particulas de escala atéomica o molecular, el
sistema compuesto por una particula en el espacio n—dimensional es descrito por una funcién
U € Z%(R"™) (definicién 1.1.6) denominada estado o funcién de onda. La funcién ¥ guarda
toda la informacién sobre las propiedades fisicas del sistema. El principio de conservacion de

18
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energia en este sistema es representado por el operador hamiltoniano:

H:D(H) C Z*R") — ZL*(R")

(2-2)
U — (H,+V)¥

donde Hj es la energfa cinética, dada por el siguiente operador en .Z?(R"), en el que h es la
constante de Planck simplificada, m la masa de la particula y A el lapaciano (ecuacién 1-2):
h2 hZ n 82
HVY=—AV=——% —VU 2-3
0 2m Z 0x? (2-3)

2m = 01;

y V representa la energia potencial y esta dada por:
V¥ =V -V, donde: V:R"—R (2-4)

La forma de la funcién V : R" — R estd ligada a las caracteristicas fisicas del sistema
estudiado. Aunque en principio no se imponen restricciones sobre esta funcién (podria ser
no acotada, discontinua, etc.), este tema serd discutido més adelante.

Definicién 2.1.1. Un operador de Schridinger es un operador:

H:D(H) C ZL*R") — ZL*(R")
U= (A+V)U

donde A es el laplaciano en Z*(R") y V : R* — R.

Un operador de Schrodinger es el hamiltoniano que describe la dindmica de un sistema con-
servativo de particulas a escala cuantica y en ausencia de fuerzas relativistas. La teoria de
operadores de Schrodinger consiste en el estudio de las propiedades del operador H (ecuacién
2-5) en funcién de las caracteristicas del potencial V', tales como la autoadjuntez, la estruc-
tura de su espectro o su utilidad en otras ramas como la geometria o el andlisis complejo.

La teoria de operadores de Schrodinger fue ampliamente desarrollada a lo largo del siglo
XX. La primera etapa de interés fue la comprendida entre 1930 y 1950. En este lapso la
investigacion gir6é en torno a las condiciones para que los operadores fueran autoadjuntos,
las propiedades de operadores peridédicos, entre otros. La figura mas prominente fue el japo-
nés Tosio Kato, reconocido como el padre de la teoria moderna de Operadores de Schrodinger.

El segundo periodo en el que se experimentaron avances significativos en esta teoria fue la
década de 1980, cuando el andlisis se centr6 en los operadores cuasiperiédicos y con funcién
potencial aleatoria. Estos modelos se comentan en la siguiente seccion de este capitulo. En
esta etapa sobresalen autores como Leonid Pastur y Alexander Gordon.
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Actualmente la teoria sigue en desarrollo, puesto que muchos problemas atin se encuentran
abiertos. Algunos de estos problemas tienen que ver con las propiedades espectrales de ope-
radores de Schrodinger en dimensién superior y con aplicaciones a distintos problemas de la
fisica del estado sélido. En este campo trabajan autores como Svetlana Jitomirskaya, Barry
Simon o el ganador de la medalla Fields Artur Avila.

erm 5cﬁrod1n jer
HILVIIL. 18BT + 4.].1¢ b

| RAnnemaric Schrsdinger
A % 30.X11,1696 + 3 X 1565

_ R P

Figura 2-1.: Inscripcién de la ecuacion de Schrédinger en la tumba de los esposos Erwin y
Annemarie Schrodinger en Tirol, Austria. Imagen tomada de Renn (2013).

La teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias brinda las herramientas para analizar en
detalle los operadores de Schrodinger asociados a sistemas unidimensionales (Simon, 2000).
Esto justifica la siguiente definicion.

Definicién 2.1.2. Un operador de Schridinger unidimensional es un operador:
H:D(H) C Z*R) - Z*R)
U (A4+V)U
donde A es el laplaciano en Z*(R) y V: R — R.

(2-6)

Observacion 2.1.3. Sea A la suma de la energia potencial y cinética en el sistema unidi-
mensional descrito por el hamiltoniano H (ecuacién 2-6). Entonces:

HU =AU = (H-A)U=0 (2-7)

Si A pertenece al resolvente de H (definicién 1.1.1), el operador (H — AI)~! existe y por lo
tanto la dnica solucién de (2-7) es la trivial U = 0. En consecuencia, los posibles niveles de
energfa de un sistema de particulas para ¥ # 0 estan dados por o(H), el espectro de H.

La observacion 2.1.3 evidencia que la relacion entre la teoria espectral y la teoria de opera-
dores de Schrodinger es organica. En lo que resta de esta secciéon se profundiza en el vinculo
entre estas dos teorias.

El hamiltoniano H puede formularse en el espacio £*(Z). Esto implica reemplazar A por el
laplaciano discreto Ay (ecuacién 1-3) y definir la funcién potencial V' : Z — R.
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Definicién 2.1.4. Un operador de Schrodinger unidimensional discreto es un operador:

H:D(H) C (*(Z) - (*(Z)

(2-8)
Y= (Ag+ V)Y
donde Ay es el laplaciano discreto en (*(Z) y V : Z — R.

La motivacién para este planteamiento es que los operadores de Schrodinger discretos son au-
toadjuntos, como se demuestra a continuacion. Esto permite emplear los elementos de teoria
espectral estudiados en el capitulo 1 para investigar las propiedades de dichos operadores.

Proposicién 2.1.5. El operador H = Ay + V (ecuacién 2-8) es autoadjunto.

Demostracién. Sean ¢(n) y o(n) € (?(Z). Entonces:

(Hip(n), o(n)) = (Aa + V) (n), p(n)) definicion de H
(Aqp(n), p(n)) + (V(n) - b(n),p(n)) propiedades de (,) (2-9)
= (Y(n), Agp(n)) + (V(n) - (n),p(n)) Ay es autoadjunto

De otra parte, observe que:
(V(n) -4(n), p(n)) = > V(n)i(n)p(n)  definicién de (,)

=Y w(n)V(n)p(n)
nez (2-10)

=Y ¢(m)V(n)p(n) pues V(n) €R
= (¢(n),V(n) - ¢(n)) definicién de (,)

Reemplazando la ecuacién (2-10) en la tltima igualdad de la ecuacién (2-9) se obtiene:

(Hip(n), p(n)) = ($(n), Aap(n)) + (4 (n), V(n)e(n))

= (Y(n), (Ag+ V)e(n) propiedades de ()
= (¥(n), He(n)) definicién de H
Se concluye que H es autoadjunto. O]

Corolario 2.1.6. Sea H = A;+ V un operador de Schrodinger unidimensional discreto. Si
la funcion potencial V' es acotada, entonces H es un operador acotado y autoadjunto.

Demostracion. De acuerdo con la proposicion 2.1.5, el operador H es autoadjunto. Suponga
que V es acotada. Entonces existe K € R tal que |V (n)| < K para todo n € Z. En la
proposicion 1.1.12 se demostrd que ||Ay4|| < 2. Por lo tanto:

[H] =2+ VI < |Aal + VI <2+ K

Se concluye que H es acotado y autoadjunto. O
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Un comentario sobre la fisica de los tipos espectrales

En fisica cudntica es de interés conocer el comportamiento en el largo plazo de una particula
en determinado sistema. Esto implica distinguir dos tipos de particulas: las que permanecen
en cierta region del espacio frente a las que no. Las funciones de onda de estos dos tipos
de particulas se denominan estados ligados y estados dispersos, respectivamente. La teoria
espectral estudiada en el capitulo anterior es el instrumento teérico para esta distincion.

Sea H = Ay + V un operador de Schrodinger unidimensional discreto. La ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo asociada a este operador es:

Z?;i} = Hv con condicién inicial:  1(0) = g

Esta ecuacién describe la evolucion temporal del sistema estudiado y su solucion es:
w(t) _ e—itHwo

Anteriormente se demostré que el operador H es acotado y autoadjunto. Esto implica que
el espacio de Hilbert ¢*(Z) puede descomponerse como la suma directa (teorema 1.2.8):

EZ(Z) = KZ(Z)pp @ (Z)ac ® €2(Z)sc
donde:
(Z)pp = {0 € (Z) | py es puramente puntual, es decir i, = fp,}
(L) e = {3 € (*(Z) | 11y es absolutamente continua, es decir i, = fiac}
(L) ing = {0 € (*(Z) | 1y es singular, es decir f1y = fging }

y iy es la medida espectral asociada a v (definicién 1.2.3). En consecuencia, para la funcién
de onda vy € (*(Z) de una particula del sistema estudiado, se tienen tres casos:

(i) o € (*(Z),p: la particula permanece localizada en una regién compacta del espacio.
En este caso, ¥y es un estado ligado (figura 2-2, panel a).

(i) o € *(Z)4e: la particula tiende a ajelarse de su estado inicial conforme el tiempo ¢
aumenta. En este caso, ¥y es un estado disperso (figura 2-2, panel b).

(iii) by € *(Z).: en este caso, para valores del tiempo ¢ arbitrariamente grandes, la funciéon
de onda vy se comporta como un estado disperso (figura 2-2, panel c).

Los detalles técnicos que justifican la anterior clasificacion estan fuera del alcance este tra-
bajo. Una exposicién puede encontrarse en Kohlman (2018 sec.5.2, p.59).

Ejemplo 2.1.7. Hamiltoniano libre. H = Ay + V', con V(n) = 0 para todo n € Z. Este
operador describe una particula en el espacio en ausencia de fuerzas externas.
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—itH »
e "o e "y,

(a) Estados ligados: g € (2(Z)p. (b) Estados dispersos: 19 € £2(Z) e

e—itH,(/}O
(c) Estados dispersos: ¥g € £?(Z)s..
Figura 2-2.: Dinamica de particulas en sistemas cudnticos de acuerdo con la clasificacién

de la funcién de onda vy en el espacio ¢*(Z) (Kohlman, 2018).

Ejemplo 2.1.8. Operador de Schréidinger con potencial periodico. H = Agq + V', tal que
V(n+c¢) =V(n) para un ¢ > 0 y para todo n € Z. Estos operadores describen la dindmica
de particulas en materiales cristalinos: aquellos cuya estructura atéomica es regular.

Ejemplo 2.1.9. Oscilador arménico cudntico. H = Ag+V, con V(n) = n? para todo n € Z.

El espectro del hamiltoniano libre y de los operadores con potencial periddico es puramente
continuo, lo que se demostrard en el capitulo 3 del trabajo. Por su parte, el espectro del
oscilador armoénico es puramente puntual (Kirsch, 2007).

Operadores de Schrodinger ergdédicos unidimensionales discretos

Sea {2, T} un sistema dindmico y f : Q — R. La 6rbita de cada w en el espacio de estados
Q, es decir la sucesién {T"w},ez, induce la definiciéon de una funcién potencial:

Vo :Z — R
(2-11)
n— f(T"w)
En consecuencia, cada w en el espacio €) estd asociado a un operador de Schrodinger:
H, :D(H,) C*(Z) — (*(Z
() € £(2) - £(2) -

Y= (Ag+ V)Y
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El conjunto {H,,},cq donde cada H, es un operador de la forma (2-12), se denomina familia
de operadores de Schrodinger con potencial definido dindmicamente.

Denote por S(H) el espacio de operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert:
S(H)={H :D(H) CH — H | H es autoadjunto}

La siguiente definicién permite enlazar la teoria ergddica con los operadores de Schrodinger.

Definicion 2.1.10. Sea (€2, B, 1) un espacio de probabilidad y considere:

A:Q— S(H)
w— H,

Es decir que A le asigna a cada w € ) un operador autoadjunto en H. El operador H,, es
un operador ergddico si existe una familia de transformaciones ergddicas {T;}icz en 2 y una
familia de operadores unitarios {U; }iez en H tal que:

HTi(w) = Uz*HwUz
donde U} es el operador adjunto de U; (definicién 1.1.9).

Proposicién 2.1.11. Sea (2, B, 1) un espacio de probabilidad, {2, 7'} un sistema dindmico
donde T' es pu—ergbdica en €2, y una funcién f : 2 — R. Entonces el operador H,, (ecuacion
2-12) es ergddico.

Demostracion. Considere la transformacion:

A:Q 5 S(H)
wHHw:AUH—VW

Como por hipétesis T es p—ergddica en €2, entonces {T"}cz es una familia de transformacio-
nes ergddicas en 2. Para demostrar que H, es un operador ergddico, es necesario encontrar
una familia de operadores unitarios {U; }+cz tal que:

Hre() = Up HU, (2-13)

Para cada t € Z, considere el operador traslacion en (*(Z):

Observe que el operador U; es unitario:

1] = sup WO _( Tnea b+ OF _( Snca [9(n)?

v o) o Tz [P oo Swez W)

1
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luego {U,; }sez es una familia de operadores unitarios en ¢*(Z). Sumado a esto, de acuerdo
con la proposicién 1.1.10:
U/ =U.,, Yel

Sea 1)(n) € (*(Z). Entonces:

Hryiy(n) = (Ag + Vrw,)(n) = Agp(n) + Vi, (n)
=Y+ 1) +¢(n—1)+ f(T"[T'w])(n) (2-14)
=¢(n+1) +d(n— 1)+ f(T"w)ip(n)

De otra parte:

U HoUp(n) = Ui Hyh(n + 1) = U—y[(Ag + Vi )b (n + t)]
= U_[Agp(n +t) + Vb(n +t)]
=U_(Yp(n+t+1)+vn+t—1)+ fF(T"Mw)p(n +t))
=¢(n+1)+¢(n—1)+ f(T"w)p(n)
(2-15)
De las ecuaciones (2-14) y (2-15):

Hreyp(n) = UFH,Up(n),  Vip(n) € (*(Z)

Se concluye que H,, es un operador ergbdico. El conjunto {H,},cq se denomina familia de
operadores de Schrodinger ergodicos unidimensionales discretos. En la siguiente seccién se
presentan ejemplos de estas familias de operadores O

Los operadores de Schrodinger ergddicos implican un cambio de enfoque: el andlisis no se
centra en las propiedades espectrales de un solo operador, sino de toda una familia de ope-
radores. De este modo, dado un sistema {2, 7} y una funcién f : Q@ — R, el objetivo es
estudiar cémo las érbitas {T"w},ecz determinan el espectro del operador H,,, para w € €.
En la siguiente seccion se resefian algunos teoremas clésicos en este dominio.

2.2. Investigaciones anteriores relacionadas

La teoria espectral de operadores de Schrodinger ergddicos tiene dos objetivos: por un lado,
determinar los tipos espectrales y la forma del espectro del operador H, (ecuacién 2-12), y
por otro, describir la dindmica de los sistemas fisicos asociados a H,,. El interés de la teoria
recae en las propiedades que se satisfacen para casi todos los elementos de { H,, },cq, es decir
para el operador H, donde w es un elemento genérico de ).

En esta seccién se comentan las propiedades espectrales de dos familias de operadores de
Schrodinger. La primera consiste en los operadores cuya funcién potencial es una variable
aleatoria (modelo de Anderson). La segunda, es la de los operadores de Schrodinger cuasi-
periddicos, los cuales estan relacionados con los objetivos del trabajo.
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Modelo de Anderson unidimensional

Este modelo se refiere a la familia de operadores { H,, }weq donde para cada H, = A;+V,,, se
tiene que {V,,(n)},ez es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d.). El modelo de Anderson describe la dindmica de los electrones en sélidos
amorfos: aquellos cuya estructura atéomica es desordenada, como es el caso de los materiales
vidriosos (glassy materials).

El espacio de probabilidad (2, B, 11) se define de la siguiente manera: Q = IZ donde I C R es
compacto, la c—algebra es la de Borel en Q y la medida es p = p%, donde p es una medida
de probabilidad de Borel en el compacto I. Por su parte, la transformacion 7' : 0 — Q esta
dada por: T'(w(n)) = w(n+1) y la funcién f : @ — R por: f(w(n)) = w(0). En este contexto:
{V(n)}nez = {f(T"w) }nez es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. Ademaés, el operador
H, = Ay+V, es ergbdico (Zhecheva, 2008).

Teorema 2.2.1. (Localizacién de Anderson. Damanik, 2017, p.27) El operador H,
tiene espectro puramente puntual para p—casi todo w en €.

De acuerdo con el teorema 2.2.1, el espectro puramente puntual es una propiedad genérica
de los operadores de Schrodinger con potencial aleatorio. El teorema de Pastur complementa
el postulado anterior, ya que permite caracterizar el espectro de {H, }ueq-

Teorema 2.2.2. (Pastur. Kirsch, 2007 theorem 4.3, p.25) Sea {H,}weq una familia de
operadores ergodicos autoadjuntos. Entonces existe un conjunto cerrado ¥ C R tal que:

o(H,) =%, para p—-casi todo w € S).

En consecuencia, el teorema de Pastur implica que el espectro de H, € {H,},cq es deter-
ministico e independiente de w, ain cuando para cada H,, {V,,(n)}nez es una sucesion de
variables aleatorias.

Operadores cuasiperiédicos

Sea a = (ay,...,aq) € T Una traslacién Tw = w + « en T¢ es minimal si el conjunto
{1,1,...,a4} es independiente sobre los racionales (ejemplo 1.3.9). Un potencial cuasipe-
riodico es una funcion:

V:Z—R

(2-16)
ne f(T"w) = f(w+ na)

donde f: T? — R es continua y T es minimal en T¢ (Damanik 2017, p.38). El operador de
Schrodinger H, = Ay + V,, es cuasiperiodico si V,, es un potencial cuasiperiodico.
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El espectro de un operador cuasiperiédico H, puede ser de distintos tipos (puntual, ab-
solutamente continuo o singular continuo) dependiendo de las propiedades de la funcién
f: T — R (Jitomirskaya, 2007, p.627). En consecuencia, los tipos espectrales de los opera-
dores de Schrodinger cuasiperiddicos no estan univocamente determinados para una funcién
continua f : T? — R arbitraria. A pesar de esto, si es posible determinar el tipo espectral
de un operador cuasiperiédico H, para un w € €2 genérico, como se muestra en el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.3. (Avila y Damanik, 2005 theorem 1, p.1) Sea Tw = w + a una traslacion
minimal en T?. Entonces existe un subconjunto residual Fy de C(T?) tal que el operador:

H,=AM;+V,=As+ f(w+ na)
no tiene espectro absolutamente continuo (0..(H,) = 0) para todo f € Fy y w € €.

En otras palabras, el teorema 2.2.3 afirma que la ausencia de espectro absolutamente conti-
nuo es una propiedad genérica de los operadores de Schrodinger cuasiperiodicos.

En la figura 2-3 se resumen los ejemplos de operadores de Schrodinger presentados a lo largo
de este capitulo. Esta figura ofrece un panorama de los tipos espectrales de distintas familias
de operadores de Schrodinger de acuerdo con las caraceristicas de la funciéon potencial.

El objetivo de este trabajo es determinar condiciones suficientes para que el espectro de un
operador de Schrodinger H, sea puramente continuo (o,,(H,) = 0), donde {H, },cq es una
familia de operadores de Schrodinger ergddicos. Este objetivo es similar al de la investiga-
cién de Avila y Damanik (teorema 2.2.3), puesto que en ambos trabajos se busca descartar
la presencia de cierto tipo espectral en un operador de Schrodinger genérico.

Metodolégicamente, en este trabajo se procede de la siguiente manera: en primer lugar, se de-
finen las propiedades de repeticién topoldgica y métrica. Estas propiedades identifican a aque-
llos elementos w en el sistema dindmico {2, T'} cuya 6rbita positiva {T"w},>¢ satisface cierta
condicién de regularidad, la cual se define formalmente y se estudia en el capitulo 4. Poste-
riormente, se demuestra que si f : 2 — R es una funcién continua genérica y w € €2 satisface
la propiedad de repeticién mencionada, entonces el operador H, = Ay + V,, = Ay + f(T"w)
no tiene valores propios.

A pesar de que los objetivos de este trabajo y del de Avila y Damanik son semejantes, las
metodologias son distintas. Los autores mencionados demuestran el teorema 2.2.3 aproxi-
mando la funcién potencial f(T™w) por una sucesién de funciones discontinuas y usando
herramientas del analisis armoénico. En contraste, en este trabajo se demuestra el resultado
reseniado en el parrafo anterior para una funcion f : €2 — R continua genérica sin usar apro-
ximaciones. Para tal fin, la principal herramienta usada es el lema de Gordon, proposicion
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Hamiltoniano libre

Potencial: V,(n) =0 VneZ
Espectro: puramente continuo

Operador peridédico

Potencial: V,,(n) = V,,(n + ¢)
Vn € Z,c >0
Espectro: puramente continuo

Oscilador armonico cuantico

Potencial: V,(n) =n* Vn €Z
Espectro: puramente puntual

Operador cuasiperi6édico

Potencial: V,,(n) = f(w + na)
Espectro: o,.(H,) =0
(teorema 2.2.3)

Modelo de Anderson

Potencial: {V,,(n)},ez es iid
Espectro: puntual en p—casi todas partes

Figura 2-3.: Mapa de tipos espectrales en distintas familias de operadores de Schrodinger.

que permite descartar la existencia de valores propios de cierta clase de operadores de de

Schrodinger usando propiedades elementales de dichos operadores.

Lo mencionado en el parrafo anterior es una ventaja del enfoque de este trabajo con respecto
al de Avila y Damanik. En efecto, al no recurrir a conceptos y herramientas de otros dominios

de las matemadticas (como las funciones subarménicas, los exponentes de Lyapunov, entre

otros), se propicia una exposicién accesible y autocontenida de los teoremas expuestos.




Capitulo 3

El lema de Gordon

En este capitulo se estudia el lema de Gordon, que es un resultado fundacional de la teoria
espectral de operadores de Schrodinger unidimensionales. La importancia de este postulado
es que permite, dadas ciertas caracteristicas de la funcién potencial V' : Z — R, descartar la
existencia de valores propios del operador de Schrodinger discreto:

H:(Z) — *(Z)
Y(n) = Y(n+1) +¢(n — 1)+ V(n)p(n)

El capitulo se basa en Simon (1982) y se divide en dos secciones. En la primera, se define

(3-1)

la funcién potencial de Gordon y se estudia la representaciéon matricial de operadores. En la
segunda, se enuncia formalmente y se demuestra el lema de Gordon.

3.1. Caracteristicas de la funcion potencial de Gordon

El lema de Gordon sostiene que el operador (3-1) no tiene valores propios si V : Z — R es
un potencial de Gordon.

Definicién 3.1.1. La funcién acotada V : Z — R es un potencial de Gordon si existe
una sucesién de funciones periddicas {V, }mez . donde para cadam € Z : V;,, : Z — Ry
Vin(n) = Vi (n+T,,) v Th, — 00, que satisface las dos siguientes condiciones:

(i) Sup,, ,, |Vin(n)] < o0.

(1) Supj,<or,, [Vin(n) = V(n)| < Cm~"m para un C' > 0.

En otras palabras, un potencial de Gordon es una funciéon V : Z — R que puede ser

aproximada por una sucesién de funciones periddicas {V;,}mez, en el intervalo dado por
In| < 2T7,,.

Teorema 3.1.2. La funcion acotada V : Z — R es un potencial de Gordon si y solamente
si existe una sucesion de enteros positivos {qm, tmez, tal que g, — 0o y para algin C > 0:

max |[V(n) —V(n+g,)| <Cm ™ 3y mix |[V(n)—V(n—gq,)| <Cm ™

1<n<gm 1<n<gm

29
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Demostracion. “=" Suponga que V' (n) es potencial de Gordon. Por desigualdad triangular
y usando el hecho de que V,,, es una funcién peridédica con periodo T,:

max |V(n)—=V(n+T,)| = 15{@% V(n) = Vau(n)+VantT,) —V(intT,)|

1<n<Ty

< sup |Vi(nxT,)—V(nxT,)|+ sup |Vm(n)—V(n)|

1<n<Tm, 1<n<Tm,
< 20m~Im

Tomando g, =T,, y C =20, se concluye que

méx |V(n) —V(n+gy)| < Cm™m™

1<n<gm

Donde lim,,,_,o ¢,;n = 00, con lo cual se obtiene el resultado.

“«<” Suponga que existe C' > 0 tal que maxi<,<,,, |V (n) — V(n £ ¢n)| < Cm~% para una
sucesion de enteros positivos {gm}mez, tal que ¢, — o0o. Queremos construir, para cada
m € Z, una funcién periédica V;, : Z — R con periodo T,,, tal que sup,,,, [Vi(n)| < ooy
SUD|, <7, Vi(n) — V(n)] < Cm~Tm.

Sea m € Z. Por hipétesis para cada n € {1,..., gy} existen r1(m) y ro(m) tales que:
V(n —gm) +ri(m) =V(n), [ri(m)| < Cm~" y
V(n) +ra(m) =V(n+gn), [ra(m)] < Cm™m
Inicialmente considere la funcién V,,, : {1 — gy, - - -, 2¢m} — R definida como:
Vi(n)+mri(m) sil—gn<n<0
Vin(n) = ¢ V(n) sil<n<g,
V(n) —ro(m) signm+1<n<2q,
Para todo n € {1,..., ¢y}, la funcién V,, es periédica. En efecto:
Vin(n + qm) = V(0 + gm) — 12(m) definicién de V,(n) pues ¢, + 1 <n+ ¢ < 2¢m

=V (n) por hipétesis
= Vn(n) definicién de V,,,(n)
[gualmente:
Vin(n — ¢m) =V (n —qn) +ri(m)  definicién de V,,(n) pues 1 — g, <n —¢q, <0
=V(n) por hipotesis
= Vnu(n) definicién de V,,(n)
Por lo tanto V,, es periddica, con periodo igual a ¢,,. La definiciéon de la funcién V,, se

extiende a todo Z estableciendo, para cada j € Z : V,,(j) = Vin(n), donde n € {1,...¢n} y
J =g, 1, con lo cual V,,, : Z — 7Z es una funcién periddica con periodo g,.
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Como la funcién V : Z — R es acotada, existe K tal que V(n) < K para todo n € Z. Sea
r(m) = méx{ri;(m),ro(m)}, observe que para todo n'y m € Z:

[Vi(n)| < [V(n)| + Jr(m)| < K4+ Cm™ "™ <
luego sup,, ,,, |Vin(n)| < co. Por tltimo:

Vin(n) = V(n)| <|r(m)| < Cm ™™ = sup |V.(n)—V(n)| < Cm ™
|n|§2(hn
Haciendo ¢, = T},, se concluye que la sucesién de funciones {V,, },nez+ satisface las condi-
ciones de la definicién 3.1.1 y por lo tanto V(n) es un potencial de Gordon. [

Ejemplo 3.1.3. Si V : Z — R es una funcién periddica acotada, entonces V' es un potencial
de Gordon: considere la sucesién de funciones periddicas {V;;, }mez donde V,,(n) = V(n) para
todo m € Z. Esto implica que sup,<or,, |[Vin(n) — V(n)| = 0, y por lo tanto la funcién V
satisface trivialmente la definiciéon 3.1.1.

Ejemplo 3.1.4. Considere V' : Z — R dada por: V(n) = sin(an) + sin(bn). Si § € Q,
entonces la funcion V' es periddica. Si § ¢ Q, entonces la funcién V' no es periédica (Brom,
1977, p.67) pero satisface la definicién de potencial de Gordon. La sucesién de funciones
{Vin}mez que aproxima a V' estd dada por: V,(n) = sin(a,,n) + sin(n), donde {a,, }mez €s
una sucesion de nimeros racionales tal que a,, — a. La figura 3-1 ilustra la funcién V' para
los parametros a = V2 yb=1.

/\ T
F N

Figura 3-1.: La funcién V(n) = sin(v/2n) + sin(n) es un potencial de Gordon.

Los ejemplos 3.1.3 y 3.1.4 evidencian que la definicién de potencial de Gordon es una gene-
ralizacién del concepto de funcién periddica, para el intervalo determinado por |n| < 2T,,.
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Representacion matricial de operadores

Sea V' (n) un potencial de Gordon y W(n) el vector columna (1(n),(n+ 1)), donde 1(n) es
una solucién de la ecuacion:

(n+1) +¢n—1)+V(n)y(n) = Ed(n) (3-2)

Es decir, E € C es un valor propio de H (ecuacién 3-1) con una condicién inicial ¥(0) dada.
Para n > 0, la ecuacién (3-2) puede escribirse matricialmente:

U(n) = A(n)--- A()¥(0), donde A(n)_<_01 E—lv(n)> (3-3)

Andalogamente, sea V,,(n) = (Ym(n), ¥m(n + 1)) y considere la ecuacion:

¢m<n - 1) + ¢m(n + 1) + Vm(n)¢m(n) = El/}m(n)

con condicién inicial W, (0) = ¥(0). Entonces:

U, (n) = An(n) - Ap(DW(0), con Ay (n) = <_01 o ;m(n)> (3-4)

En los dos siguientes lemas se estudian las propiedades de las matrices A,,(n) y A(n).

Lema 3.1.5. Sean A(n) y A, (n) de acuerdo con las ecuaciones (3-3) y (3-4). Entonces:

[Am(n) - -+ A (1) = A(n) --- A(L)[| < - [S;l?HAm(j)IH” [ sup [[An(5) = AG)I]

1<5<n

Demostracion. La matriz A,,(n)--- Ay, (1) — A(n) -+ - A(1) puede escribirse como una suma
telescopica:

Ap(n) -+ An(1) = A(n) - -- A(1)
= [Am(n) = A(n)] - [Am(n — 1) -+ - Ap(1)]
+[AM)] - [An(n —1) = A(n = 1)] - [An(n = 2) - A (1)] + - - (3-5)
+[An) - An—j+ D] [An(n —j) = Aln = )] - [An(n —j = 1) - Ap(D)] + - -
+[A(n)--- A(2)] - [Am(1) — A(1)]
Dado que || AB|| < ||A]| - ||B]| = ||B]| - ||A]|, la norma de cada sumando del lado derecho de
la ecuacién (3-5) puede acotarse de la siguiente manera, para todo 0 < j <n — 1:

1A@M) -+ A(n = j + 1) - [An(n = 5) = An = )] - [Am(n — j = 1)+ An(1)]]|
<[AM) - An— j + V]| - [[An(n = §) = Al = HI| - [[Amln — = 1)+ An(D)]]
—I[A@m) - At — 5+ D] [[Am(n— j = 1)+ AnO)[[Am(n — 5) — A@n — 5))]]  6)
< [iggum DI s 1) — AG)I]
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En la ecuacion anterior:

supll ()l = sup (14 1AG)I)

m?]

De las ecuaciones (3-5) y (3-6) se obtiene:

[Am(n) -+ An(1) = A(n) --- A(D)]| < n[SUpHAm(j)||]”_1[1§]l,1<>n||flm(j) — AU

m7]
[
Lema 3.1.6. Sea x un vector tal que ||z|| =1y B una matriz 2 X 2 invertible. Entonces
7 a 1
max ||B| > =
a==+1,%+2 2

En particular, para ¥,,(n) = A, (n) - An(1)W(0):

) 1
0, W (aT) | = 5]9(0)]

Demostracion. El teorema de Cayley-Hamilton afirma que si g(\) = S7_, axA* es el poli-
nomio caracteristico de una transformaciéon lineal 7" en un espacio vectorial V' de dimensiéon
n, entonces ¢(A) = 0, donde A es la matriz cuadrada n x n asociada al operador T' (Axler,
2015. theorem 8.37). Por lo tanto, si g(A) = aA? + a1\ + ag es el polinomio caracteristico
asociado a la matriz Bsys, entonces:

asB%* + a1B 4 ag = 0 (3-7)

Para demostrar la proposicién voy a considerar tres casos. Primero |ay] = méxg<i<a |a;.

Al multiplicar por derecha la ecuacién (3-7) por el término ?123_23;7 y haciendo ¢; = Z—; y

co = L se obtiene:
as’
r4+ e B e+ B2 =0

donde |c1], |¢o] < 1. Tomando la norma de la anterior expresion:
lzll =l B~ @ + coB~ x|l = 1< lea] - [|B™ | + |eo] - | B 2|
= max{|B ], |B %]} > |
El segundo caso es |a;| = méxg<;<2 |a;|. Multiplicando la ecuacion (3-7) por a—llelx:
doBx + 2 +dyB 'z =0
donde [dy| = §2 <1y |do| = §* < 1. Entonces:
o[l = |d2Bz + doB™ x|l = 1< |dof - || Bzl + |do| - | B~ ]|

1
= méx{||Ba|l, | B 2|} = 5
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El tercer caso es |ag| = méxo<;<2 |a;|. Un razonamiento andlogo al recién presentado, multi-
plicando ahora la ecuacién (3-7) por -z permite afirmar que:
ao

méx{|| Bz, || Bz} >

N | —

Se concluye que una matriz B invertible 2 x 2 satisface la desigualdad:

) a 1
Judx [|[Bez] 2 5 (3-8)

Ahora, sea B,(n) = A, (n)--- Ayn(l) = H;szlAm(j). Note que A,,(n) = A, (n+ T,,), pues
Vin(n) = Vi (n + T,,,). Entonces:
B%(Tm) = (HJTT:nlAm(j))a = HJTT:nlAmO) e H?:nlAm(]>
= I A (5) - 155 A () - L iy Am ()
= szTAm j)
= B, (aT},)

Reemplazando z y B por % v By (T,), respectivamente, en la ecuacién (3-8):

e o 1
Jdx By (Tn)Y(0)]| = méx [ Bin(aLin)Y(0)] = S[E(0)]

3.2. Demostracion del lema

Lema 3.2.1. (Gordon. Simon, 1982 theorem 7.2, p.476). Sea V : Z — R un potencial de
Gordon (definicién 3.1.1). Para E € C, si ¢ es una solucién de la ecuacion:

v(n+1)+¢(n—1)+V(n)b(n) = E-p(n) (3-9)
Entonces: b+ 1)2 - )2 .
L T e 1 10

Es decir que im0 1(n) > 0 y por lo tanto: [[1)(n)|* = 3,cz [¢(n)]* = oo,

Se concluye que ¢(n) no pertenece al espacio £*(Z) y por consiguiente que el operador (3-1)
no tiene vectores propios, o equivalentemente, que su espectro puntual es vacio.

Demostracion. Observe que:
[V (n) = ¥ (n)|| = [[[Am(n) - - Am(1) — A(n) - -- A(1)] - ¥(0)
< (Am(n) - Ap(1) = A(n) --- A - W
<n- [S;ng?HAm(j)\H"’l [ sup [|An(j) — Ay

|
0)]] (3-11)

—_ o~ —
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donde la ultima desigualdad se justifica en el lema 3.1.5. De otra parte:

)= A0 = (§ i D) = 1) = 4G < V) = Voo

Como V(n) es un potencial de Gordon:

sup |Viu(n) = V(n)| <Cm™™ = lim sup [|A,.(j) — AG)| =0 (3-12)

[n|<2T, M0 |y |<2T),

De las ecuaciones (3-11) y (3-12) se obtiene:

sup [|[¥Up(n) —¥(n)|| — 0, cuando m — oo
In|<2T,

luego en particular:

max ||[¥(aT),) — Y (aT),)| — 0, cuando m — oo
a=%1,£2

Como méx,—11 12|V (aT}n)|| = 3] P(0) (lema 3.1.6), de la ecuacién anterior se sigue que:

1
i [ ¥, > 2w (3-13)
En consecuencia:
1
limsup||¥(n)|| > méix ||Y(al),)| = limsup|¥(n)|| > =||¥(0)|| por la ecuacion (3-13)
nl—00 a==+1,42 00 9

1
= limsup||¥(n)|* > 1||\I/(O)H2 elevando al cuadrado

n|—o0

= H\ﬁjip |!||‘1’(( ))”2 > i pues [|T(0)[[ >0
Y(n+1)° + ¥ (n)?

= >

1
()2 +(0)2 T4

definicién de ||¥(n)||

Es decir:
o V0 1P 002
[n|]—o0 19(1)2 + ¢(O>2

La importancia de la anterior desigualdad reside en que si 1)(n) perteneciera a ?(Z), entonces:

[W(n)|]> =Y w(n)]> <o = lim 4(n) =0
|

ne”

1
T (3-14)

pero esto ultimo contradice la ecuacién (3-14). Se concluye que ¥ (n) ¢ (*(Z). Como la
seleccion de E € C en el enunciado del lema de Gordon fue arbitaria, se sigue que el operador:

H((n)) = ¢(n+1) + ¢ — 1)+ V(n)p(n)

no tiene valores propios, es decir, su espectro puntual es vacio. O
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Observacion 3.2.2. El lema de Gordon se refiere a operadores de Schrodinger discretos
(ecuacién 3-1). Damanik y Stolz (2000) generalizan el resultado para el operador continuo:

H: L*R) — ZL*(R)
d*p(2)

dx?

p(e) = - +V(2)p(x)

con V(z) € Z].. Los autores usan elementos de teorfa de integracién que estdn més alla del
alcance del presente trabajo. Una demostracion puede encontrarse en la bibliografia citada.

Observacién 3.2.3. Si V(n) es un potencial de Gordon entonces, para A € R, AV (n)
también lo es: sl maxi<p<4, |V () — V(n £ ¢n)| < Cm™% con ¢, — oo (teorema 3.1.2):
(mdx [AV(n) = AV(n £ gn)| = [Al méx [V(n) = V(n £ gu)l
< [N|Cm~4m = Cmam

donde C' = |A|C. Esto implica que el enunciado del lema de Gordon es cierto atn si se
perturba la funcién V(n).

Ejemplo 3.2.4. Los operadores de Schrodinger periddicos (ejemplo 2.1.8) no tienen valores
propios.

Demostracion. Sea H = Ay + V un operador de Schrodinger periddico: para un ¢ > 0 se
tiene que V(n) = V(n + ¢), para todo n € Z. En este caso, la funciéon V' es un potencial de
Gordon (ejemplo 3.1.3). Se concluye, por el teorema 3.2.1, que el operador H = Ay + V no
tiene valores propios. O

Corolario 3.2.5. El hamiltoniano libre A, (ejemplo 2.1.7) no tiene valores propios.
Demostracion. Es un caso particular del ejemplo 3.2.4 para c =1y V(n) =0. O

En el capitulo 5 se discuten ejemplos méas generales de operadores de Schrodinger cuyo
potencial es de Gordon.



Capitulo 4

Espectro continuo de los operadores
de Schrodinger ergddicos

En este capitulo se estudian las condiciones bajo las cuales el espectro puramente continuo
es una propiedad genérica de la familia de operadores de Schrédinger {H,, },cq dada por:

H, : (*(7) — (*(Z)

¥(n) = p(n+1) +o(n—1) + f(T"w)(n), weQ (4-1)

donde T" es un homeomorfismo en el espacio compacto 2y f : 2 — R es continua. Para este
objetivo nos basamos en la investigacion de Boshernitzan y Damanik (BD, 2008).

El capitulo se divide en tres secciones. En la primera, se definen el concepto de propiedad de
repeticion. En la segunda, se estudian las condiciones suficientes para que el espectro continuo
de {H, }ueq sea genérico desde el punto de vista topologico. En la tercera, se discuten las
condiciones para que el espectro continuo de {H,},cq sea genérico desde el punto de vista
de la teoria de la medida.

4.1. Las propiedades de repeticion

Definicién 4.1.1. (BD 2008 definition 1, p.649). Sea (£2,d) un espacio métrico compacto.
La sucesion {wy,}n,>0 C € satisface la propiedad de repeticion (PR) si para todo e > 0y
r € Z, existe un g € Z, tal que d(wp,wn14) < € para todo n € {0,1,...,7q}.

La figura 4-1 ilustra la definiciéon 4.1.1 dado un € > 0 y el parametro r = 4, para los puntos
Wi, wa Y we—1 de la sucesién {wy}n>0. En el siguiente lema se demuestra que la definicién
4.1.1 no depende de la métrica definida sobre el espacio compacto €.

Lema 4.1.2. Sean (2,d;) y (€2,dz) espacios métricos compactos y suponga que {w,}n>0
satisface PR en (2, d;). Entonces {w, },>0 satisface PR en (£2,ds).

37
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n=1 n=2 n=gq-—1

Figura 4-1.: Representacion grafica de la propiedad PR.

Demostracion. Suponga que {wy, }n>0 satisface PR en (€2, d;). En la definicién 4.1.1, considere

€= % yr=kparak € Z,,y sea By, (w, %) la bola abierta con centro en w; y radio % en el

espacio (2, d;). Observe que:

kq 1
U Bdl (w’i7 %) UA
=0

es un recubrimiento finito de Q en el espacio (2,d;), donde A es un abierto en (€2, d;) que

cubre a Q \ {wo, ..., Wke}. De igual forma:
kg 1
U BdQ(wi, :) U B
i=0 k

es un recubrimiento finito de €2 en el espacio (2, ds), donde By, (w;, %) es la bola abierta con
centro en w; y radio % y B es un abierto que cubre a Q\ {wy, ..., wg;} en el espacio (€2, dy).

Dado k € Z_, existe k € Z_ tal que % < % Puesto que By, y By, son bolas abiertas en (2, d;)
y en (2, ds) respectivamente, para cada x € () se tiene que, o bien By, (z, %) C By,(x, %) 0
bien By, (7, 1) C By, (, 1)-

Suponga inicalmente que By, (z, %) C By, (z, %) y considere x = w,, para n € {0,...,kq}.
Por hipétesis {w, }n>0 satisface PR en (€2, dy), lo cual significa que wy4q € Ba, (wn, 1) para
todo n € {0, ..., kq}. En consecuencia:

1 1 1
Whtq € Bay (W, %) C B, (wn, E) = Wniq € By, (wy, E), Vn € {0,...,kq}

Esto permite concluir, tomando § = ¢, que {w, },>0 satisface PR en (9, dy).

Ahora suponga que By, (z, %) C By (z, %) Esto implica en particular, para * = w, con
n €A{0,...,kq}, que si di(wy,y) < 1 entonces da(wy, y) < 7. Por hipétesis {w},>o satisface
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PR, luego di(wn,wpiq) < 3 paran € {0,...,kq}. Entonces:

| =

1 1
Bd2 (Wn, E) C Bd1 (wny 'R

k') = da(wn,Wntq) < di(Wn, Wniq) <

= do(Wn, Wntq) < Vn e {0,...,kq}

%a
Es decir que {wy, }n>0 satisface PR en el espacio compacto (£2,ds).

En resumen: si {wy, }n>0 satisface PR en (9, d;), entonces {w, },>0 también satisface PR en
(Q,dy). Se concluye que PR es independiente de la métrica definida en €. O

Ejemplo 4.1.3. Toda sucesién periédica {z,, },>0 C €2 con periodo ¢ satisface PR. En efecto,
d(zp, Tpirg) =0 < e paratodon y ren Z, y ¢ > 0.

milnta)l o satisface PR. Este ejemplo puede

Ejemplo 4.1.4. En Q = S', la sucesién {e
divirse en dos casos. El primero es « € Q, en cuyo caso la sucesién es periédica (ejemplo

4.1.3). El segundo es o ¢ Q, y se estudia en el siguiente capitulo del trabajo.
La propiedad de repeticion y el sistema dindmico {2, 7'}

Definicién 4.1.5. Sea {Q2,T} un sistema dindmico. Se denomina PRP(T) al conjunto de
puntos de Q tal que {T"w},>o satisface PR.

PRP(T)={weQ|Ve>0,r€Z, FqeZy:dT w,T"" w) < ¢, para 0 < n < rq}
(4-2)

Estableciendo (k) = 1, k € Z,, el conjunto PRP(T) puede expresarse como:

PRP(T)={weQ|VkeZ, FqeZ, d(T"w,T""w) < — ,para 0 <n <kq} (4-3)

1
k
Lema 4.1.6. Para w € PRP(T). Dados k y r € Z,, sea g, tal que d(T"w, T" %w) < |
donde 0 < n < rq. Entonces:

Ji 0=

Demostracion. Sea w € PRP(T'). Razonando por contradiccién, suponga que existe L € Z
tal que g, < L para todo entero positivo k. Esto implica (definicién 4.1.5) que existe K € Z,
tal que para unn € {0,..., KL}:
d(T"w, T w) > 1
’ - K
puesto que, de lo contrario, gx = L y no se cumpliria que g, < L para todo k € Z,. De otra
parte, como {T"w},>o satisface PR, entonces para cada k existe g, € {0,1,... L —1} tal que
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d(T"w, T w) < 1, donde 0 < n < kqy.

Sea g9 = ming, d(T"w, T""%w) y m € Z; tal que 0 < -+ < min{+,&0}. Por lo tanto, como
w € PRP(T), debe existir un ¢, € Z tal que d(T"w, T" "w) < % para todo 0 < n < mgq,,.

Sin embargo, como % < €g, entonces ¢, ¢ {0,1,...L — 1}. Se sigue que ¢,, > L, pero esto
contradice la hipétesis de que ¢, < L para todo k. Se concluye que limy_,o gx = 00. O

En las dos siguientes proposiciones se exponen atributos de interés del conjunto PRP(T).

Lema 4.1.7. PRP(T) es un conjunto G4 en ).

Demostracion. Sean k y ¢ enteros positivos y considere:

1
_ . n, T :
Ap(q) ={w € Q| Og}g}}({qd(T w, T W) < k}

Cada Ak (q) es un subconjunto abierto de Q. En efecto, considere la funcién f:

FiQ=5axQ

w i (TMw, T w)

Observe que f es continua puesto que por hipétesis T' : £ — € es un homeomorfismo. De
otra parte, toda métrica d : Q2 x Q@ — RT es una funcién continua, y por lo tanto la funcién
do f:Q — RT es continua, puesto es la composicién de funciones continuas. Se sigue que:

1
do f(Au()) = [0, 7)
donde [0, %) es abierto en RT. Al ser la preimgen de un abierto bajo una funcién continua,
se concluye que Ag(q) es un abierto en 2. Ahora voy a mostrar la siguiente igualdad:

N N U Axle) = PRP(T) (4-4)
k>1m>1qg>m
Sea w € Ni>1 Nm>1 Ugsm Ak(q), entonces para todo k y m en Z existe un ¢ € Z, tal que
d(T"w, T"Mw) < %, para todo n € {0,...,kq}. Esto implica de acuerdo con la definicién
4.1.5 que w € PRP(T), es decir:

N N U Axle) € PRP(T)

Igualmente, si w € PRP(T) entonces para k € Z, existe un ¢ tal que d(T"w, T" w) < %,

luego w pertenece a Ai(q) para todo entero positivo k y por lo tanto:

we (N U A

k>1m>1g>m

luego PRP(T) es la interseccion contable de abiertos y por tanto es un conjunto Gj. O
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Lema 4.1.8. PRP(T) es un conjunto 7'— invariante, es decir T(PRP(T)) C PRP(T).

Demostracion. Suponga que w € PRP(T). Demostremos que Tw € PRP(T), en otras pa-
labras, que para todo k € Z, existe ¢ tal que d(T"(Tw), T""(Tw)) < i, para 0 < n < kq.

Por hipétesis w € PRP(T), entonces existe un g € Z, tal que d(T"w, T" w) < ﬁ, para
0 <n < (k+ 1)q. Esto implica en particular que, para 0 < n < kq:

1
n n-+q -
F 1 = dT"(Tw), T"™(Tw)) <

d<Tn+1w’Tn+1+qw) < k
Como resultado, {T"(Tw) },>¢ satisface la propiedad de repeticién, luego Tw € PRP(T). O
Corolario 4.1.9. Suponga que w € PRP(T). Entonces {T"w},>o C PRP(T)

Demostracion. Por induccién en n:

Caso base: si w pertenece a PRP(T), entonces Tw pertenece a PRP(T), por el lema 4.1.8.
Paso inductivo: suponga que T"w € PRP(T). Observe que T""w = T(T"w). Entonces, por
el lema 4.1.8, T"w € PRP(T) implica que T""'w € PRP(T). ]

Acerca del tamafio del conjunto PRP(T) en el espacio 2

Para cerrar esta seccion se definen las propiedades de repeticion topoldgica, métrica y global,
evidenciando que estas son condiciones suficientes para que PRP(T) sea genérico en ().

Definicién 4.1.10. (BD, 2008 p.650). El sistema {2, T'} satisface la propiedad de:

(i) Repeticion topoldogica (TRP) si PRP(T) es denso en (.

(it) Repeticion métrica (MRP)si u(PRP(T)) > 0, donde (2, B, 11) es un espacio de medida.
(iii) Repeticion global (GRP) si PRP(T) = §.
Lema 4.1.11. Si {Q, T} satisface TRP, entonces el conjunto PRP(T') es residual en (.

Demostracion. El conjunto PRP(T') es G (lema 4.1.7). Si se satisface TRP, entonces PRP(T)
es denso, en cuyo caso el conjunto PRP(T') es residual en €2, pues es denso y Gj. [

Lema 4.1.12. Si {Q, T} satisface MRP y la transformacion T es u—ergédica (definicién
1.3.6), entonces el conjunto PRP(T) es de medida completa en 2.

Demostracion. Para simplificar la notacion, sea PRP(T) = A. Suponga que el sistema
{Q, T} satistace MRP: pu(A) > 0. Vamos a demostrar que p(A) = 1. Definamos:

B=JT7"A

n>0
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entonces T7'B = U,»; T "A y por lo tanto T'B C B. Esto tltimo implica que p(B) = 0
6 pu(B) = 1 pues por hipétesis la transformacion T' es u—ergddica. Dado que A C B por la
definicién de By pu(A) > 0 por hipétesis, se sigue que u(B) > 0y por lo tanto u(B) = 1.

De otra parte, como la transformacion 7' es pu—ergodica, en particular preserva medida:
w(T~Y(B)) = pu(B) y por lo tanto u(T~1(B)) = 1. Observe que:
L= pu(T7H(B)) = u(A) + w(T~1(B) \ 4)
y también:
1= pu(B) = pu(A) + (B \ A)
De estas dos ecuaciones se sigue que u(B\ A) = u(T71(B) \ A).

Ahora suponga que p(B\ A) > 0. Observe que T-}(B\ A) C B\ A, en efecto:
reTH(B\A)=Tx)e B\A=T((x)eByT(z)¢ A
=x¢A lema 4.1.8
=zreB\A pues T"'B C B
Por la ergodicidad de T, esto implica que u(B \ A) = 1, lo que equivale a que u(A) = 0,
pero esto es una contradiccion puesto que por hipotesis pu(A) > 0. De esta contradiccién se

concluye que p(B '\ A) =0y por lo tanto pu(A) = 1. O

Tanto la propiedad TRP como la propiedad MRP son condiciones suficientes para que el
espectro puramente continuo sea una propiedad genérica de la familia de operadores de
Schrodinger {H, }weq (ecuacion 4-1). Este argumento se desarrolla en las dos siguientes
secciones.

4.2. El espectro continuo es genérico: enfoque topolégico

En esta seccién se estudian las condiciones suficientes para que el espectro continuo de
{H,}weq (ecuacién 4-1) sea genérico desde el punto de vista topolégico. La estrategia es
construir un subconjunto residual de {H,},cq para el cual el potencial V,,(n) = f(T"w) es
un potencial de Gordon (definicién 3.1.1). Lo anterior implica, por el lema de Gordon (lema
3.2.1), que el operador:

H, : (*(Z) = (*(Z)
Y(n) = dn+1)+¢n—1)+ f(T"w)p(n), we

no tiene valores propios y por lo tanto su espectro es puramente continuo.

(4-5)

De acuerdo con BD (2008), las condiciones: (1) que el sistema {€2, 7'} sea minimal (definicién
1.3.2), vy (2) que {Q, T} satisfaga la propiedad TRP (definicién 4.1.10), son suficientes para
que f(T"w) sea un potencial de Gordon. El siguiente teorema formaliza esta afirmacién.
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Teorema 4.2.1. (BD, 2008 theorem 1, p.650). Suponga que el sistema {0, T} es minimal y
satisface TRP. Entonces existe un subconjunto residual F de C(2) tal que, para cada f € F,
existe un subconjunto residual Q2 de Q0 con la propiedad de que f(T"w) es un potencial de
Gordon, para todo w € C)y.

El principal valor agregado de este trabajo es que generalizamos el teorema 4.2.1 en dos
direcciones: primero, demostramos el resultado del teorema citado asumiendo tinicamente
que {T"a},>0 es denso en 2 para un o € PRP(T). Segundo, demostramos el resultado en
cuestién suponiendo solamente que el sistema {2, 7'} satisface TRP. Lo anterior se presenta,
respectivamente, en los teoremas 4.2.3 y 4.2.5, los cuales son de autoria propia. De cara a
este objetivo, inicialmente se prueba la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.2. Suponga que para un aw € PRP(T), el conjunto {T"a},,>o es denso en
(). Entonces:

(i) El sistema {Q, T} satisface TRP.
(ii) Dado q € Z, el conjunto {T%7a};>q es denso en Q.

Demostracion.

(i) seaa € PRP(T). Por el corolario 4.1.9, {T"a},>0 € PRP(T). Por lo tanto, si {T"a},>0
es denso en (2, entonces PRP(T) contiene a un subconjunto denso de €2, y en consecuencia
PRP(T) es denso en .

(ii) Sea w € Q. Definamos el conjunto: A = {a, Ta,..., T 'a}. Como A es finito, existe
dp > 0 tal que Bj,(w), es decir la bola abierta con centro en w y radio dy es disjunta con A:

Bs,(w)NA=10

Dado que por hipétesis el conjunto {T"a},>o es denso en (2, entonces existe un j > 0 tal
que T?a € Bs,(w) y por lo tanto:

{T"a}p>0 N By (w) # 0

Como Bs,(w)NA =0y T a € Bs,(w), entonces j > q. Se concluye que {T%a},q es denso
en (). ]

En el siguiente teorema se demuestra que es posible reemplazar las hipdtesis del teorema
4.2.1, a saber, que el sistema {Q,7} es minimal y satisface TRP, por la hip6tesis menos
restrictiva de que el conjunto {T"a},>o es denso en §2, para un a« € PRP(T).

Teorema 4.2.3. Suponga que {T"a},>¢ es denso en 2 para o € PRP(T). Entonces existe
un subconjunto residual F de C(Q) tal que, para cada f € F, existe un subconjunto residual
Qy de Q con la propiedad de que f(T"w) es un potencial de Gordon, para todo w € §1y.
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Demostracion. Se demostrara que f(71T"w) es potencial de Gordon para toda f en F C C(2)
residual y w en 0y C € residual. La funcién f(7"w) es potencial de Gordon si existe una
sucesion de enteros positivos ¢, — oo y un C' > 0 tal que (teorema 3.1.2):

méx |f(T"w) — f(T"""w)| < Cm™ %y que:

1<n<gm

mix |f(T"w) — f(T""w)| < Om~

1<n<gm

(4-6)

La demostracién se divide en tres pasos. Primero, se construye un subconjunto residual F de
C(9). Segundo, para cada f € F se construye un subconjunto residual {2y de €. Finalmente,
se muestra que para todo f € F y w € y la funcién f(T"w) satisface las dos desigualdades
de la ecuacion (4-6) y por lo tanto es potencial de Gordon.

(1) Construccion de F residual en C():
Sea a € PRP(T), es decir que {TVa};> satisface PR, y por lo tanto para cada k € Z,
existe un ¢ tal que:

d(T? o, T" ) < —,  para 0 < j < 3qx

| =

donde limy,_,, gx = oo (lema 4.1.6).

Para cada k € Z, sea By, = Bi(«,r(k)) una bola abierta con centro en « y radio r(k). Como
T7 es un homeomorfismo en ) entonces {77 (Bk)}jq’“1 es una sucesion de abiertos en ). La

union de elementos de esta secuencia la representamos como:

qk o 3
U Tj(Bk) U qu+j(Bk) U T2Qk+j<B ) U T34+ Bk: U U j+lqk Bk

Jj=1

El radio r(k) de la bola abierta By con centro en « se considera lo suficientemente pequeno
para que se cumplan las dos siguientes condiciones:

(@) T(B) NTi(By) =0, Vije{l,.. dg) coni#j
(b) Para cada 1 < j < g tenemos que U;_, 77+ (By,) estd dentro de una bola de radio %

Imponer la condicién (a) es posible pues por hip6tesis 7" es un homeomorfismo en 2 y ademas
se tiene una cantidad finita de iterados de T'. Respecto a la condicién (b) observe que, como
{T7a} ;>0 satisface PR entonces para cada k € Z se tiene que (figura 4-2):

d(T o, T?T % ) <

d(TV %o, TIT2% ) < = d(Ta, TP ) < para 0 <[ <3

I I
| o

d(Tj+2qkoz, Tj+3qk&) <
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Figura 4-2.: Tlustracién de las condiciones (a) y (b).

La utilidad de las condiciones (a) y (b) es que garantizan que el conjunto F que se construye
a continuacién es residual en C(2). Inicialmente, considere el conjunto:

3
Cr={g € C(Q) | g es constante en | J T/T%(By) para cada j : 1 < j < ¢4}
1=0

Se define el conjunto F}, como las vecindades abiertas de radio k% en torno a g € Cy:
Fe={f € CO[If — gl =supl|f(z) —glx)] <k™, para g€ Cy} (4-7)
e

Ahora, para cada m € Z, sea:
Fn=J Fr
k>m

El conjunto F, es abierto, puesto que es la unién contable de conjuntos abiertos en C(£2).
Adicionalmente, ,, es denso en C(Q). En efecto, sea h € C() y construyamos una g € Fp,
arbitrariamente cercana a h. Como {2 es compacto, entonces h es uniformemente continua.
Sean z,y € Ui, T7*%(B},). De acuerdo con la condicién (b): d(z,y) < 4/k. Esto implica,
por la continuidad uniforme de h, que |h(z) — h(y)| — 0 para k € Z arbitrariamente grande.
Para un # € U}, 771 (By) dado, defina la funcién:

(o) = {h(gﬁ) si oz e Ub, T9Ha(By) (8)

k() siox ¢ UL, T (By)

Se sigue que g € C, v h € Fm para todo m > 1, luego F es denso en C(£2). Podemos
concluir que para cada m € Z,, el conjunto F.n, es abierto y denso en C(Q2). Por tanto:

F=NF%.=N U ZF

m>1 m>1k>m

es residual en C'(§2) pues es la interseccién contable de conjuntos abiertos y densos.

(2) Construccion de Qy residual en :
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Sea f € F. Por la definicién del conjunto F en el paso anterior de esta demostracion, existe
una sucesion de enteros positivos k;, con lim;_,., k; = 00, tal que f pertenece a cada F,
(ecuacion 4-7). Ademds, para cada k; existe un gy, tal que:

d(T?a, T" ™M) < o para 1<j5<k-q
1

donde lim;_,, gy, = 0o, por el lema 4.1.6.

De acuerdo con la proposicién 4.2.2 el conjunto {T%a};>; es denso en Q para todo ¢ € Z,
luego en particular {T% %/ a};>, es denso en {2 para cada gx,. La unién de elementos de esta
ultima sucesion se representa, para cada m > 1, como:

ax, ‘ ax, ‘ ax, '
U UT% (), donde: | UJT™ (a)< U T (B)
I>m j=1 I>mj=1 I>mj=1

La contenencia en la ecuacién anterior se justifica en que o € By,, donde By, es una bola
abierta, en concordancia con el paso (1) de la demostracién. Entonces el conjunto:

ak,

Q= U U T%H(By,)

I>m j=1

es denso en (2 pues contiene a {T% ™ a},51, que es denso en . Se concluye que:
Wy
Q=) m= (1 UUT""*(By)

m>1 m>11>m j=1

es la interseccion contable de abiertos densos, y por lo tanto residual en €2.

(3) Mostremos que f(T"w) es potencial de Gordon, para toda f € F y todo w € p:
Sea f € F y w € . Esto significa que para una subsucesion k; — oo:

(U
w E U T]+le<Bkl>

=1

Por lo tanto, para cada k; existe un j (1 < j < qr,) tal que w € T3+qkl(Bkl). Esto implica
que para cada j, con 1 < j < gy,;:

Tiw € Tititan (By,), Tit%we Ti+i+2ar, (Br,) vy T/ hwe Ti+i (By,)

Sea j = ] + j. Entonces:

3 el
Tjw, Ti+ar, y Ti=k g, ¢ U UT]+Z(1kl(Bkl)7 Vi 1<j<qy

1<j<qy, =0
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Considere una funcién g € Cy,. Esto significa, por la definicién del conjunto Cj, en el paso
anterior de esta demostraciéon, que g es constante en Ulgqul U, 9w By,). En particular:

9(T'w) = g(T""%w) vy g(TPw) = g(T"" w)

Por lo tanto, si f € F entonces:

[f(T7w) = f(T7w)| = | [(T'w) — g(T?w) + g(T""%1w) — f(T"w)| - pues g(Tw) = g(T7 w)
< |f(T?w) — g(Tw)| + | f (T W) — g(T ™"w)| desigualdad triangular
<k M Ry = 2 M pues f € F

de igual manera:

[f(T7w) = (T Mw)| = | f(T'w) — g(T?w) + g(T?~%w) — f(TV""™w)|  pues g(Tw) = g(T" w)
< |f(Tw) — g(T'w)| + | f(TV"™Mw) — g(T?""™w)| desigualdad triangular
<k T T = 2hy B pues f € F

En consecuencia:

[f(T7w) — f(T7 W) < 2k y  [f(TIw) = f(TV )| < 2k ™
La desigualdad anterior se satisface para cada j € {1,..., g }. Lo cual permite concluir que:

méax | f(TVw) — f(T7Thw)| < 2k %™y méx | f(TVw) — f(T9" Tw)| < 2k~ %

1<j<q, 1<j<qy,
Haciendo C' = 2 en la ecuacién (4-6) se concluye que f(7"w) es potencial de Gordon. [

Corolario 4.2.4. Suponga que {T"a},>¢ es denso en €, para o € PRP(T). Entonces el
espectro puramente continuo es una propiedad genérica, desde el punto de vista topologico,
de la familia de operadores de Schrodinger discretos { H, },ecq (ecuacién 4-1).

Demostracion. Si{T™a},>o es denso en 2, para a € PRP(T') entonces f(T"w) es potencial
de Gordon para f € F C C(Q) residual y w € Qf C € residual (teorema 4.2.3). En
consecuencia, por el lema de Gordon (teorema 3.2.1), el operador:

H, : (*(Z) — (*(Z)
()= Pn+1) +y(n—1)+ f(T'w)d(n), we

no tiene valores propios. Se concluye que el espectro puramente continuo es una propiedad
genérica de los operadores de Schrédinger ergdédicos unidimensionales discretos. ]

El siguiente teorema es la segunda generalizacién del teorema 4.2.1.

Teorema 4.2.5. Suponga que el sistema {Q, T} satisface TRP. Entonces existe un subcon-
junto residual F de C(Q) tal que, para cada f € F, existe un subconjunto residual 2y de
con la propiedad de que f(T"w) es un potencial de Gordon, para todo w € 2.
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Demostracion. Nos centramos en la construccion del conjunto €2 residual en €2, ya que el
resto de la demostracion es andloga a la del teorema 4.2.3.

Suponga que f € F. Esto implica que para una subsucesién de enteros positivos k; — oo,
[ pertenece a cada conjunto Fy, (ecuacion 4-7). Por otra parte, dado que por hipétesis el
sistema {Q, T'} satisface la propiedad TRP, tenemos que €2 puede ser cubierto de la siguiente
forma:
Q0 C U B. w
wePRP(T)

donde B., son bolas abiertas de radio ¢, > 0 alrededor de w € PRP(T). Para cada m € Z,
definamos el conjunto:

ax,

Um= U U UT"%(BruyWw))

we€PRP(T) I>m j=1

Para cada m € Z,, el conjunto (2 ,, es abierto ya que es la unién de conjuntos abiertos.
Adicionalmente, €y, es denso en €, ya que el sistema {2, T} satisface TRP y T es un
homeomorfismo. En consecuencia:

ar,

G=NYn=N U UUT""*Bu(w)

m>1 m>1we PRP(T) I>m j=1

es un conjunto residual en €2 pues es la interseccién de abiertos densos.

Finalmente, para cada f € F y w € Qy, la funcién f(7T"w) es potencial de Gordon. El
argumento es el mismo presentado en el tercer paso de la demostracion del teorema 4.2.3. [

Corolario 4.2.6. Suponga que el sistema {2, T'} satisface TRP. Entonces el espectro pura-
mente continuo es una propiedad genérica, desde el punto de vista topologico, de la familia
de operadores de Schrodinger discretos { Hy, },eq (ecuacion 4-1).

Demostracion. La demostracion es andloga a la del corolario 4.2.4. Si el sistema {Q, 7T}
satisface TRP, entonces f(T"w) es potencial de Gordon para f € F y w € €, donde F y
2y son residuales en C'(§2) y en (2, respectivamente (teorema 4.2.5). Por lo tanto:

H, : (*(Z) — (*(Z)
v(n)—Yn+1)+vn—1)+ f(T"w)(n), we

no tiene valores propios. Se concluye que el espectro puramente continuo es una propiedad
genérica de los operadores de Schrodinger ergdédicos unidimensionales discretos. O
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4.3. El espectro continuo es genérico: enfoque de la
teoria de la medida

En esta seccién se demuestra que la propiedad MRP (definicion 4.1.10) es condicién sufi-
ciente para que el espectro continuo de la familia de operadores {H, },cq (ecuacion 4-1)
sea genérico desde el punto de vista de la teoria de la medida. En adelante (€2, B, i) es un
espacio de probabilidad, donde €2 es compacto, B es la o—algebra de Borel, i es la medida
de Lebesgue y T : 2 — ) es una transformacién p—ergddica (definiciéon 1.3.6).

En el siguiente lema se construye una sucesién {I;};>; C €2, donde cada KC; puede escribirse
como la unién disjunta de subconjuntos compactos de €2 y ademés: u(K;) — u(Q2) = 1. Este
resultado es esencial para la demostracién del teorema que se presenta posteriormente, el
cual formaliza la afirmacién planteada en el parrafo anterior.

Lema 4.3.1. Suponga que el sistema {2, T'} satisface MRP. Entonces existe una sucesion
{’Ci}iZI de 2 tal que:
lim u(KC;) =1

1—>00
donde cada KC; es la unién de subconjuntos compactos de €.
Demostracion. La demostracion se divide en dos pasos: primero se construye una sucesion
{n;}i>1 en Z, y una sucesion de abiertos {§2;};>1 en 2, con la propiedad de que n; — oo y
w1(£2;) — 1. Luego se construye {K;}i>1.

(1) Construccion de {n;}i>1 en Zy y {;}i>1 en Q:
Por hipdtesis el sistema {Q, T} satisface MRP, por lo tanto u(PRP(T)) =1 (lema 4.1.12).
De acuerdo con la definicién 4.1.5, el conjunto PRP(T') puede escribirse como:
PRP(T)={weQ|Ve>0,r€Z,:3In€Zy tal que: siky =, ko, con ki, ke € [1,71]
entonces d(T"w, T*w) < £}
Donde k; =, ky si y solamente si ky — k; = an, para un a € Z, luego d(T"w, THw) =

d(T*w, TF+ay). Tomando r = i y estableciendo € = 27% para i € Z en la ecuacién anterior,
se obtiene:

PRP(T)={weQ|Vi€Z, :In€Z, tal que: si k) =, ko, con ki, ke € [1,in]
entonces d(T"w, T"w) < 27}

Con base en esta reescritura del conjunto PRP(T') se definen las sucesiones {n;};>1 en Z y
{Qi}i>1 en Q de acuerdo con lo siguiente:

Considere un entero positivo ny lo suficientemente grande para que el conjunto:

Q) ={weQ|Inell,n]tal que: sik; =, ks, con ki, ke € [1,n]
entonces d(T"w, T*w) < 27}
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sea de medida u(2;) > 1 — 271, Ahora, para cada ¢ € Z, se define el conjunto abierto:

Q; ={weQ|3Ine(ni_1,n tal que: sik; =, kq, con ky, ke € [1,in]

3 N . (4-9)
entonces d(T™'w, T™w) < 27}

Donde n; > n;_; es tal que u(;) >1—27"

Observe que la definicién de €2; se corresponde con la definicién del conjunto PRP(T), pero
con la restriccién de que el n tal que d(T*'w, T*w) < 27¢ para k; =, ky debe pertenecer al
intervalo (n;_1,n;], donde n; se selecciona de tal forma que p(Q;) > 1 — 27" Esto tltimo es
posible ya que como se mencioné anteriormente u(PRP(T)) = 1.

El anterior planteamiento determina una sucesiéon {n;};>1 en Z,, con n; — oo (como conse-
cuencia del lema 4.1.6) y una sucesién {§2;};>; de abiertos en © tal que p(£2;) — 1.

(2) Construccion de {IC;}i>1 en Q2

El objetivo es segmentar cada §2; en subconjuntos compactos disjuntos. De acuerdo con el
lema de Rohlin-Halmos (lema A.0.17), para cada m; = (in;)? en Z, existe un O; C Q que
satisface las dos siguientes condiciones:

= {T70;}}“, es una sucesién de subconjuntos disjuntos de €.
= M(U;n:zl T]OZ) >1 -2l

Considere una particién de O; en subconjuntos 5;;, donde 1 <1 < s; para determinado s;, es
decir O; = U~ Si;. En virtud de que T* es un homeomorfismo en 2 para cada 1 < u < m;,

el radio de cada conjunto .S;; se toma lo suficientemente pequeno para que el conjunto 7S, ;

1.
2n; "

se encuentre contenido en una bola de radio

1
d(z,y) < —, Va,yeT"S,; (1<1<s) (4-10)

)

Segun el lema A.0.11, para cada .S;; es posible tomar un K;; C S;; compacto tal que:
p(Kig) > p(Sig) (1 —27"71)
y por lo tanto: . .
p(U Kig) > p(J S =277

=1 =1
donde U, ; T"(K;;) es una abreviacién de Uy, UL, T (K;,;). Entonces:

u(lJ Kio) > p(O)(1 - 277 pues 0; = J Sy

=1 =1
= uw(JTUKy) > plJT"(Si))(1 —27™") pues T preserva la medida p
u,l

u,l

= u(JTHKy) > 1 -2 >1—27™
u,l
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En resumen:
(i) {T"K;;} es una sucesiéon de compactos disjuntos en €, para 0 <u <m; y 1 <1 < s;.
(ii) Uy T (KGy)) > 1 =277

Vamos a identificar los w € € que pertenecen a la interseccion de Q; (ecuacién 4-9) con
T"K;,;, para algin 0 < u < m,;. Estos elementos van a agruparse en una colecciéon K; que se
construye de acuerdo con el siguiente procedimiento, para cada [ € {1,...,s;}.

Pasos para la construccion de IC;:
1. Empezando en u = 0 y lo ponemos a andar, se plantea la pregunta si T"K;; N §; = 0.

2. Si T“K;; N §; = 0, la pregunta se traslada a v + 1. Si T"K;; N §; # (), entonces se
agrega a la colecciéon K; el conjunto T"K;; y también la sucesién {T“+hKi,l}0§h§m.
Observe que, por la definicién de €; (ecuacion 4-9):

T'weQ; = 3In=n(w,u) € (ni_1,n;]: si ki =, ks, con ki, ks € [1,in]

entonces d(T" ™ w, T" 2w) < 27
Es decir que n;—1 < n(u,w) < n;.

3. Los pasos 1. y 2. se repiten para todos los T"K;; tal que u > 0 y ademas n(u,w) €
{ni—l + 17 s >ni}‘

Se sigue que K; estd compuesto por bloques de la siguiente forma, para cada T"K;; tal que
TUK;; NSy # 0, donde n(u,w) € {n;—1 +1,...,n;} y para todo [ € {1,...,s;}:

TU—HKZ‘ ; T(u+1)+nKi : L T(u—i—l)-l—(i—l)nK“
Tu+2Ki ; T(u+2)+nKi ; . T(u+2)+(i71)nKi .
(4-11)
TUJrnKi,l Tu+2nKi,l . Tu+inKi,l
y por lo tanto:
Ki= U T'Kyul 7Ky
uZTuKi7lin7£® h=1

Estableciendo A; = Uy.1uk, ,n0,20 T Ky, se tiene que:

ICi = .Al U U Tu+hKiyl

h=1
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Vamos a presentar un estimativo de la medida p del conjunto 4;. Observe que el espacio 2
puede escribirse como (ver figura 4-3):

Q=A;UAS donde: AS= (AN JT"K; ) U (AN Q)N (98N (T EK,))

u,l ’LL,l

Dado que pu(€2) = 1, se tiene que:

Figura 4-3.: El conjunto B; C A; se encuentra en la interseccién de los conjuntos Q; y U, ; T" K :

parte del conjunto .A; se encuentra en Q; N, ; T"K; .

1= p(A) + p(AF O U T K + p(AS 0Q) 4 (950 (U T K (4-12)
w,l u,l

Vamos a acotar superiormente los sumandos del lado derecho de la ecuacién (4-12). Recuerde
que () >1-2"y (U, T"K;;) > 1 — 27" Entonces:

ANYT'Kyy < = p(ASNUTK;) <27 pues p(Q) <27
u,l u,l

AN C UT'Kl© = p(AsnQ,) <27™ pues p((|JTVK;,)¢) <27™

w,l u,l

Q5N (U TYK;))°C Qi = pQn (U TYK;)") < 27" pues w(Q) < 9t
u,l

u,l

Reemplazando las anteriores desigualdades en la ecuacion (4-12):
plA) >1—2""—2.27 = pK)>1-—2"%—27 -~ (4-13)

Se concluye que p(C;) — 1 Como se queria. O

Teorema 4.3.2. (BD, 2008 theorem 2, p.650). Suponga que el sistema {Q,T} satisface
MRP. Entonces eziste un subconjunto residual F de C(Q) tal que, para cada f € F, existe
un subconjunto ¢ de medida completa en 2 con la propiedad de que f(T"w) es un potencial
de Gordon, para todo w € ().
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Demostracion. Se probara que f(T"w) es potencial de Gordon para f en F C C'(£2) residual
y wen 2y C Q de medida completa.

(1) Construccion de F residual en C(€2):
Suponga que el sistema {2, T'} satisface MRP. En consistencia con el lema 4.3.1, para T" K
tal que T"K;; N, # 0, defina:

i1 i—2
_ u+qn A _ u+qn
Cim=JT"""Kiy v Cim=JT""K;,

q=0 q=1

Es decir, cada una de las n filas de la ecuaciéon (4-11) es un conjunto C;,, y por tanto:

i1
Ki= U GCm= U UT""Ky

wTw K, jNQ, A0 wTvK,; ;NQ;#D =0

De forma andloga se define el conjunto K; como:

1—2
Ki = U Cim= U U T K,

wTUK; jNQ;#0 wTvK; ;N #£0 ¢=1

El conjunto K; es de interés en el tercer paso de la demostracién para garantizar que f (T"w)
es potencial de Gordon.

Por la ecuacién (4-10): d(z,y) < ni para todo z,y € T"K;,;. Adicionalmente, por la definicién
del conjunto €; (ecuacién 4-9): d(T%w, T""w) < 27% para todo w € ;. Por lo tanto:

1 )
Ve,y € Cip: d(z,y) < —4+27" = limd(z,y) =0 (pues: n; — oo por el lema 4.1.6)

4 1—00
(4-14)
En adelante, la demostracién es analoga a la del teorema 4.2.3. Primero considere:

F, ={g € C(Q) | g es constante en cada conjunto C;,,}

Se define F; como las vecindades abiertas de radio ¢ en torno a g € F;:

Fi={f € CO[If — gl =sup|f(z) - g(z)| <i™™, parag € Fi} (4-15)
Para m € Z, sea:
El conjunto F.n es abierto y denso. La demostraciéon de esto ultimo es exactamente igual a

la demostracion del teorema 4.2.3, por lo tanto se omite. Como F., es abierto y denso para
cada m € Z., entonces el conjunto:
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F=NF.=N U7X

m>1 m>11>m

es residual en C'(€2) al ser la interseccién contable abiertos y densos.

(2) Construccion de 2y de medida completa en €2:

Sea f € F. Entonces existe una sucesién i, — oo en Z, tal que f € F;,, para cada 7. De

k?
acuerdo con la ecuacién (4-13):

lim p(fC;,) =1, donde K;, = U Cipm
R WK, 1N, i0

Esto permite afirmar que: limy_,o, u(KC;,) — 1y por tanto:
k=1

Ademas, los C’ihm que componen el conjunto l@k son disjuntos (lema 4.3.1), luego I@ik es la
unién de disjuntos. Concluimos por el lema de Borel-Cantelli (corolario A.0.19), que:

W UK, =1 (4-16)

n>1k>n

De esta forma, para cada f € F se define:

Q=NUK, = Q=1

n>1k>n
luego €14 es de medida completa en €.

(3) Mostremos que f(T"w) es potencial de Gordon, para toda f € C(2) y todo w € Qy:
Sea f € Fyw € Q. Esto implica que:

mix |f(Thw) = f(T*w)] <25,y mdx |f(T7w) = f(T"w)| < 25,

1<j<n;, 1<j<ng,

La demostracion de las dos desigualdades anteriores es igual a la demostracion del paso (3)
en el teorema 4.2.3, razén por la cual se omite. Haciendo C' = 2 en la ecuacién (4-6) se
concluye que f(T"w) es potencial de Gordon. O

Observaciéon 4.3.3. En la demostracion del teorema 4.3.2 es posible asumir sin pérdida de
generalidad que el sistema {2, T} es aperiddico, es decir:

p{we Q| T"w=w, paraalginmeZ;})=0

La justificacién es la siguiente: sea w € €) tal que para un m € Z,: T™w = w. Entonces:

m m—1 m
A=JTw = T'A=|JT'w=JT'w=A4

n=1 n=0 n=1
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Como T es u—ergddica: pu(A) =06 pu(A) = 1. Si u(A) = 0 entonces el sistema {Q, T} es
aperiodico. Si p(A) = 1 entonces:

Vo(n) = f(T'w) = f(T"™w) =V,(n+m), VYneZ

Es decir que la funcién potencial V,, es periddica para casi todo w € €2 y en consecuencia,
H, = A4+ V, es un operador de Schrodinger periddico, para casi todo w € 2. Esto permite
concluir que el espectro de H,, es puramente continuo (ejemplo 3.2.4).

Corolario 4.3.4. Suponga que el sistema {2, T'} satisface MRP. Entonces el espectro pura-
mente continuo es una propiedad genérica, desde el punto de vista de la teoria de la medida,
de la familia de operadores de Schrodinger discretos { H, },cq (ecuacién 4-1).

Demostracion. Si el sistema {2, T'} satisface MRP entonces f(T"w) es potencial de Gordon
para toda f € F C C(Q) residual y casi todo w € € (teorema 4.3.2). Por lo tanto el lema
de Gordon (teorema 3.2.1) implica que el operador:

H, : (*(Z) — (*(Z)
v(n)—=Yn+1)+n—1)+ f(T'w)(n), we

no tiene valores propios. Se concluye que el espectro puramente continuo es una propiedad
genérica de los operadores de Schrédinger ergddicos unidimensionales discretos. O

Sea (9, B, ;1) un espacio de medida, con B es la o—dalgebra de Borel. La medida u es estric-
tamente positiva si para todo B € B con B # (0, u(B) > 0.

Observacién 4.3.5. Considere un espacio de probabilidad (€2, B, ;1) donde B es la o—algebra
de Borel y p es una medida estrictamente positiva. Si el sistema {€Q, T} satisface MRP y
la transformacion T es p—ergédica, entonces el sistema {2, 7'} satisface TRP. En efecto:
suponga que el sistema {Q, T} satisface MRP y que T' es pu—ergddica. Esto implica, por el
lema 4.1.12, que:

uw(PRP(T)) =1 (4-17)

Razonando por contradiccién, suponga que {2, T'} no satisface TRP, es decir que el conjunto
PRP(T) no es denso en €. Esto significa que existe un abierto no vacio A € B tal que
ANPRP(T) = 0. Como p es estrictamente positiva, entonces pu(A) > 0. Por lo tanto:

W(A)+p(PRP(T) <1 = w(PRP(T) <1—u(4) = a(PRP(T)) <1
Pero esto ultimo contradice la ecuacion (4-17). Se concluye que {2, T'} satisface TRP.

Corolario 4.3.6. Considere el espacio de probabilidad (€2, B, ) donde Q es compacto, B
es la o—algebra de Borel y p es estrictamente positiva. Si el sistema {2, T'} satisface MRP,
entonces el espectro puramente continuo es una propiedad genérica, desde el punto de vista
topoldgico, de la familia de operadores de Schrodinger discretos {H,, },ecq (ecuacion 4-1).
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Demostracion. Como el sistema {Q, T'} satisface MRP, entonces satisface TRP (observacion
4.3.5). Esto implica, por el corolario 4.1.11, que el espectro puramente continuo es una propie-
dad genérica, desde el punto de vista topoldgico, de la familia de operadores de Schrodinger
discretos {H, }weq (ecuacién 4-1). O



Capitulo 5
Aplicaciones-Ejemplos

En este capitulo se presentan ejemplos de aplicacién de los teoremas 4.2.3 y 4.3.2, segtn los
cuales el espectro continuo de la familia de operadores de Schrodinger discretos {H,, },eq
(ecuacién 4-1) es genérico. Se consideran los dos siguientes sistemas dindmicos:

(i) Shift ergddico en el toro T? (ejemplo 1.3.9):

T:T%— T
(5-1)
W W+ o
(ii) Skew Shift ergbdico en el toro T? (ejemplo 1.3.10):
T:T*—T°
(5-2)

(wr,wa) = (w1 + 20, w1 + wo)

El capitulo se divide en dos secciones. En la primera, se estudian los tipos espectrales de la
familia {H, },cq definida por el sistema (5-1). En la segunda, se hace un estudio anédlogo
para la familia de operadores definida por el sistema (5-2).

5.1. Shift ergédico en el toro T

El siguiente teorema permite aplicar el teorema (4.2.3) a una clase particular de sistemas
dindmicos.

Teorema 5.1.1. Sea (2, B, 1) un espacio de probabilidad con 2 compacto, B la o—dlgebra
de Borel y pu la medida de Lebesgue. Suponga que la transformacion T : €2 — ) es p—ergodica
y satisface las dos siguiente condiciones:

(i) T es minimal: {T"w}, -, = 2 para todo w € Q.

(ii) T es una isometria: d(z,y) = d(Tx,Ty) para todo x,y € €.
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Entonces el sistema {Q, T} satisface MRP (definicion 4.1.10). En consecuencia, el operador:

H, : 3(Z) — (*(7)

(5-3)
Y(n) = Y(n+1)+¢(n—1)+ f(T"w)p(n)

tiene espectro puramente continuo para todo w en un subconjunto de medida completa de §2
y para f € F subconjunto residual de C(£2).

Demostracion. Sea w € €. El objetivo es demostrar que w pertence al conjunto PRP(T)
(definicion 4.1.5), es decir, que para todo k € Z, existe un g € Z, con la propiedad de que
d(T'w, T" v w) < %, para todo n € {0, ..., kq}.

Por hipétesis T’ es minimal, luego para cada k € Z, existe un g € Z, tal que d(w, T*w) < *
g + + %
para todon € {0, ..., kg }. Como T es isometria: d(w, T%w) = d(T"w, T""%*w). Por lo tanto:

. 1 R 5 1
d(w, T%w) < riing d(T"w, T" ¥ w) = d(w, T*w) < o Vn € {0,..., kd}

Haciendo g, = §i se tiene que w € PRP(T). Se concluye que 2 = PRP(T) y por lo tanto
wW(PRP(T)) = u(2) = 1, lo cual equivale a que el sistema {2, 7'} satisface MRP. Esto implica
que el espectro del operador (5-3) es puramente continuo para casi todo w € € (teorema
41.3.2). O

En el siguiente teorema se considera el espacio de medida (T¢, B, 1) donde B es la o—algebra
de Borel y 1 la medida de Lebesgue.

Teorema 5.1.2. (BD, 2008 theorem 3, p.651).Considere el sistema dindmico {T%, T}, donde
T : T? — T9 es el Shift ergédico (ecuacion 5-1). Entonces {T¢, T} satisface la propiedad MRP
y en consecuencia, para una funcion f € C(T¢) genérica, el operador:
H, : (*(Z) — (*(Z)
¥(n) =+ 1)+ —1)+ f(T"w)(n) (5-4)
=¢(n+1)+¢(n—1) + flw+na)y(n)

tiene espectro puramente continuo para casi todo w € T?.

Demostracién. Como la transformaciéon T : T¢ — T es ergédica, entonces T es minimal en
T? (definicién 1.3.7). Ademas T es una isometria, puesto que para w; y wy en T%

d(Twy, Twe) = d(wy + ,wy + @) = w1 + @ — wy — a| = |w; — we| = d(wy,ws)

En vista de que 7' es minimal y es una isometria en T¢, el teorema 5.1.1 permite concluir
que que el espectro del operador (5-4) es continuo para casi todo w € T O
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5.2. Skew Shift en el toro T2

Considere el espacio de medida (T?, B, ), donde B es la c—4algebra de Borel y i es la medida
de Lebesgue en T?. En esta seccién se estudian las propiedades del sistema dindmico {T?, T},
donde T es el operador Skew Shift (ecuacién 5-2) y sus implicaciones sobre el espectro de la
familia de operadores {H,,},ct2 definida por:

H, : (*(Z) — (*(Z)

p(n) = Y(n+1) +(n—1) + f(T"w)p(n) (5-5)
=Yn+1)+¢vn—1)+ f((w + 2na,ws + 2nw; + n(n — 1)a))(n)

Definicién 5.2.1. Sea o € T = R/Z. Se define la constante ¢(«) como:
cla) = liggg)lfq(ozq) donde: (aq) = distr(ag,0) = min{|ag — p| : p € Z}

Se dice que o € T es mal aprozimable si ¢(«) > 0. Por lo tanto, @ € T no es mal aproximable
si existe una subsucesion {g }rez, tal que limg, o gr () = 0.

Observacién 5.2.2. El conjunto de niimeros mal aproximables tiene medida de Lebesgue
igual a cero en T. En consecuencia, el conjunto de nlimeros que no son mal aproximables es
de medida completa en T (Khinchin, 196/ theorem 29, p.60).

Teorema 5.2.3. (BD, 2008 theorem /4, p.651). Considere el sistema dindmico {T? T},
donde T : T? — T? es el operador Skew Shift: T (w1, ws) = (w1 + 2a, w; +ws), con a € R\ Q.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) o no es mal aproxrimable.
(ii) {T?,T} satisface GRP.
(iii) {T?, T} satisface MRP.
(iv) {T?,T} satisface TRP.
Demostracion.
() = (i)
Suponga que « no es mal aproximable. Vamos a demostrar que {T?, T} satisface GRP, es
decir que T? = PRP(T). Como « no es mal aproximable, entonces existe una sucesién

{@k}rez, , con limy_o g, = 00 tal que
lim g {aqy) =0
k—o00

Sea w = (wi,ws) € T? y considere k € Z,. Para demostrar que w € PRP(T), vamos a
construir una sucesion g tal que:

d(T™ 0w, T"w) < —, para todo n tal que: 0 <n < (5-6)

| =
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De acuerdo con la definicién de T en T?:
Tk — T = (24,a, 244wy + Goa + 2nGpa — Gy (5-7)
Para cada k € Z,, sea §p = myqy, donde my € {1,...,k+ 1}. Es decir que:
T — T w = (2mpqeer, 2mpgewr + (Mige) >+ 2nmpgeor — mygrar)

Dado que por hip6tesis o es mal aproximable, entonces (2myqpa) — 0, ((mpq)*a) — 0,
(mrqra) — 0, (2nmigra) — 0. Resta ver que 2mgqrw; — 0. Para esto, el my, se selecciona
del conjunto {1, ..., k+1} de tal forma que (my(2qzw1)) < €. Se sigue que T ¥ w —T"w — 0
y en consecuencia d(T""%w, T"w) — 0 para todo n tal que 0 < n < §. Se concluye que
w € PRP(T). Como la seleccién de w fue arbitraria, se concluye que T? = PRP(T).

Suponga que el sistema dinamico {T?, T} satisface GRP, es decir PRP(T) = T?. Esto implica
que u(PRP(T)) = u(T?) =1 > 0, luego {T? T} satisface MRP.

(idi) = (iv)

Suponga que {T? T} satisface MRP. Como T es p—ergddica en T? (ejemplo 1.3.10) y la
medida de Lebesgue (definicién A.0.10) es estrictamente positiva, entonces la observacion
4.3.5 implica que el sistema {T? T} satisface TRP.

(iv) = (i)

Suponga que {T? T} satisface TRP. Entonces el conjunto PRP(T) es denso en T2 En
particular, existe w € T? tal que {T"w},>o satisface PR. Esto significa que para todo € > 0
existe un g tal que d(T"%w, T"w) < . De acuerdo con la ecuacién (5-7), esto implica que:

(2qrw1 + Gia + 2ngra — qra) < € para n tal que: 0 <n < g (5-8)

luego para n = 0: (2quw; + ¢ia — qra) < €. En otras palabras, lo anterior significa que
2qpw1 + gia — g € T se encuentra a una distancia menor a ¢ de 0. Entonces, para € >
0 arbitrariamente pequeno se tiene que (2ngye) = n(2qra) para todo n: 0 < n < g.
Haciendo n = gy, se concluye que gx{grc) < €, lo que por definicién significa que « no es
mal aproximable. O

Corolario 5.2.4. Sea T : T? — T? el operador definido por T'(wy,ws) = (w1 + 20, wy + ws).
Entonces para casi todo o € T, para casi todo w € T y para una funcién f : T?> — R continua
genérica, el operador:

H, : (3(Z) — ()
Y(n) = Y(n+1)+(n—1) + f(T"w)p(n) (5-9)
=Y +1)+9(n—1) + f((w + 2na,wy 4 2nw; +n(n — 1)a))y(n)

tiene espectro puramente continuo.



5.2 Skew Shift en el toro T?

61

Demostracion. El conjunto de nimeros que no son mal aproximables es de medida completa

en T (observacion 5.2.2). Por lo tanto el teorema 5.2.3 implica que para casi todo o € T el
sistema {T?, T’} satisface la propiedad MRP. Esto a su vez implica, por el teorema 4.3.2, que
el espectro del operador H,, (ecuacién 5-9) es continuo para casi todo w € T?. O

La figura 5-1 resume esquematicamente los teoremas estudiados en el trabajo. En esta figura
se presenta la relacién entre las propiedades de repeticién (TRP y MRP) y sus implicaciones
sobre el espectro genérico de los operadores de Schrodinger unidimensionales ergddicos, donde

(Q, B, 1) es un espacio de probabilidad y 7" un homeomorfismo en el espacio compacto 2.

{T”a}nzo =, Proposicion 4.2.2

A

-

-

Y

a € PRP(T)

Teorema 4.2.5

Teorema 4.2.3

\
Espectro

continuo de
{Hw}weﬂ

es genérico
(enfoque

topoldgico)

Convencién:

—— Siempre.

- - - p estrictamente
positiva.
---Q=T%y T es el Shift
ergddico (seccién 5.1).

<= -Q=T2y T es el Skew
shift ergddico (seccién 5.2).

TRP

~

~

Espectro
singular
continuo de
{Hw}weQ
es genérico

~
~
~

MRP

v

-
-

Teorema 4.3.2

\
Espectro

continuo de
{Hw}weﬂ
es genérico
(enfoque teoria
de la medida)

Figura 5-1.: Relacién entre las propiedades del sistema {2, T} y el espectro de la familia
de operadores de Schrodinger ergddicos unidimensionales {H,, },cq-



Capitulo 6

Conclusiones y discusion

La teoria de operadores de Schrodinger es uno de los pilares de la fisica matematica moder-
na, pues constituye el marco de analisis de los sistemas conservativos de particulas a escala
cuantica. El estudio de estos operadores requiere la conjuncién de distintas ramas de las
matematicas, entre ellas la teoria de operadores autoadjuntos y la teoria de la medida. Es
de resaltar que estos dos dominios se conectan a través del teorema de Riesz-Markov. Como
consecuencia de este teorema, cada elemento de un espacio de Hilbert se relaciona de mane-
ra univoca con medidas de Borel definidas sobre dicho espacio, lo cual provee un conjunto
robusto de herramientas para la caracterizacion de los operadores de Schrodinger.

En este trabajo nos centramos en analizar las propiedades de los operadores de Schrédinger a
través del prisma de la teoria espectral y de los sistemas dinamicos. Especificamente, demos-
tramos teoremas que permiten determinar los tipos espectrales observados en un elemento
genérico de una familia de operadores de Schrodinger ergddicos.

La herramienta primordial para el trabajo fue el lema de Gordon (capitulo 3). Este postulado
afirma que si la funcién potencial de un operador de Schrédinger es un potencial de Gordon
(definicion 3.1.1), entonces su espectro puntual es vacio. Un potencial de Gordon es una
generalizacién del concepto de funcion periddica, puesto que describe una funciéon que puede
ser aproximada por una sucesion de funciones periddicas. Un valor agregado del presente
trabajo es que se expone una demostracién paso a paso y autocontenida del Lema de Gordon
(lema 3.2.1). Hasta donde es de nuestro conocimiento, en la literatura no se encuentra una
demostracion de dicha proposicién al nivel de detalle de la presentada en este trabajo.

Las propiedades de repeticién (definicién 4.1.10) también fueron importantes para demostrar
los principales teoremas del trabajo. Estas propiedades son a los sistemas dindamicos lo que
la definicién de potencial de Gordon es a las funciones reales, en tanto a que identifican
aquellas 6rbitas en un sistema dindmico que pueden ser aproximadas por Orbitas periddicas.
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Las propiedades de repeticiéon nos permitieron usar el el lema de Gordon como instrumento
para el estudio del espectro genérico de los operadores de Schrodinger ergddicos.

El principal aporte de este trabajo es que pudimos generalizar el teorema central de la
investigacion de Boshernitzan y Damanik (2008). Estos autores demuestran que el espectro
continuo de {H,}ueq es genérico desde el punto de vista topolégico usando dos hipétesis:
que el sistema {Q,7T} es minimal y satisface TRP. La generalizacién de este resultado la
logramos a partir del estudio detallado de la propiedad de repeticion topoldgica y de sus
implicaciones sobre la estructura de un sistema dinamico. Lo anterior nos condujo a proponer
una demostracién del teorema principal de la investigacion de los autores citados usando
un hipdtesis menos restrictiva: que {2, T} solo tiene una érbita densa, para un elemento
perteneciente al conjunto PRP(T).

También demostramos que el espectro continuo de los operadores de Schréodinger ergodicos es
genérico partiendo inicamente de la hipétesis de que el sistema {2, T'} satisface la propiedad
TRP (teorema 4.2.5). Los detalles de la demostracién de este teorema evidencian el alcance
y el poder explicativo de conceptos como la compacidad del espacio de estados €2 y la
continuidad de la funcién potencial f : Q — R.

La hipotesis de ergodicidad del sistema {Q, T} no fue utilizada recurrentemente a lo largo
del trabajo. No obstante, esta condicion fue fundamental para demostrar que si la medida del
conjunto PRP(T') es positiva, entonces este conjunto necesariamente es de medida completa.
Esto dltimo fue, a su vez, la esencia de la demostracién de que la propiedad MRP implica
que el espectro continuo de {H,},cq es genérico desde el punto de vista de la teorfa de la
medida (teorema 4.3.2).

Un caso particular de los teoremas estudiados en el trabajo es que los operadores de Schro-
dinger con funcién potencial periédica tienen espectro continuo. Como sefialan Boshernitzan
y Damanik (2008), esto refuerza la filosoffa de que el fendmeno de dispersién (esto es, el
espectro continuo de los operadores de Schrodinger) se manifiesta en medios fisicos cuya
estructura atémica es ordenada y repetitiva. No obstante, los resultados de los teoremas del
trabajo generalizan esta nocién, puesto que demuestran que es suficiente que la estructura
del medio fisico se aproxime a una estructura periédica para que se presente el fenémeno de
dispersion.

Consideramos que los resultados del trabajo fueron satisfactorios y respondieron a los obje-
tivos del proyecto. No obstante, hubiéramos querido explorar uno o dos ejemplos adicionales
de sistemas dinamicos en los que se discutiera la relacion entre las propiedades MRP y TRP
y sus implicaciones en problemas de cardcter fisico. Esto no fue posible por restricciones de
tiempo.
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6 Conclusiones y discusion

Para cerrar, resefiamos muy brevemente algunas direcciones en las cuales es posible genera-

lizar los resultados estudiados en este trabajo.

(i)

(i)

(iii)

Dindmica de sistemas en dimensién superior: operadores de Schrédinger en £2(Z4).

Una generalizacién natural del trabajo consiste en el planteamiento de operadores de
Schrodinger cuasiperiddicos en dimensién superior. Estos son operadores de la forma:

H : (2% — (2%
W)= Y d(m) + f(T)(n) (6-1)

[m—n|=1

donde f: T4 — Ry Trz = (z1+n0q, ..., 1q9+ng04), para a € (T\Q)?. Este problema
ha sido abarcado en una reciente investigacién de Fan y Han (2018), quienes concluyen
que el teorema 5.1.2 se extiende para operadores de Schrodinger en el espacio ¢%(Z%)
(ibid., 2018 theorem 1.1, p.3). Incluso, los autores demuestran que el espectro continuo
del operador H (ecuacién 6-1) es genérico para una funcién potencial f : T¢ — R
medible genérica.

Las propiedades de repeticion y la entropia en sistemas dindmicos.

Las propiedades de repeticién definen una estructura sobre el sistema dindmico {2, T'},
por lo que es de interés estudiar la relacién entre estas propiedades y otros atributos
del sistema, tales como la entropia. Este tema fue investigado por Huang et al. (2010),
quienes afirman que, en general, si un sistema dindmico {2, T'} tiene entropia positiva
entonces un operador genérico H, € {H,},cq tiene espectro puntual (es decir que su
espectro no es puramente continuo).

Complementariamente, los autores demuestran que si el sistema {2, T} satisface la
propiedad GRP (definicién 4.1.10), entonces su entropia topoldgica es cero (ibid., 2018
theorem 1, p.2). Sin embargo, es posible construir ejemplos de sistemas dindmicos que
satisfacen la propiedad TRP y tienen entropia positiva (ibid., 2018 theorem 2, p.2).
Este resultado evidencia que las propiedades de repeticion pueden vincularse al estudio
de otras caracteristicas de los sistemas dinamicos, mas alla de los tipos espectrales de
los operadores de Schrodinger asociados.

Hacia una caracterizacion del espectro genérico en términos de la estructura de {2, 7'}.

En este trabajo se estudio la incidencia de las propiedades de repeticion del sistema
dindmico {Q, T} sobre el espectro genérico de {H,},cq. Esto induce la formulacion
de la pregunta: si la familia de operadores {H, }.cq tiene espectro continuo genérico,
iesto qué implicaciones tiene sobre la estructura del sistema dindmico {€2,7'}? Esta
cuestion se enmarca en el dominio de los problemas inversos en teoria espectral y ain
sigue abierta.



Apéndice A

Propiedades genéricas en topologia y
en teoria de la medida

En este anexo se estudia el significado de las propiedades genéricas: aquellas que se satisfacen
para “casi todos” los elemento de un conjunto. Esta nocién varia en funcion del enfoque desde
el cual se estudie el conjunto de interés. Los puntos de vista contemplados en este trabajo
son el topoldgico y el de la teorfa de la medida. Este apartado se basa en Oxtoby (1980)
y tiene el objetivo de presentar teoremas que brindan un criterio para la construccién de
conjuntos genéricos.

Propiedades genéricas en topologia

Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto A de X es denso en ninguna parte si el interior
de A es vacio (es decir A = 0) lo que intuitivamente se refiere a que A es un conjunto que
esta diseminado o que tiene “muchos huecos” Por ejemplo, si a es un ntimero real, entonces
el conjunto {a} es denso en ninguna parte, pues {a} = {a} y {a}° = 0. Un subconjunto de
X es de primera categoria si es la unién contable de conjuntos densos en ninguna parte.

Ejemplo A.0.1. Los niimeros racionales son un conjunto de primera categoria: Q = U,cq{a}.

Se afirma que X es un espacio de Baire si el complemento de todo conjunto de primera
categoria es denso en X. En seguida se presenta la definicion de conjunto residual, la cual
responde a la nocién de conjunto genérico desde el punto de vista topoldgico.

Definicién A.0.2. Sea X un espacio de Baire. Un subconjunto E de X es residual si es el
complemento de un conjunto de primera categoria.

Se denomina conjunto G a la interseccion contable de conjuntos abiertos. El siguiente lema
caracteriza los conjuntos residuales en un espacio topolégico en términos de conjuntos G
densos. Este resultado es util para demostrar que determinado conjunto es residual.

Lema A.0.3. (Ozxtoby, 1980 theorem 9.2, p.41). Sea X un espacio de Baire. £ C X es
residual si y solamente si £/ contiene a un conjunto G5 que es denso en X.
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Demostracion. “=-" Suponga que E C X es residual. Queremos demostrar que existe un
B C FE tal que B es G5 y denso en X. Dado que E es residual, entonces E¢ = U,>1 4y,
donde cada A,, es un conjunto denso en ninguna parte (definiciéon A.0.2). Defina el conjunto:
B=N4S
n>1

Se afirma que B es Gy, puesto que A,  es abierto para cada n > 1, y por lo tanto B es la
interseccion contable de conjuntos abiertos. Observe que, por las leyes de De Morgan:

B=N4" = B°=A4,

n>1 n>1

Como A, es denso en ninguna parte, para cada n > 1, entonces B¢ es la unién contable de
conjuntos densos en ninguna parte, y por lo tanto B = (B¢)° es un conjunto denso en X.
Por 1ultimo, note que B C E puesto que:

Ee=JA, C|J4,=B° = E°CB° = BCE

n>1 n>1

Se concluye que E contiene a un conjunto G5 y denso en X.

“«<" Sea B C F tal que B es un conjunto G5 y denso en X. El objetivo es demostrar que E
es residual en X. Como B es Gg, entonces:

donde cada G, es un abierto. Dado que B es denso y B C G,, para cada n > 1, entonces G,,
es denso en X, para cada n > 1.

Ahora, observe que B¢ = J,>; G}, es un conjunto de primera categoria: como G,, es denso
entonces (G¢)° = (). Es decir que cada G¢ es denso en ninguna parte, luego B¢ es la unién
contable de conjuntos densos en ninguna parte y por tanto un conjunto de primera categoria.
Esto implica que B = (B°)¢ es residual en X por la definicién A.0.2. Se concluye que E
también es un conjunto residual en X pues por hipotesis B C E. O

El teorema de categorias de Baire afirma que todo espacio métrico completo es un espacio de
Baire. Esto permite usar el lema A.0.3 como criterio para la construccion de subconjuntos
residuales en espacios métricos completos, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo A.0.4. Los ntimeros irracionales R\ Q son un conjunto residual en R. Dado que
Q es un conjunto de primera categoria (ejemplo A.0.1), entonces R\ Q = Q° es un conjunto
residual, de acuerdo con la definicién A.0.2.
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Ejemplo A.0.5. (Ibid., theorem 2.3, p.7) El conjunto de los nimeros de Liouville (L):

1

R < —, parap,qg€Zconq>1}
q

L={eR\Q|VneZ,:

El conjunto L consiste en los irracionales de mejor aproximacién por un nimero racional.
Estos ntimeros constituyen un conjunto residual en R puesto que:

L=®R\Q)N[)Gn

n>1

Donde:

p 1 p 1
G=UUCE -0+ )
qLJQ,,LeJZ q ¢ q q"

G, es la unién de abiertos. Ademas Q C G,,, luego G, es denso en R. Se sigue que N,>; G,
es un conjunto Gy denso. Del lema A.0.3 se concluye que este ltimo conjunto es residual, y
por lo tanto L también lo es, al ser la interseccion de dos conjuntos residuales.

Observaciéon A.0.6. Todo nimero de Liouville es trascendente, mientras que niimeros irra-
cionales como v/2 o 7 no son de Liouville. Una discusién detallada sobre este conjunto de
nimeros se encuentra en Oxtoby (1980).

Los conjuntos residuales son “grandes” en el sentido de que la interseccién contable de una
sucesion de conjuntos residuales es un conjunto denso. Los conjuntos de primera categoria
son “pequenos”, puesto que la unién contable de conjuntos de primera categoria es también
un conjunto de primera categoria. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién A.0.7. Una propiedad es genérica desde el punto de vista topoldgico si los ele-
mentos que la satisfacen forman un subconjunto residual dentro del conjunto de interés.

Por ejemplo, el postulado: “FEl espectro continuo de los operadores de Schridinger ergodicos
discretos es genérico” significa que los H,, con espectro puramente continuo son un subcon-
junto residual de {H, },cq-

Propiedades genéricas en teoria de la medida

En este apartado se resenian las definiciones basicas y algunos teoremas de teoria de la
medida que sirven de respaldo para los principales teoremas estudiados en el trabajo. Dado
un conjunto {2, una o—adlgebra es una coleccion de subconjuntos B de €2, llamados medibles,
que satisface las siguientes tres propiedades.

(i) QeB
(i) Ac Q= A€ B

(iii) {An}nen € B= Upen A € B
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La dupla (2, B) se denomina espacio medible. Para los objetivos del trabajo se considera a
) como un espacio topolégico. La o—algebra generada por la familia de abiertos de {2 se
conoce como la o—dlgebra de Borel. Una medida es una funcion p : B — [0, oo] tal que:

(i) p(0) =0
(77) W(Upen An) = Xnen (Ay) para una familia { A, },en de medibles disjuntos dos a dos.

Definicién A.0.8. La tripla (€2, B, ), es decir, un conjunto {2, una o—algebra B y una
medida pu, es un espacio de medida. Si u(Q2) =1, (2,8, 1) es un espacio de probabilidad.

Observaciéon A.0.9. Un espacio de medida finita puede normalizarse como un espacio de

probablidad definiendo la medida v(E) = % para todo E C  medible.

Definicién A.0.10. Medida de Lebesgue en R. Dado un intervalo I (abierto, semiabierto
o cerrado) comprendido entre a y b en R, la medida de I estd dada por m(I) = (b—a). Para
E € B con B la o—4algebra de Borel, se define la medida de Lebesgue como:

m(E) = inf{kfé m(Ily) | E C kU I}

Lema A.0.11. (Azler, 2020 theorem 2.65, p.48) Sea S un subconjunto medible del espacio

(Q,B, 1), donde p es la medida de Lebesgue y p(€2) < oco. Entonces existe un compacto
K C S medible tal que para todo € > 0:

p(I) > p(S)(1 —¢€)

Definicién A.0.12. Sea (2, B, ) un espacio de medida. A € B es de medida completa si
w(A) = (), o equivalentemente, si u(A) = 0.

Ejemplo A.0.13. Considere el espacio de medida (R, B, i), donde B es la o—élgebra de
Borel y i es la medida de Lebesgue. Entonces R \ Q es un conjunto de medida completa,
puesto que la medida del conjunto Q es igual a cero.

Ejemplo A.0.14. La medida de Lebesgue del conjunto de ntimeros de Liouville (ejemplo
A.0.5) es igual a cero (Oxtoby, 1980).

Ejemplo A.0.15. Los nimeros diofanticos (D). Este conjunto se define como el complemento
de IL en los irracionales, es decir, aquellos nimeros irracionales que no pueden aproximarse
por un nimero racional. Dado que L es residual (ejemplo A.0.5), D es de primera categoria
(definicién A.0.2). Por otra parte, en el ejemplo A.0.14 se mencioné que L tiene medida nula.
Como R=DULUQ y la medida de Q es nula, se sigue que D es un conjunto de medida
completa en R.
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Tabla A-1.: Subconjuntos genéricos de R en topologia y en teoria de la medida.
Teoria de la medida
Medida completa Medida nula
Residual R\Q L

Primera categoria D Q

Topologia

Fuente: elaboracién propia con base en Oxtoby (1980).

Definicién A.0.16. Una propiedad es genérica desde el punto de vista de la teoria de la
medida si los elementos que satisfacen dicha propiedad constituyen un subconjunto de medida
completa dentro del conjunto de interés. En este caso, se afirma que la propiedad se cumple
en casi todas partes.

Desde este enfoque, la afirmacion: “FEl espectro continuo de los operadores de Schriodinger
ergodicos discretos es genérico” significa que los H,, con espectro puramente continuo son un
subconjunto de medida completa de {H, },cq-

En resumen: desde el punto de vista topologico los conjuntos genéricos o “grandes” son los
residuales, cuyo concepto dual (los conjuntos “pequerios”) es el de conjunto de primera ca-
tegoria. En teoria de la medida, los conjuntos genéricos son los de medida completa y el
concepto dual es el de conjunto de medida nula.

Para finalizar este anexo, se exponen dos resultados clasicos de la teoria de la medida que
permiten la construccion de subconjuntos de medida completa en un espacio (2,5, u). La
demostracion de estas proposiciones puede encontarse en la bibliografia citada.

Lema A.0.17. (Rohlin-Halmos. Cornfeld, 1982 theorem 1, p.242). Sea T un automorfis-
mo aperiédico en el espacio de Lebesgue (€, B, i), es decir:

p{w e Q| T"w =w, paraalginn € Z,}) =0
entonces para todo € > 0 y para todo m € Z existe un O € B tal que:
(i) Los conjuntos O, TO, ..., T™O son disjuntos.
(i) p(UjL, 770) > 1 — ¢

Lema A.0.18. (Borel-Cantelli. Spitzer, 1976 P3, p.317). Sea (2, B, 1) un espacio de
probabilidad y {E, },>1 cualquier sucesion de eventos (conjuntos medibles de B).

(a) S 302 (k) <oo entonces  f(Ny>1 Upsn Ex) = 0.
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(b) Si >0, pu(FE,) = ooy existe un C' > 0 tal que:

lim sup En: w(ExNEy,) < O(i 1(Ey))?

N0k m k=1

entonces:

En particular, si C = 1:

Corolario A.0.19. Sea {E, },>1 una sucesion de medibles disjuntos en el espacio (€2, F, 11).

p(( U E) =1

n>1k>n

Entonces:

Demostracién. Como los medibles { E,, },>1 son disjuntos, entonces: Ey N E,, = () para todo
k # m. Tomando C' =1 en la parte (b) del lema de Borel-Cantelli (A.0.18), se obtiene que:

n

lim sup zn:u(Ek NE,) =0< (O u(Ey))?

n—o00 km

ol

—_

lo que permite concluir que:



Bibliografia

Avila, A. and Damanik, D. (2005). Generic singular spectrum for ergodic schrodinger ope-
rators. Duke Mathematical Journal, 130:393-400.

Axler, S. (2015). Linear Algebra Done Right. Springer-Verlag, New York.
Axler, S. (2020). Measure, Integration Real Analysis. Springer-Verlag, New York.

Boshernitzan, M. and Damanik, D. (2008). Generic continuous spectrum for ergodic schré-
dinger operators. Communications in Mathematical Physics, 283:647-662.

Brom, J. (1977). The theory of almost periodic functions in constructive mathematics.
Pacific Journal of Mathematics, 70:67-81.

Catsigeras, E. (2013). Teoria Ergddica. De los Atractores Topoldgicos y Estadisticos. Instituto
Venezolano de Investigaciones Cientificas, Caracas, Venezuela.

Cornfeld, I., Fomin, S., and Sinai, Y. (1982). Ergodic Theory. Springer-Verlag, New York.

Cycon, H., Froese, R., Kirsch, W., and Simon, B. (1987). Schridinger Operators with Appli-
cations to Quantum Mechanics and Global Geometry. Springer-Verlag, Germany.

Damanik, D. (2017). Schrodinger operators with dynamically defined potentials. Electronic
Journal of Differential Fquations, 37:1681-1764.

Damanik, D. and Stolz, G. (2000). A generalization of gordon’s theorem and applications to
quasiperiodic schrodinger operators. FElectronic Journal of Differential Equations, 55:1-8.

Fan, Y. and Han, R. (2018). Generic continuous spectrum for multi-dimensional quasiperio-
dic schréodinger operators with rough potentials. Journal of Spectral Theory, 8:1635—-1645.

Huang, W., Xu, L., and Yi, Y. (2010). Entropy of dynamical systems with repetition property.
Journal of Dynamics and Differential Equations, 23:683—693.

Jitomirskaya, S. (2007). Ergodic schrodinger operators (on one foot). Proceeings of Symposia
in Pure Mathematical, 76:613-647.

71



72 Bibliografia

Khinchin, A. Y. (1964). Continued Fractions. The University of Chicago Press, Chicago.

Kirsch, W. (2007). An Invitation to Random Schrédinger Operators. Institut fir Mathematik
Ruhr-Universitat Bochum, Bochum.

Kohlman, M. (2018). Schrodinger Operators and their Spectra. Georg-August-Universitit,
Gottingen.

Kreyszig, E. (1978). Introductory Functional Analysis with Applications. John Wiley and
Sons, Canada.

Lenz, D. (2002). Singular spectrum of lebesgue measure zero for one-dimensional quasicrys-
tals. Communications in Mathematical Physics, 227:119-120.

Moreira, J. (2020). Ergodic Theory. University of Warwick, United Kingdom.

Oxtoby, J. (1980). Measure and Category. A Survey of the Analogies Between Topological
and Measure Spaces. Springer-Verlag, New York.

Reed, M. and Simon, B. (1980). Methods of modern mathematical physics. Academic Press,
Inc., San Diego.

Renn, J. (2013). Schridinger and the Genesis of Wave Mechanics. Max Planck Institute for
the History of Science, Berlin.

Simon, B. (1982). Almost periodic schrodinger operators: A review. Advances in Applied
Mathematics, 3:463-490.

Simon, B. (2000). Schrodinger operators in the twentieth century. Journal of Mathematical
Physics, 41:3523-3555.

Spitzer, F. (1976). Principles of Random Walk. Springer-Verlag, New York.

Viana, M. and Oliveira, K. (2016). Foundations of Ergodic Theory. Cambridge University
Press, Cambridge.

Walters, P. (1982). An Introduction to Ergodic Theory. Springer-Verlag, New York.

Zhecheva, 1. (2008). Ergodic Properties of Random Schridinger Operators. Williams College,
Massachusetts.



	Agradecimientos
	Resumen
	Introducción
	Fundamentos de teoría espectral y de sistemas dinámicos
	Definiciones básicas
	Propiedades espectrales de operadores acotados autoadjuntos
	Sistemas dinámicos y ergodicidad

	Operadores de Schrödinger ergódicos
	Historia e importancia de los operadores de Schrödinger
	Investigaciones anteriores relacionadas

	El lema de Gordon
	Características de la función potencial de Gordon
	Demostración del lema

	Espectro continuo de los operadores de Schrödinger ergódicos
	Las propiedades de repetición
	El espectro continuo es genérico: enfoque topológico
	El espectro continuo es genérico: enfoque de la teoría de la medida

	Aplicaciones-Ejemplos
	Shift ergódico en el toro Td
	Skew Shift en el toro T2

	Conclusiones y discusión
	Propiedades genéricas en topología y en teoría de la medida
	Bibliografía

