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Titulo en espanol
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Resumen: En este trabajo se hace un estudio de las desigualdades rango lineales, encontradas
por R. Dougherty, C. Freiling y K. Zeger, las cuales involucran 5 variables, éstas, junto a las de-
sigualdades polimatroides y de Ingleton verifican que, las funciones rango lineales en 5 variables
determinan un cono convexo poliédrico. Ademds, se estudia la caracterizacién de estas funciones
involucrando hasta 4 variables, donde solo las desigualdades polimatroides y de Ingleton, logran
caracterizarlas. Se estudia también algunas relaciones entre las desigualdades de la informacién
tipo Shannon y las funciones polimatroides, a su vez las relaciones de las funciones entrépicas,
funciones polimatroides y las funciones rango lineal. Este trabajo se basa en [2],[4],[5] y [12].

Abstract: This paper makes a study on linear rank inequalities, found by R. Dougherty, C. Freiling
v K. Zeger, involve five variables, these, together with the Shannon-type and Ingleton inequalities
verified that, linear rank functions on five variables determine a polyhedral convex cone. We also
present a study of the characterization of these functions involving up to 4 variables, where only the
polymatroid and Ingleton inequalities, achieve characterize. Also it is studied some relationships
between the Shannon-type information inequalities and polymatroid functions, moreover relations-
hips between entropic functions, polymatroid functions and linear rank functions. This paper is
based on [2],[4],[5] and [12].

Palabras claves: Medidas de informacién, entropia, funciones entrépicas, funciones polimatroi-
des, funciones rango lineales, desigualdades tipo Shannon, desigualdad de Ingleton, desigualdades
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Introduccién

El hecho de que toda desigualdad polimatroide, sea una desigualdad rango lineal, crea una
duda natural. ;Qué desigualdades rango lineales son desigualdades polimatroides? La respuesta
dependerd del numero de variables que estén involucradas. Hasta tres variables, se verifica que
ambos conjuntos de desigualdades son equivalentes, pero en cuatro variables A.W. Ingleton [I4],
encuentra una desigualdad rango lineal que no es una desigualdad de la informacién, y, por lo
tanto, no es una desigualdad polimatroide.

A pesar de que las desigualdades polimatroides son insuficientes para caracterizar las rango
lineales, esta regién en cuatro variables sigue siendo poliédrica [2]. Para cinco variables, no solo
son suficientes las desigualdades polimatroides, junto a las desigualdades Ingleton, para determi-
nar todas las desigualdades rango lineales. En este trabajo, se presenta un estudio de las 24 (1700
contando permutaciones) desigualdades rango lineales encontradas por R. Dougherty, C. Freiling y
K. Zeger [12], las cuales, junto a las desigualdades polimatroides y de Ingleton muestran que ésta
regién determina un cono convexo poliédrico.

Adicionalmente, se desarrollan algunas relaciones entre las funciones polimatroides y las funcio-
nes entropicas; a su vez se estudia también las relaciones entre las funciones entrépicas, funciones
polimatroides y las funciones rango lineal.

En el Capitulo 1, se presentan algunas nociones basicas de la Teoria de la Informacién, tales
como: medidas de la informacién, desigualdades de la informacién, las funciones polimatroides y las
funciones entrépicas. Se presentan ademas algunos elementos de anélisis convexo. En el Capitulo
2, se presentan las caracterizaciones de las funciones entrépicas hasta tres variables, y se muestra
la existencia de desigualdades tipo no-Shannon.

En el Capitulo 3, se introducen las funciones rango lineales y se inspecciona su caracterizacién
hasta tres variables. En el Capitulo 4, se discute la desigualdad de Ingleton y la caracterizacion de
las funciones rango lineales en 4 variables. En el Capitulo 5, se presentan las demostraciones de las
nuevas desigualdades rango lineales en 5 variables, y se muestra la caracterizacion de las funciones
rango lineales en 5 variables.
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capriTuLO 1

Medidas de la informaciéon

Claude E. Shannon, en su articulo ‘A Mathematical theory of communication’ [3] (1948), es-
tablecié los fundamentos de la Teoria de la informacién. El objetivo fue determinar la longitud
minima de un cédigo para representar un mensaje de manera 6ptima. Shannon se fundamenta
en la idea de que los caracteres enviados en un mensaje no se distribuyen de manera uniforme,
por lo tanto, para codificar los mensajes de una fuente, se busca utilizar menor cantidad de bits
para los caracteres més probables (presencia del caracter) y mayor cantidad de bits para los menos
probables, de tal forma que el promedio de bits utilizados para codificar los mensajes se disminuya.

En este capitulo presentaremos las medidas de la informacién propuestas por Shannon: la en-
tropfia, la entropia condicional, la informacién mutua y la informaciéon mutua condicional, asi como
sus propiedades. Introducimos las funciones polimatroides y las funciones entrépicas, asi como al-
gunos elementos del andlisis convexo.

La base de este Capitulo estd en los trabajo presentado por Raymond W. Yeung en [4] y J. Andres
Montoya en el curso impartido de Teoria de la informacién, en la Universidad Nacional de Colom-
bia (2013-I) [5]. Los elementos de anélisis convexo se basan en [7] y [§].

1.1. Medidas de la informacion de Shannon

Sea X una variable aleatoria que toma valores en un alfabeto X', enumerable. La distribucién
de probabilidad de X se denota por {px(z),z € X}, donde px(z) := Pr{X = z}. Cuando no
se presente ambigiiedad, px (x) serd abreviado como p(z). El soporte de X, denotado por Sx, es
precisamente el conjunto de todos los 2 € X tales que p(z) > 0.

Definicién 1. Sean X,Y y Z tres variables aleatorias, con alfabetos X,Y, Z respectivamente, la
distribucion de probabilidad conjunta es

{p(@,9,2) : (2,9,2) € X X Y x Z}, con pl(a,y,2) = Pr(X =2,Y =y, Z = 2).
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Definimos

= Zp(xvyv Z)
= Zp(xvyv Z)

pely) = PED. G o) £0,

p(x,y|2) =

p\r,y, = .
p(xly, 2) = ———=; sipy, 2 0.
(z[y, z) (. 2) (y,2) #

Definicién 2. La entropia H(X) de una variable aleatoria X que toma valores en un alfabeto X,
es definida por

H(X):=—= Y p(z)logp(x). (1.1)

x€Sx

Nota 1. En adelante por comodidad, notaremos H(X) simplemente por:

Zp ) log p( (1.2)

Resaltamos que en todas las definiciones de medidas de la informacién, supondremos que la
suma se toma sobre el soporte correspondiente, ya que p(z)logp(x) en (1) no estd definido si
p(x) = 0. La base del logaritmo en () puede ser cualquier numero real mayor que 1.

Ejemplo 1. Consideremos el experimento de lanzar una moneda legal hasta que ésta caiga en
sello. Sea X la variable aleatoria, que representa el numero de lanzamientos necesarios para que
la moneda caiga en sello, asi X toma valores sobre el alfabeto X = {1,2,...} y la distribucidn de
probabilidad de X es {p(n) := Pr{X =n} = 5+ : n € X}. Calculando la entropia de X en base 2
tenemos:

Zp n)log, p(n —22%10&2%:22%:2.
n=1 n=1

Definicién 3. La entropia conjunta H(X,Y') de un par de variables aleatorias X yY estd definida
por

H(X,Y) Zp z,y)logp(z,y). (1.3)

Definicién 4. Para un par de variables aleatorias X y Y, la entropia condicional de'Y dado X
se define como

H(Y|X) == p(x,y)logp(y|z). (1.4)

T,y

(C4) la podemos reescribir como

HY|X) =" |- plyle)logp(yle)| . (1.5)

T Yy
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En (L), la suma interna es la entropia de Y dado X = z. Por lo tanto, (I4) puede escribirse
como

H(Y|X) = ZH Y|X =x). (1.6)
Similarmente se define
H(Y|X,Z) Zp H(Y|X,Z = z), (1.7)
donde
H(Y|X,Z=2)=-Y_ plx,y|2)logp(y|z, 2). (1.8)
z,y

Definicién 5. Para las variables aleatorias X yY, la informacion mutua entre X yY estd definida
por

Y):= Zp(:v,y) log % (1.9)

Definicién 6. Para las variables aleatorias X,Y y Z, la informacion mutua entre X yY dado Z
estd definida por

Y|Z) v ) log _PEYI2)
I(X:;Y|Z) ._;wp( Ly, 2) | 8 ) (1.10)
Proposicion 1.
H(X,Y)=H(X|Y)-H(®) (1.11)

Demostracion.
H(X,Y) Zp (z,y) log p(, y)

=— Zp(x, y) log (p(y)p(zly))
=— Zp(x, y) (logp(y) + log p(x|y))

== plz,y)logp(y) — > ple, y) log p(aly)

= - Z (Zp(:v, y)) log p(y) — Zp(w,y) log p(zy)
= —Zp )log p(y Zp z,y) log p(xly)

= H(Y) + H(X[|Y).

Proposicion 2.
I(X;Y)=H(X)—- H(X|Y) (1.12)
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Demostracion.

H(X) - H(X|Y)

=~ p(x)logp(x +Zp:vy log p(zy)
:—ZZp:rylogp +pry10g ((?ﬁ)
— x ) Py )— ogp(x

_;p( y) (1 5 0) log p( ))

( Y)
B Zp =) p(2)p(y)

= I(X;Y).
O
Proposicion 3.
I(X;Y|Z)=H(X|Z)- H(X|Y,Z) (1.13)
Demostracion.
H(X|Z) - H(X|Y,Z)
= —Zp x,2)logp(x|z) + Y plx,y,2)log p(aly, 2)
x,Y,z
- 1 g 2U7:0:2)
=~ pl,2)log” +Z p(x,y, z)log === ( 5
T,z z,Y,z
_ p(z,y,2)
- Z € y) 1Og + Z € y) 1Og ( )
x,Y,2 z,Y,z
— Z p({myjz) (logp(xuyvz) _logp(‘ruz)>
o Py, z) p(2)
p(z,y,2)p(2)
=) p(x,y,2) (10g7
mzu: (@, 2)p(y, 2)
p(z(-,y)-z)
=> plz,y.2) (log P COE)
Y,z p(2)p(2)
p(z,y[2)
= > p(@,y,2)log —————~
2 Pl E e s i
=I1(X;Y|2).
O

Las tres proposiciones anteriores dejan de manifiesto que todas las medidas de la informacién
de Shannon, se pueden escribir como combinacion lineal de entropias y entropias conjuntas, hecho
que sera de gran importancia mas adelante.

Ahora, veamos que todas las medidas de la informacién de Shannon son no negativas.

Lema 1. Sean X,Y y Z variables aleatorias arbitrarias. Entonces, se satisface la desigualdad:

H(X|Y,Z) < H(X|Z). (1.14)
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Demostracion. Para la demostracién de este lema se usara que:

log<iale> i i log(x;), con az>0yz alz;) =1,
i=1 i=1

=1

el cual se sigue de la convexidad de la funcién logaritmo con base mayor que 1.
Entonces

H(X|Z) - HX|Y,Z) = =) p(x,2)logp(x2) + Z p(z,y,2)logp(zly, z)

:_;p(x,z)log +xzy: p(@,y,2)log (( ))
=—§ (21,2 log +§Z ,Y, 2 log%
- T b <logp§:i;§> e
= 3 oy (EE)

(z <x7y,z>§ii:Z?i§i’é§>

log(1) =0
O
Teorema 1. Sean X,Y y Z wvariables aleatorias arbitrarias, entonces
I(X;Y|Z) > 0.
Demostracion. De (ILI3) y del lema anterior se sigue el resultado.
O

Corolario 1. Todas las medidas de la informacion de Shannon son no negativas.

Demostracion. Sea ® una variable aleatoria degenerada, es decir ® toma un valor constante con
probabilidad 1. Consideremos ademds la informacién mutua de X y Y dado Z, I(X;Y'|Z), entonces:
1. Si X =Yy Z =, entonces I(X;Y|Z) = H(X) > 0.
2. Si X =Y, entonces I(X;Y|Z) = H(X|Z) > 0.
3. Si Z = ®, entonces I(X;Y|Z) =I(X;Y) > 0.
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1.2. Desigualdades de la informacion

Una expresién de informacién f, es una combinacién lineal de medidas de informacién de
Shannon involucrando un ndmero finito de variables aleatorias. Por ejemplo,

H(X,)Y)+2I(X;Y)-I(X;Y|Z)
es una expresion de informacién. Una desigualdad de informacién tiene la forma
f=e

donde la constante ¢ es usualmente cero. Consideraremos desigualdades no-estrictas porque éstas
son usualmente la forma que toman las desigualdades en la Teoria de la informacién. Similarmente
una identidad de la informacién tiene la forma

f=c

Definicién 7. Una identidad o desigualdad de la informacion, se dice que siempre se cumple,
st ésta vale para cualquier distribucion conjunta de las variables aleatorias involucradas. En caso
contrario, diremos que no siempre se cumple.

Ejemplo 2. La desigualdad de la informacién I(X;Y) > 0 siempre se cumple, ya que vale para
cualquier distribucion conjunta p(x,y). Pero la desigualdad 1(X;Y) < 0 no siempre se cumple,
ella es equivalente a I(X;Y) =0, la cual no se cumple si X yY no son independientes.

Para nuestros préximos propésitos se hace pertinente utilizar la siguiente notacion.

Notacién 1.

1. El conjunto {1,2,...,n}, con n entero positivo lo notaremos como [n].
2. Sean X1, Xo,..., X, wvariables aleatorias e I C [n], usaremos X; = (X;,,...,X;,) para
denotar la distribucién de probabilidad conjunta, donde I = {i1,...,ix}. Adicionalmente,

utilizaremos H(Xy) para denotar la cantidad H(X;,, ..., X;,)-

Verificamos en la seccién anterior que cualquier medida de la informaciéon de Shannon, se
puede escribir como combinacién lineal de entropias y entropias conjuntas. Por lo tanto, no solo
definiremos las desigualdades de la informacién que siempre se cumplen mediante la entropia
conjunta, sino que ademds podemos verificar las desigualdades de la Teoria de la informacién
examinando las desigualdades satisfechas por las entropias conjuntas.

Definicién 8. Sean I1,..., I subconjuntos de [n], a; € R con 1 <i <k y Xy,...,X, variables
aleatorias. Una desigualdad de la forma

o H(Xp)+ -+ aH(Xp,) >0,
es llamada una desigualdad de la informacion, si ésta siempre se cumple.

Observacién 1. En al definicion anterior asumimos que H(Xgy) = 0.

Ejemplo 3. Consideremos n = 2, I = {1}, I, = {2}, I = 0, I, = {1,2}, a1 = ax =1 gy
ay = —1, entonces la desigualdad

H(X1) + H(X2) — H(X1,X3) 2 0.

es una desigualdad de la informacion, ya que siempre se cumple que H(X1)+H(X2)—H (X1, X2) =
I(X1, X2) y I(X1,X2) > 0
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Definicién 9. Sean Xi,..., X, variables aleatorias. Las siguientes desigualdades se denominan
desigualdades basicas,

H(X7) >0, ICnl, (
H(Xp,|X5,) >0, I1,Is C[n] con I # Is, (
I(X1,;X1,) >0, I, I, C [n] con I # I, (1.1r
I(X1,; X1,|X1,) >0, I, 15,13 C [n] con Iy # Iy # Is. (

Definicién 10. Una desigualdad de la informacion que siempre se cumple y es implicada por las
desigualdades bdsicas se denomina una desigualdad tipo Shannon.

Definicién 11. Una desigualdad de la informacion que siempre se cumple y NO es implicada por
las desigualdades bdsicas se denomina una desigualdad tipo no Shannon.

Proposicion 4. Sean X1,..., X, variables aleatorias, entonces el conjunto de las desigualdades
basicas es implicado por el conjunto de desigualdades:

1. H(X|X[n)—(iy) 20, 4 € [n],
2. I(Xy; Xj|XKk) >0, donde i # j y K C [n]\ {4,7}.

Estas desiqualdades se demominan desigualdades elementales. El conjunto de las desigualdades
elementales es minimal, en el sentido de que ninguna desigualdad puede ser implicada por las
demds.

Demostracion. Véase [], Capitulo 13.
O

Se puede verificar que el nimero de total de las desigualdades elementales que involucra n
variables aleatorias, viene dado por la expresién:

n
— 2n—2'
m=n-+ (2)

Ejemplo 4. Tomando n = 2, tenemos que las desigualdades elementales son en este caso:

1. H(Xy,X5) — H(X5) >0
2. H(X1,Xs) — H(X;) >0

3. H(X1)+ H(Xs) — H(X1,X2) > 0.
De la Proposicién [ podemos redefinir el concepto de desigualdad de la informacién tipo
Shannon de la siguiente manera.

Definicién 12. Una desigualdad de la informacion es tipo Shannon, si ésta puede escribirse como
una combinacion lineal no-negativa de desigualdades elementales y siempre se cumple.
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1.3. Funciones Polimatroides

Definicién 13. Una funcion f : P([n]) \ {0} — R es una funcidn polimatroide si, y sdlo si, se
satisfacen las siguientes desigualdades

1. Dados I C J C [n], entonces f(I) < f(J).

2. Dados I,J C [n], entonces f(I)+ f(J) > f(HUJ)+ f(INJ).
Ejemplo 5. Sean Aq,..., A, una coleccion de conjuntos finitos, y definamos

feP(r)\ {0} — RY

U

el

I —

Verifiquemos que f es un polimatroide.

1. Sean I C J C [n], entonces |J Ai C U A;, por lo tanto f(I) < f(J).

i€l JjeJ
2. Sean I,J C [n], entonces
f+ ) ={UAal+|U A4
il Jje€J
Y
faun+rann=| J al+| U 4
ieluJ icInJ
= LJ‘4iLJLJ'Ai + LJ <Ak
i€l Jj€J kelnJ
= Jal+|Ja|-UanAal+| U 4
icl jel i€l jeJ kelng
Ademads,

>

3

UainlJ A

iel jeJ

U 4

kelnJ

y por el principio del tercio excluido

U al+|UJanAal=U4al+ Al
leruJ iel jeJ iel jeJ
De lo anterior
Ual+ U=l U al+] U 4
el JjeJ leluJ kelnJ

En conclusion
F+ ()= fTUd)+ f(INJ).
Definicién 14. El conjunto de polimatroides de orden n es

D, ={f:P(n))\ {0} — RT | f es polimatroide}.
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1.4. Funciones entropicas

Definicién 15. Sean, X1, ..., X,, n variables aleatorias. El vector entrdopico determinado por la
tupla X = {X1,..., X0}, es la funcion hs - P([n]) \ {0} — R* definida por:

hs (1) = H(X)).

Observacion 2. La funcién hw de la definicion anterior, la llamaremos funcion entrdpica aso-

ctada o la tupla ? Xq,..., X, de variables aleatorias.

Observacion 3. En adelante, cuando hablemos de un vector entrdpico h de orden n, nos referimos
a que existe una tupla de n variables aleatorias Xz ={X1,...,X,} tales que h = h.

Observacién 4. Como [P([n])\ {0} = 2" — 1, podemos identificar al conjunto P([n])\ {0} con el
conjunto [2™ —1]. Asi, una funcidn entrdpica de orden n (determinada por la n—tupla de variables
aleatorias), o una funcién polimatroide de orden n se pueden pensar como si fuera un elemento de
R -1,

Definicién 16. El conjunto de vectores entropicos de orden n es el conjunto
I ={veR¥ ! : v es un vector entrdpico}.

Ejemplo 6. Sean X; y Xo variables aleatorias independientes tomando valores en {0,1}, con
distribuciones de probabilidades: Pr{X; = 0} = 2p, Pr{X; = 1} =1 —2p, donde 0 < p < %,
PT‘{XQ = 0} = PT{XQ = 1} = %, Yy sean X3 = X1 . X2 Yy X4 = (1 — Xl)(l — Xg)

Ast, si todas las entropias se toman en base e, se tiene que:

H(X1) = =2pn(2p) — (1 - 2p) In(1 — 2p),
H(X5) = In2,
H(Xs) =In2 ~ (3 +p)In(1 +2p) ~ (5 — p) In(1 - 2p),

(
(
(
(
(
(
(
(

H(X4) = =(1=p)In(l —p) = pln(p),
H(X1,X3) =In2—2pln(2p) — (1 - 2p)In(1 — 2p),
H(X1,X3)=—2pn(2p) — (1 — 2p) In(1 — 2p) + (1 — 2p) In 2,
H(X:1,X4)=—2plnp — (1 —2p)In(1 — 2p),

1
H(X3,X3)=In2—plnp—pln2— (5 —p)In(1 — 2p),

1
H(X2,X4)=In2—-plp—pn2 - (5 —p)In(1 —2p),

X3, X4)=In2—plnp—pln2— (= —p)In(1 — 2p),

( (5

H(X1,X5,X3) =1In2—2pln(2p) — (1 — 2p) In(1 — 2p),
H(X1,X2,X4) =In2—2pln(2p) — (1 — 2p) In(1 — 2p),
H(X1,Xs5,X4) =In2—2pln(2p) — (1 — 2p) In(1 — 2p),
H(X2,X5,X4) =In2—2pln(2p) — (1 — 2p) In(1 — 2p),
H(X1,X5,X3,X4) =In2—2pln(2p) — (1 — 2p) In(1 — 2p).

Luego el vector entropico generado por la tupla de variables aleatorias Xz = {X1, Xo, X3, X4} es

h(I) con I € P([4])\ {0}.

El conjunto de vectores entrépicos I}, satisface las siguientes propiedades:
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1. T} contiene el origen: El origen (0 € R%"~1) corresponde a la funcién entrépica de n variables
aleatorias degeneradas que toman valores constantes.

2. T'¥ est4 en el octante no negativo de R?"~1: Las coordenadas de un vector entrépico, corres-
ponden a entropias mutuas que son no negativas.

Lema 2. Sih y B pertenecen a I'}, entonces h + n e ry.

Demostracion. Sean h y k' vectores entropicos, entonces existen tuplas de variables aleatorias
? ={X1,....Xn}t vy ? = {V1,...,Y,} tales que h = hyp y I hy. Sean (Xi,...,Xn) y
(Y1,...,Y,) independientes; definimos las variables aleatorias Z1,...,Z, por Z; = (X;,Y;) para
todo i € [n].

Entonces, para todo I C [n],

Por lo tanto, h + k' es un vector entropico.

O
Corolario 2. Si h € I'}, entonces kh € I}, para todo k entero positivo.
Demostracion. Es suficiente escribir
kh=h+---+h,
———
k
y aplicar el Lema
O
Teorema 2. Para todo n > 1 entero positivo,
I Cry,.
Demostracion. Sean Xi,..., X, variables aleatorias y sea h la funcién entrépica asociada, basta
probar que
h(TUK)+hg(JUK) > hs(K) +hg(IUJUK).
para todo I, J, K C [n] ([]).
Como
0 S I(X];XJ|XK)
= H(Xuk) + H(Xjuk) — H(Xk) — H(X1050K)-
Entonces toda funcién entrépica es un polimatroide, asi I'y, C T',,.
O

Definicion 17. La clausura de I'},, '}, se denominard la region entrépica de orden n. Los ele-

mentos de I'}, serdn denominados vectores cuasi-entropicos.

Observacién 5. Para cada natural n > 1, tenemos una region entrdpica, L' la region entrépica
. n_
de orden n es un subconjunto de R?" 1,

Corolario 3. Para todon > 1, I‘_;*L cr,.

Demostracion. Como I',, estd definido por desigualdades no estrictas, I';, es cerrado.
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1.5. Elementos de convexidad

Debido a que todos los conjuntos definidos en las secciones anteriores pueden ser consideradas
como subconjuntos de R2" ! algunos de los conceptos manejados en el andlisis convexo son de
gran utilidad para buscar y en muchos casos lograr caracterizar dichos conjuntos. Introduciremos
el concepto de cono polar, el cual serd considerado como el conjunto de vectores que codifican
desigualdades satisfechas por sus conjuntos asociados. Ademéds de presentar algunos teoremas que
permiten presentar un poliedro, no sélo como un conjunto de puntos que satisfacen ciertas de-
sigualdades lineales finitas, sino verlo como la envolvente cénica de sus rayos extremos.

Definicién 18. Sean {z1,..., T} puntos de R:. Un punto
m m
x:Zaixi, donde Zaizl yo; >0parai=1,....,m
i=1 i=1
se denomina una combinacion convexa de 1, . .., Ty,. Dados un par de puntos a,b € R?, el conjunto
[a,b) ={aa+(1—a)b:0 < a <1},

de todas la combinaciones convezxas de a y b se llama el segmento de linea con puntos finales en a
y enb.

Definicién 19. Un conjunto A C R¢ se denomina convezo si, y sdlo si, para cualquier dos puntos
a,b en A, se verifica que [a,b] C A.

Definicién 20. Un conjunto A C R?, se denomina un cono, si 0 € A y A\x € A, para todo x € A
yA>0.

Definicién 21. Un conjunto A C R, se denomina un cono convezo si x +1y € A, \x € A, para
todo x,y € A y A > 0.

Teorema 3. I'}, es un cono convexo.

Demostracion. Véase [], pagina 306.
(]

Definicién 22. La envolvente cénica de un conjunto A C R?, denotada como cone(A), es el menor
cono convezo que contiene el conjunto A.

Proposicién 5. Dado A C R, se tiene que:

k
cone(A) = {Z Niz;ckeNxz; € AN > 0}-

=1

Demostracion. Véase [8], pagina 28.

Definicién 23. Sea A C R? no vacio, el cono polar de A es el conjunto:
A°={veR:v-a>0 para todo a € A}.

Proposicion 6. Sea A C R4, entonces:
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1. A° es un cono convexro cerrado.
2. (A°)° = A.
Demostracion. Véase [1], pagina 39.
O

Definicién 24. Un conjunto A C R%, es un cono convexo poliédrico si, y sdlo si, A es la inter-
seccion de finitos semi-espacios que contienen a 0.

Observaciéon 6. Si A es un cono convexo poliédrico, entonces A es el conjunto de soluciones de
algun sistema de desigualdades lineales homogéneas.

Definicién 25. Sea A un cono convero, un punto a € A es un punto extremo, si a no puede
expresarse como una combinacidn convera ab+ (1 —a)c, tal queb € A, c€ A y0 < a < 1, excepto
en caso que a =b = c. Si a es una punto extremo entonces, cone(a) es un rayo extremo.

Teorema 4. El cono polar de un cono convezxo poliédrico es poliédrico.

Demostracion. Véase [1], pagina 51.
O

Teorema 5. Todo elemento de un cono convexo poliédrico puede expresarse como la envolvente
conica de sus rayos extremos.

Demostracion. Véase [8], pagina 30.

1.6. Marco geométrico

Para cada natural n > 1 y después de enumerar el conjunto P([n]) \ {#}, podemos identificar
cada elemento P([n]) \ {#} con un vector canénico de R?"~'. Por lo tanto, dado I C [n], lo
identificaremos con un vector canénico denotado por el simbolo e¢;. Asi de la Proposicién M
podemos dar la siguiente definicidn.

Definicién 26. El conjunto de desigualdades tipo Shannon de orden n, es el conjunto
S, = {e[n] — €\ {i} : xS [n]} U {eiUK +euk —eiujuk —ek: 1 Fj YK C [n] \ {Z,]}}

Observacién 7.

a. (1"_;;)0, contiene todos los vectores de RP("D\MY que codifican desigualdades lineales satisfechas
por la entropia.

b. Tz C T, y, por lo tanto TS C (ﬁ)o

Proposicion 7. El conjunto de las desigualdades bdsicas y el conjunto de las desigualdades satis-

fechas por los polimatroides son equivalentes.

Demostracion. Sea Y = {Xi,..., X} variables aleatorias y hy su funcién entrépica asociada,
supongamos ademas que hy satisface las desigualdades polimatroides, entonces
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1. H(XZ|X[W]\{1}) > 0, para todo ¢ € [n].
Sea i € [n], como h< satisface las desigualdades polimatroides, se sigue que

hg (W {i}) < by ([n]),
por lo tanto H(X1|X[n]_{l}) > 0.

2. I(Xi: X,|Xk) 2 0, donde i, j #j y K C [n] — {i. j}.
Consideremos i # j y K C [n] \ {4,5}. Debido a que h; satisface las desigualdades polima-
troides, entonces

hz({i} UK) + hz ({7} UK) > hp({i,j} U K) + hy (K),
asi, I(XZ,leXK) 2 0.

Finalmente, es evidente que las desigualdades basicas implican las polimatroides.

Basados en la proposicion anterior, presentamos la siguiente definicion.

Definicién 27. El cono convexo poliédrico T'y,, de las funciones polimatroides de orden n, es el
conjunto funciones f de P([n]) \ {0} en RY, tales que f satisface todas las desigualdades tipo
Shannon.

Lema 3. Para todon > 1, I'S = cone(S,).

Ejemplo 7. I's, el cono de las de las funciones polimatroides de orden 2, estd completamente
definido por las desigualdades

f{1}) < f({1,2),
f({2h) < r({1,2}),
FAL2E) < F({1)) + F({2D)-

Por lo tanto (I's)° = cone((—1,0,1),(0,—1,1),(1,1,—1)), ademds
I'y = {v e RP(DMOY . o = a1p1 + aop2 + azps Yy a1, an, a3 > O}

Donde p1 = (0,1,1), po =(1,0,1) y p3 = (1,1,1), son los rayos extremos de T's.



CAPITULO 2

Desiguales tipo no-Shannon

En el capitulo anterior introdujimos las regiones I'y,, ') v I'%; si lograramos verificar que para

todon > 1, I't =TI, entonces todas las desigualdades validas para la entropia serian implicadas
por las desigualdades tipo Shannon, y por lo tanto, estarian completamente caracterizadas.
En este capitulo mostraremos que:

1. Ty =T,,paran=1,2,3.

2. Tz # T, para n = 4.
Y por lo tanto existen desigualdades tipo no-Shannon en 4 variables. En [9], el autor verifica que
para n > 4, 'Y no es poliédrico, y por lo tanto, una caracterizacién finita de (ﬁ)o, via desigual-

dades lineales de la informacion es imposible.
Los resultados de este capitulo estdn fundamentados en [], [5], [11].

2.1. Caracterizaciones de I'7,I'5, I';

Teorema 6. I'; = R*.

Demostracion. Sea f € I'f, entonces existe X; variable aleatoria tal que f = hx, = H(X;1) > 0,
con lo cual f € RT. N

Sea « un numero real estrictamente positivo y consideremos X una variable aleatoria con una
distribucién uniforme que toma dos valores con probabilidad igual a % Tomando la entropia con

base /2 tenemos:
~ 1 1 1 1
1 (X) =512 5 <§> BERGAE <§>

1
=—10g%<§> =o.

14
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Para el caso a = 0, basta tomar una variable aleatoria que tome un valor constante con probabilidad
1.
Por lo tanto, RT = T'}.

O
Corolario 4. T; =T, = (T})" = (I'})° =R*
Demostracion.
1. T5 =Rt =R*.
2. Como I'; CT'y y I'y CR™ entonces I'; = RY.
3. (F_T)O:{UER: para todo z € T'§, z - v > 0}
={veR: paratodoz € R*, z-v >0}
=RT.
4. Las demds igualdades se siguen de las propiedades del cono convexo polar.
O

Teorema 7. I'; =T's.

Demostracion. Por el Teorema [2] resta verificar que I'y C I';. Sea (a, b, ¢) € I's, si definimos

a=c—b,
ﬁzc—a,
y=a+b—c,

entonces de las desigualdades polimatroides «, 8,7 > 0.
Sean X7, Xo, X3 variables aleatorias tales que

H(Xy)=a, H(X2)=p8, H(X3) =1

Si suponemos que X7, X2, X3 son independientes, podemos definir las variables aleatorias adicio-
nales Y7 y Y5 de la forma
H:(XlaXfi)v }/2:(X25X3)'

Entonces,tomando Y = {Y1,Y2}

({1H)=HM) =H(X1,X3) =a+ B =a.

({2}) = H(Y2) = H(X2,X3) = B+v =D

he({1,2)) = HY:, Ya) = H(X1, X, X3) = a+ B+ = c.

hy
hy

Por lo tanto (a,b,c) € I'5, y T's = Ts.
Corolario 5. T =T9 y (1"_3)0 = cone (Sz).

Demostracion. Como I'y es cerrado, se sigue que I's =T's.
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Ahora veamos que el Teorema [7] no puede ser generalizado al caso n = 3.

Teorema 8. I'j # I's.

Demostracion. Veamos que existe b € T's tal que b ¢ T'%.
Consideremos el punto a = (a, a, a, 2a, 2a, 2a, 2a) con a > 0, es claro que a € I's. Supongamos
que existen variables aleatorias X1, X2, X3, tales que:

1. H(Xl) = H(XQ) = H(X3) = a.

2. H(X;,X;)=2a, parai# j.

3. H(Xl, X27X3) = 2a.
Como H(X;|X;, X)) =0y I(X;; X;) =0paral <i<j<k <3, entonces cada variable aleatoria
es una funcién de las otras dos, y las tres variables aleatorias son dos a dos independientes.

Sea Sx, los soportes de X;, i = 1,2,3. Para cualquier x1 € Sx, vy 22 € Sx,, puesto que X; y
X5 son independientes tenemos que

p(a1,22) = p(x1)p(z2) > 0.
Siendo X3 funcién de X; y X, existe un unico z3 € Sx, tal que
p(z1,72,73) = p(w1,72) = p(@1)p(72) > 0. (2.1)
Como X3 es funcién de X7 y X3, y X1 y X3 son independientes, entonces
p(a1, 22, x3) = p(x1, 23) = p(a1)p(ws). (2.2)
De las ecuaciones (Z1) y (22), tenemos que
p(x2) = p(xs). (2.3)
Tomemos cualquier z, € Sx, tal que xo # xh. Puesto que Xo y X3 son independientes, tenemos
p(xy, 73) = p(x3)p(z3) > 0.
Del hecho de que X; es una funcién de X5 y X3, existe un dnico o} € Sx, tal que
p(‘rllv xl27 .%'3) = p(CL'/Q, T3) = p(ZCIQ)p(.’L'g,) > 0.
Ahora, como X3 es una funcién de Xi y X3, y, X1 y X3 son independientes, podemos escribir
p(ah, 5, 3) = p(xy, x3) = p(a))p(ws). (2.4)
Similarmente, siendo X3 una funcién de X; y X5, y como X; y X5 son independientes, entonces
p(ah, 75, 23) = p(), ) = p(z))p(x)). (2.5)
De las igualdades (24) y (2.3, tenemos
p(5) = p(xs),
y de ([Z3)), concluimos que
p(x3) = p(a2).
Por lo tanto X5 debe tener una distribucién uniforme en su soporte. Lo mismo puede verificarse
para X7 y X3.
Como H(X1) = H(X3) = H(X3) = a, se sigue que el vector a = (a, a, a, 2a, 2a, 2a, 2a) es entrépico
si a = log M, donde M es el cardinal de los soportes de X1, Xo y X3. Basta tomar a # log M con

M entero positivo para que (a, a, a, 2a, 2a, 2a, 2a) ¢ T';.
O
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Teorema 9. I‘_§ =TI;.

Demostracion. Sea h = (hy, ha, hia, h3, his, has, hi23) € I's y definamos
Ay = higs — has, Az =hizzs —hiz,  As = hiaz — hio,
Ay = hig+ hoz —hg — hi2s,  As = hia + hag — ha — hyo3,
Ag = hig +hi3 —h1 — hias, A7 = hy + ho + h3 + h123 — hia — h13 — hos.

Como h es polimatroide, A; > 0 para 1 < i < 6, pero A7 puede ser negativo.

1. A7 > 0: Elijamos X1, X2, X3, X12, X13, Xo3, X123 variables aleatorias independientes entre si
y tales que

H(X;)=Ap, para I C{1,2,3}.
Dadas las 7 variables aleatorias anteriores, definamos las variables aleatorias:
Y1 = (X1, X12, X13, X123),
Ys = (X2, X12, Xa3, X123),
Y3 = (X3, X13, Xo3, X123).

Es fécil verificar que hy = h, si ? = (Y1,Ys,Y5).
2. A7 < 0: Definamos las regiones U3 = {Culu € T's} y ¥% = {Cul|u € T'}}, donde

0o 0 0 0 0 -1 1
0o 0 0 0 -1 0 1

0o 0 0 -1 0 0 1
c=|0 0 -1 0 1 1 -1
0 -1 0 1 0 1 -1

-1 0 0 1 1 0 -1
11 1 -1 -1 -1 1|

y por lo tanto, I's C F_§, si, y sélo si, U3 C \IJ_§

Sea A =7 + O, donde
T = (A1, A2, Az, Ara + Aqaz, Az + Aq2z, Aoz + A3, 0)

© =(0,0,0,-A123, —A123, —A123,A123) .

Debido a que —Aja3 > 0, entonces © € V5, como Ay + Aqgz > 0, para J € {12,13,23}, T
estd en U5 Sea e >0y © € W3 tales que

|© — e[| <e,
donde ||© — ©’|| denota la distancia euclidiana entre © y ©’, y sea
AN'=T7T+60.
Puesto que T y ©’ estdn en U3, entonces A’ estd también en U3, y
|A=A|=]T+0-T -0 <e

Por lo tanto, A € \If_§ En conclusién W3 C \If_§
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Por todo lo anterior, y del Corolario 3] I'; = F_§

2.2. Desigualdades tipo no Shannon

En esta seccién se mostrard que para el caso n = 4, I'y # I‘_j‘l, gracias a la existencia de
desigualdades tipo no Shannon.
La primera desigualdad tipo no Shannon fue descubierta por Z. Zhang y R. Yeung [10], pero aqui,
preferimos presentar la demostracién dada por R. Dougherty, C. Freiling y K. Zeger en [I1] de
mencionada desigualdad.

Lema 4. Sean X1, X2, X3, X4 variable aleatorias con distribucion conjunta. Entonces, eziste otra
variable aleatoria Y, conjuntamente distribuida con X1, Xs, X3, X4, con las siguientes propiedades.

C1. La distribucion marginal de (X1, X2, X3) v (X1, X2,Y) son las mismas, con'Y reemplazando
a X3.

C2. I(X3, X4; Y|X1, XQ) =0.
En este caso se dice que Y es una X4-Copia de X3 sobre (X1, Xa).

Demostracion. Sean X1, X9, X3 y X4 variables aleatorias, con alfabetos X7, Xs, X5, Xy respectiva-
mente. Sean x1, X2, 3,4 elementos arbitrarios de A7, Xy, A5 y Ay respectivamente, con probabi-
lidad p(z1, z2,x3,24). Sea Y una nueva variable y sea y un elemento cualquiera de su alfabeto, el
cual es X3. Definamos la distribucién de probabilidad conjunta de X7, X5, X3, X4,Y por

p(iﬂl y L2,T3, 584) 214 p(iﬂl y L2, Y, £C4)

213,14 p($1,$2,$3, I4)

p/($1,$2,$3,w4,y) =

Es claro que la distribucién es no negativa. Ademds sumando sobre los y obtenemos

p('rlvaa €3, I4) Zy,m4 p(Ila z2,Y, I4)

/
ZP 1, T2, X3, T4,Y) =
( 7 ’ ’ ’ ) 213)141)(1'1,1'2,.@3,.@4)

Y

asi, p’ es una extensién de p, lo cual implica que la suma de todas las probabilidades de p’ es 1.
Similarmente, la distribucién marginal de (X1, X2,Y") esta dada por

Dy wa P(@1, T2, T3, 24) o, P(@1, T2,y )

213,14 p(xl y L2, L3, 1'4)

Z P(, w0, 23,24, y) =

Z3,T4

ZP(Il,@,yvm)

T4

mientras que la distribucién marginal de (X1, Xo, X3) estd dada por ZM p(x1, x2, x3,24), con lo
cual C1 queda demostrado.

Si re escribimos C2 en términos de entropias, se obtiene
H (X1, X2, X3, X4) + H(X1,X2,Y) — H(X1, X2) — H(X1, Xa, X3,X4,Y) =0,
pero H(X1,Xs, X3) = H(X1, X5,Y) por C1. Asi, resta mostrar que

H(X1,X2,X3,X4,Y) = H(X1, Xo, X3, X4) + H(X1, X2, X3) — H(X1, X2).
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Como
H(X15X25X37X45Y) = - Z p/(iZ?l,ZZTQ,I3,$4,y)10gp/($1,$2,1173,1174,y)
Z1,22,T3,T4,Y

=- Z P (21, 22,3, 74, y) log p(z1, 2, 73, 24)

T1,T2,23,T4,Y

- Z p'(ml,:vg,xg,:v4,y)log <ZP($17$27%$4)>

T1,22,L3,T4,Y T4

21,22,L3,T4,Y

- Z _p/(l'l,l'g,fﬂg,(ﬂzl,y) log <Z p($17$2aya$4)> .

x3,T4

Pero
! 1
- p(I1,I2,$3,$4,y) ng(x17x27x3ax4)
XT1,T2,T3,T4,Y

== Z p(x1, T2, 23, 1) log p(x1, T2, T3, T4)

Z1,T2,23,T4

= H(X15X27X35X4)

Ademas,

- Z p/($17$27$3,$47y)10g (Zp(xhx?ayuxél))

T1,T2,L3,T4,Y T4

= Z <Z p/(xl,gcg,xg,x4,y)> log <Zp(x1,x2,y,:v4)>

Z1,T2,Y \T3,%4 T4

—— Z <ZP(I1,$2,$4,y)> log (Zp(xl,:zrg,y,:c4)>

Z1,T2,Y Zq x4

= H(X15X27X3);

- Z P (21, 22,23, 74, y) log <Z p($1,$2,$3,11?4)>

T1,T2,L3,T4,Y Z3,T4

= Z < Z Pl($1,$2,$37$47y)> log (Z P($175€2,$3,$4)>

Z1,T2 x3,T4,Y T3,T4

== Z <ZP($1,$27$4,y)> log (Z p($1,$27$3,$4)>
x1,T2 \T4,Y Z3,%4

= H(X1,X>5)

Por lo tanto,

H(X1;X27X3;X47Y) = H(X17X25X37X4) + H(X15X27X3) - H(XlaXQ)'
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Teorema 10. (Desigualdad de Zhang-Yeung) Sean X1, X2, X3 y X4 variables aleatorias arbitra-
rias. Entonces,

I(Xl,XQ) S 2I(X1, X2|X3) + I(X17X3|X2) + I(XQ, X3|X1)
+ I(X1; Xo| Xy) + I(X3; Xy). (2.6)

Demostracion. Expandiendo las entropias mutuas y cancelando términos se obtiene la siguiente
identidad para 5 variables.

I1(X1;Xo)

+1(X3;Y]X1) (S)
+ I(X3; X4]Y) (S)
+1(X1,X0; Y| X3, Xy) (S)
+I1(X4;Y[X2) (S)
+ I(X7; X2|Y, Xy) (S)
+I1(X4; Y] X0) (S)
+ (X3 Y[ X2) (S)
+1(X1; X2|X3,Y) (S)
+I(X3;Y| X1, Xa, X4) (S)
+ (X4 Y| X1, X2, Xy) (S)

= 2I(X1; Xo|X3) + I(X7; X3|X2) + I(Xo; X3|X1)
+ 1(X1; Xa| X4) + 1(X3; X4)
+21(X3, X4; Y| X1, X2)

+ I(X1; Xo|Y) — 1(X1; Xo| X3)

+ (X1 Y| X2) — 1(X1; X5 X2)

+1(X1;Y[X2) — I(Xq1; X3|X2)

a
—_

(
(
(
(

Q
Pl

Cada uno de los términos marcados con (S) es una informacién mutua condicional y son, por lo
tanto, no negativas. Asi, si los términos marcados con (S) son borrados y el “=" es reemplazado por
el “<” se obtiene una desigualdad tipo Shannon en 5 variables. Por el Lema [ podemos escoger
Y como una X4 — copia de X3 sobre (X1, X3), entonces el término marcado con (C2) es cero por
la condicién C2, ademéds cada uno de los términos marcados con (C1) son cero de la condicién C1.
De donde se obtiene la desigualdad (2.6]).

O

Teorema 11. T} # I'y.

Demostracion. Para cualquier a > 0, consideremos el punto iNL(a) en RP(UD\MO} donde
El(a) = Eg(a) = 7L3(a) = 7L4(a) = 2a,
E12(a) = ?ng (a) = %14(&) = 30,,
Egg(a) = E24(a) = 3@, ﬁ34(a) = 4a,
E123(G) = E124(a) = %134(60 = 7L234(CL) = 711234(60 = 4a.

Es fécil verificar que h(a) € Ty. Veamos que h(a) ¢ T;.
Supongamos que h(a) € T'j, consideremos el vector que codifica la desigualdad de Zhang-Yeung
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ezy, donde
ezy = —2e1 — 2e3 + 3e12 — ez + 3e13 + 3eaz — de123 + €14 + €24 — €124 — €34,
asi ezy € (I‘_Z)O, como h(a) € T';, entonces
ezy - h(a) > 0.
Via un célculo directo se puede mostrar que ezy -E(a) = —a, lo cual es una contradiccién. Entonces

h(a) ¢ T, y asi T% # Ty,
O

Corolario 6. La desigualdad (2:6) es una desigualdad tipo no Shannon.

La desigualdad (Z0]) sigue siendo valida cuando los indices 1,2,3 y 4 se permutan. Puesto que
@3] es simétrica en X7 y Xo, 3—5 = 12 distintas versiones de la desigualdad de Zhang-Yeung se
obtienen por la permutacién de los indices, y las doce desigualdades son satisfechas por cualquier
funcién de entropia.



CAPITULO 3

Funciones rango lineales: Caso 1,2 y 3 variables

En este capitulo definiremos las funciones rango lineales de grado n; por supuesto estas funciones
tienes asociadas desigualdades lineales las cuales siempre seran satisfechas por dichas funciones.
Presentaremos asi mismo, una vista detallada de su relacién con las regiones T',,, ¥ y T para los
casos n = 1,2,3. Mostraremos que toda funciéon rango lineal es una funcién entrépica, y, por lo
tanto, una funcién polimatroide. Veremos ademds que las funciones desigualdades rango lineales
quedan completamente caracterizadas por las desigualdades polimatroides (correspondientemente
por las desigualdades elementales).

Los resultados de este capitulo estdn basados en los trabajos presentados en [2] y en [5].

3.1. Funciones rango lineales

Definicién 28. (Funcidén rango lineal) Sean, n > 0 y A = {A1, Ag, ..., A} una coleccion de
conjuntos finitos de vectores sobre un espacio vectorial F*, donde F es un campo finito, o, R. Sea
ha una funcion definida por

ha:P(n])\ {0} — Rt
— hatt) = dim( ) )

Diremos que h € RPUDMOY es yna funcion rango lineal si, y sélo si, existe A como antes y tal que

h=hga.

Observacién 8. Aligual que en los casos de las funciones entrdopicas y las funciones polimatroides,
. . . . n__
podemos identificar las funciones rango lineales con vectores en R? ~1.

Ejemplo 8. Sean vy, vq,v3 € F2, vectores no colineales, A = {{v1}, {va}{vs}} y ha : RPIDMO}
R*, entonces h = (1,1,1,2,2,2,2) es una funcién rango lineal ya que:

ha({1}) =ha({2}) = ha ({3}) =1,
ha ({1’ 2}) =ha ({1’3}) =ha ({2’3}) =ha ({1’ 273}) =2.

22
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Definicién 29. Dado n entero positivo, utilizaremos L,, para denotar al cono convexo mds pequeno
en RP"DMOY gue contiene todas las funciones rango lineales.

Observacion 9. De la Proposicion [5 vemos que:

k
L, = {Z Aix; k€ N x; es una funcion rango lineal, \; > 0}
i=1

Teorema 12. L,, C T'%, para todo n entero positivo.

Demostracion. Es suficiente verificar que, si h es una funcién rango lineal, entonces h € I';:.

Sea A = {{vf,...,v} },... {v},...,v!" }} y h = ha. Dado k < n, tomemos X}, una variable alea-
toria uniformente distribuida sobre <{v{“, ceey vfk > Note que escoger un elemento de <{v’f, cee vfk >
de acuerdo a X}, corresponde a elegir uniformemente al azar una tupla c¥, ..., ci—“k € F. Tomemos

r ,
I ={j1,....,51} € [n]. Escoger un elemento de C' = < U {v's. o) }> de acuerdo a la tupla X7
r=1 "

corresponde a escoger uniformente al azar la tupla (( f, - CZJII) s ( f, - cfﬂll )) de elementos
de F y formar la combinacién lineal correspondiente. ‘ ‘
Sea M la matriz cuyas filas son los vectores de la lista v]', ... ,Uf-jll
Note que dado v € C,

PriX;=v]= W,

con N el ntimero de vectores de la lista. La ecuacién anterior indica que X es una variable aleatoria
uniformemente distribuida sobre C, por lo tanto,

J2 Ji Ji
U s U e VT U

= dim(C)log [F| = ha(I) log |F|.

Asi que hy = WllJFIhY’ con lo cual h € T7.

O
Corolario 7. Para todo n > 1 natural, tenemos:
1. L, CTx CT,.
2.5 C (Th)" C (£a)°
Demostracion. Es inmediato del Teorema anterior, y las propiedades del cono convexo polar.
O

3.2. Caso n=1

Teorema 13. £; = R*.

Demostracion. Sea o € R* \ {0} y consideremos A = {{u}} donde u es un vector no nulo en un
espacio 1-dimensional, entonces hq = 1, como o = « - 1, se sigue que o € L. Ahora, si a = 0 basta
tomar el subespacio 0.
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Tomemos € L1, asi, existen funciones rango lineales f1, fo, ..., fm v escalares A1, Aa, ..., Ay, con

m

Ai > 0 tales que 5= > A fi, como los f; son positivos, entonces 5 > 0.
i=1

O

Corolario 8. £; =T} =T1 = (£1)° = (F_’l‘)o =T =R*.

Demostracion. Se sigue del Corolario ] junto al Teorema anterior.

3.3. Caso n=2

Ya verificamos que I's, el cono convexo poliédrico de las de las funciones polimatroides de orden
2, estd completamente definido por las desigualdades

f{1}) < f({1,2),
f({2h) < r({1,2}),
FUL2Y) < F({1)) + F({2D)-

De aqui, es claro que (I'2)° = cone ((—1,0,1), (0, —1,1), (1,1, —1)).

Teorema 14. Lo =1's.

Demostracion. Del Teorema [12], Lo C I's.
Veamos que I's C L. Sea p € 'y, via el software libre [I], los rayos extremos de TI'y son
p1 = (07 1, 1)7 P2 = (1707 1) Yy p3 = (17 1, 1)7 por lo tanto

Ty = {v € RP(DMD} . oxisten ap, a2, a3 >0y v=aip1+ ap2 + Oégpg} .

Es suficiente encontrar tres colecciones de conjuntos finitos de vectores A;, Az, As, tales que ha, =
pi, para i = 1,2, 3. (Debido a que existen oy, ag, ag > 0 tales que p = a1p1 + aapa + asps).
Tomemos Ay = {{0},{v1}}, A2 = {{v1},{0}} y As = {{v1}, {v2}} donde v y vs son dos vectores
en un espacio 2-dimensional colineales y {0} es el subespacio nulo. Con lo cual p € L5. Por lo tanto
Lo =T5.

O

Corolario 9. (£2)° =T = cone ((—1,0,1),(0,—-1,1),(1,1,-1)).

Demostracion. Se sigue de las propiedades del cono convexo polar.

En conclusién, para n = 2 se tienen las siguientes igualdades:

Ly =Ty =T3=T3. L5 =T5 = (T3)°
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3.4. Caso n=3

I'3, estd determinado por las desigualdades

f({1,2}) < f({1,2,3}),
f({1,3}) < f({1,2,3}),
f({2,3}) < f({1,2,3}),
FHL2h) < F({1h) + F({2)),
FHL3Y) < F({11) + F({3)),
F({2,31) < F({2h) + F({3}),
fdL2h) + f({1,30) = f({1,2,3}) + f({1}),
fdL2h) + f({2,30) = f({1,2,3}) + f({2}),
(2,30 + f({1,3}) = f({1,2,3}) + f({3}).

En consecuencia,

IS = cone((0,0,0,-1,0,0,1), (0,0,0,0,-1,0,1), (0,0,0,0,0,~1,1), (1, 1,0, —1,0,0,0),
(1,0,1,0,-1,0,0), (0,1,1,0,0,-1,0), (—1,0,0,1,1,0— 1), (0, —1,0,1,0,1, - 1)
(07 Oa _15 07 15 17 _1))

Teorema 15. L3 =TIs.

Demostracion. Del Teorema [12] L3 C I's.

Con ayuda del software libre [I], vemos que los p;, ¢ = 1,2,...8. (Cuadro B, son los ra-
yos extremos de I's, por lo tanto:

8
I's = {v e RPBDMO} ; existen a;>0,1=1,2,....8yv= Z%Pz}-
i=1

8

Sea p € I's, luego existen a; > 0,4 =1,2,...,8, tales que ;= > a;p;; s6lo resta encontrar 8
i=1

colecciones de conjuntos finitos de vectores Ai, As, ..., As, tales que ha, = p;, para i =1,2,...8.

Los A; se presentan en el Cuadro Donde v1,v9,v3 son tres vectores dos a dos linealmente

| | Vectores generados de T's |

o1 (1,0,0,1,1,0,1)
02 (0,1,0,1,0,1,1)
03 (0,0,1,0,1,1,1)
04 (1,1,0,1,1,1,1)
P (1,0,1,1,1,1,1)
06 (0,1,1,1,1,1,1)
P (1,1,1,1,1,1,1)
s (1,1,1,2,2.2,2)

Cuadro 3.1: Generadores de I's
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| | Coleccién de conjuntos | ha, |
Ay {{v1}.{0}.{0}} (1,0,0,1,1,0,1)
Ay {{0},{v1},{0}} (0,1,0,1,0,1,1)
Az {{0}, {0}, {v1}} (0,0,1,0,1,1,1)
Ay [{vi}, {vi}, {0} (1,1,0,1,1,1,1)
A {{v1},{0}, {v1} (1,0,1,1,1,1,1)
( )
( )
( )

Ag {{0}, {v1}, {v:}} 0,1,1,1,1,1,1
A; {{v1}, {v1}, {v1}} 1,1,1,1,1,1,1
Ag {{’01}7{02},{1)3}} 1,1,1,2,2,2,2

Cuadro 3.2:

independiente en un espacio 2-dimensional y {0} es el subespacio nulo.

En conclusién, £3 = I's.
Corolario 10. (£3)° =T% = (1"_3)0 = cone (S3) .

Demostracion. Inmediato de las propiedades del cono convexo polar.



capriTuLo 4

La desigualdad de Ingleton y las funciones rango lineales
caso n =4

Puede ser natural pensar que las funciones rango lineales quedan completamente caracterizadas
por las funciones polimatroides. Sin embargo, en 1971 A.W. Ingleton en su articulo ‘Representation
of matroids’ [14], establece una condicién necesaria para que una matroide sea representable.
Ingleton demuestra que si M = (5,r) es una matroide representable, entonces para cualquier
A, B,C, D subconjunto de S se tiene que

r(A) +r(B)+r(CUD)+r(AUBUC)+r(AUBUD)
<r(AUB)+r(AUC)+r(AUD)+r(BUC)+r(BUD).

En este capitulo mostraremos que debido a la desigualdad de Ingleton, las funciones rango lineales
no quedan completamente caracterizadas por las funciones polimatroides; sin embargo, esta de-
sigualdad (y sus posibles combinaciones) junto con las desigualdades polimatroides caracterizan
las desigualdades rango lineales para n = 4.

Los resultados de este capitulo estdn basados nuevamente en [2] y en [5].

4.1. La desigualdad de Ingleton y sus consecuencias

Para demostrar la desigualdad de Ingleton, vamos a hacer uso del siguiente lema, valido para
cualquier espacio vectorial V' de dimensién finita. El cual es tomado de [16].

Lema 5. Sea V1, Va2, V3 y V), subespacios de un espacio vectorial V', entonces:

1. dim(ViNVanVs) > dim(ViNVa)+dim(V3) —dim (Vi +V3) —dim(Va+ V3) + dim(V1 + Vo + V3).
2. dim(Vi NnVanVsnVy) >dim(ViNVanVz)+dim(Vi N VanNVy) — dim (Vi N Va).

3. dim(ViNVanVaNVy) > dim(Vi N Va) + dim(Vs) + dim(Vy) — dim(Vy + Vs)
— dim(Va + V3) — dim(Vy 4 Vy) — dim(Va 4 V) + dim(Vy + Vo + V) + dim(Vy + Vo + Vy).

27
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4. dim(Vy) + dim(Va) + dim(Vy + Vo + V3) + dim(Vi 4+ Vo + Vi) + dim(Va + Vy) <
dim(Vi + Vo) + dim(Vy + V3) 4+ dim(Vy + Vi) + dim(Va + V3) + dim(Va + Va).

Demostracion. Recordemos que para cualquier dos subespacios U, W se tiene que dim(U)+dim(W) =
dim(U + W) + dim(U NW).

1. Como (Vi NVa) + V5 C (V4 + V5) N (Vo 4 V3), se sigue que
dim (Vi N Va) + Vi) < dim (V4 + Va) N (Va + V3))

Por lo tanto

dim(Vi N V2 NV3) = dim(Vi N Vz) + dim(V) — dim((Vi N'V2) + V3)
> dim(V1 N V) + dim(Vs) — [dim((Vi + V3) 0 (Va + V3))]
= dim(Vi N Vo) + dim(V3) — [dim(Vy + V3) + dim(Va + V) — dim(Vy + Va + V3)]
= dim(V1 NVa) + dim(V3) — dim(V1 + V3) — dim(Va + V3) + dim(V1 + Vo + V3).

2. Es claro que (Vi NVanV3)+ (ViNVanVy) C (V4 NVa), con lo cual
dim[(Vi 1 Va N Va) + (Vi N Va N Va)] < dim(Vi N Va),

Entonces

dim(ViNVanVanVy) = dim(VinVanVs)+dim(VinVanVy)—dim [(Vi N Va N V3) 4+ (Vi + Vo + V)]
> dim(Vi N Va N V3) 4+ dim(Vy N Vo N Vy) — dim (Vi N Va).

3. De 1. y 2. tenemos:

dim(Vi N Va N V3 N Vi) > dim(Vi O Va A Va) + dim(Vi O Ve O Vi) — dim(Vi O Va)
> dim (Vi N Va) + dim(V3) — dim(Vy + V3) — dim/(Va + V3)
+ dim(Vi + Vo + Vs) + dim (Vi N Va) + dim(Vy) — dim(Vy + Vi)
—dim(Va + Vi) + dim(Vy + Vo + Vi) — dim (Vi N Va)
= dim(Vi N Va) + dim(V3) + dim(Vy) — dim(Vy + V3)
— dim(Va 4+ V3) — dim(Vy + Vi) — dim(Va + Vi)
+dim(Vi + Vo + Vs) + dim(Vi + Vo + Va).

4. De 3. sigue que

dim(Vy + Vo + V) + dim (Vi + Vo + Vi) < dim(Vi N Vo N V3N Vy) — dim(Vy N Va)
— dim(V3) — dim(Vy) + dim(Vy + V3) + dim(Va + V3) + dim(V4 + Vi) + dim(Va + Vy).

Adicionando a ambos lados de la anterior desigualdad la cantidad dim(Vy) + dim(Va) +
dim(V3 + Vy), obtenemos 4, pues:

dim(V1) + dim(Va) + dim(Vs + Vi) + dim(Vy + Vo + V3) + dim(Vy + Vo + Vy)
<dim(VzNVy) — dim(Vh N Vi) + dim(V1) + dim (V) — dim(V3) — dim(Vy)
+dim(Vy + Vi) + dim(Va + V3) + dim(Vy + Vi) + dim(Va + Vi) + dim(Vs + Vy)
= dim(Vy + Vo) + dim(Vy + V3) + dim(Vy + Vi) + dim(Va + V3) + dim(Va + Vy).
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Estamos preparados para demostrar

Teorema 16. (desigualdad de Ingleton) Sea M = (S,r) una matroide representable y sean
X1, X9, X3 y Xy subconjuntos del soporte S entonces,

r(X1) +r(X2) +r(X3U Xyg) + (X1 UXo U X3) + (X UXyU X4)
< T(Xl U XQ) + T(Xl U Xg) + T‘(Xl U X4) + T‘(Xg U X4) + T‘(Xg U X4)

Demostracion. Como M es representable existe una matriz A = [v1,va, ..., v,], tal que M = M[A].
Sean X,Y C Sy definamos U = ({v; : i € X}) y W = ({v; : j € Y}), entonces r(X UY) =
dim({vi : i € X}U{v; : j € Y}).

Si definimos V; = {v, : r € X;}, con V; C S para i = 1,2, 3,4, de la anterior igual y del numeral 4
del Lema [Bl concluimos que:

r(X1) +7r(X2) +r(XsUXy) +r( X1 UXaUX3) +7r(X7 UXoUX4)
< T(Xl U XQ) + T(Xl U Xg) + T‘(Xl U X4) + T‘(Xg U X4) + T‘(Xg U X4)

Como se queria demostrar.

Corolario 11. Si g € L4, entonces g satisface la desigualdad de Ingleton.

El siguiente teorema deja en evidencia que las funciones polimatroides no caracterizan las
funciones rango lineales, para el caso n = 4.

Teorema 17. La desigualdad de Ingleton NO es una desigualdad de la informacion.

Demostracion. Basta con encontrar una cuadrupla de variables aleatorias que no satisfagan la de-
sigualdad de Ingleton.

Sean X3y X4 dos variables aleatorias independientes y uniformente distribuidas sobre {0, 1},
consideremos ademds las variables aleatorias X1 = X3(1 — X4) y X2 = X4(1 — X3). Entonces las
distribuciones de probabilidad y probabilidad conjunta son:

x 011
PrX;=z) | 2|1
T 011
Pr(Xo=x) | 2|1
) 0.0) [ 0.0 [ (L) [ (LY
PrXi=z,X2=1y) 2 1 T 0
) 00) [ 0.0 [ (L) [ (LY
Pr(X;=z,X3=y) 2 3 0 3
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(z,9) (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
PrXi=z,X4=1y) 3 2 3 0
(z,9) (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
Pr(Xs=12,X3=1y) 1 2 1 0
(z,9) (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
Pr(Xo=2,X4=1y) % % 0 i
(z,9) (0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,1)
Pr(Xs;=z,X4=1y) 3 3 3 3

(z,9) (0,0
PrXi=2,Xo=y,X5=2) %

,0)1(0,1,1)](1,0,0)|(1,0,1)|(1,1,0)|(1,1,1)
1

,0){(1,0,1)](1,1,0)|(1,1,1)

PriXi=x,Xo=y,X4=2)

(z,y) (0,0,0)((0,0,1)|(0,1,0){(0,1,1) (1,
1] 1

Ahora, sea X = (X1,X2, X3, X4), entonces:
1 1 3 3
hy ({1}) = H(X1) = =5 log, (z) 2 log, (1) |
1 1 3 3
hz ({2}) = H(X2) = =5 log, (z) 2 log, (1) |

hy ({1.2)) = H(X), Xz) = 7 log, (4> log, (3) 3
e ((1,3) = (X0, %) = =310, (1) = Jom (5) = 5.
e (01, 4)) = H(X1, %) =~ log, (i) 2o, (;) 3
e (12.3)) = H(X2, X5) = 2 log, (i) 2o, (;) 3
e (12,4) = H(X, Xa) =~ log, (i) 2 (3) 3
i ((3.1) = H(X, 1) =~ tog, (1) =2
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De los anteriores valores tenemos que el lado derecho de la desigualdad de Ingleton es igual a %,
mientras que el lado izquierdo es igual a 2H (X1)+6, como H(X;) > %, tenemos que la desigualdad
de Ingleton no es satisfecha por un vector entrépico, por lo tanto la desigualdad de Ingleton, no es
una desigualdad de la informacioén.

O
Corolario 12. T'y # Ly.
Demostracion. Basta considerar el vector:
a = (2a,2a, 2a, 2a, 3a, 3a, 3a, 3a, 3a, 4a, 4a, 4a, 4a, 4a, 4a),
con a > 0, y verificar que no satisface la desigualdad de Ingleton.
O

4.2. Funciones rango lineales, caso n—=4

A pesar de que la desigualdad de Ingleton, muestra de las funciones rango lineales no quedan
caracterizadas por las funciones polimatroides para n = 4, es precisamente la desigualdad de In-
gleton (y sus posibles combinaciones) junto con las desigualdades de Shannon quienes caracterizan
las desigualdades rango lineales.

Definicién 30. Z, := {U e RPUDNMOY . o satisface todas las desigualdades de Ingleton}

Teorema 18. £, =T4N1Zy4.

Demostracion. Del Teorema [12] vemos que £4 C 'y N Z4.

I'y N Z; determina un cono convexo poliédrico, via el software libre [I], este cono es generado
por los 35 puntos en el Cuadro [411

Para probar el teorema, resta ver que para cada generador p;, existe una cuadrupla A, B, C, D
de conjuntos finitos de vectores tal que p; sea una funcién rango lineal.

Representacion de los generadores de I'y N Zy
Conjunto  p1 P2 P3 P4 Ps5 P6 p7 P8 P9 P1o
{oi} Ao} Ao} {wp {0} {w} A{o} {wp {0} {0}
{vi} Ao} A{w} {0} A{w} {w} {0} {0} {w} {w}
{vi} {wi} {0} A{w} {w} {0} A{w} {0} {w} {0}
{vi} {0} v} A{w} {w} {0} {0} A{w} {0} {u}

SaQwme

Representacién de los generadores de I'y N Jy
Conjunto  p1y P12 P13 P14 P15 P16 P17 P18 P19 P20
{0} A{onp {0} {0} {0} A{wi} {w} {w} {0} A{wvi}
{0y {0} A{w} {0} {0} A{vo} {wo} {0} Ao} {v2}
{vi} {0} {0} Ao} {0} A{vs} {0} {vo} {wo} {us}
{viy {0} {0} {0} {w} {0} {vs} A{us} {vs} {us}

SQwm
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Representacién de los generadores de I'y N Jy

Conjunto  pay P22 P23 P24 P25 P26 P21 P28 P29
A {oi} A{vi} A{oi} Ao} A{w} A{w} {wi} {v,ve} {oi}
B {va}  A{v2} A{v2} A{ve} A{w} {ve} {w2}  {ve}  {vr,02}
C {vs} {ve} A{vs} A{vi} A{v2} {vs} A{ws}  {us} {vs}
D {va} {vs} A{wvi} {vs} A{vs} {wa} {wa}  {va} {va}

Representacién de los generadores de I'y N Jy
Conjunto P30 P31 P32 P33 P34 P35
A {vi} {vi}t  A{wi,we}  {wi} {w1} {w1}
B {v2} {v2} {ws}  {w2,ws}  {wa} {ws}
C {oi,v3}  {vs} {wa} {wa}  A{ws,wa}  {ws}
D {va}  A{vi,vst {ws} {ws} {ws}  {ws, ws}
1 (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) || p1o | (0,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2/2:2.2 2)
p2 | (1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) || p2o | (1,1,1,1,2,2,2221,22 22 2)
ps | (1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) || por | (1,1,1,1,2,2,22.1,222 22 2)
ps | (1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) || p2o | (1,1,1,1,2,2,2,1,2,2,2,2,2,2.2)
ps | (0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) || pos | (1,1,1,1,2,2,1,2,2,2,2,2,2,2.2)
pe | (1,1,0,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1) || pa2sa | (1,1,1,1,2,1,2,2,2,2.22 22 2)
p7 | (1,0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1) || pa2s | (1,1,1,1,1,2,2,2,2/1,22222)
ps | (1,0,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1) || pa2s | (1,1,1,1,2,2,2,2,222 222 2)
pe | (0,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1) || por | (1,1,1,1,2,2,2,2,2,2.3 3,3,3,3)
po | (0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1) || p2s | (2,1,1,1,2,2,2,2,2,2.2,2,2 2 2)
p11 | (0,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) || pa2g | (1,2,1,1,2,2,2,2.2222 22 2)
p12 | (1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,1) || pso | (1,1,2,1,2,2,2,2,2.2.22 22 2)
s | (0,1,0,0,1,0,0,1,1,0,1,1,0,1,1) || p31 | (1,1,1,2,2,2,2,2/2.2.2.2.2 2 2)
a4 | (0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,1) || ps2 | (2,1,1,1,3,3,3,2,2,2,3,3,3,3,3)
p1s | (0,0,0,1,0,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1) || pss | (1,2,1,1,3,2,2,3,3,2,3,3,3,3,3)
p1e | (1,1,1,0,2,2,1,21,1,22222) || psq | (1,1,2,1,2,3,2,3,2,3,3,3,3,3,3)
pr | (1,1,0,1,2,1,2,1,2/1,2,2,222) || pss | (1,1,1,2,2,2,3,2,3,3,3,3,3,3,3)
ms | (1,0,1,1,1,2,2,1,1,2,2,2,2,2,2)

Cuadro 4.1: Generadores de I'y N Zy

Es facil verificar que las cuadruplas mencionadas anteriormente cumplen lo exigido. Donde vy, v,
vs, U4, son cuatro vectores dos a dos independientes en un espacio 2-dimensional; wy, ws, ws, wy,
ws, son cinco vectores en un espacio 3-dimensional tal que cualquier 3 de ellos son independientes.

Por {0} denotamos el subespacio 0-dimensional.

O



CAPITULO D

Funciones rango lineales caso n=5

En los capitulos anteriores se caracterizaron las funciones rango lineales hasta el caso n = 4.
En este capitulo se dara una lista de 24 desigualdades que, junto con las desigualdades de Shannon
e Ingleton, generan todas las desigualdades rango lineales para n = 5. El capitulo se basa comple-
tamente en el trabajo de R. Dougherty, C. Freiling y K. Zeger, presentado en [12] (muchas de las
descripciones, son traducciones literales).

Teniendo en cuenta la estrecha relacién entre las funciones rango lineales y la Teoria de la
Informacién de Shannon, optaremos por utilizar la notacién de esta tltima.
Usaremos las siguientes definiciones

H(X:|X2) = H(X1, X)) — H(X>),
I(Xl,XQ) = H(Xl) + H(XQ) — H(Xl,XQ),
I(X1; Xo|X3) = H(X1,X3) + H(X2,X3) — H(X1, X2, X3) — H(X3).

Tenemos dos interpretaciones para estas ecuaciones.

1. Cuando X7, X5, X3 son variables aleatorias; H(X7) es la entropia de X7; H(X1|X2) es la
entropia de X; dado Xo; I(X7; X2) es la informacién mutua de X7 y Xo; v I(X7; X2|X3) es
la informacién mutua de X; y X5 dado Xs.

2. Cuando X7, X5, X3 son subespacios de un espacio vectorial finito dimensional; H(X;) es la
dimensién del espacio X7; X1, X3 denota el espacio generado por X7 y Xs, (como X7 y X5 son
subespacios, este corresponde a X1+X2) y H(X1, X5) es la dimensién de X7, Xo; H(X1|X2)
es la dimensién del espacio (X1 + X2)/X2 (subespacio cociente); I(X1; X2) es la dimensién
del espacio X1 N Xq; y I(X1; X2|X3) es la dimensién del espacio [(X1+ X3) N (X2 + X3)]/X5.

En una u otra interpretacion las ecuaciones anteriores son validas.

33



Capitulo 5. Funciones rango lineales caso n=5 34

5.1. Nuevas desigualdades rango lineales caso n=>5

Definicién 31. La variable aleatoria Z, es una informacion comin de las variables aleatorias X1
y Xo, si

Observaciéon 10. En general dos variables aleatorias X1 y Xo, pueden mo tener informacion
comain.

Observacion 11. Si X; y Xa, son subespacios de un espacio vectorial finito, entonces la infor-
macion comun siempre existe. Basta considerar Z = X1 N Xs, el cual cumple con las condiciones
exigidas.

Usando la existencia de informaciéon comun, vamos a verificar que la siguiente lista de 24 de-
sigualdades, son, en efecto, desigualdades rango lineales para n = 5.

I(X1; Xo) < (X5 Xo|X3) + 1(X1; Xo| Xa) + (X33 Xa| X5) + (X713 X5) (5.1)
I(X1; Xo) < I( X715 Xo| X3) + T(X1; Xs| Xa) + I(X1; Xu| X5) + I(Xo; X5) (5.2)
I(X1; Xo) < I(X7; X3) + I(X71; Xo| Xy) + [(Xo; X5|X3) + (X715 X4| X3, X5) (5.3)
I(X1; Xo) < I(X1; X3) + I(X1; Xo| X4, X5) + T(Xo; X4|X3) + I(X71; X5| X3, X4) (5.4)
1(X1; X2) < I(X1; X3) + I(Xa; Xa| X3) + I(X1; X5 Xa)
(X0 Xa| X5, Xs5) + I(Xa: X3] X4, X5) (5.5)
I(X1: Xs) < I(X1: Xa) + I(Xo; Xa| Xs) + I(Xa; X5/ X3)
(X1 Xo| X3, X4) + I(X1; X3 X4, X5) (5.6)
I(X1; X2) < I(X1; X3|Xy) + 1(X1; X5 X3) + I(X2; Xy)
- I(Xa: Xa| X5, Xs5) + I(X1; Xo| X4, X5) (5.7)
921(X1; Xo) < I(X1; Xo|X3) + I(X1; Xo| Xa) + I(X1: X2|X5)
+ (X33 Xa) + I(X3, X145 X5) (5.8)
21(X1; Xa) < I(X1; X3) + I(X1; Xa| Xa) + I(X1; Xa| Xs)
FI(Xy: Xs5) + I(Xa: X4, X5/ X3) (5.9)
2I(X1; Xo) < I(X1; Xo| X3) + I(X1; Xo| Xa) + I(X3; Xy) + I(X1; X5)
+ 1 (X3 Xa|Xs5) + I(X1; X3] X4, X5) (5.10)
I(X1; Xo, X3) < I(X1; X3] Xo, Xa) + I(X1; X3, X5) + [(X1; Xo| X4, X5)
+ I(Xa: X4| X5, Xs) (5.11)
(X1 X, X3) < I(X15 X3) + T(X1: Xo| Xa) + T(X1; Xa|Xs) + I(X; X5/ X3)
4 I(X1; X3|Xa, X5) + I(X3; X5 Xa, X4) (5.12)
I(X1; X2, X3) < I(X1; Xo| Xy) + I(X1; X3, X5) + I(X2; X4| X3, X5)
(X0 X3| Xa, Xs) + (X3 X5| Xa, X2) (5.13)
I(X1; X, X3) < I(X1; Xa) + I(Xa; X5]X4) + I(X1; Xa| X3, Xs)
(X1 X3|Xa, Xa) + I(X1; X3 X4, X5) (5.14)
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I(X1; Xo, X3) (X1;Xy) + I(Xo; X5 Xa) + I(X1; X5|X5) + 1(X1; Xo| X3, X4)
(X1; X35 X0, X4) + I(Xo; X4| X3, X5) (5.15)
I(X1; X9, X3) (X1; X2| X5, X4) + I(X71; X5 X2, X4) + I(Xa, X35 X4| X5)

(Xo; X3| X4, X5) + I(X1; X5) (5.16)
(X1, Xo; Xg) + I(X1; X4| Xo, X3) + I(Xo; X4| X7, X3)

(X1; X35 X0, X5) + [(Xo; X3|X1, X5)

(X1; Xo| X4, Xs5) + I(X3; X5|X4) (5.17)
(Xo; X3) + I(X1; Xo| Xy) + I(X1; X35/ X4)

(Xo; Xu| X5) + I(X3; Xu| X5) + I(X1; X5) (5.18)
(Xo; Xy) + 21(X7; X3|X4) + (X715 X2| X5)

(Xy; X5) + 1(Xa; X5| X3, Xa) + (X35 X4| X2, X5) (5.19)
(Xo; X3) 4+ I(Xo; X4) + I(X1; X3|X4)

(

I
I
I
1
(X1, X2; X3, X4) < 1
I
1
I
I
I
1
I
I(X1; Xo| X5) + I(X1; X5]X2) + I(X3; X4]X5)
I
I
I
I
I
1
I
I
1
1
I
I
1

><><

I(X1; Xa) + I(X1; X3)

><

I(Xl;XQ) + I(Xl;Xg)

><

I(X1; Xo) + I(X1; X3)

><

(X2; X5| X3, X4) (5.20)
(X2 Xa) + (X713 X3|Xa) + 1(X7; Xa| X5)

(X3 X5) + 1(Xa; Xo| X5, X5) + I(X2; X[ Xy, X5)

(Xa: X5] X3, X2) (5.21)
(X1 Xa|X3) + I(X1; Xo| Xa) + I(X5; Xa)

(X1: X3|X5) + L(X1; Xa| X5) + 20(Xa; Xs)

(Xa: X3] X4, X5) + I(X5: X5| X2, X4) (5.22)
(X1 Xa| Xa) + 21(X1; X3|X5) + [(Xa: X5)

(Xa; X5) + 1(X1; Xa| X3, X2)

(X33 X5[ X2, X4) (5.23)
(Xo; Xy) 4+ I(X9; X3|X5) + (X35 X5 X4)

(X1; X5) + 1(Xq; X3| X2, Xa) + (X1, Xo; Xa| X3)
(X13 Xa| X2, X5) + 1(X1; Xo| X4, X5) (5.24)

I(X1; Xo) + I(X1; X3)

><

21(X1; Xo) + I1(X1; X3)

><><

I(X1; Xo) + 1(X1; Xo, X3)

I(X1; X3, Xa) + 1(X2; X3, X4)

+ + AN+ +IN+ +FINF+ F AN+ FIANF AT IAF TN FIA F A

Cada una de estas desigualdades es demostrable de las desigualdades tipo Shannon, si asumimos
que cada informacién mutua en el lado izquierdo de la desigualdad, es realizada por una informacién
comin (como la informacién comin siempre existe en el caso de las funciones rango lineales, las
desigualdades son todas, desigualdades rango lineales).

Por ejemplo, las desigualdades (BI)-(EI0) se verifican, si asumimos que existe una variable
aleatoria Z tal que:

H(Z|X1) = H(Z|X3) =0,
H(Z) = I(Xl;XQ).

La desigualdad (523]) se verifica, si existen variables aleatorias Z y Y tales que:

H(Z|X1) = H(Z|X2) =0, H(Y|X1) = H(Y|X2, X3) =0,
H(Z)ZI(Xl,Xg), H(Y):I(Xl;XQ,X3).

Estas afirmaciones pueden ser verificadas usando el programa de desigualdades de la informacién
Xitip [I3]. En efecto, todas se hacen desigualdades tipo Shannon, si reemplazamos el lado izquierdo
por informaciones mutuas con términos H(Z) o H(Y) y adicionamos términos adecuados como
kH(Z|X1) + kH (Z|X2), para un coeficiente suficientemente grande k (k = 5 es suficiente para
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todas esas desigualdades). Por ejemplo, la desigualdad,

es una desigualdad tipo Shannon; si Z es la informacién comiin de X; y X5, obtenemos (&.1)).
Otra vez la verificacién que estas desigualdades son tipo Shannon, se puede realizar utilizando
Xitip, o se pueden trabajar de forma explicita.

Las anteriores desigualdades pueden ser escritas en formas equivalentes.

Moviendo el primer término de la derecha a la izquierda.

I(X1; Xo| X3) < I(X1; Xo| Xa) + T(X1; Xu| X5) + I(Xo; X5]X3)
+ I(X1; X5 Xo, X5) + (X35 X5| X2, X4) (5.12a)
I(X1, Xo; X3|X4) < I(X7; X4| X2, X3) + I[(Xo; X4| X1, X3) + I(X71; X5 X2, X5)
+ I(Xo; X5 X1, X5) + [(X1; Xo| Xy, X5) + I(X35; X5|Xs) (5.17a)
I(X1; X3, Xy) + I(Xo; X3|Xy) < I(Xo; X31X5) + I(Xs; X5 X4) + I(Xq; X5)
+ I(X1; X3| Xo, Xu) + (X1, Xo; X4|X3)
+ I(X7; X4| Xo, X5) + [(X1; Xo| X4, X5) (5.24a)

Adicionando términos a ambos lados y combinandolos en el lado izquierdo.

2[(X1;X2,X3) (Xl;X3|X2
X1; Xs| Xy

)+ 1( X1 Xo| X3) + I(Xo; X3) + I(X1; X2| Xy)

)
(X X35|X2)

)

)

(X2; X4l Xs5) + I(X3; Xa|X5) + I1(X1; X5) (5.18b)
(X1; Xo| X3) + I(X2; X4) + 2I(X7; X3]Xy)

(Xa5 X5) + 1(X2; X5| X3, X4) + I (X35 X4 X2, X5) (5.19b)
(X1; Xo| X3) + 1(Xo; X3) + 1(X2; X4)

X1; Xo| X5) + I(X1; X5 X2) + I(X3; X4| X5)

X5|X37X4) (5.20b)
(X5 X5|X2) + I(X1; X2|X5) + I(X2; Xa) + 1(X1; X3|Xy)

I
I
20(X1; X0, X3) < T
I
I
I
I
I
I(X1: X4|X5) + I(Xs; X5) + I(X1; Xo| X5, X5)
I
2
I
I
I
I
I
I
I
I

=5
B
B

2[(X1;X2,X3) (X X3|X2

(
(X
(
(X2

~
—~

21(X1; Xa, X3)

(

(Xa; X3| X4, X5) + I(Xo; X5 X3, X4) (5.21D)
I(X1; X3/ Xa) + 21(X1; Xo| X5) + I(X1; Xa| X4) + I(Xs; X4)

(X015 X3]X5) 4+ I(X1; X4| X5) + 20 (Xo; Xy) + 1(Xo; X5/ X4, X5)

(X33 X5]X2, X4) (5.22b)
(X1; X3|X2) + I(X1; Xa| Xy) 4+ 21(X1; X3|X5) + (X5 X5)

(X4; X5) + 1(X1; Xo| X3, X4) + 21(Xo; X4| X35, X5)

(X3; X5 X2, X4) (5.23Db)
(Xo; X3, X4|X1) + I(X71; X3, X4| Xo) + T(X2; X4) + [(X2; X3|X5)
(X35 X5|Xa) + I(X1; X5) + I(X1; X3| X2, Xa) + I( X7, Xo; X4| X3)
(X1; X4| Xo, X5) + I(X7; Xo| Xy, X5) (5.24b)

3I(X1; X27X3)

2I(X1; X27X3)

2I(X1, Xo; X3, X4)

+ + N+ +INF+ FIANF F N+ F AN IA A
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De manera no tan obvia.

I(X1; X3) < I(X71; X3|Xa) + I(X1; Xo| Xy) + T(X3; Xu| X5) + I(X1; X5) (5.1c)
I(X1; X2| X3) < I(X1; X5 X3) + I(X1; X3 Xo, Xa) + (X715 Xa| Xy, X5)
+ I(X2g; X4| X3, X5) (5.11c¢)
I(X71; Xo| X3) < I( X715 Xo| Xg) + (X715 X5|X3) + 1(Xo; X4| X3, X5)
(X0 X3| Xa, X5) + (X3 X5| Xa, X2) (5.13¢)
I(Xo; X3|X4) < 1(Xo; X3| X1, X4) + T(X1; X4 X, X3) + I(Xo; X5/ X4)
+ (X1 X3|Xs5) + I(Xo; X4| X5, X5) (5.15¢)
[(Xa: X3) < I(Xa; Xa) + I(X1; X3 Xa) + 1(Xz; Xa|X1)
FI(Xo; X5|X0) + I(Xa: X3|Xa, Xs) + 1(Xa; X5/ Xo, Xa) (5.19¢)
(X3 Xa|Xs5) < I(X1; Xa|X5) + I(Xa5 X X1) + (Xo; X4 X3, X5)
FI(Xa: X3, X5 X1) + (X3 X5| Xa, X5) (5.21¢)
21(X1; X3]X4) < I(X1; Xa|lX5) + I(X3; Xa| X1) + I(X1; X3 X2)
4 T(X0; Xa|Xa) + T(X1; X3|X5) + T(X1: X4 X5)
4 27(Xo: Xs) + T(Xo; Xs| X4, X5) + I(Xa; X5| Xa, X2) (5.22¢)
I(Xo; X4|X5) < I(Xo; Xa| X1) + (X1 X3 X5) + (X33 X5/ X1)
+ I(Xo; Xy| X7, X3) + [(Xy; X5| X2, X3) + I(Xo; X5 X3, X4)
+ I(X2; X4| X3, X5) (5.23¢)
I(X71; X5|X4) < I(Xo; Xg) + I(X3; X5|Xa) + I(Xg; X5| X3) + 1(X1; Xo2| X5, X4)
+ 1(X1; Xy| X, X3) + [(X7; X4| Xo, X5) + I(X1; X5 X2, Xy) (5.24c¢)

Obsérvese que, para esas formas equivalentes, no se busca que la desigualdad se verifique de la
existencia de informaciones comunes en el lado izquierdo de los términos. Por ejemplo la desigual-
dad (BI9d) no se sigue de las desigualdades tipo Shannon y de la existencia de una informacién
comtn para Xs y X3. Resulta que, la desigualdad (5.24D) puede ser verificada de la existencia
de una informacién comtn para (X1, Xs) y (X3, X4), las desigualdades (5.190), (521D)), (5:221) y
(5:23D) son demostrables de la existencia de una informacién comin de X; y (Xa, X3), pero las
desigualdades (5.I8B) y (5:200) no lo son; en efecto, no solo una informacién comin, junto con las
desigualdades tipo Shannon son suficientes para demostrar (5.18)) o (5.20).

5.2. Pruebas auxiliares y generalizaciones

Vamos a proporcionar algunas técnicas auxiliares, para probar las desigualdades de la seccién
anterior. Esto dard lugar a generalizaciones naturales.

Lema 6. La desigualdad
H(Z|R)+ I(R; S|T) > I(Z; S|T)

es una desigualdad tipo Shannon.

Demostracion. Como I(Z;T|R) = H(Z|R) — H(Z|T, R), tenemos que H(Z|R) > H(Z|T,R).
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Ademés, H(Z|R,T) - I(S; Z|R,T) = H(Z|S,R,T) > 0, por lo tanto

H(Z|R)+ H(S|2,T) > H(Z|R,T) + H(S|Z,T)
> I(S; Z|R,T) + H(S|Z,T)
> I(S; Z|R,T) + H(S|R, Z,T)
= H(S|R,T).

Es decir H(Z|R) — H(S|R,T) > —H(S|Z,T). Adicionando a ambos lados de la desigualdad la
expresion H(S|T) se sigue el resultado.
O

Corolario 13. Si H(Z|R) = 0, entonces I(R; S|T) > I(Z; S|T).
Demostracion desigualdad ([11]). Sea Z la informacién comiin de X; y Xo, luego H(Z|X;1) =
H(Z|X2) =0y H(Z) =I(X1;X5). Entonces,

I(Xl; X2|X3) + I(Xl; X2|X4) + I(X3; X4|X5) + I(Xl; X5)
> 1(Z; Xo|X3) + I(Z; Xo| X4) + I(X3; X4|X5) + I(Z; X5)  [H(Z]X1) =0y Corolario @3]

> I(Z; Z)X3) + 1(Z; Z|X4) + 1(X3; X4) X5) + 1(Z; X5) [H(Z|Xs) = 0 y Corolario [I3]
= H(Z|X3) + H(Z|X4) + I(X3; X4| X5) + 1(Z; X5)
> 1(Z; X4\ X5) + H(Z|X4) + I1(Z; X5) [Lema [6]
> 1(Z; Z|X5) + 1(Z; X5) [Lema [6]
= H(Z|X5) + 1(Z; X5)
= H(Z)
=I(X1; X2).

o

Demostracion desigualdad (53). Sea Z la informacién comiin de X; y Xo, luego H(Z|X;) =
H(Z|X2) =0y H(Z) =I(X1;X5). Entonces,

I(X1; Xo| X3) + I(X1; X3|Xa) + I(X71; X4|X5) + 1(X2; X5)

> 1(Z; 2\ X3) + I(Z; X3| Xu) + I(Z; Xu| X5) + 1(Z; X5) [Corolario [I3] 5 veces]
= H(Z|X3) + 1(Z; X5|X4) + 1(Z; X4| X5) + 1(Z; X5)

> 1(Z;Z\1X4) + I(Z; X4| X5) + I(Z; X5) [Lema [6]
= H(Z|X4) + 1(Z; X4|X5) + 1(Z; X5)

> 1(Z;Z|Xs) + I(Z; X5) [Lema [6]
= H(Z|X5) + 1(Z; X5)

= H(Z)

= [(X1; X»).

En conclusién

I(Xl;Xg) S I(Xl;X2|X3) + I(Xl;X3|X4) + I(Xl;X4|X5) + I(XQ;X5).
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El mismo patrén permite probar desigualdades mas generales: Si Xy y Y, tienen informacién
comin (H(Z|Xy) = H(Z|Yy) =0y I(Xo;Yo) = H(Z)), entonces:
I(Xo;Yo) < I(Xo; Yo|Y1)
+ I(Xo; Y1|Y2)
+ I(X0§ Y1 |Yn)
+ 1(Yy; Yy) (5.25)
1(Xo;Yo) < 2" '(Xo; Yo| X1) + 2" 1 (Xo; Yo [V1)
+ 2" (X1 V1| X2) + 2721 (X Y7 | Va)
+ I(Xn—l 1Y |Xn) + I(Xn—l§ Yn—1 |Yn)
+I(Xn;Yn) (5.26)

Estas desigualdades pueden ser generalizadas; por ejemplo, en el lado derecho de (5.25) cualquier
numero de Xy’s puede ser reemplazado por Yy’s y/o viceversa.
En efecto:

Teorema 19. Supongamos que tenemos un drbol binario finito, donde la raiz es etiquetada con
un término de la informacion de la forma I(z;y), y cualquier otro nodo es etiquetado con un
término de la forma I(x;y|z). Estos términos pueden involucrar cualquier variable. Destacamos
dos variables llamadas X1, Xo y combinaciones de ellas. Supongamos que en cada nodo del drbol,
st su etiqueta es I(x;y|z) (permitiendo que z, sea vacio en la raiz), se tiene que:

(a) x es X1 0 X5 y no hay hijo izquierdo, o

(b) existe un hijo izquierdo y este es etiquetado I(r; s|x) para algunos r y s;

(a’) y es X1 0 Xo y no hay hijo derecho, o

(b’) existe un hijo derecho y este es etiquetado I(r'; s'ly) para algunos v’ y s'.

Entonces,
I(X1; X2) < suma de todos los nodos etiquetados en el drbol. (5.27)
Es una desigualdad lineal de rango (en efecto, siempre que X1 y Xa tengan una informacion

comin,).

Demostracion. Sea Z una nueva variable. Para la prueba, utilizaremos induccién en el drbol (de
las hojas hacia la raiz), verificando que, para cada nodo n, si T, es el subédrbol con raiz en n, y el
nodo etiquetado en n es I(r; s|t), entonces tenemos como desigualdad tipo Shannon,

H(Z|t) < suma de todos los nodos etiquetados en Ty, + jnH(Z|X1) + kn H(Z|X?2) (5.28)

para algunos j,, k, > 0.



Capitulo 5. Funciones rango lineales caso n=5 40

Caso base: I(r;s|t) es una hoja. Como I(r;s|t) no tiene hijos, se sigue que r = X3 0 X y
s = X1 o Xo, sin pérdida de generalidad supongamos que r = X; y s = X3, entonces,

I(X1; Xolt) + H(Z|X1) + H(Z|X2)

> I(Z; Xo|t) + H(Z|X>) [Lema [6]
>1(Z; Z|t) [Lema [6]
= H(Z|t).

Asi,
H(Z|t) < I(X1; Xo|t) + H(Z|X1) + H(Z| X32).

Paso inductivo: Supongamos que para el subdrbol T,,, con raiz en n y etiqueta I(r; s|t), vale que
H(Z|t) < suma de todos los nodos etiquetados en T,, + jnH(Z|X1) + knH(Z| X?2)

es una desigualdad tipo Shannon, pretendemos que una desigualdad similar sea cierta para el padre
del nodo n.

Sea m el nodo correspondiente al padre de n, y T}, el subarbol con raiz en m, asi, se deben analizar
dos opciones.

I. I(r;s|t) no tiene hermano: Podemos suponer que el nodo n es el hijo izquierdo del nodo m,
por lo tanto, el nodo m debe estar etiquetado en la forma I(¢; X1|l). Veamos que

H(Z|l) < suma de todos los nodos etiquetados en T, + ji, H(Z|X1) + k, H(Z|X>)

es una desigualdad tipo Shannon, para algunos j/,, k!, enteros no negativos.

Como,

suma de todos los nodos etiquetados en T,,=
suma de todos los nodos etiquetados en Tp+I(t; X1|),

ademds, tomando j!, = j, + 1y kI, = ky,,, tenemos que,

suma de todos los nodos etiquetados en Ty, + jiLH(Z|X1) + k|, H(Z|X3)

> H(Z|t) + I(t; X1|l) + H(Z| X1) [Hipétesis de Induccidn)]
> I(Z; Xa|l) + H(Z| X1) [Lema [6]
> 1(Z; Z]|l) [Lema [6]
= H(Z|)

1. I(r;s|t) tiene hermano: Consideremos al hermano del nodo n, en un nodo n’ y cuya etiqueta
sea I(r';s'|t"). En el nodo m se encuentra el padre de los nodos n y n’, con etiqueta I(t;t'|l).
Ademas, consideremos el subérbol con raiz en m, T,.

La hipétesis de inducciéon nos dice ahora que, las desigualdades:

H(Z|t) < suma de todos los nodos etiquetados en T,, + jn H(Z|X1) + kn H(Z| X2)
H(Z|t') < suma de todos los nodos etiquetados en T, + j, H(Z|X1) + k!, H(Z|X3)

son desigualdades tipo Shannon, para algunos jn, kn, j.,, k., enteros no negativos.
Por lo tanto, debemos verificar que,

H(Z|l) < suma de todos los nodos etiquetados en Ty, + J H(Z|X1) + K H(Z| X32)
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en una desigualdad tipo Shannon, para algunos J,,, K,, enteros no negativos.
Consideremos J,, = j, + j., v Ky, = k, + k,, entonces,

suma de todos los nodos etiquetados en Ty, + JnH(Z|X1) + K H(Z|X3)

> H(ZIt)+ H(Z|t') + I(t;t']) [Hipétesis de Induccidn]
> 1(Z;¢'|l)+ H(Z|t) [Lema [6]
> 1(Z; Z|l) [Lema [6]
= H(Z|l)

De todo lo anterior, se sigue (5.28). Adicionalmente, si Z es la informacién comin de X; y Xo, y,
el nodo n es la rafz del drbol, de (5:2])), concluimos que,

I(X7; X2) < suma de todos los nodos etiquetados en el drbol,

es una desigualdad rango lineal.
O

Ahora, podemos obtener la desigualdad de Ingleton, las desigualdades (B11) y (5:2) del Teore-
ma [19] aplicdndolo a los siguientes arboles.
Ingleton I(Xs; Xy4)

I(X17X2|X3) I(Xl,X2|X4)

EID): I(Xy; X5)
I(X3; X4|X5)

I(Xl;Xngg) I(Xl; X2|X4)

E.2): I(X2; X5)
I(X1; X4] X5)
I(X1; X3/ X4)

I(Xl,X2|X3)

Un arbol “lineal” como el tiltimo nos permite verificar la desigualdad (5:28), mientras que un drbol
binario completo de altura n nos proporciona (5.26). A continuacién, presentamos otra versién del
Teorema

Teorema 20. Sea I(x1;y1|w1), I(x2;y2|ws),. .., I(Tm; Ym|wm) una lista de términos de la infor-
macion donde cada x;,y;, w; es elegido de la lista X1, Xo,71,72,..., T con excepcion de wi, que es
vacio (e.d, el primer término de la informacion es I(x1;y1)). Supongamos que cada variable rj, es
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usada exactamente dos veces, una como w; y otra como x; o y;; mientras que las variables Xy y Xo
pueden ser usadas tantas veces como se desee, siendo x; 0 y;, pero no se usan como w;. Entonces,

m
XlaX2 Z xzayz|wz

es una desigualdad rango lineal (en efecto, esto es verdadero cuando X1 y Xo tienen una informa-
cion comiin,).

Demostracion. Se buscara construir un arbol para aplicar el Teorema Cada nodo sera eti-
quetado con un término de la forma I(z;;y;|w;). La raiz es etiquetada como I(x1;y1). Si tenemos
un nodo etiquetado por el término I(z;; y;|w;), donde z; no es X7 0o X5, creamos un hijo izquierdo
para este nodo y lo etiquetamos en la forma I(z;;y;|w;), para el dnico j tal que w; = x;. Simi-
larmente, si y; no es X7 o Xo, creamos un hijo derecho para este nodo y lo etiquetamos en la
forma I(z;;y;|w;), para el Gnico j tal que w; = y;. Es facil ver que ningin término I(z;; y;|w;)
aparecera mas de una vez en esta construccion. Por lo tanto, la construccion esté terminada, y la
suma de las etiquetadas utilizadas es menor o igual a la Y./, I(;; y;|w;) (no importa si algunos
de los términos I(x;; y;|w;) no son usados como etiquetas). Ahora, del Teorema [19] obtenemos lo

deseado.
O

El Teorema da la desigualdad de Ingleton y las desigualdades (B.I) y (B2) de manera
directa. Este teorema también ofrece una prueba sencilla de otras desigualdades de la lista de la
seccion anterior, una vez éstas se escriben en una forma equivalente utilizando ecuaciones del tipo
I(Xl, X2|X3) = I(Xl, XQ, X3|X3)I

[(X1: Xa) < I(X1; X3) + I(X1; Xo| Xa) + I(Xo: X3, X5 X3) + I(X1; Xa| X3, X5)  (5.3d)
I(X1; Xo) < I(X1; X3) + I(X1; Xo| Xg, X5) + 1(X2; X3, X4|X3)
+I(X0: Xa, X5| X3, Xy) (5.4d)
T(X1; Xa) < T(X1; Xa) + T(Xo; Xa| X3) + T(X1; X4, X5 X2)
+ I(X1; X2| X3, X5) + I(X2; X3, X5| X4, X5) (5.5d)
I(X1; Xo) < I(X7; X3|Xg) + I1( X715 X5, X5|X3) + I(Xo; X4)
+ [(Xo; Xy, X5| X3, X5) + 1(X1; Xo| X4, X5) (5.7d)
I(X1; Xo, X3) < I(X1; Xo, X3|Xo, Xy) + I(X1; X3, X5) + 1(X1; Xo, X4| X4, X5)
+ I(Xso, X3; X4, X5| X35, X5) (5.11d)
I(X1; Xo, X3) < I(X1; X3) + I(X1; Xo, Xa| Xy) + T(X71; X4| X5) + [(Xa, X3; X5|X3)
+ (X715 Xo, X3| Xo, X5) + I(Xo, X35; Xo, X5| X2, X4) (5.12d)
I(X1; X2, X3) < I(X1; Xo, X4|Xy) + I(X1; X3, X5) + I( X2, Xs5; X4| X3, X5)
+ [(X71; Xo, X3| X0, X5) + I(X3; Xo, X5| X2, X4) (5.13d)
I(X1; X0, X3) < I(X1; Xa) + I(Xo, Xa; Xy, X5 X4) + I(X1; Xo, X5 X3, X5)
4 I(X1; X, X3]Xo, X4) + I(X1; X3, X5| X4, X5) (5.14d)
T(X1; X, X3) < I(X15 Xa) + I(Xa, X4 Xs|Xa) + I(X1; X, X5/ X5)
+ I(X1; X, X3 X3, Xa) + I(X1; Xa, X3 X, X2)
4 I(Xa, X3 X3, Xa| X3, X5) (5.15d)
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I(X1; Xo, X3) < I(X1; Xo, X3| X5, X4) + I(X1; Xo, X5 X2, X4)

+ I( X2, X3; X4, X5 X5) + I(X2, Xa; X3, Xa]| X4, X5)

+I(X71;X5) (5.16d)
I(X1, Xo; X3, X4) < I(X1, Xo; X4) + (X7, Xo; X3, X4| X2, X3)

+ 1( X1, Xo; X3, X4| X1, X3) + [(X7, Xo; Xo, X3| X2, X5)

+ 1( X1, Xo; X1, X5 X1, X5) + [(Xq, X5; X, X5| X4, X5)

+ I(X3, Xs5; X4, X5|X4) (5.17d)

Demostracion desigualdad ([5.3d). Consideremos la lista de términos de informacion: I(Xi; X3),
I(X7; Xo| Xy), [(Xo; X3, X5|X3), I(X71; X4| X3, X5), entonces del Teorema [20] concluimos que

I(Xl,XQ) S I(Xl,Xg) + I(X17X2|X4) + I(XQ;X37X5|X3) + I(Xl;X4|X3,X5>.

O

Demostracion desigualdad (5.4d). Se sigue de la lista de términos de la informacién, I(X7; X3),
I(Xl; X2|X4, X5), I(XQ; X3, X4|X3), I(Xl; X4, X5|X3, X4), y del Teorema
O

Demostracion desigualdad ([5.5d). Se sigue de la lista de términos de la informacién, I(Xi; X3),
I(XQ, X4|X3), I(Xl, X4, AXV5|)(4)7 I(Xl, )(2|)(37 X5), I(XQ, Xg, AXV5|)(47 X5), y del Teorema
O

Demostracion desigualdad ([5.7d). Se sigue de la lista de términos de la informacién I(X1; X3|X4),
I(Xl, Xg, X5|X3), I(XQ, X4), I(XQ, X4, AXV5|)(37 X5), I(Xl, X2|X4, X5) y del Teorema
o

Demostracién desigualdad (5.11d). Se sigue de la lista de términos de informacién I(X7; X3, X5),
I(Xl, XQ, X3|X2, X4), I(Xl, XQ, )(4|)(47 X5), I(XQ, Xg; X4, X5|X3, X5), y del Teorema
o

Demostracién desigualdad (5.12d). Se sigue de la lista de términos de informacién I(Xi; X3),
I( X715 Xo, X4 Xy), I(X1; X4| X5), (X2, X35 X5|X3), 1(X1; Xo, X3| X2, X5), (X2, X3; X2, X5| X2, X4)
y del Teorema

o

Demostracién desigualdad (5.13d). Se sigue de la lista de términos de informacién I(X7; X3, X5),
I(X1; Xo, X4|Xy), (X2, X33 X4| X3, X5), I(X1; Xo, X3 X4, X5), 1(X3; X2, X5| X2, X5), y aplicando
el Teorema [20]

o

Demostracion desigualdad (5.17d). Se sigue de la lista de términos de informacién I(Xi;X4),
I(Xo, X4; X4, X5 Xy), I(X1; X2, X3 X3, X5), 1(X1; X2, X3 X2, Xy4), 1(X1; X3, X5|X4, X5), junto
con el Teorema

O
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Demostracion desigualdad ([5.15d). Se sigue de la lista de términos I(X1; Xy), I(X2, X4; X5|X4),
I(X1; X3, X5(X5), 1(X1; X2, X3|X3, Xy4), 1(X1; X0, X3| X2, Xy), 1(X2, X3; X3, X4| X3, X5), junto
con el Teorema

O

Demostracion desigualdad (516d). Se sigue de la lista de términos de informaciéon I(X7; X5),
I(X1; Xo, X3| X5, Xa), [(X15 X2, X3 X2, Xa), [(X2, X33 Xa, X5|X5), I(Xo2, Xa; X5, Xu|Xa, X5), ¥
del Teorema 201

o

Demostracion desigualdad . Se sigue de la lista I(X7, Xa; X4), I(X1, X2; X3, X4| X2, X3),

I(X1, Xo; X3, X4| X1, X3), I(X1, Xo; Xo, X3| X2, X5), I(X1, Xo; X1, X3 X1, X5),

I(X1, X5; Xo, X5|X4, X5), I(X3, X4; X4, X5|X4), de términos de informacién, y el Teorema
O

Ahora, generalizamos el Teorema a fin de producir desigualdades adicionales. Una genera-
lizacién sencilla, pero aparentemente initil, es reemplazar el drbol binario por un bosque binario
(e.d, una unién finita y disyunta de arboles binarios). Entonces, las hipétesis del Teorema [19] se
pueden expresarse como antes (con la raiz reemplazada por cada rafz) y la conclusion es la misma,
excepto que la desigualdad se convierte en

mlI(X1; X2) < suma de todos los nodos etiquetados en los drboles, (5.29)

donde m es el nimero de &rboles (equivalentemente el nimero de nodos raices). Esta modificacién
sola es inttil, porque la desigualdad resultante es justamente una suma de desigualdades obteni-
das gracias al Teorema [T9] una por cada arbol. Pero sera util cuando la combinemos con otra
modificacion.

Lema 7. La desigualdad
H(Z|R)+ I(R;S|T) > I(Z;S|T)+ H(Z|R, S, T),

es una desigualdad tipo Shannon.
Demostracion. Como

1. H(Z|R) > H(Z|R,T) y H(S|Z,T) > H(S|R, Z,T)
2. H(Z|R,S,T)+ I(S; Z|R,T) + H(S|Z,T) = H(Z|R,T) + H(S|Z,T)

Entonces,

H(Z|R)+ H(S|Z,T) > H(Z|R,T)+ H(S|Z,T)
=H(Z|R,S,T)+1(S;Z|R,T)+ H(S|Z,T)
>H(Z|R,S, T)+ I(S;Z|R,T)+ H(S|R,Z,T)
= H(Z|R,S,T)+ H(S|R,T).

De donde H(Z|R) — H(S|R,T) > H(Z|R,S,T) — H(S|Z,T) y adicionando a ambos lados la
expresiéon H (S|T) obtenemos el resultado.
O
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Utilizando este lema dos veces y notando que, I(Z; Z|T) = H(Z|T) y H(Z|Z,S,T) = 0,
obtenemos

H(Z|R)+ H(Z|S)+ I(R;S|T) > H(Z|T)+ H(Z|R,S,T). (5.30)
Y en caso que T sea la variable nula,
H(Z|IR)+ H(Z|S)+ I(R;S) > H(Z)+ H(Z|R,S). (5.31)

Esto nos proporciona opciones adicionales, en la prueba de las desigualdades de la seccién anterior,
como queda en evidencia a continuacién.

Demostracion desigualdad [58). Sea Z la informacién comin de X; y X, entonces

I(X1; Xo|X3) + I(X1; Xo| Xa) + I(X1; Xo| X5) + I(X3; Xa) + (X3, Xa; X5)
> I(Z; Z|X3) + 1(Z; Z|X4) + 1(Z; Z| X5) + (X35 X4) + 1(X3,X4; X5)  [Del Corolario [13]
= H(Z|X3) + H(Z|X4) + H(Z|X5) + I(X3; X4) + [(X3, X4; X5)

> H(Z)+ H(Z| X3, X4) + H(Z|X5) + (X3, X4; X5) [De B.3T]
> H(Z)+ H(Z)+ H(Z| X3, X4, X5) [De 5.31]
>2H(Z)

O

Esta prueba automdaticamente se generaliza para obtener: Si X; y Xz, tienen informacién
comun, entonces:

+ [I(Cl,CQ) + 1(01702;03) + -4 I(Cl,CQ, .. .,Cn_l;Cn)]. (532)

La expresién en paréntesis es igual a:
H(Cy)+ H(Cy) + -+ H(Cp) — H(C1,Cs,...,Cp).

Se puede utilizar el Lema [Tl para producir una extensién del Teorema en la que una
opcién adicional estd disponible: en lugar de tener un hijo izquierdo, un nodo puede tener un
puntero apuntando a la izquierda a algin otro nodo en cualquier parte del arbol o bosque, y de
manera similar en el lado derecho.

Teorema 21. Supongamos que tenemos un bosque finito donde cada nodo es etiquetado con un
término de la forma I(x;y|z), donde z es vacio en cada nodo raiz (e.d, las raices etiquetadas son de
la forma I(x;y)). Estos términos pueden involucrar cualquier variable. Destacamos dos variables
o combinacion de ellas, llamadas X1 y Xo. Supongamos que, para cada nodo en el bosque, si su
etiqueta es I(x;y|z) (con z posiblemente vacio), entonces,

(a) x es X1 0 X5 y no hay hijo izquierdo, o

(b) existe un hijo izquierdo y éste es etiquetado como, I(r; s|x) para algunosr y s, o

(c) existe un puntero izquierdo en éste nodo apuntando a algin otro nodo, cuya etiqueta es I(r'; s'|t’)
donde = (r',s',t');
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(a’) y es X1 0 Xo y no hay hijo derecho, o
b’) existe un hijo derecho y éste es etiquetado I(r'; s’ ara algunos v’ y s', o
( j y q ;s'ly) p g y s,

(¢’) existe un puntero derecho en éste nodo apuntando a algin otro nodo, cuya etiqueta es I(r'; s'|t))
donde y = (', ', t');

Supongamos, ademds, que ningin nodo es el destino de mds de un puntero. Sea m el nimero de
drboles en el bosque (equivalentemente, el nimero de nodos raices). Entonces,

mI(X1; Xa) < suma de todos los nodos etiquetados en los drboles, (5.33)

es una desigualdad rango lineal (en efecto, esto es verdadero cuando X1 y Xo tienen una informa-
cion comin,).

Demostracion. Como en el Teorema[19] sea Z una nueva variable. Para cualquier puntero izquier-
do o derecho, si I(r;s|t) es la etiqueta en el destino del puntero, decimos que el término asociado
con el puntero es H(Z|r, s, t). Probaremos por induccién sobre el bosque (desde las hojas hacia las
raices) que, para cada nodo n, si T, es el subdrbol con raiz en n, y la etiqueta en el nodo n es
I(r; s|t), entonces tenemos como desigualdad tipo Shannon

H(Z|t) < suma de los nodos etiquetados en Ty, + Out,, — In, + j, H(Z|A) + ko H(Z|B) (5.34)

para algunos enteros positivos j,, ky, donde, Out,, es la suma de los términos asociados con pun-
teros de nodos desde Ty, y, In,, es la suma de términos asociados con punteros a nodos en T;, (Un
puntero cuyo origen y destino estan ambos en T;, contribuye a ambas sumas, pero estas contribu-
ciones se anulan mutuamente).

Caso base: I(r;s|t) es una hoja. Como I(r;s|t) no tiene hijos, se sigue que r = X3 0 X y
s = X; o X, sin perdida de generalidad supongamos que r = X; y s = X3, entonces, se tienen
dos opciones

= Al nodo n, no le llega puntero: Out,,=In,,=0, por lo tanto,

I(X1; Xolt) + H(Z|X41) + H(Z|X2)

> 1(Z; Xs|t) + H(Z|X2) [Lema [6]
> 1(Z; Z]t) [Lema [6]
= H(Z|t).

= Al nodo n, le llega un puntero: Out,,=0 e In,, = H(Z|X1, X2,t), en consecuencia,

I(X1; Xo|t) — H(Z| X1, Xo,t) + H(Z|X1) + H(Z|X5)
> H(Z|t) + H(Z| X1, X2,t) — H(Z| X1, Xa,t) [De (G.30)]
= H(Z|t).

En cualquier caso, se sigue que,

H(Z|t) < I(X1; Xslt) + Out,, — In, + H(Z|X1) + H(Z|X2).
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Paso inductivo: Supongamos que para el subdrbol T,, con raiz en n y etiqueta I(r; s|t), vale que
H(Z|t) < suma de todos los nodos etiquetados en T, + Out,, — In,, + j, H(Z|X1) + k, H(Z|X2)

es una desigualdad tipo Shannon, para algunos j,, k,, enteros positivos. Pretendemos que una
desigualdad similar sea cierta para el padre del nodo n.

Sea m el nodo correspondiente al padre de n, y T}, el subarbol con raiz en m; se deben analizar
dos casos.

1. I(r;s]t) no tiene hermano. Podemos suponer que el nodo n es el hijo izquierdo del nodo m,
por lo tanto el nodo m debe estar etiquetado en la forma I(¢; c|l). Veamos que,

H(Z|l) < suma de todos los nodos etiquetados en T, +Out,,—Ing,+j,m H(Z|X1)+kn H(Z]| X5)

es una desigualdad tipo Shannon, para algunos j,, k., enteros no negativos.
Dado que I(r;s|t) no tiene hermano, se hace necesario contemplar las siguientes dos opciones
para el nodo m.

a. El nodo m no tiene puntero derecho.
Como el nodo n no tiene hermano y el nodo m no tiene puntero derecho, ¢ = X; o Xs.
Supongamos sin perdida de generalidad que ¢ = X;. Como en el caso base, es necesario
considerar dos situaciones:

= Al nodo m, no le llega puntero. Tomemos j,, = jn + 1, kn, = ky,, entonces,

suma de todos los mnodos etiquetados en Ty,

+ Out,, — In,y, + ]mH(Z|X1) + ka(Z|X2)

> H(Z|t)+ I(t; X1|l) + H(Z)| X1) [Hipétesis de Induccidn)]
> I(Z;t|l) + H(Z|t) [Lema [6]
> 1(Z; Z|l) [Lema [6]
= H(Z])

= Al nodo m, le llega un puntero. Tomemos j,, = jn + 1, kp, = ky,, entonces,

suma de todos los modos etiquetados en Ty,
+ Outy, — Ingy, + jin H(Z| X1) + ki H(Z| X52)
> H(Z|t)+ H(Z|X,) — H(Z|t, X1,1) + I(t; X1|l) [Hipétesis de Induccién]
> H(Z|l) + H(Z|t, X1,1) — H(Z|t, X1) [De ©G.30)]
= H(Z|l).
b. El nodo m tiene puntero derecho.

Como I(t; c|l) tiene puntero derecho, en Out,, un sumando es precisamente H(Z|c); se hace
necesario al igual que antes, considerar los siguientes casos.

= Al nodo m, no le llega puntero. Tomemos j,, = jn, km = kyn, entonces,

suma de todos los modos etiquetados en Ty,
+ Outy, — Ingy, + ]mH(Z|X1) + ka(Z|X2)

> H(Z|t) + 1(t;c|ll) + H(Z|c) [Hipétesis de Induccidn]
>1(Z;ce|l)+ H(Z|c) [Lema [6]
> 1(Z; Z|l) [Lema [6]

= H(Z]l)
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II.

= Al nodo m, le llega un puntero. Tomemos j,,, = jn, km = kn, entonces,

suma de todos los modos etiquetados en Ty,

+ Outyy, — I, + jim H(Z|X1) + b H(Z| X2)

> H(Z|t) + 1(t;c|ll) + H(Z|c) — H(Z]t,¢,1) [Hipétesis de Induccidn]
> H(Z|l) + H(Z|t,c,1) — H(Z[t, c,1) [De (©.30)]
= H(Z]l).

En cualquier caso, vale que,

H(Z|l) < suma de todos los nodos etiquetados en Tp,+Outy, —Ing,+jn H(Z|X1)+kn H(Z]| X2)
es una desigualdad tipo Shannon.

I(r; s|t) tiene hermano. Consideremos al hermano del nodo n, en un nodo n’ y cuya etiqueta
sea I(r';s'|t"). En el nodo m se encuentra el padre de los nodos n y n’, con etiqueta I(t;t'|l).
Ademas, consideremos el subérbol con raiz en m, Ty,.

La hipétesis de induccién nos dice ahora que, las desigualdades,

H(Z|t) < suma de todos los nodos etiquetados en T, + Out,, — In,, + j, H(Z|X1)
+ ko H(Z|X2),

H(Z|t') < suma de todos los nodos etiquetados en Ty + Outyr — Ing,: + jl, H(Z|X1)
+ by, H(Z]X2),

son tipo Shannon, para algunos jp, kn, j5,, k,, enteros no negativos.
Por lo tanto, debemos verificar que,

H(Z|l) < suma de todos los nodos etiquetados en Tp,+Outy, —Ing,+jn H(Z|X1)+kn H(Z]| X2)
en una desigualdad tipo Shannon, para algunos j,, k., enteros no negativos.
Es necesario analizar las siguientes dos situaciones:

= Al nodo m, no le llega puntero. Tomemos jy, = jn + j,,, km = kn + k,, entonces,

suma de todos los nodos etiquetados en Ty,
+ Outy, — Ingyy + jin H(Z|X1) + ki H(Z| X2)

> H(Z|t)+ H(Z|t') + I(t; ') [Hipétesis de Induccidn]
> I(Z;t|l) + H(Z|t) [Lema [6]
> 1(Z; Z|l) [Lema [6]
= H(Z|l)

= Al nodo m, le llega un puntero. Tomemos j,, = jn + jh, km = kn + kI,, entonces,

suma de todos los modos etiquetados en Ty,
+ Outy, — Ing, + Jin H(Z| X1) + ki H(Z| X2)
> H(Z|t)+ H(Z|t') + I(t;U'|l) — H(Z|t,t',]) [Hipétesis de Induccién)]
> H(Z|l)+ H(Z|t,t',l1) — H(Z|t,t',1) [De (5:30))
= H(Z|l)
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Como (5.34) ya fue verificada, la aplicamos a todos los nodos raices, ademés de sumar todas las
desigualdades resultantes para obtener:

mH(Z) < suma de todos los nodos etiquetados en los drboles + jH(Z|X1) + kH(Z|X2) (5.35)

para algunos 7, k, enteros positivos; las sumas de punteros se anulan porque cada puntero contribuye
a una suma en Out y a una suma en In. Aplicando (535) cuando Z es la informacién comin de
X1 y X5 obtenemos el resultado deseado.

O

El Teorema [27] puede ser utilizado para demostrar las desigualdades (5.8]) y (.9)), mediante
los siguientes diagramas (los punteros se representan como curvas discontinuas).

d =<
~

¥ ~
G3): I(X3; Xy) .o I(X3, X4; X5)
S< o !
~__7
I(X1; Xo|X3) I(X1; X0|Xy) I(X1; Xa| X5)
//’ \\
G3): I(X1; X3) e I(X4; X5

e /
7
I(X2; Xa, X5|X3) .7 I(X1; Xo|Xa) I(X1;X2|X5)
N 7

\—/

Y mediante el uso de formas equivalentes, como se hizo en las desigualdades (5.3d)-(E.17d), es
posible utilizar el Teorema [2T] para demostrar las desigualdades (5.6), (510), (5.190) y (5.200) -
(523D)) a través de los siguientes diagramas:

(5.6): I(X1; X3)
\ F// \\\\

I(X3, X4; X5 X3) N

I(X1; Xo| X3, X4) I(X2; X4, X5/ X5) N

—_——

- N
G10): I(X1; X5) e I(X3; X4)
I(X2; X4, X5 X5) o I(X1; Xo|X3) I(Xp; Xo|Xy)

I(X1; X3, X4]| X4, X5) \
\

7
\\ _ -
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x/’—§\\\ - N
(5-19D): I(Xo; X4) N -7 I(X4; X5)
- . AN .7 e A
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I(X1; Xo, X5 X2)  I(X1; X5, X4 Xa) s WX X X)) (X X, X5]Xs)
N\ N, \
]

I(Xo, X35 Xy, X5| X3, X4) i~ I(X1; Xo, X3 X3) I(Xo, X33 Xo, X4]| X2, X5)
\ |
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\\__’// \\\ /

\\\ //

’/“—\\\\ ,/’_—s‘\\\
(m); I(Xl,X4) \\ I(Xg,X5) \\\
N N
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N
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~ -~

~

-~ N
(6.220): e I(Xo; Xs5)

-7 X /
_ /// I(X3; Xa) (X715 Xo, X3 Xa)  T(X1; X3|X5)
T T )
// I(XQ,X5) \\I(Xl;X27X3|X3) I(Xl;X27X4|X4) \\ I(Xl;X27X3|X3)
-~ \

7/
s

!\I(XI;X27X3|X2) I(X1; X4, X5|X5) \\\\I(X2,X3;X2\,X5|X2,X4)
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I(X2, X3; X3, X4] X3, X5) | I(X2, X35 X2, X5| X0, X4) I(X2, X3; Xy, X5/ X3, X5))
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)
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I(X1; X2, X3 X3, Xy
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_ o ———
- -~
-~ ~< - ~

¥ SN ¥ \\
(524D)): I(X1; X5) \\\ I(X2; X4) NN
\ \ / \ AN
(X1, Xo; X3, Xa| X1)  I(Xo, X55 X3|X5) | [(X1, Xo; X3, Xa|Xo)  I(X3, Xu; Xy, X5|Xy) AN
/ \ S =~ \ \
I(Xl,XQ;XQ,X4|X2,X5) I(Xl,XQ;X37X4|X3) \\\\ I(Xl,X5;X2,X4|X4,X5)}
S / /

I(X1, Xo; X3, Xa| X0, X4)

Finalmente, presentaremos dos pruebas explicitas, de las desigualdades que resta por demostrar.

Demostracion desigualdad [(118). Sea Z la informacién comiin de X7 y X2, y Y la informacién
comun de X; y X3. H(Y, Z|X1) = 0 pues,

0<I(Y;Z|X1)=H(X1,Y)+ H(Z, X,)—H(X1,Y,Z)-H(X:)=—-[HY,Z,X1) —H(X;1)] <0
Entonces,

I(Xo; X3) + I(X1; Xo| Xa) + (X5 X3|Xy) + 1(Xo; Xu| Xs) + 1(X3; X4| X5) + (X1 X5)
> [(Z;Y) + I(Y, Z; Z)1X4) + 1Y, Z; Y |X4) + 1(Z; X4| X5)
+ I(Y; X4|X5) + I(Y, Z; X5) [H(Y,Z]|X1) =0y Corolario [13]
Z:Y)+ H(Z|Xq) + H(Y[X4) + I1(Z; Xa| X5) + 1(Y; Xu| X5) + I(Y, Z; X5)
(Y, Z; X5) + H(Y|Xy) + I(Y; X4 X5) + 1(Z; Z|X5) [Lema [6]
+1(Z,Z|X5) + I(Y, Z: X5) + I(Y; Y| X5) [Lema 6]
+ H(Z|X5) + H(Y|X5) + I(Y, Z; X5)
(Y, Z; X5) + H(Y, Z|X5)
)+ H(Y, 2)
H(Z)+ H(Y)
— I(X1; X2) + [(X1; X3).

)

ARV

Z,Y)
Z:Y)
Z:Y)
Z,Y)
%

=I(
I(
I(
=1I(
> I(
=I(

)

O

Demostracion desigualdad (Z20). Sea Z la informacién comin de X; y X2, y Y la informacién
comin de X; y X3; vemos que H(Y, Z|X;) =0y H(X;3,Y|X5) = H(X3/X5,Y) =0.
Entonces,

I(Xo; X3) + I(Xo; Xa) + 1(X1; X3]X4)
+ I(X1; X2| X5) + I(X1; X5|X2) + (X35 X4|X5) + I(X2; X5| X3, X4)
> I(XY) + I(Z; Xa) + 1(Y, Z; X5, Y| X4)
+I1(Z;Z|Xs5) + I(Y; X5 X2) + I(YV; X4| X5) + I(Z; X5| X3, X4) [Corolario 3]
— I(Xo;Y) + 1(Z; X2) + I(Y, Z; X3, Y| X2)
+1(Z; Z|1X5) + I(Y; X5[ X2) + I(Y; Xu| X5) + I1(Z; X5[X3,Y, Xy)
= [(X9, Xs:Y) + I(Z: X4) + I(Y, Z; X3, Y| X)
4 1(Z: Z|1X5) + 1(Y; Xa| Xs) + 1(Z; X5\ X3, Y, X4)
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v

I(X5;Y) + 1(Z; Xa) + 1Y, Z; X3, Y | Xy) + I(Z; Z| X5) + L(Y; Xu| X5) + 1(Z; X5/ X3,Y, X4)
I( X4, X5;|Y) + I(Z; Xa) + I(Y, Z; X3, Y| Xu) + [(Z; Z|X5) + 1(Z; X5/ X3,Y, X4)
I(X4,X5,Y) + I(ZX4) + I(ZX3,Y|X4) + I(Y;X37Y|X4, Z)

+ 1(Z: Z|1X5) + I(Z; X5/ X3, Y, X2)

=1(X4, X5;Y) + I(Z; X4) + I(Z; X5, Y[ Xa) + H(Y|Xy, Z) + H(Z|X5) + 1(Z; X5/ X3,Y, X4)
> I(Xa, X5 Y) + I(Z; Xa) + 1(Z; X3, X5, Y[ Xa) + H(Y| X4, Z) + H(Z| X5)
> (X4, X53Y) + 1(Z; Xa) + 1(Z; X5, Y | Xa) + H(Y | X4, Z) + H(Z|X5)
= 1(X4, X5;Y) + 1(Z; X4, X5,Y) + H(Y| X4, Z) + H(Z| X5)
=1(X4, X5:Y) + [(Z; X4, X5) + 1(Z; Y | X4, X5) + H(Y | Xy, Z) + H(Z| X5)
> 1(X4, X53Y) + 1(Z; X4, X5) + 1(Z;Y | Xy, X5) + H(Y | Xy, X5, Z) + H(Z| X4, X5)
= I(X4, X5;Y) + I(Z; X4, X5) + H(Y| X4, X5) + H(Z| X4, X5)
= I(X4,X5,Y) + H(Z) + H(Y[X4, X5)
- H(2)+

5.3. Completitud

Una lista completa y no redundante de las desigualdades rango lineales en 5 variables consiste
de:

a. Las desigualdades elementales:

H(X;|X5)-i) > 0,4 € [5],
I(Xi; Xj|Xk) > 0,donde i # j y K C [5]\ {4, }.

b. Las siguientes casos de la desigualdad de Ingleton:

I(X1; X2) < I(X1; Xo| X3) 4+ I(X1; Xo|Xy) + 1(X3; X5) (5.36)

I(X1; Xo) < I(X71; Xo|X3) + 1(X1; Xo| Xy, X5) + [(X3; X4, X5) (5.37)

I(X1; X0, X3) < I(X1; Xo, X3|X4) + [(X71; Xo, X3|X5) + I(Xy; X5) (5.38)
(X1, Xo; X1, X3) < I(X1, Xo; X1, X3| X1, X4) + (X1, Xo; X1, X3] X1, X5)

+ I(X71, X4; X1, X5) (5.39)

y las obtenidas de éstas, por permutacién de las variables X1, Xo, X3, X4, X5 (en [15], se da una
prueba de que éstas desigualdades implican todos los casos de la desigualdad de Ingleton).

c. Las desigualdades (5] - (5:24) y sus formas permutando variables.

Para verificar la completitud de la lista, consideremos el espacio RP(BD\{0} (el cual se puede
identificar con R3!), con coordenadas etiquetadas en la forma:

{1}, {2}, {1,2}, {3}, {1,3}, {2,3}, ...,{1,2,3,4,5}.
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Una vez escribimos las listas de desigualdades, en términos de la entropia bdsica (no olvide que
H(X7), I C [5] tiene dos interpretaciones)

H(X1)7 H(X2)7 H(Xlu X2)7 H(X3)7 H(X17X3)7 H(X27X3)7 e 7H(X17X27 X37X47 X5)7 (540)

cada desigualdad define un semi-espacio de RP(ED\{?}; 1a interseccién de todas las desigualdades
define un cono convexo poliédrico, que puede ser descrito como la envolvente conica de sus rayos
extremos. Si todos los rayos extremos contienen puntos que son funciones rango lineales, entonces
no pueden existir desigualdades rango lineales, adicionales, que reduzcan mas el cono convexo po-
liédrico, y la lista estara completa.

Existen 7943 rayos extremos en R3!, los cuales estdn determinados por las tres listas de desigual-
dades (1905 desigualdades). Si consideramos que dos rayos son esencialmente el mismo cuando uno
puede ser obtenido del otro mediante la permutacion de las cinco variables, entonces existen 162
rayos extremos diferentes. Cada vector (que genera el rayo extremo), es una funcién rango lineal
sobre el cuerpo de los reales; en efecto, salvo un multiplo escalar, esta representacion puede ser
hecha utilizando vectores con entradas enteras, las cuales representan el vector sobre cualquier
cuerpo (finito o infinito). Por ejemplo, consideremos el rayo extremo dado por el vector

1121223 12232333 23332333 23332333
al cual podemos asociarle la coleccién de conjuntos de vectores X = { X7, X5, X3, X4, X5}, donde,

Xl ={(1,0,0)}
={(0,1,0)}
= {(0, 0 1)}
={(1,1,1)}
={(1,1,0),(0,0,1)}

Claramente hx es igual al vector anterior.

Los Valores H(X) con I C [5], son facilmente calculables sobre el cuerpo de los reales (por
ejemplo como el rango de las matrices asociadas). Para verificar que la misma dimensién puede
ser obtenido sobre cualquier cuerpo, sélo hay que observar, que en cada caso donde el rango de
la matriz sea k, existe una submatriz k X k cuyo determinante es 1, asi, las k filas seleccionadas
seguiran siendo independientes, incluso después de haber sido reducidas médulo cualquier primo.

Todos los vectores resultan ser representables de la misma manera, excepto, algunos de ellos,
los cuales se deben multiplicar por un escalar. Por ejemplo, si se considera el vector

0111122 11222222 11222222 22222222,

podemos tomar los conjuntos:

X2 ={(1,0)}
X3 ={(0,1)}
Xe={(1,1)}
X5 ={(1,2)}

los cuales verifican que el anterior vector, es una funcién rango lineal, sobre el cuerpo de los reales;
pero los anteriores conjuntos no funcionan sobre el cuerpo de dos elementos.
En cambio, si consideramos el vector,

0222244 22444444 22444444 44444444,
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el cual es dos veces el vector anterior, y por lo tanto determina el mismo rayo, podemos obtener
la representaciéon adecuada:

X1 = {{0}}

X, =1{(1,0,0,0),(0,1,0,0)}
X5 ={(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
X, ={(1,0,1,0),(0,1,0,1)}
Xs=1{(1,1,0,1),(0,1,1,0)},

la cual hace que el vector sea una funcién rango lineal sobre cualquier cuerpo. La misma duplicacién
es necesaria para 13 de los 162 rayos extremos. A el vector,

1121222 12222222 12222222 22222222,

es necesario triplicarlo, para verificar que es una funcién rango lineal sobre cualquier cuerpo.

Definicién 32. El conjunto de todos los puntos en RP(CDMO} " que satisfacen todas las desigual-
dades de Ingleton en 5 variables, serd notado como Zs.

Definicién 33. El conjunto de todos los puntos en RPEDMDY - que satisfacen las desigualdades
(51)-(5-27) v sus formas permutando las 5 variables, serd notado como DF Zs.

Teorema 22. L5 =1T5NZs N DFZs.

Demostracion. Es claro que L5 C I's NZs N DF Z5. Resta verificar la otra contenencia.
I'sNZsNDF Z5, es un cono convexo poliédrico. Via el software libre [I], éste conjunto es generado
por la envolvente cénica de los puntos (junto con las permutaciones) dados en el Apéndice A;
resta verificar que cada punto es una funcién rango lineal, los conjuntos de vectores que hacen que
cada punto se haga una funcién rango lineal, se encuentran en el Apéndice B.
O

5.4. Metodologia; buscando rayos extremos que sean fun-
ciones rango lineales

La lista de las desigualdades rango lineales para 5 variables fue producida por el siguiente
proceso iterativo.
Inicialmente se tenfan las desigualdades tipo Shannon y las desigualdades de Ingleton. En cada
etapa, se toma la lista actual de desigualdades y utilizando el software libre [I], se obtiene la
correspondiente lista de rayos extremos. A continuacién, se examina si los vectores que generan
los rayos extremos son funciones rango lineales (sobre los reales; no se trata de obtener sobre
cualquier cuerpo, hasta que el proceso iterativo terminara), cuando un vector, probablemente no
era una funcién rango lineal, este condujo a una nueva desigualdad rango lineal, demostrable via
informacién comun.
Si se presentan problemas para verificar si un vector es representable, o no, se procede a buscar
en todos los caminos en los que una tunica informacién comun se especifica (hacia el final, es
necesario intentar con un par de informaciones comunes) para verificar si el programa, Xitip, puede
demostrar que el vector elegido contradice las desigualdades tipo Shannon junto con la informacién
comun especificada. En caso afirmativo, esta verificacién conduce a una nueva desigualdad rango
lineal.
En [12], los autores comentan sobre el desarrollo de un software para determinar si un vector era
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representable. El software utiliza combinatoria en vez de métodos de algebra lineal. Por ejemplo,
la salida del software para el vector

1121223 12232333 23332333 23332333 (5.41)

puede ser interpretada como: “X; es generado por un vector; Xz es generado por un vector que no
estd en X1; X3 es generado por un vector que no estd en X; + Xs [el espacio generado por X7 y
Xs]; X4 es generado por un vector en X7 + Xs + X3; y X5 es generado por dos vectores, uno en
(X1 4 X2) N (X3 + X4) v el otro en X37.

La construccién (en muchos casos solo el intento) del conjunto de vectores, se hace uno tras

otro: Primero se construye X; (paso trivial), seguido se encuentra X dado X7, entonces se busca
X3 dado X7 y Xo, y asi sucesivamente. Dados X7, X5, X35y Xy, el algoritmo determinara cuantos
vectores son necesarios para el conjunto X5 y seguido se intenta elegirlos en relacién con los ya
existentes. En cada paso se elegird un vector nuevo. Si existe algin problema en suponer que un
vector estd en la suma de dos subespacios ya existentes, entonces tenemos que especificar que el
vector estd en la interseccion de dos sumas de subespacios.
Una vez el primer vector es seleccionado, tomamos cociente a todos los espacios ya existente, por
este vector, para obtener la nueva situacién en la que el segundo vector debe ser seleccionado.
Todo se hace contando dimensiones; supongamos que el primer vector que se elige, debe estar en
el subespacio R, el cual es la suma de dos subespacios elegidos de X7, X2, X3, X4 (por ejemplo,
R = X1 + X»). Para cada una de las otras sumas de subespacios 7', si el nuevo vector estd en T,
entonces el cociente por el vector elegido reducira la dimensién de 7" en 1; si el vector elegido no
estd en T, entonces el cociente no cambiara la dimension de T. Puesto que el vector estd en R,
el vector estara en T si, y solo si, R C T, pero para verificar que R C T, simplemente se debe
mostrar que dim(R + T) = dim(T) (donde dim(T), es la dimensién de T'). El caso cuando el
vector es elegido, a partir de una interseccion de dos sumas de subespacios, es mas complicada.
Mas adelante retomamos esta situacién.

Consideremos el ejemplo (54T]). Supongamos que ya se han construido los conjuntos X7, Xo, X3
y X4, (s6lo se usard la informacién de las dimensiones). La situacién actual puede resumirse en

011 2122312232333 (5.42)
2221 111011100000 '
La primera fila muestra las dimensiones de las sumas de los conjuntos Xi, Xo, X3, X4, en el
orden dado en ([5.40), pero iniciando con el espacio nulo; esta es precisamente la primera parte de
(40D con un 0 al inicio. Para cada una de esas sumas, la segunda fila da la cantidad por la cual
adicionando el nuevo conjunto de vectores X5, serd incrementada la dimensiéon de la suma.

Para este arreglo, vemos que, debido a que X5 tiene dimensién 2 y sélo incrementa la dimension
de X1 + X3 en 1, un vector no nulo de X5 debe estar en X; + Xo. Asi, se inicia suponiendo que
uno de los vectores de X5 estd en R = X; + Xo. Ahora se verifica, para todas las sumas de

X1, Xo, X3, Xy, si estas contienen al vector elegido; esta informacién se resume en la fila
000100O0O1O0O0O0O0O01O0T1T11 (5.43)

donde, 1 significa que el vector elegido estd en la correspondiente suma. Para obtener el resultado
de tomar el cociente por el vector (el subespacio generado) elegido, restamos (5.43) de la primera
fila de (542) (porque se ha utilizado un vector de cada uno de esos subespacios), y substrayendo
los complementos de unos de (5.43)) por la segunda fila de (5:42) (porque se tomo uno de los nuevos
vectores para X5, fuera de cada subespacio indicado). Asi, la situacién después que el primer vector
es elegido, estd dada por

0 1 1
1 1 1

2

112 2 2 1 2 2 2 2 2 2
1 000O0O0OO0OOO0-1000
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Por supuesto, la entrada negativa en el arreglo significa que un problema se ha presentado: se
intento tomar un nuevo vector que NO estd X3 4+ X4, pero la dimensién dada, requiere que todos
los elementos en X5 estén en X3 + Xy. Asi vamos a intentarlo de nuevo; en lugar de tomar un
vector en X1 + Xo, se toma un vector en RN S, donde S = X3 + Xy4.

Esto deja el problema de terminar, para cada subespacio suma 7', si el vector elegido esta en
T; como antes, esto es equivalente a la determinacion de si, RN S C T. Esto no es tan sencillo
como en el caso anterior; en efecto hay situaciones donde los datos dados no permiten determinar si
RNS C T, pero hay situaciones donde la informacién permite que esta determinacién sea posible.
Presentamos algunas de ellas:

a. Si RC T, entonces RNT CT.

b. Si las dimensiones de RNS, RNT,y RN (S +T), son todas iguales, entonces RNT C T.

c. Silas dimensiones de RNT, SNT, (R+S)NT y RN.S son todas iguales, entonces RN.S C T
d. Sidim(RNT) < dim(RNS), entonces RNS ¢ RNT, asi se tiene que, RNS ¢ T.

e. Sea RN* S la interseccién nominal de Ry S (e.d., la suma de subespacios, listados en R y S,
simultdneamente). Claramente RN* S C RN S, asi, st RN*S ¢ T, entonces RNS € T.

f. Sidim(RNT) <dim(RN((RN*T)+S), entonces RNS C T.
g. SiT"CTyRNS CT', entonces, RNSCT.SiTCT' y RNS T, entonces RNS ¢ T.

h. Sea R\* S, la diferencia nominal de Ry S (e.d, la suma de subespacios listados en la suma de
R, pero no en la suma de S), y sea U = (R\* S)+ (S\* R). Si dim(U N (RN*S) = 0, entonces

RNS=(R\"S)N(S\*R))+ (RN* 8.

Por lo tanto, si dim(UN(RN*S)) =0, RN*S C T,y (R\*S)N(S\*R)) C T, entonces
RNSCT.

Los criterios anteriores son suficientes para el ejemplo que se estd tratando; al igual que antes, se
verifica, para todas las sumas de X7, X2, X3, X4, si, contienen al vector elegido; esta informacion
se resume en la siguiente fila:

00010001 O0O0O01T1T1T171 (5.44)

y el nuevo arreglo después de tomar el cociente, por el primer vector elegido, es:

601 1112221222122 2
11110000O0O0O0O0OO0OGO0OGO0CO
donde, nuevamente se obtuvo este arreglo, restando (5.44)) a la primera fila de (5.42]) y restando
los complementos de unos de (5.44) a la segunda fila de (5.42]).

Si llamamos a los nuevos espacios cocientes X7, X5, X4, X}, X.. Los nuevos valores de las
dimensiones indican que el vector faltante en X{, debe ser elegido de Xj. Si elegimos el nuevo
vector en X4, y al verificar si el vector elegido estd en la suma de cada subespacio, se obtiene:

000011111111 1111

(Obsérvese que se necesita que el vector elegido esté en X, como también en X}, pero la eleccién
es automdtica, ya que las dimensiones que se tienen, implican que, X} = X% + X} = X}.). Y el
resultado de tomar el cociente por el segundo vector elegido es:
0111 011101110111
0o 00 0 O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTQO0OSTQO0
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Todos los 0's en la segunda fila, significan que el conjunto X5, ha sido encontrado y por lo tanto
(40D es una funcién rango lineal.

El algoritmo anterior no da muchas posibilidades para la eleccién del nuevo vector; éste elige
una suma de subespacios, para tratar de anadir un vector, y, si se llega a una contradiccién, se
intenta con una interseccién de dos sumas de subespacios. Si falla cualquiera de los pasos (debido
a una contradiccién, o porque el algoritmo no determina si RN S C T), el algoritmo se da por
vencido.

El algoritmo anterior da una prueba positiva, para que los vectores sean funciones rango lineales,
la prueba para verificar que ningin punto en el rayo extremo es un funcién rango lineal, se hace,
especificando la existencia de una o dos informaciones comunes, y probando en todos los posibles
caminos (tomando combinaciones de las variables). Por ejemplo, supongamos que algin punto
v = (vs)scps) (diferente al vector 0) en el rayo extremo (que él determina) es una funcién rango
lineal, asf existen conjuntos de vectores X, Xo, X3, X4 v X5 y @ > 0 tal que H(Xg)=avg, con
S C [5], por lo tanto se sigue que

vi2345 H(S) = v H (X1, X2, X3, X4, X5) (5.45)

para todo S C [5], ademés podemos suponer que Z es la informacién comin de X7 y X, y, por lo
tanto, las siguientes igualdades se cumplen:

H(Z|X1) = H(X1),
H(Z|X2) = H(X2),
H(Z) = H(X1) + H(X2) — H(X1, X2).

Ahora, si de la desigualdades tipo Shannon (en 6 variables), més las igualdades en (548) y
de las condiciones de Z para ser la informacion comin de X; y Xs, se logra verificar que,
H(X1, X5, X3,X4,X5) < 0, entonces el tnico vector que es funcién rango lineal en el rayo ex-
tremo es el vector 0.

Si H(X1, Xe, X3, X4, X5) <0 (bajo las condiciones anteriores), obtenemos una nueva desigual-
dad rango lineal como sigue.
Supongamos que la desigualdad H (X7, X2, X3, X4, X5) < 0, es implicada de las condiciones ante-
riores. Podemos expresar cada ecuacién P = @, como dos desigualdades, P < Q y Q < P, asi la
desigualdad H (X1, X, X35, X4, X5) < 0, es implicada por una lista de desigualdades (desigualdades
tipo Shannon, las igualdades en (548) y las condiciones de informacién comtn), por lo tanto ella
puede ser escrita en la forma Y ¢ I, donde ¢; > 0 e I varia sobre la lista de desigualdades que la im-
plican. Si dividimos la lista de desigualdades en dos partes: una parte de las que provienen de (5.45))
y la otra de las que no (e.d, las desigualdades tipo Shannon y las que provienen de la informacién
comin establecida). Sea I, la desigualdad obtenida de H (X7, X, X3, X4, X5) < 0, restando las
desigualdades que provienen de (.45]). Como el vector v, satisface con igualdad las desigualdades
de (545) y no satisface que, H (X7, Xa, X3, X4, X5) < 0 (en caso contrario, v12345 = 0), entonces v,
no puede satisfacer I,,. Pero I, es una desigualdad rango lineal en la variables X7, X5, X3, X4 y
X5, ya que ella es igual a la suma de ¢;I, sobre todas las desigualdades que no vienen de (5.43)), y
todas son verdaderas cuando Z, es la informacién comun de X7 y X2. Como v, satisface todas las
desigualdades rango lineales que teniamos previamente, I,,, debe ser una nueva desigualdad, que
debe ser anadida a la lista.



Conclusiones

= Para lograr la caracterizacién de L,,, se hace necesario estudiar cada n por separado.

= El hecho de que no toda desigualdad rango lineal, sea una desigualdad de la informacién, y,
a pesar de que tengan una estrecha relacion, evidencia que los conjuntos de desigualdades,
deben ser considerados por separado.

= La existencia de informacién comun en el caso de las funciones rango lineales, es una herra-
mienta clave para obtener las nuevas desigualdades rango lineales, en cinco variables.
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Trabajo futuro

= Continuar con el estudio de £,,, el paso a seguir n = 6.

= Descubrir desigualdades rango lineales que no sean demostrables con la técnica de informacion
comin, o, demostrar que el método es completo, es decir, no existen desigualdades rango
lineales que sean demostrables sin el uso de informacién comun.
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Apéndice A: Generadores de I's N Z; N DF Z5

La siguiente lista, corresponde a 162 de los puntos generadores del conjunto I's N Zs N DF Z5,
las lista completa de los 7943 puntos, se obtiene permutando en cada vector las cinco variables.
Las entradas corresponden al orden dado en (540). Los vectores en el Apéndice A, asi, como los
conjuntos de vectores en el Apéndice B, son tomados de [I7].

ooooooo000000001111111111111111
oooo0001111111T1IT1T111111111111111
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21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
o1.
52.

1121222233323332333233333333333
1121223122323232333333323333333
1121223122323232333333333333333
1121223122323331223232322333333
1121223122323331223233323332333
1121223122323331223233323333333
1121223122323332333233323332333
1121223122323332333333323333333
1121223122323332333333333333333
1121223233323332323333333333333
1121223233333332323232333333333
1121223233333332333233333333333
1121223233333332333333323333333
1121223233333332333333333333333
1122333232333332323333333333333
3131323132323331323233323333333
3131323132323332333333333333333
1121223122323341223233423343444
1121223122323343444444444444444
2131324132424341324243423343444
2131324132424341324243424343444
2231334133424441334244423343444
2232334133434441334344423343444
2241234133423441334234424443444
2241334133424441334243423443444
2241334133424441334244424343444
2241334133424441334244424442444
2241334133424441334244424443444
22413341334244434344444444444414
22413341334244434444444444444414
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53.
54.
55.
56.
o7.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
4.
75.
76.
7.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.

2242334133434441334344424444444)
2242334233444441334344434444444)
2242434133434441334344424343444)
2242434133434441334344424443444)
2242434133434441334344424444444)
2242434233434441334344433444444)
2242434234434441334344434444444)
2242434234434442334444444444444)
2242444123434441334344423443444)
2242444133434441334344424343444)
2242444133434441334344424443444)
2242444233434441334344434443444)
2242444243434441234344434444444)
2242444243434441334344424343444)
2242444243434441334344434444444)
2242444243434442334344444444444)
2242444243434442344344434444444)
2242444243434442434344434443444)
2242444243434443444444434444444)
2242444244434442334444434444444)
22424442444344424343444344444 44
22424442444344424443444344444414
22424442444444424343444344444414
1121223233434452334344545555555
11212232334344534454555555555855
11223332334455534455555555555855

11223342334455534455555555555855
12323342334454523454555455555855
12323342344445534454555555555855
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85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.
92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.
99.
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.

12323342345455534554455555555855
12323452344445523444455455555855
12323452344445533555555555555855
1232345234444553445455544555555
12323452344445534555555555555855
1232345234544552344455544555555
1232345234545452345445544555555
12323452345454534554555455555855
1232345234545552345445544555555
12323452345455534554555455555855
12323453455455534455555455555855
1232345345555553445455544555555
12323453455555534554555455555855
2232344234444553555555555555555
2232344244544553455555555555555
2232344244545553555555555555555
2232445244535553545555545555555
2232445244545453445555545555555
2232445355555553445555545555555
2232445355555553445555555555555
2232445355555553545455545555555
2242444354545553545455545555555
2232445244546662445465646566666
2242446244545564666666666666666
2242446244645562445465645666666
2242446244646562446455645566666
2242446244646562446456645565666
2242446244646562446465645665666
2242446244646662446465645565666
2242446244646662446465646565666
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117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.
126.
127.
128.
129.
130.
131.
132.
133.
134.
135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.
143.
144.
145.
146.
147.
148.

2242446466666664656566656666666
3242445244545662546466646666666
3242445254646662546455646666666
3242546254546662545466646666666
3242546254646662546465645565666
3252546254645662545466646565666
3352446245645662556466645665666
3352456245645662556466645565666
3353556244656662556566645565666
3362556144636664556666656666666
3362556255636661446365636564666
3362556255646661446365635664666
3362556255646661446366636564666
3363656254646662546566645566666
3363666244646662556566646565666
3363666244656662556566646665666
3363666365656663656566646666666
1233455345567 774567777TTTTTTTTTT
2242445244646673557566757T7TTTTTT
2242445355756673557566757T7TTTTTYT
2242445355757 773557566767677777
2242445355757 773557566767776777
2242446355757 773557566767776777
2243445355767 77T46667T7TTTTTTTTT0T
224355635565 7773556576757677777
224355735575 7673557576767677777
224355735575 7773556566767677777
2243557355757 T773557676767677777
2243557355757 T77T46677T7TT7T7T56677777
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149. (2353557355756 773567567766777777

150. (2353557355 7577735565667677T77777

151. (235355735575 7773567667766777777

152. (2353557355767773566667766777777

153. 3363666475767 7T7475767776T7TTTTTTT

154.

156. (4463668366868883678678867887888

157. (4482668266848882668487848785888
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160. 3474769478888995779799999999999

161.

(
(
(
(
(
(
155. (4363668366858883768687867787888
(
(
(
(
(
(4473771037710610101037 7106881069910 8 10 10 10)
(

162. (347478114789891011588 1181111119911 11111111 11)



Apéndice B: Los conjuntos de vectores

Generador 1.

Generador 2.

Generador 3.

Generador 4.

X1 = {0}
Xy = {0}
X3 = {0};
Xy = {0}
X5 = {1};
X, = {0}
X, = {0}
X3 = {0}
Xy ={1}
X5 ={1}
X; = {0}
X, = {0}
X3 ={1}
Xy ={1}
X5 = {1}
X, ={0}
Xo = {1}
X3 ={1}
Xy ={1}
X5 = {1}

66

Generador 5.

X1 ={1}
Xo = {1}
X3 = {1}
Xy ={1}
X5 = {1}

Generador 6.

Generador 7.

X1 ={(0,0,0,0)}
Xz ={(1,0,0,0); (
X3 ={(0,0,1,0); (
Xa = {(1,0,1,0); (
X5 ={(1,1,0,1); (
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Generador 9. Generador 14.

Generador 10. Generador 15. (Se multiplica por 2)

X1 = {(1,0,0,0); (0, 1,0,0); (0,0, 1,0); (0,0,0,1)}
X1 ={(1,0)} Xs = {(1,0,0,0); (0,1,0,0)}
X2 ={(0, 1)} X5 = {(0,0,1,0); (0,0,0,1)}
X5 ={(1, 1)} X, = {(1,0,1,0); (0,1,0,1)}
Xa={0L1} Xs = {(1,1,0,1); (0,1, 1,0)
X5 ={(0,1)}

Generador 16.
Generador 11.

Generador 17.

Generador 12. (Se multiplica por 2) X, ={(0,0,0)}
X2 ={(1,0,0
Xy = {(1,0,0,0); (0,1,0,0)} 2 ={(1,0,0)}
X3 ={(0,1,0)}
Xy = {(0 0,1 O) (0,0,0,1)}
X, ={(0,0,1)}
Xs ={(1,1,1)}
X5 = {(1 1 0 1) (0,1,1,0)} Generador 18.
Generador 13. (Se multiplica por 3) X1 =1{(0,0,0)}
X2 ={(1,0,0)}
X1 ={(1,0,0,0,0,0); (0, 1,0,0,0,0); X5 = {(0,1,0)}
(0,0,1,0,0,0)} X, = {(0,0,1)}
X2 :{(070507 15070)3 (07050705 170)7 X5 = {(1 1 O) (1 O 1)}
0,0,0,0,0,1
(0,0,0,0,0, ) Generador 19.
X5 ={(1,0,0,1,0,0);(0,1,0,0,1,0);
(07071707071)} X1 = {(07070)}
X4 ={(1,0,0,1,1,0);(0,1,0,0,1,1); Xo ={(1,0,0)}
(07051715070)} X3:{(05170)}
X5 ={(1,0,0,0,0,1); (0,1,0,1,0,1); X4 = {(0,0,1)}
(0,0,1,1,1,-1)} X5 = {(1,1,1)}
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Generador 20. Generador 26. (Se multiplica por 2)
X = {(1,0,0)} {(1 0,0,0,0,0); (O, 1,0,0,0,0)}
XQZ{(].,O,O)} {(0 0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0,0)}
X3:{(071’0)} {(O 0’0705 170);(0705070507 1)}
X4 ={(0,0,1)} X4 —{(1 0,1,0,1,0);(0,1,0,1,0,1)}
X5 {(1,1 O),(l 0, 1)} {(1 0,1,1,0,1);(1,1,0,1,1,0)}
Generador 21. Generador 27.
X1 = {(17070)} X1 = {(17070)}
X2 = {(07 150)} X2 = {(Oa 170)}
X3 = {(17 150)} X3 = {(0507 1)}
Xy ={(1,1,0);(0,0,1)} Xy ={(1,1,1)}
X5 = {(1, 1,0), (1,0, 1)} X5 {(1 1,0); (0,0 1)}
Generador 22. Generador 28. (Se multiplica por 2)
X1 ={(1,0,0)} ={(1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0)}
X2 ={(0,1,0)} ={(0,0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0,0)}
X3 = {(0,0, 1)} {(0 0,0,0,1,0); (0,0,0,0,0 1)}
X4={(O,1,1)} X4 —{(1 0,1,0,1, 0),(0,1,0,1,0 1)}
X5 ={(1,1,0);(0,1,1)} X5 ={(1,1,0,1,0,0);(0,1,1,0,0,0);
Generador 23. (Se multiplica por 2) (1,0,1,0,1,0);(0,1,0,1,0,1)}
X1 ={(1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0)} Generador 29.
X, ={(0,0,1,0,0,0); (0,0,0,1,0,0)} X; = {(1,0,0)}
X3 ={(0,0,0,0,1,0); (0,0,0,0,0,1)} X, ={(0,1,0)}
X4 ={(0,0,1,0,1,0);(0,0,0,1,0,1)} X5 =1{(0,0,1)}
X5 ={(1,0,1,0,0,0);(0,1,0,1,0,0); X, ={(1,1,1)}
(0,0,1,1,0,1);(0,0,0,1,1,0)} X5 = {(1,1,0);(1,0,1)}
Generador 24. Generador 30.
X1 ={(1,0,0)} X, ={(1,0,0)}
X2 ={(0,1,0)} X, ={(0,1,0)}
X3 = {(0705 1)} X3 = {(0507 1)}
X4={(1,1,1)} X4={(1,1,0);(0,0,1)}
X5 = {(0,1,1)} X5={(0,1,0),(1,0,1)}
Generador 25. (Se multiplica por 2) Generador 31.
={(1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0)} X; = {(1,0,0)}
={(0,0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0,0)} Xo ={(0,1,0)}
={(0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,1)} X5 =1{(0,0,1)}
X4 _{(o 0,1,0,1,0);(0,0,0,1,0,1)} X4 = {(1,1,0);(1,0,1)}
={(1,1,1,1,0,1);(0,1,0,1,1,0)} X5 = {(0,1,0);(0,0,1)}
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Generador 32. Generador 38.
X1 =1{(1,0,0)} X1 ={(1,0,0,0)}
X2 ={(0,1,0)} X5 =1{(0,1,0,0)}
X3 ={(0,0,1)} X35 =1{(0,0,1,0)}
X4:{(17170);(17071)} X4:{(070a071)}
X5:{(171a0)7(0a071)} X5:{(1,1,1,1)}
Generador 33 Generador 39
Xl = {(1,0,0)} Xl — (17070,0)}
X2 ={(0,1,0)} X2 = {(0,1,0,0)}
X3 =1{(0,0,1)} = {(0,0,1,0)}
Xy ={(1,1,0);(1,0,1)} X ={(0,0,0,1)}
X5 ={(1,1,0); (1,0, 1)} X5 = {(1,1,0,0): (1,0,1,0): (1,0,0,1)}
Generador 34.(Se multiplica por 2) Generador 40.
X1 ={(1,0,0,0,0, O) (0,1,0,0,0,0)} X, {(1 0,0,0): (0,1,0,0)}
1 1 ) 3
% 00001000000 X (0.00.0)
4__{f 6 6 6 i 0 ),é 1,0,0,0,1 ) X ={(L0.L, 1}
(7 s Uy Uy Ly )(7 s Uy Uy Uy )} X {(0,171,1)}
X5 {(151705170 0)7(05171507050);
(1,1,0,0,0,1);(0,1,0,0,1,0)} Generador 41.(Se multiplica por 2)
Generador 35. X ={(1,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0)
X, = {(1,0,0)} (0,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0,0)}
Xs = {(0,1,0)} X, ={(0,0,0,0,1,0,0,0); (0,0,0,0,0,1,0,0) }
X {(171 0)’(0 0 1)} X3 :{(0507050705070 1)7(050705070705051)}
X {(07170)’(1 0 1)} X4 :{(150705071507150)7(051705070715051)}
— {(0,1,0); (0,0, 1)} X5 ={(0,0,1,0,1,1,0,1);(0,0,0,1,0,1,1,0)}

Generador 36.

X1 ={(1,
= {1,
= {(
= {(
= {(

1 O 0

0,0,1

Generador 37.

Xl—{

(1,
={(,
= {(
= {(0,
={(

1,0,0); (0,1,0); (0,0,1)}
,0)}
0,1,0)}
1)}
)

1,1,1);(0,1,1)}

Generador 42.

X7 ={(1,0,0,0); (0,1,0,0)}

X5 ={(1,0,0,0); (0,0,1,0)}
= {(0,0,0,1)}

X ={(0,1,1,1)}

X5 ={(1,1,1,1)}

Generador 43.

{(1,0,0,0);(0,1,0,0)}
{(1,0,0,0); (0,0,1,0)}
{(1,0,0,0); (0,0,0,1)}
{( )
{( )

0,1,1,1

}
1,1,1,1)}
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Generador 44.

X; ={(1,0,0,0); (0,1,0,0)}

X, = {(1,0,0,0); (0,0,0,1)}

X3 ={(1,0,0,0)}

X, ={(0,1,1,0)}

X5 ={(1,1,0,1)}
={(1,0,0,0); (0,1,0,0)}
={(0,0,1,0); (0,0,0,1)}

5 =1{(1,0,1,0)}
{(0,1,0,1)}
{(1,0,0,1)}

={(1,0,0,0);(0,1,0,0)}
={(0,0,1,0);(0,0,0,1)}
3 =1{(1,0,1,0)}
{(0,1,0,1)}
= {(0, 1,1,1)}

X1 = {(1,0,0,0); (0,1,0,0)}

X, = {(0,0,1,0);(0,0,0,1)}

X3 ={(1,0,1,0)}
={(0,1,0,1)}

X ={(1,1,1,1)}

Generador 48.(Se multiplica por 2)

Generador 50.

X1 =1{(1,0,0,0);(0,1,0,0)}

X2 ={(0,0,1,0);(0,0,0,1)}

X5 ={(1,0,1,0)}

X, ={(0,1,0,1)}

X5 ={(1,0,0,0);(0,0,0,1);(0,1,1,0)}

Generador 51.

{(1,0,0,0);(0,1,0,0)}
{(0,0,1,0); (0,0,0,1)}
{(1,0,0,0); (0,0,1,0)}
{( )
{( )

0,1,0,1

}
1,0,1,1)}

Generador 52.

1,0,0,0
0,0,1,0

{( 1(0,1,0,0)}
{(
{(1,0,0,0);
{(
{(

:(0,0,0,1)}
(0,0,1,0)}

— — — —

0,1,0,1)}
]"17]"1)}

Generador 53.(Se multiplica por 2)
X1 ={(1,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0)

Xo

X3

(0,0,1,0,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0,0,0)}

={(0,0,0,0,1,0,0,0); (0,0,0,0,0,1,0,0)

(0,0,0,0,0,0,1,0); (0,0,0,0,0,0,0,1)}

={(1,0,0,0,1,0,0,0);(0,1,0,0,0,1,0,0)

(0,0,0,0,1,0,0,0); (0,0,0,0,0,1,0,0)}

X4 ={(0,0,1,0,0,0,1,0); (0,0,0,1,0,0,0,1)}

X5

={(1,0,1,1,1,0,0,1); (0,1,0,1,0,1,1,0)}
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X1

={(1,0,0,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0,0,0)

(0,0,1,0,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0,0,0)}

X> ={(0,0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0,0)

X3

X5

(0,0,0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,0,1)}

={(1,0,0,0,1,0,0,0); (0,1,0,0,0,1,0,0)}
X4 ={(0,0,1,0,0,0,1,0);(0,0,0,1,0,0,0,1)}
:{(170’ 1705 17 ]‘507 1); (07 ]‘507 ]"O’ 1’ 170)}

Generador 49.

X1:{ 1,0,0,0); (0,1,0,0)}

(1,0,0,0)
(0,0,1,0); (0,0,0,1)}
(1,0,1,0)}
(0,1,0,1)}
( )

{
{
{
{

1,1,0 0);(0,0,1,0); (0,0,0,1)}

Generador 54.

{(
{(
{(
{(
{(

Generador 55.

{(
{(
{(
{(
{(

1,0,0,0);
0,0,1,0);

); (0,1,0,0

)
1,0,0,0);

);

)

0,0,0,1
0,0,1,0

)}
)}
)}
0,0,0,1)}

~ o~~~

0,1,0,0
1,1,1,1

L1, 1)}
1,0,0,0); (0,1,0,0)}
0,0,1,0);(0,0,0,1)}
0,0,0,1);(0,1,1,0)}
1,0,1,0)

)

}
1,0,1,1)}



Apéndice B: Los conjuntos de vectores

71

Generador 56.

X1 = {(1,0,0,0);(0,1,0,0)}

X, ={(0,0,1,0); (0,0,0,1)}

X5 ={(0,0,1,0); (1,0,0,1)}
={(0,1,0,1)}

X ={(1,1,1,2)}

Generador 57.

X1 ={(1,0,0,0);(0,1,0,0)}
={(0,0,1,0);(0,0,0,1)}
={(0,0,1,0);(1,0,0,1)}

X4 ={(0,1,0,1)}

X; ={(1,1,1,1)}

Generador 58

X1 ={(1,0,0,0);(0,1,0,0)}

X2 ={(0,0,1,0);(0,0,0,1)}

X5 ={(0,0,1,0); (1,0,0,1)}
={(0,1,0,0);(0,0,1,0)}

X5 ={(1,1,1,0)}

Generador 59

X1 ={(1,0,0,0);(0,1,0,0)}
={(0,0,1,0);(0,0,0,1)}
={(0,0,1,0);(1,0,0,1)}

X ={(0,1,0,1);(1,0,1,1)}

X; ={(1,1,1,0)}

Generador 60.

{(1,0,0,0); (0,1,0,0)
{(0,0,1,0); (0,0,0,1)
{(0,0,1,0); (1,0,0,1)
{( ); ( )
{( );) 1

0,1,0,0); (1,0,1,1
]"17070 ; (070707

}
}
}
}
)}

Generador 61.

X; ={(1,0,0,0); (0,1,0,0)}
={(0,0,1,0); (0,0,0,1)}

X ={(1,0,1,0); (0,1,0,1)}

X4 ={(1,0,0,0)}

X5 ={(1,1,0,1)}

Generador 62.(Se multiplica por 2)
X1 ={(1,0,0,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0,0,0)

Xo

X3

(0,0,1,0,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0,0,0)}

={(0,0,0,0,1,0,0,0); (0,0,0,0,0,1,0,0)

(0,0,0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,0,1)}

={(1,1,0,0,1,0,0,0);(1,2,0,0,0,1,1,1)

(0,0,1,0,0,1,0,0); (0,0,0,1,0,0,1,0)}

X4 ={(1,0,0,0,1,0,0,0); (0,1,0,0,0,1,0,0)}

X5

={(1,0,0,0,0,0,1,0);(0,1,0,0,0,0,0,1)}

Generador 63.

{(1,0,0,0); (0,1,0,0)}
{(0,0,1,0); (0,0,0,1)}
{(1,0,1,0); (0,1,0,1)}
{( )
{( )

1,0,0,1
0,1,1,0

}
}

Generador 64.

1,0,0,0);
0,0,1,0);

{( );(0,1,0,0
{( )
{(1,0,1,0);
{( )
{( )

)}
0,0,0,1)}
0,1,0,1)}
0,0,1,0)}

o~~~ o~

1,0,0,0);
0,1,1,1)}

Generador 65.

1,0,0,0);
0,0,1,0);

{( );(0,1,0,0
{( )
{(1,0,1,0);
{( )
{( )

0,0,0,1
0,1,0,1
1,0,1,0

~ o~ o~ o~

)}
)}
)}
)}

0,0,0,1);
1,1,0,0)}

Generador 66.

1,0,0,0);
0,0,1,0);

{( );(0,1,0,0
{( )
{(1,0,1,0);
{( )
{( )

0,0,0,1
0,1,0,1
1,0,1,0

)}
)}
)}
)}

~ o~~~

0,0,0,1);
1,0,1,1)}

Generador 67.

><

1,0,0,0);
0,0,1,0);

={( );(0,1,0,0
={( )
={(1,0,1,0);
={( )
={( )

0,0,0,1
0,1,0,1
1,0,1,0

~ o~ o~ o~

)}
)}
)}
0,0,0,1); )}
0,1,1,0)}
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Generador 68.

X1 = {(1,0,0,0);(0,1,0,0
X, ={(0,0,1,0); (0,0,0,1
X5 ={(1,0,1,0); (0,1,0,1

— {(0,0,1,1); (0,1,0,1
)( ={(1,0,0,0);(0,0,1,0

X, ={(1,0,0,0); (0,1,0,0
X, = {(1,0,0,0);(0,1,0,0

={(0,0,1,0);(0,0,0,1
)( ={(1,0,0,0); (0,0,0,1
X5 ={(0,0,0,1);(1,1,1,0

0,0,0,1);(1,0,1,0
0,0,0,1);(1,1,1,0

Generador 71.

><

= {(1,0,0,0); (0, 1,0,0)
= {(0,0,1,0); (0,0,0,1)
={(1,0,1,0); (0,1,0,1)
={( )i ( )
={( )i ( )

}
}
}
0,0,0,1); (1,0,1,0)}

0,0,0,1);(1,1,0,0);(1,0,1,0)}

Generador 72.

X1 = {(1,0,0,0);(0,1,0,0
X, ={(0,0,1,0); (0,0,0,1
X5 ={(1,0,1,0); (0,1,0,1
X, = {(1,0,0,1);(0,1,1,0
X5 = {(1,0,0,0);(0,0,0, 1

X1 = {(1,0,0,0);(0,1,0,0
Xs = {(1,0,1,0);(0,1,0, 1

={(0,0,1,0);(0,0,0,1
)( ={(0,0,1,0);(1,0,0,1
X5 = {(0,0,1,0);(0,1,0,1

— — ~— ~— —

~— — ~— — —

= {(1,0,0,0);(0,1,0,0
={(0,0,1,0); (0,1,0,0
={(1,0,1,0); (0,1,0,1
= {(0, ); (
= {(0, ); (

— — ~— — —

Generador 74.(Se multiplica por 2)

X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0)
(0,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0,0)}
X, ={(0,0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0,0)
(0,0,0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,0,1)}
X5 ={(1,0,0,0,1,0,0,0);(0,1,0,0,0,1,0,0)
(0,0,1,0,0,0,1,0);(0,0,0,1,0,0,0,1)}
X, ={(1,0,0,0,1,0,0,0);(0,1,0,0,0,1,0,0)
(1,0,1,0,0,0,0,1);(0,0,1,1,0,0,1,0)}
X5 ={(1,0,0,0,1,0,0,0);(0,1,0,0,0,1,0,0)
(1,0,1,0,0,0,0,1);(0,0,1,1,0,0,1,0)}

Generador 75.

X1

Generador 76.

X1

Generador 77.

X, = {(1,0,0,0,0
= {(0,1,0,0,0
= {(0,0,1,0,0

)f = {(

X5 ={(1,

Generador 78.

X; ={(1,0,0,0,0
={(0,1,0,0,0

)( ={(1,1,0,0,0

Xy ={(

Xs ={(1,

)
)
)
)
)

)
)
)
)
)

={(1,0,0,0); (0,1,0,0
= {(0,0,1,0);(0,0,0, 1
={(1,0,1,0);

={(0,1,1,1);(1,0,0,1
={(0,0,1,0);(0,1,0,1

={(1,0,0,0,0
={(0,1,0,0,0
={(0,0,1,0,0
={(0,0,0,1,0); (0,0,0,0,1)}
={(1,1,0,1,0); (1,0,1,0,1)}

}
}
}

0,0,0,1,0);(0,0,0,0,1)}
1,1,1,0,0); (1,0,0,1,0); (0,1,0,0,1)}

}
}
}

0,0,0,1,0);(0,0,0,0,1)}
1,0,1,0,0); (1,0,0,1,0); (0,1,0,0,1)}
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Generador 79. Generador 85.
:{(10000)} X1 ={(1,0,0,0,0)}
~ {(0,1,0,0,0)} Xz = {(0,1,0,0,0); (0,0,1,0,0)}
={(0,0,1,0,0);(0,0,0,1,0)} X5 ={(0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0)}
:{(1’17]"0 0)7(0705070’1)} X {(1 0’17]‘50)7 (O O O O 1)}
:{(0,170,170),(071,0,0,1)} X5 {(1 1,0,0 0)7(0 0, 0,170),(0,0,1,0,1)}
Generador 80. Generador 86.
X1 ={(1,0,0,0,0)} ={(10000)}
={(0,1,0,0,0)} ={(0,1,0,0,0); (0,0,1,0,0)}
={(0,0,1,0,0); (0,0,0,1,0)} ={(0,0,0,1,0); (0,0,0,0,1)}
X =1{(1,1,1,0,0);(0,0,0,0,1)} ={(1,1,0,0,0);(1,0,0,1,0)}
X5 ={(1,0,0,1,0);(0,1,1,0,0); (0,1,0,0,1) } ={(1,0,1,0,0);(1,0,0,0,1)}
Generador 81. Generador 87.
:{(10000)} X1 ={(1,0,0,0,0)}
={(0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0)} X2 ={(0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0)}
={(0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0)} X5 ={(0,0,0,1,0);(0,0,0,0,1)}
={(0,0,1,0,0);(0,0,0,0,1)} X, =1{(1,1,0,0,0);(1,0,0,1,0)}
={(1,0,1,1,0);(1,1,0,0,1)} X5 =1{(1,0,0,0,0);(0,1,0,0,1);(0,0,1,1,0)}
Generador 82. Generador 88.
X1 ={(1,0,0,0,0)} X1 ={(1,0,0,0,0)}
={(0,1,0,0,0); (0,0,1,0,0)} ={(0,1,0,0,0); (0,0,1,0,0)}
={(0,1,0,0,0); (0,0,0,1,0)} ={(0,0,0,1,0); (0,0,0,0,1)}
X ={(1,1,0,0,0);(0,0,0,0,1)} X ={(1,1,0,0,0);(1,0,0,1,0)}
X5 ={(0,1,0,0,0);(1,0,1,1,0); (0,0,0,1,1)} X5 ={(0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0); (1,0,1,0,1)}

Generador 83.

X1 =A{(,
X2 ={(0,
X5 ={(0,
Xy =A(
X5 ={(
Generador 84.
Xp={(1,
={(
={(
X ={(
Xs ={(1,

1,0,0,0,0)}

0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0)}
0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0)}
1,0,1,1,0); (0,0,0,0,1)}
1,1,0,0,0); (0,0,1,1,1)}

1,0,0,0,0)}

0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0)}
0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0)}
1,0,1,1,0);(0,0,0,0,1)}
1,1,0,0,0);(0,1,1,0,1)}

Generador 89.

={(1,0,0,0,0)}
={(0,1,0,0,0); (0,0,1,0,0
={(0,0,0,1,0); (0,0,0,0, 1
= {( ):(1,0,0,1,0
= {( )

1,0,0,0,1

}
}
1,1,0,0,0); }
1,0,1,0,0);

AA/—\A
— = — —

Generador 90.

X, ={(1,0,0,0,0)}
={(0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0)}
={(0,0,0,1,0);(0,0,0,0,1)}

X ={(1,0,0,1,0); (0,1,0,0,1)}

X5 ={(1,0,1,0,0); (0,1,0,1,1)}

7(07170515_

D}
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Generador 91.

{(1,0,0,0,0)}

{(0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0)}
{(0,0,0,1,0);(0,0,0,0,1)}
{( )i ( )}
{(1, )i ( )}

0,1,0,1,0);(0,0,1,0,1
1,0,0,1,0); (1,0,1,0, 1

Generador 92.

X, = {(1,0,0,0,0)}
={(0,1,0,0,0); (0,0,1,0,0)}
={(0,0,0,1,0);(0,0,0,0,1)}

)( ={(0,1,0,1,0); (0,0,1,0,1)}

X5 ={(1,1,0,0,0);(0,0,0,0,1); (0,1,1,1,1)}

Generador 93.

{(1,0,0,0,0)}

{(0,1,0,0,0); (0,0,1,0,0)}
{(0,0,0,1,0); (0,0,0,0,1)}
{( )i ( )}
{(1, )i ( )}

0,1,0,1,0);(1,0,1,0,1
1,0,0,1,1);(0,1,2,0,1

Generador 94.

X, ={(1,0,0,0,0)}
={(0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0)}
={(0,0,0,1,0);(0,0,0,0,1)}

)( ={(0,1,0,1,0);(1,0,1,0,1)}

X5 ={(1,1,0,0,0);(0,0,0,0,1); (1,1,1,1,1)}

Generador 95.

{(1,0,0,0,0)}

{(0,1,0,0,0); (0,0, 1,0,0)
{(0,0,0,1,0); (0,0,0,0,1)
{( )i ( )
{( )i ( )

}
}

Generador 96.

X, = {(1,0,0,0,0)}
={(0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0)}
={(0,0,0,1,0);(0,0,0,0,1)}

)( ={(1,1,0,0,0); (1,0,0,1,0); (0,0,1,0,1)}

X5 ={(0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0); (1,0,1,0,1)}

1,1,0,0,0);(0,0,0,1,0); (0,0,1,0,1)}
0517]‘5070 ; 171707170 7(070717071)}

Generador 97.

={(1,0,0,0,0)}
={(0,1,0,0,0); (0,0,1,0,0
={(0,0,0,1,0); (0,0,0,0, 1
= {( ) (1,0,0,1,0);
= {( )

0,0,0,1,1);

}
}
1,1,0,0,0);
1,0,1,0,0);

AA/_\/_\
— = — =

Generador 98.

={(1,0,0,0,0); (0,1,0,0,0)
={(1,0,0,0,0); (0,0, 1,0,0)
={(0,1,0,0,0); (0,0,0,1,0)
= {( )i ( )
= {( )i ( )

><><

}
}
}
1,1,0,0,0); (0,0,0,0,1)}

Generador 99.

= {(1,0,0,0,0); (0,1,0,0,0)}
={(1,0,0,0,0); (0,0,1,0,0)}
={(0,1,0,0,0); (0,0,0,1,0)}
={(1,1,0,1,0); (0,0,0,0,1)}
={(1, )i ( )

Generador 100.

X, ={(1,0,0,0,0); (0,1,0,0,0)}
X, = {(1,0,0,0,0);(0,0,1,0,0)}
= {(0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0)}
)( ={(0,0,1,1,0); (0,0,0,0,1)}
X5 ={(0,1,1,0,0); (1,1,0,1,0); (1,0,0,1,1)}

Generador 101.

= {(1,0,0,0,0); (0,1,0,0,0)}
={(1,0,0,0,0); (0,0,1,0,0)}
={(0,0,0,1,0); (0,0,0,0,1)}
={(0,0,0,1,0); (0,1,1,0,1)}
= {( )i ( )

0,0,1,0,0); (0,1,0,0,1); (1,0,0,1,1)}

Generador 102.

X, = {(1,0,0,0,0); (0,1,0,0,0)}

X, = {(1,0,0,0,0);(0,0,1,0,0)}
={(0,0,0,1,0);(0,0,0,0,1)}

)( ={(1,0,0,1,0); (0,0,1,0,1)}

X5 = {(1,0,0,0,0); (0,1,0,1,1); (0,0,1,0,1)}

) (07 O’ 1’ 07 1)}
3 (07 ]" O’ 07 1)}

0,1,1,0,0);(1,1,0,1,0):(1,0,0,0,1)}

1,1,0,0,0);(0,0,1,1,0); (0,1,0,1,1)}
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Generador 103.

)(1:= {(1,0,0,0,0); (0,1,0,0,0)
(1,0,0,0,0); (0,0,1,0,0)
(0,0,0,1,0); (0,0,0,0,1)
( )i ( )

)i ( )

}
}
}

0517]"070; 1705071507(051707071)}
(1,0,0,0,0); (0,1,0,0,1); (0,1,1,1,0)}

{
{
{
{

Generador 104.

1,0,0,0,0); (0,1,0,0,0
{(1,0,0,0,0); (0,0,1,0,0

X1:{ )i ( )
)i ( )
{(0,0,0,1,0);(0,0,0,0,1)
)i ( )
)i ( )

}
}
}

—~ o~ o~ o~

{(0,1,1,0,0);(1,0,0,1,0); (0,1,0,0,1)}
Xy_ﬂLaaao;mLalemLLmn}

Generador 105.

X1 = {(1,0,0,0,0);(0,1,0,0,0)}

X, = {(1,0,0,0,0);(0,0,1,0,0)}

X5 = {(0,0,0,1,0); (0,0,0,0,1)}

X, = {(0,1,1,0,0); (1,0,0,1,0); (0,1,0,0,1)}
X5 = {(1,0,1,0,0); (0,0,0,1,—1); (0,1,2,0, —1

Generador 106.

X, = {(1,0,1,0,0); (0,1,0,1,0)}
X, ={(1,0,0,0,0); (0,1,0,0,0)}
X5 = {(0,0,1,0,0); (0,0,0,1,0)}
X, = {(1,0,0,0,0); (0,0,0,1,0); (0,0,0,0,1)}
X5 = {(1,0,0,0,0); (0,0,0,1,0); (0,1,1,0,1)}

Generador 107.

X; = {(1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0)}
X, ={(1,0,0,0,0,0); (0,0,1,0,0,0)}
X5 ={(0,0,0,1,0,0); (0,0,0,0,1,0)}

={(0,1,1,1,0,0); (0,0,0,0,0,1)}
)( ={(1,0,1,0,1,0);(0,0,1,0,0,1)}

Generador 108.

)(1:= {(1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0)}
(1,0,0,0,0,0); (0,0,1,0,0,0)}
(0,0,0,0,1,0); (0,0,0,0,0,1)}
( )}
( )

1,0,1,0,0,0);(1,0,0,0,1,0
1,0,0,1,0,0); (0,1,1,0,0,0
(1,0,0,0,0,1);(0,1,0,0,1,1)}

{
{
{
{

Generador 109.

X3
Xy
X3
Xy

={(,
= {(
= {(
={(,
={(

1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0)}
0,0,1,0,0,0); (0,0,0,1,0,0)}
0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,1)}
1,0,0,0,1,0); (0,0,1,0,0,1)}
0,1,0,1,0,0); (0,1,1,0,1,1)}

Generador 110.

><

={(1,
= {(
= {(
= {(
={(1,

1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0)}
0,0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0,0)}
0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,1)}
0,0,0,1,0,1);(0,1,1,0,1,1)}
1,0,0,0,1,0);(0,0,1,0,0,1)}

Generador 111.

><

={(,
= {(
= {(
={(
={(

1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0)}
1,1,0,1,0,1);(1,1,1,1,1,0)}
0,0,1,0,0,0); (0,0,0,1,0,0)}
0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,1)}
1,0,1,0,0,0); (1,0,0,0,1,0)}

Generador 112.

><

={(1,
= {(
= {(
= {(
= {(

1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0)}
0,0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0,0)}
0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,1)}
0,0,1,0,1,0);(1,0,0,1,0,1)}
0,0,1,0,0,1);(1,1,0,1,1,0)}

Generador 113.

={(,
= {(
= {(
={(
={(

1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0)}
0,0,1,0,0,0); (0,0,0,1,0,0)}
0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,1)}
0,1,1,0,1,0);(1,0,1,1,0,1)}
0,0,1,0,1,0);(1,0,0,1,0,1)}

Generador 114.

><

={(1,
= {(
= {(
={(1,
= {(

1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0)}
0,0,1,0,0,0);(0,0,0,1,0,0)}
0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,1)}
1,0,1,1,0,1);(0,1,0,1,1,0)}
0,0,1,0,1,0);(1,0,0,1,0,1)}
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Generador 115.(Se multiplica por 2)

X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0);
(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0);
(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)}

X, ={(0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0)}

X5 ={(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0);
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,01,0);
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1)}

X, ={(1,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0);
(0,1,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0);
(0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1,0);
(0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1)}

X5 ={(1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,—1,1);

(0,1,0,0,0,1,0,0,1,1,1,—1);

(-1,1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0);

(1,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1)}

Generador 116.

X; = {(1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0)}
X, ={(0,0,1,0,0,0); (0,0,0,1,0,0)}

= {(0,0,0,0,1,0); (0,0,0,0,0,1)}
X ={(1,0,1,0,1,0);(0,1,0,1,0,1)}
X5 ={(0,0,1,0,1,0); (1,0,0,1,0,1);

(0,0,0,0,1,1);(0,1,0,1,0,1)}
Generador 117.

1,0,0,0,0,0);

{( :(0,1,0,0,0,0
X, ={(0,0,1,0,0,0
{(

:(0,0,0,1,0,0
0,0,0,0,1,0); (0,0,0,0,0,1

( }

( }

0, }
X4 ={(1,0,1,0,0,0); (0,1,0,1,0,0);

0

0,

1

— = = =

(1,0,0,0,1,0);(0,1,0,0,0,1)}
X5 ={(0,0,1,0,0,0);: (0,1,0,1,0,0);

(0,0,0,0,1,0); (1,1,0,0,0,1)}

Generador 118.

X, ={(1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0)
(0,0,1,0,0,0)}

X2 ={(1,0,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0
={(0,1,0,0,0,0); (0,0,0,0,1,0

X4 _{(0 0,1,0,0,0); (0,0,0,0,0, 1

( )i (

)}
)}
)}
={(1,0,1,1,1,0); (0,1,0,1,0,1)}

Generador 119.

X, ={(1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X2 ={(1,0,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0)}
={(0,1,0,0,0,0);(0,0,0,0,1,0)}

X4 _{(0 0,1,1,1,0);(0,0,0,0,0,1)}
={(1,2,0,0,—1,0);(0,1,1,0,0,1)}

Generador 120.

X1 ={(1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X2 ={(1,0,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0
={(0,0,0,0,1,0); (0,0,0,0,0, 1

X4 _{(0,1,0,1,0 0);(0,0,1,0,1,0
( ); (1,

}
}
}
={(0,0,1,1,0,0); (1,1,0,0,0,1)}

Generador 121.

X, ={(1,0,0,1,0,0); (0,0,0,0,1,0);
(0,1,1,0,0,1)}

X2 ={(0,0,0,0,1,0);
={(1,0,0,0,0,0);

X4 _{(0 0,1,0,0,0);
={(1,0,1,0,0,0);

0,0,0,0,0, 1
0,1,0,0,0,0
0,0,0,1,0,0
1,0,0,0,1,0

)

)

)

~ o~

)}
)}
)}
; )}

Generador 122.

X, ={(1,0,1,0,0,0); (1,0,0,0,1,0);
(0,0,0,1,0,1)}

X2 ={(1,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0
={(0,0,1,0,0,0); (0,0,0,1,0,0

X4 _{(0 0,0,0,1,0); (0,0,0,0,0, 1
={(0,1,0,0,1,0); (0,1,0,1,0, 1
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Generador 123.

X1 ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X2 ={(1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0);
(0,0,0,0,1,0)}

X5 ={(1,0,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1)}

X4 —{(O, 1,0,0,0,0);(0,0,1,1,0,1)}
={(0,1,1,0,1,0);(1,0,1,1,0,1)}

Generador 124.

X1 ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X2 ={(1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0);
(0,0,0,0,1,0)}

X3 ={(1,1,0,0,0,0);(0,0,1,1,0,1)}

X4 —{(O 1,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1)}
={(1,1,0,1,1,0);(1,1,0,0,0,1)}

Generador 125.

X1 ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X2 ={(1,0,0,0,0,0);(0,0,0,0,1,0);
(0,0,1,1,0,1)}

X5 ={(0,1,0,0,0,0);(0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,1)}

X, ={(1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0)}

X5 ={(1,1,0,1,0,0);(0,0,0,1,1,0)}

Generador 126.

X1 ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X, ={(0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(1,0,0,1,0,0);(0,1,0,0,1,0)}

X, ={(0,0,1,0,0,1)}

X5 ={(1,0,2,0,0,0)
(0,0,0,1,0,1);(0,0,0,1,1,0)}

) (07 _17 1707070)7

Generador 127.

X; ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X2 ={(0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(1,0,0,1,0,0);(0,1,0,0,1,0)}

X4 _{(1 0,0,1,0,0);(0,0,1,0,0,1)}

={(1,0,0,0,1,1)}

Generador 128.

X; ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X2 ={(0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(1,0,0,1,0,0);(0,1,0,0,1,0)}

X4 _{(0,1,1,0,0,1);(1,1,0,0,1,1)}

={(1,0,0,0,0,1)}

Generador 129.

X1 ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X2 ={(0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,1)}

X3 ={(1,0,0,1,0,0);(0,1,0,0,1,0)}

X4 —{(O 0,1,1,0,1);(0,1,1,0,1,1)}
={(0,0,1,0,0,1)}

Generador 130.

X1 ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X- ={(0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,1)}

X3 ={(0,0,0,0,0,1);(1,0,0,1,0,0);
(0,1,0,0,1,0)}

X4 ={(0,0,0,0,0,1);(0,0,1,1,0,0)}

X5 ={(0,0,0,1,0,1);(0,1,1,1,0,0)}
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Generador 131.

X1 ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X- ={(0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,1)}

X3 ={(1,0,0,1,0,0);(0,1,0,0,1,0);
(0,0,1,0,0,1)}

X4 ={(1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0)}

X5 ={(1,0,0,0,0,1);(0,1,0,1,1,0)}

Generador 132.

X, ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X2 ={(0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,1,0);
(0,0,1,0,0,1)}

X, ={(1,0,0,0,0,0);(0,0,0,0,1,0)}

X5 ={(1,0,1,0,0,1);(0,1,0,1,0,0)}

Generador 133.

X1 ={(1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0)}

X- ={(0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,1)}

X3 ={(1,0,0,1,0,0);(0,1,0,0,1,0);
(0,0,1,0,0,1)}

X, ={(0,0,0,1,0,0);(0,1,0,0,1,0);
(1,0,0,0,0,1)}

X5 ={(0,0,0,1,0,0);(0,1,0,1,1,0);
(0,1,1,0,0,1)}

Generador 134.

X1 ={(1,0,0,0,0,0,0)}

X, ={(0,1,0,0,0,0,0);(0,0,1,0,0,0,0)}

X5 ={(1,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X, ={(1,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(1,0,0,1,0,0,0);(0,0,1,0,1,0,0);
(1,0,0,0,0,1,0);(0,1,0,0,0,0,1)}

Generador 135.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);

0,1,0,0,0,0,0
X, ={(0,0,1,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0,0

( )
( )
X3 ={(1,0,1,0,0,0,0); (0,0,0,0,1,0,0)
( )
( )

}
}
}
X, ={(0,0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,1)}
X5 ={(0,0,1,0,1,0,0);(0,1,1,0,0,1,0
(1,0,0,1,0,0,1)}

)

Generador 136.

b

X, ={(1,0,0,0,0,0,0

X2 ={(0,0,1,0,0,0,0

X5 ={(1,0,1,0,0,0,0

X, ={(0,0,0,0,1,0,0
(0,0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(0,0,0,0,1,0,0);(1,1,1,0,0,1,0);
(1,0,1,1,0,0,1)}

0,1,0,0,0,0,0
0,0,0,1,0,0,0
1,0,0,0,1,0,0
0,0,0,0,0,1,0

)

)

}
}
}

bl

)

Generador 137.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0

X2 ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0

X5 ={(1,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,0,1,0,0

X, ={(0,1,0,1,1,0,0);(0,0,0,0,0,1,0
(0,0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(0,0,1,0,1,0,0);(0,1,0,0,1,1,0);
(0,0,1,0,0,0,1)}

}
}
}

)

b

Generador 138.

X, ={(1,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,0,1,0,0

X, ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0

X5 ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0

X, ={(0,1,0,1,1,0,0);(0,0,0,0,0,1,0
(0,0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(1,1,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,1,0,1);
(1,0,0,0,0,1,0)}

}
}
}

)

AA,_\,_\

b

Generador 139.

)

X, ={(1,0,0,0,0,0,0

X, ={(0,0,1,0,0,0,0

X5 ={(0,0,0,0,1,0,0

X, ={(1,0,1,0,1,0,0
(0,0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(1,0,0,0,0,1,0);(1,0,1,0,1,1,0);
(0,1,0,1,1,0,1)}

0,1,0,0,0,0,0
0,0,0,1,0,0,0
0,0,0,0,0,1,0
0,1,0,1,0,1,0

bl

b

}
}
}

)

)

— — — —
~ o~~~
O — T
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Generador 140.
X1 ={(1,0,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0,0) }
X, ={(0,0,1,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0,0) }
X5 ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,0,1,0,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}
X4 ={(0,1,0,1,1,0,0); (0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}
X5 ={(1,0,0,1,0,0,0);(0,1,1,0,0,0,0);
(1,0,0,0,0,1,0);(0,1,0,0,0,0,1)}

Generador 141.

X1 ={(1,0,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0,0) }

X, ={(0,0,1,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0,0) }

X5 ={(0,0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,0,1,0);
(1,0,1,0,0,0,0)}

X4 ={(0,0,0,0,0,0,1);(1,0,1,0,0,0,0);
(0,1,0,1,0,1,0)}

X5 ={(1,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,1,0,0);
(0,0,1,1,0,0,1)}

Generador 142.

X1 ={(1,0,0,0,0,0,0); (0,1,0,0,0,0,0) }

X, ={(0,0,1,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0,0) }

X5 ={(0,0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}

X4 ={(0,0,0,0,1,0,0); (0,0,1,0,0,1,0);
(1,0,0,1,0,0,1)}

X5 ={(0,0,0,0,1,1,0);(0,0,0,1,1,0,0);
(0,1,1,0,0,0,1)}

Generador 143.

X, ={(0,1,1,1,0,1,0);(1,0,0,0,1,0,1)}

X. ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0)}

X5 ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X, ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(0,0,0,1,0,0,0);(1,0,1,0,0,0,0);
(0,1,0,0,0,1,0)}

Generador 144.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0)}

X, ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0) }

X5 ={(0,0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}

X, ={(0,0,0,0,1,0,0);(1,0,1,0,0,1,0);
(0,1,0,1,0,0,1)}

X5 ={(0,0,1,0,1,0,0);(0,0,0,1,0,0,1);
(1,0,0,1,0,1,0)}

Generador 145.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0) }

X, ={(1,0,0,1,0,1,0);(0,1,0,0,1,0,1)}

X3 ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}

X, ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X5 ={(0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,1,0,0);
(1,0,1,0,0,0,0);(0,1,1,0,0,0,1)}

Generador 146.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0)}

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,1,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,1,0)}

X5 ={(1,0,0,0,1,0,0);(1,1,1,0,0,0,0);
(0,1,0,0,0,1,1)}

X, ={(1,1,0,1,0,0,0);(0,1,1,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

Generador 147.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0) }

X, ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X5 ={(0,0,0,0,0,1,0);(0,1,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X, ={(0,0,0,0,0,0,1);(0,0,0,1,0,0,0);
(1,0,0,0,1,0,0)}

X5 ={(0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,1,0,0);
(1,0,1,0,0,1,0);(0,1,1,0,0,0,1)}
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Generador 148.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0)}

X- ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X3 ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}

X, ={(0,0,1,1,0,0,0);(0,1,0,1,0,0,0);
(1,0,0,0,1,0,1)}

X5 ={(0,0,0,1,0,0,0);(1,0,1,0,0,0,0);
(0,1,0,0,0,1,0)}

Generador 149.

X, ={(0,0,0,1,0,1,0);(0,1,0,0,1,0,1)}

X- ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0)}

X3 ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(1,0,0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0,0,1);
(0,1,0,0,1,1,1)}

Generador 150.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0)}

X2 ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X5 ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}

X, ={(0,0,1,0,0,0,0);(1,0,0,1,0,1,0);
(0,1,0,0,1,0,1)}

X5 ={(0,0,0,1,0,0,0);(0,1,1,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,1,1)}

Generador 151.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0)}

X, ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X5 ={(0,0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,1);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X, ={(0,0,0,0,1,0,0);(1,0,1,0,0,1,0);
(0,1,0,1,0,0,1)}

X5 ={(1,1,0,0,1,0,0);(1,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,1,0,0,1)}

Generador 152.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0)}

X, ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0)}

X5 ={(0,0,1,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,1)}

X, ={(0,0,1,1,0,0,0);(1,1,0,0,0,1,0);
(0,1,0,0,1,0,1)}

X5 ={(1,0,0,1,0,0,0);(0,1,1,0,0,0,0);
(1,0,0,0,0,1,0)}

Generador 153.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0)}

X- ={(0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,1,0,0);
(0,0,0,0,0,1,0)}

X3 ={(1,0,0,1,0,0,0);(0,1,0,0,1,0,0);
(0,0,1,0,0,1,0)}

X4 ={(0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,1,0,0);
(0,0,1,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,1,0,0);
(1,0,1,1,0,1,0);(0,1,1,0,0,0,1)}

Generador 154.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0,0)}

X, ={(0,0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0,0) }

X5 ={(0,0,0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,0,1);
(0,0,1,0,0,0,0,0)}

X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0);(0,0,1,0,1,0,0,0);
(0,1,0,0,0,1,0,1)}

X5 ={(1,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,1,0,0,1,0,0);
(0,0,0,1,1,0,1,0)}
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Generador 155.
X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0,0)}
X- ={(0,0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0)}
X5 ={(0,0,0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,0,1);
(0,0,0,1,0,0,0,0)}
X4 ={(0,0,0,1,0,0,0,0);(1,0,0,0,1,0,1,0);
(0,1,0,0,0,1,0,1)}
X5 ={(0,0,1,0,1,0,1,0);(0,0,0,1,1,0,0,0);
(0,1,1,0,0,1,0,1)}
Generador 156.
X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0,0)}
X- ={(0,0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0); (0,0,0,1,0,0,0,0)}
X5 ={(0,0,0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,0,1);
(0,0,1,0,0,0,0,0)}
X4 ={(0,0,0,1,0,0,0,0);(1,0,0,0,1,0,1,0);
(0,1,0,0,0,1,0,1)}
X5 ={(1,0,0,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,1,1);
(0,1,1,0,0,1,0,1)}
Generador 157.
X1 ={(1,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0,0)}
X ={(0,0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0,0);
(0,0,0,0,0,0,1,0); (0,0,0,0,0,0,0,1)}
X5 ={(1,0,0,0,1,0,0,0);(0,1,0,0,0,1,0,0) }
X, ={(0,0,1,0,0,0,1,0);(0,0,0,1,0,0,0,1) }
X5 ={(1,0,1,0,1,0,1,0);(1,0,0,0,0,1,0,1)}
Generador 158.

Generador 159.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0,0)}

X, ={(0,0,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,0,1,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,1,0,0,0)}

X5 ={(0,0,0,0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,0,0,1)}

X, ={(1,1,0,0,1,0,2,0,1);(0,1,0,1,1,0,1,2,1);
(0,0,1,0,0,1,0,1,0)}

X5 ={(1,0,0,0,0,0,1,0,0);(0,0,0,1,0,0,0,1,0);
(0,1,0,0,1,0,0,0,1)}

Generador 160.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0,0)}

X, ={(0,0,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,0,1,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,0,0,1,0,0) }

X5 ={(0,0,0,0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,0,0,1);
(0,0,0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,0,0,1,0,0)}

X, ={(1,0,0,0,0,1,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,1,0,0);
(0,0,1,1,0,0,0,0,0);(0,0,1,0,0,0,0,1,0)}

X5 ={(0,0,0,0,0,1,0,0,0);(0,0,0,0,0,0,1,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0,0);(1,0,0,1,1,0,0,1,0);
(0,1,0,1,0,0,0,1,1)}

Generador 161.

X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0,0)}

X2 ={(0,0,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,0,1,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,1,0,0,0)}

X5 ={(0,0,0,0,0,0,1,0,0);(0,1,0,0,1,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,1,0,0,0)}

X4 ={(0,0,0,0,0,0,0,1,0);(0,0,0,0,0,0,0,0,1);
(0,1,0,0,0,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0,0,0) }

X5 ={(0,1,0,0,0,1,0,0,0);(0,0,1,0,0,0,1,0,0);
(1,0,0,0,1,0,0,1,0);(0,0,1,1,0,0,0,0,1) }

X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0);(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0) }

X, ={(1,0,0,0,1,0,0,1,0,0);(0,1,0,0,0,1,0,0,1,0);
(0,0,1,0,0,0,1,0,0,1);(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0)}

X5 ={(0,0,0,0,1,0,0,0,0,0);(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)}

X, ={(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0);(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1)}

X5 ={(0,0,0,1,1,0,0,0,0,0);(0,1,0,0,1,0,1,0,0,0);
(0,1,0,0,0,0,1,0,1,0)}
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Generador 162.
X, ={(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0);
(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0);
(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)}
X ={(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0);
(0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0)}
X3 ={(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0);
(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0);
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0);
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1)}
X, ={(1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0);
(0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0);
(1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0);
(0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0)}
X5 ={(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0);
(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0);
(1,1,1,0,1,0,0,1,0,0,0)
(0,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0)
(0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1)

)

}
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