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Resumen

Este trabajo trata aspectos teóricos y computacionales de unas ecuacio-

nes de �ujo en medio poroso basadas en Ley de Darcy. Son ecuaciones

que incluyen la estructura básica de las que se usan en simulación de

yacimientos pero no incluyen varias fases ni varias componentes.

La motivación para el trabajo viene de un proyecto de investigación

apoyado por COLCIENCIAS del que son responsables varios profesores

de la Universidad Nacional de Colombia, tanto de la Facultad de Minas

como de la Facultad de Ciencias. El proyecto tiene por objeto el estudio

de la estrategia de producción de petróleo denominada Recobro Mejorado

de Petróleo (Enhanced Oil Recovery EOR.) Aunque las ecuaciones para

modelar procesos de EOR son más complejas, las que presentamos en esta

tesis son indispensables para poder enunciar las ecuaciones generales.

Los resultados que se obtuvieron en esta tesis están relacionados con

el método numérico de discretización por volúmenes �nitos y con el

procedimiento computacional denominado diferenciación automática. La

combinación de estas dos técnicas es de mucho interés en la comunidad

dedicada a la simulación de yacimientos.

Esta es una tesis en el campo del análisis numérico, contiene resultados

teóricos, por ejemplo consistencia de un esquema numérico o existencia y

unicidad de una ecuación y también contiene resultados eminentemente

computaciones.

Palabras claves: Darcy, Volúmenes �nitos, Elementos Finitos, Existen-

cia y unicidad, Análisis de error, Diferenciación automática.



Finite volumes and automatic
di�erentiation on elliptic problems

associated with oil reservoir
simulation



Abstract
This paper deals with theoretical and computational aspects of �ow equations in

a porous media based on Darcy's law. These are equations that include the basic

structure of those used in reservoir simulation but do not include several phases and

several components.

The motivation for this thesis comes from a research project supported by COL-

CIENCIAS which several professors at the Universidad Nacional de Colombia, both

the Faculty of Mines and the Faculty of Sciences, are responsible. The project aims to

study the oil production strategy called Enhanced Oil Recovery (EOR). Although

the equations to shape EOR processes are more complex, those presented in this

thesis are indispensable to be able to announce the general equations.

The results obtained in this proposal are related to the numerical method of dis-

cretization by �nite volumes and to the computational procedure called automatic

di�erentiation. The combination of these two techniques is of great interest to the

reservoir simulation community.

This is a thesis in the �eld of numerical analysis, it contains theoretical results,

for example consistency of a numerical scheme or existence and uniqueness of an

equation and also contains eminently computational results.

Keywords: Darcy, Finite Volumes, Finite Elements, Existence and uniqueness,

Error analysis, Automatic di�erentiation.
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Introducción

La simulación de yacimientos es una herramienta con gran potencial que permite,

luego de encontrado un pozo, predecir el rendimiento futuro de este y encontrar

formas o estrategias que permitan optimizar la extracción de algunos de los hi-

drocarburos (ver introducción de [1]). Entre estas estrategias se destaca el recobro

mejorado de petróleo (Enhanced Oil Recovery EOR), en la que se deben considerar

una gran variedad de factores, pues se trata de introducir en un pozo inyector del

yacimiento una emulsión de compuestos químicos con el objeto de aumentar la pre-

sión interior y poder dirigir el petróleo a un pozo productor. Aquí se combinan varias

fases y varias componentes, lo que aumenta la complejidad a la hora de modelar el

problema matemáticamente.

Esta tesis trata aspectos que se deben tener en cuenta en EOR pero es apenas un

primer paso. Lo que buscamos es de�nir unos modelos matemáticos a los cuales se

les aplica una combinación de discretización por volúmenes �nitos con la estrategia

computacional llamada diferenciación automática. Como es una tesis de análisis nu-

mérico, incluye resultados teóricos y computacionales.

Dentro de la simulación de �uidos en yacimientos está como reto aproximar las

soluciones de la ecuación general de transporte en un medio poroso que se clasi�ca

como una ecuación de convección - difusión y viene dada por (ver ecuación 3.93 de

[2]):

∂(ρφ)

∂t
+ ∇ · (ρuφ)︸ ︷︷ ︸

término convectivo

= ∇ · (Γφ∇φ)︸ ︷︷ ︸
término difusivo

+ Qφ︸︷︷︸
término fuente

, (0.0.1)

donde φ es la variable a calcular, ρ es la densidad del �uido, Γφ es el coe�ciente de

difusividad y u la velocidad del �uido en el medio.

La velocidad debe ser calculada por medio de la ley de Darcy, la cual establece que

(ver ecuación 1.1.1 de [3]):

u = −Kρ

µ
(∇p− f), (0.0.2)

1
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donde K es el tensor de permeabilidad del medio, µ es la viscosidad del �uido y

f es el vector de fuerzas gravitacionales. La ecuación (0.0.2) está clasi�cada como

elíptica y explica la dinámica de un �uido viscoso en un medio poroso.

Desde la década de los 70 del siglo XX, el método numérico de los volúmenes �nitos

que permite discretizar y resolver numéricamente ecuaciones diferenciales ordinarias

o parciales ha tomado fuerza en la dinámica de �uidos computacional, ya que, a

diferencia de otros métodos, este permite construir esquemas conservativos, lo cual

es la base de la mecánica del medio continuo (ver sección 5.6 de [2]). En esta tesis

construiremos esquemas en volúmenes �nitos para algunas variaciones de (0.0.2) y

analizaremos existencia y unicidad de la solución, convergencia y estrategias para la

implementación del método.

En el capítulo uno exponemos una ecuación de Darcy lineal, para la cual construi-

mos un esquema en volúmenes �nitos, luego, basados en la prueba de existencia

y unicidad para un esquema en volúmenes �nitos para las ecuaciones de Navier-

Stokes (ver sección 7 de [4]) se logra probar que nuestro esquema tiene una única

solución (Teorema 1.2.1); posteriormente nos preocupamos por la convergencia de

nuestro esquema, razón por la cual fue necesario construir una formulación en ele-

mentos �nitos mixtos consistente con única solución y convergente para el problema

de Darcy lineal y apoyados en los resultados del articulo [5] conseguimos demostrar

que el esquema en elementos �nitos mixtos es equivalente al esquema en volúmenes

�nitos (Proposición 1.4.1); �nalizamos el capítulo mostrando la implementación del

esquema en volúmenes �nitos y algunos resultados numéricos simulados enMatLab

usando rutinas propias.

En el capítulo dos exponemos una ecuación de Darcy no lineal; análogamente cons-

truimos un esquema en volúmenes �nitos con características no lineales para el

problema y elaboramos una formulación variacional mixta consistente con única so-

lución y convergente; adoptando la estrategia del capítulo uno conseguimos demos-

trar que las formulaciones en elementos �nitos y volúmenes �nitos son equivalentes

(Proposición 2.3.3), con lo que garantizamos que el esquema en volúmenes �nitos es

consistente con solución única y convergente.

El coe�ciente de difusividad (Γφ) e incluso el tensor de permeabilidad del medio (K)

pueden atribuirle no linealidades a (0.0.1), por lo que es usual que en la simulación

de �uidos de yacimientos resulten, luego de la discretización por volúmenes �nitos
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sistemas de ecuaciones no lineales, dichos sistemas se suelen resolver usando métodos

cuasi Newton, ya que, el número de variables es elevado y resulta engorroso calcu-

lar las derivadas exactas para ser evaluadas y poder construir la matriz Jacobiana

dentro del método de Newton, en este caso la matriz Jacobiana es llenada usando

aproximaciones numéricas para las derivadas, lo que hace que la convergencia no

sea cuadrática (como sí lo es el método de Newton) y que el número de iteraciones

aumente (ver sección 10.3 de [6]). Actualmente existe una técnica computacional

que permite dada una función y un punto guardar el valor de la función en el punto

y aproximar la derivada o gradiente en el punto, donde el error es el de punto �o-

tante de la máquina, dicha técnica recibe el nombre de diferenciación automática y

se encuentra incluida en la herramienta MSTR de MatLab (ver capítulo 7 de [7]).

En esta tesis, apoyados en [8] y [9], generamos códigos propios para esta técnica y

la utilizamos para aproximar las soluciones del esquema no lineal del capítulo dos

[10].

El capítulo tres de esta tesis puede verse como una guía para usar diferenciación

automática usando como técnica la programación orientada a objetos, donde mos-

tramos ejemplos para el cálculo de derivadas en el caso escalar, de gradientes en el

caso de varias variables y de la matriz Jacobiana en el caso de funciones vectoriales;

una vez aprendimos a usar la técnica se crearon rutinas propias que nos permitieron

construir la matriz Jacobiana para el sistema de ecuaciones no lineales del capítulo

dos. La construcción de esta matriz la hacemos primero de forma local sobre cada

elemento de la partición y luego la extendemos de forma global. Este capítulo �-

naliza comparando resultados numéricos simulados en MatLab y usando nuestros

códigos.



Capítulo 1

FORMULACIÓN EN VOLÚMENES
FINITOS PARA LA ECUACIÓN
DE DARCY LINEAL

1.1. Marco teórico

En 1856 el ingeniero francés Henry Darcy expuso un modelo matemático capaz de

describir el comportamiento de la velocidad y la presión de un �uido dentro de un

sistema cerrado y en un medio poroso, dicha expresión hoy en día es usada en la

dinámica de �uidos computacional y permite por ejemplo estimar valores para la

presión y saturación en la simulación de �uidos de yacimiento.

Una expresión simpli�cada de la ley de Darcy para un �uido incompresible consiste

en hallar velocidad u y presión p tales que:
u +∇p = f en Ω,
∇ · u = 0 en Ω,
u · n = 0 sobre Γ,

(1.1.1)

donde f ∈ [L2(Ω)]d es el vector de fuerzas externas, en el caso físico, es la fuerza gra-

vitacional, Ω es un dominio abierto poligonal isotrópico contenido en Rd con d = 2, 3

y Γ := ∂Ω es la frontera de Ω.

Notemos que si p es solución de (1.1.1) entonces p + c con c ∈ R también lo será,

por tanto es necesario imponer una condición sobre p para garantizar unicidad de

la solución, por ejemplo, consideraremos:∫
Ω

p = 0. (1.1.2)

En lo que sigue expondremos los resultados encontrados para (1.1.1) durante la revi-

sión bibliográ�ca; comenzaremos mostrando una formulación en volúmenes �nitos,

4
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para la cual demostraremos inicialmente existencia y unicidad de la solución. Pro-

ponemos una formulación en elementos �nitos tanto continua como discreta para las

cuales probaremos existencia y unicidad de la solución, consistencia y convergencia.

Finalmente demostraremos que la formulación en volúmenes �nitos es equivalente

a la formulación en elementos �nitos, lo que nos permite garantizar la convergencia

del esquema en volúmenes �nitos.

1.2. Volúmenes �nitos

Antes de exponer el método de los volúmenes �nitos para aproximar la solución de

(1.1.1)-(1.1.2) es necesario de�nir el concepto de malla admisible para Ω, esto es,

una partición sobre Ω, T , que es la colección de todos los elementos K siendo estos

triángulos en R2 o tetraedros en R3, ST el conjunto de todos los vértices y E la

colección de todos los lados (R2) o planos (R3) que cierran a cada elemento en T ;
nos referiremos a una malla admisible siempre y cuando se satisfaga (ver de�nición

3.1 de [4]):

si
⋃
K∈T

K = Ω,

si K,L ∈ T entonces debe ocurrir que K ∩ L = ∅ o K ∩ L = s con s ∈ ST o

K ∩ L = σ con σ ∈ E .

Por otra parte es importante mencionar que en el método de los volúmenes �nitos

a los elementos K se les dice volumen de control ó celda, los valores de los campos

se almacenan en el centroide del volumen de control y los valores de los campos

de�nidos en las caras, como lo son los �ujos y el gradiente normal a la super�cie se

almacenan en el centro de la cara, es decir, si tomamos un volumen de control K

los valores serán acumulados en xK y xσ, donde xK es la coordenada del baricentro

de la celda K y xσ es la coordenada del punto medio para una cara σ de la celda

K (ver capítulo 3 de [4], capítulo 4 de [2] y capítulo 3 de [11]). También, en algunos

casos ciertos valores como la presión son almacenados en los vértices de K, a esto

se le conoce como mallas escalonadas y deben ser usadas para que las soluciones

numéricas coincidan con las físicas (ver sección 6.8.2 de [12]). En nuestro caso el

esquema en volúmenes �nitos para (1.1.1)-(1.1.2) aproximará la variable u en los

centroides de cada elemento y la variable p en los vértices de la partición.
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1.2.1. Formulación o esquema

Para proponer un esquema en volúmenes �nitos para (1.1.1)-(1.1.2) notemos que el

punto xK satisface la ecuación (ver capítulo 4 de [2] y capítulo 3 de [11]):∫
K

(x− xK) = 0 (1.2.1)

donde x hace referencia a un vector arbitrario de Rd.

Por otro lado, sabemos que para ϕ una función suave de Rd en R su representación

mediante series de Taylor con centro en xK viene dada por (ver capítulo 4 de [2] y

capítulo 3 de [11]):

ϕ(x) = ϕ(xK) + (x− xK) · ∇ϕ(xK) +O(|x− xK |2), si |x− xK | < 1, (1.2.2)

así que si integramos a (1.2.2) sobre K y aplicamos (1.2.1) obtenemos:∫
K

ϕ(x) = ϕ(xK)|K|+O(|x− xK |2); (1.2.3)

donde |K| representa el área o el volumen del elemento K.

Notemos que si el diámetro de K es menos que uno, gracias a (1.2.3) diremos que

el valor promedio para la función ϕ en K se puede aproximar como:

ϕ(xK) ≈

∫
K

ϕ(x)

|K|
, (1.2.4)

motivo por el cual el vector de velocidad u lo vamos a aproximar por medio de su

valor promedio.

En cuanto a la presión consideraremos una aproximación por Galerkin, esto es, que

p se puede escribir como p :=
∑
s∈ST

psφs, en donde, ps ∈ R y {φs}s∈ST constituye

una base de polinomios continuos y lineales a trozos (ver sección 7.2.3 de [4]). Las

funciones φs reciben el nombre de funciones techo y son tales que φs(xr) = δsr; su

representación grá�ca en R2 es mostrada en la Figura 1.1.

Ahora tomando la primera ecuación de (1.1.1) por componente e integrando sobre

K ∈ T , por (1.2.4) y bajo la representación para p tenemos:

|K|u(i)
K +

∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi
≈ |K|f (i)

K , ∀K ∈ T y ∀i = 1, · · · , d,
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Figura 1.1: Representación grá�ca de las funciones techo.

siendo SK la colección de vértices que pertenecen aK, u(i)
K y f (i)

K los valores promedios

para las funciones u(i) y f (i) sobre cada elemento K respectivamente, esto es:

u
(i)
K =

1

|K|

∫
K

u(i) y f
(i)
K =

1

|K|

∫
K

f (i). (1.2.5)

Veamos lo que sucede con la segunda ecuación de (1.1.1), en este caso la multipli-

caremos por φs, s ∈ ST e integramos sobre Ω lo que nos permite caer en:

−
∫

Ω

(∇ · u)φs = 0,

y por identidades de Green tenemos:

0 = −
∫

Ω

(∇ · u)φs =

∫
Ω

∇φs · u−
∫

Γ

(u · n)φs;

y de la tercera ecuación de (1.1.1), la integral sobre la frontera se anula y podemos

escribir las siguientes igualdades:

0 = −
∫

Ω

(∇ · u)φs =

∫
Ω

∇φs · u =
∑
K∈T

∫
K

∇φs · u

y dado que la aproximación para u será constante sobre cada volumen de control

K, obtenemos:

0 = −
∫

Ω

(∇ · u)φs ≈
∑
K∈T

∫
K

∇φs · uK =
∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

.

Por tanto la formulación o esquema en volumenes �nitos para (1.1.1)-(1.1.2) consiste

en: hallar (uK)K∈T y (ps)s∈ST tales que:

|K|u(i)
K +

∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= |K|f (i)
K , ∀K ∈ T y ∀i = 1, · · · , d,

∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

= 0, ∀s ∈ ST ,∫
Ω

∑
s∈ST

psφs = 0.

(1.2.6)
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Con (1.2.6) se genera un sistema de ecuaciones lineales de tamaño d veces la cardina-

lidad de T , |T |, mas la cardinalidad de ST , |ST |, que se describirá detalladamente al

�nal del presente capítulo. En cuanto al sistema de ecuaciones nos surge la pregunta

de si este es o no consistente y en caso de serlo si tendrá una única solución. Para

darle respuesta a lo anterior en la siguiente sección se demostrará un teorema que

garantiza la existencia, unicidad y estabilidad del esquema en volúmenes �nitos.

1.2.2. Existencia y unicidad

Para entrar en detalle con la prueba de existencia y unicidad del problema (1.2.6)

nos debemos familiarizar con el espacio [L2(Ω)]d y con su norma. Diremos que una

función arbitraria ϕ de Rd en Rd pertenece al espacio [L2(Ω)]d si (ver capítulo 4 de

[13]): ∫
Ω

ϕ ·ϕ <∞,

y su norma viene representada y de�nida por:

||ϕ||0,Ω :=

(∫
Ω

ϕ ·ϕ
) 1

2

.

En el caso particular de que ϕ sea constante sobre cada elemento de la partición T ,
se tiene que ϕ ∈ [L2(Ω)]d y podemos escribir su norma como:

||ϕ||0,Ω =

(∑
K∈T

d∑
i=1

|K|(ϕ(i)
K )2

) 1
2

. (1.2.7)

Con base en lo anterior propondremos y demostraremos el teorema que garantiza la

existencia y unicidad de la solución y la dependencia continua de los datos al menos

para u.

Teorema 1.2.1. Consideremos una partición admisible para Ω, entonces existe

una única (uK)K∈T y una única (ps)s∈ST que solucionan a (1.2.6). Además si f ∈
[L2(Ω)]d entonces existe una constante c > 0 tal que:

||u∗||0,Ω ≤ c||f ||0,Ω.

donde u∗ := (uK)K∈T .

Demostración: La demostración sigue las ideas de la prueba del Lema 3.6 de [4].

Inicialmente probaremos la existencia y unicidad, para esto supongamos que f
(i)
K =

0,∀K ∈ T y ∀i = 1, · · · , d, es decir, probaremos que el sistema lineal homogéneo

asociado a (1.2.6) tiene como única solución la trivial, lo cual nos garantiza que el
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sistema lineal es en general consistente con única solución.

Si multiplicamos la primera ecuación de (1.2.6) por u
(i)
K y luego sumamos sobre

i = 1, · · · , d, y K ∈ T , obtenemos:

∑
K∈T

d∑
i=1

|K|(u(i)
K )2 +

∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= 0,

donde el segundo término se puede reescribir (teniendo en cuenta la de�nición de

las funciones φs), obteniendo la expresión:

∑
K∈T

d∑
i=1

|K|(u(i)
K )2 +

∑
s∈ST

ps
∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

= 0,

gracias a la segunda ecuación de (1.2.6) lo anterior se reduce a:

∑
K∈T

d∑
i=1

|K|(u(i)
K )2 = 0,

y dado que la anterior suma es de términos mayores ó iguales a cero debe ocurrir que

uK = 0, ∀K ∈ T , es decir u∗ ≡ 0. Así, de la primera ecuación de (1.2.6) obtenemos

que: ∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= 0, ∀K ∈ T y ∀i = 1, · · · , d,

recordemos que p =
∑
s∈ST

psφs, por lo que el vector gradiente de p restringido al

elemento K viene dado por la expresión:

∇p|K =
∑
s∈SK

ps∇φs

y como φs es lineal entonces ∇p|K es constante y por lo tanto llegamos a que:

∇p|K = 0,

lo que implica que la presión es constante sobre cada uno de los elementos, luego

ps es igual a una misma constante para todo s ∈ ST y por la tercera ecuación de

(1.2.6) conseguimos:

0 =

∫
Ω

∑
s∈ST

psφs = ps

∫
Ω

∑
s∈ST

φs = ps

∫
Ω

1 = |Ω|ps,

como la medida de Ω es no nulo, |Ω| 6= 0, entonces ps = 0 y por lo tanto p ≡ 0.

Queda así demostrado que (uK)K∈T y (ps)s∈ST son soluciones únicas para (1.2.6).
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Ahora probaremos la estabilidad asociada a u, para esto nuevamente multiplicamos

la primera ecuación de (1.2.6) por u
(i)
K , sumamos sobre i,K y usamos la segunda

ecuación para obtener:

∑
K∈T

d∑
i=1

|K|(u(i)
K )2 =

d∑
i=1

(∑
K∈T

|K|u(i)
K f

(i)
K

)
usando (1.2.7) y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el lado derecho, lo

anterior se puede expresar como:

||u∗||20,Ω ≤
d∑
i=1

(∑
K∈T

|K|(u(i)
K )2

) 1
2
(∑
K∈T

|K|(f (i)
K )2

) 1
2

. (1.2.8)

Notemos que:

∑
K∈T

|K|(u(i)
K )2 ≤

∑
K∈T

|K|
(

(u
(i)
K )2 +

d∑
j 6=i

(u
(j)
K )2

)

=
∑
K∈T

d∑
i=1

|K|(u(i)
K )2

= ||u∗||20,Ω

∑
K∈T

|K|(f (i)
K )2 ≤

∑
K∈T

|K|
(

(f
(i)
K )2 +

d∑
j 6=i

(f
(j)
K )2

)

=
∑
K∈T

d∑
i=1

|K|(f (i)
K )2

así, reemplazando lo anterior en (1.2.8) y simpli�cando llegamos a:

||u∗||0,Ω ≤ d

(∑
K∈T

d∑
i=1

|K|(f (i)
K )2

) 1
2

.

Resta probar que

(∑
K∈T

d∑
i=1

|K|(f (i)
K )2

) 1
2

es acotada superiormente por ||f ||0,Ω, en

efecto, sabemos que f
(i)
K representa el valor promedio de f (i) en K, es decir:

f
(i)
K =

1

|K|

∫
K

f (i),

tomando el valor absoluto en ambos lados de la expresión y aplicando la desigualdad

de Hölder tenemos:

|f (i)
K | ≤

1

|K| 12

(∫
K

(f (i))2

) 1
2

,
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elevando al cuadrado, multiplicando por la medida de K, |K| y sumando sobre los

K obtenemos: ∑
K∈T

|K|(f (i)
K )2 ≤

∑
K∈T

∫
K

(f (i))2

luego:

d∑
i=1

∑
K∈T

|K|(f (i)
K )2 ≤

d∑
i=1

∑
K∈T

∫
K

(f (i))2

=
∑
K∈T

∫
K

f · f

=

∫
Ω

f · f

= ||f ||20,Ω

por tanto ||u∗||0,Ω ≤ c||f ||0,Ω, que era lo que se quería probar. �X

Gracias al Teorema 1.2.1 podemos �nalmente asegurar una única solución para

(1.2.6) y además se nos permite garantizar que la norma de la solución u nunca

se disparará a in�nito, es decir, esta controlada; ahora la pregunta es qué tan bien

aproxima la solución de (1.2.6) a la solución de (1.1.1)-(1.1.2), este interrogante en-

cuentra su respuesta en el concepto de convergencia y será objeto de estudio en la

sección 1.4 del presente capítulo donde se demuestra la equivalencia con el esquema

de elementos �nitos que estudiaremos a continuación.

1.3. Elementos �nitos

En esta parte construiremos la formulación variacional mixta para el problema

(1.1.1)-(1.1.2). Para esta formulación propondremos un esquema en elementos �ni-

tos que será equivalente a (1.2.6). Para abordar la formulación en elementos �nitos

es necesario tener en cuenta los siguientes conceptos:

H1(Ω) es el conjunto de todas la funciones que pertenecen a L2(Ω) cuya deri-

vada o gradiente también pertenecen a L2(Ω), es decir:

H1(Ω) := {q ∈ L2(Ω) : ∇q ∈ [L2(Ω)]d}.

La norma de una función en H1(Ω) se denota por ||.||1,Ω y se de�ne:

||q||21,Ω := ||q||20,Ω + ||∇q||20,Ω.

En este texto la notación | · |1,Ω hace referencia a la seminorma, la cual es

por de�nición la norma en L2(Ω) para el gradiente de la función (|q|1,Ω :=

||∇q||0,Ω).
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Sea V un espacio vectorial normado, llamaremos funcional a la función que le

asigna a cada elemento de V un real, es decir, F : V → R. Diremos que F es

lineal si:

F (λ1v1 + λ2v2) = λ1F (v1) + λ2F (v2), ∀v1, v2 ∈ V y λ1, λ2 ∈ R,

y es continuo o acotado si existe una constante M > 0 tal que:

|F (v)| ≤M ||v||V , ∀v ∈ V.

Sean H, Q espacios vectoriales normados, la aplicación que toma la pareja

(h, q) ∈ H ×Q y le asigna un escalar, es decir, f : H ×Q→ R, se llama forma

bilineal si:

� f(h1 + h2, q) = f(h1, q) + f(h2, q), ∀h1, h2 ∈ H.

� f(h, q1 + q2) = f(h, q1) + f(h, q2), ∀q1, q2 ∈ Q.

� f(λh, q) = λf(h, q), ∀λ ∈ R.

� f(h, λq) = λf(h, q), ∀λ ∈ R.

Sea f una forma bilineal, diremos que f es continua o acotada si existe M > 0

tal que:

|f(h, q)| ≤M ||h||H ||q||Q, ∀(h, q) ∈ H ×Q.

Sea f una forma bilineal, f satisface la condición inf�sup si existe una constante

β > 0 tal que:

sup
h∈H
h6=0

f(h, q)

||h||H
≥ β||q||Q, ∀q ∈ Q.

Sea f : H ×H → R una forma bilineal, diremos que esta es coerciva si existe

una constante c > 0 tal que:

f(h, h) ≥ c||h||2H , ∀h ∈ H.

Sea h el diámetro o el tamaño de la malla, el cual de�niremos como:

h = máx{hK}

donde hK := diam(K), diámetro de K.

ρK representa el diámetro de la circunferencia o esfera que se puede inscribir

en el elemento K.

Llamaremos malla regular a los tipos de mallas que satisface que ∃θ ≥ 1 tal

que hK
ρK
≤ θ, ∀K ∈ T .
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1.3.1. Formulación variacional continua

Sea v una función de Ω en Rd su�cientemente suave, si multiplicamos la primera

ecuación de (1.1.1) por v e integramos sobre Ω tenemos:∫
Ω

u · v +

∫
Ω

v · ∇p =

∫
Ω

f · v

notemos que la anterior tiene sentido si u y v están en [L2(Ω)]d y p esta en H1(Ω).

Por otra parte, multiplicando la segunda ecuación de (1.1.1) por una función q de

Ω en R lo su�cientemente suave e integrando sobre el dominio caemos a:∫
Ω

(∇ · u)q = 0,

luego por identidades de Green:

0 =

∫
Ω

(∇ · u)q = −
∫

Ω

u · ∇q +

∫
Γ

(u · n)q

y como n·u se anula en la frontera Γ entonces
∫

Γ

(u·n)τ = 0; notemos que lo anterior

tiene sentido si u ∈ [L2(Ω)]d y q ∈ H1(Ω); por tanto la formulación variacional

consiste en: hallar (u, p) ∈ [L2(Ω)]d ×H1(Ω) tales que:
a(u,v) + b(v, p) = F (v), ∀v ∈ [L2(Ω)]d

b(u, q) = G(q), ∀τ ∈ H1(Ω)∫
Ω

p = 0,
(1.3.1)

donde las formas a, b y los funcionales F,G están dados por:

a : [L2(Ω)]d × [L2(Ω)]d → R

(u,v) 7→ a(u,v) :=

∫
Ω

u · v

b : [L2(Ω)]d ×H1(Ω)→ R

(u, q) 7→ b(u, q) :=

∫
Ω

u · ∇q

F : [L2(Ω)]d → R

v 7→ F (v) :=

∫
Ω

f · v

G : H1(Ω)→ R

q 7→ G(q) := 0.
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De forma análoga al esquema en volúmenes �nitos nos preguntamos si (1.3.1) tiene

una única solución, para ello es necesario hacer que las funciones q y p vivan en el

mismo espacio, esto último es un paso necesario para poder aplicar la teoría conocida

para elementos �nitos. En el apéndice A se demuestra que (1.3.1) es equivalente a:

hallar (u, p) ∈ [L2(Ω)]d ×H1
prom(Ω) tales que:{

a(u,v) + b(v, p) = F (v), ∀v ∈ [L2(Ω)]d

b(u, q) = G(q), ∀q ∈ H1
prom(Ω)

(1.3.2)

donde

H1
prom(Ω) :=

{
q ∈ H1(Ω) :

∫
Ω

q = 0

}
.

En la siguiente subsección se probará que (1.3.2) es consistente con solución única.

1.3.2. Existencia y unicidad de la formulación variacional

Para demostrar existencia, unicidad y estabilidad de (1.3.2) veri�camos que se satis-

fagan las hipótesis del Teorema de Babuska-Brezi-Ladyzhenskaya, Teorema A.0.1;

inicialmente notemos que es inmediata la linealidad de las formas a, b y los funcio-

nales F y G (gracias a la linealidad de las integrales y el gradiente), veamos que a, b

son continuas y F es acotado, en efecto:

|a(u,v)| =
∣∣∣∣ ∫

Ω

u · v
∣∣∣∣ ≤ ||u||0,Ω||v||0,Ω.

|b(u, p)| =
∣∣∣∣ ∫

Ω

u · ∇p
∣∣∣∣ ≤ ||u||0,Ω|p|1,Ω ≤ ||u||0,Ω||p||1,Ω.

|F (v)| =
∣∣∣∣ ∫

Ω

f · v
∣∣∣∣ ≤ ||f ||0,Ω||||v||0,Ω.

ahora analicemos la parte I y II de Teorema A.0.1:

i. Notemos que a es coerciva en todo [L2(Ω)]d, es decir no es necesario restringir

la forma bilineal al núcleo de B para analizar la coercividad, ya que:

a(u,u) =

∫
Ω

u · u = ||u||20,Ω, ∀u ∈ [L2(Ω)]d.

ii. Sea p ∈ H1
prom(Ω). Notemos que como p ∈ H1

prom(Ω) entonces ∇p ∈ [L2(Ω)]d,

por lo que podemos tomar un ũ igual al gradiente de p (ũ = ∇p), así obtenemos:

sup
u∈[L2(Ω)]d

u6=0

b(u, p)

||u||0,Ω
≥ b(ũ, p)

||ũ||0,Ω
=
|p|21,Ω
|p|1,Ω

= |p|1,Ω

resta probar que existe una constante β positiva tal que |p|1,Ω > β||p||1,Ω, lo cual
es una consecuencia de la desigualdad de Friedrichs-Poincare generalizada, del

Ejemplo A.0.6, permitiéndonos concluir que b satisface la condición de inf-sup;
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Gracias a que las formas a, b y los funcionales F y G satisfacen las hipótesis del

Teorema A.0.1 podemos garantizar una única solución para (1.3.2) y por consiguiente

la de (1.3.1).

1.3.3. Formulación variacional discreta

Obsérvese que (1.3.2) está dado para cualquier par de funciones (u, p) ∈ [L2(Ω)]d ×
H1
prom(Ω), en esta sección consideraremos aproximaciones para u y p dadas por un

esquema de elementos �nitos, esto es, buscamos (uh, ph) ∈ Hh × Qpromh
donde Hh

y Qpromh
son subespacios de dimensión �nita para [L2(Ω)]d y H1

prom(Ω), respectiva-

mente. Consideremos inicialmente los subespacios:

Hh :=

{
vh ∈ [L2(Ω)]d : vh

∣∣
K
∈ [P0(K)]d, ∀K ∈ T

}
,

Qh :=

{
qh ∈ C(Ω) : qh

∣∣
K
∈ P1(K), ∀K ∈ T

}
,

donde P0(K) y P1(K) representan polinomios de grado 0 y 1 de�nidos sobre K,

respectivamente; sus bases son:

βHh
:=

{[
χ1

0

]
,

[
0
χ1

]
, · · · ,

[
χ|T |

0

]
,

[
0
χ|T |

]}
,

βQh
:=

{
φ1, · · · , φ|ST |

}
,

con base en lo anterior tanto u como p se van a aproximar como:

u
(i)
h =

∑
K∈T

α
(i)
K χK , ∀i = 1, · · · , d,

ph =
∑
s∈ST

psφs,

donde α(i)
K ∈ R, φs son las funciones techo ya consideradas y χK de�nida en Ω

representa la función característica del elemento K y se de�ne como:

χK(x) :=

{
1, si x ∈ K,
0, si x /∈ K.

Luego la formulación variacional discreta de (1.3.2) consiste en hallar (uh, ph) ∈
Hh ×Qpromh

tales que:{
a(uh,vh) + b(vh, ph) = F (vh), ∀vh ∈ Hh

b(uh, qh) = 0, ∀qh ∈ Qpromh

(1.3.3)

donde Qpromh
:=

{
qh ∈ Qh :

∫
Ω

qh = 0

}
.
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Comentario 1.3.1. si integramos u(i)
h sobre un elemento arbitrario K de la partición

tenemos: ∫
K

u
(i)
h =

∫
K

∑
K∈T

α
(i)
K χK = α

(i)
K |K|,

por tanto α(i)
K es el valor promedio de la aproximación u

(i)
h , lo que nos permite decir

que α(i)
K = u

(i)
K .

1.3.4. Existencia, unicidad y convergencia

Nos preguntamos si (1.3.3) tiene una única solución y para resolver esta pregunta

nos dirigimos al Teorema Babuska-Brezi discreto, Teorema A.0.2.

En este caso la coercividad de a en Vh se garantiza ya que a(uh,uh) = ||uh||20,Ω, ∀uh ∈
Hh, es independiente de Vh y su constante de coercividad αh es igual a uno; por otra

parte notemos que si tomamos un ph en Qpromh
su gradiente esta en Hh, por tal

razón para la prueba de la condición inf�sup se puede proceder de forma análoga al

problema continuo, con βh independiente de h, solo dependerá de la constante de la

desigualdad de Friedrichs-Poincare que depende de Ω. Luego por el Teorema A.0.2

(1.3.3) tiene una única solución.

Ahora tenemos como objetivo demostrar que cuando el tamaño de malla tiende a

cero las aproximaciones uh y ph tienden a la solución de (1.3.2) en la norma de

cada espacio, es decir, (1.3.3) es convergente. Para concluir convergencia usaremos

un Teorema tipo Cea, A.0.3 y un resultado de interpolación, A.0.4 del Apéndice

A, el Teorema A.0.3 muestra una cota para el error entre (u, p) y (uh, ph) usando

cualquier aproximación en el espacio Hh × Qpromh
, mientras que el Teorema A.0.4

nos da a entender que el error de aproximación en K se encuentra controlado por

hK y por ende, por el tamaño de la malla; estos teoremas nos permite proponer y

demostrar el siguiente teorema de convergencia:

Teorema 1.3.2. Sea Ω ⊂ Rd abierto con frontera poligonal y consideremos una

partición regular de Ω, si u ∈ [H1(Ω)]d y p ∈ H2(Ω) entonces existe una constante

η > 0 independiente de h tal que:

||(u, p)− (uh, ph)||[L2(Ω)]d×H1
prom(Ω) ≤ ηh,

es decir, el esquema (1.3.3) es convergente de orden uno, ya que:

ĺım
h→0+

||(u, p)− (uh, ph)||[L2(Ω)]d×H1
prom(Ω) = 0.
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Demostración: Sean u ∈ [H1(Ω)]d y p ∈ H2(Ω) y consideremos el operador Π como

el interpolante de Lagrange con polinomios de grado cero para u (Π(u) = IL0
h (u)) y

de grado uno para p (Π(p) = IL1
h (p)), así que, por el Teorema A.0.3 obtenemos:

||(u, p)− (uh, ph)||[L2(Ω)]d×H1
prom(Ω) ≤ c

(
||u− IL0

h (u)||0,Ω + ||p− IL1
h (p)||1,Ω

)
(1.3.4)

tomando s = 0 para u y s = 1 para p y teniendo en cuenta que la partición es

regular, por el Teorema A.0.4 tenemos que:

||u− IL0
h (u)||20,Ω =

∑
K∈T

||u− IL0
h (u)||20,K

≤
∑
K∈T

κ2h2
K |u|21,K

≤ κ̃2h2|u|21,Ω

||p− IL1
h (p)||21,Ω =

∑
K∈T

||p− IL1
h (p)||21,K

=
∑
K∈T

(
|p− IL1

h (p)|20,K + |p− IL1
h (p)|21,K

)
≤
∑
K∈T

(
κ2

0h
4
K |p|22,Ω + κ2

1

(
h2
K

ρK

)2

|p|22,K
)

≤
∑
K∈T

(
κ2

0ρ
2
K + κ2

1

)
θ2h2

K |p|22,K

≤
∑
K∈T

(
κ2

0diam(Ω)2 + κ2
1

)
θ2h2

K |p|22,K

≤ κ̃2
1θ

2h2
∑
K∈T

|p|22,K

= κ̃2
1θ

2h2|p|22,Ω

si sustituimos lo anterior en (1.3.4) caemos a:

||(u, p)− (uh, ph)||[L2(Ω)]d×H1(Ω) ≤ c(κ̃h|u|1,Ω + κ̃1θh|p|2,Ω)

= c(κ̃|u|1,Ω + κ̃1θ|p|2,Ω)h

= ηh

donde η = c(κ̃|u|1,Ω + κ̃1θ|p|2,Ω) y es independiente de h, falta probar que es conver-

gente, para ello basta tomar el limite, así:

0 ≤ ĺım
h→0+

||(u, p)− (uh, ph)||[L2(Ω)]d×H1(Ω) ≤ ĺım
h→0+

ηh = 0,

concluyendo así la convergencia. �X
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Del Teorema 1.3.2 es claro que ||u− uh||0,Ω = O(h) y ||p− ph||1,Ω = O(h), es decir,

la convergencia tanto de u como de p son de orden uno, lo que nos permitirá más

adelante veri�car la convergencia y orden de convergencia del esquema (1.2.6).

Procediendo de forma similar al caso continuo, tenemos que (1.3.3) es equivalente

a: hallar (uh, ph) ∈ Hh ×Qh tales que:
a(uh,vh) + b(vh, ph) = F (vh), ∀vh ∈ Hh

b(uh, qh) = 0, ∀qh ∈ Qh∫
Ω

ph = 0.
(1.3.5)

El esquema en elementos �nitos discreto (1.3.5) es planteado con la intención de

relacionarlo con el esquema (1.2.6) y concluir que en efecto son equivalentes. Esta

parte será demostrada en lo que sigue.

1.4. Equivalencia de los esquemas de volúmenes y

elementos �nitos

Tenemos como objetivo probar que (1.3.5) es equivalente a (1.2.6), y como con-

secuencia de los resultados mostrados en la sección 1.3 quedará demostrado que la

solución del esquema de volúmenes �nitos converge a la solución de (1.3.1) (adelante

daremos la de�nición de convergencia para volúmenes �nitos).

Proposición 1.4.1. Los esquemas (1.3.5) y (1.2.6) son equivalentes.

Demostración. La demostración sigue las ideas de la Proposición 2 de [5]. Demostra-

remos ambas implicaciones solo para las dos primeras ecuaciones, ya que, la tercera

es igual en ambos problemas.

(1.3.5) ⇒ (1.2.6). Comenzamos probando el sentido con respecto a la primera ecua-

ción, sean K ∈ T , i ∈ {1, · · · , d} y tomemos vh = χKei, donde ei representa el

vector i-ésimo de la base canónica de Rd, luego sustituyendo en (1.3.5) obtenemos

gracias al Comentario 1.3.1 por la izquierda:
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∫
Ω

uh · vh +

∫
Ω

vh · ∇ph =

∫
K

α
(i)
K +

∫
K

∂ph
∂xi

= α
(i)
K |K|+

∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= u
(i)
K |K|+

∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

y gracias a (1.2.5) por la derecha:∫
Ω

f · vh =

∫
K

f (i) = |K|f (i)
K

así que la primera ecuación se transformó en u
(i)
K |K|+

∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= |K|f (i)
K . En

cuanto a la segunda ecuación sea s ∈ ST y tomemos τh = φs, así que:

0 =

∫
Ω

uh · ∇φs =
∑
K∈T

d∑
i=1

α
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

,

luego gracias al Comentario 1.3.1 obtenemos que:

0 =
∑
K∈T

d∑
i=1

α
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

=
∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

,

con lo que se concluye el primer sentido de la equivalencia.

(1.2.6)⇒ (1.3.5). Análogamente tomamos la primera ecuación, en este caso notemos

que u
(i)
K |K|+

∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= |K|f (i)
K es equivalente a:

∫
Ω

uh · vh +

∫
Ω

vh · ∇ph =

∫
Ω

f · vh,

donde vh = χKei, y como vh ∈ βHh
entonces concluimos que la primera ecuación

se cumple. Resta probar el sentido para la segunda ecuación, para ello notemos que

por el Comentario 1.3.1 se tiene la igualdad:

0 =
∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

=
∑
K∈T

d∑
i=1

α
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

=

∫
Ω

uh · ∇φs, ∀s ∈ ST ,

y dado que φs ∈ βQh
, concluimos que la segunda ecuación se cumple, con lo que se

�naliza este sentido y por tanto los problemas son equivalentes. �X



Implementación del esquema en volúmenes �nitos 20

Desde el punto de vista de los volúmenes �nitos los autores Robert Eymard, Thierry

Gallouët y Raphaele Herbin en [4] (ver teorema 3.1) dicen que un esquema en volú-

menes �nitos es convergente, si tomando el limite cuando h tiende a cero, este tiende

a una formulación variacional continua para el problema. Gracias a la Proposición

1.4.1 y al Teorema 1.3.2 podemos garantizar la convergencia de (1.2.6).

En vista de que el esquema (1.2.6) resultó ser consistente con solución única, estable

al menos para la variable u y convergente, procederemos a validar dichos resultados

numéricamente; describiremos la implementación del esquema en volúmenes �nitos

y consideraremos un problema al que se le conozca la solución exacta con el �n de

validar la convergencia y su orden.

1.5. Implementación del esquema en volúmenes �-

nitos

Como mencionamos anteriormente con (1.2.6) se construye un sistema lineal de

dn + m, siendo d la dimensión del espacio, n el número de elementos en T y m el

número de vértices en T , de la forma:

 MU MUP
MPU 0

0 MP

[U
P

]
=

B0
0

 (1.5.1)

donde U = [u
(1)
1 , · · · ,u(d)

1 , · · · ,u(1)
n , · · · ,u(d)

n ]T , P = [p1, p2, · · · , pm]T representan

las incógnitas del esquema, MU , MUP , MPU y MP son submatrices de tamaños

dn× dn, dn×m, m× dn y 1×m, respectivamente.

Observe que la matriz asociada a (1.5.1) tiene un tamaño de (dn+m+1)×(dn+m),

por tanto no es cuadrada, pero pese a esto es posible usar el comando '\' deMatLab

para obtener la soluciones [U,P]T del sistema, ya que, como se demostró antes el

rango de la matriz debe ser igual a dn+m.

Para construir cada una de las submatrices vamos a reescribir a (1.2.6) de la forma:

u
(i)
K +

1

|K|
∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= f
(i)
K , ∀K ∈ T y ∀i = 1, · · · , d,

∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

= 0, ∀s ∈ ST ,∫
Ω

∑
s∈ST

psφs = 0.

(1.5.2)
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Veamos lo que le corresponde a cada expresión mostrada en (1.5.1):

B es el vector que contiene los valores promedios sobre cada elemento K en T
de cada una de las componentes de la función f , es decir:

B = [f
(1)
1 , · · · , f (d)

1 , · · · , f (1)
n , · · · , f (d)

n ]T .

Los términos de B tienen la forma dada por (1.2.5) y se usarán reglas de

cuadraturas de orden superior para no afectar el orden de convergencia del

esquema.

En R2 se usó una cuadratura de orden tres O(k3
k), la cual aproxima la integral

como: ∫
K

f (i) ≈ |K|
3

(f (i)(a) + f (i)(b) + f (i)(c)),

donde a, b, c son los puntos medios de los lados del triángulo y son mostrados

en la siguiente �gura:

Figura 1.2: Cuadratura sobre elementos triangulares.

En cuanto a R3 se uso una cuadratura de orden cuatro O(h4
k), la cual permite

aproximar la integral de la forma:∫
K

f (i) ≈ −4|K|
5

f (i)(a) +
9|K|
20

(f (i)(b) + f (i)(c) + f (i)(d) + f (i)(e)),

donde a, b, c, d, e son los puntos mostrados en la siguiente �gura:

Figura 1.3: Cuadratura sobre tetraedros.

MU almacena la información del primer término de la primera ecuación de

(1.5.2), se construye de forma global y es igual a la identidad de orden dn.
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MUP contiene los datos que se generan a partir del término
1

|K|
∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

el cual coincide con
∑
s∈SK

ps
∂φs
∂xi

(ya que φs son lineales y ∂φs
∂xi

es constante).

Exploremos quienes son estas constantes: supongamos que para un elemento

arbitrario K sus vértices son s1, s2, s3 en R2 y s1, s2, s3, s4 en R3, así las fun-

ciones bases lineales a trozos asociadas a cada vértice s, φs, tienen la forma

φs(x, y) := as + bsx + csx y φs(x, y, z) := as + bsx + csy + dsz, que cumplen

con φs(r) = δsr, s, r ∈ SK , estas condiciones representan la siguiente igualdad

matricial en R2 y R3, respectivamente:1 xs1 ys1
1 xs2 ys2
1 xs3 ys3

as1 as2 as3
bs1 bs2 bs3
cs1 cs2 cs3

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,


1 xs1 ys1 zs1
1 xs2 ys2 zs2
1 xs3 ys3 zs3
1 xs4 ys4 zs4



as1 as2 as3 as4
bs1 bs2 bs3 bs4
cs1 cs2 cs3 cs4
ds1 ds2 ds3 ds4

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,
de las anteriores igualdades es posible solucionar para los coe�cientes asi , bsi , csi
y dsi , ya que, las matrices de la izquierda son las coordenadas de los vértices

y son conocidos por la información de la malla. Dado que ∇φs = [bs, cs]
T en

R2 y ∇φs = [bs, cs, ds]
T en R3 la matriz MUP se llena por cada elemento K

como sigue:

MUP
(
dK − (d− 1) : dK, [s1, s2, s3]

)
=

[
bs1 bs2 bs3
cs1 cs2 cs3

]
,

MUP
(
dK − (d− 1) : dK, [s1, s2, s3, s4]

)
=

bs1 bs2 bs3 bs4
cs1 cs2 cs3 cs4
ds1 ds2 ds3 ds4

 .
Las entradas de MPU corresponden a los datos obtenidos por el término:

∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

=
∑
K∈T

d∑
i=1

|K|u(i)
K

∂φs
∂xi

;

supongamos que los vértices para el elemento K son [s1, s2, s3] y [s1, s2, s3, s4]

en R2 y R3 respectivamente, por tanto la matriz es llenada de forma:

MPU([s1, s2, s3], dK − (d− 1) : dk) = |K|
[
bs1 bs2 bs3
cs1 cs2 cs3

]T
,

MPU([s1, s2, s3, s4], dK − (d− 1) : dk) = |K|

bs1 bs2 bs3 bs4
cs1 cs2 cs3 cs4
ds1 ds2 ds3 ds4

T .
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MP es una matriz que tiene una única �la y almacena lo obtenido por la

condición que se impuso sobre la presión en Ω para garantizar la unicidad,esto

es: ∫
Ω

∑
s∈ST

psφs =
∑
K∈T

∫
K

∑
s∈SK

psφs =
∑
K∈T

∑
s∈SK

ps

∫
K

φs,

donde
∫
K

φs =
|K|
3

en R2 y
∫
K

φs =
|K|
4

en R3.Así la matriz es llenada por

elemento K teniendo en cuenta cada uno de sus vértices como sigue:

MP (1, [s1, s2, s3]) = MP (1, [s1, s2, s3]) +
|K|
3

[1, 1, 1],

MP (1, [s1, s2, s3, s4]) = MP (1, [s1, s2, s3, s4]) +
|K|
4

[1, 1, 1, 1].

En lo que sigue tomaremos soluciones exactas u y p tanto para R2 como para R3,

tabulamos los errores en [L2(Ω)]d y H1(Ω) , respectivamente y posteriormente cal-

cularemos los órdenes de convergencia.

1.5.1. Resultados numéricos

1.5.1.1. Problema en R2

Consideremos el problema:
u +∇p = f , en Ω,
∇ · u = 0, en Ω,
u · n = 0, en Γ,

(1.5.3)

donde Ω := [0, 1]× [0, 1], Γ := ∂Ω y f es el vector fuente y se encuentra representado

por:

f(x, y) =

[
cos(πy) sin(πx) + cos(x− y)
− cos(πx) sin(πy)− cos(x− y)

]
.

además (1.5.3) tiene soluciones exactas u, p dadas por:

u(x, y) =

[
cos(πy) sin(πx)
− cos(πx) sin(πy)

]
y p(x, y) = sin(x− y).

A continuación se muestra la tabla con los resultados simulados enMatLab y usan-

do la rutina propia Darcy_Eymard.m, donde los ordenes fueron calculados usando

la expresión:

r =
log(E2

E1
)

log(h2

h1
)

donde Ei representa la norma del error para la malla con tamaño hi.
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h ||u− uh||0,Ω ||p− ph||1,Ω Orden u Orden p
0,5 0,0530 0,0636
0,25 0,0221 0,0364 1,2604 0,8049
0,125 0,0110 0,0191 1,0060 0,9333
0,0625 0,0056 0,0097 0,9823 0,9780
0,03125 0,0028 0,0049 0,9910 0,9931
0,015625 0,0014 0,0024 0,9966 0,9979

Cuadro 1.1: Errores y órdenes de convergencia problema lineal en R2.

En el Cuadro 1.1 se puede evidenciar la convergencia, dado que, el error para ambas

variables disminuye a medida que el tamaño de malla h se acerca a cero, además

se puede observar el orden de convergencia el cual era el esperado. A continua-

ción mostramos de forma comparativa las grá�cas de las soluciones exactas con las

aproximadas.

Figura 1.4: Comparación de la primera componente de la velocidad, aproximada
izquierda y real derecha, cuando h = 0,0625 lo que corresponde a 1024 triángulos.

Figura 1.5: Comparación de la segunda componente de la velocidad, aproximada
izquierda y real derecha, cuando h = 0,0625 lo que corresponde a 1024 triángulos.
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Figura 1.6: Comparación de la presión, aproximada izquierda y real derecha, cuando
h = 0,0625 lo que corresponde a 1024 triángulos.

Figura 1.7: Comparación del campo de la velocidad, aproximado izquierda y real
derecha, cuando h = 0,0625 lo que corresponde a 1024 triángulos.

1.5.1.2. Problema en R3

Consideremos el problema:
u +∇p = f , en Ω,
∇ · u = 0, en Ω,
u · n = 0, en Γ,

(1.5.4)

donde Ω := [0, 1] × [0, 1] × [0, 1], Γ := ∂Ω y f es el vector fuente y se encuentra

representado por:

f =

 cos(πy) cos(πz) sin(πx) + sin(z) cos(x− y)
cos(πx) cos(πz) sin(πy)− sin(z) cos(x− y)
−2 cos(πx) cos(πy) sin(πz) + cos(z) sin(x− y)

 .
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además para (1.5.4) se tienen soluciones exactas u, p dadas por:

u(x, y) =

 cos(πy) cos(πz) sin(πx)
cos(πx) cos(πz) sin(πy)
−2 cos(πx) cos(πy) sin(πz)

 y p(x, y, z) = sin(z) sin(x− y).

A continuación se muestra la tabla con los resultados simulados en MatLab y

usando la rutina propia Darcy_R3_L_FN.m.

h ||u− uh||0,Ω ||p− ph||1,Ω Orden u Orden p
1 0,2736 0,2539

0,6124 0,1393 0,1651 1,3766 0,8781
0,3953 0,0852 0,0999 1,1228 1,1966
0,2652 0,0523 0,0594 1,2212 1,3027

Cuadro 1.2: Errores y ordenes de convergencia problema lineal en R3.

Del Cuadro 1.2 se puede observar que el esquema es convergente, y que el orden está

oscilando alrededor de uno. Para concluir sobre el orden de convergencia es necesario

simular con tamaños de malla más pequeños, pero esto resulta problemático debido

a las limitaciones de memoria de la máquina, por ejemplo cuando h = 0, 2652 se

resuelve un sistema lineal del orden de 39322× 39321.



Capítulo 2

FORMULACIÓN EN VOLÚMENES
FINITOS PARA LA ECUACIÓN
DE DARCY NO LINEAL

2.1. Marco Teórico

En el presente apartado tomaremos una expresión con estructura similar a la ley

de Darcy descrita en el capítulo anterior, en este, consideraremos que el medio es

isotrópico, pero a diferencia de lo expuesto anteriormente contaremos con informa-

ción para el �ujo y la presión en los bordes y tomaremos la permeabilidad del medio

dependiente de la presión, lo que representará una no linealidad en la ecuación. El

modelo a estudiar fue el desarrollado por Rajagopal (ver ecuación 2.1.1 de [3]), el

cual es capaz de describir el �ujo de un �uido viscoso incompresible en un medio

poroso con variaciones altas de la presión, como es usual en los procesos de recobro

mejorado.

La ecuación consiste en hallar velocidad u y presión p tales que:
κ(p)u +∇p = f en Ω,

∇ · u = 0 en Ω,
p = pD sobre ΓD,

u · n = g sobre ΓN ,

(2.1.1)

donde Γ representa la frontera (Γ := ∂Ω) y puede ser escrita como Γ = ΓD ∪ ΓN ,

|ΓD| 6= 0, κ es una función escalar, acotada y Lipschitz continua, es decir, existen

constantes N,M, θ positivas tales que:

N ≤ κ(p) ≤M, ∀p ∈ R , (2.1.2)

|κ(p2)− κ(p2)| ≤ θ|p2 − p1|, ∀p1, p2 ∈ R, (2.1.3)

27
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y los datos f ∈ [L2(Ω)]d, pD ∈ H1/2(ΓD) y g ∈ H−1/2
00 (ΓN); los espacios H1/2(ΓD) y

H
−1/2
00 (ΓN) serán de�nidos más adelante.

En el transcurso del capítulo se pretende construir un esquema en volúmenes �nitos

para (2.1.1), se estudiará la existencia, unicidad y la convergencia.

2.2. Formulación en volúmenes �nitos

Es conveniente de�nir algunos conjuntos para llevar a cabo la construcción del es-

quema en volúmenes �nitos de (2.1.1), además de forma similar al problema (1.1.1)-

(1.1.2) contaremos con una partición admisible para el dominio Ω; los conjuntos a

considerar son todos subconjuntos de ST y son:

Sω: Almacena todos los vértices de la partición que no están sobre la frontera

ΓD.

STD: Contiene los vértices que están sobre la clausura de la frontera ΓD,ΓD.

SSN : Guarda los vértices que se localizan sobre la frontera ΓN .

SωK : Alberga los vértices del elemento K ∈ T que pertenecen a Sω.

STDK : Reúne los vértices del elemento K ∈ T que también hacen parte del

conjunto STD.

Ahora procedemos a construir la formulación en volúmenes �nitos, para esto, pro-

cedemos de manera similar al caso lineal. Nuevamente tomamos a p por Galerkin

y empleamos (1.2.4) para aproximar u. Integramos la primera ecuación de (2.1.1)

sobre un elemento K ∈ T y para i = 1, · · · , d, obtenemos:

|K|κ(pK)u
(i)
K +

∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi
≈ |K|f (i)

K ,

donde pK :=
1

|SK |
∑
s∈SK

ps; notemos que SK puede ser escrito como SωK ∪ STDK y

que la presión ps sobre STDK es conocida, así que la anterior ecuación puede ser

reescrita de la forma:

|K|κ(pK)u
(i)
K +

∑
s∈SωK

ps

∫
K

∂φs
∂xi
≈ |K|f (i)

K −
∑

s∈STDK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

, ∀K ∈ T y ∀i = 1, · · · , d.

Analicemos lo que sucede con la segunda ecuación de (2.1.1); esta es testeada con

φs de manera tal que s ∈ Sω e integrada sobre el dominio Ω, así:∫
Ω

(∇ · u)φs = 0, ∀s ∈ Sω,
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luego por identidades de Green lo anterior cae en:

0 =

∫
Ω

(∇ · u)φs =

∫
Γ

(u · n)φs −
∫

Ω

∇φs · u,

y dado que Γ = ΓD ∩ ΓN y φs se anula sobre ΓD lo anterior se reduce a:∫
Ω

∇φs · u =

∫
ΓN

gφs, ∀s ∈ Sω,

la aparición de g en la parte derecha de la anterior igualdad sucede gracias a la

información ofrecida por (2.1.1) en el borde, es decir u ·n = g cuando estamos sobre

ΓN . En seguida bajo el supuesto de que u se puede aproximar por medio de su valor

promedio sobre cada elemento podremos escribir la anterior igualdad como:

∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi
≈
∫

ΓN

gφs, ∀s ∈ Sω,

por tanto el esquema en volúmenes �nitos para (2.1.1) pretende hallar (uK)K∈T y

(ps)s∈Sω tales que:

|K|κ(pK)u
(i)
K +

∑
s∈SωK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= |K|f (i)
K −

∑
s∈STDK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

,

∀K ∈ T y ∀i = 1, · · · , d,∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

=

∫
ΓN

gφs, ∀s ∈ Sω.

(2.2.1)

Obsérvese que el anterior problema es no lineal y forma un sistema con un número de

d|T |+ |Sω| ecuaciones con d|T |+ |Sω| incógnitas. Además, dado que g ∈ H−1/2
00 (ΓN)

aún debemos darle sentido a la integral
∫

ΓN

gφs que lo haremos en la siguiente sec-

ción.

En lo que sigue se probará existencia y unicidad para el problema, es decir, proba-

remos que (2.2.1) es equivalente a un problema formulado en elementos �nitos para

el cual tenemos existencia, unicidad y convergencia.

2.2.1. Existencia y unicidad

Para probar la existencia y unicidad de la formulación (2.2.1) como ya lo menciona-

mos, es necesario probar la equivalencia con un esquema en elementos �nitos, como

se hizo en el capítulo anterior. La estrategia a seguir es construir una formulación

variacional mixta para (2.1.1), de�nir espacios de dimensión �nita para aproximar

las soluciones (esquema en elementos �nitos), probar existencia y unicidad de la
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solución para ambos problemas, exponemos bajo que condiciones hay convergencia

y �nalizamos demostrando que el esquema en volúmenes �nitos es equivalente al

esquema en elementos �nitos.

2.3. Formulación variacional mixta

Como en el capítulo uno, primero vamos a obtener una formulación variacional

mixta para el problema (2.1.1). Para ello es necesario introducir espacios adicionales

y seguiremos las ideas presentadas en la sección 2.4 de [14]. Sean:

H1
0D(Ω) :=

{
q ∈ H1(Ω) : γ0(q) = 0 sobre ΓD

}
,

H1
ΓD

(Ω) :=

{
q ∈ H1(Ω) : γ0(p) = pD sobre ΓD

}
,

donde γ0 representa el operador traza, operador lineal y acotado (ver Teorema A.0.7).

Con el anterior operador podemos de�nir el espacio H1/2(Γ) como:

H1/2(Γ) := γ0(H1(Ω)) =

{
ξ ∈ L2(Γ) : ∃!q ∈ H1(Ω) tal que γ0(q) = ξ

}
,

que además satisface que existe c > 0 tal que ||γ0(q)||H1/2(Γ) ≤ c||q||1,Ω, ∀q ∈ H1(Ω).

Notemos que el dato g vive en el espacio H−1/2
00 (ΓN) que es el dual de H1/2

00 (ΓN)

dado por:

H
1/2
00 (ΓN) :=

{
γ0(q)

∣∣∣∣
ΓN

: q ∈ H1
0D(Ω)

}
.

2.3.1. Formulación variacional continua

Procediendo de forma similar a como se construyó la formulación variacional conti-

nua en el capítulo uno. Si multiplicamos la primera ecuación de (2.1.1) por v suave

e integramos en Ω obtenemos:∫
Ω

κ(p)u · v +

∫
Ω

∇p · v =

∫
Ω

f · v,

en lo anterior basta con tomar a u,v ∈ [L2(Ω)]d, p ∈ H1(Ω) para que las integrales

estén bien de�nidas; por otra parte multiplicando la segunda ecuación de (2.1.1) por

q función suave, integrando en Ω y usando identidades de Green obtenemos:

0 =

∫
Ω

(∇ · u)q = −
∫

Ω

u · ∇q +

∫
ΓN

gq,
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en este caso pedimos que q se anule sobre ΓD y por eso la integral solo quedaría sobre

ΓN y esta integral ya no estaría bien de�nida, así que ésta debe de estar representa-

da por medio del producto de dualidad 〈g, γ0(q)〉
H
−1/2
00 (ΓN )×H1/2

00 (ΓN )
, que denotaremos

por 〈g, γ0(q)〉ΓN
.

Luego la formulación variacional mixta para el problema (2.1.1) consiste en hallar

(u, p) ∈ [L2(Ω)]d ×H1
ΓD

(Ω) tales que:{
ap(u,v) + b(v, p) = F (v), ∀v ∈ [L2(Ω)]d,

b(u, q) = G(q), ∀q ∈ H1
0D(Ω),

(2.3.1)

donde:

ap : [L2(Ω)]d × [L2(Ω)]d → R

(u,v) 7→ ap(u,v) :=

∫
Ω

κ(p)u · v,

b : [L2(Ω)]d ×H1
0D(Ω)→ R

(u, q) 7→ b(u, q) :=

∫
Ω

u · ∇q,

F : [L2(Ω)]d → R

v 7→ F (v) :=

∫
Ω

f · v,

G : H1
0D(Ω)→ R

q 7→ G(q) := 〈g, γ0(q)〉ΓN
.

Notemos que ap es una forma bilineal aunque dependa de p.

En el siguiente apartado probaremos que (2.3.1) tiene solución única, para esto no

basta con chequear las hipótesis del Teorema A.0.1 (debido a que ap depende de p)

y es necesario citar otros teoremas y pedir algo mas sobre la variable u.

2.3.2. Existencia y unicidad

Para demostrar existencia y unicidad de (2.3.1) debido a la no linealidad introducida

por κ(p) seguiremos las ideas propuestas en la sección 2 de [15] combinadas con los

resultados mostrados en el capítulo 2 de la tesis [3].

Comenzamos proponiendo un problema auxiliar: Hallar (u, p) ∈ [L2(Ω)]d ×H1
ΓD

(Ω)

tales que: {
aξ(u,v) + b(v, p) = F (v), ∀v ∈ [L2(Ω)]d,

b(u, q) = G(q), ∀q ∈ H1
0D(Ω),

(2.3.2)
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donde ξ es una función de Ω en R diferente de p y medible; la forma bilineal b,

funcionales F y G son idénticos a los dados para (2.3.1) y la forma bilineal aξ viene

dada por:

aξ : [L2(Ω)]d × [L2(Ω)]d → R

(u,v) 7→ a(u,v) :=

∫
Ω

κ(ξ)u · v.

Notemos que (2.3.2) cae en la forma de un problema mixto lineal, para el cual po-

demos emplear el Teorema A.0.1, pero antes debemos reescribirlo de forma tal que

p y q vivan en el mismo espacio.

Si p ∈ H1
ΓD

(Ω) entonces existe un único p̂ ∈ H1(Ω) tal que γ0(p̂) = pD sobre ΓD, así

que p se puede escribir como p = p̃ + p̂ donde p̃ debe ser la solución del problema:

Hallar (u, p̃) ∈ [L2(Ω)]d ×H1
0D(Ω) tales que:{

aξ(u,v) + b(v, p̃) = F̃ (v), ∀v ∈ [L2(Ω)]d,
b(u, q) = G(q), ∀q ∈ H1

0D(Ω),
(2.3.3)

donde:

F̃ : [L2(Ω)]d → R

v 7→ F (v) :=

∫
Ω

f · v −
∫

Ω

∇p̂ · v,

en cuanto a las formas bilineales aξ, b y el funcional G son idénticos a las expresiones

del problema (2.3.2).

Así nuestra tarea es demostrar que (2.3.3) tiene una única solución. Inicialmente

veamos si aξ, b, F,G son acotados, ya que, por propiedades de las integrales y del

producto de dualidad estas expresiones son lineales:

Continuidad con respecto a aξ:

|aξ(u,v)| =
∣∣∣∣ ∫

Ω

κ(ξ)u · v
∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣ ∫
Ω

u · v
∣∣∣∣ ≤M ||u||0,Ω||v||0,Ω.

Continuidad con respecto a b

|b(u, p̃)| =
∣∣∣∣ ∫

Ω

u · ∇p̃
∣∣∣∣ ≤ ||u||0,Ω|p̃|1,Ω ≤ ||u||0,Ω||p̃||1,Ω.
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Continuidad de F

|F (v)| =
∣∣∣∣ ∫

Ω

f · v −
∫

Ω

∇p̂ · v
∣∣∣∣

≤ ||f ||0,Ω||v||0,Ω + ||∇p̂||0,Ω||v||0,Ω
≤ (||f ||0,Ω + ||p̂||1,Ω)||v||0,Ω
≤ (||f ||0,Ω + ||pD||H1/2(ΓD))||v||0,Ω.

Continuidad de G

|G(q)| = |〈g, γ0(q)〉ΓN
| ≤ ||g||

H
−1/2
00 (ΓN )

||γ0(q)||
H

1/2
00 (ΓN )

≤ c||g||
H
−1/2
00 (ΓN )

||q||1,Ω.

lo que nos permite concluir que las formas bilineales aξ, b son acotadas y que los

funcionales F,G también lo son; ahora analicemos la parte I y II de Teorema A.0.1:

i. Notemos que aξ es coerciva en todo [L2(Ω)]d, es decir no es necesario restringir

la forma bilineal al núcleo V para analizar la coercividad, ya que:

aξ(u,u) =

∫
Ω

κ(ξ)u · u ≥ N

∫
Ω

u · u = N ||u||20,Ω.

ii. Sea p̃ ∈ H1
0D(Ω), notemos que como p̃ ∈ H1

0D(Ω) entonces ∇p̃ ∈ [L2(Ω)]d, por

lo que podemos tomar un ũ igual al gradiente de p̃ (ũ = ∇p), así obtenemos:

sup
u∈[L2(Ω)]d

u6=0

b(u, p̃)

||u||0,Ω
≥ b(ũ, p̃)

||ũ||0,Ω
=
|p̃|21,Ω
|p̃|1,Ω

= |p̃|1,Ω,

resta probar que existe una constante β positiva tal que |p̃|1,Ω > β||p̃||1,Ω, lo cual
es una consecuencia del Ejemplo A.0.8, permitiéndonos concluir que b satisface

la condición de inf-sup;

Gracias a los resultados obtenidos en I y II �nalmente podemos garantizar una única

solución para (2.3.3) y por consiguiente la de (2.3.2).

A continuación enunciaremos un teorema que garantiza existencia, unicidad y esta-

bilidad para el problema (2.3.1), el cual surge de usar el resultado anterior para el

problema auxiliar junto con el punto �jo de Brouwer combinado con penalización

(ver Teorema 2.3 de [15]):

Teorema 2.3.1. Supongamos que κ satisface las condiciones (2.1.2) y (2.1.3), en-

tonces para cualquiera (f , g) ∈ [L2(Ω)]d ×H−1/2
00 (ΓN) el problema (2.3.1) tiene solu-

ción (u, p) ∈ [L2(Ω)]d ×H1
ΓD

(Ω). Además si u ∈ [L3(Ω)]d y satisface:

M +N

N
C(Ω)θ||u||[L3(Ω)]d < 1
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entonces (2.3.1) tiene única solución, mas aún, existe c > 0 tal que:

||u||0,Ω + ||p||1,Ω ≤ c

(
||f ||0,Ω + ||g||

H
−1/2
00 (ΓN )

+ ||pD||H1/2(ΓD)

)
.

Parte de la prueba del anterior teorema fue probada por Abad en su tesis de maestría

[3] (ver proposición 2.1.1); �nalmente con el Teorema 2.3.1 queda demostrado que

(2.3.1) tiene una única solución estable.

2.3.3. Formulación variacional mixta discreta

Consideremos los espacios Hh y Qh de�nidos en el capitulo anterior y las mismas

aproximaciones para u y p, es decir:

u
(i)
h =

∑
K∈T

α
(i)
K χK , ∀i = 1, · · · , d,

ph =
∑
s∈ST

psφs,

por otra parte es necesario de�nir nuevos espacios, los cuales llamaremos Q0h y Qph,

donde Q0h el espacio de todas las funciones que se encuentran en Qh y en H1
0D(Ω),

y donde Qph es el espacio de todas las funciones que pertenecen a Qh pero que en la

frontera ΓD toman el valor de la presión dado por pD, lo anterior se puede ver como:

Q0h :=

{
qh ∈ Qh : qh = 0 sobre ΓD

}
,

Qph :=

{
qh ∈ Qh : qh = pD sobre ΓD

}
,

luego el problema discreto es el que quiere hallar (uh, ph) ∈ Hh ×Qph tales que:
∑
K∈T
|K|κ(ph(pB))uh(pB) · vh(pB) +

∫
Ω

∇ph · vh =

∫
Ω

f · vh, ∀vh ∈ Hh,∫
Ω

∇qh · uh = 〈g, γ0(qh)〉ΓN
, ∀qh ∈ Q0h,

(2.3.4)

donde pB es la coordenada del baricentro para el elemento K.

Notemos que a diferencia del caso lineal, ahora la integral
∫

Ω

κ(ph)uh ·vh no se puede
calcular en forma exacta, para esta integral empleamos la cuadratura de punto medio

sobre cada elemento K que introduce un error de O(h2
K).

Seguidamente citaremos el Teorema 3.1 de [16], teorema reportado y probado con

detalles por Abad en su tesis de maestría (ver teorema 2.1.2 de [3]) que nos permitirá

garantizar la existencia y unicidad del problema (2.3.4):
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Teorema 2.3.2. Sean Hh y Q0h espacios de dimensión �nita, suponga que la solu-

ción (u, p) ∈ [L2(Ω)]d ×H1
0D(Ω) para el problema (2.3.1) es tal que u ∈ [L3(Ω)]d y

es lo su�cientemente pequeña en el sentido que:

1

β

M +N

N
C(Ω)θ||u||[L3(Ω)]d ≤ λ < 1

entonces (2.3.4) tiene única solución (uh, ph) ∈ Hh × Qph y existe una constante

c > 0 independiente de h tal que:

||(u, p)− (uh, ph)||[L2(Ω)]d×H1(Ω) ≤ c ı́nf
(vh,qh)∈Hh×Q0h

||(u, p)− (vh, qh)||[L2(Ω)]d×H1(Ω).

Gracias al teorema anterior y siguiendo los pasos en el Teorema 1.3.2 podemos

además concluir que si u ∈ [H1(Ω)]d y p ∈ H2(Ω) ∩ H1
0D(Ω) entonces el esquema

converge y lo hace con orden uno. La única diferencia para obtener el resultado

es que ahora se considera el espacio Q0h en lugar de Qh, por lo tanto debemos

garantizar que IL1
h (q) ∈ Q0h, ∀q ∈ H2(Ω) ∩ H1

0D(Ω) y esto es inmediato, ya que,

si γ0(q) = 0 sobre ΓD entonces su interpolante de Lagrange sobre P1 cumple que

qh(xs) = 0 ∀s ∈ Sω, donde xs es la coordenada del vértice s.

2.3.4. Relación entre volúmenes y elementos �nitos

En este apartado mostraremos que el esquema en volúmenes �nitos (2.2.1) es equi-

valente al esquema en elementos �nitos (2.3.4)

Proposición 2.3.3. Los problemas (2.2.1) y (2.3.4) son equivalentes.

Demostración. Iniciamos mostrando que la primera ecuación de (2.3.4) implica

(2.2.1), para esto, sea K ∈ T y i = {1, · · · , d} y tomemos vh = χKei, así lo-

gramos:

|K|κ(pK)α
(i)
K +

∑
s∈SωK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

=

∫
K

f (i) −
∑

s∈STDK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

,

gracias al Comentario 1.3.1 y a (1.2.5) lo anterior es igual a tener:

|K|κ(pK)u
(i)
K +

∑
s∈SωK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= |K|f (i)
K −

∑
s∈STDK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

.

Ahora probemos el mismo sentido pero para la segunda ecuación; sea s ∈ Sω y

tomemos qh = φs, asi que:

〈g, γ0(φs)〉ΓN
=

∫
Ω

∇φs · uh =
∑
K∈T

d∑
i=1

α
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

,
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y gracias al Comentario 1.3.1 obtenemos:

〈g, γ0(φs)〉ΓN
=
∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

,

con lo que queda demostrado el primer sentido de la equivalencia. Resta probar que

(2.2.1) implica (2.3.4), para esto tomamos la expresión:

|K|κ(pK)u
(i)
K +

∑
s∈SωK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= |K|f (i)
K −

∑
s∈STDK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

,

y la reescribimos de la forma:

|K|κ(pK)u
(i)
K +

∑
s∈SωK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

+
∑

s∈STDK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

= |K|f (i)
K ,

|K|κ(pK)u
(i)
K +

∑
s∈SK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

=

∫
K

f (i),

|K|κ(pK)u
(i)
K +

∫
K

∂ph
∂xi

=

∫
K

f (i),

notemos que la última igualdad la podemos ver como:∑
K∈T

|K|κ(ph(pB))uh(pB) · vh(pB) +

∫
K

∇ph · vh =

∫
Ω

f · vh,

donde vh = χKei y como vh ∈ βHh
entonces concluimos que la primera ecuación se

cumple, resta probar el sentido para la segunda ecuación, para ello notemos que por

el Comentario 1.3.1 se tiene la igualdad:

〈g, γ0(φs)〉ΓN
=
∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

=
∑
K∈T

d∑
i=1

α
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi

=

∫
Ω

uh · ∇φs, ∀s ∈ Sω,

y dado que φs ∈ βQ0h, concluimos que la segunda ecuación se cumple, con lo que se

�naliza este sentido y por tanto los problemas son equivalentes. �X

En el próximo capítulo mostraremos la implementación del método y la estrategia

que adoptaremos para la solución del sistema de ecuaciones no lineales que surgen

de (2.2.1).



Capítulo 3

DIFERENCIACIÓN
AUTOMÁTICA-DARCY NO
LINEAL

3.1. Diferenciación automática

En principio parecerá salido del tema, pero como veremos más adelante será una

herramienta útil, e�ciente y fácil de usar.

La diferenciación automática como su nombre lo dice es una técnica computacional

que nos permite estimar el valor de la derivada o un gradiente para una función

dado un punto o un vector, entre sus ventajas está el no depender de la elección de

un parámetro ε como si lo hace la derivación numérica:

f ′(x0) ≈ f(x0 + ε)− f(x0)

ε
, cuando ε ≈ 0;

su error se encuentra acotado por el error de punto �otante acumulado durante las

operaciones, es decir, podremos estimar derivadas con errores del orden de 10−16

(eps que es el menor número de MatLab) (ver resumen de [8]),(ver introducción de

[9]).

Veamos un poco como funciona la diferenciación automática. Supongamos que que-

remos determinar el valor de la derivada para la función f(x) = x ∗ exp(x2) en el

punto x = 2; en la siguiente tabla se muestran algunos cambios de variables, posibles

pasos a seguir y resultados:

Un posible algoritmo es el que sea capaz de reconocer la función f , que realice las

declaraciones reportadas en la tabla o algo similar y que arroje el valor de la deriva

en el punto; lo anterior lo hace la diferenciación automática clásica y a tal proceso se

le conoce como transformación de fuente (source tranformation) (ver artículo [17])

37
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x = 2 x′ = 1
y1 = x2 = 4 y′1 = 2 ∗ x ∗ x′ = 4

y2 = exp(y1) = 54,5982 y′2 = exp(y1) ∗ y′1 = 218,3926
y = x ∗ y2 = 109,1963 y′ = x′ ∗ y2 + y′2 ∗ x = 491,3834

Cuadro 3.1: Obtención del valor de la derivada de f(x) = x ∗ exp(x2) en x = 2.

(ver sección 6 del libro [18]); la desventaja del método es que la programación se

vuelve tan complicada como implementar la diferenciación simbólica (ver introduc-

ción [8]). Existe otra alternativa, la cual consiste en ver la variable x como un objeto

en el que sus características o propiedades son el valor en donde se desea estimar

la derivada y el valor de su derivada, que en este caso es uno, con base en este es

posible crear nuevos objetos en donde se almacenen el valor de la función evaluada

en el punto y su derivada; para ilustrar la forma en como este opera volvamos a la

tabla y creemos el objeto x = clase(2, 1) (primera �la de Cuadro 3.1) si llamamos

una nueva variable y1 = x2 estaríamos diciendo que y1 = clase(4, 4) (�la dos Cua-

dro 3.1), notemos que de entrada es posible crear el objeto y = x ∗ exp(x2) lo que

signi�ca que y = clase(109,1963, 491,3834) (�la cuatro Cuadro 3.1).

En esta tesis abordaremos y usaremos especí�camente la diferenciación automática

programada con orientación a objetos. Para entender la programación orientada a

objetos debemos comprender el concepto de clase (class); llamaremos clase a la

herramienta que nos permite crear objetos y su estructura consta de propiedades y

métodos (ver sección 18 de [10]), en MatLab se crea un archivo .m el cual debe ser

guardado con el mismo nombre (en nuestro caso AD) y debe ser escrito de la forma:

1 c l a s s d e f AD
2 p r op e r t i e s
3 end
4 methods
5 end
6 end

A continuación especi�caremos lo que debemos adicionar en properties y en methods.

En properties agregaremos las características que tendrán los objetos generados por

dicha clase, en este caso como lo mencionamos antes serán el valor de la función

evaluada en el punto (val) el de su derivada en el punto (der), veamos:

1 c l a s s d e f AD
2 p r op e r t i e s
3 va l
4 der
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5 end
6 methods
7 end
8 end

En methods se crean funciones que reconocen y rede�nen operaciones básicas como

la suma, resta, multiplicación, división y potenciación, además permite reconocer

y rede�nir lo realizado por las expresiones como: sin, cos, tan, exp, etcétera, que

se encuentran entre las librerías de MatLab; en esta también es necesario crear

el llamado constructor, que en palabras simples es el que permite reconocer los

argumentos de entrada (val,der). Este debe escribirse como se sigue:

1 % seno
2 f unc t i on h = s in (u)
3 h = AD( s i n (u . va l ) , cos (u . va l ) *u . der ) ;
4 end
5 % Producto
6 f unc t i on h = mtimes (u , v )
7 i f ~ i s a (u , 'AD' )
8 h = AD( u*v . val , u*v . der ) ;
9 e l s e i f ~ i s a (v , 'AD' )

10 h = AD(v*u . val , v*u . der ) ;
11 e l s e
12 h = AD(u . va l *v . val , u . der *v . va l + v . der *u .

va l ) ;
13 end
14 end

1 %cons t ruc to r
2 f unc t i on obj = AD(a , b)
3 i f narg in == 0
4 obj . va l = [ ] ;
5 obj . der = [ ] ;
6 e l s e i f narg in == 1
7 obj . va l = a ;
8 obj . der = 0 ;
9 e l s e

10 obj . va l = a ;
11 obj . der = b ;
12 end
13 end

En el primer código mostramos las funciones que reconocen y rede�nen al seno y

a un producto, nótese que las entradas y salidas de cada una de las funciones son

clases AD, la parte �nal del código muestra la forma del constructor; de forma si-

milar se construyen el resto de funciones mencionadas anteriormente. Lo anterior se
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construyó basados en la sección dos de [8] y en el help de MatLab. Con lo ante-

rior tenemos todo listo para calcular la derivada de cualquier función en un punto

donde claramente se encuentre de�nida; para veri�car el funcionamiento del código

tomemos el ejemplo del comienzo y calculemos el valor de la derivada, así:

Figura 3.1: Resultados derivación automática para funciones de una variable.

En la Figura 3.1 se puede observar como inicialmente se crea el objeto x y posterior-

mente basados en él se crea x ∗ exp(x2) con sus respectivas características; notemos

además que se generan los datos reportados en la última �la del Cuadro 3.1. Con el

anterior código también es posible generar el vector gradiente para una función de

varias variables en un punto especi�cado, para mostrar la forma en como debe de

escribirse consideremos la función F (x, y) = x ∗ y ∗ sin(x − y) y aproximemos ∇F
en el punto [0, π/2], veamos:

Figura 3.2: Resultados derivación automática para funciones multivariables.

En la Figura 3.2 se muestra como creamos los objetos x, y y F , observe que a

diferencia del caso de una variable en este se muestra el vector gradiente almacenado
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en la propiedad der, dicho vector es el que le corresponde a [∂F
∂x
, ∂F

∂y
] evaluado en

[0, π
2
].

Existen múltiples aplicaciones de la diferenciación automática, como por ejemplo en

(ver segunda parte de [9]):

Optimización.

El calculo de derivadas de orden superior y coe�cientes de una serie de Taylor.

El método de Newton.

De las anteriores aplicaciones nos interesaremos por el cálculo de la matriz Jacobiana

necesaria dentro del método de Newton, esta estrategia comparada con los métodos

cuasi Newton tienen como principal ventaja disminuir el error en las aproximacio-

nes de las derivadas y como lo mencionamos antes no depende de la selección del

parámetro pequeño ε (ver introducción de [19]).

Tomaremos un ejemplo simple el cual nos servirá de apoyo en la hora de aplicar la

diferenciación automática para aproximar la solución de (2.2.1).

Ejemplo 3.1.1. Supongamos que queremos usar el método de Newton para apro-

ximar la solución del siguiente sistema (tomado de [6]):
3x− cos(yz)− 1

2
= 0,

x2 − 81(y + 0,1)2 + sin(z) + 1,06 = 0,
exp(−xy) + 20z + 10π−3

3
= 0.

Recordemos que el método de newton consiste en generar la sucesión {xk}k∈N dada

por (ver sección 10 de [6]):

xk+1 = xk − [J(xk)]−1F(xk), ∀k ∈ N,

partiendo de un x0 que se espera converja a la solución de F(x) = 0; en este caso

x = [x, y, z]T es el vector de incógnitas,

F(x) =

f1(x)
f2(x)
f3(x)

 =

 3x− cos(yz)− 1
2

x2 − 81(y + 0,1)2 + sin(z) + 1,06
exp(−xy) + 20z + 10π−3

3

 ,
es el vector que contiene las ecuaciones igualadas a cero y J es la matriz Jacobiana

que viene dada por:

J =

∇f1

∇f2

∇f3

 =


∂f1

∂x
∂f1

∂y
∂f1

∂z
∂f2

∂x
∂f2

∂y
∂f2

∂z
∂f3

∂x
∂f3

∂y
∂f3

∂z

 .
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Notemos que en cada iteración del método debemos calcular la matriz Jacobiana (J)

y el valor numérico del vector F, es por esta razón que entre los métodos (methods)

incorporaremos la función double que al ser llamada nos permite transformar de

clase a vector, en el caso de una variable, dicha función retorna un vector �la de

dos componentes, siendo la primera el valor de la función evaluada en el punto y la

segunda el valor de su derivada; en cuanto al caso de varias variables double retorna

un vector �la con primera componente el valor de la función evaluada en el punto

y desde la segunda componente hasta la última, corresponde a el vector gradiente

evaluado en el punto. La función double consiste en (ver sección 3 de [8]):

1 f unc t i on vec = double ( obj )
2 vec = [ obj . va l obj . der ] ;
3 end

Gracias a double es sencillo crear una función que nos permita dado un vector estimar

a J y F, a continuación se muestra valorjacobiano que cumple con la mencionada

tarea:

1 f unc t i on [F , J ] = va l o r j a cob i ano (X)
2 x = AD(X(1) , [ 1 0 0 ] ) ;
3 y = AD(X(2) , [ 0 1 0 ] ) ;
4 z = AD(X(3) , [ 0 0 1 ] ) ;
5 f 1 = 3*x = cos ( y*z ) = 1/2 ;
6 f 2 = x^2 =81*(y+0.1)^2 + s in ( z ) + 1 . 0 6 ;
7 f 3 = exp(=x*y ) + 20* z + (10* pi=3) /3 ;
8 aux = [ double ( f 1 ) ; double ( f 2 ) ; double ( f 3 ) ] ;
9 F = aux ( : , 1 ) ;

10 J = aux ( : , 2 : end ) ;
11 end

En el anterior código se muestra como creamos los objetos x, y, z y apoyados en

estos construimos f1, f2 y f3; la expresión aux genera una matriz de orden tres por

cuatro cuya primera columna es F evaluado en el punto X y de la segunda hasta la

cuarta columna es la matriz J. Notemos que ya tenemos las herramientas necesarias

para aplicar el método de Newton, es decir, ya tenemos a F y a J para cualquier

punto, así que usaremos la función ADnewtonvv para aproximar la solución y que

consiste en (ver sección 4 de [8]):

1 f unc t i on x_sol = ADnewtonvv(x_0 , t o l )
2 e r r o r = 1 ;
3 p_old = x_0 ;
4 whi le e r r o r > t o l
5 [ F , J ] = va l o r j a cob i ano ( p_old ) ;
6 Y = J\(=F) ;
7 e r r o r = norm(Y) ;



Implementación de (2.2.1) usando diferenciación automática 43

8 p_new = Y + p_old ;
9 p_old = p_new ;

10 end
11 x_sol = p_old ;
12 end

Las entradas del anterior algoritmo son un valor semilla x_0 y una tolerancia tol;

en nuestro caso corrimos con x_0 = [0,1 0,1 − 0,1]T y tol = 1e−6 y el resultado se

muestra a continuación:

Figura 3.3: Resultado método de Newton usando diferenciación automática.

Los resultados reportados en la Figura 3.3 fueron comparados con los expuestos en

el ejemplo uno de la sección 10.2 del texto de análisis numérico [6].

En lo que sigue,vamos a aplicar el método de Newton con diferenciación automática

a gran escala.

3.2. Implementación de (2.2.1) usando diferenciación

automática

En esta sección resolveremos el sistema de ecuaciones no lineal generado por (2.2.1),

este puede ser resuelto usando el método de iteración por punto �jo tal y como se

muestra en la sección 5 de [16] y en la sección 2 de [3], pero en general tal estrategia

tiene sus limitaciones como por ejemplo escribir el problema en su forma de punto

�jo, razón por la cuál es práctico usar el método de Newton ya que este resulta ser

una técnica de solución mas amplia (ver sección 10 de [6]).

Antes de comenzar a exponer la implementación debemos reescribir a (2.2.1) de la

siguiente forma:

κ(pK)u
(i)
K +

1

|K|
∑
s∈SωK

ps

∫
K

∂φs
∂xi

+
1

|K|
∑

s∈STDK

ps

∫
K

∂φs
∂xi
− f

(i)
K = 0,

∀K ∈ T y ∀i = {1, · · · , d},∑
K∈T

d∑
i=1

u
(i)
K

∫
K

∂φs
∂xi
− 〈g, φs〉ΓN

= 0,

∀s ∈ Sω;

(3.2.1)
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es importante mencionar que lo hecho en esta parte es solo para un problema en

R2, pero siguiendo los mismos pasos y lógica es posible implementar un esquema

en R3. Supongamos que tenemos una partición para Ω ⊂ R2 y donde cada volu-

men de control es un triángulo, además, para esta tenemos separados los puntos

que se encuentran sobre la clausura de la frontera ΓD, ΓD de los puntos interio-

res y de borde ΓN , es decir, contamos con los conjuntos Sω, STD, SSN , SωK y

STDK de�nidos al comienzo del capítulo dos. Para emprender a aplicar el méto-

do de Newton debemos de�nir nuestro vector de incógnitas x, el cual viene dado

por x = [u
(1)
1 ,u

(2)
1 , · · · ,u(1)

n ,u
(2)
n , pω1, · · · , pωm]T , donde n es el número de elementos

(n = |T |) y m es el número de vértices que no se encuentran sobre la clausura de la

frontera ΓD, ΓD (m = |Sω|); observe que J es una matriz cuadrada de orden 2n+m

y F es un vector de R2n+m; como se mostró en el Ejemplo 3.1.1 debemos crear ruti-

nas que nos generen la matriz J y el vector F para un punto arbitrario x, así que,

para mostrar la forma en como lo haremos tomaremos un elemento K con vértices

ω1, ω2, ω3 interiores o de frontera ΓN , generaremos resultados de forma local y ex-

pondremos con base en estos resultados, como los almacenaremos de forma global.

Dado que tomamos los vértices de K sobre ΓN o interiores, J será localmente, (JK),

cuadrada de orden cinco; a continuación mostraremos que le corresponde a las dos

primeras �las de FK y JK , para ello partimos del calculo de los coe�cientes para las

funciones techo φ lineales a trozos mostrados en la implementación del capítulo uno

y de las siguientes expresiones que hacen parte de la primera ecuación de (3.2.1):

F
(1)
K (u

(1)
K ,u

(2)
K , pω1 , pω2 , pω3) =κ

(
1

3
(pω1 + pω2 + pω3)

)
u

(1)
K +

pω1

∂φω1

∂x
+ pω2

∂φω2

∂x
+ pω3

∂φω3

∂x
− f

(1)
K ,

F
(2)
K (u

(1)
K ,u

(2)
K , pω1 , pω2 , pω3) =κ

(
1

3
(pω1 + pω2 + pω3)

)
u

(2)
K +

pω1

∂φω1

∂y
+ pω2

∂φω2

∂y
+ pω3

∂φω3

∂y
− f

(2)
K ,

luego si de�nimos los objetos como:

u
(1)
K = AD(x(2K − 1), [1, 0, 0, 0, 0]),

u
(2)
K = AD(x(2K), [0, 1, 0, 0, 0]),

pω1 = AD(x(2n+ ω1), [0, 0, 1, 0, 0]),

pω2 = AD(x(2n+ ω2), [0, 0, 0, 1, 0]),

pω3 = AD(x(2n+ ω3), [0, 0, 0, 0, 1]),
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obtenemos que:

JK(1 : 2, :) =

[
F

(1)
K .der

F
(2)
K .der

]
=

∂F
(1)
K

∂u
(1)
K

0
∂F

(1)
K

∂pω1

∂F
(1)
K

∂pω2

∂F
(1)
K

∂pω3

0
∂F

(2)
K

∂u
(2)
K

∂F
(2)
K

∂pω1

∂F
(2)
K

∂pω2

∂F
(2)
K

∂pω3

 ; (3.2.2)

las tres últimas �las de JK provienen de la segunda ecuación de (3.2.1) testeando

con cada función techo asociada a los vértices ω1, ω2, ω3, esto es:

F
(3)
K

F
(4)
K

F
(5)
K

 =


|K|u(1)

K
∂φω1

∂x
+ |K|u(2)

K
∂φω1

∂y
−
∫

ΓN

gφω1

|K|u(1)
K

∂φω2

∂x
+ |K|u(2)

K
∂φω2

∂y
−
∫

ΓN

gφω2

|K|u(1)
K

∂φω3

∂x
+ |K|u(2)

K
∂φω3

∂y
−
∫

ΓN

gφω3

 ,

notemos que estas ecuaciones son lineales, razón por la cuál no es necesario usar

diferenciación automática; en este caso la matriz se reduce a:

JK(3 : 5, :) = |K|

bω1 cω1 0 0 0
bω2 cω2 0 0 0
bω3 cω3 0 0 0

 , (3.2.3)

donde los valores bωi
, cωi

son los coe�cientes asociados a la función techo φωi
restrin-

gida al elemento K.

Gracias a las ecuaciones (3.2.2) y (3.2.3) podemos hacer un ciclo en el que recorramos

cada elemento K en T con el que construiremos a J y F de forma global, así:

J(2K − 1 : 2K, [2K − 1, 2K, 2n+ ω1, 2n+ ω2, 2n+ ω3]) = JK(1 : 2, :),

J([2n+ ω1, 2n+ ω2, 2n+ ω3], 2K − 1 : 2K) = JK(3 : 5, 1 : 2),

F(2K − 1 : 2K) =

[
F

(1)
K .val

F
(2)
K .val

]
,

y por la forma de JK(3 : 5, :) y F
(3)
K , F(4)

K y F
(5)
K tenemos:

F([2n+ ω1, 2n+ ω2, 2n+ ω3]) =F([2n+ ω1, 2n+ ω2, 2n+ ω3])

+ JK(3 : 5, 1 : 2)x(2K − 1 : 2K)−



∫
ΓN

gφω1∫
ΓN

gφω2∫
ΓN

gφω3

 ;
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las expresiones f (1)
K y f

(2)
K son aproximadas usando las mismas cuadraturas reporta-

das en la sección 1.5 del capítulo uno. Las integrales
∫

ΓN

gφω1 ,
∫

ΓN

gφω2 y
∫

ΓN

gφω3

en R2 son aproximadas usando la cuadratura de Boole (ver [20]) y R3 son aproxi-

madas usando la misma cuadratura para f
(1)
K y f

(2)
K en R2.

En el caso en que K tenga vértices sobre ΓD lo único que cambia es la dimensión de

la matriz JK , pero los pasos son idénticos. Con lo anterior ya queda completada la

construcción de J y F, por tanto resta usar la función ADnewtonvv con valor semilla

x_0 = zeros(dn+m, 1) para aproximar la solución de (2.2.1).

3.3. Experimentos numéricos

3.3.1. Problema en R2

Consideremos el problema (2.1.1) con Ω := {(x, y) : (x, y) ∈ (0, 1)× (0, 1)}, ΓD =

{(x, y) : y = 0, 0 < x < 1} ∪ {(x, y) : y = 1, 0 < x < 1} ∪ {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1},
ΓN = {(x, y) : x = 1, 0 < y < 1}, pD(x, y) = sin(x − y), g(x, y) = cos(3y) sin(3x),

κ(p) = 1 + 1
1+p2 y f dado por:

f(x, y) =


(

1 +
1

1 + sin2(x− y)

)
cos(3y) sin(3x) + cos(x− y)(

1 +
1

1 + sin2(x− y)

)
cos(3x) sin(3y)− cos(x− y)

 .
y aproximemos su solución usando (2.2.1) combinado con el método de Newton. A

continuación se muestra la tabla de resultados teniendo en cuenta que las soluciones

exactas son:

u(x, y) =

[
cos(3y) sin(3x)
cos(3x) sin(3y)

]
, y p(x, y) = sin(x− y).

h ||u− uh||0,Ωh ||p− ph||1,Ω Orden u Orden p Iteraciones
0,5 0,0523 0,0758 4
0,25 0,0173 0,0389 1,5951 0,9631 4
0,125 0,0071 0,0196 1,2874 0,9896 5
0,0625 0,0033 0,0098 1,0947 0,9975 5
0,03125 0,0016 0,0049 1,0260 0,9995 5
0,015625 0,0008 0,0025 1,0067 1,0000 5
0,0078125 0,0004 0,0012 1,0018 1,0000 5

Cuadro 3.2: Errores, órdenes de convergencia y número de iteraciones del método
de Newton para el problema no lineal en R2.
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Los resultados reportados en el Cuadro 3.2 fueron generados con las rutinas propias

AD_newton_vv_kappa_fraccion.m y valor_jacobiano_DNL_kappa_fraccion.m; en

este se puede observar que efectivamente hay convergencia de orden uno tal y como

fue probado en el capitulo dos. Los datos anteriores también se pueden percibir me-

diante la comparación grá�ca de las soluciones aproximadas con sus valores reales,

como se sigue:

Figura 3.4: Comparación de la primera componente de la velocidad, aproximada
izquierda y real derecha, cuando h = 0,0625 lo que corresponde a 1024 triángulos.

Figura 3.5: Comparación de la segunda componente de la velocidad, aproximada
izquierda y real derecha, cuando h = 0,0625 lo que corresponde a 1024 triángulos.
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Figura 3.6: Comparación del campo de la velocidad, aproximado izquierda y real
derecha, cuando h = 0,0625 lo que corresponde a 1024 triángulos.

3.3.2. Problema en R2

Consideremos el problema de Darcy no lineal en R2 con Ω no convexo, pD(x, y) =

sin(x− y), g(x, y) = cos(3y) sin(3x), κ(p) = 1 + 1
1+p2 y f dado por:

f(x, y) =


(

1 +
1

1 + sin2(x− y)

)
cos(3y) sin(3x) + cos(x− y)(

1 +
1

1 + sin2(x− y)

)
cos(3x) sin(3y)− cos(x− y)

 .
y aproximemos su solución usando el esquema en volúmenes �nitos combinado con

el método de Newton. A continuación se muestra la tabla de resultados teniendo en

cuenta que las soluciones exactas son:

u(x, y) =

[
cos(3y) sin(3x)
cos(3x) sin(3y)

]
y p(x, y) = sin(x− y).

h ||u− uh||0,Ωh ||p− ph||1,Ω Orden u Orden p Iteraciones
1 0,3610 0,3758 5

0,5 0,1047 0,1926 1,7862 0,9643 5
0,25 0,0401 0,0981 1,3827 0,9742 5
0,125 0,0183 0,0494 1,1346 0,9900 5
0,0625 0,0089 0,0247 1,0358 0,9967 5
0,03125 0,0044 0,0124 1,0086 0,9990 5

Cuadro 3.3: Errores, ordenes de convergencia y número de iteraciones del método
de Newton para el problema no lineal en R2.

Los resultados reportados en el Cuadro 3.3 fueron generados con las rutinas propias

AD_newton_vv_kappa_fraccion.m y valor_jacobiano_DNL_kappa_fraccion.m; en
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este se puede observar que efectivamente hay convergencia de orden uno tal y como

fue probado en el capitulo dos y que además el método funciona para dominios no

convexos. Los datos anteriores también se pueden percibir mediante la comparación

grá�ca de las soluciones aproximadas con sus valores reales, como se sigue:

Figura 3.7: Comparación del campo de la velocidad, aproximado izquierda y real
derecha, cuando h = 0,125 lo que corresponde a 768 triángulos.

3.3.3. Problema en R3

Consideremos el problema (2.1.1) con Ω := {(x, y) : (x, y) ∈ (0, 1)×(0, 1)×(0, 1)},
ΓN = {(x, y) : y = 1, 0 < x < 1, 0 < z < 1} y ΓD = ∂Ω \ ΓN , g = 0, κ(p) = 1 + 1

1+p2

y f dado por:

f(x, y, z) =



(
1 +

1

1 + sin2(z) sin2(x− y)

)
cos(πy) cos(πz) sin(πx) + sin(z) cos(x− y)(

1 +
1

1 + sin2(z) sin2(x− y)

)
cos(πx) cos(πz) sin(πy)− sin(z) cos(x− y)

−2

(
1 +

1

1 + sin2(z) sin2(x− y)

)
cos(πx) cos(πy) sin(πz) + cos(z) sin(x− y)

 .

y aproximemos su solución usando (2.2.1) combinado con el método de Newton. A

continuación se muestra la tabla de resultados teniendo en cuenta que las soluciones

exactas son:

u(x, y, z) =

 cos(πy) cos(πz) sin(πx)
cos(πx) cos(πz) sin(πy)
−2 cos(πx) cos(πy) sin(πz)

 , y p(x, y, z) = sin(z) sin(x− y).
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h ||u− uh||0,Ωh ||p− ph||1,Ω Orden u Orden p Iteraciones
1 0,2504 0,2796 4

0,6124 0,0979 0,1856 1,9151 0,4363 4
0,3953 0,0494 0,1061 1,5625 0,8175 5
0,2652 0,0279 0,0609 1,4313 0,9716 5
0,1712 0,0153 0,0335 1,3727 0,9948 5

Cuadro 3.4: Errores, órdenes de convergencia y número de iteraciones del método
de Newton para el problema no lineal en R3.

Los resultados reportados en el Cuadro 3.4 fueron generados con las rutinas propias

AD_newton_vv_kappa_fraccion.m y valor_Jac_R3.m; en este se puede observar

que efectivamente hay convergencia de orden uno al menos para la presión, en cuanto

al orden de la velocidad no podemos decir nada.



Conclusiones

En esta tesis se puede encontrar desde la formulación hasta la implementación del

método de los volúmenes �nitos para aproximar las soluciones de la ley de Darcy,

contemplando expresiones lineales y no lineales de esta; para estos esquemas fue

posible probar existencia única de la solución, estabilidad y convergencia, todo es-

to gracias a la equivalencia entre el esquema de volúmenes �nitos y el esquema de

elementos �nitos; la estrategia que usamos para la demostración de la convergencia

di�ere de la sugerida por los autores Robert Eymard, Thierry Gallouët y Raphaele

Herbin en [4], ya que, ellos usan teoremas de compacidad para probar que el esquema

en volúmenes �nitos converge a una formulación variacional continua del problema

inicial, los mencionados teoremas de compacidad resultan ser adecuados para cada

problema expuesto allí y desafortunadamente estos no tienen ninguna similitud con

la ley de Darcy, por lo que, lo expuesto en el Capítulo 2 puede considerarse como un

pequeño aporte para el análisis de convergencia del esquema en volúmenes �nitos

no lineal.

De la parte �nal de los Capítulos 1 y 3 nos queda que los esquemas en volúmenes

�nitos alcanzan muy buenas aproximaciones para las soluciones exactas; en cuanto a

las aplicaciones numéricas en el caso tridimensional se requiere de un mayor número

de mallas para poder apreciar el orden de convergencia de cada una de las variables

en los diferentes espacios de aproximación.

Por otra parte, que quede claro, que no es necesario conocer el sistema global con

todas las variables que surgen del esquema no lineal expuesto en el Capítulo 2 para

usar la diferenciación automática dentro del método de Newton, es decir, basta con

pararnos en un solo elemento K de la partición, identi�car las variables que allí

aparecen y luego crear funciones locales para calcular su valor y sus derivadas en

un punto, con lo anterior se crean la matriz Jacobiana local JK y el vector FK que

fácilmente pueden ser llevados a sus formas globales. Al pararnos sobre un elemen-

to K de la partición nos estamos aprovechando de lo e�ciente en tiempo que es la

diferenciación automática para un número pequeño de variables, pero tiene como
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desventaja que se debe recorrer todos los elementos de la partición.

Por último esta tesis abre las puertas para aproximar soluciones de esquemas en

volúmenes �nitos no lineales que surgen por ejemplo de (0.0.1) implementando el

método de Newton con diferenciación automática.



Apéndice A

Herramientas para elementos �nitos

Para el estudio de existencia, unicidad, aproximación y convergencia de una formu-

lación variacional en forma mixta, son necesarios los teoremas de BB continuo y

discreto, un lema tipo Cea y un resultado de cota de error que permite garantizar

la convergencia. En este apéndice vamos a mencionar en que consiste cada uno de

ellos y adicionalmente vamos a citar resultados y equivalencias necesarios para la

presentación de la tesis.

Formulaciones variacionales mixtas

Sean H y Q dos espacios de Hilbert sobre R con normas ‖ · ‖H y ‖ · ‖Q, sean
a : H ×H → R y b : H ×Q→ R formas bilineales acotadas o continuas. Entonces

dadas F : H → R y G : Q → R funcionales lineales y acotadas o continuos, una

formulación variacional en forma mixta consiste en: hallar (u, p) ∈ H ×Q tales que:

a(u, v) + b(v, p) = F (v), ∀v ∈ H ,

b(u, q) = G(q), ∀q ∈ Q .
(A.0.1)

El teorema que permite garantizar existencia, unicidad y estabilidad (dependencia

continua de los datos) de la formulación (A.0.1) es el Teorema de Babuska-Brezzi-

Ladyzhenskaya (BBL), a continuación citaremos una versión del mismo que es su-

�ciente para nuestro caso. La demostración del teoremas y sus versiones se puede

encontrar, por ejemplo, en el capítulo 2 de [14].

Teorema A.0.1 (Teorema BBL). Sean a, b formas bilineales acotadas y sea V el

núcleo asociado a la forma bilineal b, es decir, V := {v ∈ H : b(v, q) = 0 ∀q ∈ A}.
Si además:

i. la forma bilineal a es coerciva en V ,

ii. la forma bilineal b satisface la condición inf�sup,
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entonces dados F y G funcionales lineales acotados existen únicas (u, p) ∈ H × Q
que solucionan a (A.0.1) y además existe una constante c > 0 tal que:

‖(u, p)‖H×Q ≤ c

{
||F ||H′ + ||G||Q′

}
Una vez se tiene existencia única de solución de la formulación (A.0.1), procedemos a

aproximar esta solución, para ello, proponemos a Hh y Qh subespacios de dimensión

�nita de H y Q, respectivamente (h tamaño de la malla Θ). Así una formulación

variacional en forma mixta discreta consiste en: hallar (uh, ph) ∈ Hh×Qh tales que:

a(uh, vh) + b(vh, ph) = F (vh) ∀vh ∈ Hh ,

b(uh, qh) = G(qh) ∀qh ∈ Qh .
(A.0.2)

Nuevamente, tenemos una versión del Teorema de Babuska-Brezzi-Ladyzhenskaya

en forma discreta (ver por ejemplo, Teorema 2.4 de [14]).

Teorema A.0.2. Sea Vh := {vh ∈ Hh : b(vh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh} el núcleo asociado

a b en los espacio �nitos. Suponga que:

i. la forma bilineal a es coerciva en Vh,

ii. existe una constante βh > 0 tal que:

sup
vh∈Hh
uh 6=0

b(uh, qh)

‖uh‖H
≥ βh‖qh‖Q, ∀qh ∈ Qh,

entonces existe una única (uh, ph) ∈ Hh ×Qh que solucionan a (A.0.2).

Ahora, un primer resultado que nos permite concluir la convergencia de la solución

discreta (uh, ph) a la solución continua (u, p) es el siguiente resultado tipo Cea.

Teorema A.0.3 (Lema de Cea generalizado). Bajo las hipótesis de los Teo-

remas A.0.1 y A.0.2, si (uh, ph) y (u, p) son las soluciones de (A.0.1) y (A.0.2),

respectivamente, existe una constante c > 0 tal que:

‖(u, p)− (uh, ph)‖H×Q ≤ c

{
ı́nf

vh∈Hh

‖u− vh‖H + ı́nf
qh∈Qh

‖p− qh‖Q
}

donde c depende de las cotas de las formas bilineales a y b, de la constante de la

condición inf�sup, βh y de la constante de coercividad.

Finalmente, necesitamos un resultado que nos permita acotar estos ín�mos en tér-

minos de una potencia positiva del tamaño de la malla h y así cuando poder concluir

que cuando h → 0 tendremos (uh, ph) → (u, p). El resultado útil en este caso es el

Teorema de Bramble-Hilbert siguiente.
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Teorema A.0.4. Sean K compacto y convexo de Rd, m, s ∈ Z tales que 0 ≤ m ≤
s+ 1, Π̂ : Hs+1(K)→ Hm(K) un operador lineal y acotado tal que Π(p) = p, ∀p ∈
Ps(K) entonces existe una constante κ = κ(K,Π,m, d, s) > 0 tal que:

|v − Π(v)|m,K ≤ κ
hs+1
K

ρmK
|v|s+1,K , ∀v ∈ Hs+1(K).

Equivalencia entre (1.3.1) y (1.3.2)

Inicialmente probaremos que H1(Ω) se puede escribir como:

H1(Ω) = H1
prom(Ω)⊕ R

donde

H1
prom(Ω) :=

{
q ∈ H1(Ω) :

∫
Ω

q = 0

}
.

Sea q ∈ H1(Ω), notemos que q se puede reescribir de la forma:

q = q − 1

|Ω|

∫
Ω

q +
1

|Ω|

∫
Ω

q,

donde
1

|Ω|

∫
Ω

q ∈ R, luego si llamamos q̃ = q− 1

|Ω|

∫
Ω

q, obtenemos que q̃ ∈ H1
prom(Ω),

por lo que resta probar que si q ∈ H1
prom(Ω) ∩ R entonces q = 0, así:∫

Ω

q = 0, dado que q ∈ H1
prom(Ω),

q|Ω| = 0, dado que q ∈ R,

q = 0, ya que |Ω| 6= 0.

Por tantoH1(Ω) = H1
prom(Ω)⊕R, lo que signi�ca que cualquier función q ∈ H1(Ω) se

tiene que poder escribir de manera única como la suma de una función q̃ ∈ H1
prom(Ω)

y una constante c ∈ R.
Nótese que para demostrar la equivalencia de las formulaciones (1.3.1) y (1.3.2)

basta demostrar que las segundas ecuaciones de las formulaciones son equivalentes.

Sean (u, p) solución de (1.3.1), p ∈ H1
prom(Ω), razón por la cual solo falta veri�car

la igualdad para q; tomemos q = q̃ + c y reemplacemos en la segunda ecuación de

(1.3.2), así:

0 =

∫
Ω

u · ∇q =

∫
Ω

u · ∇q̃,

con lo que concluimos que (1.3.1) es igual a hallar (u, p) ∈ [L2(Ω)]d×H1
prom(Ω) tales

que: {
a(u,v) + b(v, p) = F (v), ∀v ∈ [L2(Ω)]d

b(u, q) = G(q), ∀q ∈ H1
prom(Ω)
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donde las formas bilineales a, b y los funcionales lineales F,G están dados por:

a : [L2(Ω)]d × [L2(Ω)]d → R

(u,v) 7→ a(u,v) :=

∫
Ω

u · v

b : [L2(Ω)]d ×H1
prom(Ω)→ R

(u, q) 7→ b(u, q) :=

∫
Ω

u · ∇q

F : [L2(Ω)]d → R

v 7→ F (v) :=

∫
Ω

f · v

G : H1
prom(Ω)→ R

q 7→ G(q) := 0.

Condiciones inf�sup

Para las demostraciones de las formulaciones en elementos �nitos propuestas para

el problema de Darcy lineal y no lineal, son necesarias demostrar dos condiciones

inf�sup en los espacios H1
prom(Ω) y H1

0D(Ω). Para ello, citamos el siguiente resultado

demostrado en [21], Teorema 9.13, por ejemplo.

Teorema A.0.5 (Desigualdad de Friedrichs-Poincare generalizada). Sea Ω

un abierto de Rd con frontera 1-regular y F una familia no vacía y �nita de fun-

cionales lineales y acotados de Hm(Ω) para algún m ∈ N, si para p ∈ Pm−1(Ω)

tal que F (p) = 0 para todo F ∈ F implica que p = 0 entonces la aplicación

||| · ||| : Hm(Ω)→ R de�nida por:

|||p||| =
(
|p|2m,Ω +

∑
F∈F

|F (p)|2
) 1

2

, ∀p ∈ Hm(Ω)

de�ne una norma y además ||| · ||| es equivalente a || · ||m,Ω. Acá Pm−1(Ω) representa

el conjunto de polinomios de grado menor o igual a m− 1 y Hm(Ω) el conjunto que

contiene todas las funciones en L2(Ω) cuyas derivadas de orden menor igual a m

pertenecen a L2(Ω).

Ejemplo A.0.6. Consideremos la familia de funcionales F = {G} donde:

G : H1(Ω)→ R

q 7→ G(q) :=

∫
Ω

q.
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Claramente G es un funcional lineal y acotada, en efecto, sean p, q ∈ H1(Ω)

G(p+ q) =

∫
Ω

p+ q =

∫
Ω

p+

∫
Ω

q = G(p) +G(q),

|G(q)| =
∣∣∣∣∫

Ω

q

∣∣∣∣ ≤ |Ω|1/2‖q‖0,Ω ≤ |Ω|1/2‖q‖1,Ω.

Luego si tomamos a q ∈ P0(Ω) (ya que m = 1), es decir, q constante e igualamos el

funcional G a cero obtenemos:

0 = G(q) =

∫
Ω

q = q|Ω|

como la medida del espacio es distinta de cero, |Ω| 6= 0, entonces q = 0 y por

Teorema A.0.5 podemos decir que la siguiente es una norma en H1(Ω)

|||q||| :=
(
|q|21,Ω +

∑
G∈F

|G(q)|2
) 1

2

.

Ahora, una conclusión directa del análisis anterior es que la seminorma y la norma

son equivalentes en H1
prom(Ω) ya que si q ∈ H1

prom(Ω), G(q) = 0 y |||q||| = |q|1,Ω. m

En ocasiones es necesario restringir una función a una parte de la frontera del domi-

nio (como se ve en el capítulo dos), esta restricción permite estimar las cotas para

las formas bilineales o los funcionales de las formulaciones variacionales mixtas, es

por esta razón que debemos de�nir el operador traza.

Teorema A.0.7 (Desigualdad de trazas). Sea Ω un dominio abierto, acotado y

con frontera poligonal Γ y sea γ0 : C∞(Ω)→ L2(Γ) el mapeo de�nido por:

γ0(φ) := φ|Γ, ∀φ ∈ C∞(Ω),

entonces existe c > 0 tal que:

||γ0(φ)||0,Γ ≤ c||φ||1,Ω, ∀φ ∈ C∞(Ω).

Del anterior tenemos claro que el operador traza γ0 es acotado. Dado el resultado

de densidad C∞(Ω)
||·||1,Ω

≡ H1(Ω), es decir, C∞(Ω) es denso bajo la norma || · ||1,Ω
en H1(Ω) entonces el operador se extiende por densidad a γ0 : H1(Ω)→ L2(Γ):

γ0 : H1(Ω)→ L2(Γ)

φ 7→ γ0(φ) := φ|Γ.

Una vez entendemos el sentido de la restricción de una función perteneciente a

H1(Ω) sobre Γ o una parte de ella, que en nuestro caso es sobre ΓD, a continuación

mostramos un segundo ejemplo (o aplicación) del Teorema A.0.5.
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Ejemplo A.0.8. Consideremos la familia de funcionales lineales y acotados F =

{G}, donde:

G : H1(Ω)→ R

q 7→ G(q) :=

∫
ΓD

q.

Notemos que G es lineal gracias a la linealidad otorgada por la integral, veamos si

es acotado:

|G(q)| =
∣∣∣∣ ∫

ΓD

q

∣∣∣∣ ≤ |ΓD| 12 ||γ0(q)||L2(ΓD) ≤ |ΓD|
1
2 ||γ0(q)||L2(Γ) ≤ c|ΓD|

1
2 ||q||1,Ω.

Luego si tomamos a q ∈ P0(Ω) (ya que m = 1), es decir, q constante e igualamos el

funcional G a cero obtenemos:

0 = G(q) =

∫
ΓD

q = q|ΓD|

como la medida de la frontera ΓD es distinta de cero, |ΓD| 6= 0, entonces q = 0 y

por Teorema A.0.5 podemos decir que la siguiente es una norma en H1(Ω)

|||q||| :=
(
|q|21,Ω +

∑
G∈F

|G(q)|2
) 1

2

.

Ahora, una conclusión directa del análisis anterior es que la seminorma y la norma

son equivalentes en H1
0D(Ω) ya que si q ∈ H1

0D(Ω), G(q) = 0 y |||q||| = |q|1,Ω. m
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