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Introduccién

El presente texto no pretende ser un tratado en espacios L, (0 < p < 00),
lo cual seria una utopia, el objetivo del mismo es estudiar (en la medida de
lo posible) de manera exhaustiva los espacios L,, dado que de alguna manera
podemos ver el espacio L, como el padre de todos los espacios de funciones
integrables, por ejemplo, los espacios de Sobolev se definen via los espacios L.

A propdsito de esto, en la literatura podemos encontrar tratados, manua-
les y textos dedicados al estudio de los espacios de Sobolev, en los cuales se
destina un capitulo para estudiar aspectos generales de los espacios L,. En
mi opinién, esto es estudiar el fruto sin importar la tierra de donde proviene.
Basado en esta opinion, decidi preparar un texto dedicado sélo al estudio de
los espacios L,, el cual luce, sino tnico, como uno de los pocos en su género,
tanto en lengua castellana como inglesa. Esta afirmacion surge después de
una exhaustiva bisqueda en todas las fuentes disponibles para el autor.

En matematicas los espacios L, son espacios de funciones que se definen
usualmente usando una generalizacion natural de la norma p para espacios
vectoriales de dimension finita, éstos suelen llamarse de Lebesgue en honor a
Henri Lebesgue (Dunford Schwartz 1958 I11.3), sin embargo segiin Bourba-
ki (1987) los espacios L, fueron introducidos por Riesz (1910). Los espacios
L, forman una clase importante de espacios de Banach, los cuales se estu-
dian en anélisis funcional y en espacios vectoriales topoldgicos. Ademas, estos
espacios tienen aplicaciones en fisica, probabilidad y estadistica, finanzas e
ingenieria, asi como en otras disciplinas. Otra manera de ver la importancia
de los espacios L, es mirarlos como una generalizacién parcial de los espacios
Lo, este tultimo tiene un origen independiente basado en hechos basicos de
analisis de Fourier.

Cronoldgicamente, los espacios L; representan el espacio de todas las
funciones Lebesgue integrables, ademas L; estd conectado via dualidad al
espacio de las funciones esencialmente acotadas L.,. Quiero destacar que la
multiplicacion de dos funciones Lebesgue integrables no necesariamente es
Lebesgue integrable; sin embargo, si tomamos dos funciones una p-integrable
y otra g-integrable, la desigualdad de Holder nos garantiza que el producto
de estas funciones resulta Lebesgue integrable.

En el primer semestre de 2012, el departamento de matematicas de la
Universidad Nacional de Colombia me di6 la oportunidad de dictar el curso
topicos avanzados en analisis, oportunidad propicia e ideal para desarrollar
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el presente texto. Es oportuno aclarar que el contenido de este texto no es
original del autor, éste estd basado en diversos tratados, textos y articulos
diseminados en la literatura. Sin embargo, en el texto se incluyen demos-
traciones de resultados clasicos de manera novedosa, asi como resultados no
populares tal como el espectro del operador de Hardy, amén de un ntmero
de ejercicios (125) que aportaran una luz en el fascinante mundo de la inves-
tigacién en el campo de las desigualdades matematicas.

En la bibliografia se citan algunos de los textos en los cuales el autor se
bas6 para organizar el presente trabajo. Este texto estd dirigido a estudian-
tes que hayan cursado teoria de la medida e integracién de Lebesgue, andlisis
funcional y analisis complejo, asi como a los profesionales que requieren de
estas herramientas para el desarrollo de sus trabajos de investigacién.

El lector pudiera extranar una secciéon donde se incluyan resultados como
el principio de acotacién uniforme (Banach-Steinhauss), Teorema de Hanh-
Banach (versién norma), Teorema de Egoroff, Teorema de Fubini, etc. A
juicio del autor, incluir estos resultados como una seccién o apéndice seria
engrosar de manera innecesaria el presente texto, en tal sentido es suficiente
consultar los textos clasicos en el tema tales como Real Analysis por H.L.
Royden [11] y Real Analysis, Modern Tecniques and Their Applications por
Gerald Folland [5] para comprender todo el material expuesto en el presen-
te texto. Sin embargo, incluimos al final del texto un apéndice dividido en
secciones A, B y C donde se incluyen algunos resultados no populares pero
relevantes, los cuales se utilizan en algunas demostraciones.

Este texto esta dividido en capitulos y a su vez cada capitulo esta sub-
dividido en secciones. La mayoria de los capitulos finaliza con una seccion
de ejercicios. El objetivo de esta seccion es que el lector, a través de la re-
solucion de los mismos, pueda comprobar el grado de dominio alcanzado de
las ideas y técnicas presentadas en cada capitulo. Por supuesto, cada seccién
de ejercicios contiene problemas de diferentes grados de complejidad, existen
algunos de rutina y otros que pueden verse como un reto. Todas las criticas
constructivas que redunden en beneficio de este trabajo, seran bienvenidas.
Cualquier error de transcripcién o de calculo es absoluta responsabilidad del
autor.

Quiero expresar mi mas sincera gratitud a Oscar Pena, Oscar Guzman,
Dionisio Dallos, Fabio Vallejo y Camilo Chaparro, quienes mostraron du-
rante el desarrollo del curso topicos avanzados en andlisis su entusiasmo en
aprender las ideas expuestas por el autor. Para mi fué placentero tenerlos
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como estudiantes, en virtud de la disimilitud en la formacién matematica
de cada uno, aunado a la particularidad de sus intereses en la matemaética.
Finalmente quiero reconocer y agradecer a Oscar Pena quien inicié la trans-
cripcion de la primera version de este texto, Fabio Vallejo y Camilo Chaparro
quienes continuaron la labor de Pena. A todos ellos un millén de gracias. A
Humberto Rafeiro, mi colega y colaborador quien hizo posible esta versién
final que ahora usted amigo lector tiene en sus manos.

RENE ERLIN CASTILLO
Bogotd, Colombia

Algunas veces hay que decir cosas dificiles,
pero se deben decir de la forma mas simple posible.

G.H. Hardy






Capitulo 1

Funciones Convexas y
Desigualdades

1.1. Funciones Convexas

Definicién 1.1. Sea f una funcién definida en un intervalo (a,b) se dice
que es convexa en (a,b) si para todo x,y € (a,b) satisface

flr+(1=t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y)
para 0 <t < 1.

Teorema 1.2. f es conveza en (a,b) si y sélo si

f(x)=f(a) _ f(b) = f(a)

T —a - b—a

cona < x <b.

Demostracion. Sea a < x < b, entonces 0 < x —a < b — a de aqui

T a
0< <1
b—a

haciendo ¢ = 7=2, tendremos que

r—a b—=x

1—t=1-— =
b—a b—a

por otra parte nétese que

r(b—a) axb—za xb—ab+ba—za
b—a  b—a b—a

Tr =

>
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_:U—ab+b—x
xib—a b—aa’

ahora bien de la convexidad de f resulta

(b—a) f(z) < (z—a)f(b)+(b—2)f(a)
(b—a)f(z) < (z—a)f(b)

(a) —af(a)+ (b—2z) f(a)
<(x—a)f(b)—(r—a)f

(a) +(b—a)f(a)
fle) = fla) _ f(b)~ fla)

<
r—a - b—a
Reciprocamente, seaa <z <y <by 0 <t <1, luego 0 < 1—t, entonces
es claro que tx <ty y (1 —t)x < (1 —t)y asi

r=tr+(1—-t)he<te+(1—-t)hy<ty+(1—1t)y

=Y
es decir,

r<tr+(1—1t)y <y,
entonces por hipdtesis

flta+ (=09~ 1) _ 1)~/ @
tr+(1—-t)y—a

Yy—x
(y—2)[ftz+(1-1)y) -

fE]<(tz+ 1=y -
z) (L=1) (f (y) = f (x))

f)+tf(x)+ A =1)f ()
)+ A =1)f ().

z) (f (y) = f(2))

=(y —

fltz+(1=t)y) - f(2)
)

< -
flz+(1—-t)y) <t

O
Corolario 1.3. Sea f conveza en (a,b) ya <z <y < z<b, entonces
[T @) _ [~ @) _ G~ W)
y—x - 22— - z—y
Demostracion. Sean x,y, z tales que x < y < z, entonces por el Teorema 1.2
F)~F @) _ f(2)~f )
y—x N

z—XT
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ahora bien, por otra parte z < y < z implica que —z < —y < —z de
aqui obtenemos 0 < z —y < z — x, luego

Y

0< <1
Z—x
hacemos
zZ—y
t =
Z—
asi -
1—t=24"7
Z—x
Notese que
Zz—x yYyzr—yr Yy-—<x z—
Z—x Z—x Z2—x Z—
luego
Yy—x zZ—Y
f<y>=f( ot )
Z—x z2—x

de la convexidad de f tenemos que

(z=2) W) < (= 9) f(2) + (v —2) F (2)
(=) ) < (=) f @)+ 2 (2) = 2 (&) + (y— ) £ (2)
(=0) W) < (=9 [ @)~ (-9 fE)+ (=) f ()
(=) (f(2) ~ F (@) < (=) (£ (2) — f ()
[~ 1) _ f) = W)

z—x z—y

por lo tanto

fy) —fla) fle)—f) fx)—-fly)

< <
y—2x Z—x zZ—y

Teorema 1.4. Sea f : (a,b) — R continua tal que

F(55Y) <5/ @+ 50

entonces f es convexa en (a,b).
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Demostracion. Procedamos por induccion, sea n € N, para n = 1, tendremos

(e (1-3)0) =1 () < gro+ (1-5) r -

Supongamos que para 0 < k < 2" se cumple

gt (15 v) < gr @ (1= 5 ) 1)

ahora consideremos

que

2k +1 2k +1
To+ Yo = on T+ |2— om Y

:1:0+y0_2k~|—1 2k+1
9 on+l O

y escojamos h = 2k + 1 < 2" entonces
h h To + Yo 1 1

< thﬂf(”f) + (1 - 27511) f(y).

Sea A € [0,1], n € N entonces existe k, € Z* tal que

kn <A< o + 1
2n — T 2n
de aqui obtenemos que
kn
lim — =\
n—oo 2N

de la continuidad de f tenemos
fOz+(1 =Ny =f hmk—x—f— l—h'm@

FOr+(1—2)y) = hmf<—x+(1_’2“—z>y)

n—o0
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FAz+ (1 =Xy) <Af(z)+ (1 =2 f(y).
O

Teorema 1.5. Sea f una funcion conveza definida de (a,b) en R, entonces
[ es continua sobre (a,b).

Demostracion. Sea zp un punto cualquiera de (a,b) y 6 un nimero real po-
sitivo tal que la bola cerrada de centro xy y radio d esta contenida en (a, b),
es decir

Bs (z9) ={z € R: |z —x0| <0} C (a,b).

Sea M = méax{f (xo—9), f(xo+J)}, ahora bien cualquier x € Bs(xy) =
(y1,92) donde y; = 29 — J y y2 = o + J se puede escribir en la manera
siguiente
Yo — X T =Y
T = Y1+ Y2
Y2—U Y2—n

de donde

Yo — T Tr—1U
Fa)< B2 )+ 0 ()

lo que implica que
fla) <M

esto significa que f es acotada sobre Bs (zo).
Para = # z¢, definamos

u =6 (sign (z — 20)) ",
entonces x tiene dos posibilidades :
(a) x estd en (xg,z0+ u), 6
(b) x esta en (xg — u, xp).
Consideremos la posibilidad (a); es decir g < = < xo+u. De aqui se obtiene

que
Tr — 2o

0< <1

escribiendo
=m0 | — 30

t =
U )

se tiene que
r—x9=tu (1.1)
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operando adecuadamente en (1.1) se obtiene

r=t(xog+u)+ (1 —1t)x

oz t
W U
puesto que f es convexa
F@ <tf (a0 + (1= 0 (z0) (12
1
fa0) € Ty @)+ T (o= ) (13

teniendo en cuenta que f es acotada sobre Bs () y operando adecuadamente
en (1.2) y (1.3) se tiene que

—t[M — f(20)] < f(z) = f(w0) <t[M — f(20)]
|f (x) = f(w0)] <t[M — f(x0)]

lz=zol ogilta

puesto que t =

M — f(x
1)~ 7o) < BTy (1.4
Al considerar la posibilidad (b) también se obtiene (1.4), concluyéndose que
f es continua en (a,b). O

Observacién 1.6. El teorema 1.5 no es cierto para un intervalo cerrado. En
efecto, la funcion
0, si0<z<l1
€Tr) =
/(@) {1, six =1
es conveza en [0,1] pero no es continua en [0, 1].

Teorema 1.7 (Desigualdad de Jensen). Sea u una medida positiva sobre
una o-dlgebra A en un conjunto ), tal que p(2) = 1. Sea f una funcion
integrable sobre €1, es decir,

/Qfdu<oo

sia < f(x) < b para todo x € Q y ¢ es una funcion convexa en (a,b),

entonces
w(/f@0f§/¢0fmt
0 Q

La igualdad se dd si f(x) = ¢ para todo x € Q@ donde ¢ es un nimero real.
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Nota: Los casos a = —oo y b = 0o no estan excluidos.

Demostracion. Si f(x) = ¢ para todo = €  con ¢ € R, entonces

w(/gfdu) ZsO(C)Z/QsO(C)duz/QsO(f)du-

Sea B la o-dlgebra de Borel y A € B, entonces p~'(A) € B ya que ¢ es
continua en (a,b). Dado que f es A-medible se tiene que

(po /)7H(A) = [T(eH(A) € A,

de esta manera hemos demostrado que ¢ o f es A-medible.
Sea ty = fQ fdu, entonces en virtud de que a < f (x) < b para todo = € ()
y 1 (2) = 1, tendremos que

a<ty<b
por el corolario 1.3 tenemos
ty) — — (T
plto) —pls) ¢ () = o (t) (15)
to — S u — to
para todo a < s <ty <u <b.
Sea
t —
5= sup {M} (1.6)
a<s<tg lo—s

afirmamos que
¢ (y) = ¢ (to) + By —to)
para todo y € (a,b). En efecto

(I) Si y = to, no hay nada que probar.
(IT) Sia <y <ty por (1.6) resulta

¢ (to) — v ()
B> Ty

luego ¢ (y) > ¢ (to) + B (y — to).

(III) Sit, <y < b, entonces por (1.5) y (1.6) se tiene que

I

v (y) — ¢ (to)
P2 =0

de donde ¢ (y) > ¢ (to) + 5 (y — to).
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De (I), (IT) y (III) se concluye que

¢ (y) > ¢ (to) + B8 (y —to)

para todo y de (a,b). Ahora tenemos y = f (x) entonces

p (f (x)) = ¢ (to) + B (f () — to)

integrando sobre (2 resulta

/Qw(f(fv))duzs@(to)+ﬁ</gf(fc)du—to).

w(/gfdu)é/QsOOfdM- O

Observaciéon 1.8. Note que en el teorema 1.7 no se exigio la integrabilidad
de la funcion g o f dado que si la integral de o f es infinita la desigualdad
de Jensen se satisface trivialmente.

El siguiente ejemplo muestra que la condicion de que f sea integrable en
un conjunto Q con () =1 es suficiente para que la desigualdad de Jensen
sea valida.

De aqui se deduce que

Ejemplo 1.9. Sea f(z) = 27%/* definida en (0,1) y sea p(x) = 2% definida
en R, ndtese que f es integrable en Q =1[0,1] y

@ (/Olf(x)dx) = (/le_3/4dx)2 = 16.

Por otra parte note que

/Ol(gm f)de = /01 (%" do = oo

Observacion 1.10. El siguiente ejemplo nos dice que la condicion u(2) =1
en el teorema 1.7 es necesaria.

Ejemplo 1.11. Sea Q = [1,16] y f(z) = x~%* definida en [1,16], asi
como o(x) = x? definida en ). Nétese que ¢ es convexa en ), ademds
f116 x4 dx = 4, luego

2

16 16
@ (/ g3/ dx) = (/ a3/ da:) — 16.
1 1
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16 16 9 3
/ gpofdxz/ (:E_3/4) de = —.
1 1 2

16 16
% (/ 3 dx) > / © (a:_3/4) dz.
1 1

Corolario 1.12. Bajo las hipdtesis del Teorema 1.7 se cumple que

<fgf9du> _ Jow (f) gdp
Jogdpe ) = [ 9du

donde g es una funcion positiva e integrable sobre €.

Por otra parte

Asi resulta

Demostracion. En la demostracion del Teorema 1.7 se demostrd que si ¢ es
convexa, existe § tal que

©(y) = ¢ (to) + By —to) (1.7)

para todo y de (a,b). Ahora bien escribiendo y = f (z) y multiplicando (1.7)
por una funcién g positiva e integrando obtenemos

/Q o (f) gy > /Q o (to) gy + /Q o (f) gdyi+ 6 /Q Fod — Bty /Q gdpi. (1)

Definamos
 Jo fadu

tn =
O [ gdp

sustituyendo en (1.8) resulta

Ja fgdu) (fQ fgdu>
d d dy — d
/st)(f)gqua(ngdﬂ /ngrﬁ/gfgu 5 [ gdn /qu

de donde

(fgfgdu) < Jow(f) gdu -

Jogdiw ) = [, 9du

Observacion 1.13. El corolario 1.12 generaliza la desigualdad de Jensen.
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Ejercicios

. Demuestre que la funciéon dada en la observacion 1.6 es convexa.

. Sea ¢ : [0,4+00) — [0, +00) una funcién tal que

I. ¢ es convexa.

. p(z) =02 =0.
Demostrar que:

a) ¢ es estrictamente creciente en [0, +00).

b) Si 0 < z < y, entonces 22 < € y)

T

c) Si0 <z <1, entonces p(x) < a:<p( ).

. Una funcién creciente f se dice superaditiva si f(x) + f(y) < f(z +y).

Si f es una funcién convexa tal que f(0) = 0 entonces f es superaditiva.

. Demostrar que el supremo de cualquier coleccién de funciones convexas

en (a,b) es convexo y que los limites puntuales de sucesiones de fun-
ciones convexas también lo son. ;Qué se puede afirmar de los limites
superior e inferior de sucesiones de funciones convexas?

. Supongamos que ¢ es convexa en (a,b) y que 1 es convexa no decre-

ciente en el recorrido de ¢. Demostrar que 1) o ¢ es convexa en (a,b).
Para ¢ > 0, demostrar que la convexidad de log ¢ implica la de ¢, pero
no a la inversa.

. Demostrar que la composicién de funciones convexas puede no ser con-

vexa.

. Sea f : (a,b) — R derivable por la derecha en todo punto. Si dicha

derivada es creciente, demostrar que f es convexa.

. Si f es convexa en (a,b). Demostrar que

f (Z >\j%> < Z/\jf(fj),

para todo x1, xa, ..., z, € (a,b) y escalares A\, Ao, ..., A, tales que \; >
O,jIO,1,2,TlY/\1+)\2++)\n:
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Supéngase que p(2) =1y h: Q — [0,400) medible. Si A = [, hdp.
Demuéstrese que

1+A2§/\/1+h2du§1+A.
Q

Supdngase que  es una funcién real tal que

o([ rwiw) < [ ety

para toda f acotada y medible. Demuestre que ¢ es entonces convexa.

Suponiendo que ¢ es estrictamente convexa y p(£2) = 1. Demostrar que
la desigualdad de Jensen

w(/ﬁfdu) S/QtpOfdu

es una igualdad si y sélo si f es constante c.t.p.

Supongamos que i(€2) = 1y que f, g son medibles no negativas en ()
con fg > 1. Demostrar que

/fdu/gduzl.
Q Q

Sea g una funcién no negativa y medible en [0, 1]. Demuestre que
1 1
log/ g(t)dt > / log g(t) dt.
0 0

Sea p una medida positiva en X y supongamos que f : X — (0,+00)
satisface [ + fdp = 1. Demostrar que las desigualdades

a)

/E log(f) dyt < u(E) log M(1E>

/E fdp < BN 0<p<l)

son vélidas para todo conjunto medible E con 0 < u(FE) < oc.
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15. Sea {ay, fnen una sucesiéon de nimeros no negativos tal que Y ,_ ay =1
y {&n }nen una sucesién de ntmeros positivos. Demuestre que
[ <> g
k=1 k=1
16. Use el ejercicio anterior para demostrar que la media geométrica siem-
pre es menor o igual que la media aritmética, es decir
n S +&%+ - +&
V& & & < .
n
17. Demuestre que la media armonica es siempre menor o igual que la
media geométrica, es decir
i <
Yy x Tn
L1,y L= Loz
x1 To Tn
18. Sea (2, A, i) un espacio de medida tal que pu(2) =1y f € L1(2) con
a < f(x) < b para todo x € €. Demuestre que si ¢ es céncava en (a, b)
entonces
" (/fdu) > [wosn
Q Q
19. Sea f una funcién medible positiva en [0, 1]. ;Cudl de las dos cantidades

[ romss@a o [oerwa

es mayor?
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1.2. Desigualdad de Young

En esta seccion damos una demostracién analitica de la desigualdad de
Young. Usualmente ésta, es motivada via geométrica. Sin menos cabo del
uso de la intuiciéon geométrica, consideramos que esta demostracién por su
sencillez, resulta muy sugestiva y formativa al mismo tiempo, debo aclarar
que la demostracion referida no es original del autor.

Teorema 1.14 (Desigualdad de Young). Seay = f(z) una funcién creciente
en [0,00) con f(0) = 0. Supongamos que f es de clase C* en [a,b] con a y b
nimeros reales no negativos, entonces

ab < / f(z)de + / f(y) dy,
donde f~(y) es la funcion inversa de f. La igualdad se cumple si b= f(a).
Demostracién. Si f es de clase C! en [a, b], integrando por partes obtenemos:

[ =05 - as@ - [ s (19)

Sea y = f(x), entonces dy = f'(x)dx, ademds z = f~!(y). Reemplazando en

(1.9) resulta
/ f(x b) —af(a / ft (1.10)

Ahora, si r < x < a, entonces f(r) < f(x), asi
@-nin < [ J@d
af(r) = rf(r) < /af(x) dz. (1.11)

Notese que

/Taf(:p)dx:/Tof(x)dx+/0af(x)dx
/raf(x)dx:—/on(x)da:Jr/Oaf(x)dx.
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En virtud de (1.11), tenemos

af(r) —rf(r /f d:r+/f (1.12)

/0 ) d / 1) dy, (1.13)

reemplazando (1.13) en (1.12) resulta

Por (1.10),

af(r) = rf(r) < —rf(r /f dy+/0af<m>d:c

r) < /0 flayda+ [ "

Si 0 < b < f(a), podemos escoger r = f~1(b). Asi,

De [ e / T ) ay
ab</ f d:r+/f ) dy.

Finalmente, en virtud de (1.10) para b = f(a) se tiene que

/0 " f(@)de = af(a) - / ™

/Oaf(x)da::ab—/obf_l
ab:/oaf(a:)dwr/obf‘l(y)dy

luego,

]

Corolario 1.15 (Young). Sea 1 < p < ¢ < oo tal que ]% + % =1, entonces
ab < % + % para a y b reales positivos. La igualdad se cumple si aP = b9.
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Demostracion. En primer lugar si a? = b?, entonces

a = bi/P
luego,
a=bl""
por lo tanto,
ab = b?.
Asi,
1 1
ab = b7 (— + —> ;
P q
es decir,
ab?  be
ab=—+ —.
p q

Ahora, consideremos f(x) = 2 con o > 0y f~!(y) = y/*, nétese que f
satisface las hipotesis del Teorema 1.14, entonces

a b
abg/ xo‘dx—i—/ Yl dy
0 0

aa-‘rl bl/a—i—l

ot l Tatl

Sipzoé—l—lyq:aT“.Notequel%%—é:l.Asi,

al b
ab < — + —.
p q

]

Observacién 1.16. Es importante senalar que esta ultima desigualdad es
susceptible de ser demostrada de varias maneras conceptualmente diferentes.

Corolario 1.17 (Young). Para a > 0, b > 0, se tiene que
ab < alogJr a+ ebfl,
donde

logzx s1 x> 1;
+ . )
log x—{ 0 st 0 <z <I1.
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Demostracion. Sean ¢ y 1 funciones definidas por:

(z) = loge +1 si z>1;
AL = 1 si0<z<l.

eVt osioy > 1
WJ)_{ 0 si0<y<l

Ahora, definamos

(@) =plx+1) -1 y "(y)=¢y+1) -1

Nétese que ¢* es de clase C' en [0,00) v ©*(0) = 0, ademds, note que 1* es
la funcién inversa de ¢*, entonces por el Teorema 1.14 paraa > 1y b > 1
tenemos

b—1

(a-1)b-1) < /Oa_lso*<x>dx+ [ vwa

_/Oalcp(x+l)dx—(a—l)+ i Yy+1)dy—(b—1)

a b
:/1 c,p(u)du+/1 G(E) dt — (a+b) + 2.

Entonces,
a b
ab—(a+b)—l—1§/ gp(u)du+/ Y(t)dt — (a+b) +2
1 1
a b
b d dt +1
a g/l o(u) u+/1 () dt +

a b
abg/ (logu+1)du+/ etdt +1
1 1

=alogta+e e’ —e] +1
=alogta+e™t —1+41,

finalmente,
ab < a10g+a+eb’1. O
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Ejercicios

1. Sean p y ¢ dos nuimeros reales con 0 < p < 1y —o0 < ¢ < 0 tal que
% + é = 1. Demostrar que

ab? b9
ab> —+ —
p q
para a y b reales positivos.
2. Use las funciones
1
ploga si0<z< -
u(z) = 1 p
qlogh si-<z<1
p
(a,b>0)y f(x) =e® para demostrar que
alP bl 1 1
ab < — + — con -+ -=1
p q P q

3. Dados a,b > 0 y € > 0. Demostrar que

ab < ea” + c(e)b?

—a/p
donde c(e) = m
q






Capitulo 2

Los espacios Ly

Las clases L, de Lebesgue ocupan la posicién central de mu-
chos trabajos modernos, en teoria de funciones reales o complejas,
en la teoria de las series de Fourier, o en la teoria general de desa-
rrollos ortogonales. Este trabajo exige un considerable dominio de
la técnica de desigualdades; en todo momento se requieren las de-
sigualdades de Holder y de Minkowski, y otras desigualdades mas
modernas y sofisticadas del mismo caracter general.

G.H. Hardy, J.E. Littlewood & G. Pdlia.

2.1. Funciones en L, y sus normas

Recordemos que un espacio de medida es una tripleta (X,.A4, u) la cual
consiste de un conjunto X no vacio, de una o-algebra A de subconjuntos de
X y de una medida p en A.

Definicién 2.1. Sea (X, A, p) un espacio de medida y p un nimero real
positivo. Una funcion f A-medible definida de X en R (f : X — R) se dice
que pertenece al espacio Z,(1t) (pre-Lebesgue) si

[ 1du <o
X

Es decir,
fp(,u):{f:f:X%Rmedibley/ |f|pdu<oo}.
X

Ejemplo 2.2. Sea X =[0,16] y f : X — R definida por f(z) = =/, note
que f € Z(m), pero f & ZLy(m) donde m denota la medida de Lebesgue.

23
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Observacion 2.3. El ejemplo 2.2 nos dice que en general los espacios £,
no son comparables.

Ejemplo 2.4. Sea X =[0,1/2] y f: X — R definida por
N1
)= oo ()]
T

Ejemplo 2.5. Sea X = (0,00) y f : X — R definida por f(x) = (1+z)7Y/2,
entonces f € Z,(u) para 2 < p < oo.

entonces f € £ (m)

Observacién 2.6. No es dificil verificar que £, con 1 < p < 00 es un
espacio vectorial, en efecto, observe que si f,g € £,(n), entonces en virtud
que

|f+gl” < (Ifl+1g])”
< (2max(|f], |g]))"
= 22 méx(|f|,]g]")
< 2°(|f1P + |gIP),

se tiene que f+ g € Z,(1).
Ademds, si f € Z,(p) y o € R, entonces af € Z,(n).

Por otra parte, las desigualdades
0< f<|f|

0<f <Ifl
implican que f*, [~ y |f| estan en Z,(1).

2.2. Supremo esencial

Definicién 2.7. Sea (X, A, n) un espacio de medida y f una funcion A-
medible. Para cada M > 0 definamos Ey = {x € X : |f(x)] > M}. Ndotese
que Ey € A en virtud de que f es A-medible. Sea

A={M>0:u(Ey) =0}
={M >0:|f(x)] <M ct.p}.
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El supremo esencial de f denotado por esssup f o ||f||oo es definido por

B B oo si A=
Il =esssup £ = { oy 450

Observacion 2.8. Note que si A # (), entonces 0 es una cota inferior de A,
luego inf A € R. Sea a = || f||oo < 00, afirmamos que o« € A, en efecto, note
que

Ea:{:r:EX:|f(x)|>oc}:U{x€X:]f(:r;)|>oz—|—1/n},

ademds, para cada n {x € X : |f(z)] > a+1/n} € A. Como a = inf A,
entonces para cadan € N existe a,, € A tal que o < v, < a+1/n, de aqui se
tiene que

{reX |f(x))>a+1/n}C{zre X |f(z)]>an}
luego,
p{z e X |f(2)] > a+1/n}) <p({z € X o [f(z)] > an}) =0,

ast, p(Ey) = p{z € X : |f(z)| > a}) = 0, lo que demuestra que o € A,
luego si o = || f|lo < 00, entonces

[f (@) <[ fllee ctop.

Ahora bien, definamos

= { 1) g B

0 st xelkb,,

como f*(x) = f(x) c.t.p, entonces

[flloe = 11/l = gscgglf*(ﬂf)! = sup [f(z)].

2€X\Eq
Definicién 2.9.
L) ={f:f: X = R medible y || f|loc < o0}.
Los miembros de L (1) se llaman funciones esencialmente acotadas.

Ejemplo 2.10. Toda funcion acotada en X estd en Lo (i1).
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Ejemplo 2.11. Sea

1 sizeln]o,1];
f(a:)—{ oo st x€QNI0,1].

Note que,
[flloe = Mf{M >0 p({x € X : |f(2)| > M}) =0} =1,
por lo tanto f € Lo ().

Ejemplo 2.12. Sean X =R, A =% y u=m. Sea {ri,ra,...,7n,...} una
enumeracion de numeros racionales en R, definamos

fn siz=r,eQ;
f(x)—{1 si z€R\ Q.

Queremos demostrar que
A={M>0:m{xe X :|f(z)] > M}) =0} = [1,00).
En efecto, sea M € [1,00), entonces
{reX:|f(z)l > M} CQ,

luego,

m({x € X : [f(x)| > M}) <m(Q) =0,

asi, M € A, es decir
[1,00) C A. (2.1)

Por otra parte, supongamos que y ¢ [1,00), entonces y < 1, luego
R\Qc{z e X :|f(z)] >y},

por lo cual,
m({z € X :|f(x)| >y}) #0

lo que significa que y ¢ A, entonces
A C1,00), (2.2)
de (2.1) y (2.2) tenemos
A={M>0:m{{ze X :|f(x)]>M}) =0} =[1,00).
Ahora, observe que
mf{M >0:m({ze X :|f(x)]>M})=0}=1,
por lo tanto f € Lo(p).
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Ejemplo 2.13. Sean X = N, A = P(N) y p la medida de contar, sea
f(x) =z (x € N). Afirmamos que

A={M>0:m({x e X :|f(x)] > M}) =0} =0.
En efecto, sea M > 0 arbitrario, escojamos k > M, k € N, luego
p{r e X:[f(x)] > M}) = p({k}) =1,

lo que implica que M ¢ A y como M es arbitrario, podemos concluir que
A =0, por lo tanto || fl|e = 00.

Ejemplo 2.14. Sea (X, A, pt) un espacio de medida tal que (X) < oco. En-
tonces Lo (1) C 2, (1) para cualquier 1 < p < oo.

En efecto, sea f € Lo(n), entonces |f| < | flle c-t.p, luego

Jre<isi [ do=ucolsz. <o
X X

Asi | € L(p).

Ejemplo 2.15. Sean 1 < p < q < oo, entonces L,(1n) C Zy(1) con p(X) <
00.

En efecto, sea f € Z,(n), st A= {z € X :|f(x)] <1}, entonces
XX = XA T Xx\A

[f@)P <|f(x)]" para zeX\A y [f(z)] <1,
para x € A, luego

1z = / P du
X
- / alfP du + / xualfIP du
X X
S/xAdu+/ xx\alfIP dp
X X
<)+ [ xealflrd
X

< p(X) + [IF11§ < o0,

ast, f € Z,(n).
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Observaciéon 2.16. Los ejemplos 2.14 y 2.15 nos dicen bajo que condiciones
se pueden comparar los espacios Z,,.

Observacion 2.17. a) Las inclusiones en los ejemplos precedentes 2.14 y

b)

2.15 son estrictas. Para ver esto, consideremos el siguiente ejemplo.
Sea X =[0,1] yl1<p<a<q<oo, dondeoz:%, luego sip < a < q
tendremos que p/a < 1 y q/a > 1. Escojamos B =1/« y definamos

st x # 0;

st x =0.

1
ro={ %
Luego consideremos

1 1
/ fa)fpde= [ L2
0 0

xpﬁ

Udx
= — < 0Q,
0 xp/Ot

puesto que p/a < 1, entonces f € £,(m), por otra parte,

1 1 dx
[ irapa = [

/ Udx
= [ — — o0,
0 xQ/a
ya que q/a > 1, asi f ¢ Z,(m). Por lo tanto,
Zy(m) & Zy(m).
Los ejemplos precedentes 2.14 y 2.15 no son ciertos si u(X) = oo.
En efecto, consideremos la funcion constante f(x) = ¢ con ¢ # 0 en

(0,00), es facil ver que f € Lx(p), pero f ¢ Z,(1) para 0 < p < oo.
Por otra parte, sea X = [1,00) y definamos f : X — R por f(z) = 2

7
entonces
oo
1 1
@ ’

ast, f € ZL(m), pero

asi, f & L(m).
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2.3. Z, no es un espacio normado
Sea (X, A, 1) un espacio de medida, definamos

[ - ||p : gp(#) — R*

1/p
1l = (/X £P du)

Ejemplo 2.18. Sea X = [0,1], consideremos la funcion

por
con 1 <p < 0.

1 st xeQn]0,1];
f(x)_{o si x€1N[0,1].

Entonces, para p =1 se tiene que

1l = /[ [ J@yam

= / 1dm + / 0dm
Qn[o,1] IN[0,1]

=m(QNI0,1])
=0.

Por otra parte, si p = 00, entonces
| flloo = f{M > 0:m({{ze€[0,1]:|f(z)] > M}) =0} =0,

sin embargo, note que f no es idénticamente la funcion nula. Esto nos dice
que tanto || - || como || - [|s no definen una norma en L1 y L respectiva-
mente.

Ahora bien, para corregir esta debilidad del espacio .Z,, tomemos dos
funciones f y g en %, de modo que f esté relacionada con g siy sélosi f =g
c.t.p, en simbolos f ~ g < f = g c.t.p. Es sélo un asunto de rutina verificar
que ~ define una relacién de equivalencia.

Una vez verificado esto, denotemos la clase generada por f como

f1={9€ L) g~ 1} v ISl =gl

para g € [f]. Ahora bien, sean ¢; y g2 en [f], entonces
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g1~ fsiysolosi gy = f ctp

go ~ fsiysolosig, =f ct.p,

por lo tanto g; = ¢o c.t.p, entonces

lg1lly = llgzllp-

Esto nos dice que ||[f]|l, = ||g|l, esta bien definida por ser independiente del
representante de la clase [f].

Ahora, definamos L,(u) = Ly(X, A, u) = £,/ ~, en lo sucesivo, si no hay
confusién usaremos f en lugar de [f]. Con algo de paciencia, podemos ver que
L, es un espacio vectorial sobre R. Por otra parte, note que || - || : L, — R*
ahora satisface || f]|, = 0 si y sélo si f =0 c.t.p.

El siguiente resultado nos provee de la desigualdad triangular para la funcién

- Ml

Teorema 2.19 (Desigualdad de Minkowski). Sean 1 < p < oo y f,g €
L,(1), entonces f+g € L,(u) y

1+ glle <11 fllp+ llgllp-

La igualdad se cumple si A|f| = Blg| c.t.p para A y B del mismo signo y no
simultdneamente nulos.

Demostracion. Verifiquemos la igualdad. Sean A y B nimeros del mismo
signo y no simultdneamente nulos tales que A|f| = Blg| c.t.p, entonces
Allflly = Bliglly, tuego || fll, = 5llgll,- Por otra parte,

B
I£ + gl = Fo-+9

B+ A
== Zloll

p

B
=~ lglly + Il
=11+ gl

Los casos p = 0o y p = 1 son inmediatos, al igual que || f|l, = [|g]l, = 0. Su-
pongamos que 1 <p < ooy [[fll, =a#0y |lgll, =8 # 0, entonces existen
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funciones fo y go tales que |f| = afo v |g| = Bgo con || foll, = |lgoll, = 1.

Ahora, consideremos A\ = QLJFB y1l—XA= +ﬁ, note que 0 < A < 1, lue-
go
|f(@) + g(@)]” < (|f(@)] + [g(2)])?
= (afo(x) + Bgo(x))”
= [(a+ B)Afo(z) + (a+ B) (1 = A)go(a)]”
= (a+ B8)"(Mo(z) + (1 = A)go(x))”

< (a4 B Afo(2))” + (1 = A)(go())"]- (2.3)
Dado que ¢(t) = # es convexa en [0, 00), integrando en (2.3) tenemos
/X [f (@) + g(2)|P dp < (a+ B)"[All foll§ + (1 = A)llgol[7]
= (a+B)f < o0
es decir, f + g € Ly(y1). Finalmente,
1+ glly < (LAl + llgllp)”

asi,
1f 4+ glly < 11l + llgllp-

Observacién 2.20. Consideremos la funcion

=TV s ] < 1
flz) = { 0 si |xz] > 1.
z)dr = d_a: =4
f(z) ,

R 11 /||

=
asi, f* ¢ Li(m).

Ahora, queremos estudiar bajo que condiciones el producto de dos fun-
ciones de Li(u) se queda en Li(u). El siguiente resultado nos dice que si
feL,(pn)yge L,(p) para p y ¢ nimeros conjugados es decir, §+$ =1, se
tendrd que fg € Li(n). Previo a la demostracién de este poderoso resultado,
necesitaremos el siguiente Lema.

Observe que

ast, f € Li(m), pero
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Lema 2.21. Sea 1 < p < co. Entonces, para nimeros a, b y t no negativos
se tiene que
(a+ tb)? > aP + ptba? .

Demostracion. Definamos
©(t) = (a+ tb)? — a? — ptba? .

Note que p(0) =0y ¢'(t) = pb[(a + th)P"! —aP~'] > O parap > 1y a, b, ¢
positivos, luego ¢ es creciente en [0,00) y asi no negativa para t > 0. Asi,

p(t) = ¢(0)
(a+ tb)? > a” + ptba’ .

O

Teorema 2.22 (Desigualdad de Hélder). Sip y g son nimeros extendidos no
negativos tales que I%—i—% =1ysifeLy(n), g€ L), entonces fg € Li(p)
Y

/X Faldu < [l

La igualdad se cumple si existen constantes A y B no simultaneamente nulos
tales que A|f|P = B|g|? c.t.p.

Demostracion. En primer lugar consideremos p = 1 y ¢ = oo, entonces es
claro que

9l < llgll c-tp.
Como |f| > 0, se tiene que |fg| < |f]]|g]|c c-t-p. Por lo cual,

A ( / |f\du) .

/ Faldi < 1l llgls.
X

Ahora, supongamos que l <p<ooyl<g<ooy f>0,g>0.Definamos
h(z) = [g(x)]%?, entonces

g(@) = [h(@)]P* = [n)".

asi,
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Luego, en virtud del Lema 2.21 se tiene
ptf(x)g(x) = ptf(z)[h(z)~
< (h(z) +tf(x))" = [h(z)]".
Asi,
[ s@o@dn< [ @) + @y dn— [ P
= [[h+tfI[5 = IR}

En vista de la desigualdad de Minkowski se tiene

pt / F@)g(@) dp < ([All, + I £11,)? = 5]

h t P —||h|P
/f (|| lp + ||ft|| p)? — [R5 '
Sea F(t) = (|||, + t|| fll)P, luego F(0) = HhHg. Entonces,
p/ fgdu < tim 2O = (0 _ F'(0)
X t—0
= p(I2llp)" 1 £ -
Note que
p—1 1-1
([oran) ™ = ( [ faora)
X e
- ([stonran)".
X
ast, ||h[[E~" = ||glly- Por lo tanto,

/X fodu < 1 flollgll

Finalmente, escogiendo A = ||g||2y B = || f||} tal que A|f|? = B|g|?, entonces

|g|*/P
Ifl = ||f||p|| 7

integrando, resulta

/X Faldu = £l
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Observacion 2.23. Tradicionalmente, la desigualdad de Minkowski, se ob-
tiene de la desigualdad de Hélder, acd obtenemos la desigualdad de Hoélder
a partir de la desigualdad de Minkowski, esto nos hace pensar que ambas
desigualdades dependen una de la otra. Sin embargo, si analizamos con dete-
nimiento la situacion planteada, podemos observar que la desigualdad Young
(Corolario 1.15) nos provee de una herramienta la cual nos permite demos-
trar la desigualdad de Holder sin utilizar la desigualdad de Minkowski. Tam-
bién, a través de la desigualdad generalizada de Jensen (Corolario 1.12) po-
demos obtener la desigualdad de Hélder (ver problema 34 seccion 2.3).

Los dos resultados a continuacién nos dan la generalizacién de la desigual-

dad de Holder.

Corolario 2.24. Sean p, q y r numeros reales tales que 11) + é +% = 1. Sean
fely(n), g€ Lyp) yhe L. (). Entonces,

/X Fohld < 11 lgllo 2]l

Demostracion. Sea %—i—é = %, entonces §+§ =1, luego %—i—% = 1. Queremos
demostrar que fg € Lg(n). En efecto, por el Teorema 2.22

s/p s/q
Jouratas ([ 1rmean) ([ e )
([ vraran) " < 1sttale

asi, fg € Ls(u). Finalmente, invocamos una vez mas el Teorema 2.22; es

decir
1/s 1/r
/ Fghl du < ( / !fg\sdu) ( / |h\*du)
X X X

< 17 1o llgllql1All-
O

"1
Corolario 2.25. Sea pr > 1, k=1,2,3,....,n tal que Z — =1, para fi €
Dk

k=1
LPk(M) tenemos que fl?f?a s 7fn S Ll(:u) )

dp < TT 1/l
k=1
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El siguiente resultado nos provee de otra caracterizaciéon de la norma || - ||,.

Teorema 2.26. Sea f € L,(1) con 1 < p < oco. Entonces,

_ 1 1
171, = sup {ialhloly s 20,342 =1},

9ELq (1)

Demostracion. En virtud de la desigualdad de Holder se tiene

ol = [ 159ld < £l ol

entonces,
I£allillglls" < £l
para g # 0, luego

_ 1 1
sup {Hngngqu g#0 Sl 1} < Ifl,. (2.4)

9g€Lq(1)

Por otra parte, supongamos f # 0y g = ¢|f[P~! (¢ constante), entonces

[fgl = clfI",
asi,
1fglly = cll F15-
Si escogemos ¢ = || f||, 77, obtenemos
1£gll = AP IS = 1F[]p- (2.5)
Ahora bien,

gl = el 117

e integrando ambos lados tenemos que

1/q
lglly = ¢ ( / |f|pdu)

= £, Pl B
= |IfIE ) e
=1.

Como f # 0, entonces ||g]|;* = 1.

Asi, podemos escribir (2.5) como

_ _ 1 1
1l = falllgl < sup {Hngngqu:g#O,]—9+5—1}- (2.6)

9E€Lq(1)

Combinando (2.4) y (2.6) obtenemos el resultado. O
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Teorema 2.27. Sea f € L1(jn) N Loo(pt), entonces

a) feL,(pn) paral <p < 0.

8) lim 1l = 11/

Demostracion. a) Sea f € Li(p) N Loo(t), entonces | f| < || f]l« c.t.p, enton-

ces | fP=H < IFIBT, ast, [P < ([FIESH ], Tuego [[£115 < LFI1B I, de
donde

17l < I 1711 (2.7)

De esta manera hemos demostrado que f € L, ().

b) En virtud de (2.7) tenemos
i sup [| £l < [ floe- (2.8)
pP—00

Por otra parte, sea 0 < € < 3| flls ¥

A={r e X:|f(@)| > [[flleo =€},

note que u(A) > 0, entonces

Jurvdnz [ 1pdn = (15 - oPuta)
X A

luego

hSA

timinf ||}, > (| flle — ) lim inf(A)]3,
pP—00 pP—00
de la arbitrariedad de € resulta
liminf > || f||oo, (2.9)
p—0o0
combinando (2.8) y (2.9) resulta

[flle < Mminf || £, <lmsup |[fll, < [|.f]lo-
p—0o0 p—00

Asi que

T [ £l = /]
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Lema 2.28 (Desigualdad de Markov). Sea f € L,(i) y g una funcion cre-
ciente en [0,00). Entonces,

. Jxgolfldp
p({r € X o [f(x)] > A}) < Ty
donde g(x) # 0 para todo x € [0, 00).

Demostracion. Sea Ay = {x € X :|f(x)] > A} donde A > 0, luego A < |f(z)]
para todo x € A,, entonces

9M)xax (@) < g([f(@)])xa, (2)

, integrando ambos lados resulta

golfldu
e € X 1 17(@)] > o)) < L2010,
9(N)
[
Teorema 2.29. Si 1 < p < co. Entonces (L,(p), || - ||,) es un espacio com-
pleto.

Demostracion. Caso 1. 1 < p < oco. Sea {f,}nen una sucesién de Cauchy
en L,(n). Entonces, para todo € > 0 existe ny € N tal que

| fn — fm”g <

siempre que n,m > ng. En virtud de la desigualdad de Markov con
g(A) = AP, obtenemos

u{z : [fu(@) = (@) = €}) < |[[fo = funlly

siempre que n, m > ng. Esto tltimo nos dice que {f,}nen €s una suce-
sién de Cauchy en medida, por lo tanto existe una subsucesion { f,,, }ren
de {f.}nen que converge c.t.p a una funcién f medible. Por el Lema de
Fatou se tiene

15 = [ 1P < tmint [ 1l d < o

Ast f € L,(p). Invocando una vez més el Lema de Fatou podemos ver
que

||fn—f||§3=/Ifn—flpdusliggf/un—fnmdqu

siempre que n > ng. Es decir f,, converge a f en L,(u).
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Caso 2. p = 00. Sea {f, }nen una sucesiéon de Cauchy en L. (p). Para cada
n € N definamos

Ap = Az | fe(@)] > [ frllo}
y para cada n,m € N, sea

By = {2 | fu(@) = fu(2)] > | fr — frnlloo }-

Note que cada A, y cada B, ,, tienen medida cero. Sea

- (4)+ ()

entonces 1 (F) = 0. Note que cada f,(x) es una funcién real y ademads

|fu(@) = fn(@)| < [ fo = frnllooy V€ X\E.

Esto tltimo nos dice que {f, },en €s una sucesién uniforme de Cauchy
en X \ E. Ahora, definamos

n—oo

0 sizel.

Entonces f es medible, dado que f = lim f,xge, es decir, f, — f
n—oo

uniformemente en E°¢. Finalmente, queremos demostrar que
lim ||f, — flleo = 0.
n—o0

En efecto, dado € > 0, existe ny € N tal que |f,(z) — f(x)] < ¢/4
Vo € X \ E siempre que n > ny. Asi,

{z:|fulx) — f(x)] > €/2} C E paran > n;.
Como u(E) = 0 concluimos que
|| fr — fllo < €/2 < € siempre que n > ny,

es decir, lim ||f, — fllooc = 0, en particular || f,, — flloo < €, asi fn, —f €
n— o0

Loo(p). Ahora, como f,, € Le(pt) ¥ Leo(pt) €s un espacio vectorial,

entonces f = fo, — (fu, — f) € Loo(p).
]

Observacion 2.30. Como una consecuencia del Teorema 2.29 podemos ver
que para 1 < p < oo, L,(p) es un espacio de Banach, es decir, un espacio
normado el cual es completo con respecto a la métrica inducida por la norma.
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Teorema 2.31. Sea {f,}nen una sucesion de funciones en L,(u) con 1 <
p < 00, la cual converge c.t.p a una funcion f € L,(p). Entonces,

i [ fo = fllp = 0 si y sdlo si Y || full, = || ],
n—o0 n—o0

Demostracion. Dado que ¢(t) = t? (con 1 < p < 00) es convexa en [0,00).

Entonces,
p p
< (Z5EY < Sdor + o)

a—>b
2

asi,
la— bl < 277 (Jaf” + [bP). (2.10)

Como f, — f c.t.p, entonces |f, — f|? — 0 c.t.p. En vista de (2.10), obtene-
mos

0 <277 (Iful” + 1£17) = |fu = fI,

luego,

T (27 (Sl 1) = U = S1] = 211

Por el Lema de Fatou se tiene que
2 [ AP dn = [ mint [ (£ 4107 < 10 - V] d
X X
<timint [ [ (4 17P) ~ 1o = SV] d
X

=%[Qﬂ%m+mmﬁ{—1Qn—fwm},

2 [Arpdp< [ 5P —tmsw [ 1, i
X X X

es decir,

por lo tanto
h’msup/ |fr — fIPdp <O0.
X

Como
Ogliminf/ ]fn—f|pdu§h'msup/ |fn — fIPdp <0,
be be

entonces,

Jim [[f— £, =0
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si lim [l = 11

Ahora, si lim ||f, — f|| = 0, entonces de la desigualdad
n—o0

N fully = LF sl < [1fn = fllp-
se sigue el resultado. O]
Observacion 2.32. Para p = oo, el Teorema 2.31 es falso. En efecto, sea
{fatnen C Loo([0,1]) definida por f, = X(@/nn, note que f, = 1 c.t.p en
[0,1]. Ademds,

1 falloe = if {M :pu ({2 €[0,1) : [xa/my(2)] > M}) =0} =1

1l = 1, buego lim || fullsc = [} Pero

1fo = 1llo = sup |x@/ny(z) — 1| =1.
x€(0,1]

2.4. Los espacios [,

2.4.1. Desigualdad de Holder y Minkowski version dis-
creta

En esta seccion estudiamos la desigualdad de Holder y Minkowski para
sumas finitas

Lema 2.33 (Desigualdad de Holder). Sean p y g nimeros reales con 1 <
p<ooyl<qg<oo, de modo que}%+$:1, entonces

n n 1/p n 1/q
Z |[2ryx| < <Z |$k|p> (Z |yk|q)
k=1 k=1 k=1

para todo x, y € R™.

|y

n 1/q°
(Z |yk|q)
=1

|z |?

(£ )

En virtud del corolario 1.15, resulta

Demostracion. Sean o = 7 Y B =
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|2k || B 1
n 1/p n /g — p n » q n q'
<];1|xk|p> (l;l|yk|q> 2 el 2 [l

Sumando miembro a miembro se tiene que
1 1

n
POREALA
k=1 1

n 1/P n 1/(1 S 5 + q
(z w) (z |yk|q)
k=1 k=1

y de aqui
n n p s n 1/q
Z|$kzyk| < (Z|$kz|p> <Z|yk|q> ;
k=1 k=1 k=1
que era lo que se queria demostrar. O

Lema 2.34 (Desigualdad de Minkowski). Sea p > 1, entonces

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z |33k:+yk|p) < (Z|$k|p> + (Z|yk|p>
k=1 k=1 k=1

para todo x, y € R™.

Demostracion. Consideremos

Z |2k + yil” = Z |2k + yeP k + yil

< Z | E T Z [yl lax + gl
P P

En virtud del lema 2.33 se tiene
n n 1/p n 1/p n 1/q
Sinen < | (Sme) e (S ) | (Semie)
k=1 k=1 k=1 k=1

1 1
Como — + — =1, entonces p = (p — 1)g, de donde
p q

Z‘$k+yk‘p§ (Z\xk\p> + (Z‘yk‘p> (Z ’xk+yk’p) ;
k=1 k=1 k=1 k=1
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asi
n 17% n 1/p n 1/p
(Z e +yk|p> < (Z |$k|p> + <Z |yk|p> :
k=1 k=1 k=1
Finalmente
n 1/p n 1/p n 1/p
(Z\xk+yk|p> < (Z!mk!p) + (Z ’yk’p) ,
k=1 k=1 k=1
que era lo que se queria demostrar. O

2.4.2. El espacio [, y su norma

l, con 1 < p < oo representard al conjunto de todas las sucesiones de
nimeros reales

r = (€1,€9,...)

tales que
o0
D lexl” < oo
k=1

l, serd de utilidad a la hora de introducir los espacios de Sobolev y las series
de Fourier en el toro (torus).

Mostremos que [, es un subespacio del espacio R*. Sea = e y elementos
de l, y o, § ntimeros reales, entonces en virtud del lema 2.34 se tiene que

n 1/p n 1/p n 1/p
(zm +5zk|p) <l (Zw) ) (z w)
k=1 k=1 k=1

n 1/p 00 1/p 00 1/p
(zmeﬁw) <o (z|ek|p) +w<z\aw) |
k=1 k=1

k=1

Por lo tanto

o 1/p 0 1/p 00 1/p
<Z|aek+ﬁ'€k|p> < Jaf (Deup) +18] (Z|€k|p> (211

esto ultimo muestra que ax + By es un elemento de [, y por ende [, es un
subespacio de R*.
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Observacién 2.35. El resultado (2.11) generaliza la desigualdad de Min-
kowski.

Sea x € [, tomemos como norma de z la funcién

00 1/p
Jall, = (Z |ek|p> |
k=1

dejamos como ejercicio demostrar que en efecto esta funcion define una nor-
ma sobre [,. En consecuencia [, resulta un espacio normado.

El siguiente resultado nos permite obtener [, por medio de L, (X, i)

Teorema 2.36. Sea X un conjunto contable y p la medida de contar sobre
X, entonces

Ly(X, ) = 1.
Demostracion. Sea p la medida de contar sobre X es decir

numero de elementos de £ si E es un conjunto finito
(k) =

00 ,si E' es un conjunto infinito

Sin pérdida de generalidad supongamos que X = Z™", ya que X, dotado de la

o0
medida de contar, es isomorfo a Z", entonces podemos escribir Z* = J {k},

k=1
sea f € Ly(Z",p) y

una sucesion de funciones simples tal que

lim ¢, (k) =|f(k)|P para cada k,

n—o0

ahora

/son dy = Z |[F(R)[P(ZF 0 (k)

= Z|f u({k})
= Z|f(k’)”
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va que p({k}) = 1.

Claramente ¢; < @9 < 3 < ..., en virtud del teorema de la convergencia
mondtona tenemos

J15wp = [ tin o) d
/

7+
= > 1f®)P,
k=1
Como

SR = / FOR)P dp

Esto ultimo muestra que |f|P es integrable si y sélo si

DR < e
k=1

En otras palabras, decir que f pertenece a L,(X, 1) dotado de la medida de
contar es equivalente a decir que la sucesion {f(k)}ren es un miembro de [,
por lo tanto

L,(X,p) =1,
L]
Teorema 2.37. [, es un espacio de Banach, (1 < p < 00).
Demostracion. Sea {x,}nen una sucesién de Cauchy en [,, donde xz, =
(egn),egn), ...), entonces para cualquier ¢ > 0 existe un ny € N tal que si
n, m > ng, entonces ||z, — ||, < €, es decir
o0 1/p
(Z leg.n) — egm)|p> <€, siempre que mn, m > ng, (2.12)
j=1
de aqui, obtenemos que para todo 7 =1,2,3,...
\egn) — €§-m)| <€, siempre que n, m > ng, (2.13)

escojamos j fijo de (2.13) se ve que ((—:y)

en R, por lo cual existe ¢; € R tal que

lim e(.m) = €;.
m—oo J

2 L
,eg ), ...) es una sucesion de Cauchy
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Definamos x = (€1, €3, ...) y mostremos que x estd en [, y h;m Ty = .
n—,oo

De (2.12) tenemos que para todo n, m > ng
k

Z|e§-m) —eg-n)|p < k=1,2,3,...,

j=1
de aqui
k k
o ()p _ . (m) _ _(m)p P
ZI|€J € | _Zl|n11—l>rcl>o€j € [P < €.
j= j=

Siempre que n > ng, esto muestra que

(n))

T — 1, = (6 —¢ estd en [,

deduciéndose ademéas que lim x,, = x, finalmente, en virtud de la de-
m—0o0

sigualdad de Minkowski tenemos

(iu\p) i (§|xn+x_xn|p) N

n=1 n=1

0o 1/p o 1/p o 1/p
(zw) s(Zw) +(z|x—xn|p) |
n=1 n=1 n=1

lo que muestra que = esta en [, y con esto finaliza la demostracion O

Observaciéon 2.38. Recordemos que un espacio métrico y por ende uno nor-
mado es separable si contiene un subconjunto denso numerable.

Teorema 2.39. [, es separable (1 < p < 00).

Demostracion. Sea M el conjunto de todas las sucesiones de la forma y =
(M,M25 -+, M0, 0,0,...) donde n € Ny los n, € Q, observe que M es contable.
A demostrar que M es denso en [,. Sea © = (€x)ren €n [, arbitrario, entonces
para € > 0 existe n que depende de ¢ de modo que

> el < er)2.

k=n+1

Ahora, como Q = R, tenemos que para cada ¢, existe un racional 7 tal

que
€

e — M| < :
e — M T
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luego
€p
P
— < JR—
|€k nk’ 2”7
asi
n
Z lex — ng|? < €°/2.
k=1
entonces
n [e¢]
lo = ylP = le—ml + Y el <€,
k=1 k=n+1
por lo cual
lz =yl <e.
Mostrandose asi que M es denso en [, luego resulta [, separable. O

El siguiente resultado nos muestra una profunda diferencia entre L, y
l,. El ejemplo 2.15 demuestra que Z,(n) € Z,(p) con 1 < p < ¢ < o0
y (X)) < oo, sin embargo tenemos que [, C [, con 0 < p < ¢ < oo. Es
importante aclarar que este 1ltimo resultado no contradice el ejemplo 2.15
dado que Z™ con la medida de contar no tiene medida finita.

Teorema 2.40. 570 < p < g < oo, entonces I, C [,.

o0

Demostracion. Sea x € 1, entonces Y |e,[P < oo, en virtud de esto existe
n=1

no € N tal que si n > ng, entonces |e,| < 1.

Ahora, como 0 < p < ¢, entonces 0 < ¢ — p, asi |e,|7? < 1 si n > ng, por
lo cual

len]? < len|P st n > mny.

Sea M = max{|e1|7P, [e2]77P, ..., |€y]77P, 1}, luego

o oo
Z len]® = Z |€n]”[€n] """
n=1 n=1

< MZ len|? < 400,

n=1

por lo tanto x € [,,. O
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Observacion 2.41. La inclusion l, C [, es propia, en efecto, sea x,, = n-p
para todon € N con 1 < p < g < oo, luego puesto que p < q, entonces d > 1,
p

ahora consideremos
q _ } :
T < Q.
Z‘ ”‘ nq/p

La ultima serie es convergente en virtud del criterio de las series p,
ast x,, € lg, por otra parte

E |z, |P = — — 00, (Serie armdnica)
n
por lo tanto x,, ¢ 1,.

2.4.3. Desigualdad de Hardy en [,

Teorema 2.42 (Desigualdad de Hardy). Sea {a, }nen una sucesion de nime-
ros reales positivos tal que > -, aP < 0o, entonces

n=1"n
oo 1 p P p o0
— ar | < (—) ab.
Demostracion. Sea o, = —” donde A, = ay +as + - -+ + ay,, luego
An = Nay,
asi
a1+a2+---+an=nan> (214)
de donde
ap =nay, — (a1 +ag + -+ ap_1)
por (2.14)

ap = na, — (n—1)ag,_1.
Consideremos ahora

L047’ Ya, = aof — P [nag, — (n — 1)a,_1] ab™

p __
“ p—1" p—1

n
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En virtud del corolario 1.15 resulta

pn=1) ey pr=Dai, | pn—1) el
p—1 """ T p—1 p p—1 q
-1 -1 1
== ap_+ . <1 _> n
p—1 p—1 p
-1
= bt (= Do,
luego
-1
ab — P_ortg, <ap - 2L gp O ab i+ (n—1)ak

Y < _
p—1" "op—-1" p-1
:pﬁ%ﬂﬂ—pmﬂ+Kn—1M%q+@—ﬂﬂn—DM1

p—1 p—1
_poq, —ap —pnaj + (n—1ag , + (pn —p—n+1)aj
= |
L [(n—1)af_ — na?]
p— 1 n—1 njo
de donde
N N 1 N
Z p— %1 Zag—lan < — [(n—1)ab_| — na?]
n=1 n=1 n=1
1
:———I}a€+a€—zﬁ4~.~_Nam
p JR—
p
_ _NaN <0
p—1
Asi
N » N
o < —— N aflq,

|
i
|13
—
Yol
3
ANE
BQ’E
~_
i~
3
0]
e
RS
~_
Q=



2.4 Los espacios [, 49

luego

n=1 N 1 N ) p pnO:ol

2.4.4. Desigualdad de Hilbert en [,

Recordemos algunos resultados basicos de analisis complejo.

Sen7(r7rz) - % + g(_l)n (zj—n +3 - n) : (2.15)

Consideremos la funcién

1

f(Z):m (p>1)

definida en la regién D; = {z € C : 0 < |z] < 1}. Queremos obtener su
desarrollo en términos de la serie de Laurent. En efecto, si |z| < 1, entonces

1 1 = .
1+2 1—(—2) :Z(_Z)

= (=",
luego
fl2) =Y (=1 (2.16)

En este mismo orden de ideas, consideremos

1

T
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definida en la regién Dy = {z € C: |z| > 1}, dado que |1| < 1, entonces

= > (-1
n=0
Por lo tanto .
g(z) = > (1) (2.17)
n=0

Proposicién 2.43. Para cada nimero positivo m y para cada nimero real
p > 1 se tiene que

Demostracion. Note que

> e

[e%S) mpr
<[ "
m—l—n) 0o xr(m+x)

_/°° dz
0 z%(1+z)

! dz & dz
- YN 1+l oy
0 zr(l1+2) 1 2t (1+%)

En virtud de (2.16) y (2.17) se deduce que

S (S e [ (S o

'B\H

:Z(—l)"/o z pdz—l-Z(—l)"/looz 1 dz
(= — (-1)"
_nZ:()n—;lj—l—l—FnZ:O%—i-n
IR SYCIE Y
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T
sen <E>
p

Esto tltimo se obtuvo de (2.15) con z = %. [

Teorema 2.44 (Desigualdad de Hilbert). Sean p,q > 1 tales que }% + % =1

Y {antnen, {bn}nen sucesiones de nimeros no negativos tales que y - ab,

[e.o]
q
y > ..—, bl son convergentes. Entonces

3=

o0

S (89 (59

m n
m,n=1 + sen <%> m=1

Demostracion. En virtud de la desigualdad de Holder y de la proposicién
anterior resulta

2 : ambn
m+n
m,n=1
0o 1 1
mra A, n ra bn

B m,n=1 ni (m_’_n)% mi (m—i_n)%

(=

IN

3
3
[}
VR
3
3 |3
_"_ Q=
S
~_—
=)
3%
N~
3
g
Nk
7N
3
B =
3 E\H
_|_
S
N~~~
>
3
N~
Q=

I
gk
VR
3
ANgE:
3.
3 3‘
G
~_
=
3
~__—
(ST
VR
L[]
3
1[]e
S
S
3|3,
+
S
~__—
=
~_
Q|

INA IN
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Asi hemos demostrado que

-

o

S o5 (59

mae1 T sen (5 n=1

p

2.4.5. El espacio [

ls representard al conjunto de todas las sucesiones reales {a, }n,en aco-
tadas, es claro que [, es un espacio vectorial. Como norma de x € [,
r = (ay,a,...,Q,,...) tomaremos

[2]loo = sup |an|,
neN

resultando asi [, un espacio normado.
Teorema 2.45. [, es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {,}neny una sucesién de Cauchy en [, donde x, =
( fn), f'én), ...), entonces para cualquier € > 0 existe ng > 0 tal que si

m,n > mng, entonces ||z, — T, <,
luego para j fijo tenemos que si m,n > ng, entonces
€™ — e < ¢ (2.18)
asi, resulta que para todo j fijo la sucesion (fj(l), 6](2)7 ...) es una sucesién de

Cauchy en R, por lo cual existe ; € R tal que lim,, §§m) =¢;.
Definamos =z = (&,&,...), ahora queremos demostrar que =z € Iy ¥y
lim,, o T, = .
De (2.18) tenemos que si n > ng, entonces

§i— fj(-n)

_ ) lim €™ — | < (2.19)
n—oo

puesto que x, = (f(n)> € l, existe un numero real M, tal que ‘fj(-n)‘ <
jEN

J
M, para todo j.
Por la desigualdad triangular tenemos

§j—§§-") <€+Mn

1&5] <

+ ‘gﬁ")
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siempre que n > ng, esta desigualdad se mantiene para cualquier j, ademas,
observe que el lado derecho no depende de j, por lo tanto (§;);en es una
sucesién de nimeros reales acotada, esto implica que z = () en € loo-

De (2.19) también obtenemos
< E.

5](") — &

| 2n — 7||oc = sup
jEN

siempre que n > ng. De esto ltimo concluimos que

lim z, =z
n—oo

y asi l5 es completo. O

El siguiente resultado nos muestra una manera “natural”’de introducir la
norma en el espacio ..

Teorema 2.46. lim, . ||z]|, = ||z||«, donde

n v
], = (ZI%I”) :
k=1

D=

Demostracion. Observe que |z < (3 _, |xx|P)?, asi
k| <l

para k=1,2,3,...,n, de donde

sup |z| < ||,

1<k<n
luego

|z]|0o < liminf ||z|[,. (2.20)
p—00

Por otra parte, note que

. T N
(Dxup) S(Z(sup |xk|)) = 1 2|0
k=1 p—1 \Sksn

1
[2llp < ne [zl

luego

asi

msup el < (Tinsupa ) ol = o]

p—00 p—0o0
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es decir
lim sup |z, < |7 - (2.21)

p—0o0

Combinando (2.20) y (2.21) resulta

[2]leo < liminf [|z[l, <lmsup [z, < |[z]|e,
p—0 pP—00

de esto ultimo se concluye que

T o, = 12l

Ejercicios
1. Sif e Lo(X, A 1)y u(X) < co. Demostrar que lim,,_, || f{|, = || floo-

2. Demuestre que las siguientes funciones:

a) f(x) =e® para todo x € [0, 1].

b) f(z) = % para todo z € [1, +o0).

¢) f(z)=e " paratodoz € R (A > 0).

d) f(z) = a™ para todo z € [0,a], n € N, a € RT.
e) f(x) =1—e " para todo z € [0, 1].

Son esencialmente acotadas. Hallar su norma esencial.

3. En todos los casos anteriores demuestre que

i [ £l = {1/ lloo-
p—o0
4. Dada f(z) = —In(l — z) para todo = € [0,1). Demuestre que f ¢

Lo (]0,1),£,m) pero f € L,([0,1],£,m) con 1 < p < oo.
5. Demuestre que el resultado del problema 1 es falso si u(X) = +o0.

6. Sea f € Loo(X, A, ) tal que || f]loo > 0. Si 0 < u(X) < oo, demostrar
que

, (6
Im == = || £l
n—00  (p,

donde
an:/|f|"d,u, n=1223,...
X
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

Seal =10,1],sea f € Ly(I,L,m)y S={x € : f(x) € Z}. Demostrar
que

lim [ |cosnf(z)|" dm = m(S).

n—o0 I
Sea f € L,(X, A, u) con u(X) =1y p> 0. Demostrar que
I 7], = e "0,

Sea (X, A, ) un espacio de medida y f € L,(p) (1 < p < 00). Su-

pongamos que {F, },en es una sucesién de conjuntos medibles tal que

w(E,) =+ (n € N). Demostrar que

n

n—oo

lim n'7 / |fldu = 0.

Sea (X, A, ) un espacio de medida tal que p(X) < oo y f una funcién
positiva A-medible. Si lim,, . f + J"dp < oo, demostrar que

lim fdu p({reX: flz)=1}).

n—oo

Sea f € Ly, (X, A, n) para algin 0 < py < co. Demostrar que
i [ 177 du= (o € X+ 1(2) £ 0)).
p—0 X

Sea u,v € Ly(X, A, u) y w € Ly(X, A, ). Demostrar que

] ([ ) (f0)” ([ 50)

Seap > 1y f € L,([l,+00),L,m). Defina g(z) = [~ f(t)e ™ dt.
Demostrar

a) g € Ly ([1,+00), £, m).

b) llglh < (1-2) s (22 =1).

Para 1 <p < ooy 0 < pu(X) < oo se define

0 = (o /. |f|pdu)1/p

Demostrar que
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15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

a) Sipi < ps entonces Ny, (f) < N, (f).

b) Nyp(f +g) < Np(f) + Np(g).

) 5 Jx ol din < N,(D)Ny(a) con (§+ 5 =1).
d) 1m0 Ny (f) = [1flloc-

Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Sean f y g funciones A-medibles
y positivas sobre X. Sean 0 < ¢t <7 <m < c0. Si [, fg'du < ooy
Jx f9™ dp < oo, demostrar que

(en) s (o) ()

Nota. Esta desigualdad se conoce como la desigualdad de Rogers.

o

Si [y fdu<ooy [y fg™du < oo para m > 1. Demostrar que

(fowme) = (fom)™ ([ )

Usar el problema 13 para dar una demostracién alternativa del corolario
2.24.

Demostrar el corolario 2.25.

Sea h una funcién creciente en (0,+00). Si0 < a <1y >0, demos-

trar que
([T e i) <o [Ter ) a
0 0

Si f es una funcién no negativa y decreciente en (0, +00) para p > 1.

Demostrar que
[Ty < ([

Sea f € Li(u). Demostrar que
p{xe X :|f(x)] > A}) < 26_’\2/2)\/ cosh (%f) djs.
b

Sean 0 < < 1,b> 1y m > 1. Demuestre que
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23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.
30.
31.

a) la™™ — b < ml|b— al*méx{a" " b~ "}
b) |x —y|P < |z — yP| para z,y € RT y 1 < p < 0.
¢) Inb—Inal < 2[b— al*mix{a, b}
d) [1bI” = |al?| < p|b — a max{[p"~", [a]" ™} (1 < p < o0).

Para 1 < p < oo. Demostrar que
p
a) [I£]l, = inf{)\ >0 [, ‘%‘ dm < 1}.
b) a) define una norma en L,.
Sea E = {p € (0,00) : || f]|, < oo}. Demuestre que E es un intervalo.

Sea { fn}nen una sucesion de funciones reales en Ly/3 ((0,1), £, m) tal
que f, — 0 en medida (n — 00) y f(o N | fo(2)[*® dz < 1. Demostrar
que

lfim | fr(2)] dz = 0.

Sea (X, A, ) un espacio de medida y { f,, }nen una sucesion de funciones
medibles tal que f, € L,(X, A, 1) para todo n € N. Si > 7 || full, <

o0. Demostrar que
oo oo
SRl M falle
n=1 P n=1

Demostrar que si [|f + g||, = [| /]|, + [|g[l», entonces

fo_ 9
1Al gl

Sea f, = fen L, 1 <p < ooy sea {g,}nen una sucesién de funciones
medibles tal que |g,| < M ¥V ny g, — g c.t.p. Demostrar que

c.t.p.

gnfn = gf en Ly.
Utilizar el corolario 1.15 para deducir la desigualdad de Holder.
Utilizar el problema 29 para deducir la desigualdad de Minkowski.

Sea (X, A, 1) un espacio de medida tal que p(X) = 1. Hallar todas las
funciones ¢ en (0, +00) tal que

o (1im171,) = [ otr)dn
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32. Sean p,q,r € RT tal que %—i—% =1.SifeLy(n)yge Ly(p), demostrar
que fg € Ly(p) y

19l < [[f1pllgllq-
33. Si0<p<qy puX)=1, demostrar que
1/p 1/q
(f1sa) "< ([ 1s17a)
X X

34. Use el Corolario 1.12 para demostrar el Teorema 2.22 (Desigualdad de
Holder).

35. La funcién f : [a,b] — R se dice que tiene p-variacién acotada si

|f (k) — flar-1)|
,[a,b]) = su < +00,
Vi(f, | pz !xk—xk =
con 1 < p < 0o, donde el supremo se toma sobre todas las particiones
de [a,b]. El conjunto de todas las funciones con p-variacién se denota
por BV,([a,b]). Si f € BV,(|a,b]) demostrar que f’ € L,([a,b],L,m) y
ademds
Vo(f. la, ) = (1 f'll,-

36. (a) Sea f € ())<po0 Lp(€2) ¥ supongamos que hay una constante C' tal
que ||f|l, < C, V1< p<oo. Demuestre que f € Loo(€2).

(b) Dé un ejemplo de una funcién f tal que f € (.., Lp(€2) pero
f ¢ Lo ().

37. Sean {an}nez Y {bn}nez sucesiones de nimeros reales tales que k =
Zn—foo ’Cln’ < 00 yZm—foo ’b ’ <00 (p > 1) SeaC = sz:foo an_mbm'
Demostrar que

a) [Cul < KV (X5 [an-ml[bm[?) """ donde L+ 1 =1.
1/ 1/
b) (Coiose [Cul?) ™ < b (0o 1Bul?)
38. Sia, >0paran=1,2,3,... demostrar que

(o] o
E Jajag - a, < e E Qy,-
n=1 n=1
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39. Siag >ay>--->ap>--->a, >0y a>pF>0. Demostrar que

n 1/« n 1/8
AR
k=1 k=1

40. Demostrar que [, no es separable.

2.5. Aproximaciones en L,(u)

Sea (X, d) un espacio métrico, recordemos que un subconjunto D de X,
D C X esdensoen X si D = X, es decir dado z € X, para todo € > 0 existe
d € D tal que d(z,d) < e.

En otro orden de ideas, sea (X, A, 1) un espacio de medida. Que una funcién
simple s se anule fuera de un conjunto de medida finita significa que

p({zr e X :s(x) #0}) < oo.

Ahora, supongamos que s = Z arXxg, donde o, #0paral <k <ny Ej €
k=1
A. Si s se anula fuera de un conjunto de medida finita, entonces pu(Ey) < 0o

para 1 < k < n, luego
Islls = lawlPu(Ey).
k=1

Asi, s € L,(p) siy sélo si s se anula fuera de un conjunto de medida finita.

Lema 2.47. Para 1 < p < o0, el conjunto de las funciones simples A-
medibles las cuales se anulan fuera de un conjunto de medida finita es denso
en L, ().

Demostracion. Sea 1 < p < ooy f € Ly(p), queremos demostrar que dado
e > 0 existe una funcién s simple, A-medible la cual se anula fuera de un
conjunto de medida finita tal que ||f — s/, < e. Para ello consideremos dos
casos:

Caso 1 f > 0. Sabemos que existe una sucesion {s, }nen de funciones sim-
ples no negativas y A-medibles tal que s, — f puntualmente en X,
dado que 0 < s, < f paratodony f € L,(u) se tiene que s,, € L,(p),
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esto significa que cada s, se anula fuera de un conjunto de medida
finita, ahora, observe que

lim |s, — fP=0en X
n—oo

[sn = fIP < (lsal + D)7 < QD" = 27111,

dado que f € L,(u), entonces 2P f? € Ly(p). En virtud del Teorema de
la convergencia dominada tendremos que

lim / lsn — fIPdu =0,
X

n—oo

es decir,
lim |[|s,, — f]|5 =0,
n—oo

luego, dado € > 0 existe ng € N tal que
[sn — fIb < €, sin>mng
ahora escogemos s = s,,,, entonces

Is = fll <e.

Caso 2 f A-medible, entonces f = f* — f~ donde f* y f~ son funciones
no negativas A-medibles. Por el caso 1 existen funciones simples s; y
se no negativas A-medibles las cuales se anulan fuera de un conjunto
de medida finita tal que

1fT=sill, <e/2 y [If7 = sall <e/2.

Sea s = s; — S9, note que s es una funcién simple, A-medible, la cual
se anula fuera de un conjunto de medida finita. Finalmente, por la
desigualdad de Minkowski tenemos

If = sl =N(fT"=s1) = (f~ = s2)llp
< =sillp + 117 = sl
< €.

Lema 2.48. FEl conjunto de las funciones simples es denso en Ly (1).
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Demostracion. Sea € > 0y f € Ly(u), entonces |f| < ||f|loo c.t.p en X,
asi existe £ € A con u(E) = 0y |f(x)] < ||flle para todo x € X \ E.

Definamos o) s X\ B
— ) Slx € ;
Jw) = { 0 sizek.

Entonces, | f(z)| < ||f]le para todo z € X, luego existe una sucesion {t, }nen
de funciones simples tal que t, — f uniformemente en X, asi, existe ng € N
tal que

to(z) — f(z)| <€/2Vx € X, sin>ng

luego,
|t (x) — f(x)] < €/2Vr e X \ E,

esto significa que con s = t,,
s = flloo < €/2 < €. O
Sea (X, d) un espacio métrico y £ C X , definamos
d(xz, F) = inf{d(z,e) : e € E}.
De cursos anteriores sabemos que:
1) d(z,E) =0sisélosiz € FE.
1) d(-,E) : X = R* es continua en X.

Lema 2.49 (Lema de Urysohn). Sea (X,d) un espacio métrico. Sea F un
conjunto cerrado en X y V' un conjunto abierto en X tal que I C V. En-
tonces, existe g : X — [0,1] tal que g es continua en X, g(x) = 1 para todo
x € F yg(r) =0 para todo xz € X \ V.

Demostracion. Para x € X, definamos

B dz, X \V)
9@ = o) + d@ X\ V)

En virtud de II) es claro que g es continua en X.

Si x € F, entonces g(x) = % —1

Siz e X \V, entonces d(z, X \ V) =0, asi g(x) = 0 para todo x € X \ V.

Ahora, dado que d(z, X \ V) > 0y d(x, F)) > 0 podemos ver que
0<g(x) <L

Con esto finaliza la demostracién. O]
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Observacién 2.50. El lema de Urysohn también es vdlido para espacios
topolégicos.

Teorema 2.51. Sea f € L,(R,L,m) con 1 < p < oo, para todo € > 0, existe
una funcion continua g € L,(R, L,m) tal que || f — g, < e.

Demostracion. Caso 1 Sea f = xg, entonces £ € L y m(E) < oo, por lo
tanto podemos hallar un conjunto F' cerrado y un conjunto V' abierto
talque FCECVym(V\F) < (%)p. Consideremos ahora ¢ definida
como en el Lema anterior, entonces g es continua en R, g =1 en F'y
g =0en X \ V. Por otra parte,

{z:g(x) # f(z)} CV\F,

en efecto, si g ¢ V \ F, entonces zo € (V \ F)°, asi xyp € VU F,
luego si # € V¢ entonces f(xg) = g(zo) = 0, lo que significa que
xo ¢ {z: g(x) # f(x)}, de esta manera hemos exhibido que

{z:g(x) # f(x)} CVAF

Entonces,

/|f—g|”dm§/ 1 — gl dm.
R V\F

Pero |f — g| < 2, entonces

/]f—g]pdm§2p/ dm
R V\F

= 2m(V \ F)

p__
<r.

es decir,
1f=glly <e

Demostrandose asi el caso 1.

Caso 2 Sea [ una funcién simple A-medible, la cual se anula fuera de un
conjunto de medida finita, sea

f= ZakXEka donde o # O para 1 <k <n
k=1
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y m(Ey) < oo, B, € A.
Por el caso 1, para todo k € N existe una funcién continua g tal que

€
— < —.
IxE, = gl nlonl
Note que g = Y ,_, aygx es una funcién continua en R y ademds en
virtud de la desigualdad de Minkowski

Zoék 9k — XEk
< Z lalllgr — xm, Il

k=1

- €
<

2 el

= €.

lg — f”p

Demostrandose asi el caso 2.

Caso 3 Sea f una funcién arbitraria. En virtud del Lema 1 existe una fun-

cion s simple la cual se anula fuera de un conjunto de medida finita tal
que

1 = sllp < €/2,

por el caso 2 existe una funcién continua g tal que

Is — gllp, <e€/2.
Entonces,
If = glly < 1f = sll, +lls = gll, <e
Esto tdltimo significa que (f — g) € L,,.

Con esto finaliza la demostracién.

]

Observacién 2.52. El Teorema 2.51 no es cierto para p = oo. Para ver esto,
consideremos el siguiente ejemplo. Sea 0 < € < 1/2 y f = X(ap) con a < b,
a,b € R. Supongamos que existe una funcion continua g tal que || f—g|lo < €,

de aqui obtenemos que |X(p)(x) — g(x)| < € c.t.p. Ahora, para cada § > 0
podemos hallar xy € (a,a +0) y x1 € (a — 0,a) tal que

IX(ap) (o) — g(z0)| < €
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)
X(ap)(21) — g(71)] <€
es decir,
1—g(@)l <e y lg(z)| <e (2.22)
Como g es continua en a, entonces
gla+) = g(a) = g(a—). (2.23)

De la definicion de g(a+) y g(a—), eziste 6 > 0 tal que

lg(z) —glat)| <€ sia<z<a+d y
lg(z) —gla—)| <€/2 sia—0<zx<a. (2.24)

Para este 6 > 0, en virtud de (2.22) tenemos

1 —e<g(zg) <1+¢€/2

’ —€/2 < g(x1) < €/2. (2.25)
Por (2.24),
l9(x0) — gla+)[ <e/2
Y
l9(21) = gla—)[ < /2.
Por (2.25),
gla+) > g(xo) —€/2
>1—¢/2—¢€/2
=1—c¢€
> 1/2
Y
gla=) < g(x1) +¢/2
<€/2+4¢€/2
- 1/2,

esto significa que g(a+) # g(a—), lo cual contradice (2.23), por lo cual tal g
no existe.
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Definicién 2.53. Una funcion escalonada es una funcion de la forma

n
E AEX1,
k=1

donde ay, #0, 1 < k <n y cada I}, es un intervalo acotado.

Observaciéon 2.54. Observe que cada funcion escalonada se anula fuera de
un conjunto de medida finita. Asi, cada funcion escalonada es un miembro de
L,(R,L,m). Ademds, el conjunto de todas las funciones escalonadas forman
un subespacio vectorial de L,(R, A, m).

Teorema 2.55. El conjunto de todas las funciones escalonadas es denso en
L,(R,L,m) para 1 < p < 0.
Demostracion. Sea f € L,(R,L,m)y e > 0.

Caso 1 f = xp, entonces £ € L, como f € L,(R,L,m), se tiene m(E) <
oo, de esto ultimo, podemos concluir que existe una unién finita de
mtervalos abiertos y dlsJuntos digamos [ tal que m(EAI) < €, sea

I = U I}, escojamos ¢ = ijk X1, luego

k=1
/ 1 — ol dm = / e — xal? dim

/ |XEAI|p dm

=m(EAI)
<€,

por lo tanto,
If =l <e

De esta manera queda demostrado el caso 1.

Caso 2 [ = Z arXx g, donde ay # 0 para todo k y m(E)) < oo. Por el caso
k=1
1 existe una funciéon escalonada ¢y tal que

€
|| Ey k”p n|0¢k|
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Note que
¥ = Z Ok Pk
k=1

es una funcion escalonada y

If =l = 11> axlxm — eully
k=1

n
<D lalllxs, — el <e
k=1

demostrandose asi el caso 2.

Caso 3 Sea f una funcién arbitraria, en virtud del Lema 2.48 existe una
funcién simple s que se anula fuera de un conjunto de medida finita tal

que
If = sllp < €/2,
por el caso 2 podemos hallar una funcién escalonada ¢ tal que
Is = ll, < /2.
Finalmente,
1f =l <e

Teorema 2.56. L,(R, L, m) es separable para 1 < p < 0.

Demostracion. Definamos

S:{Z}M%:neNmeQ},

k=1

donde J; es un intervalo finito con puntos extremos racionales 1 < k < n.
Seae >0y f € L,(R,L,m), entonces existe una funcién escalonada

n
E A X1,
k=1

tal que

< €/2.

Z g X1, — f
k=1

p
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Ahora, sea § > 0, para todo 1 < k < n, escojamos b, € Q tal que |by, — ax| <
d/2 y Ji un intervalo con extremos racionales de modo que I, C Ji con

Entonces, en virtud de la desigualdad de Minkowski tenemos

Z X1, — Z kaJk
k=1 k=1 »

= Z (a/kXIk - kaIk + kaIk - kaJk)
k=1 »

= 11> (ax = be)xs, + Y be (xr, — X0
k=1 k=1 »

< I (aw = b, Zbk X1, = X))
k=1

<> Jag — byl ||X1ka + Z AR XJk||p
k=1

= |ar — bl (m(Lx) 1/p+2|bk| (Ji \ )"
1

k=

< § Y (m([k))l/p—i- 0 + max |(lk| 51/p
2 — 2 1<k<n

- 507

dado que |bg| < |ag — bi| + |ax| < g—f-méxlgkgn |ax|. Ahora, note que §y — 0
si § — 0, asi, podemos escoger ¢ tal que §y < ¢/2. Entonces, invocando una
vez mas la desigualdad de Minkowski tendremos que

p

Finalmente, note que S es un conjunto contable en virtud que

QxQxQ=|JQxQx{g}

q€Q
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es contable. De esta manera hemos demostrado que L,(R, £,m) con 1 <p <
oo es denso. O

Ejercicios

1. Sea A = {&,&1,...,&n} una particién finita del intervalo [a,b] y sea
feL,([ab],L,m) (p>1). La funcién Tx definida por

1 &k

gk - fk—l €1

se llama la A-aproximacién de f en media. Demostrar que

ITa Sl < £l

2. Sea f € L,([a,b], L, m) demostrar que ||Taf — f|l, — 0 cuando la
longitud § del mas grande subintervalo de A tiende a cero.

Taf(&k) = f(t)dt

3. Demostrar que Ta f = f cuando 6 — 0.

4. Dada f € L, ([a,b],£,m) 1 < p < co. Demostrar que dado € > 0 existe
una funcién medible fiy, tal que |far| < M v ||f — fullp < e

5. Sea p una medida positiva y supongamos que f, g € L,(u). Demostrar:

a) Si0 < p <1, entonces

P _ P d _ pd
/pr n ué/X\f g du

b) Sil<p<ooy|fll, <M,|gl, <M, entonces

/ F17 = 19| diu < 20071 f — gl
X

6. Si0<p<q<r<oo, demostrar que
L,(X, A p)NL(X, A pn) C Ly(X, A, p)
donde % = % + 122 (X > 0) y ademds
£l < WA
7. 510 < p<q<r<oo. Demostrar que
Ly(X, A u) C L,(X, A, p) + L.(X, A, 1)

es decir cada f € L,(X, A, p) es la suma de una funcién en L,(X, A, p)
y de una funcién en L,.(X, A, p).

8. Sea 1l < p < oo Sige L(X, A pu) tal que |f,] < g ct.p. ¥V n. Si
fn — [ c.t.p. demostrar que f, — f en L,(X, A, p).
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2.6. Funcionales Lineales y Acotados sobre el
Espacio L,(j)

Sea X un espacio normado , una funcion F' : X — R se llamara un
funcional lineal si satisface

Flaf +B9) = oF(f) + BF(g)
y diremos que F' es acotado si existe un nimero real M > 0 tal que
IE(HI < M| f]

para toda f de X. La constante M més pequena para la cual la desigualdad
anterior es verdad la llamaremos la norma de f. Esto es,

|F< )
1= sup =

Sea g una funcién fija en L,(u), mostraremos que F' dado por

Z/ngdu

define un funcional lineal en L,(u). En efecto, sean v y  nimeros reales, f
y h elementos de X, entonces

Flaf + Bh) = / (af + Bh)g du

_ /fgdu+ﬁ/ hgdp

= aF(f)+ BF(h

ademas, f es acotada, en efecto

F(f)l =

gdu‘ < / Foldu < If Il
X X

de aqui se deduce que

[EH]

T, < el

lo que significa que
IEN < lgllg,
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esto ultimo muestra que F' es acotado. Por otra parte, para 1 < p < oo,
definamos

f=lg"""Isign(g),
entonces
fg=19|""sign(g)g = lg|*
Por otra parte,
|1 =19/ |sign(g)],

de donde |f| = |g|7"!, entonces |f|? = |g|P@™Y), asi |f|P = |g|?, ahora bien

_ / Fgdu = / 917 du = g2,
X X

luego
pq
[ 1otan = ol = 1ol = 108
* lgll?
de donde

gl / 1917 dp = g2
X
por lo tanto
ol /X 1P dpe = g

de aqui se obtiene
lgllg = I/ llpllgllq,

por lo cual
EC) = f1pllgllq:
asi
[EHI S
> lgllq;
Al
luego existe f = |g|?"!sign(g) para el cual
[EHI S
- ” ”‘b
Al

en consecuencia, ||F|| > ||g|l,- Por lo tanto la norma alcanza el supremo y

1= Nlgllq-

Ahora, consideremos los casos p =1y p=o00. Sea g € Li(u) y f = sign(g),
entonces || fllo =1y

/fgduz/gsign(g)duz/ lgl dp = [|g]|1,
X X X
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luego
E(f) = [[fllllgll
asi,
T2 = lalh
por lo tanto
IF[l > llgll:-

La otra desigualdad se obtiene usando la desigualdad de Hoélder, por lo cual
resulta

1= Nglls-
Ahora, si g € Loo(pt)], entonces para € > 0 dado se tendra

91 > (llglle =€),

para f = sign(g) tendremos que

fg = gsign(g) = |gl,

luego
[ foau= [ loldn> (gl ~ o) [ o
X X X
esto es,
[ fodu> (gl -0
X
pero
I£1: = [ Isigno)ldu = 1.
X
entonces
[ fadu> gl = N1
por lo cual
F(f)
i > gl — €
111
por la arbitrariedad de € podemos escribir
E(f)
i~ > llglle
111
pero
F()| - F()

Il I
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luego
IE] > [lglloo- (2.26)

Por otra parte, |g] < [|g]le c.t.p Tuego [fg] < [f][|gllsc, entonces

[ 1tsldn < (/deu) 190l
/ngdu' S/legldu,
F(f)] < ( / \fldu) 1],

pero

por lo tanto

" F(h)
F(f
i < gl
/111
de aqui obtenemos
IE < [l (2.27)
en vista de (2.26) y (2.27) resulta
IE = {9l

Asi, hemos demostrado el siguiente Teorema.

Teorema 2.57. Cada funcion g de L,(p) define un funcional F lineal y
acotado en L,[0,1] dado por

F(f)Z/ngdu

y ademds, [[F|| = |lglly-

Lema 2.58. Sea g una funcion integrable en [0, 1] y supongamos que existe
una constante M tal que

/ fgdu] < M|l

para toda funcion f medible y acotada, entonces g € Ly4[0,1] y [lgll, < M.



2.6 Funcionales Lineales y Acotados sobre el Espacio L,(u)

73

Demostracion. En primer lugar supongamos que 1 < p < oo y definamos la

sucesion de funciones medibles y acotada por

_ J oglx) stfg(a)] <n;
gn() = { 0 silg(z)| > n.

y definamos
fn = |gn|q_1 Sign(gn)7

de aqui
|fal = lgal "™,
luego
[fal? = 1ga P07V,
entonces

1l = Nlgnllg

y ademaés, |f,|[" = |g|9, por otra parte,
fngn = gn|gn|q_1 Slgn(Qn) = |gn|q

1
lgallt = / Fag dit < M fully = Mllgall?”,
0

de aqui
gall2 < M||ga]|2”,
entonces
q,g
lgnlle 7 < M
pero
a—gq _ap=1) _p_,
p p p
entonces
gnlly < M
y
1
/ |gn|® dp < M1
0
puesto que

lfm [g,|* = |g*
n—oo
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casi en todo [0, 1], entonces por el Lema de Fatou

1 1
/ |g|" dp < lim / |gn|? dp < MY,
0 n— o0 0
esto significa que g € L,[0,1] y ademds
lgllg < M.
Para el caso p =1, sea € > 0 y consideremos el conjunto
E={o:lg(@)| = M+e)
y la funcién f = sign(g)x g, entonces

1f1le = w(E),

de donde
Mu(E) = M| f]1 >

/01 fg du‘ > (M + e)u(E),

de aqui se obtiene que 0 < eu(E) < 0, por lo tanto u(E) = 0, en consecuencia
£l =0y |lgllec < M que era lo que se querfa demostrar. O

El Lema anterior puede ser extendido a cualquier espacio de medida finita.
En efecto.

Lema 2.59. Sea (X, A, p) un espacio de medida finita. Sea g € Ly(p) tal
que para algun M > 0 y para toda funcion simple s se cumple que

‘/ sgdu‘ < Mljs|l,
X

(1 <p<o0). Entonces g € Ly(1) yllglly < M, donde q es el indice conjugado
de p.

Demostracion. Caso p=1. Sea A ={z: g(z) > M}y B ={z: g(x) <
—M}. Note que Ay B estéan en A.

Si escogemos s = x4, entonces por hipdtesis tenemos

‘/ XAgd,U‘ < M[xall1
X
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es decir

/gdu‘ SMM(A)Z/Mdu,
A A

de donde

/(g—]\/[)dug(].

A

Como g > M en A, concluimos que p(A) = 0.
Similarmente, escojamos s = —x g, luego podemos demostrar que
w(B) = 0.
Asi (AU B) = 0, lo que significa que
lg(x)] < M c.t.p [4].

Entonces ||g||cc < M.

De esta forma queda demostrado el Lema para el caso p = 1.

Caso 1 < p < co. Dado que |g|? > 0 podemos hallar {s,} una sucesién de
funciones simples no negativas tal que s, — |g|? (puntualmente).

Definamos t, = s/ (sign(g)) (n € N), observe que cada t,, es una fun-

cién simple y
1/p
el = ([ tobr )
X

()"

Como
gt, = s'/Pg sign(g)
= 5,/"|g|
> 3711/103}/(1
= Sn,
entonces

Og/sndug/gtndugMthHp.
X b
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Jxsndu < M ([ysn d/‘>1/p
(fX Sn d“)l/q < M

(fx Sn d,u) < M

Por el teorema de la convergencia mondtona concluimos que

/ 9| dp < M1,
X

de donde g € Ly(p) v [lgllq < M
0

Teorema 2.60 (Representacion de Riesz). Sea F' un funcional lineal y aco-
tado en L,0,1], 1 < p < oo, entonces existe una funcion g € L,[0,1] tal
que

F(f) = /01 fodu

para cualquier f € Ly[0,1] y ademds,

1= Nlgllq-

Demostracion. Sea g la funcién caracteristica del intervalo [0, s]. Definamos
¢:[0,1] - R

tal que ¢(s) = F(xs). vamos a demostrar que ¢ es absolutamente continua.

~

Sea {Sk, Sk }7—; cualquier coleccion de subintervalos de [0, 1] disjuntos tales
que

Z |§k — Sk| <0,
k=1

entonces si

. = sign (6(5) - #(50)))
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tenemos que

luego
de donde

por otra parte consideremos
1
191 = [ 177 dn
0
1] n
[ (x5 - xs)
0 k=1
1/ n p
< / > o (ng - Xsk) |> dp
0 \k=1
1/ n p
=/ Z‘ng_XSk> dp
0 \k=1
1/ n P
:/ ZM&SJJ) dyu
0 \k=1
1 p
:/0 (XUZ:1[Sk:§k]) dys

p
dp
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pues [S, §k] son disjuntos, continuando

1

1 p
/0 (Xuz:nskﬁk]) dp = /0 XUp_, (8,8x) W
— (U[sk,ﬁkQ
k=1
=" ul[Sk, Si])
k=1

S|
k=1

<9
por lo cual
If1l; < 0.
Ahora bien,
> 16(Sk) — 6(Sw) = F(f) < IFIIfl, < [F)16Y,
k=1
si »
€
5=
1P
entonces

> " 16(Sk) — ¢(Se)| < €

k=1

siempre que |[|f|[F < 4§, lo que muestra que ¢ es absolutamente continua
en [0, 1]. Como toda funcién absolutamente continua es integrable, entonces
existe g € [0, 1] tal que

ots) = [ atydn
0
de aqui se tiene que

Fxs) = / o(t)xs(t) du.

Por otra parte, como toda funcién escalonada 1) de [0,1] se puede escribir

Ccomo
n
w - § CLXS,
k=1
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entonces tenemos en particular
1
F(xs,) = / 9gxs, dp
0
1
e (xs,) = cn / gxs, dp
0

1
F(cexs,) = / gcrXs, A
0
n 1
Flerxs,) = / gerXs, dp
k=1 k=170

n 1 n
F Cszk> =/ g ) cxs, dp
0

k=1

n

F(lﬂ)z/;gwdu-

Ahora, consideremos una funcién f medible y acotada en [0, 1], entonces por
un teorema conocido de teoria de la medida existe una sucesién {, ,en de
funciones escalonadas tal que ¢ — f c.t.p, de donde resulta que la sucesion
{|®r = f|P}nen es uniformemente acotada y tiende a cero en casi todo [0, 1],
entonces por el teorema de la convergencia acotada

Im ||y, — fll, =0
n—oo
y como f es acotada, entonces

[E(f) = F(n)l = [F(f = )| < IEILS = tnllp,

entonces
Jim F(,) = F()).
Por otra parte, existe M > 0 tal que
[Yal < M
por ser {¢, }nen convergente, de donde

—gM < gy, < gM,

entonces

lgn| < gM < M]g|,



80 Los espacios L,

por lo cual

n—o0

1 1
i [ g dp = / Jgdu
0 0

1
1ﬂn-F(¢n)==j€ fgdu

n—oo

1
FTf)Z(/‘fgdu
0
para cada funcién f medible acotada, puesto que

[EOI<IEN

es decir, 1

[ taa <1151,

entonces por el Lema 2.58 g € L,[0,1] y
lglly < 11

Ahora tenemos solamente que mostrar que

F(f) = /01 fodu

para cada f € L,[0,1]. Sea f una funcién arbitraria de L,[0,1]. En virtud
del Teorema 2.55 para cada € > 0 existe una funcion escalonada ¢ tal que

If =l <e

Puesto que ¢ es acotada, tenemos entonces que

1
PT¢)=QA Vg dp,

luego
F0- [ fodu] =[P - P+ P - [ 90
< IF() - Foll+ |F(w) - | 1 fo

— |F(f )|+ /Olw - f)gdu‘

< EMS = 2llp + Ngllall f =l
< (IF1+lgllq) e,
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por la arbitrariedad de € resulta

F(f)—/olfgdu.

La igualdad || F|| = ||g]|, se sigue del Teorema 2.57. O

El Teorema 2.60 puede ser extendido a un espacio de medida o-finita. En
efecto

Teorema 2.61 (Representacion de Riesz). Sea (X, A, p) un espacio o-finito
y T un funcional lineal en L,(p) (1 < p < 00). Entonces eziste un unico
g € L,(p) tal que

T(f) = /ng dp (2.28)
para toda f € Ly(p) y ademds
171 = llgllq- (2.29)

Como siempre q es el indice conjugado de p.
Demostracion. En primer lugar demostremos la unicidad de g. Supongamos

que existen g; y g2 en L,(p) tal que satisfacen (2.28), dado que p es o-finita,
podemos hallar una sucesién de conjuntos { X, },en en A disjuntos tal que

wX,) <oo Vn y X =X,

n=1

/gld,u:/ggdu
E E

para todo £ € A con u(E) < oo. Luego

/ glduz/ g2 dp,
Xn,NA X,NA

/ (g1 — g2)dp =0,
XA

pero g1 > go en X, N A, lo que significa que

es decir

asi

1(X,NA)=0VneN.
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Entonces

u(A) =3 u(AN X,) =0,
n=1
Similarmente pu(B) = 0, por lo tanto

g1 = g2 c.t.p [ul.

Esto demuestra la unicidad.

A demostrar la existencia de g.

» Caso 1. pu(X) < oo, luego para cada E € A definamos v(E) = T (xg).
Note que u(X) < oo implica que p(E) < oco. Asi

XE € Lp(:“)'

A demostrar que v es una medida con signo en A. Claramente x, es la
funcién cero en L,(u), entonces

v(¢) =T(xs) = 0.

Note que T es una funcién real, entonces v también es una funcion
real. En este mismo orden de ideas, escojamos {E, },en una sucesion
de conjuntos en A disjuntos. Ahora, definamos

n=1 i=1
entonces

Ja_r
n=1

obsérvese que {4, },en s una sucesion creciente, por induccién es facil

demostrar que
XAn = Z XEj-
k=1

De la linealidad de T', se tiene que

n

T(xa,) = »_T(xz,),

k=1
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es decir

3

T(xa,) =) v(Ek).
k=1

A demostrar que x4, — Xr en L,(u). Para ello consideremos

x4, — xelb = / XA, — xel" du
X

= / XE\A, A
X
= pu(E\ Ay)

— j(E) - p(Ay).

Dado que {4, }en es una sucesién de conjuntos crecientes tal que F =

U2, A, entonces
u(B) = ltm (AL,

n—o0
es decir
T [p(E) = p(An)] =0,
asi
Jim Ixa, = xelp =0,
luego

Jim [xa, = x&ll, = 0.
En virtud de la continuidad de 7" en L (), se sigue que

Iim T'(xa,) =T(xr)

n—oo
Entonces
v(E) =T(xr)
= lim T'(xa,)
= lim " v(Ey),
n—oo
k=1

esto ultimo nos dice que v es una medida con signo. Ahora queremos

demostrar que
v << .
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Supongamos que £ € A con u(E) = 0, entonces

sl = ([ xsan)
X

= [W(E)]H"
—0.

Esto nos dice que yg es la funcién cero en L,(u), asi T(xg) = 0,
asi T'(xg) = 0, es decir v(E) = 0 por lo tanto v << p. En virtud del
Teorema de Radon-Nikodym para medidas (con signo) finitas, existe
una funciéon medible g tal que

v(E) = / gdp
E
vV E € A. Luego

/nguz v(X)

=T(xx)
=T(1)

< 00,
asi g € Li(p).

Verifiquemos que g satisface las hipé6tesis del Lema 2.59, sea s € L, (u)
una funcién simple A-medible con representacién canénica

n
S = E OékXEk,
k=1

entonces
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= / gsdpu.
X

T(s) = /X sgdu

para toda funcién simple s € L,(1), de aqui se sigue que

por lo cual

/ Sgdu‘ —17(s)

< ATNlIsll,-
Si M = ||T|| entonces 0 < M < oo, esto nos dice que g satisface las
condiciones del Lema 2.59, por lo tanto podemos concluir que g € L,(p)
y
lglly < M =T (2.30)

En lo que sigue demostraremos que
T(f)= / fgdu
X
para toda f € L,(p).

Sea f € L,(n) y € > 0 arbitrario, en virtud del Lema 2.22 existe
una funcién simple s € L,(u) tal que

€
1f = sl < :
" lgllg + 1T+ 1

Entonces

‘T(f)— / fgdu' - ‘T<f)—T(s)+T<s)— / fgdu’

/sgdﬂ—/fgdﬂ‘
X X

< |T(f—8)\+/x|s—f||g|du

< TS = sllp +1Is = Fllollgllq
= (T +Nlgllo) 1[f = sllp

(T + [lgllq) €
171+ llgllg + 1
< €.

<|T(f =)+
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Dado que € es arbitrario, podemos concluir que

T(f)z/ngdu
para todo f € L,(u).

Finalmente por la desigualdad de Holder (Teorema 2.22) tenemos

O < Ngllall £l

de donde
1T < lgllg, (2.31)

de (2.30) y (2.31) resulta

171 = llglla,

quedando asi demostrado el caso 1.

Caso 2. u(X) = oc.

En virtud de la o-finitud de p, existe {X, },en tal que X = U X,
n=1

con X,, C X1y pu(X,) < oo Vn. Aplicaremos el caso 1 al espacio de
medida (X,,, AN X,,, u,,) donde u,, = ptlanx, -

Sea T;, = T'|1, (), PO el caso 1 para todo n € N existe g, € Ly(p,) tal
que

T,0) = [ hgad, (2.3
Xn
para todo h € L,(u) que se anula fuera de X,,, ademas
gnllg = 1Tl < 1. (2.33)
Definamos

gn(z) sl z € X,;

() =
0 sizxé¢X,.

Entonces podemos escribir (2.32) como

T(h) = /X W dp (2.34)
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para toda h € L,(u) el cual se anula fuera de X,,.

Ahora, dado que g, restringido a X,, tiene las mismas propiedades
que g, en virtud de la unicidad se tiene que g, = ¢,+1 en X,,. Bien,
ahora definamos

g(z) = gn(x) si z € X,.

Como
Gn(2)] < [Gnyi(z)] Vo e X

lim g, (z) = g(x),

n—o0

entonces por el Teorema de la convergencia mondtona
[ tolrdie =t [ gl
X n—oo X
< [IT°[|,

entonces
g€ Lg() vy llgllg <7 (2.35)

Sea f € L,(1t) ¥y fo = fxx,, note que f, se anula fuera de X,, y f, = f
(puntualmente) en X. Claramente

asi
[fo = fIP < ISP,

por el Teorema de la convergencia dominada tenemos que

lfm / | fu — fIP dp = 0.
X

n—oo

De la continuidad de T’ se sigue que
T(fa) = T(f) (n—o0).

Por otra parte , note que

[fugl <1fgl fg € La(p) y lim fog = fg,
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ahora invocamos el teorema de la convergencia dominada para obtener

[ todu=tin [ fugd
X X

n—oo
= lim [ fxx,9du
n—oo X

= lim | (fxx,)(gxx,) dp

n—oo

= lim [ fugndp
n—oo X

= lim T'(fn)

=T(f).

Asi, hemos demostrado (2.28), una vez méas por Holder se tiene que

(O < [ fllpllgllg;

es decir
171 < lglla;
por (2.35)
lglla < [I7T°[J
Por lo tanto ||T|| = ||g/|4, que era lo que querfamos demostrar.

2.7. Espacios duales

En espacios vectoriales X de dimensién finita es conocido el hecho de que
si {e1,...,e,} es una base de X, entonces el espacio dual X', denominado
dual algebraico de X definido por

X' ={f:X = R]| f eslineal}

tiene dimension n y el conjunto {fi,..., f,}, donde fi(ex) = dix, s una
base de X’. Un resultado andlogo puede demostrarse en dimensién infinita,
utilizando bases de Schauder.

Este hecho es el punto de partida para definir el concepto de espacio dual
en espacios normados arbitrarios.
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Definicién 2.62. Sea (X, +,-, | - ||) un espacio normado, llamamos espacio
dual de X a
X" ={f: X > R| [ eslineal y acotado.}

Se dim X < oo, este concepto coincide con el dual algebraico.

Observaciéon 2.63. Los teoremas 2.60 y 2.61 nos demuestran que el espacio
dual de L,(11)(1 < p < o00) es Ly(p). Es decir [L,(p)]* = Ly(u).

Teorema 2.64. El espacio dual del, es 1, si zlo + % =1, (1<p< ).
Demostracion. Una base de Schauder de I, es e, = (d;)52,- Si f € ()7,

entonces f(r) = D4 cna, f(e,)- Una vez més, definamos T'(f) = (f(ex))ren-
Queremos demostrar que la imagen de 7" estd en [,. Para ello, se define la

sucesién y (" ({k )k:1 para cada n con

e _ § R s k<ny f(e) £0,
F 0 si k>nod f(ex) =0.

Entonces

=3 f(er) = 3 I f(en)

keN

Como ademés

FG®) < FI" {1

=17 ZW )
= 1171 Z|f<ek>|w)p
= II1 Zlf(ek)lq) ,

=

S =

resulta que

1 1

(Z |f<ek>|q> g (Z |f<ek>|q) q

<[]l
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Haciendo n — oo, obtenemos

(Z |f<ek>|q)p <171

donde (f(ex))ren € ly-
Ahora, afirmamos que: i) T es sobreyectiva, en efecto dado b = (B )ren €
l4, podemos asociarle un funcional lineal y acotado g € [,,, mediante g(X) =

220:1 apfBi con x = (ag)ken € I, (la acotacién se deduce de la desigualdad
de Hélder). Entonces g € (1,,)".

No es dificil ver que T es inyectiva. Por tltimo veamos que la norma de
f eslanormaen !, deTf

1f(@)] =D anf(ex)

keN

()
= (Z \f(%)\")q .

keN

|
™
=
=
=
T
N——
Q [

Tomando el supremo sobre los x de norma 1, se tiene que

TE (Df(eknq)q.

keN

Como la otra desigualdad también es cierta, se deduce la igualdad

£l = (Df(ek)w) y

keN

con lo que se establece el isomorfismo f — (f(ex))ren deseado. O
Teorema 2.65. El espacio dual de l; es l.

Demostracion. Para todo = € [, podemos escribir x = Y 7| ayey, donde
er = (0r;)32, forma una base de Schauder de [}, dado que

n
x—Zakek: (0,...,0, 41, --)
k=1 -

n
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—0

9]
= E A€

k=n+1

n
T — E ALCL
k=1

en virtud que la serie Zzozl aper es convergente.

Definamos la aplicacién T'(f) = (f(ex))ken, Vf € (l1)*. Como f(x) =
> ren @k f(er), entonces | f(ex) < | fl||lex], pues |lex]| = 1. En consecuencia,
Subpers £ (e)] < 1], donde (f(ex))sert € oo

Afirmamos que:// i) T es sobreyectiva, en efecto Vb = (Sk)ren € loo,
definamos ¢ : I = E como g(x) = Y, .y Bk si & = ()ken € loo-

El funcional g es lineal y acotado dado que

)| < agfk| < sup|f ag| = ||z||1 - sup |Gk,
9(2)] < Y- fonBil < sup 3] 3 | = [l - sup |3

keN keN

entonces g € (I1)*. Ademds, como g(ex) = >,y 0xi5),

T(g) = (g(ex))ren = (Br)ren = 0.

ii) T es inyectiva; si T'f; = T fo, entonces

filex) = fa(er), Vk. Como fi(z) = 3 pen wrfilen) v fo(2) = D ey Tuf2(en),
entonces f; = fs.

ili) 7" es una isometria (ver definicién 9.1) En efecto,

[ flloo = sup | f(ex)] < [|f]] (2.36)
keN
y
1F(@)] =D anfler)| < sup|f(en)] Y low| = [lzl sup | f(ex)]
kEN JeN kEN keN
Asi,
1711 sup tex)] = ISl 237

Combinando (2.36) y 2.37 resulta ||T'f||o = || f]|. Demostréndose asi que los
espacios (11)* y lo son isométricos. O

2.8. Convergencia débil en L,

Consideremos la funcién = — cos(zn) para n = 1,2,.... Note que

2m
/ cos*(nx)dr = 7, para todo n € N.
0
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Por lo tanto la sucesién {cosnz},en de funciones en Lo([0, 27], £, m) no
converge a cero en la norma de Ls([0,27], £,m). Sin embargo tal sucesién
converge a cero en el sentido siguiente. Sea g = X[q5 donde [a,b] C [0, 27].
Un célculo directo nos muestra que

2m 1
/ Xla,p) COS(nx)dr = E[sin(nb) — sin(na)] — 0
0

cuando n — oo. Ahora consideremos {(a;,b;)}7.; una coleccién finita de
subintervalos disjuntos de [0, 27] y la funcién simple ¢ de la forma

¥ = Z Qj Xay,b;]-
=1

Observe que
2¢
lim (x) cos(nx)dx = 0.

m—o0 0

Los ejemplos anteriores motivan la siguiente definicién.

Definicién 2.66. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y 1 < p,q < oo tal que
1/p+1/q = 1. Una sucesion de funciones { f, }nen en L,(p) (1 <p < o0) se
dice que converge débilmente a f € Ly(p) si

i [ fugdu = / Fodu

para todo g € L,(p).

Teorema 2.67. Sea (X, A, i) un espacio de medida finita y 1 < p < oo.
Sea {fn}nen una sucesion de funciones en L,(u) tal que f, — f c.t.p [u].
Entonces

T o (fn) = »(f)

para todo ¢ € Ly(u) siy solo si{||fullptnen es acotada.

Demostracion. » (=). Supongamos que lim, ., ¢(fn) = ¢(f) para todo
¢ € Ly(t). Definamos

YLy — L;(M)
por
V(e =e(f),

observe que

I (= N F 1l
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Por hipétesis

sup [ (fn)| < o0.
neN

En virtud del principio de acotacién uniforme se tiene que

sup [¢(fn)()] < 00

neN

implica que
sup [ (fn)l] < o0,
neN

asi

sup || f |[p < oo
neN

» («<). Ahora, si || f,]|, < M, entonces por el Lema de Fatou se sigue

/\f\pdu:/liminf]fn\pdu
X

< lim 111f/ | ful? du

n—oo

Por otra parte, por el Teorema 2.60 (Representacién de Riesz) para
todo ¢ € Ly(p) existe g € Ly(p) tal que

p(h) = /X hg du

para todo h € L,(p). Dado que g € L,(u), entonces |g|? € Ly(u), luego
existe 6 > 0 para todo F € A tal que pu(F) < ¢ implica que

/ |9/ d <)

g|”ap < ( > )

. AM

como p(X) < oo podemos invocar el Teorema de Egoroff para garanti-

zar que existen ng € Ny A € A tal que u(A) <dy

€
2(llgll +1)

para todo x € A€, siempre que n > ng.

|[fo(x) = flz)] <
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Finalmente, en virtud de la desigualdad de Holder se tiene que

lp(fn) — ()] =

/X(fn — g du'

/A(fn - f)gdqu/c(fn —f)gd,u‘

1/q
<=1l [ lalas) "+ [ 10— sl

€ ellgllx
<2M— +
AM 2(]lgll + 1)

=€

sin > ng.
O

Corolario 2.68. Sea {f,}nen una sucesion de funciones en L, 1 < p < oo
la cual converge casi en todas las partes a una funcion f € L, y ademds su-
pongamos que eziste una constante M tal que || f,||, < M, Vn € N. Entonces
para cada g € L, se tiene que

dm / fngdp = / fgdp.

Observacion 2.69. El Corolario 2.68 para p = 1 no es cierto, en efecto.
Sea X =[0,1] y n € N. Consideremos

_fn sizeQn]0,1];
g(x)_{o six e INI0,1].

Sea M > 1, luego
19lloe = mE{M : u({z € [0,1] : [g(z)| > M}) = 0} = L.

Asi g € Lso[0,1]. Por otra parte sea f, = nX(0,1/n), note que f, =0 (n — c0)
puntualmente y || full1 = fol fadm = 1. Pero

1
/ frngdm = / fandm = n.
0 QN[0,1]

1

lim frngdm = oco.
n—oo 0

Por lo tanto
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Sin embargo el Corolario 2.68 es cierto para el caso p = 00. Sea { f,}nen
una sucesion de funciones en Lo, entonces || fulloo < 00, luego |fru| < ||fnlloo
c.t.p. Dado que f, — f puntualmente, obtenemos |f| < ||fn|e c-t.p. Sea
g € Ly, entonces |fg| < |[fulllgl € L1 y |fugl < [[fallclg| € L1. En virtud
del teorema de la convergencia dominada se tiene

lm / fngdp = / fadp.
1

1
Teorema 2.70. Sea 1 < p < 0o y —+ — = 1. Supongamos que {f,}nen C
L,(R) con 1 =sup || ful|l, < co. Entonces existe f € L,(R) tal que ||f]l, < M

y una subsucesion { fn, }ren C {fn}nen tal que
i [ fugdm= [ foam
con g € Ly(R).

Demostracion. Sea g una funcién perteneciente a la familia {g, }nen C Ly(R).

Queremos demostrar que
i 0/ fnkg

existe. Para ello definamos

Ck,n:/fkgndm
R

En virtud de la desigualdad de Holder, resulta

[

< [I7kllpllgnllq,

|Cral =

de lo anterior y ya que fi € L,(R) se sigue que
|Cral < Migallg- (2.38)

Dado que {Cj1 }ren €s una sucesiéon de nimeros reales y ademads, por (2.38)
es acotada, entonces podemos invocar el Teorema de Bolzano-Weierstrass
para obtener una subsucesion {Cy, 1} C {Cy1} tal que

lim C, 1
k1~>00
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existe. Podemos repetir este argumento con {Cj, 1} para obtener una nueva
subsucesion {Cy, 5} con h = 1,2 tal que

lim Okg,h
k‘Q*)OO

existe. Ahora, por el proceso de diagonalizacion de Cantor obtenemos una
subsucesion {Cy,, n} de modo que

lim Ckm h
Km —00 ’

existe.

Por otra parte, podemos escoger de {g,}nen una familia densa en L,(R),
denotemos ésta por G y definamos

T(g) = lim fr,,gdm
R

m—ro0

para todo g € G. Note que

T (agn, + ﬁgnz) =aTl (gm) +T (gm)

para todo g,,, gn, € G. Una vez mas por la desigualdad de Holder se tiene

T < 1 fkllpllglly
< Mllglly,

de esta manera, hemos demostrado que 7' es un funcional lineal y acotado,
es decir T" es continuo. En lo que sigue, queremos extender 7" a todo L,(R),
en efecto para cada g € L,(R) existe una sucesion {g, }nen en G tal que

tlgélo Hg - gan =0

Tim g lly = lloly

Observe que
T(gn) = T(g0)| < Mllgn — gzllq = 0

cuando n — 00, esto nos dice que {7'(gn) }nen €s una sucesién de Cauchy en
R, por lo tanto converge en R, digamos que su limite es T'(g), es decir

T(g) = lim T'(gy),

n—oo
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lo cual esta bien definido en L,(R). Luego, note que

|T(g)| < limsup|T'(g) — T(gn)| + limsup [T'(gy,)|

n—o0 n—o0

< limsup |T(g»)|

n—oo

< M limsup ||gnllq

n—soc0
= Mgl

para toda g € L,(R). En virtud del Teorema de Representaciéon de Riesz
existe f € L,(R) tal que

170 = 1171l
pero

1T < M,

asi

£l < M
y

T(g) = /R fgdm,

por lo tanto

i [ fi,gdm= [ fodm
O

Teorema 2.71. Sea (X, A, ) un espacio de medida y f una funcion A-
medible. Consideremos ¢ : [0,00) — [0, 00) una funcién de clase C* tal que
©(0) = 0. Entonces,

/X (1)) dp = / T oMz € X |f()] > A dA

para A > 0.

Demostracion. Si u(({x € X : |f(z)] > A})) = 0o no hay nada que demos-
trar, en tal sentido supongamos que p(({z € X : |f(z)| > A\})) < 0.

Queremos demostrar que ({x € X : |f(z)| > A}) es medible sobre [0, c0).
Para ello consideremos el conjunto

E={(z,\) € X x[0,00): 0<X<|f(2)]}
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A demostrar que E es medible en X X [0,00). En efecto, como |f| > 0,
entonces, existe una sucesion {s, }n,en de funciones simples tal que s, 1 f,

podemos escribir
(o.)
n
Sp = E a’;
Jj=1

con A7 € Ay j=1,2,...,n € N. Luego
E,={(z,\) € X x[0,00): 0 <\ < s,(x)}

= J 4} x (0,a})
j=1

es medible en X x [0, 00). Ahora, observe que
n—oo

dado que xg, es una funcién medible en X X [0, 00) ya que F,, es medible en
X % [0,00), por lo tanto xg es medible por ser el limite de una sucesién de
funciones medibles. En consecuencia,

E={(z,\) € X x[0,00): 0 << |f(x)|}
es medible, de este hecho se desprende que
E’\:{:EGX: |f(x)] > A}

es medible en [0, 00).

Por otra parte, como ¢ es de clase C!, entonces

(2, A) — ¢ (A)xpr ()

es medible, ademads, en virtud que ¢(0) = 0 resulta

Luego
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Corolario 2.72. Si f € L,(n) con 0 < p < oco. Entonces,

Jpdu=p [0 tutte e X5 11@)] > A dr
X 0
Teorema 2.73. Sea f € L,(1); 1 <p < oo . Entonces

lim (o € X ¢ f(2)] > 1)) = lim u({x € X :|f(@)] > 1)

Demostracion. Sea f € L,(u), 1 < p < oo, entonces en virtud de la desigual-
dad de Markov (Lema 2.28) con g(t) = t?, resulta

wlz e X : |f(@)] > 1)) < %/X PP dp < oo,

luego
i 7l {o € X : |(0)] > ) =0

Por otra parte, definamos

|fl, st [f] >t
fe = (2.39)
0, si|f]<t,

como f € L,(u), entonces |f| < oo c.t.p[u]. En efecto, note que

{w:|f(2)] = 0o} = (Y : f(2)] > n}.

Asi,
1
il @) > nh) < o [ 1P d,
ne Jx
de donde
T p({z | f(z)] > n}) =0,
entonces

p{z € X2 |f(2)] = oo}) < lim u({z € X : [f(z)] > n}) = 0.

Por lo tanto
|fl <o ct.plul.
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Ahora, regresemos a (d), observe que lim, o f; = 0 c.t.p[p] implica que
im0 f7 = 0 c.t.p[u], por el teorema de la convergencia dominada se tiene

lim / fPdu=0.
t—o0 X

Entonces,
lfm |f|pd,u:lim/ftpdu:(),
700 Haxl () >t} oo x
finalmente
th tPu{z e X : |f(x)] >t}) < lim |fIP dp = 0.
— 00

700 Hazl (@) >t}
m
Si f es una funcién medible en (X, A, 1) entonces podemos definir su
funcién distribucion
Dy :[0,00) — [0, 00)
por
Dp(A) = n({z € X : |f(z)| > A}).
Supongamos que Dy es una funcién decreciente y continua por la derecha,
en efecto, sean 0 < A\; < )\, arbitrarias, entonces

{zeX:|f(x)) >N} Cc{reX: |flx) >N},
por la monotonia de la medida, se tiene que
Df()‘2> < Df<>\1)7

esto ultimo nos dice que Dy es decreciente. Para demostrar que Dy es continua
por la derecha, consideremos \g > 0 y escojamos A\; > Ay > A3 > - -+, luego
definamos

Ei(N)={ze X |f(z)] > A}.

Observe que

I
=
(G
I
VR
S
+
N
N——
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estableciéndose asi la continuidad por la derecha.

De este hecho podemos definir una medida de Borel en (0, 00) dada por
v((a,b]) = Dg(b) — D¢ (a)

para todo a,b > 0. En tal sentido podemos considerar la integral de Lebesgue-

Stieltjes
/ pdDy = / pdv,
0 0

donde ¢ es una funcién no negativa y Borel medible en (0, co).

El siguiente resultado nos muestra que la integral sobre X de la funcién
| f| se puede expresar como una integral de Lebesgue-Stieltjes.

Teorema 2.74. Si Df(\) < oo para todo X > 0 y ¢ es una funcion no
negativa, Borel medible en (0,00). Entonces

(Awokuz—ﬂwwﬂmDAM-

Demostracion. Sea v la medida de Borel en (0, c0) dada por
v((a,b]) = Dy(b) - Dy(a) (2.40)
para todo a,b > 0. Afirmamos que
Dy(a) = Dy(b) = p({z : a < |f(z)| <b}).

En efecto, dado que b > a, entonces

[r€X:|f() > b} C {z€ X : (@) >a}.
Como Dy(a) < oo se tiene

pfr € X o [f(x)] > a}) < oo,

luego

{reX a<|f(x)|<b}={zeX:|f(z)>a}n{ze X |f(z) <b}
={zxe X :|f(x)]>a}n{zre X :|f(x) >b}
={re X |f(@)]>a}\{z € X :[f(x)| > b}.
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Asi, resulta

p{z € X o< |f(2) < b)) =
p{r € X :|f(@)| > a}) — p({z € X : |f(2)| > b}) =
Dg(a) — Dy(b).
En virtud de (2.40) podemos escribir
v((a,b]) = =[Dy(a) — D¢ (b)]

=—p({r € X :a <|f(z)| < b})

= —u(|f" (a,0]).
En vista del teorema de extension unica de la medida, se sigue que

v(E) = —ul|fI7H(E))

para todo conjunto de Borel E C [0, 00).

Ahora, consideremos

a) ¢ = xg y observemos que

polfl(x)=xeol|fl(x)
(1, si |f(2)| € B;

L0, st [f(2)] ¢ E,
1, si zelf[YE);

(0, siz ¢ [fI7H(E),

= Xi71-1(m) (E).
Asi,
Awwmwzémfwmmu
= u(|fI7H(E))
= —v(E)

:—/ XE dv
0
:—/ pdv
0
0
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b) Si ¢ =>"_, arXg,, entonces

[ eolstan=3an [ i) du
X P X
= apu(|f1 7 (Er))
k=1
= — Zakl/(Ek>
k=1
= — Zak/ XE, dv
k=1 0

:—/ pdv

0

:—/ (pde
0

¢) Si ¢ es cualquier funcién no negativa Borel medible, entonces existe una
sucesion {s, }nen de funciones simples tal que s, 1 ¢, entonces s, o | f|
@ o |f|, luego en virtud de b)

/snOIf]du:—/ sp Dy,
b 0

por el teorema de la convergencia mondétona se tiene

lfim sno]f\du:—lim/snde,
X n—o0 X

n—o0

[ eolfldn=~ [ wap;
X 0
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Ejercicios

. Sea (X, A, p) un espacio de medida positiva. Sea f una funcién A-

medible. Demuestre que

< limi .
1Flloc < Mm inf | £1],

Sea 1 < p < g < oo. Supongamos que para g € L,(X, A, 1) se cumple
que

/ngdﬂzo vfeLp(XvAau)'

Demostrar que g = 0 c.t.p. en X.

. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y f € Ly(u). Definamos

L) = [ s

para h € Lo (p). Demostrar que Ly es un operador lineal y acotado en
Lo (1) vy ademds

ILsll = N1 £l

Sea (X, A, ) un espacio de medida o-finito. Dada g € L (u) y € > 0,
demostrar que existe f € Ly(u) tal que ||f|l1 =1y

gl > / fgdu> gl — <.
X

Sea (X, A, ) un espacio de medida con p(X) = 1. Sea 1 < p < 0.
Supongamos:

1) S es un subespacio cerrado de Ly ().
2) S C Loo(p).

Demostrar que S es de dimensién finita.

Sea X = (C0,1] el espacio de Banach de las funciones continuas en
[0, 1] dotado con la norma del supremo. Sea S un subespacio de X el
cual es cerrado como subespacio de Ls([0, 1], £, m). Demostrar que

1) S es un subespacio cerrado de X.

11) Existe una constante M tal que

[fllse < MIfl2 VYV feS
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111) Para todo y € [0, 1] existe k, € Lo([0, 1], £,m) tal que
1
fly) = / ky(x)f(z)de YV f€S
0

7. Demuestre que f € L,([0,00), L,m) (p > 1) si y sélo si

gm’lﬂm ({!ﬂ g %}) +grﬂf"lm({!fl > n}) < oo,

8. Sea [lzll, = (Shoy ) 1 < p < ooy I = {o : |lall, < oo}
B (0,1) = {z : ||lz[[, <1} denota la bola unitaria en ;. Denotemos

un(p) = vol(Byy) = vol{z € [ [|z[[, < 1}.

Obsérvese que R™ = [7. Calcular v,(p). Ayuda: Calcule la integral

[p:/ ol g

9. Sea (X, A, pt) un espacio de medida y f una funcién .A-medible, demos-
trar que

/Xsen|f(m)|d,u(a:) :/OOOCOS)\/L({ZL‘ € X :|f(x)] > A}) dA.

10. Para g € L,(u), sea F' un funcional lineal en L,(u) definido por F'(f) =
[ fgdu, F € L,(pn). Sin usar el teorema de representacion de Riesz,
demuestre que || F|| = ||g]|,-

11. Sea (X, A, p) un espacio de medida finita. Demostrar que el espacio
dual de Lq(p) es Loo(f).

12. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y f : X — R una funcién medible.
Sip({re X ||f(z)] >\}) < e paratodo A > 0, entonces demostrar
que f € L,(p) para cada 1 < p < oo.

13. Demostrar que [, no es el espacio dual de [;.
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2.9. Continuidad de la traslacion en L,({}) pa-
ral <p<oo.

Sea 2 C R™ un conjunto medible. Para f € L,(Q) y h € R", definamos
la traslacion de f como

flx+h) siz+he
0 six+heR" Q.

Thf(x) = {

La siguiente proposicién nos dice que la operacion traslacién es continua en
la topologia generada por la norma L,(2) para p € [1,+00).

Proposicién 2.75. Sea @ C R" un conjunto medible y sea f € L,(Q2) para
1 < p < o0. Para cualquier e > 0 existe § = 0(g) tal que

sup [|T,f — fllp <e.
b8

Demostracion. En primer lugar supongamos que {2 es un subconjunto de
R™ acotado, es decir que estd contenido en una bola Bg(0) centrada en el
origen y de radio R, para algin R > 0 suficientemente grande. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que €2 = Bg(0) definiendo f = 0 en R\ €.
Para E C Q2 y A € R definamos

E-X={zeR":x+ )€ FE}.

Para ¢ > 0 (dado) existe 6 > 0 tal que para todo £ C € medible con
m(FE) < 0 entonces

b
p
/E|f| dm<2p+1.

En virtud de que la medida de Lebesgue es invariante por traslaciéon se tiene
que
m((E—X)NQ) <o.

Por lo tanto

D
[ 11f = g1 dm < 2 [/ frdms [y dm} <2
E E (E-=NNQ 2

Dado que f es medible, por el teorema de Lusin (ver apéndice) f es cuasi-
continua. Por lo tanto, fijamos un nimero positivo

S
7T o Q)
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entonces existe un conjunto cerrado €, C ) tal que m(Q2\Q,) <oy fes
uniformemente continua en €),. En particular, existe 6, > 0 tal que

b

10 (@) = @) < 5y

siempre que |h| < 65, y x,z + h pertenezcan a €.
Para cualquier h, tenemos que

1
/ Tof — fIPdm < =&V,
Q0 N(Q—h) 2

Para cualquier n € R™ tal que |n| < o, calculamos

m QN (Qe —n)) =m ((Q2+n) \ Q)
<mQN Q) +m((Q+n)\Q)
<o+ om(Q).

De esto ultimo se tiene que
m (N[ N (2 —n)])
<m(Q N Qo) +m (2N (2 — 1))
<o(24m(Q)) =o.

Si h € R™ tal que |h| < § = min{o,d}, podemos estimar

l/ﬁﬁ—fPMVE/ Tof — fI7 dm
Q QeN(Qs—h)

+/’ IThf — f dm
{0 N(Q0—h)}

1
= [ g g <o
Q0N (Q0—h) 2

Sea 7 tal que |n| < o, entonces
m QN (2 =) =m (2 +n) = L)
<mQAN Q) +m((Q+1n) —Q)
<o+ om(Q).
De esto ultimo se tiene que
m (2N Q2N (2 = n)])
<mQN Q) +m (2N (2 —1n))
<o (24+m(Q2)) =0.
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Ahora consideremos el caso cuando §2 es un subconjunto de R” no acotado.
Entonces dado € > 0 existe R > 0 suficientemente grande tal que para todo
|h| <1

1
/ |Thf—f\pdm§2p/ |f|Pdm < —&P.
on{le|>2R} an{le>R} 2P
Para tal R, existe dp = do(e) tal que
1
sup [|Thf — pr,Qm{|z|<2R} < 55-
|h|<do

Por lo tanto

sup [|Thf = fllpo < I Thf — f

|h|<do

p,QN{|z|<2R}

+ 2 fllp.on{zi>r
< €.

Observacion 2.76. El teorema 2.75 es falso cuando p = oo.



Capitulo 3

Operadores Integrales

3.1. Desigualdades basicas y algunos opera-
dores importantes

Definicién 3.1 (Operadores Compactos). Supongamos que X e Y son es-
pacios de Banach y B la bola unitaria en X. Un operador lineal T : X —'Y

se dice que es compacto si la clausura de T(B) (T(B)) es compacta en Y .
De este hecho es claro que T es acotado.

Observaciéon 3.2. FEsta definicion es equivalente a decir que T es compacto
si y solo si toda sucesion {x,} acotada en X contiene una subsucesion {x,, }
tal que {T(x,,)} converge puntualmente en Y.

Teorema 3.3 (Arzela-Ascoli). Supongamos que (X,d) es un espacio
métrico compacto. Entonces un conjunto F' C C(X) (C(X) es el espacio
de las funciones continuas de X en si mismo) es compacto si y sélo si F' es
cerrado, acotado y equicontinuo.

Definicién 3.4. Un espacio métrico (X,d) se dice que es o-compacto si se
puede expresar como la union contable de subespacios compactos.

Teorema 3.5. Sea (X, d) un espacio métrico o-compacto y p una medida de
Borel en X. St K : X x X — R es una funcion continua tal que

/ | K (z,y)|du(z) < C para casi todoy € X
X

/ |K(x,y)| du(y) < C para casi todo x € X.
X

109
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Entonces el operador integral

T : Ly(p) — Ly(p)

/Kwy ) dp(y)

Demostracion. Supongamos que 1 < p < 0o. Sea ¢ el nimero conjugado de
p, entonces aplicando la desigualdad de Holder al producto

K (@, 9) f ()] = 1K (2, 9)Y (K (@)1 £ ()])

dado por

es compacto para 1 < p < o00.

se tiene

/!Kwy )| du(y) <

U K@yl duty) ] U K (2, )| f () dply )]Wg
1/p
ove [ / !K(%y)!\f(y)lpdu(y)]

para casi todo x € X. Por el teorema de Tonelli resulta

/ [ [ 1K@l du(y)r dulz) <

crla /X /X K (2, )l £ ()P dpa()dpa() <
cvlatt /X FP duly).

Dado que f € Lp(u), entonces la integral de arriba es finita, luego por el
teorema de Fubini, concluimos que K(z,-) € L;(u) para casi todo z € X,
asi T'f estd bien definido c.t.p. Finalmente, resulta

/X T (@) du(z) < CPH| 7|2,

es decir

1T Fllp < CllF -
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Por lo tanto T'f es acotado.

Ahora, fijemos yg € X y sea € > 0. Por la continuidad de x en X x X
existe § > 0 tal que si d(y,y0) < 0 entonces, |K(z,y) — K(x,y9) < €| para
cada z € X. Luego, si d(y,y0) <y f € L,(u) satisface ||f|, < 1, entonces
la desigualdad de Holder implica

T f(x) =Tf(xo)| = [K(x y) — K(x,90)]f(y) du(y)

/|f ) du(y)

X111
[M(X)]l/q-
Asi, hemos demostrado que {T'f : || f]|, < 1} es un subconjunto de C'(X) el

cual es || - ||,~acotado y equicontinuo, en virtud del teorema de Arzela-Ascoli
concluimos que 7' es un operador compacto. O]

<€
<

La desigualdad de Minkowski (teorema 2.19) establece que la norma || - ||,
de la suma de dos funciones en L, es al menos la suma de la norma | - ||,

de cada una de estas funciones. El siguiente resultado generaliza el teorema
2.19.

Teorema 3.6 (Desigualdad integral de Minkowski). Sean (X, Ay, p) y (X, Az, )
espacios de medidas o-finitas. Supongamos que f es una funcion Ay x Ay me-
dible y f(-,y) € Ly,(p) para todo y € Y. Entonces para 1 < p < oo se tiene

que
p 1/p 1/p
( /f(x,y)dv du) S/(/ If(fmy)lpdu) dv.
x |Jy v \Jx
Demostracion. Puesto que
< [ 1)l
Y

para p = 1, entonces
[\ temar)an< [ [ 15wl
x |Jy xJy
[\ e aus [ [ 1) du.
x |y Y JX

f(x,y)dv
Y

por Fubini
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Ahora, si p = oo, entonces

/Y F(e,y)dv| < /Y |, )] do

< /Y 1 Gl v,

asi, aplicando Fubini una vez mas se tiene

/X /Yf(x,y)du duﬁ/}((/y“f(.’y)"oodl/) "
< [ ([ 1rolmdn) av

Ahora, supongamos que 1 < p < oo, entonces por Fubini y el Teorema 2.22
(Desigualdad de Holder) tenemos

/X/Yf(:r,y)dv
Z/X</Yf(fv,y)dv

< [ [ 1riar s
[ [ 1| [ swpa du) v

<[ (/X\f(%y)!pdu)l/p (/X [ #wpyar
:/Y:(/X\fm,y)rpdu)w (][ swna

luego
(e ) (] fresfo)”
<[(/ If(as,y)lpduy/p v

p
dp

| s ) o

/Yf(w, y) dv "~

q(p—1) 1/q
du) dv
P 1/q
du) dv,

/Y f(z, ) dv
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Teorema 3.7. Sea K wuna funcion medible en (0,00) x (0,00) tal que
KAz, \y) = AtK(x,y) para todo X > 0 y ademds

/ |K (z,1)]z~ Y de = C' < 0.
0
Para f € Ly(p) definamos

THy) = / " K(a,y) f() dr.

Entonces,
1T fllp < Cllflp-

Demostracion. Sea

00 1/p
sty = ([ s i)
o] [e’¢) p 1/p
([ [ s a)
0 0
Escribiendo x = zy, entonces dx = ydz, luego por la desigualdad integral de
Minkowski
00 p 1/p
( )
0
00 [ee) p 1/p
([T rwensend] o)
0 0
00 00 p 1/p
([T wensena] a)
0 0
00 00 1/p
< [Tren ([Tirera) i
0 0

Ahora, si # = 2y, entonces z~'dx = dy, luego

[ e ([ ) s
|G ([Tirerst) .
(/om Kl ”Z‘””dz) £l

ITfllp < Cllfllp- -

/OOO K(zy,y)f(zy)y dz

Asi, hemos demostrado que
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Los siguientes resultados representan la version continua de las desigual-
dades de Hilbert y Hardy, respectivamente.

Teorema 3.8 (Desigualdad de Hilbert). Sean f € L,(m) y g € L,(m).

Entonces

LOLIC. ‘ TR

x—l—

)

Demostracion. Sean f € L,(m)y g € Ly(m). Note que

Sea y = xz, entonces dy = xdz, luego por Fubini tenemos que

[ e [ [
- [
_/0 1+z/ |f(22)g(x)| dxdz.

Si u = zz, entonces du = zdx, ademas x = %, aplicando la desigualdad de

Holder tenemos

/0°° 141FZ /OOO |f(z2)g(z)| dadz

[ ([ ()] o)
> o 1/p 0o .

S/o 1iz</() !f(U)Idu) (/0 ‘g<;>
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Ahora, para w = ¥ tenemos 2w = u y zdw = du, por lo tanto

o 00 1/p 0o 1/q
< / 1+z</0 rf<u>|du) (/ rg<w>|qzq“du) 0z
o i1
24q
— d .
| = ) 171, gl
v ,—(1-1)
2z q
— d .
| = Z>Hf\|pllgllq
zpdz
- / >Hf\|p|!g||q

T
= ﬂ”f”p“gﬂq,
S11 —
p

ver Lema A.2. Finalmente,

dd’

x—l—y

Sen( )||f||p||g||q

O

Definicién 3.9 (Operador de Hardy). Sea f una funcion medible y positiva
n (0,00), el operador de Hardy se define como

zé/:f(y)dy

Teorema 3.10 (Desigualdad de Hardy). Sea f € L,(0,00) positiva y 1 <
p < oo. Entonces

p
IH fl, < pT”pr-

Demostracion. Observe que si y = zx, entonces dy = xdz, luego
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Ahora, empleando la desigualdad integral de Minkowski, obtenemos

(/Om e /wa(y) dy)p da:)l/p _ (/0“ (/Olf(m) dz)p dx) 1p
< /01 (/Ooo(f(zx))w) "
_ /01 »=1/p (/Ooo(f(u))l’ du) 1/p .

_ b
= L1l

]

Observacion 3.11. Este ltimo resultado nos dice que H € B(L,(m)) donde
B(L,(m)) denota al conjunto de todos los funcionales acotados en L,(m).

Definicién 3.12. Sea T un operador lineal y acotado, un operador T™* se
dice que es el operador adjunto del operador T si satisface la identidad de
dualidad, es decir, si

(Tz,y) = (z, T"y)
para todo x € X, y € Y donde X eY son espacios de Banach.

Teorema 3.13. Al menos de manera formal el adjunto del operador de Hardy
estd dado por

v [ e
i =[S
para f > 0.

Demostracion. Empleando la definicién 3.12 y el teorema de Fubini resulta

(Hf.0) = [ HiG@)gla)ds
- [T [ ) s
- /OOO e /Ooo X0 ) f () dy) g(x) dz
~ [T xomt@rsmar) o
- [T [T iy

= (f,H"g).
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Por lo tanto

]

3.2. L, es un espacio reflexivo para 1 < p < oo

En lo sucesivo, necesitaremos el siguiente resultado, el cual es una conse-
cuencia del Teorema de Hahn-Banach (versién norma).

Teorema 3.14. Sean (X,+,-, | -||) un espacio normado, Y un subespacio
de X yxo € X tal que
d=1inf [z —y|| >0
yeyY

es decir, la distancia de xo a'Y es positiva.

Entonces, existe f un funcional lineal y acotado en X tal que

fly)=0
para todo y €Y,

flzo) =1
/ 1

1711 = 5.

Observaciéon 3.15. Sean X eY dos espacios vectoriales, un funcional lineal
T:X—Y

se dice que es un isomorfismo, si T es uno-uno y sobreyectivo. Ademds, si X
e Y son espacios normados tal que ||T(z)|| = ||z|| para cada x € X, entonces
se dice que T es un isomorfismo isométrico y X e Y son isométricamente
1somorfos.

Denotemos por X** al espacio dual de X*. Vamos a demostrar que X es
isométricamente isomorfo al subespacio X**.

Supongamos que X es un espacio normado. Para cada = € X sea ¢(z) un
funcional lineal en X* definido por
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para cada f € X*. Dado que

6(z) (N < 11,
el funcional ¢(x) es acotado, de hecho
()]l < [l].
Ast ¢(z) € X
El siguiente resultado es la clave para entender la relacién entre X y X™.

Proposicién 3.16. Sea (X,+,-,| - ||) un espacio normado. Entonces para
cada v € X

]l = supf{[f ()] : f e X% |Ifl =1}

Demostracion. Fijemos x € X. Si f € X* con || f|| = 1, entonces

@) < [zl < [l
Por otra parte, si  # 0, entonces
6 = dist(z,{0}) = inf [z —yl| = [[z[| >0,
ye{0}
por el teorema 3.14 existe g € X™* tal que
(@) =1y lgll = 1~
g\r) =Ly Iagll = 7
[z

Sea f = ||x||g, note que

1
1A= lzlllgll = [lell7— =1
]

fx) = |l=llg(z) = |l=]],
luego

]l < sup{[f(x)]: fe X7 |If]l =1} < =],

por lo tanto
[#]] = sup{|f(x)] : f e X |If]| =1} O
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Observaciéon 3.17. En virtud del resultado anterior no es dificil demostrar
que

o)l = [l=II;

lo que nos dice que ¢ es un isomorfismo isométrico de X en ¢(X).

El funcional ¢ lo llamaremos la inmersion natural de X en X**.

Definicién 3.18. Un espacio normado (X, +,-, || - ||) se dice que es reflexivo
St

P(X) = X
en cuyo caso X es isométricamente isomorfo a X**.

Teorema 3.19. L,(p) con 1 < p < oo es reflexivo.

Demostracion. Sil <p< ooy % + é = 1, consideremos

o Lo(p) — (Lp(p)"

definido por
¥(g) = ¢(Fy)

para g € Lq(p) donde Fy(f) = [, gf dp.
Observe que 9 es un funcional lineal y acotado, la acotacién la obtenemos
del hecho que

6(9)] = [o(Fp)l < [lolllI Fyll
= llelligllq,

la tltima igualdad es consecuencia del Teorema 2.61. De nuevo por el Teorema
2.61 existe algin f € L,(u) tal que ¥(g) = [y gfdp para todo g € Lq(p).
Por otra parte, para w € (L,(u))** tenemos que

w(F,) = Fy(f) = /X fadu = ¥(g) = (F,)

para todo g € Ly(p). El Teorema 2.61 garantiza que w = ¢. Es decir, la
inmersién natural

¢ Lp(p) — (Lp(p)™

es sobreyectiva. Asi hemos demostrado que L,(p) es reflexiva. O



120 Operadores Integrales

3.3. El espacio L

Definicién 3.20 (Producto interior). Sea (X, +,.) un espacio vectorial, una
funcion (-,-) : X x X = F, donde F =R o F = C, tal que satisface:

(a) (f +9,h) = (f,h) + (g, ) para todo f,g,h € X,

(b) {(cf,g) = c(f,g) para todo f,g € X y cualquier escalar c.

(c) (f,g9) =g, [) para todo f,g € X.

(d) 0 < (f,f) < +oo para todo f € X.

(e) (f, f) =0 siysdlosif=0.

se llama producto interior.

Observacion 3.21. (f,g) denota el conjugado de (f, g) el cual se cumple si
X es un espacio vectorial complejo, en caso de que X es un espacio vectorial
real (c) es nuevamente (f,g) = (g, f). Un espacio vectorial dotado de un
producto interno, se llama espacio vectorial con un producto interior.

Todo producto interno genera una norma definida por

LIV = /AF 1)

Ademas se tiene que la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[(fo )l < [l £IHlgll-

Definicién 3.22 (Espacio de Hilbert). Un espacio vectorial con un producto
interno se dice que es un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la
norma generada por su producto interno.

Teorema 3.23. Una norma || -|| sobre un espacio vectorial estd inducida por
un producto interno si y solo si satisface la ley del paralelogramo, es decir, si
y solo st

1f +gll* +11f = all* = 201" + llg]1*)

para cualesquiera vectores f,g.

Ahora, consideremos el caso p = 2.
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Definicién 3.24. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y p = 2. Una funcion
f definida de X en R o C (f : X — R 0 C) se dice que pertenece a Lo()

(pre-Lebesque) si
[ 1t < .
X

Es decir
EQ(M):{f:X—HRoC\fesmedz’bley/|f\2du<oo}.
X

Por la construccién hecha en la secciéon 2.3 podemos definir
Lo(p) = Lo(X, A, p) = Laf ~.

En virtud del Teorema 2.29 para el caso p = 2, la funcién || - [[: X - R o C

definida por
1
1l = (/ rdeu)
X

es una norma sobre Lo(u).
Para el Teorema 2.29 (La(p), || - ||2) es un espacio completo. Ahora consi-
deremos en Lo(p) el producto interno

(f,g) = /X fadn,

f?g € L2(:u)

Observemos que este producto interno genera la norma || - || y ademas
|| - |2 satisface la ley del paralelogramo (ver ejercicio 1). Por lo tanto se tiene
la siguiente

Definicién 3.25. (Lo(p), || - ||1) es un espacio de Hilbert.

Sea X un espacio con un producto interior. Si A es un subconjunto (no
vacio) de X, entonces el complemento ortogonal A+ de A es el conjunto de
todos los vectores que son ortogonales a cualquier vector de A, esto es,

At ={r € X |z L y para todo y € A},

x L ysiysdlosi(z,y) =0.
De la linealidad y continuidad del producto interior es claro que A L es
un subespacio cerrado de X tal que At = (A)* y An A+ = {0}.

Teorema 3.26. St M es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H,
entonces H = M & M.
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Observacion 3.27. Dado que todo producto interno es continuo, se sigue
que todo vector y en un espacio X con producto interior define un funcional
lineal f, : X — C via la formula

fy(@) = (2, 9), (3.1)

como veremos en el siguiente resultado. Si X es un espacio de Hilbert, en-
tonces todo funcional lineal y continuo serd de la forma (3.1).

Teorema 3.28 (F. Riesz). Si H es un espacio de Hilbert y f : H — C es un
funcional lineal y continuo, entonces existe un unico vector y € H tal que

fx) = (z,y)
para todo x € H. Ademds || f]| = ||yll-

Demostracion. Sea F': H — C un funcional lineal y continuo en H. Sea M
su nucleo, es decir

M =ker(f) = f7(0) = {w € H | f(x) =0},

dado que f es un funcional lineal y continuo, se tiene que M es un subespacio
cerrado en H. Luego, si M = H, entonces y = 0 satisface f(z) = (x,y) =0
para cada x € H. Por lo tanto podemos suponer que M C H (subespacio
propio de H). Entonces existe algin ¢y € H con f(zg) = 1y (por el Teorema
3.26) algin vector w € M+ tal que w # 0. Ahora, note que si z € H, entonces
r— f(x)zg € My (xz — f(z)xg,w) =06 f(x)(xg,w) >0y asi (zg,w) # 0.

w

Observe que el vector y = oy satisface f(x) = (x,y) para todo = € H.
Unicidad. Note que si (x,y) = (x,y;) para cadaz € H, luego si x = y—1;,

entonces (y — y1,y — y1) = 0, de aqui se desprende que y = y;. Finalmente,

en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwarz |f(z)| < [{(z,y)| < ||z||||y]|

se tiene que || f|| < ||ly||. Por otra parte, si y # 0, entonces x = Ty Satisface

[zl =1y [IFIl = 17 @) = w/llyll o = llyll - Ast [T =yl a

Si H es un espacio de Hilbert, entonces el Teorema de F. Riesz nos muestra
que una funcién y — f, donde f,(x) = (x,y) puede definirse de H en H*.
En vista de las propiedades:

a) fy+fz:fy+z
b) O‘fy = fay
c) Iyl = llyll
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Se puede ver facilmente que f, es una aplicacion lineal “conjudada” la cual
es una isometria de H en H*. Gracias a esta isometria, podemos demostrar
que todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Corolario 3.29. Todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Demostracion. Sea H un espacio de Hilbert y F' : H* — C un funcional

lineal. Definamos ¢ : H — C via la féormula ¢(y) = F(f,), ahora note que:
D) oy +2) = F(fyz) = F(fy + [2) = F(fy) + F(f2) = ¢(y) + ¢(2)
) ¢lay) = Ffay) = F(@f,) =aF(f,) = al(f,) = a(y)

) [o(y)| = [E(f) = [FS) < IENILAIE=TEy]

Asi en virtud de I), IT) y I119 se tiene que ¢ € H*. Entonces por el Teorema
de F. Riesz, existe un tnico x € X tal que (y,z) = ¢(y) = F(f,) para todo
y € H. Esto implica que, para & € H* se tiene

j:(fy) = fy(x) = <£B,y> = F(fy)

para cada y € H, de esto ultimo se tiene que £ = F, esto nos dice que
la inmersién natural es sobreyectiva en H***, por lo tanto H es un espacio
reflexivo. ]

3.3.1. Teorema de Radon-Nikodym

En esta subseccién presentamos una demostracion alternativa del clasi-
co Teorema de Radon-Nikodym la cual es independiente del Teorema de la
descomposicion de Hahn, sin embargo esta demostracion estara basada en el
Teorema de F. Riesz, esta demostracion alternativa se debe a Von Neumann,
la misma la dividiremos en varios Lemas.

Lema 3.30. Sean p y v medidas finitas sobre un espacio medible (X, A) y
sea A = i+ A. Definamos F(f) = [ fdp para f € Ly(X). Entonces F es un
funcional lineal y acotado en Ly(\).

Demostracion. Note que Lo(A) C Li(A) C Li(n) ya que, en virtud de la
desigualdad de Holder con p = ¢ = 2, resulta

[ 1filar < ) ( / |f|2dA)é

[ st < [ 1flax <.
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Ademas esto nos dice que F' estd bien definida, no es dificil ver que F' es un
funcional lineal.

Ademas
. 3
PO < 0o ( [ 177an)
%
< o0t ( [ k)
X
< (X)) [ f 1l 22
donde || flloc = Ifll2 = (S |f|2d)\)%, de esta manera hemos demostrado
que F' es un funcional lineal y acotado en Ly(A). O

Lema 3.31. Sea g € Ly(N) tal que F(f) = (f,g). Entonces 0 < g <1 c.t.p.
Y

1) w(E) = [ gdA.
1) p(E) = [,(1—g)d\ con E C X.

Demostracion. Por el lema 3.30 y por el Teorema de F. Riesz existe un tinico
funcional g € Ly(\) tal que F(f) = (f, g). Note que

{g>1}=6{921+%},

n=1

Sea FE, = {g > 1+ %} , entonces

w(Ey) = F(xe,) = (XE.. 9) = /ExEngdA = /E gd\ > (1+ %)A(En)-

Asi
pED) > (L DNE) > (14 D) AB) +1(E,)
> (B + M) 0y Dy,
de donde tenemos que
N(En)
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de esto ultimo deducimos que
p(En) =0 =v(Ey)

y asi A(E,,) = 0, por lo tanto A\({g > 1}) = 0.
Por otra parte, sea

{g<0}y={J{g<-1/n}
y A, = {9 < —1/n}. Entonces

(A) = Flxa) = (cangd = [ 90 € =204 <~ u(4,) + (4,)

luego
1 1

por lo tanto u(A,) =0 =v(A4,).
Asi A(A4,) = 0, entonces A\({g < 0}) = 0. Con esto, hemos demostrado
que
0<g<1 ct.p.

Finalmente, para cualquier conjunto £ C X se tiene que

w(E) = F(xe) = (Xg, 9) Z/Egdk,

es decir,
u(E) = [ gix
E

Por otra parte como

entonces

V(E):/XXEnd)\—/Egd)\:/Ed)\—/Egd)\:/E(l—g)d)\.

Lema 3.32. Si v < p, entonces A < 1y g = 0 sélo en un conjunto de
medida cero con respecto a la medida |, en este caso tenemos que

ME) = /E .

]
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Demostracion. Supongamos que A\ < pu, si pu(E) = 0, entonces v(E) = 0,
asi A\(E) =0, asi A < p. Consideremos ahora F = {x : g(z) = 0}, entonces

u(B) = [ gar=o,

de esto se deduce que g # 0 c.t.p. luego g~ # 0 c.t.p..
Ahora para cualquier conjunto A € A, consideremos g~ = x4. Entonces

/glduz/ XEXAduz/xEmAduzu(EﬂA)z/ gdA
E X X ENA

:/XAgd)\:/g_lgd/\.
E E

]

Lema 3.33. Si v < p, entonces (1 —g)g*

ademas

es integrable con respecto a p y

v(E) = /E(l —9)g 'dp.

Demostracion. Si v < p, entonces

/(1—g)g1dM=/gldu—/ggldu
E E E

= \E) = [ du=A(E) = 5(B) = \E)

Por lo tanto, v(E) = [,(1 —g)g~"dpu. O

Teorema 3.34 (Radon-Nikodym). Sea (X, A, 1) un espacio de medida o-
finito y sea v una medida definida en A la cual es absolutamente continua
con respecto a u, esto es, v << p. Entonces existe una funcion F' no negativa
y medible tal que para cada E € A se tiene que

I/(E):/Efdu. (3.2)

La funcién f es unica en el sentido que si g es cualquier funcion medible
que satisface (3.2), entonces f = g c.t.p.[u].

El siguiente ejemplo nos muestra que en el Teorema de Radon-Nikodym
la hipotesis de que p debe ser una medida o-finita no se puede omitir.
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Ejemplo 3.35. Sea X = [0,1] y A la clase de todos los subconjuntos de
[0, 1] medibles. Sea v la medida de Lebesque y p la medida de contar en A.
Entonces v es finita y absolutamente continua con respecto a i, pero no existe

una funcion f tal que
= / fdp
E
para todo E € A.
En efecto, si u(E) =0, entonces E =0 ya que pu es la medida de contar,
asi v(E) = v(0) = 0, v-medida de Lebesgue por lo tanto v < p.
Dado que v([0,1]) = 1 entonces v es finita. Por otra parte X = [0, 1]

es no numerable y p({x}) = 1 Vo € [0,1] lo que nos dice que p no es una
medida o-finita.

Ahora supongamos que existe f : [0, 1] — [0, 00) definida por F' = f(x)X (2}
tal que v(E) = [, fdu para todo E € A. Sea x € [0,1], entonces

— u({z}) = /{ = /X F@)ximydi = Fu{a}) = f(x)

para todo z € [0, 1].
Pero v(]0,1]) = f[o y fdp =0 lo cual es una contradiccion.

Ejercicios

1. Demostrar que (f,g) = [, fgdu con f,g € La(pt) es un producto in-
terno.

2. Sean f,g € Ly(p), demostrar que
[(Fro )l < (1 fll2llgll2-
Esta desigualdad es conocida como la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
3. Demuestre que la igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwarz se da,
es decir
(s )] = [IFllllgll2-
si y sélo si f y g son linealmente dependientes.

4. Demuestre que || - ||z : L2(p) = R o C definida por

1l = (/X |f|2du)2

es una norma sobre Lo(u).
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5. Demuestre que la norma || - ||o satisface la ley del paralelogramo.
6. Si f € Lo(u), demuestre que || fll2 = sup [(f,g)]-
llgll2=1
7. Demuestre que las siguientes normas no pueden ser inducidas por un
producto interno:
a) [lz]| = mdxi<p<n{lzrl} en R”
b) £l = sup [f(x)] en Cla, b]
z€[a,b]
c) [lfll, = (Jx |fIPdu)? en Ly(n) con p # 2.
8. Sean f,, g, € Lo(p) para n € N. Si
m [ (fo— f)%dp= lim [ (g, —g)*du = 0.
Demostrar que
im [ fogndp = / fgdp.
9. Sea [ = [0,7] y f € Lo ([0, 7], L,m). ;Serd posible tener simultianea-
mente
/(f(x) —senx)’ dr < 4
I
' 1
/(f(x) —cosz)” dx < =7,
I 9
10. Sea I = [0,1]. Sea f una funcién Lebesgue medible. Demostrar que
f € Lao(I,L,m) siy sélosi fe Li(I,L£,m) tal que existe una funcién
g creciente de modo que para todo intervalo cerrado [a,b] C [0, 1] se
cumple que
b 2
| #ayas| < (o) = gt~ al
11. Sea f € Lo ([0,1], £,m) tal que || f]l2 =1y fol fdm > a > 0. También,

para § € R, sea Eg = {x € [0,1] : f(x) > f}. Si 0 < § < a, demostrar
que
m(Es) > (8 — o).

Esta desigualdad se conoce en la literatura como la desigualdad de
Paley-Zygmund.
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12.

13.

14.

15.

16.

3.4.

Consideremos el espacio de medida (X, A, x) com p(X) = 1 y sean
fr9 € La(p). Si [ fdp =0, demostrar que

(/ngdu)Qg /ngd“‘(/xgdﬂ)QI/Xdeu.

Sea f € Li(p) N Lo(p). Demostrar que:

a) f € Ly(n) para cada 1 <p < 2.
b) limy, 1+ [ fllp = [If]1-

Si [T 2| f(z)Pde < ooy [T |f'(2)]*dx < oo, demostrar que si z >
0, entonces

P <o ( [Tk ) " ([ 1) "

Sea f una funcién definida en R tal que f(z) y xf(x) pertenecen a
Ly(R). Demostrar que

([ s <s ([ i)™ ([ espas)”

Usar el Teorema 3.10 para demostrar el Teorema 2.42. Ayuda: Escoja
una sucesion {a, },eny de niimeros positivos tal que a, 1 > a, Vn € N.
Considere Ay = 25:1 an y defina f =30 anX(n-1n)-

Espectro de un Operador

Definicién 3.36. Sea (X, +,-, | - ||) un espacio normado, el espectro o(T)
de un operador T acotado, T : X — X es el conjunto de todos los nimeros
complejos X tal que el operador T'— NI es no invertible, donde I representa
el operador identidad

o(T)={A€ C:T — A es no invertible}

Un numero complejo A se llama un valor propio de un operador T si existe
un vector x diferente de cero tal que

T(xz) = Ax.
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Obsérvese que los valores propios de T son exactamente los nimeros com-
plejos \ para los cuales T'— A no es uno a uno, ademds ellos pertenecen al
espectro de T'. El conjunto de todos los valores propios de T' se conoce como
el espectro puntual de T y se denota por

op(T)={A€oa(T): T — I\ es no uno-uno}
={Aea(T):T(z) = \x para x # 0}.

Teorema 3.37. Sea H el operador de Hardy. Entonces
a) H es positivo en C|0, 1].
b) H es uno-uno.

c) El espectro puntual de H es el conjunto
1 1
o= frec Y <oy
d) H es no compacto.

Demostracion. a) Sea f € C0, 1], queremos demostrar que H(f) es continua
en 0. Sea € > 0y escojamos ¢ > 0 tal que x, zg € [0, 1], luego si |z—x¢| < 0,
entonces | f(x) — f(xg)| < e. Siz € [0, 1] satisface 0 < x < J, tenemos que
|f(z) — f(0)| < €. En particular, para cada x € [0, 1] resulta

Hf(x) — HF(0) = -

| 1w~ o) dy]

T 1Jo
< [ 156) - FO)]dy
0

1
< —€x

i
=€

Esto nos demuestra que H(f) es continua en 0. De esto tltimo es claro
que H(f) es un operador positivo en C[0, 1].

b) Supongamos que para algin f € C[0, 1] se tiene H(f) = 0, entonces

/Oxf(y)dyzo
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para cada = € [0, 1], en virtud del teorema fundamental del calculo obte-

o fla) = o ( / ) dy) 0

para cada x € [0,1]. Asi H es uno-uno, de este hecho se concluye que H
es estrictamente positivo.

Observe que para 1 € C[0, 1] se tiene que

H(1)(z) = - / Sy =1,

X

luego H(1) = 1, asi A = 1 es un valor propio de H, en vista de esto,
podemos suponer A # 1.

Para hallar los valores propios de H, debemos hallar todos los niimeros
complejos A = a4 fi para los cuales existe una funciéon continua distinta
de cero (f : [0,1] — C) tal que

Hiw = [ 1wy =21 (33

para x € [0,1]. Dado que H es uno-uno podemos ver que A = 0 no es un
valor propio de H, luego A # 0. Por otra parte, podemos escribir (3.3)
como

| 10 dy=sarta)
0
Diferenciando a ambos lados resulta
f(@) = Af(z) + Ao f'(z),

asi

Arf'(x) + (A= 1)f(x) =0,

buscamos valores propios diferentes de 0 y 1, en este caso

Aef'(x) = (1— M) f(x)
F@ (1 N1
f<x>‘(A 1)x’

In f(z)

integrando

I
7 N
> =

|

—_
~__

E

S
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In f(x) = lnx%_l,

luego
f(x) = gj%*l = e(%—l)lnx

para cada 0 < 2 < 1. Si z — 0" en (3.3), gracias a la regla de LHopital
tenemos

f(0) = Af(0),
es decir, £(0)=0, esto dltimo nos dice que la funcién f(z) = 23~ es un
valor propio de H si y sdlo si

lim 23! = 0.

z—0t
Luego,

1 1

1
— :L'OL‘H‘B

= e(;é:jﬂ% _1> Ina

1_
X

a—a?_p2

__iB
— o 2782 ln:re 2152 Inz

Asi, vemos que
, 1_
lim 2> 1 =0
z—0t
si y s6lo si v — a? — 32 > 0, entonces
a—a* -3 >0+ -a<0

1 1

2 2
< a —O+—+6<—
4 4

2 2
o(e-1) ()
e A —1/2 < 1/2.

Por lo tanto, el espectro puntual de H es

ap(H):{)\E(C:‘)\—%

< %} U {1}.

d) Dado que el espectro de H no es contable, entonces H no puede ser
compacto. A continuacién damos una demostracion directa de este hecho.
Sea { fn}nen en C[0, 1] definida por
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Claramente, || f,||cc = 1 para cadan € Ny

1) =1 [ )i
%7

si0<z<i:
n

11—+ sit<a<l

nx’

Ademas,
0, si x=0;
lim Hf,(x) =

n—oo

1, si O0<a <,
pero g ¢ C|0, 1] donde

0, si z=0;

g(z) =

1, sio<az<l1.

Asi, observamos que ninguna subsucesiéon de {H f, } ey puede converger

uniformemente, por lo tanto H es no compacto.
m

Ejercicios
1. La funcién Gamma se define como

INGY! :/ t*letdt a € (0,00)
0

siempre que ésta integral sea convergente.

a) Sia,f € (0,00) demostrar que

F(a)F(ﬁ): 15—1 _ pa-1
N e) At (1—t)*"dt.

b) Sea f continua en [0, 00) para a € (0,00) y > 0 definamos

Iof(z) = ) / "o — 0P f () dr.

()

Demostrar que 1, (Isf)(z) = Latsf(2).
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c¢) Definamos J, f(x) = 271, f(z). Demostrar que para 1 < p < oo

I'(1—1/p)
(a+1-1/p)

2. Sea 1 < p < oo, r >0y h una funcién no negativa medible en (0, co).
Demostrar que:

fo o Uo ] T < ( ) fo aP ()] da
T Ry } dr < ()" [T 2P [h()] do

1l < 7 171l

3. Sea k una funcién medible no negativa en (0, 00) tal que

| et = o),

paral<s<l,sil<p<ooy %—i—% =1, ademsas si f, g son funciones
medibles no negativas en (0, 00). Demostrar que

/ / o(y) dz dy

<ot / 7 ()] dx}l/p [t dx}l/q

4. SeaF(az):fo x+ydy,0<:1:<oo Si 1 < p < oo. Demostrar que

. (p) £ 1lp-

1E]lp <

5. Demostrar que

F@)9W) 4, dy\ < 7l Il

para fag € L2 ((07 oo),ﬁ,m).

6. Sea K :[0,1] x [0,1] — R definida por

K(s,1) 0 si0<t<s<1
5,t) =
1 si0<s<t<1
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y V : L,[0,1] = L,[0,1] (1 < p < 00) el operador definido por

/Kst ds—/x(s)ds

paraz € L,[0, 1]. Este operador se conoce como el operador de Volterra.
Demostrar que el adjunto del operador de Volterra esta dado por

Vi) = [ udr

7. Sea k una funcién medible no negativa en (0, 00) tal que [;° k(x)2** dz =
@(s) para 0 < s < 1. Sea f una funcién medible no negativa en (0, c0).
Definamos

T4w) = [ k) ) d
Demostrar que
1l < 0 (5) 171
. Qué puede decirse de T'f y o(s) si k(x) = e 7
8. Sea (X, A, i) un espacio de medida y f € L,(X, A, p). Si

1
p(fr € X |F@)] > A} < ¢ / fldp.
{zeX:|F(z)|>A}

Demostrar que
p
IElp < pTleHp

9. Sea f € L,((0,00), L, m). Para cada t > 0, definamos
R S ds
Sf(t) —/0 min (1,;) f(s)—,

S

demostrar que

2
p
1SFl» < -

10. Sea T' : L,(n) — L,(p) un operador continuo donde 1 < p < ooy
0 < r < p. Demostrar que:

a) Si f € Ly(u), entonces | f""|Tf|" € Li() v

/|f|”‘T|Tf!’“du < TI" (Al -
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b) Si para algin f € L,(p) con || f]|, <1 tenemos que

[lsrriTsy au=

entonces

Tf = 1Tf]-
11. Si f € Ly ((0,00), £, m), demostrar que:

/ er Jo mf(t)dt < 6/ f(x)dz
0 0

a)

/ (ei Jo lnf(t)dt> 2Pdr < _° f(x)xPdx
0 L=pJo
para 0 <p < 1.

c) Sea f una funcién no negativa y medible en (0,0), 0 < b < oo tal
que 0 < fob[f(x)]pdx < 00. Demostrar

(c1) parap > 1,

[ G [ o) 5= [ (1) war

(c2) parap > 1,

12. Sea 1 < ¢ < ooy p tal que %—i—%: 1. Definamos

T(f)(x) = / K, ) (1) dt

Demostrar que para toda f € L,(R) 7" es un operador lineal y acotado
de L,(R) en L,(R) y ademas

7] < ( /] rk<x,t>rthdas)l/q.
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13.

14.

15.

16.

Dado 1 <p < ooy Tf(z) =z"'7 [ f(t)dt con i + % = 1. Demostrar
que T" es un operador lineal y acotado de L,(0,00) en Cy((0,00)).

Sean s <r—1yr>1. Sea f definida en (0,00) tal que

/OO |f(z)] 2" do < oo.
0

Sea F(x) = [, f(t)dt. Demostrar que

OOMT . )1/7“ ;( 00 o )1/7,
(/o ’ . x° dx Sr—s—l /0 |f(z)|"2® dx _

Sean s < r—1yr > 1. Sea f una funcién diferenciable en casi todo
(0,00) tal que

/ T @) de < oo,

0
ademas f satisface las siguientes propiedades:

a) f(0)=0.
b) f(oc0) = im0 f(t) = 0.

Demostrar que

() 1/r 0 1/r
([Twerera) < — ([Cirwrea)

Sea A > 0, si la ecuacién diferencial
d ,
A

= (/@) + g@) [y@)"" =0

tiene solucion y tal que

1) y(0) = y(o0) = 0.
1) y(x) > 0.
1) y'(z) > 0.

0 < x < 00. Demostrar que

(/OOO u(z)|?g(z) dx) v < AV </0°° ()P dx> 1p

para toda funcién u(x) tal que

u(z) € AC|0, 00)
u(0) = tli)rglo u(t) = 0.
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17. Supongamos que f y g son funciones no negativas y medibles en (0, co)

y que

f0°° V2 dt < oo,
fo 2 dt < oo.
Demostrar que
/ / t)dtdr < oco.

18. Sea (X, A, p) un espacio de medida y u,v funciones no negativas A-

medibles tal que

tp({z € X 1 u(x) > t}) §/ vdpu.
{u(z)=t}
Siu,v e Ly(X, A, p) demostrar que
fully <~ ol
19. Sea f >0y F(x) = [ f(t)dt. Demostrar que
1 1/p P 1 1/p
( / P ) <2 ([ a)
0 p—1

para 1 < p < o0.
20. Sea T : C(X) — R con pu(X) < oo (C(X) denota el espacio de todas

las funciones continuas en X) tal que T'(f) = [, fdp. Demostrar que

T es un operador lineal y hallar ||T°]].
21. Sea ¢ una funcién Lebesgue medible, definida en (0, 1) tal que tp(t) €

L, ((O, 1), L, %) Demostrar que

' p
[+ oge) [eras] < Lo, ),
t Ly(2) p— ¢

22. Sea g una funcién medible y positiva en (0,00). Sea ¢ una funcién

convexa en (0, 00). Demostrar que

[T (G [owar) < [T etan



Capitulo 4

Operador Maximal

4.1. Funciones localmente integrables

Definicién 4.1. Una funcion f : R® — C se dice que es localmente inte-

grable si
[ 1ldu < o
K

para todo conjunto compacto K C R™. El espacio de las funciones localmente
integrables se denota por Li j,.(R™)

Note que L1(R") € Ly 10.(R™). En efecto, si f € L;(R") y K C R" es un
conjunto compacto, entonces

xelfl <1 f1,
luego
[ xdtdn < [ 171 <.
n R
es decir
/ | fldp < o0,
K
por lo tanto f € Ly j,.(R"™). Por otra parte obsérvese que
1 n
f(]?) = |ZL”n_1 ¢ Ll(R )7

pero f restringida a cualquier bola cerrada de centro 0 y radio » > 0, es
localmente integrable, es decir

1 n
f(x) = XE(O,l)(:E)W € L1 joc(R").

139
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4.2. El teorema de cubrimiento de Vitali

Teorema 4.2. Sea 2 € R™ un conjunto acotado. Sea § la coleccion de bolas
abiertas concentradas en puntos de E tal que todo punto de E es el centro

de alguna bola en §. Entonces existe una sucesion By, Bo, ... de bolas de §
tal que
1. Las bolas By, Bs, ... son disjuntas
2. EC | 3B,
a>1

Nota: E no estd cubierto por bolas disjuntas sin embargo estd cubierto
por bolas concéntricas de radio tres veces su radio original.

4.3. Funcién Maximal de Hardy-Littlewood

Definicién 4.3. Sea Ly jocrny. La funcion mazimal de Hardy-Littlewood de
f se define como:

Mf(x)zojyfwm / |f(y)| dy.

B(z,r)
donde B(z,r) = {y € R": [y — x| < r} es una bola abierta en R".

De la definicién de M f, podemos ver que las siguientes propiedades se
satisfacen:

(N 0 < Mf(z) < o0
() M(f +g)(x) < Mf(x)+ Mg(x)
() M(Af)(x) = [A[M f(z).

Se demuestra facilmente que la funcién f(t) = [t|* con a > 0 tiene
M f(z) = oo para cada x € R". Nuestro préximo objetivo, es calcular M f
cuando f € L,(R"). Para f € L(R™) vemos que:

Mf(x) < [l

para cada € R", es decir M f € Lo (R").
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Sin embargo, para f € L;i(R"), no necesariamente M f € L;(R"). Por
ejemplo, f = X1 € Li1(R") después de algunos célculos rutinarios obtene-
mos que:

(1
— iz >1
5 stz >
Mf(z)=1< 1 si0<x <1
L i <0
—— siz <0
( 2(1—=x) B

Pero M f € Li(R™).
Proposicion 4.4. M f es semicontinua inferiormente y por lo tanto medible.

Demostracion. Para demostrar que M f es semicontinua inferiormente, de-
bemos verificar que para cada A > 0, el conjunto {:c eER": Mf(z) > A
es abierto, para ello demostremos que el conjunto {I eR™: Mf(x) <A

es cerrado. Fijemos A > 0 y supongamos que z € {z € R*: M f(z) < A},
entonces existe una sucesién {zj}ren en el conjunto {z € R" : M f(z) <
)\} tal que xp — x en R™ cuando & — oo. Primero observemos que, co-
mo z; — x, tendremos klggo B(xy,r)AB(x,r) = () para todo r > 0. Sea

Ay, = B(xy, r)AB(x,r) y fr = fxa,, luego, se tiene que
[l <1f@)l vy lim fr=0, ctp.
—00

Por el teorema de la convergencia dominada, tenemos:

i [ Iy =o. (4.1)
Pero
B(z,r) C B(zg,r) A B(x,r) U B(z,r)
y
m(B(az‘k,r)) = m(B(a:,r)),
entonces
m / |f(y)]dy <

B(z,r)
1

e L e IO

B(zy,r)AB(z,r) B(zg,r)
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Asi, por (4.1) se tiene que
Mf(z) < A,

por lo tanto x € {:v eER": Mf(x) < )\} con esto completamos la demostra-
cion. [

La siguiente propiedad, se introduce a titulo de precaucion. La funcion
M f, la podemos ver definitivamente méas ’grande’ que |f|, sin embargo, no es
cierto que si f € Li(R"), entonces M f € Li(R"). En efecto, si M f € L (R"™),
se tiene que f = 0. Verifiquemos esto, si @ > 0 arbitraria y |z| > a, resulta

1
Mf(x) > W / |f(y)| dy

B(z,2|z|)

1

m(B(O,2|x|)) / |f(y>|dy
B(0,a)
- [ sl
B(0,a)

dado que |z|™™ no es integrable para |z| > a, se tiene que:

/\ﬂwwy:o

B(0,a)

De la arbitrariedad de a, se concluye que f = 0. Otro ejemplo, para el caso

n =1, sea
1
flz) = —=5—x (),

 zlog’x (071/2)
usemos r = x, note que f € L;(R) y

2x

M) = 5 [ Ifwldy

0

[ o
ylog*y

0

1

- 2zloga’

v
Sk
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Como
—1

2zlogx

no es integrable en la cercanfas de # = 0, se tiene que M f ¢ Li(R). Ahora
bien, en descargo de esta situacion negativa, tendremos que si f € Li(R"),
entonces M f pertenece a L;-débil.

Definicién 4.5. Sea (X, A, ) un espacio de medida, una funcion f A —
medible, se dice que pertenece al espacio de las funciones Ly-débil denotado
por WeakL, = L, ~ (0 <p < 00) si

Il = inf {o >0:D;(\) < (%)p WA > o}

es finito. Bajo el convenio de que inf() = co. Como es usual dos funciones
en L, ) se consideran iguales si ellas son iguales ji-c.t.p.

Ejercicios

|x‘—1/2
1+|x|~1/2

1. Dada f(z) =
f c WeakLg.

para x € R, demostrar que f ¢ L. (m) pero

Teorema 4.6. Si f € L1(R"™), entonces
C
m({z € R": Mf(z) > \}) < X/[f(y)]dm
R"

Asi Mf e L(l,oo)-

Demostracidn. Para cada A € R, definimos Ay = {z : M f(z) > A}, de la
definicion 4.3, se desprende que para cada x € A, existe 0 < r < 0o (el cual
depende de x) tal que

1

W / |f(y)dm > A

B(z,r)
Notese que esta iltima expresién la podemos escribir como
1
m(Ban) < [ 1fwldn (42)
B(z,r)

supongamos que Ay # 0, de lo contrario el resultado se tiene trivialmente.
Notemos que para hacer uso del teorema 4.2 debemos tener que A, debe
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ser acotado, a priori esto no se ve claro, sin embargo podemos considerar el
conjunto Ay N B(0,k) (k fijo) en lugar del conjunto Ay. Ahora, sea § una
coleccién de bolas abiertas B con centro en Ay N B(0, k) tal que satisfacen
(4.2). Observe que bajo esta situacién la hipdtesis del teorema 4.2 se satis-
facen, asi, si Ay N B(0,k) # (), entonces existe una sucesion By, By, ... de
bolas de § tal que

(1) Las bolas By, B, ... son disjuntas,
(2) Axn B(0,k) C | 3Ba..

a>1

Dado que m(3Ba) = 3”m(Ba), entonces por la desigualdad (4.2) tenemos

m(A\ N B(0,k)) < Zm(i%Ba)

a>1

= 23% B
a>1

<) 3A” /\f )| dm
a>1

— 3\ /|f )| dm

< g\ / ()| dm
RTZ

si k — o0, se tiene que

es decir g
m({z e R": Mf(z) > \}) < T/|f(y)|dm
Rn
De esto tltimo se tiene que M f € L ). O

Teorema 4.7 (Diferenciacién de Lebesgue). Sea f € Ly(R"), entonces

lim —— /|f ) dm = f(z) [m]— c.t.p.

r—=0m, B (x,r)
B(a:r
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Demostracion. Sea f € Li(R™), entonces podemos hallar una funcién ¢ con-
tinua tal que g € L1(R") y para € > 0 (dado)

%/V@O—QWHWn<e

Ahora, observe que

W/w ) dm —g(z)| <

B(z,r)

/ lg(y) x)|dm <,

iy o [ Lol dm = g(o).

r—>0mB:Br

es decir

B(z,r)

Por otra parte, obsérvese que

liris(l)lp / |f(y)|dm — f(z)| =
B(wr)
h'msup / f(y) = g(y) dm+
0 B(mr)
(m / g(y)dm — g(:v)) + (9(z) — f(z))
B(z,r)

< M(f —g)(@) + 0+ |g(z) — f(x)].

Ahora, consideremos los siguientes conjuntos

r—0

, 1
E\ = x:hmsupm / |f(y)|dm — f(x)| > A

={z: M(f —g)(x) > A}
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Hy = {x :[f(x) —g(x)] > A}.

Note que
E, C F)\/Q U H)\/Q
y
F,\/2 /\g x)|dm < e,
luego
2e
m(Fy2) < -

Ademas, en vista del teorema 4.6 tenemos

2ce
H,\/2 /|f r)|dm < —

de donde

m(Ex) < m(Fyp) +m(Hyp)
2(1+c)§ 50 si e—0.

Por lo tanto

m(E,\) = O,
asi hemos demostrado que
h'msup / lf(y)|dm — f(x)| =
r—0
B(:v r

[m]-c.t.p. Como
r—0

s 1
0 it | s / F@)|dm — f(x)

r—0

< timsup| / F)ldm— f(z)] =0 [m] - ctp,
B(z,r)
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entonces tenemos que

’ . 1
hmmfm / |f(y)|dm — f(x)

r—0

= lim sup

nawp |- [ 1i@am— 5| =0 m - ctp,
B(

z,r)
por lo tanto, podemos escribir
, 1
I | ——r— |f(y)ldm — f(z)| =0 [m] —ct.p

r—0 m(B(a:,r) s

de aqui obtenemos

1
lim ————— dm — =0 [m]-—c.t.
0 m(B(a,7) (/ | F@)ldm — () =0 [m] - ctp

que era lo que queriamos demostrar. O

Teorema 4.8. Sea f € L,(R"), 1 < p < oo, entonces M f € L,(R"). Ademds
existe una constante C' = C(p) tal que

1Mz, < CWIIF

Demostracion. Para p = oo, podemos observar que M f € Lo (R™) y

M fllze < [1f[loc-

Supongamos que 1 < p < 0o, luego para cada A € R™ definamos
flx) silf(z)| =2 A/2

0 si|f(z)] <A/2

falz) =

entonces para todo r € R"

[f(@)] < | fa(z)] +A/2,

asi

(M f(x)] < Mfa(z)] +A/2,
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luego

{z: Mf(z) >} C {z: Mfr(z) > \/2}.

De esto dltimo obtenemos
m({z: Mf(@) > \}) <m({z: MA) > A/2}),
En virtud del teorema 4.6

m({e 5@ >3} < 5 [ i@l dn

-5 [ s@lam @3
@ f(@)|2A/2}

Luego por el corolario 2.72 y (4.3), resulta

/ny )P dm = pf»’ m {x Mf(z >)\})
0

J
<pc [ [ p@ldn | o
0 {a:f@)>r/2}
2| ()]
—oC [ |f(x) ( AP 2dA)
]
2-1pC
=2 [ @it am,

R

p—1
=222 [ dm,
Rn

es decir, para p > 1, tenemos

IMfllz, < COINSlL,,
2p—1 C 1/p
donde C(p) = ( P ) : O
p—1
Las propiedades de la funcién maximal de Hardy-Littlewood, motivan la
siguiente definicién.
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Definicién 4.9. Un operador T definido del espacio de las funciones medibles
en st mismo, se dice que es sublineal si:

1LT(f + g)(z)| < [T f ()] + [Tg(z)],
2. [TAf)(@)] < AT f(2)]
para toda funcion medible f y g y todo escalar \.

Las desigualdades en la definicion 4.9, se cumplen casi en todas partes.

Definicién 4.10. Un operador sublineal T definido en Li(R™), se dice que
es de tipo débil (p,q) con 1 < p <oo yl < q < oo, si ezriste una constante
C, tal que para cada f € L1(R™) y cada A > 0 se cumple

C q
(e s =) < (Sisie,)
y que es de tipo fuerte (p,q) si

1T fll, < CllfllL,
Nota:

a) La definicién anterior se puede extender a cualquier espacio de medida

(X, A, ).
b) C no depende de f.

c¢) Claramente todo operador lineal es sublineal.

Proposicién 4.11. Sea T un operador de tipo fuerte (p,q). Entonces T es
de tipo débil (p,q).

Demostracion. Por la desigualdad de Markov, con g(A) = A7y por el teorema
4.6 tenemos

m({x T f(x)] > A}) = m({x T f ()] > Aq})

C
<% [ ri@ian,
R

asi

m({o: @) > A}) < SITAIE,

< (Ssts,) "
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Teorema 4.12 (Desigualdad de Kolmogorov). Sea E un subconjunto de R™
de medida finita, si T es de tipo débil (p,q) y 0 <r < q, entonces

[zt am < o [mie)] 11,

E

Demostracion. Para cada A € RT podemos escribir

[e.9]

/|Tf(:v)\’"dm _ r/x—lm({x € B:Tf(x)| > A}) dA

0

—1/q
<m(E)) £,

., / N m({w e B [Tf()] > A ) dA

[e=]

o0

+r / X"—lm<{x € E:|Tf(z)] > A}) d\
(m<E>)1/qf||L,,

-1/q
(m(E)> A1l Ly

<r / N Im(E) dA

0
00

4
r—1 q
e [ (S, o
—1/q
<m(E)> I1fllzp

_r/q
= m(E) | m(E)] N1, +roU L,

= (1 2 () sl

Finalmente

[rs@ran < (1+ 25 (me) " 11,

asi

[ s i < ¢,y () 515,
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rC1
q—r

donde C 4, =1+

El reciproco del teorema 4.12 también es cierto.

Corolario 4.13. Sea E un subconjunto de R™ de medida finita, tal que
1_T
[zt dm < €, (m(E) 115,
E

con 0 < r < q, entonces existe C' > 0 tal que

m({z € B:Tf()| > A}) < (%nfum)q'

Demostracion. Sea E = {x € E : |Tf(z)| > A} para A € RT, entonces

TH(@)] dm < Crg[m({ € £: [T5()] > )] 11,
{a:|Tf(x)[>A}

Por otra parte es claro que
m({x:|Tf(x)|>)\}): / A" dm
{z:|Tf(2)|>A}

< / T ()" dm.
{z:|Tf(z)|[>A}

luego

({1151 > AY) < Coam(fe € B2 o) = AD] I,

15

m({o: (05 > N} [m({e € B2 (1) > A1) < Ll

(e s > 0)] " < (Cignfan)q.

]
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Teorema 4.14. Sea T' un operador sublineal definido en Li(R"™) + L (R™),
tal que T es de tipo débil (1,1) y ademds satisface

1Tl < Al Nl 2ec

donde A es una constante positiva, entonces para f € Li(R") + Loo(R") y
A >0, se tiene que

C
. < = :
m({z: Tf@)] > 2}) <5 / m({w: |f(@)] > 1}) di
[A/A,00)
Demostracion. Sea f € L1(R™), dado A > 0 podemos escribir

fla) = fale) + f (),

donde
(@) = f(2)Xqa1ps)12a/43 (2)

fA(x) = f(T)X(s:1£()[>n/43 (7).
De la sublinealidad de T', vemos que
{z:|Tf(z)| > } C{z:|Tfrp@)]>A}u{z: T ()| > A/2}
asi

m({x s [Tf()] > AY) < m({a: T hlo)] > A/2})
—i—m({x T V2(x)] > )\/2}).

/ A o
Por otra parte, nétese que || fy/2||r.. < oA entonces por hipdtesis

ITf (@)l 2o < A/2,

por lo tanto

m({x T f(2)] > )\/2}> —0.
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luego

m({z:Tf(@)] > A}) <m({: ITP2@)] > \/2})

C
<5 [ 197 @) dm
Rn
C

-5 [ ls@ldn

{z:lf(@)>55}
C

=5 / m({x S f(z)| > t}) dt

[A/A,20)
0

Observacion 4.15. Si reemplazamos ﬁ por cero, obtenemos que T es de

tipo débil (1,1); ademds notese que m({x C|f(z)] > t}) = 0 siempre y
cuando t > ||fllL.., ast, la integral de arriba se anula, entonces m({x :

Tf(x)| > A}) = 0,si escogemos t = %, resulta |Tf||.. < A||f|L... De esta

manera hemos demostrado que el reciproco del teorema 4.14 se cumple.

Teorema 4.16 (Interpolacién de Marcinkiewick). Sea 1 < pg < p; < o0.
Supongamos que T es un operador sublineal definido en L,,(R™)+L,, (R"), el
cual es simultdneamente de tipo débil (po,po) y de tipo débil (p1, p1). Entonces
T es de tipo fuerte (p,p) con pg < p < p;.

Demostracion. Sea f € L,(R™); para cada A > 0 podemos escribir

f(@) = falz) + fA(2),

donde
(@) = f(2)X {1 f(2)) <0y (T)

fA(m) = f(fﬂ)X{x:u(m)\»}(fU)-

Consideremos sélo el caso p; < oo. Ahora, queremos demostrar que f) €
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Ly, (R") y f* € L, (R"), para ello consideremos

/ | (@) [P0 dm = \Po / ’@V»o dm
R {m:|f(x)[>A}
<\ / y@vdm

{a:|f(2)[>A}

<X [ f(@)|P dm
/

< XN,

asi fy € L, (R™). Por un argumento similar al dado en las lineas de arriba
podemos demostrar que f* € L,, (R"). En virtud de la sublinealidad de T se

sigue que
{z:|Tf(x)] > A} C{a: |Thp@) > N2} u{a: |THA2)] > A2}

Por otra parte, gracias al corolario 6.6.1 resulta

TSNz, = [ ITf(@)" dm
/

o0

:p/xplm({x T F()] > A}) dy

0
oo

< p/)\p_lm({m T faje(z)] > )\/2}> d\

0
00

—l—]?/)\plm({x | TV2(2)] > )\/2}> )

0

P—1@ Po
<o [0S [1p@pam ) ax

0
00

p—1 on A p1
0 n

o0

< p/)\p—po—lcpo / |f(z)[Podm | dX

0 {z:|f(x)[>A/2}
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/)\p 1(;]31 / |f(x)[P* dm | dA,
0 (=11 (@)|<)/2)

Por el teorema de Fubini

2| f(x)|
ITIl < pem / @) / oty | dm
0

Rn

o0

—l—pC’pl/ | f(z)P / APPiLan | dm

Rm 2[f (=)

217 POy (1Po
Gl sk /|f Pl ()PP dim

2P plpC’ / _
+ )P f ()PP dm,
pL—p J |f( )| ’f( )’

esto es
2P—Po C’PO 2P—p1 Cpl
s, <0 (2224 220 i
P — Do b1—D
]Rn
asi
||Tf||§,p < C<p07p7p1)‘|f||Lp7
donde

9p—po(P0  QP—P1(JP1 ) 1/p
_l’_

C(po,p,p1) = (p
P — Do p1—D

]

Teorema 4.17. Si T es un operador de tipo débil (1,1) y B C R" tal que
m(B) < 0o, entonces

/ T ()] dm < m(B) + C / (@) log" | £(x)] dm

B

donde log™ t = max(logt,0) y C es una constante independiente de f.
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Demostracion. En virtud del corolario 6.6.1 con p = 1 resulta

o

/|Tf(x)|dm:/ ({xeB ITf(x >/\}>d/\

:/m<{a:€B |Tf(x |>)\}>

(e e}

+/ ({z € B:Tf@)] > A}) ax

<o+ [($ [ U@ldn| o

1 {zeB:|f(z)|>A}
A
B)+C |f(z)] — | dm
Jen [ 5
B)+C / (@) log" |f(z)| dm.
RTL

]

Teorema 4.18 (Cotlar). Supdngase que S y T son operadores sublineales y
que T estd mayorado por S en el siguiente sentido: Si C'(x,r) = {y e R":
r<|r—y| < 27’} para cada x € R™ y f € Li(R™) le corresponde 0 <7 < o0,
tal que Tf(x) < mf ]Sf( )|. Entonces si S es de tipo débil (p,p) para

algin p >0, T tambzen es de tipo débil (p,p).

Demostracion. Sea 0 < q < p, entonces
Tf ()" < S o ISf( ),

luego

1
Tf(x)|! < —F——= 1S f(y)|* dm
m(C(z,7)) (:c/r)

- m(B(z, 47))
- m(C(w, ?))m(C(a:, 4?’))

| ist@pdm 1

Z,ar
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Donde B(x,r) denota la bola de centro en x y radio 7. Entonces por (4.4)
Tf(2)|" < CM(|Sf|*(x))

Con C independiente de z y f.
Note que en virtud del teorema 4.6 M es de tipo débil (1,1) y por el
teorema 4.8 M (|Sf|?) € Loo(R™) y ademds

IM(ISF) 2w < CNSFIl e

Ahora, invocando al teorema 4.14 para obtener

c
m({w: M(ISfI"(x)) > X/2} gA—/ ({215 ()] > 1¥2}) ar
[CA9,00)
¢ P 1—p/q
= R
[CA9,00)
CAP|IfII,

Asi
m({x T f(x)] > A}) < c(%)p.

Ejercicios

1. Sea (X, A, ) un espacio de medida finita. Demuestre que el dual de
Li(p) es Loo ().

2. Si f > 0 es una funcién no decreciente en (0,00) y 0 < p < ¢ < o0,
a € R. Demostrar que

([ o) se(["esort)”

donde C' = C(p, ¢, «).

3. Sea f una funmon decreciente en [a, b] (a # 0) tal que 0 < fo x)dr <
oy 0< fo x) dr < co. Demostrar que

() =+ )
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lo que es equivalente a
b a
a/ f(:z:)dxgb/ f(z)dx.
0 0

4. Sea B(z,r) C R™ una bola abierta de centro x y radio r. Definamos el
conjunto de Lebesgue de f como

b= ey 0 SN =0

Demostrar que si f € L1(R™, £, m) entonces
|f(z)] < Mf(x) para cada x € Ly

donde M f(x) es la funcién maximal de Hardy-Littlewood.

5. Sea f € Li(R"™, L, m) tal que

/ f dm’ <m(E)
E

donde E es un conjunto Lebesgue-medible. Demuestre que | f| < 1 c.t.p.
6. Sea f: R — [0,00) definida por

{m Si$€(0,1/6)

T@=90"" sr¢01/e)

Demuestre que

a) [ f(t)dt=—1/Inz parax € (0,1/e).
b) [5 Mf(z)dx = oco.



Capitulo 5

Convolucion

5.1. Resultados basicos

Definicién 5.1. Sea E C R definamos o(E) C R como o(E) = {(z,y) €
R?*:z—y€E}

Proposicién 5.2. Sea T : R? — R definida por T(z,y) = z + y. Entonces
T es continua en 0.

Demostracion. En primer lugar, queremos demostrar que T'(V x V) =V +V
para V C R, donde

V+V={os+y:zeV,yeV}. Enefecto, sea z € T(V x V) < existe
(r,y) e VxVitalque z = T(zr,y) @ z=ax+yconz € V,y eV &
2e€VAH+V. ASIT(VXV)=V+V.

En segundo lugar, queremos demostrar que 71" es continuo en 0. Para ello
sea U una vecindad de 0 en R y V una vecindad de 0 tal que V +V C U,
note que V x V es una vecindad de 0 en R? pero

T(VxV)=V+VCU,
demostrandose asi la continuidad de T en 0. OJ

Observaciéon 5.3. Una demostracion alternativa de la proposicion 5.2, con-
siste en observar que R? como espacio normado estd dotado de la norma

(@, y)llrz = lz[r + [lyllx,
luego, para T'(z,y) = x +y, se tiene
1T (z,y) = T(xo, yo)llr = [|# — o +y — yollr
< lz = zollr + lly — woll=
= [[(x — 20,y — vo)||r2
= V(@ —2)?+y—w)?<d=e

159



160 Convolucién

FEsto 1ltimo, nos dice que la continuidad de T en (x¢,yo) es uniforme.

Proposicién 5.4. Sea h : R? — R definida por h(x,y) = x —y. Entonces

I. h es continua en 0.
1. h"1(E) =o(E) VE € R.
1. Si E es abierto en R, entonces o(E) es abierto en R

1v. Si E es cerrado en R, entonces o(E) es cerrado en R2.

[e.e]

v, a<n©1En> _ U o(E)

n=1

VI. 0( ﬁ En> = fjla(En).

n=1
Demostracion. (i) es una consecuencia inmediata de la proposicién 5.1.
(ii)
Sea E€Ry (r,y) € ' (E) < h(r,y) €E

Sr—yek
& (z,y) € o(B).

Por lo tanto h™}(E) = o(E).
(iii) y (iv) se obtienen de (ii).

(v) (x,y)Ea( L—J1En> srx—ye J E,e r—ye€E, paraalgin n &

n=1

(2,y) € 0(Ey) & (z,y) € L_Jla(En)'
De esta manera hemos demostrado que

a( U En> = U o(E,).
n=1 n=1
(vi) Lo dejamos como ejercicio. O

Lema 5.5. Si E C R es un conjunto Lebesque medible, entonces o(E) es un
congunto medible en el espacio producto.
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Demostracion. Supongamos que FE es un conjunto acotado, entonces
m(F) < co. El lema es cierto.

Si E es un conjunto G5 o F,. En efecto, por un resultado conocido de
teoria de la medida podemos hallar un conjunto K el cual es F, y un conjunto
H el cual es G tal que

KCECH y m(K)=m(FE)=m(H). (5.1)
Entonces m(H ~\ K) = 0.

Es claro que o(K) C o(E) C (H).
Notese que para todo A C R tenemos que

Xo(a)(7,y) = xa(z —y).

Luego para cada x € R tenemos

[y = [ e =)y
R - R/XK<—w dy
— m(K) (52)

Sea C' € R un conjunto arbitrario, acotado en R, en virtud del teorema

de Tonelli, tenemos
/ Xo(K) dm X m = //XJ(K) dy dx
C R

CxR
= /m(K) dx
c
=m(K)m(C). (5.3)
Similarmente, podemos demostrar que
/ Xo(m) dm x m = m(H)m(C). (5.4)

CxR

Asi
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/ Xo(H) = Xo(x) dm x m = 0. (5.5)
CxR
Como o(K) C o(H), entonces

Xo(H) — Xo(K) = Xo(H)Ac(K)

= Xo(H)—0(K)>
luego
/ Xo(H)—o(K) dm X m = / Xo(H)—o(K) dm X m
CxR CxR
es decir

/ Xo(H)—o(K) dm X m =m X m([o(H) —o(K)NC x R).
CxR
Por (5.5) resulta

m x m<[a(H) —o(K)]NC x R) —0.
En particular
m x m([a(H) — o(K)] N [-n,n] x ]R) —0. YneN

pero
U (lo(H) = o(K)] 01 [~ 0] x R) = o(H) — o(K),

de aqui, concluimos que

m X m(a(H) - 0(K)> = 0.
Por otra parte, sabemos que
o(E)—o(K)Co(H)—o(K)

en virtud de que m x m es una medida completa se tiene o(E) — o(K)
es un conjunto medible, ademés o(K) es un conjunto F,, por lo tanto

o(E) = o(K) U <0(E) - J(K>)

es un conjunto medible, con esto queda demostrado el lema 5.5 O
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Corolario 5.6. Sea f una funcion medible. Definamos F : R* — R por
F(x,y) = f(x —y). Entonces F' es medible en R2.

Demostracion. Sea h : R? — R definida por

h(z,y) =x—y.

Note que
F(z,y) = f(h(z,y)) = f o h(z,y)
Sea a € R, luego

{(x,y) €R?*: F(z,y) < a} = F ! (~00,0)
= (foh)™(~00,a)
=h7'(f T (—o0,a)).
Como f es medible, entonces f~!(—o0, ) es medible.
Sea F(z,y) = f(z —y) y G(z,y) = g(y).
En virtud del corolario 5.6 F es medible en R?, Ahora, obsérvese que

{(z,y) eR*: G(z,y) <a} =R x g~ (—00,a),

entonces G es medible en R2. Asi, resulta ¢ medible en R
Por otra parte, en virtud del teorema de Tonelli, resulta

[ 1ot pldmxm— [ _/If(:c—y)ldw 19()] dy

RxR R

=/ /\f ) do | lg(y)|dy
= IIflh / 19(x)] dy

= Hf||1||9|\1 < 00,

si E = f~1(—o0,a), entonces E es medible, asi

{(z,y) eR*: F(z,y) < a} = h'(E),

es decir {(z,y) € R?: F(z,y) < a} = o(E).
Por el lema 5.5 o(F) es medible, por lo tanto F' es medible. O



164 Convolucién

Teorema 5.7. Sean f, g € Ly (R,E,m). Para cada x € R definamos

= /f(flr —y)g(y) dy

Entonces C' € Li(m) y ademds ||C|lx < ||fll1]lg]l1-

Demostracion. Primero debemos demostrar que si ¢(x,y) = f(x,y)g(y), en-
tonces ¢ es medible en R%. Por lo tanto ¢ € Lg2. Luego, por el teorema de
Fubini, tenemos

/|C’(x)|d:r

R

/ @ —y)llgw)dy| de

(VAN
SA

/ (@ — )|z lg()] dy

/|f ) do | lg(y)|dy

= Il Hg|!1

L

Ll

Asi

€T < ANl
O

Definicién 5.8. La funcion C definida en el teorema 5.7 recibe el nombre
de convolucion de f y g y se denota por f * g, es decir

(f * 9)a /f:c—

Note que si f, g € L1(m), entonces f*g € Li(m) y

1f * glle < [If1l1llglls-

Teorema 5.9. Sean f, g € Li(m) y o, p € C, entonces tenemos:

a) fxg=gx*f (Conmutatividad)
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b) (fxg)*h=fx(g*h) (Asociatividad)
c) f*(ag+ ph)=a(f *g)+ B(f *h) (Distributividad)
Demostracion. Ejercicio. O

Teorema 5.10. Sea g € Li(m) y f € L,(m) con 1 < p < oco. Entonces
I1F *gllp < llglll[ £l

Demostracion. Sip= ooy f € Ly, entonces

(f *g)(@)] < /\f<x—y>r|g<y>|dy

<1 fllo / 19(9)| dy

R
= llglll flloo-
De donde
1(f* ) (@)oo < Nlgllill flloo-

Seal<p<ooyl<q< oo elindice conjugado de p, es decir * 5 + = 1.
Ahora, note que por la desigualdad de Holder, el teorema de Tonelh y la
invariancia por traslacién de la integral, tenemos

1f # gl = / / @ — 9 (w) " (gw)  dy | de

1/p] P

S/ | R/If(:r:—y)|”|g(y)\dy R/Ig(y)ldy " da
= [{ [ 1= Plawlay | 1ol ao

=gl [ | [ 1 - w)Plowlay | do

S WARCE e R WA

= gl 12191l
2+1
= gl IFIE.
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De donde se sigue que

P11
1F* gl < Nl WA

finalmente

141
1+ glle < Mgl "11f 1l
< gl LA 1lp-

]

Observacion 5.11. El teorema 5.10 juega un papel importante en la teoria
de semigrupos. Por ejemplo, definamos en L,(m) el siguiente operador

T(f)(z) = & / Fy)e =5 dy

Con f € L,(m), entonces podemos escribir

T,(f)(x) = (Gyx f)(z), donde Gy(x)= e~ ar

Por el teorema 5.10 tenemos

1T (Hllp = NG fllp < NGl 1L,

pero
1 |2 1 > NS
G :—/eéltdx:—/eyd:—zl.
R R
Ast, finalmente ||T:(f)|| < 1, tomando T'(0) = I es el operador identidad,

se demuestra fdcilmente que TyTs(f) = Tivs(f), este semigrupo se llama
semigrupo de Gauss- Weierstrass.

Observacion 5.12. La siguiente aplicacion del teorema 5.9, es sencillamente
sorprendente, ya que podemos transformar un operador que no estd definido
por una convolucion y asi poder aplicar el teorema 5.9. En efecto, sea H el
operador dado en la definicion 3.9(Operador de Hardy), es decir

Hf(x)zi/f(y)dy para 0 <z < oo.
0
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hagamos el siguiente cambio de variable:

z=ce’ y:et

Observe que
Hf(e’)=¢e? / f(ehel dt.
Por otra parte, note que
I = [1r@Pdz = [ 15 ds
0 —00

= [l f(e*)II7,

Ahora, bien la ecuacion
Hf(e®)=¢e"? / fehe dt

nos conduce a

s

e/PHf(e%) = e™%/1 / P f(et)et/ dt

= /et/pf(et)e_sgt dt
- / e''7 f(e)g(s — 1) dt.

donde

e V1 §i0<y<oo

9(y) =
0 st —oo <y < 0.

Como podemos ver hemos transformado (via un cambio de variable) el ope-
rador de Hardy en un operador definido por una convolucion, en tal sentido
podemos aplicar el teorema 5.9 y asi obtener

1 £l = lle*”H f(e*)],
< llglllle”’” £ (e
= llglhll f1lp-
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Como
lolls = | lotw)ldy = [ lotw)ldy

—00 0
/ e Y/a dy
0

=4q

__ P
p—1

Finalmente

p
H < — .
171 < 2151,
Observacion 5.13. Si fijamos g € L1(m) y definimos

T(f)=1fxg

Entonces podemos interpretar el teorema 5.10 de la siguiente manera, para
1 <p < oo el operador T : L,(m) — L,(m) es un operador lineal acotado.

Teorema 5 14 (W.H. Young). Sean p, q y r nimeros reales tales que p > 1,
qg>1y; +——1 = 1> 0. Sean f € Ly(m) y g € Ly(m). Entonces

f*gGL()
1f* gll- < I fllollgllq-

|
Q=
+
o=

Demostracion. Sean a, b y ¢ niimeros reales tales que Ilj = % + %,
y a = r. Note que

Q=

Ahora, escribamos

[f(z = )9 =1f(z = y)llg(y)l
= (17 = 9)Plgt)1?) (17 = )PPl 1).
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En virtud del corolario 2.24, obtenemos que

/|f T — y)| dy
1/a 1/b
< (/ [|f(55 - )‘p/a‘g(yﬂq/a}a dy) (/ |f(z — )|pb(f—7) dy)

{porss”

1 1 1
pero———:—y—— = —, asi
P a b q c
/ @ =)o) dy <

</fx y)l’la(y "dy) (/fx pdy) b(R/g@)qdy)”c

1/r
/ f(x—y)gly)| dy < ( / f(xy)pg@)qdy) PN gll .

R
Deﬁnamos

h(z) = / @ — y)g(y)| dy,

R

W)l < ( / fla— y>|pg<y>wy)
/ b dz < 171 gl / [f(xy)” / |g<y>qczy] da

R ]R R
<1 £ll5* pllallg

r (5+1) (c+1)
[ @ dz <171 ol
R

entonces

luego
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1/r
r (3+7) (1+1)
[ i@z | < g
R
Note que
1 1 1 1
P +2) =p(5 +2)
Y 1 1 1 1
e Y —g(2 LY =1
A=+ =) = al=+ )
Asi
1/r

/ | < 1ol
R

de esto tltimo es facil ver que f * g € L,(m), asi

Lf = glle < (1 £llpllglq- U

5.2. El soporte y la convolucion
Definicién 5.15. El soporte de f : R™ — R se define

supp(f) = {z € R": f(x) # 0}

(siempre es cerrado).

Corolario 5.16. Si x ¢ supp(f), entonces existe un entorno abierto de x
donde f se anula.

Observacion 5.17. Brezis observo que esta nocion no es adecuada cuando
trabajamos con clases de equivalencia tales como el espacio L,, en virtud que
con la definicion 5.15 no es cierto que si f = g c.t.p entonces supp(f) =

supp(g)-
En tal sentido, se da la siguiente definicion.

Definicién 5.18. x ¢ supp(f) si y sélo si existe una abierto V tal que x € V.
y [ =0 casi en todo punto de V.

Si f es una funcion continua en R™ no es dificil verificar que esta nueva
definicion coincide con la definicion 5.15.

Por otra parte, si f = g c.t.p. en R™ (con la nueva definicion) es claro que
supp(f) = supp(g). Asi, podemos hablar del soporte de una funcion f € L,
sin preocuparnos cual representante de la clase escogemos.
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Proposicién 5.19. Si f y g tienen soporte compacto, entonces f x g tiene
soporte compacto. Ademds

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Demostracion. Note que
(Fe)e) = [ sgle-nat=[  fgle-a
Rn supp(f)

pues si t ¢ supp(f), entonces f(t) = 0.
Andlogamente si x—t € supp(g), entonces t € z—supp(g), luego g(x—t) =
0sité¢x—supp(g). Se deduce que

(Fe9)@ = | F(t)g(a — 1)t
supp(f)N(z—supp(g))

Si (f *g)(z) # 0, entonces supp(f) N (z — supp(g)) # 0 luego existe y €
supp(f) N (z —supp(g)). Pero como y € x —supp(g), entonces y = x — w con

w € supp(g). Asi pues z =y + w con y € supp(f), w € supp(g).
Asi hemos demostrado que

{(f = g)(x) # 0} € supp(f) + supp(9),

pero la suma de dos compactos es compacto (no vale para cerrados) por lo
tanto

supp(f * g) C supp(f) + supp(g). O

Teorema 5.20. Si f € Li(R", L, m) y k es acotada y uniformemente conti-
nua en R™, entonces f x k es acotada y uniformemente continua.

Demostracion. Veamos que f * k es uniformemente continua. Si f = 0, en-
tonces [ * k= 0 en cuyo caso no hay nada que demostrar. Supongamos que
f # 0. Dado € > 0, por ser k uniformemente continua encontramos un ¢ > 0

tal que si | — y| < 0, entonces |k(x) — k(y)| < Ty entonces

|f k() = [ k(y)| =

[ Fke =ty di— [ k(1) dt‘
< [ 1@k~ )~ ki~ o) d

19
< T / 7@l

=&

yaque |[(z—t)—(y—t)| = |[z—y| < §. Esto muestra que fxk es uniformemente
continua. Por el teorema 5.10 sabemos que

1 * glloe < llglll[Flloo- O
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5.3. Convolucién con funciones suaves

Definicién 5.21. Para m € N denotamos C™ la clase de funciones f(x) con
x € R™ tales que las derivadas parciales hasta el orden m incluido existen y
son continuas.

El subconjunto de funciones de clase C™ con soporte compacto se denota
Cy.

Similarmente C™ es el conjunto de todas las funciones infinitamente di-
ferenciables y C3° el subconjunto de las de soporte compacto.

Sia = (ag,as,...,0,) es un multi-indice con o; € {0,1,2,...}, podemos
considerar la derivada parcial

olel f

o1 o
Il 8:{:2 st 8:6%71

(D)) = 5

Siendo |a] = o + g+ -+ + .

Teorema 5.22. Si 1 < p < oo, f € L,(R",L,m) y k € CJ', entonces
f*keCl"y ademas

D(f = k)(x) = (f * Dk)(x)
siempre que |a| =a;+ay+- -+ a, <m.

Demostracion. Primero demostremos que si k es continua con soporte com-
pacto, entonces f * k es continua.

|(f % k)(z+h) = (f = k)(z)]
FOk(@+h—tdt— [ fOk(x—1) dt‘

Rn R

| J@kG =)~ k(1) dt‘

Siu=ax—t, entonces t = x — u, luego

- f®)[k(u+h)— Ek(u)] du

1/q

S(RJﬂw—wVw)w<RJMu+m—kWWmQ

Afirmamos que

1/q
lim ( |k(u+h) — k’(u)|qdu) =0.
Rn

h—0
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En efecto, como k es continua y tiene soporte compacto, entonces es unifor-
memente continua en R™, por lo tanto dado € > 0 existe un 6 > 0 tal que
para todo u € R", si |h| < 0, entonces

|k(u+h) — k(u)] <e.

Podemos ademés suponer que § < 1. En consecuencia si |h| < 6,

/n |k(u+h) —k(u)|?du = /I|k:(u+ h) — k(u)|? du

</€qdu
I

=eim(I)

donde I = {z € R™ : d(z,supp(k)) < 1} (que es compacto y por lo tanto
tiene medida finita).

Sea k € C* (m > 1) fijada ¢ con 1 <i < my sea e; el i-ésimo vector de
la base candnica, entonces

(f k)& +h-e) = (f+k)(x)
h

:/nf(t) {k(x—t%—h-;i)—k(:v—t)] i@

- /nm) {gfi (x—t+ h*)} dt

por el teorema del valor medio, para algin h* = ( - e¢; dependiendo de x y t,
donde ( esta entre 0 y h.
Por lo tanto, cuando |h| — 0, 2%(x — ¢ 4+ h*) converge a 2% (x — t)

oz
uniformemente en t.
8k:

tiene soporte compacto, se deduce del teorema de la conver-
gencia umforme que la dltima integral converge a

/ R0 {SZ (z — t)} dt.

Por lo tanto, (%_(f x k)(z) existe y es igual a <f * %) () que es continua

por lo antes demostrado. Esto demuestra el teorema para el caso m = 1, la

demostracién para cualquier m es inmediata por induccién (aplicando el caso
=1). Sesigueque fxke C®si fe L, (1<p<oo)ykeC.
Ademas por el teorema 5.20 f x k tiene soporte compacto. O
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5.4. Aproximaciones de la identidad

Definicién 5.23. Dada una funcion k : R - R y ¢ > 0 definamos

ko(z) = ek (f) .

€

Por ejemplo, si k = xp donde B = {z € R" : ||z|| < 1}, entonces tenemos
que
e osiz| <e
k.(z) =
(@) {0, si|z] > e

es decir, k() = e "xp.(0) donde B.(0) = {x € R" : |z| < e}. Vemos que a
medida que hacemos pequeno a ¢, k. es una funcién con un pico més elevado
y un soporte mas pequeno.

Para cualquier funcion k positiva ocurre lo mismo.

Lema 5.24. Si k € L;(R™, L, m) y e > 0, entonces

1. [ou ke(x) dz = [, k() dx.
2. Para cada 6 > 0 fijo

/ |ko(x)|dx — 0 cuando € — 0.
|z|>d

Demostracion. 1. Basta hacer el cambio y = £, luego

/n ke(z) de = /n e "k (g) dx
= / k(y) dy.

(y = £ es un cambio lineal de coordenadas.)

2. Fijemos un § > 0 y hacemos el mismo cambio de variable, entonces

T
]ke(:c)|d:c:/ e "k (—) dx
/x|>5 |z|>6 (5>

- / k()| dy.
ly|>d/e

Pero /¢ — 400 cuando ¢ — 0. Como k € Li(R", £, m) la ultima

integral tiende a cero a medida que € — 0.
O
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Observaciéon 5.25. Si k > 0, la primera propiedad significa que el darea bajo
las grdficas k y k. es la misma, mientras que la sequnda significa que para €
pequeno el drea bajo el grdfico de k. estd concentrada en una region sobre un
pequeno entorno del origen.

Para cualquier k£ € L;(R™, £, m) consideremos
(fxke)(z) = [ flz—t)k()dt,
Rn

Ahora, vamos a demostrar que (f * k.)(z) — f(x) puntualmente cuando
e — 0, bajo hipdtesis adecuadas sobre f y k.

Definicién 5.26. Una familia {k. : ¢ > 0} de nicleos para la cual fxk. — f
en algun sentido, se llama una aprorimacion de la identidad.

Teorema 5.27. Sea f. = f *x k. donde k € L1(R") y fRn k(x)de = 1. Si
feL,(R", L,m) conl<p< oo, entonces || fe — f|l, = 0 cuando € — 0.

Demostracion. Por la parte 1 del lema anterior tenemos

f(x) = f(2) / i = [ kg i

Por lo tanto

|[fe(@) = fl2)] =

[ =0 s@moa
< [ -0 - @) a
= [ 15t =)= SO

donde q es tal que % + é =1.
Aplicando la desigualdad de Hélder con exponentes p y g obtenemos que

@ -l ([ 10 semmona)” ([ o)

entonces

[pw—seraes [ ([ -0 -s@proa) ([ o) o

n

=ttt [ ([ 1 =0 sl l) dr
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Cambiando el orden de integracién (lo cual estd justificado por el teorema
de Fubini-Tonelli, pues el integrando es no negativo) obtenemos

=i < i [ ([ 1 -0 - sl ac) a

= [ ol ([ 150 fopdc)

haciendo ¢(t) = [, |f(z —t) — f(2)[Pdx = ||f(- —t) — f(-)]|} tenemos

If- = FIE < RIZ [ |k(t)] () dt.

RTL
Para & > 0 escribimos
L= [ |k(t)|6(t)dt = Acs + Bes
]Rn
donde
As= [ Iklo d
[t|<d
y

B.s = /|tZ5 |k=(t)|o(t) dt.

Dado 1 > 0, podemos elegir § > 0 tan pequeno que ¢(t) < n si |t| < d, ya
que ¢(t) — 0 cuando [t| — 0 pues f € L,(m)

As<n / ke(8)] dt < nllE],
[t|<d

para todo € > 0. Por otra parte, por la desigualdad de Minkowski ¢ es una
funcién acotada, de hecho

1/p
[(t)]/P = ( s |flz—1t)— f(2)]? dg;>

1/p 1/p
<([a-ora) ([ 1)
Rn R™
=21l

de modo que

[¢llee < CIIf1lp)" = C,
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luego

B.s= ko (8)|6(t) dt
; /|| (1)]6(t)
<c [ |k()dt o

[t|=6

Cuando ¢ — 0. Por lo tanto
I. -0 cuando ¢—0

y esto demuestra el teorema. O
Corolario 5.28. Para 1 < p < oo, C°(R"™) es denso en L,(R™, L,m).

Demostracion. Sea f € L,(m) (1 < p < o0). Dado n > 0 escribimos f = g+h
donde g tiene soporte compacto y |||, < n. Elijamos un nicleo k € C§° tal
que [p, k(z)dr = 1y sea g. = g* k., entonces g. € C5°(R") y [lge — gll, = 0
cuando £ — 0.

Por los resultados anteriores, elijamos ¢ tal que ||g- — g||, < 1, entonces

1f = gelly < IPllp + llg — gellp < 21
Esto demuestra el corolario. O

Teorema 5.29. Sea f. = f * k. donde f € Ly ) Y Jan K =1,
entonces f. — f en cada punto de continuidad de f cucmdo € — O

Demostracion. Tenemos que

|[fe(@) = f2)] =

- flz —t)k(t) dt — 5 F(a)k () dt‘
[ 1= 1) = F@)leo) e

Si f es continua en x, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que si [t| < J, entonces
|f(z —t) — f(x)|] < ey obtenemos

o) — f(o)] < / RIS / )] dit

[t]<é

< 2|l [ 112 Blk0)] e+ <] ]
Como ft‘>6 |k-(t)] dt — 0 cuando ¢ — 0 para un § fijo, se sigue que

|fe — f(z)] >0 cuando € —0 ]
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Ejercicios

. Sean

a) f:R — R dada por f = x[_11]-
b) f:R? = R dada por f = xg(,1)-

En cada caso hallar (f % f)(z).

Supéngase que f € L, (R*, £L,m))y g € L, (R", £, m)) con %—i-% =1.
demostrar que para cada € > 0 existe R > 0 tal que

(fxg)(x)<e V|z|>R

Sean
l1(Loo) (R") = {f € Lioc,oo || flloon = Z 1l ei@u) < OO}
keZm
L)) = {1 € D 5 lhe = 509 i < ¢
E n
donde Qp = Qo+ ky Qo = [—%,%]" Si f € L(Loo)(R") vy g €

Loo(L1)(R™) demostrar que f* g € Loo(R™, L,m) y

1 * glloo < 27([flloo1llgl1.00-

Sea ¢ : R — R una funcién definida por

1
er’-1  si x| <1,
€Tr) =
#(@) {0 si || > 1.

a) Demostrar que ¢ es de clase C* con supp ¢ = [—1, 1],

b) Parae > 0y a € R, demuestre que la funcién f(z) = ¢ (“”3;“) es de
clase C™ con supp f = [a — €,a + ¢].

Sea [a,b] C Ry e >0 tal que a+¢ < b— e donde ¢ estd definida como

en el problema 1. Definamos h : R — R por h(z) = f; ¢ (=2) dt para
todo x € R. Demostrar que:

a) supph C [a —e,a + €]

b) h(z) = ¢ (funcién constante) para todo x € [a + &,b — €]
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c¢) hes de clase O y h(™(z) = fab Lo (%) dt para todo z € Ry
d) La funcién f = h/c de clase C™ satisface 0 < f(z) < 1 para todo
z€R, f(x) =1paratodoz € [a+e,b—ely [ |X@p — fldm < 4e.

6. Sea f : R — R una funcién integrable con respecto a la medida de
Lebesgue. Dado £ > 0, demuestre que existe una funcién g de clase C'*
tal que [; |f — gldm <e.

7. Consideremos el espacio vectorial de funciones

Ez{f:R—)R|fesdeclaseC’°°y/fdsz}
R

Demostrar que para cada 1 < p < o0, el espacio vectorial E es denso
en L,(R). ; Serd E denso en L;(R)?






Capitulo 6

Potenciales

6.1. Potencial de Riesz

Las desigualdades que involucran el potencial de Riesz proveen una impor-
tante herramienta que permite estimar funciones en términos de la norma de
sus derivadas. En lo sucesivo utilizaremos la transformada de Fourier. Sea
f € Li(R"); definimos f por

fie) = m [ f@)ds, cere

R"

La funcion f, la llamaremos la transformada de Fourier de la funcién f,
algunas veces la denotaremos por F(f). Consideremos el laplaciano de f,
esto es

3
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Ahora, deseamos reemplazar el exponente 2 en |z|* por un exponente
general § y asi definir, al menos formalmente, el laplaciano fraccional por

—

(—A)7 f)(z) = 2n]a))? f(z).

Con esta idea en mente, junto con el hecho que |[£|7* para 0 < a < n es
localmente integrable, podemos ver al laplaciano fraccional como un elemento
de . (" el dual del espacio de Schwartz .#). Ahora, definamos el siguiente
operador
I,: " — .9,

donde R

L(f) = (=2)" = f = F'(IE[7f(9)) (6.1)
para 0 < o < n, donde F~! representa la transformada inversa de Fourier
de |£]7 (en el sentido de distribuciones). Usando la férmula

o=+ [ as1er
C
a JO

donde C, = W_%F(%), el Teorema de Fubini nos permite demostrar que

Iflz) = — / o), (6.2)

(@) Jrn |2 —y["me

donde

~

En efecto, dado que ||~ f(x) es integrable obtenemos

FAe P = [ e [Ci AR CM] /(e

Rn

1 > 2mitx _le? C
- 2T TN F(€) dE| AS T dN
0

Rn

1 e . 2 . o
— _/ /627”536671'5)'\ /62wz§y dy df )\571 d\
Cuo Jo

Rn n
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1 S . o
=o || [ [ eras ) ay) 2
Cao Jo
Rn n

| e
J
:/f(y) {Cia/o TN x| dy

R

Az Ld\

= Cn—a / ‘-T - y‘a_nf(y) dy
Rn

de esta forma hemos demostrado (6.2).

Observaciéon 6.1. La verificacién de (6.2) la hicimos de manera formal; es
decir, supusimos que (6.2) estaba bien definido. Sin embargo, para ver que
(6.2) estd bien definido, necesitamos estudiar la convergencia de la integral.
Dado que el soporte de f es acotado, no tendremos problemas de integrabili-
dad en el infinito. A pesar que el nticleo del operador tiene una singularidad
en la diagonal x = y, se tiene que

il dy
/B U HfHLOOZ / o=

k=1<|g—y|<2—F |‘T -y

— m(B(z,27))
< 1A llzw Z 9—(k+1)(n—a)

o

<22 flloa ZQ_IW < o0.

k=0

De esta manera, hemos demostrado que la integral que define al operador I,
es localmente uniformemente integrable; es decir I, € Ly,

A (6.2), lo llamaremos el potencial de Riesz de f. Con la ayuda de (6.1)
podemos ver que

1o f(2)](€) = [€[7(8).
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Lema 6.2. Sea 0 < a < n, entonces
(1) La transformada de Fourier de la funcién |z|*™ es la funcién
V() (2m) "% 2|,
en el sentido siguiente
[ el swydo = [ (@)@m) ol ol da,
R Rn

para p € .7.

(11) La identidad - ~
(Lo f)(x) = @mlz])~ f(2),

se obtiene en el siguiente sentido

/ 1(f)(@)9(@) da = / Fla) @) 5(z) de,

Rn

para f,g € ..

Demostracion. — (I) Ver [13].
(II) En virtud de (I) tenemos

%HJ flx—y)ly|* " dy :R[ |y|—af(x —y)dy,
pero - B N
flz—y)&) = fl—y+ 2)(€) = e ™ f(—y).
Entonces
g:;;ﬂ!f(x —y)lyl* " dy :R[ ly| = F (—y)e 2=y
(2m)> - . o
v(e) / /f(fff Y)|y|*"dy | §(z)d

Rn n

[ frrefeperay ) g

RTL
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luego

) [ (@) de = / ¥ () (‘R/ gl)e 2o dx) dy

R’I’L

© >/ dx—/|y|‘“f )

~

= g(—y), entonces

(2m)° / I/ (2)g(x) di = / = F—y)3—7)dy

R" R"

/ I (2)g(x) dz = / (2nl]) Fla)5@)dy.

R™ R™

Dado que g(y) =

Lema 6.3. Si f € .7, entonces
(1) In(Igf) = In+p5(f) donde a > 0,8 > 0, + 5 < n.

(1) A(lof) = I (Af) = =14 2(f) conn>3,n>a>2.

Demostracion. (1) Al aplicar la transformada de Fourier obtenemos

L(I3))(€) = (2nle)(T5)(€)
= (2rla])=*(2nlz]) P f(€)
= (2rle]) D Fle)
= (Is5)(©).

Asi, tomando la transformada inversa de Fourier, se tiene

Ia(lﬁf) - a+5(f>-

= —(2rlal*Crlal) " f(€)
_([2704]‘.) (5)
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Por otra parte,

(L(A))() = 2nla)*(A)(€)
= —(2ra]) e (2m]a])2f(€)
= —(2ne))> - f(€)
= —(Ln_2f)(£). (6.4)

De (6.3) y (6.4), se obtiene el resultado.

En lo sucesivo, sera de utilidad la siguiente definicion.

Definicién 6.4. Sea ¢ € ., el funcional delta se define por la ecuacion
0(p) = (0,) = (0),

Teorema 6.5 (Identidad de aproximacién). Sea f una funcién puntualmente
continua, tal que

[wwlr<e v [ w1

o0

Si fu(z) = af(az), entonces
lim (fa, 0) = (0,9) V€T

Demostracion. Por supuesto, la convergencia es en el sentido de distribucién.
La idea es que cuando a — oo, f,(z) se transforme en un pulso angosto
(estrecho), con su altura creciendo en la misma proporcién que su ancho. Sea
¢ cualquier funcién de prueba, para eso, escojamos § > 0; tal que |p(z) —
©(0)| < € para |z| < 0, escojamos t de modo que

[ v@ld+ [T i@ <

[e.o]
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Finalmente, sea a < £, M = [*_|f(z)|dz y K = max lo(x)], entonces

[(fa(), ) = (0, >|
= [{a >—<5,<p>|

/ flu (0)} du

| i@ (&) -] ans [ 5w o () - o]
{lu>t[}

( IdU) (Ilggf 90(0)()

o | [ seran] (mixle (5

sO(O)D :
ul>t

Ahora, dado que |u| <ty a> %, entonces |%| < dy asi

([ ) s )l

IN

a
ademas
) u
/ |f(u)] du (rlgggf ¢ (5> - @(O)D < 2K,
u|>t
luego
. t
[(fal),0) =0 o) < (M +2K)e st a>s,
lo que significa que
lim (fa, ) = (0, ). O

Ejercicios

1. Demuestre que si ¢(0) = (J,¢) = d(¢) entonces (J,¢) no se puede
escribir como p(0) = (5,¢) = [*_d(z)¢(x) dz, siempre que § sea lo-
calmente integrable.
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6.2. Potenciales en L,

En la Seccion 2.1, consideramos el potencial de Riesz desde un punto de vista
formal. En particular operamos con funciones suaves que se comportan bien
en el infinito. Dado que el potencial de Riesz es un operador integrable, es
natural estudiar su accion en los espacios L, (R™). Por esta razén, formulamos
el siguiente problema; dado o con 0 < o < n jpara cuéles valores de p y ¢ el
operador

I, : L,(R") — L,(R")

es acotado? En otras palabras, ;jcudndo se tiene la siguiente desigualdad

Ha(F)llg <l fllp? (6.5)

Para resolver esta pregunta, consideremos el operador dilatacion ) definido
por

BA()(z) = f(Az),  A>0.

Por un lado, tenemos

I8l = [ 10 (©:6)

= X771/,

por otra parte, obtenemos

Bre1(Ta(Ba) (@) = 1(Br)(A~"2)

_ 1 Br(f)(y)
V(OC)Rn Al — y[nme

=\, f(z).
Asi
N a(£)lly = 185 La(Ba (D))l
= A7 La(Brf)lg- (6.7)
Si

AN g < ellf g,
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entonces por (6.5) y (6.6), se tiene que

AFINLBA) g < NeellBa(h),-
Asi

n

IA(B )y < AST5= el Br()lp,

donde si 2 — 2 — # 0, entonces A - 0 o A — oo.
Si obtenemos la desigualdad deseada, necesariamente tendremos

1
q

RS
310

Veremos que esta condicién es suficiente para dos casos excepcionales. Estos
B . o -~

suceden cuando p = 1, el cual implica que ¢ = —~~y cuando ¢ = oo, entonces

p = =. Consideremos la funciéon

1, si|z] <3,
€Tr) =
#@) {o, i |o] > L.
Note que
/gp(a:) dr = 1.
R"

Ahora, definamos la siguiente sucesién

wr(x) = 2k"p(kx),

1
=B(0,=
Supp @i, ( ,2k>

observe que

/ or(x) dr = 1.
Rn
Ahora, consideremos la siguiente situacién; si (6.5) fuese vélido, se tiene

lorll n < cllorlls-

Puesto que ||pk|l1 = 1 se tendria que

e

n n
n—o dl‘ < Cn—«
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es decir .
|2 dr < C%s
|z —y["e
Si |
9(y) = 2>
|z — y[r—e

notemos que g € ., entonces con la ayuda del Teorema 6.5, obtenemos

tm [ g(y)eu(y)dy = / 9(1)8(y)dy = g(0).

k—o0
Rn R

El Lema de Fatou nos permite obtener

n

//g(y)5(y)dy dxéliminf/ /g(ym(y)dy dx

Rn n ]Rn n

/ 19(0)| 75 dz < 75
]Rn

Esto 1ltimo nos conduce a una contradiccion. El segundo caso atipico ocurre
cuando ¢ = oo, de nuevo la desigualdad del tipo (6.5), no se puede obtener.
Una razon inmediata es que este es el caso dual del caso p = 1; sin embargo,
este caso (¢ = oo) lo podemos ver directamente considerando la siguiente
funcion, sea

ad+e)
x|~ (log & si x| <
||

N

fz) =

0 si|z| >

N =

con (1 + ¢€) donde € es un nimero positivo suficientemente pequeno. Ahora
queremos demostrar que f € LE(R”), en efecto
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Sin embargo, I,(f) es esencialmente no acotado cerca del origen. Esto es

2 (14e)
L0 = [ W (m%) dy

NI )=

dr
1 ) %(1-‘1—6)

T

N C(a)/o r (log

= OQ.

Ahora bien, si tomamos un subconjunto 2 C R™ (o < n), tal que 0 < m(Q) <
o0, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 6.6. Sea 2 C R™ un conjunto medible con 0 < m(2) < ooy 0 < a <
n, entonces existe una constante C' > 0, tal que

11(x0)llse < Cllxallz.

Demostracion. Podemos suponer que x = 0, y hallar un R > 0, para
el cual |B(0,R)| = |Q|; denotemos B = B(0,R); luego, si y € Q\ B,
entonces |y| > R como a—n <0:

[ iy < i s
O\B

— RB\ Q|
/ [y < / gy, (6.8)
O\B B\Q

Por otra parte
/Iyl‘”‘”dy=/ Iyl"“”dy+/ ly|*"dy,
Q Q\B QnB

y por (6.8), se tiene que

/Iyl"“‘”dyS/ Iyla‘”der/ ly|* " dy,
Q B\Q QNB

/ Yoy < / jylo"dy.

Q B

de donde
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Como

/|y\0‘”dy—crn\BOl\/ Py

|B(0 1)|R
= R"“IB(O, DI[B(0, D~ B(0, 1)[*/"
= |B(0, 1)|'~*/*(R"|B(0, 1)])*""
= |B(0, 1)[*~*/"|B(0, R)|*/".

Finalmente obtenemos
[ty < B0 B0, B
Q

es decir
110 (x0)llso < Clixall=.

Proposicién 6.7. I,f es semicontinua cuando f > 0.

Demostracion. Si xz, — x, entonces |z, —y|* "f(y) — |z —y|* " f(y);
por el Lema de Fatou obtenemos

/ lim inf |z, — y|* " f(y)dy < lim inf |z, —y|* " f(y)dy

Rn
|z —y|* " f(y)dy < lminf [ |z, —y|* " f(y)dy
R” R

I, f(x) <lminf I, f(z,).
[

Lema 6.8. Sea p la medida signada de Radon en R”, x € R” yv «a < n,
entonces

dp I
R ’QJ — y"fb—a = (n - CY) /0 r 1M<B(x7 r))dr,

siempre que p sea no negativa, 0

[,
g |T — Y[
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Demostracion. En virtud que toda medida de Radon es una medida de Le-
besgue y gracias al corolario 2.72, podemos escribir

Latim= oo om0
= [u (e v< ()
1, 1

Finalmente

/R ) /Ooo r* = (B(x, ) ) dr.

n |z =yl
0

Teorema 6.9. Sea 1 < p < oo. Sea €2 un conjunto de medida finita y sea
f € L,(52), entonces

[ af 2, < CllfllL,@ (6.9)
donde C =|B(0,1)}~/.

Demostracion. Por el Lema 6.6 con a = 1, tenemos

/ = yl*"dy < ClQJn,
Q

Entonces, si p > 1, utilizando la desigualdad de Holder, obtenemos

1/p 1/q
— yle"d Ply — gyl d — yle"d
/Q @)l -yl ys( / F@Ple -y y) ( / iz —y] y)
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1/p
L@l = giray < o ( / If(y)|p|ﬂf—y|a‘”dy)
Q Q

[ lle=srar] < o ([ 1wt - vy
Q Q
L,f(z)|Pdx < CP1 Plg —yl*"dy | dx
[ at@pas < /Q</Q|f(y)\| y y>
:Cpfl P o la—n
/Q!f(y)\ dy/ﬂ(!fr y|* "da)
CcP Pdy.
< / () Py
Asi,
Maf Iz, < ClllL, -

[]

Ahora, estimaremos la norma del potencial de Riesz de manera mas general.

Teorema 6.10. Si O <a<n, >0y 6 >0, entonces para x € R”

/ Mdy < Cod*M f(z),

(@) [T =yl

donde C, = 2[B(0,1)|.

Demostracion. para x € R" y § > 0 empleamos el Lema 6.8, asi obtenemos

[,
Bws) [T — Y|

o0 dr
—o-a) ([ ilar) 2o
0 B(z,r)NB(x,5) r

< n-a) (1001 [ arser ot o) [T st

= Z|B(0, DM f ()",
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Teorema 6.11 (Desigualdad de Hedberg). Sea 0 < a < ny f € L,(R"),
entonces para 1 < p < I se tiene la siguiente desigualdad

LS (@) < Il (M)

Demostracion. Para x € R™ y § > 0 se tiene que

L ()] < / uq@ﬂ dy+ /‘|xq@ﬂ dy

y|n y|n
B(x,6) R\ B(x,9)

por el Teorema 6.10, obtenemos

[ = [T [ el S

B(z,0) B(z,r)NB(z,d)

S(n—&( B(0,1)) /Mf MH)

0 1 / Mf rn— a+1
n
= " (B(0, )M f(2)5° (6.10)
Ahora bien, para d > 0 la desigualdad de Hoélder implica que

1
fly a-n
/ L) I Y OIS
R7\ B(z,5) |z —yl
B(z,0)

= 1l (0.1 [ )
nm(B(0, 1))
“n—qn—a)

Finalmente de (6.10) y (6.11), se tiene que

[ ML) ¢ 2mBO.1)
o=y

“n—qn-a)

1
q

(7 (6.11)

(M f @) + 1 f1,8°) . (6.12)

y
Si escogemos § = <Mf () ) " entonces (6.12) se transforma en
<

nm(B(0,1))
n—ﬁn—)

of ()] < 220 0 (0 f () 5| f ]
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Teorema 6.12. Sea 0 < a < n.

(a) Sil<p<Zyq= "2 entonces

n—ap’
[a . Lp — qu
es decir, |[1of|lg < C| fllp-

(b) Si ¢ = -, entonces
Ia : Ll — L(l’#)

esto es,

m({e s Lf(x) > \}) < c (”";”1)’31“.

Demostracion. (a) Observe que la desigualdad de Hedberg junto con el Teo-
rema 4.8, implica que

Q=

[is@iras) <l | [ig@eea

n n

=l | [1msapas
<Cfll

(b) Para el caso p =1 la desigualdad de Hedberg se transforma en

L f(@)] < 1117 (Mf ()%, (6.13)

Observe que por el Teorema 4.6 y (6.13) se tiene

n

m{z: If(z) > A}) <m x:Mf(ac)>< A )”‘(’

cllfIly
1Al
< 72
_C< h\ )

m({e s Lf() > \}) < c (”ﬁ”l)”n“.

asi
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Ejercicios

1. La integral de Poisson y la integral de Gauss-Weierstrass vienen dadas
respectivamente por:

) Pop(x) = [ Py, t)p(z —y)dy t > 0.
b) Wip(z) = fRn y, t)p(z —y) dy.
Donde

C,t
P(y,t) =

(12 + )07

O = p— D2y (”T“>

.1‘ 2
Wz, t) = (47rt)_”/2e_%.
Sea ¢ € L,(R™, £,m) con 1 < p < n/a. Demostrar que

1 <
Lop(z) = m/o t* Pip(x) dt

L [T .
= F(a/Q)/O t Wip(x) dt.






Capitulo 7

Espacios Ly(p) con 0 < p < 1

7.1. Nociones basicas

Teorema 7.1. L,(p) con 0 < p <1 es un espacio completo

Demostracion. Sea { f,}nen una sucesion de Cauchy en L,(u) con 0 < p < 1,
entonces

o) = i [ 11,(0) = Sl die =0,
n—oo X
m—0o0
de aqui se sigue que para cada numero natural k existe un menor nimero
natural n; tal que

1
/ |fu(x) = fn(2)P dp < g Pparam > ng, n> ny,
X

en particular, podemos tomar n = ny.; y m = ni de modo que

1
/ | frpr1(x) = fo. ()P dp < 3 Ppara k=1,2,3,... (7.1)
b

Definamos 1
E, = {a: e X: \fnk+1 - fnk(if)’ > %}7

entonces,

) = S = [ () dn= gl

Ey

luego por (7.1) se tiene que
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es decir,

Consideremos ahora

U B, - U {eexilhn-tul> g5} @2

=n
Si z no pertenece a este conjunto es claro que

1
|an+1 - an(JZ)| < oN/p’

1
| fan+2 = fan+1(2)] < SN

de modo que la serie
D e (@) = fur (@) (7.3)
k=1
converge, pero la medida de (7.2) es
o0 o0 92 k 9 N
e <32 (5) =3 (3)
k=N k=N
la cual tiende a cero cuando N tiende a infinito. Esto muestra que el conjunto

de todas la x para las cuales (7.3) no converge es de medida cero, es decir,
la serie (7.3) converge casi en todas partes, entonces también lo hace la serie

Z fnk+1 fnk( ))

ya que una serie absolutamente convergente es convergente. Escribiendo

N

-1

fnk (33) = fm (37) + (fnj-l-l(x) - fnj (3:))

1

<.
Il

se sigue que
/}i%lo fnk( fm ‘|‘ Zl fnj+1 fng( ))
]:

existe, denotando este limite por f(z) vemos que



7.1 Nociones basicas 201

lim f, = f(x) casi en todas partes.
k—o0

A demostrar que { f, }nen converge a f. Para ello observamos que por el Lema
de Fatou

/ () — F()P dps = / limind |f,, (2) — f, ()] dp
<hm1nf/ | fr (%) — fo; (2)|P dpe

< €P/2.
Finalmente,
/X () = F@)P ds < /X Fal@) — fon (@) P i+ /X () — F@)P dp
< €P
ast, (fn — f) eLp(N)Yf:(f_fn)+fn€Lp(ﬂ)- O

Proposicion 7.2. Sea

Lp—{f:[O,l]%R:fesf—medibley /1|f(t)]pdt<oo}.
0

Entonces,

a) d(f,g) fo |f(t) — g(t)|P dt es una métrica en L,.

b) d es invariante por traslacion y asi (L,,d) es un espacio vectorial topoldgi-
co.

c) Si A es convero abierto no vacio, entonces A = L.

d) f:L,—=Y eslineal eY es localmente convexo. Entonces f es constante.
¢) (L) = {0}
Demostracion. |f — g|P > 0 para toda f,g € L, asi,
1
0
entonces d(f,g) > 0.

Si d(f,g) = 0, entonces

1
/ f—gPdi =0,
0
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luego |f — gP = 0 c.t.p, lo que implica que |f — g| = 0 c.t.p, de donde f =g
c.t.p.

Por otra parte si f = g para f,g € L,, entonces f — g = 0 de donde

|f—g|p:0yasi,
1
0

Para f y g en L, notemos que

es decir, d(f,g) = 0.

d(f,g>=/0 \f—g!pdtz/o g~ fPdt = d(g. )

es decir,

d(f,g) = dl(g, f)-

Finalmente, si a y b son reales positivos, entonces a +b > by a+ b > a,
como 0 < p < 1, entonces p — 1 < 0, luego

(a+ bt <t

y

(a+bP ' <a”t
de donde,

bla+ )P~ <P
y

a(a+b)P~! < a,
sumando

a(a+ b+ b(a+b)P~t < af + b
(a+b)(a+b)P ! <al+ b
(a+0b)P <al +b°

Ahora, apoyandonos en esta ultima desigualdad, podemos demostrar la de-
sigualdad triangular. Sean f, g y h en L,, entonces

lf=glP =1f—h+h—gP <|f=hP+|h—gl
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para 0 < p < 1, luego

1

d(f.g) = —g|d

(f.9) /0|f gl dt
1 1

— hlPd h—qglPd
17 t+/or gl dt
— d(f.h) + d(h, g).
es decir, d(f,g) < d(f,h)+d(h,g).

Ahora queremos exhibir que d es invariante por traslacién. En efecto,

1
d(f—l—h,g—l—h):/ lf+h—(g+h)Pdt

/ f— gt

_df7

Antes de continuar, recordemos la definicién de base local.

Definicién 7.3. Sea p un punto arbitrario de un espacio topologico X, una
clase B, de conjuntos abiertos que contienen a p es una base local en p, siy
s6lo st para cada abierto O que contiene a p ewiste un abierto O, con centro
en p tal que O, C O.

Continuando, sea V' una vecindad abierta, convexa y no vacia del origen
de L,[0,1]. Sea f € L,[0,1]. Dado que V es abierta, existe una bola B,
(r > 0) centrada en el origen tal que B, C V. Sea n € N tal que nf € B,
donde

Bu ={f € Ly |IfIIF <nr}

luego,
1
Insly= [ s e <or
0
es decir,

1
Inflly = —

P dt <r
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Ahora, para s € [0, 1] definamos g, = xpo,s.f ¥ ¢(s) = ||gs|5. Sea s, 50 € [0, 1]
tal que s > sg, entonces

[p(s) — e(so)| = [llgslly — llgsoll}]
< lgs — gsoII1
= ||(X[0,s] - X[o7so})f||§
= IX{0,s)\[0,50) /7
= X051 115

/ ‘XSO st (t)[P dt.

lim |o(s) — @(s0)| = lfm / FOP 0
S$—S0 S0

S5—S0

Asi, ¢ es continua en [0, 1].

Dado que ¢(0) = 0y (1 ) [f1I7, por el teorema del valor intermedio
existe A\; € (0,1) j =1,2,...,n tal que
(1
p(0) < il) < (1),
||fH
=<1,

lgx, NI = #(As) = Ellflli,

[irwra= [wpa

_nf st 0<a <\
h’\j(x)_{ 0 en otro caso.

1 A
hy. Pdr = Pd
/O|Aj<x>r v /O|nf(:v)| v
e / @) de
- [ @r

<r,

Definamos

Note que
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por lo tanto hy;, € B, y asi, hy, € V.

1 [e.9]
Note que f = — Zh’\j’ de la convexidad de V' se concluye que f € V, es
n
j=1
decir L,[0,1] C V, pero V' C L,[0,1] asi, V = L,[0, 1].

Para demostrar la parte d), sea f : L, — Y una aplicacién lineal y continua,
de donde Y es localmente convexo, entonces existe una base local B cuyos
elementos son convexos. Sea B esta base local convexa de Y. Si B.(0) € B, en-
tonces f~1(B.(0)) es abierta, convexa y no vacfa (e arbitrariamente pequefio).
Por lo tanto,

F7H(Be(0)) = L,[0, 1],

en consecuencia

f(Ly[0,1]) € B(0),

entonces

f(h) € Be(0)
para todo h € L,[0, 1], por lo tanto

[F(h)] <e

luego,
lim |f(h)] < 11_1}1(1)6 =0,

e—0

asi |f(h)] = 0, es decir f(h) = 0 para todo h € L,[0,1]. En consecuencia el
tnico funcional lineal continuo de L,[0,1] es f = 0.

De la parte d) es claro que (L,[0, 1])* = {0}, con lo cual se obtiene e). [

Observaciéon 7.4. Después de analizada esta situacion, podemos prequntar-
nos: ;El espacio L,([0,1], £,m) serd normable?

El siguiente resultado desafortunadamente nos dice que esto no es posible.

Proposicién 7.5. Sea {f.}, oy una sucesion en L,([0,1],£,m). Entonces
no existe una norma || - || en Ly,(m) tal que si f, — 0 en Ly(m) implica que
| full = 0 cuando n — oo, para cualquier sucesion {fn}, oy C Lp(m).

Demostracion. Supongamos que tal norma || - || existe. Afirmamos que existe
una constante positiva C' < oo tal que || f|| < C| fll, Vf € L,(m). Dado
que la aplicacién f +— || f|| es continua, podemos hallar un 6 > 0 tal que
si ||fll, < d, entonces || f]| < 1, luego, para todo f € L,(m) se tiene que
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ﬁ € B(0,6) con 0 < |a] < 1, donde B(0,0) es la bola de centro 0 y radio

4. Por lo tanto
ad f

<1
£l

implica que
1
< — 7.4
11 < £l (7.4)

Si o — 1, entonces (7.4) se cumple para C' = %. Escojamos
C=mf{K:|f|| < K|fll,Vf € Ly(m)}

(Nétese que no excluimos la posibilidad de que C' = 0). Por el Teorema del
valor intermedio existe ¢ € (0, 1) tal que

[1svim= [ igpan =3 [ isan

Ahlora, para g = fXjo,e) ¥ b = fX(c], tenemos que f = g+hy |9/, = ||k, =
27 || f|lp, por la desigualdad triangular

LFIF< gl + NI
< C(llgll, +[17ll»)

C
= WHpr-

Como p € (0,1), entonces

C__a

21/p—1 —

de donde C' =0, asi ||f|| =0 Vf € L,(m) lo que contradice el hecho que
||.]| es una norma. O

Observacién 7.6. Si L,(m) fuera normable, entonces el Teorema de Hahn-
Banach es cierto en L,(m), pero (L,(m))” = {0}. Contradiccion.

Teorema 7.7. Sean (X, A, 1) un espacio medible y p un nimero real tal que
0<p<1. Sean f y g funciones de L,(X), tal que g # 0, entonces

1f + glly < 257 (1F 1l + llgll,)- (7.5)
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Demostracion. Sea 0 <t < ooy 0 < p <1, entonces p—1 < 0y es claro
que l+t>tyl+4+t>1, porlocual

(L+t)pt <!

(1+t)P <1, (7.6)

De (7.6) obtenemos
t1+ )Pt <, (7.7)

sumando (7.6) y (7.7) se tiene que
(14t7) <14t (7.8)

Definamos t = %, sustituyendo en (7.8) resulta

(LFT+ 1gD? < [f1P + gl
pero |f+g| <|f| + 9] vy 0 < p < 1, entonces
|f+glP <[P+ g, (7.9)

Ahora, dado que la funcién f(t) = t7 es convexa en [0, o], entonces en virtud
de (7.9) se tiene

f+9llp _ JIf +glPdu _ [1f1Pdp+ [ lglPdp

2 2 2
entonces
1 1
If +alls _ (JIf +glPdp\7 _ ( [1fPdu+ [ lgldp
2% 2 - 2
<227 {11l + llgll,)
y esto demuestra (7.5). O

Observaciéon 7.8. Este ultimo resultado nos indica que

1/p
1l = ( [ du)

no es norma en L,(X) con 0 < p < 1 el resultado que sigue nos garantiza
con mas precision esta ultima afirmacion.
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Teorema 7.9. Sean p y q dos nimeros reales con 0 <p <1y —oo <q<0
tales que
1 1
+
p g

sean f y g funciones positivas tales que fP y g? son integrables y, ademds,
supongamos que fg es integrable, entonces

171l llglls < /X fgdu.

Demostracion. Definamos r = 1/p y s = —q/p, verifiquemos que r y s son
conjugados
1 1 1
—+—=p—]—)=p<1——) =1,
r s q q

ademas, observe que s > 1, ahora escribamos
fP=rg" 9" =(f9)"q7",

a demostrar que (fg)? € L,(X) y g7 € Ly(X), en efecto

Joryau= [ (a1 du= [ fodu< .

lo que prueba que (fg)? € L,.(X). Por otra parte,

/(g‘p)sduz/(g"’)‘q/”duz/ 9% dp < oo,
X X X

asi g7P € Ls(X), luego en virtud de la desigualdad de Holder se tiene que

foras (o) (furrs)”
- (/x[(fg)p]l/p dﬂ)p (/X (g_p)—q/p du) e
— </X fgdlu)p (/}(quu>—p/q’

(Joran)” (o) ()™

de donde
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(o) () = ()

1o llglls < /X fgdu.

de aqui

por lo tanto

]

Corolario 7.10. Sea 0 < p < 1 y sean f y g funciones positivas de L,(X),
entonces f+ g € L,(X) y

1+ gllp = [1£1lp + llgllp-

Demostracion. En virtud del teorema 7.7 f + g € L,(X), por otra parte
escribamos

(f+9)P=f(f+9P  +9(f+9)P ", (7.10)

consideremos ahora

1/q
I+ a7, = ([ 16+ ol a)

1/q
= (/ \f+9!”du)
X

=|1f+gllz

<[22l + )]

lo que prueba que (f + ¢g)»' € L,(X). Retomando (7.10) y empleando el
Teorema 7.9, resulta

firsarae (L) () | s oa)

= (/Xfpdu>1/p+(/)(gpdu>l/p— </X(f+g)pdu)1/q,

(/X(f+g)pdu>1; > (/wfpdu)l/er (/Xg”du)l/p,

de aqui



210 Espacios L,(u) con 0 < p <1

(/X(f+g)pdu)1/p2 (/mf”d#)l/p+ (/Xgpdu)l/p,

finalmente,

asi

17+ glle = 171l + llglly-
O

Observacion 7.11. El resultado anterior nos indica que la desigualdad de
Minkowski queda sin efecto en L,(X) cuando 0 < p < 1, por tal motivo, la
funcion || - ||, no define una norma en L,(X) con 0 <p < 1.

Ejercicios

1. Para 0 < p < 1, demostrar que

ij

n
1p
<N N filly,
P j=1

, 1-p .
ademas demuestre que N 7 es la mejor constante.



Capitulo 8

L, es un espacio uniformemente
convexo

8.1. Convexidad Uniforme

Definicién 8.1. Un espacio de Banach (R, V,+,-.| -||) se dice que es uni-
formemente convexro si para todo € > 0 existe un niumero 6 > 0 tal que para
todo x,y € V las condiciones

[zl =Myl =1, llz—yl>e
implican

<1-4.

x+yH

El nimero

5(¢) = inf {1 -

r+y

H Nl = iyl = 1, 1 — ]| = }

se le llamard el mddulo de convezidad. Notese que si€; < €z, entonces d(€1) <
d(€2) ¥y 0(0) =0 pues z =y si e =0.

El ejemplo mas inmediato de un espacio uniformemente convexo es un
espacio de Hilbert ya que su norma satisface la ley del paralelogramo, es

decir,

2 2

r+y||” 1 9 9 T =y
U = 2+ o) - | 2
en tal sentido si ||z|| = |ly|]| =1y ||z — y|| > ¢, entonces
2 2
:c—i—yH <1<

211
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de aqui obtenemos

2
1S <1 |2y
1 9
de donde
5 Y
>1—14/1——.
(¢) 1

Lema 8.2. Sip > 2 entonces
(Ja+ b7 +]a—bP) " < (Ja+b* +|a—b*) "

para todo a,b € R.

Demostracion. Consideremos la funcion
f) =@+ ) P12

para todo t € [—1,1]; es claro que f es derivable en [—1, 1], calculemos la
primera derivada de f

1 1
f@z—O+ﬁﬁﬁﬂ*u+ﬂrm—§u+ﬁym%0+ﬁﬂp
p

-1

(1+1tP)
(1+17)

(L+8) 3P [P 2 (1 +42) — (1 +17)]
42T - 1),
) =

'E\»—' ‘d\'—‘

de aqui se tiene que f'(1) =0, f ’( ) = 0, también observamos que f'(t) < 0
site (0,1)y f'(t) > 0sit e (—1,0), lo que significa que la funcién f alcanza
un maximo en t = 0. Sea t # 0, entonces

ft) < £(0),
es decir, f(t) <1 pues f(0) = 1, en consecuencia

(1+)VP(1+ %)Y <1,

asi
(L) < (1)1,
escojamos
a0
o Ja+b|
entonces

(Ja + b + [a — b")? < (Ja + b2 + |a — b]?) />
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Lema 8.3. Sip > 2 para todo a,b € R, entonces

la + b|P 4 |a — b|P < 27 (Ja|? + |b[P).

Demostracion. En virtud del Lema 8.2 y la ley del paralelogramo podemos
escribir

(Ja+bP 4 |a — bP)YP < (Ja + b> + |a — b|?)*/?
= [2(|al? + [b]*)]"?
< V2(|a* + |b)V2. (8.1)

Por la desigualdad de Holder para

tenemos
al® + B2 < (o] + |p)7(1 + 1)F
p=2 p p\2/p
< 2" (la? + b7)?",
de aqui obtenemos
V2(laf + )2 < V225 (|af + b))/
=25 (jaf? + [bP") .
por (8.1) tenemos

(Ja+ b + |a—bP)"P < 275 (|af + b?) ",

por lo tanto
la 4+ bP 4 |a — b|P < 27 (Ja|? + |b[P).

O

Lema 8.4. Sean p,q € R tales que 1 < p < 00 y q > 2, entonces para
a,b € R se cumple que

ja b7, Ja—bl™\""_ (lal + P\
2 2 - 2 ‘
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Demostracion. Consideremos la funcién
1T+ [tP\Y" 1+t\? [1—t\"
fi)=—- - — ] = | —
2 2 2
con t € [0, 1], entonces
£() = Lot L4 JtP\» ™ g (1+t q71+q 11—\
T p 2[t| 2 2\ 2 2\ 2

@ e (LEIPY T (LT 1oy
) 2 2 2 '

Notese que
f10) = f(1) = f(0) = f(1) =0

y que f'(t) > 0 para todo t € [0, 1], lo que significa que f es creciente en
[0, 1], luego si 0 < ¢, entonces f(0) < f(¢), de donde

(40035
(2 (5= ()
(C3)-(2) < o

hacemos t = b/a, entonces 0 < b/a < 1, reemplazando ¢ en (8.2) resulta

ja+bl? , Ja—bl™\"" _ [l + b\
2 2 - 2

de aqui

por lo cual
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Teorema 8.5. Si 1 < p < oco. El espacio L, es uniformemente convezo.

Demostracion. Distingamos dos casos:
Caso 1 p > 2. En virtud del Lema 8.3 tenemos que
la + bP + |a — b]P < 27 (Ja|? + |b]P).
para a,b € R. Ahora bien, sean f y g funciones de L,, entonces

\f+glP+1f —glP <227N(FP +|g]?),

integrando tenemos

[1s+gpan+ [15-gpap <2 (/|f|pdu+/|g|”du>,

es decir,
Lf+ gl +11f = glly < 227 (IFIE + 1lgllp)-

Ahora bien, si ||f|l, = llgll, =1y ||f — gll, > €, entonces

-1
1f+gllp <27 (1FI5 + lglly) —11F = glly
implica que

If+gllp <2 2—¢

=P _ P,
por lo tanto
p
Ity <1-(9).
2 - 2
p
de donde y
B s 0-G) " ==
2, 2 2

de esto ultimo obtenemos que

-

)
p

asi

51 (€) > (%)p
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Caso 2 1 < p < 2. Del Lema 8.3 tenemos

a7 Ja—br\TT_(lal + 1o\
2 2 - 2

para a,b € R, ¢ > 2y 1 < p < co. Escojamos ¢ = 2 y sean f,g € L,
con 1 < p < 0o, entonces

Cf+m?+u—mj”2<<uw+wwy”

2 2 2

de aqui

2 2 - 2

(u+m?+V—m3”1p<vv+mv

e integrando

2 412 1/27P p p
/'Cf;m_ngm) ]dug/(uwym>d%

asi
V4
IF+g> 1=\ IfIE+ gl
+ < ——F—-,
2 2 2
p
de donde "
2 12
H(U;gl+hf2m) -
P

En virtud de la observacién 7.8 tenemos

f+gl® IIf gl (f+g f—g>1/2
2 v 2 » 2 2
en consecuencia
2 2
Hf+g <1_Hf—g
2 p 2 p
2
<1—<5> ,
- 2
por lo tanto
2
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O

Observacién 8.6. La convexidad uniforme es una propiedad geométrica de
la norma, una norma equivalente no necesariamente es uniformemente con-
vexa. Por otra parte, la reflexividad es una propiedad topoldgica, es decir, un
espacio reflexivo sigue siendo reflexivo para sus normas equivalentes. El Teo-
rema de Milman-Pettis (ver Brezis) nos provee de una herramienta inusual,
nos dice que una propiedad geométrica implica una propiedad topologica. En
otras palabras, todo espacio de Banach uniformemente convexo es reflexivo.
Antes de hablar del reciproco de este resultado analicemos el siguiente ejem-
plo. Consideremos en R? las normas Euclidea ||(z,)|2 = (|z)* + |y|*)"/? y la
norma ly ||(x,y)|1 = |z| + |y|, no es dificil demostrar que

Sl < 1w o)l < V3@ o)l

es decir, las normas ||(z,y)||1 v ||(x,y)||2 son equivalentes, ademds R?* con la
norma Fuclidea es uniformemente convexo mientras que con la norma l; no
lo es, sin embargo R? es reflexivo con respecto a ambas normas. El siguiente
resultado nos dice que el reciproco del Teorema de Milman-Petti no es cierto.

Teorema 8.7 (M.M. Day). Existen espacios de Banach los cuales son sepa-
rables, reflexivos y estrictamente convexos, pero mo son isomorfos a ningun
espacio uniformemente convezo.

M.M. Day, Reflexive Banach space not isomorphic to uniformly convex
spaces, Bull. Amer. Math. Soc. volume 47, n4 (1941), 313-317.

Ejercicios

1. Consideremos en R? las normas ||(z,y)|l2 = (|z|2+|y|*)2 v ||(z, y)|1 =
|z| + |y|. Demuestre que estas normas son equivalentes, es decir

Sl < 1@l < Vo)l






Capitulo 9

Isometria en Lp

Definicién 9.1. El operador lineal T : Ly(j1) — L,(u) se dice que es una
1sometria si y solo si

1T = 1flle - (f € Lp(p))-
Lema 9.2. Sean £ y v dos niumeros reales. Entonces si 2 < p < 00

€+ vl” + 1€ — " < 2([5) + [v]),

€+ v" + 1€ = vl” = 2(I5]" + [v]7).
para p < 2. Sip # 2, la igualdad ocurre si & o v es cero.

Demostracion. Sip = 2, tenemos la igualdad para todo £ y v. Si 2 < p < oo,
entonces 1 < p/2, luego con los exponentes conjugados p/2 y p/(p — 2)
aplicamos la desigualdad de Holder a a? + 3% (ver Lema 2.33) ast

@+ < (aP 4+ BN (1+1)F
de donde se obtiene que
2-p , o o\ P
af + P > 272 (a” + f7)2. (9.1)
Si 0 < p < 2, reemplazamos p por 4/p en (9.1), se tiene que
ar + B > 2% (o + B)5.

Si reemplazamos « por a3 y 3 por 3% esta tltima desigualdad se transforma

en
o + 32> 2%2(04”—1—51’)%

219
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0
af + BP < 277" (a2 + B2)E. (9.2)
Dado que
0< 52 <1
y
o< <4
para 2 < p resulta
20—
G,
y
‘I/‘2(p_2)
0< <1
(@S
lo que es equivalente a
p—2
(& +v?)=
Y 2
—
o< <1
@+
Asi,
e el
NGRS
Y 1
NS S
- (§z+yz)g =242
Sumando estas dos tltimas desigualdades obtenemos
P + v < (€ +17)% si2<p. (9.3)
De manera similar se obtiene
€7+ PP > (€ +17)% sip<2. (9-4)



221

Note que la igualdad se da en (9.3) y (9.4) si y sélosi £ =06 v = 0.
Finalmente si p > 2, reemplazamos « y § en (9.1) por |{ +v|y & — v.
Entonces

€+ uP + [ —vP > 25 (| + v + € - v]P)E
— 25 (202 + )
=2(6% + 12k

> 2(¢P + v]?).

Asi, obtenemos la primera desigualdad. La segunda desigualdad se obtiene
de manera similar usando (9.2) y (9.4). Observamos que en cualquier caso la
igualdad ocurre si £ =0 6 v = 0. O

Como una consecuencia del lema anterior la siguiente versiéon integral.

Lema 9.3. Sea 1 < p < 00, p # y supongamos que f,g € L,(n). Entonces

1f +gllp + [1f = gllp = 2017115 + lgll})
sty solo si fg=0 c.t.p. [

Demostracion. Si f.g = 0 c.t.p. [u], entonces p(supp f Nsupp g) = 0. Enton-
ces

£ 4alp= [ AfgPdus [ 15+ glau [ 1/ + glPdu
supp(9) supp g X\ (supp fNsupp g)
= [I/115 + llgll}
(9.5)

Similarmente obtenemos

I1f =gl = 1115+ llglly (9.6)

Sumando (9.5) y (9.6) se tiene

1+ gl + 11£ = gllz = 2017112 + lglI2)
—) Abora, si [|f + gll2 + |f — g2 = 2011 £II2 + llgll2), entonces

/X|f+g|pdu+/X|f—glpdu—2(/le|pdu+/xlg|”du> 0

J 7ol 17 =gl = 201517 + loP ) du = .

luego
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Ahora bien en virtud del Lema 9.2 tenemos

|f+gl” +1f =g’ =2(f]" +[g[") =0

|f+glP +1f —gl” = 2(If]" + |g") <0.

En ambos casos, por un resultado conocido de la teoria de integracion de
Lebesgue resulta

|f+glP +1f —glP = 2(f]P +1g]") =0

c.t.p.[u]. Esto claramente implica que para casi todo € X, f(z) = 0 cuando
g(x) # 0y g(z) = 0 cuando f(x) # 0, o alternativamente u(supp(g) N

supp(g)) = 0. 0

Teorema 9.4 (Lamberti). Sea el operador lineal T' : L,(m) — L,(m) una
isometria en L,(m) donde 1 < p < oo, p # 2. Entonces existe una funcion
Lebesque medible ¢ : R — R y una unica funcion Lebesgue medible h definida
c.t.p. [m] tal que

T(f)(x) = h(z) f((x)).

La funcion ¢ esta definida c.t.p.fm| en supp(h) y para cada conjunto E
Lebesgue medible con m(E) < 0o, se tiene

m(E) = /¢ g RO

Demostracion. Para cada conjunto A C R Lebesgue medible tal que m(A) <
0o, definimos p(A) por

p(A) = supp(T'(xa))-
Si AN B = (), entonces por el Lema 9.3
Ixa + x5l + [Ixa = xslly = 2(Ixallp + [Ixsll})-

Del hecho que T es una isometria en L,(m) y en virtud del Lema 9.3 se sigue
que
T(xa) - T(xg) =0, ctp.u] en R.

Ademéds xayp = xa+xBY T'(xaus) = T(xa) + T(xn), luego

p(AlB) = A) | Je(B), st ANB=4.
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Dado que para todo conjunto A y B se tiene que

p(A) = o(A\(AN B))| (AN B),

p(A|JB) = p(A\(ANB))| Jo(B
es claro que para conjuntos A y B Lebesgue medibles tal que m(A) < ooy
m(B) < oo
P(AB)Je(An B) = p(4) N e(B).

Por otra parte, sea {X|},ey una sucesion creciente de subconjuntos de R
tal que m(X;) < oo para j = 1,2,... y R = [J2, X;, ademds sea E =
U =1 ¢(X;). Entonces ¢ envia subconjuntos medibles en ]R en subconjuntos
medibles de E y p(R\A) = E\p(A).

También, si {A;}jen es una sucesién de subconjuntos de R Lebesgue
medibles con m(4;) < oo, j = 1,2,... y si A = [JZ, A; entonces x4 =

limy,_ o0 25:1 X4,, de la continuidad y acotamiento de T, se tiene que

k
T(xa) = lim ¥ T(xa,).
j=1

Sin embargo, la sucesién {supp T'(x Aj)}jeN es una clase disjunta, asi
Jj=1

Esto nos muestra que ¢ es un o-homomorfismo, ahora, invocando el Teo-
rema B.2 podemos hallar una funcion ¢ : £ — R Lebesgue medible tal que

P(A) = ¢71(4)

para cualquier conjunto de Borel A. Luego, dado que el conjunto p(A) es
tnico c.t.p.[u], entonces la funcién ¢ es tnica c.t.p.[m]. Dado un conjunto C'
Lebesgue medible con m(C') < oo, definamos

he = T(xx),

1T = lIhell, = (m(C))7,

luego, para cada conjunto medible A, tenemos

Xc = Xcna + Xconae,
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de aqui, resulta
he =T(xcna) + T(Xonac)
Sin embargo, arriba hemos demostrado que
(supp(T'(xanc)) N (supp T'(xenac))) = 0.
Asi,

T(Xcna) = heXecna)
= hexena(o(+)).

Para la sucesion { X };ey considerada una linea arriba, definamos una funcién
h Lebesgue medible dada por

h = lim hy,.
J]—00

Entonces, dado cualquier subconjunto A de R medible con m(A) < oo, se
sigue de la acotacion y continuidad de T" que

T(xa) = lim T(Xxij)
Jj—0o0
= hxa(o(")).
Asi, para cada funcién f simple y medible se tiene que
T(f)=hf(o()).

Sea f € L,(m), entonces en virtud del Lema 2.47 existe una sucesion {s, }nen
de funciones simples tal que

Ilf = sullp = 0 cuando n — .
Ahora
IT(f) = hSn(@( Dl = 1T(f = Su)llp = If — Sullp

Entonces por el Lema 2.28 con g(¢) = €” resulta

m({x € R[|T(f)(x) — hSu(o(x))| > e}) < e PIT(f) = hSn(¢())l}
= P|If = Sallp-
Ast, que m({z € R | |T(f)(x) — hS,(é(z))| > €}) — 0 cuando n — ¢

(¢ > 0), de esto ultimo se deduce que existe una subsucesién {5, }jen tal
que para casi todo z € R
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T(f)(x) = Mm h(z)Sn, (¢(x))

J—00

= h(x)f(¢(x)).

Finalmente, para cada conjunto A Lebesgue medible con m(a) < oo, tenemos

m(4) = / (xale))Pdim = / () ()P dm
- / Ih(@)Pxa((z))dm

- / Ih(z)Pdm.
#=1(A)

La funcién ¢ es tnica c.t.p.[m], en efecto sea h° otra funcién tal que T'(f) =
RO f(4(-)) dado que f es arbitraria tenemos h = h° c.t.p.[m]. O






Apéndice A
El teorema del residuo

Teorema A.1 (Teorema del residuo). Sea f una funcion analitica dentro
y sobre una curva simple cerrada v excepto en los puntos zy,...,z, que se
encuentra en el interior de ésta. Entonces

j{f(z)dz = 2m’iRes(f, Z = zp).
v k=1

Lema A.2. Sea p > 1, entonces

3=

/ < x p i
r=—".
o 1+ sin(m/p)
Demostracion. Consideremos la integral de variable compleja dada por

_1
jI{ & pdz
cl+z

donde C' es la regién compuesta de la siguiente manera
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Los segmentos AB y GH son paralelos entre si y con el eje real positivo.

Sea
1
z P
f(Z) - 1 n Z'
No es dificil deducir que f posee un polo simple en z = —1 dentro de la
region C.
Si z = —1, entonces
z = cos(m) +isin(w) = ™.
Luego
Res(f,z = —1) = h’ml(z +1)f(2)
z——
1
Z P
=1 1
A+ U
— lim 27»
z——1

En virtud del teorema del residuo se tiene que

_1

y4 T

j(I{ ! dz = 2mie” ».
cl+z

Por otra parte, de acuerdo a las integrales de caminos se tiene que

us?

e v :/ f(2)d= +/ f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz
AB BDEFG GH HJA

Ty (R g
—[ md“/o Ty gen
_1

T2\ "y 0 0\~ '
+ / (@e™) » oy / (Re) 2 o,
2

r 1+ xe?m - 1+ Re?

bS]

Esto tltimo se obtuvo al hacer el cambio z = xe*™ en la tercera integral,
ademas se debe tener presente que el argumento de z aumenta 27 al dar una
vuelta alrededor del circulo BDEFG.

Ahora bien, si r — 0 y R — oo podemos observar que la segunda y
tercera integral del resultado anterior se anulan.
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En efecto,
7 (Re") v 4 (R,
A, / ENi e / B Ty penn T

27 ; 01
- / m — 0 g
0o f=oe (ReP)r (1 + Ref)

2T i
= / lim _db
0 R—o0 (Reez‘);

2w
= / 0df
0

=0.

Para calcular el otro limite se procedera de manera similar, previo a ello,
1 ,
hacemos el siguiente cambio de variable u = r» donde u — 0. Asi

_1

0 01 0 . 0i
Ifm / Mire(%dﬁ - / o (tim——" ) do
r—0 o 1+ re ot ep r—0 T;(l +7"€9i)
0 . 6¢ p
— / < (h’m “—9> do
2 epr u—=0 U(l +ue Z)

0 . 0i

= [ " was
o2r ep

=0.

Finalmente, resulta

-1 i\ —fr
27?1‘6*% :/OO L dx+/0 —<x62 ) fadpd:p
o 14z o 1+ xe?m
o 1 o 1 _2mi
TP T re »
= dr — ——dx
/0 1+ /0 1+ ze?m
1

1 - 1
:/ xpdx—e_% xp.. dz
o 14z o 14 z(cos(27m) + isin(27))
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Por lo tanto




Apéndice B
o-homomorfismo

Definicién B.1. Sea (X, A) un espacio medible. Si f es una funcion real
A-medible en X. Entonces la funcion de conjuntos ¢ definida por

p(A) = f1(A) ={r € X: f(z) € A}

es una funcion definida de la o-dlgebra L de R en la o-dlgebra A tal que

(A JB) =) Jo(B) siANB=10 (B.1)

P(A\B) = p(A\¢(B) A,BeL. (B.2)

Una funcion ¢ que satisface las condiciones (B.1) y (B.2) se dice que es un
homomorfismo de L en A. El homomorfismo se dice que es un o-homomorfismo
si (R) = X y para toda sucesion {A;}jen de conjuntos disjuntos en L se

cumple que N N
A(U) U

=1

Teorema B.2 (Sikorki). Sea (X, A) un espacio de medida y ¢ un o-homomorfismo
definido de la o-dlgebra de Borel en A. Entonces existe una unica funcion f
A-medible tal que (A) = f~1(A) para cualquier conjunto de Borel A.

Demostracion. Para cada nimero real r, sea A, = ¢([—o00,7]), note que
Ao =Xy A, CA,sirl >rqi
Ahora bien, para cada z € X definamos

flx)=inf{reR |z e A}
Note que f: X — R y para cadat € R
{reXx|f@)<ty={JA = J{4s|s<tscq}

r<t

231
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donde Q representa el conjunto de los nimeros racionales. Asi es claro que f
es A-medible, dado que todo conjunto de Borel puede expresarse como union
e interseccion contable de subintervalos de R abiertos y cerrados, entonces

A, = 1 ([~o0,7]).

Finalmente, en virtud que ¢ es un o-homomorfismo es facil ver que p(A) =
F7HA). O



Apéndice C
Alfabeto griego

1. a-alpha

2. [-beta

3. 7, [-gamma
4. 9, A-delta
5. e-epsilon

6. (-zeta

7. n-eta

8. 0, O-theta
9. (-iota

10. r-kappa
11. A, A-lambda
12. p-mu

13. v-nu

14. &, =-xi

15. o-omicron
16. m,II-pi

17. p-rho

233
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Alfabeto griego

18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

o, 2-sigma
T-tau

v, T-upsilon
@, ®-phi
x-chi

W, W-psi

w, (2-omega
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