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Introduccion

La Teoria Especial de la Relatividad es uno de los pilares fundamentales
de la fisica, pues estd basada sobre los postulados del principio de relatividad
y la constancia de la velocidad de la luz en el vacio y un sobre conjunto de
suposiciones generales del espacio, homogeneidad, isotropia y estructura euclid-
eana, y del tiempo, homogeneidad e isotropia. Esto implica que la teorfa especial
de la relatividad se constituye en el marco esencial para describir las interac-
ciones fundamentales, electromagnética, fuerte, débil y gravitacional, que rigen
todos los fenémenos fisicos conocidos hasta el presente.

La interaccién electromagnética estd descrita por las ecuaciones de Maxwell y
si bien cronolégicamente, esta teorfa se formulé antes que la relatividad especial,
fue precisamente que, debido a las aparentes contradicciones que se presentaban
entre los principios de la electrodindmica (ecuaciones de Maxwell) y las leyes de
Newton, que muchos fisicos experimentales y tedricos sentaron las bases para
que en 1905 Albert Einstein publicara sus dos famosos articulos “Sobre la elec-
trodindmica de los cuerpos en movimiento” y “Depende la inercia de un cuerpo
de su contenido de energia?”, donde se dan los fundamentos de la teoria especial
de la relatividad. Las leyes del electromagnetismo, descritas por las ecuaciones
de Maxwell, satisfacen los principios de la teoria especial de la relatividad y
por esta razén no requirieron de ninguna modificacién con el surgimiento de la
relatividad, pero si, definitivamente, incidi6é sobre la comprensién y alcance de
la teorfa electromagnética de Maxwell.

Las interacciones fuerte y débil describen las fuerzas que actian entre ciertas
particulas fundamentales y son las responsables (junto con las fuerzas electro-
magnéticas) de procesos que suceden a escalas nucleares y su dindmica estd
descrita por la teoria cudntica de campos, la cual estd basada en la mecdnica
cudntica relativista formulada por Dirac en 1928.

La interaccién gravitacional, descrita inicialmente por la ley de gravitacién
universal de Newton, es una fuerza que actia entre todos los cuerpos en forma
universal, dependiente s6lamente de sus masas y no de la naturaleza o consti-
tucién de los cuerpos. Es importante aclarar que en fisica el término masa tiene
dos significados diferentes: El primero se refiere a la masa inercial de un cuerpo
y el segundo a su masa gravitacional. Galileo formulé el principio conocido co-
mo “la ley de caida de los cuerpos”, el cual establece que, sobre la tierra y en
ausencia de rozamiento, todos los cuerpos independientemente de su naturaleza
caen con la misma aceleraciéon. Este hecho, conocido hoy como el principio de
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equivalencia, implica que la relacién entre la masa gravitacional y la masa in-
ercial de un cuerpo es una constante universal, la cual puede ser elegida como
la unidad. Esta eleccién implica que las masas gravitacional e inercial de un
cuerpo se miden en las mismas unidades. En 1916 Einstein formula la teoria
general de la relatividad, como una necesidad de modificar la ley de gravitacién
universal de Newton, pues esta ley implica que la fuerza gravitacional actia
en forma instantdnea, violando asi el principio de la constancia de la velocidad
de la luz en el vacio. Para desarrolar esta nueva formulacién de la gravitacién
se hizo necesario generalizar el principio de relatividad y levantar la hipétesis
euclidiana del espacio.

En este contexto la teorfa de la relatividad es una teoria fundamental del
espacio-tiempo, y por lo tanto la formacion en relatividad se constituye hoy dia
en una necesidad, no solo para los profesionales en fisica, sino también para otras
dreas de las ciencias bédsicas y aplicadas, como las ingenierias y las ciencias del
espacio, en donde, por ejemplo, el sistema geografico de posicionamiento global
(GPS) esta fundamentado en la teoria de la relatividad.

En los diferentes curriculos de las carreras de fisica y de algunas ingenierias,
la teorfa de la relatividad se introduce a través de un curso dedicado a este
tema, o haciendo parte de otros cursos, tales como los de introduccién a fisica
moderna. La ubicaciéon de estos cursos en los planes de estudio varia también
entre los diferentes programas.

Por esta razon, en la literatura especializada sobre la Teorfa Especial de la
Relatividad, nos encontramos con una gran variedad de textos y libros, con difer-
entes enfoques y diferentes niveles de profundidad y complejidad. Textos como el
de R. Resnick “Introduccion a la teorfa especial de la relatividad” (Limusa 1981)
o el de R. Skinner “Relativity for Scientists and Engineers” desarrollan la teorfa
en forma sencilla e intuitiva y con un lenguaje matemaético elemental, asumien-
do que el lector posee conocimientos basicos de mecdnica y electromagnetismo.
Otros textos mas avanzados como el French[3], si bien asumen del lector una
formacion similar a la de los anteriores, profundizan mucho més en diferentes
temas y aplicaciones, con ejemplos y ejercicios un poco mas complejos.

En la carrera de Fisica en la Universidad Nacional de Colombia (sede Bogot4)
el curso de relatividad, el cual he venido dictando desde hace varios anos y
para el que escribi un texto[l], se encuentra ubicado en el quinto semestre del
programa, lo que permite promundizar un poco més en el tema, aprovechando
herramientas mateméticas més complejas como los cuadrivectores y tensores.

Una estrategia fundamental para los cursos béasicos de formacién es el de-
sarrollo de ejemplos y problemas, que le permitan al estudiante consolidar los
conocimientos tedricos y adquirir habilidades para el enfrentamiento de nuevos
problemas. El presente libro estd dedicado a problemas en relatividad y sus solu-
ciones y puede ser utilizado como texto para un curso de relatividad especial o
como complemento al texto del autor[1]. Cada capitulo se inicia con un resumen
de los principales resultados de la teorfa, los cuales son necesarios para el de-
sarrollo de los problemas, y es por esta razén que el libro es autocontenido. Los
problemas estdn disenados, no sélo para consolidar la teorfa y adquirir habili-
dades, sino también para avanzar en aplicaciones de la relatividad, en campos
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como la astrofisica y particulas elementales.

Si bien un estudiante estd en condiciones de abordar las soluciones de los
problemas en forma auténoma, con base en el marco tedrico que se dé en cada
capitulo, en las soluciones se ha buscado profundizar en la teoria y sus aplica-
ciones, ofreciendo en muchos de ellos varias alternativas de solucién, discusiones
adicionales y su relacién con otros campos de la fisica o la matemadtica, tales
como la astronomia y la teoria de grupos, entre otros, sin que sea necesario que
el estudiante esté familiarizado con estos temas.

En este texto utilizaremos la convencién (+, —, —, —) para la métrica Min-
kowskiana y la convencién de suma de Einstein, en donde los indices griegos
recorren de 0 a 3 y los latinos de 1 a 3, los cuales estdn reservados para describir
las coordenadas espaciales.

La siguiente es una tabla de constantes fundamentales y algunas definiciones
con sus correspondientes factores de conversién de unidades, que son de utilidad
para el desarrollo de los problemas:

1. Constantes fundamentales:
1.1 Velocidad de la luz en el vacio
¢ =2,99792458 x 108 ms~*

1.2 Constante de Planck

h
h

6,6260755 x 10734 J s

h
— =1,05457266 x 10734 Js
2

1.3 Constante de gravitacién universal
G =6,67259 x 10" m3 kg~ s2

1.4 Masa propia del electrén, protén y neutrén

Moe = 9,1093897 x 1073 kg
mop = 1,6726231 x 107%" kg
mon, = 1,6749286 x 1072 kg

1.5 Carga del electron
e =1,60217733 x 1079 C
1.6 Relacién carga/masa del electron
e/m = 1,75881962 x 10" Ckg™*
1.7 Constante de Boltzman

k = 1,3806568 x 10723 JK !
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1.8 Constante de Coulomb

1
K = ——898755 x 10° Nm? C~?
47eg

1.9 Constante de Rydberg

R =1,0973731534 x 10" m~!
Unidades astronémicas:

2.1 La unidad astronémica AU estd definida como la distancia media de
la tierra al sol:
1AU = 1,495978 x 10" m

2.2 El ano luz al se define como la distancia que la luz recorre en un ano:

lal = 9,46053 x 10*® m = 6,324 x 10*AU

2.3 El parsec pe, definida como la distancia a la cual una AU subtiende
un segundo de arco:

1pc = 3,085678 x 10*® m = 3,261633al = 206265AU
Otras unidades de uso comun en relatividad y fisica atémica:

3.1 El electronvoltio ev se define como la energia cinética que adquiere
una particula de carga fundamental e = 1,60217733 x 10~ C cuando
se acelera en una diferencia de potencial de 1 voltio

leV = 1,60217733 x 107197

3.2 De la relacién de equivalencia entre masa y energia F = mc? se ex-

presar la masa de las particulas elementales en unidades de energia
en electronvoltios (con ¢ = 1)

0,51099906 x 10° eV = 0,51099906 MeV

Moe =
mon, = 939,566 MeV
mop = 938,27231 MeV
3.3 Constante de Planck /h y constante de Rydberg en unidades de elec-
tronvoltios
h = 65821220 x 107 ¢eVs
R = 13,6056981eV

La constante de Rydberg corresponde a la energia de ionizacién del
dtomo de hidrégeno.
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Capitulo 1

Cinematica relativista

1.1. Introduccién

Este capitulo estd dedicado a la cinematica relativista. En la primera parte
presentaremos las definiciones y los resultados mé&s importantes para abordar
los problemas propuestos.

Para un desarrollo detallado de la cinemdtica relativista remitimos al lector
a los textos [1], [2] v [3]-

Hay tres articulos interesantes que recomiendo como lectura complementaria,
los cuales ilustran la variedad y complejidad de los problemas que pueden surgir
en relatividad. El primero es de Scott y Viner ([4]) el cual trata sobre la forma
aparente de los objetos, y los otros dos articulos de Dewan y Beran ([5]) y Dewan
([6]) discuten el problema de dos cohetes conectados por un hilo inextensible.

1.1.1. Transformaciones de Lorentz

Consideremos dos sistemas de referencia ¥ y ¥'. Entonces la transformacion
de Lorentz homogénea més general se puede escribir en la forma

A Y — pY
r — o' =Ax

(1.1)

en donde .
A= A(7,0) (1.2)

con ¥ la velocidad de ¥’ respecto a X, y g un conjunto de tres pardmetros, por
ejemplo los dngulos de Euler, que determinan rotacién de los ejes espaciales. Si
llamamos ¢ y z'* las componentes de z y z’ respectivamente, la ecuacién de
transformacion se puede escribir en la formas:

o' = A" 4af (1.3)
con A® 3 los elementos de la matriz de transformacién. Asumiendo que el sis-

tema de referencia ¥’ se mueve con velocidad v en la direccién de los ejes po-
sitivos  — z’, y suponiendo que los dos observadores eligen t = t/ = 0 cuando
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los origenes de coordenadas coinciden y toman los ejes espaciales paralelos, las
ecuaciones de transformacion de Lorentz estdn dadas por

20 = (2" — ')

2 = y(a* — a?)

2 = 2 (1'4)

23 — 3

con la siguiente notacion:

20 =ct
7= (2", 2% 2°) 1.6

v
= - 1.7
=" (L7)

1

v =7(v) = 7@

Para este caso los elementos de la matriz de transformacion de Lorentz toman
la forma

¥y By 0 0
=By v 00

AMe=1 0o 0 10 (1.9)
0 0 0 1

La relacién entre un intervalo de tiempo propio A7 y el intervalo de tiem-
po At, entre dos eventos medido por un observador inercial, estd dado por la
ecuacion:

O (1.10)

e

La relacién entre la longitud fisica de un objeto ¢, que se mueve con velocidad

v y su longitud propia £ es
0= 1lo\/1—p? (1.11)

1.1.2. Estructura causal del espacio-tiempo

La estructura causal del espacio-tiempo estd determinada por el intervalo de
distancia espacio-temporal entre eventos, el cual estd definido por

AS} = (2§ —a7)? = (j — 23)? — (2§ — 2})? — (2] — 27)® (1.12)
en donde
Pi = (a7, 2}, 27, 27) (1.13)

son las coordenadas del evento P; y similarmente para el evento P;. El intervalo
espacio-temporal es invariante bajo transformaciones de Lorentz. Este intervalo
también se puede escribir utilizando la matriz o tensor métrico de Minkowski

+1 w=v=20
Nw=4 -1 p=v=123 (1.14)
0 w#v
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en la forma
2 v
ASij = nwa“A:E (1.15)

en donde
Azt =zl —aff (1.16)

3

Para generalizar este resultado, se define el producto Minkowskiano entre
dos cuadrivectores = y y como el invariante

Ty =1,,2"y” (1.17)
y la norma Minkowskiana por

2 _ _ hov
vt =x-x=1n,72" (1.18)

Dada la definicién de norma Minkowskiana, clasificamos los cuadrivectores
no nulos de la siguiente forma:

si 22 > 0 = 1z es temporal

si 22 < 0 = 1z es espacial

si 2 = 0 = x es nulo o de luz

1.1.3. Cinematica

Sea
(1) = («°(7),2' (1), 2% (1), 2%(7)) (1.19)

el cuadrivector posicién de una particula como funcién del tiempo propio 7 el
cual describe la linea de universo de la particula. El pardmetro tiempo propio
estd definido en términos de la distancia espacio-temporal entre dos posiciones
sucesivas de la particula

x(r
x(r+dr) = z(r)+dx(r) (1.20)
ast 2 2 2 312
Pdr? = ds* = (d2°)” — (da')” — (da?)” — (da®) (1.21)
entonces la cuadrivelocidad de la particula se define como
d .
U="2 = U0, 0, U, UP) (1.22)
dr
y su cuadrivector aceleracién
A= Ccll—U = (A, A A% A3 (1.23)
T

Dado que la norma al cuadrado de un cuadrivector es un invariante, las
cuatro componentes del cuadrivector velocidad y cuadrivector aceleracién no
son independientes, pues

U= (U9 — (UY)? = (U?)? = (U%)? = & (1.24)
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A% = (A%)7 = (AD)? = (42)° — (4%)% = —a? (1.25)
en donde « es la aceleracién propia. Ademads los cuadrivectores U y A son
ortogonales bajo el producto Minkowskiano, e decir

U-A=UA" —U'A' ~U?A? - UPA® =0 (1.26)

1.2. Problemas basicos de cinematica

1. Estructura Causal. Sea Y un sistema de referencia inercial y sean

7Dl = (3727072)
Py = (4,-1,0,2)
P?) = (_27_1707_2)

las coordenadas de tres eventos, en unidades arbitrarias con ¢ = 1.

a Cuadles eventos estdn conectados causalmente?

b Para cudl par de eventos existe un sistema de referencia X’ para el cual
los dos eventos son simultdaneos?. Calcular la velocidad de ¥/ respecto
aX.

¢ Para cudl par de eventos existe un sistema de referencia X’ con respec-
to al cual los dos eventos suceden en el mismo punto del espacio?.
Calcular la velocidad de X/ respecto a .

2. La paradoja del garaje. Consideremos un bus de longitud propia £y =
10m moviéndose con velocidad v = 0,8¢ directamente hacia un garaje en
reposo de longitud 6m. Debido al efecto de contraccién de longitudes el
bus mide, respecto al sistema de referencia garaje,

,02
{=1\/1= 5l =06m (1.27)

asf, cuando la trompa del bus alcance la pared posterior del garaje, la
parte tracera del bus pasa por la puerta de éste y por lo tanto, respecto
al observador fijo con respecto al garaje el bus queda “atrapado” en él.
Supongamos (sin que esto influya en la solucién del problema) que la pared
del garaje es lo suficientemente rigida de tal manera que el bus quede atra-
pado en el garaje, deformandose por efecto del impacto contra la pared.
Si analizamos la misma situacién desde el punto de vista de un sistema de
referencia, con respecto al cual el bus se encuentre en reposo, el garaje se
mueve hacia el bus con velocidad 0,8¢ y por lo tanto la longitud del garaje,
vista desde el bus, es de 3,6m y asi el bus no puede ser “atrapado” dentro
del garaje. Como se resuelve esta aparente paradoja, pues el principio de
relatividad establece que la fisica es la misma desde todos los sistemas de
referencia inerciales.
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3. Varilla inclinada. Consideremos una varilla de longitud propia ¢y situa-
da en el plano x — y que se mueve con velocidad v a lo largo del eje x
positivo respecto a un observador inercial, la cual forma un dngulo 6y en
su sistema de referencia propio con respecto al eje de las z. ;Qué dngulo
forma la varilla respecto al observador inercial %7

4. Paradoja de la varilla inclinada. Una varilla de longitud propia £j
se mueve con velocidad v hacia una plataforma en reposo que tiene una
rendija de longitud propia £;. La varilla permanece paralela a la plataforma
y se mueve hacia élla en la direccién que forma un dngulo de 45° con
respecto a la plataforma, como se muestra en la figura 1.1. Dado que la

—fp—

450

Figura 1.1: Paradoja de la varilla inclinada. La varilla se mueve hacia una
rendija, de tal forma que su centro se dirije hacia el centro de la rendija.

varilla se contrae con respecto al sistema de referencia de la plataforma,
supongamos que la varilla pasa por la rendija exactamente. Asumir que
el centro de la varilla pasa por el centro de la rendija. Si analizamos lo
que sucede desde el punto de vista de un observador inercial ligado a la
varilla, la rendija es la que se contrae y por lo tanto no deberfa pasar por la
rendija. ; Como resolver esta paradoja?. Tengamos en cuenta que, si desde
el punto de vista de un observador la varilla pasa por la rendija, entonces
ésto debe suceder para todos los observadores.

5. Adicién de velocidades no paralelas. Considere tres sistemas de refe-
rencia inerciales X, X' y 3.

a Supongamos que el sistema Y’ se mueve con velocidad v, respecto a
Y y que X" se mueve con velocidad v, respecto a Y/, calcular los
elementos de la matriz de transformacion de Lorentz entre X y 3.
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b Si ahora ¥’ se mueve con velocidad v, respecto a X y ¥ se mueve
con velocidad v, respecto a ¥’ calcular los elementos de la matriz de
transformacién de Lorentz entre ¥ y ¥”. Comparar la respuesta con
la parte a: jLa composicién de transformaciones puras de Lorentz es
conmutativa en general?

. Vida media de particulas inestables. La mayoria de las particulas fun-
damentales son inestables, es decir, éllas se desintegran en otras particulas
al cabo de un cierto tiempo 7, llamado tiempo de vida media. El tiempo de
vida media de una particula elemental es una cantidad estadistica definida
como el tiempo necesario para que la mitad de una poblacién inicial Ny
de particulas se desintegre en su sistema propio de referencia, i.e., si N(t)
es el nimero de particulas que aiin no se han desintegrado entonces

N(t) = No2~t/7 (1.28)

Un pién 7 (+ se refiere a la carga eléctrica del pién) se desintegra en
otras particulas elementales segtin la reaccién

at - ut +v (1.29)

en donde p' es un muoén positivo y v un neutrino. Los mesones 7 se
pueden producir en el laboratorio por choque entre protones en un acele-
rador. En un experimento de colision de protones se producen mesones 7
con velocidad v = 0,985¢ y se observa que 2/3 de éllos sobreviven a una
distancia D = 25m del blanco. Calcular el tiempo de vida media de los
mesones 7.

. Cuadrivector velocidad. Encontrar la relacién entre las componentes
del cuadrivector velocidad

U= (U°,U",U?U°%) (1.30)
y las componentes de la velocidad fisica de una particula

U= (Ug, Uy, Us) (1.31)

. Cuadrivector aceleracién. Encontrar la relacién entre las componentes
del cuadrivector aceleracién

A= (A A", A% A%) (1.32)
y las componentes de la aceleracién fisica de una particula

did
di

a= (1.33)
Mostrar que los cuadrivectores velocidad y aceleracién para una particula
son ortogonales, es decir

U-A=0
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9.

10.

11.

12.

13.

Transformacién de la velocidad. A partir de las componentes del
cuadrivector velocidad y las transformaciones de Lorentz usuales, encon-
trar las ecuaciones de transformacién para las componentes de la velocidad
entre dos sistemas de referencia inerciales.

Velocidad relativa. Consideremos dos particulas que se mueven con ve-
locidades ¥ y U respecto a un observador inercial 3. Calcular la magnitud
de la velocidad relativa entre las dos particulas en términos de v y s.

Espacio-tiempo Euclideano. A partir de la definicién
tanh¢ := 8 =v/c

encontrar las ecuaciones de transformacién de Lorentz usuales y el teo-
rema de adicién de velocidades en términos del pardmetro ¢. Interpretar
geométricamente el resultado.

Adicién numerable de velocidades. Supongamos que un bloque se
mueve con velocidad v; = v en la direccién del eje x positivo respecto a
un sistema de referencia ¥ y un segundo bloque se desliza con velocidad
constante vo = v respecto al primer bloque y en la direccién del eje x
positivo.

a A partir del teorema de adicién de velocidades relativista calcular la
velocidad del segundo bloque v respecto a ¥ y demostrar que si
v — ¢ entonces vy — c.

b Consideremos un tercer bloque que se mueve con respecto al segundo a
velocidad vs = v. Calcular la velocidad v} de este bloque respecto a
3. Generalizar esta relacién para n bloques y demuestre que
lim o), = ¢ (1.34)
n—oo
Longitud aparente. Consideremos una cdmara fotografica situada sobre
el eje y positivo de un sistema de referencia inercial y una varilla ho-

mogénea de longitud propia ¢y que se mueve con velocidad 8 = v/c a lo
largo del eje x positivo.

a Si la cdmara, situada a una distancia D del origen de coordenadas,
toma una foto de la varilla de tal manera que el centro de la varilla
aparezca en el origen de coordenadas, ;jdonde aparentan estar los
extremos de la varilla segtin la foto?. ;Cuél es la longitud aparente
de la varilla segun la foto y su relacién con la longitud fisica?. Ilustre
los resultados con ejemplos numéricos y muestre que si la distancia
de la varilla a la cdmara es mucho mayor que la longitud de la varilla,
entonces la longitud aparente se aproxima a la longitud fisica.

b Consideremos ahora una foto de la varilla en una posicién arbitraria,
cuando la linea que une el centro de la varilla y la cdmara forma un
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dngulo « con respecto al eje x y suponga la aproximacién de rayos
paralelos, vilida si D >> ¢y. ;Cudl es la longitud aparente de la
varilla segin la foto?. Compare el resultado con la longitud fisica de
la varilla y con el resultado de la primera parte de este problema.

14. Comunicacién espacial. Dos naves espaciales A y B viajan en direc-

15.

ciones opuestas a velocidad constante v respecto a la tierra. Las naves se
cruzan cuando se encuentran a una distancia L de la tierra, medida en el
sistema de referencia de la tierra. En el instante del cruce de las naves se
envia una primera senal de luz desde la tierra hacia las naves y un tiem-
po posterior ty se envia una segunda senal. Las senales de luz se reflejan
instantdneamente en las naves regresando a la tierra. Asuma que

to < L/v (1.35)

Asumiendo que el movimiento de las naves y la tierra se encuentran sobre
la misma linea, esta condicién implica que la segunda senal es emitida
antes que la nave que se acerca llegue a la tierra.

a Hacer un diagrama espacio-tiempo y dibujar las lineas de universo de
la tierra, las naves y las senales de luz.

b Cudl es la posicién de las naves, medidas en el sistema tierra, cuando
se reciben las senales en las naves?.

¢ Con qué diferencia de tiempos, medidas en el sistema tierra, llegan las
dos senales a cada nave?.

d Con qué diferencia de tiempo, medidas en el sistema tierra, llegan las
senales reflejadas a la tierra, provenientes de cada una de las naves?.

e Resolver las preguntas c y d anteriores respecto al sistema de referencia
de cada una de las naves.

Velocidades superluminosas aparentes. En observaciones astronémi-
cas de algunos AGNs (Nucleos Activos de Galaxias) que se encuentran a
distancias muy grandes, se han observado movimientos propios que impli-
can velocidades transversales aparentes vr de la fuente mayores que la luz
(por ejemplo vr ~ 10c¢). Una explicacién, que no entra en conflicto con
otras observaciones astronémicas y con el segundo postulado de la rela-
tividad, estd basada sobre el movimiento relativista de materia (fuente)
en estos AGNs. Supongamos que en un instante dado recibimos radiacién
electromagnética de una tnica fuente distante f y un tiempo posterior
(varios anos después), recibimos senales de otra fuente fo que se aleja de
la fuente original f (que ahora denotamos por f; como se muestra en la
figura 1.2).Si la fuente f5 se aleja de la fuente original f; a una velocidad
v formando un dngulo ¢ con respecto a la linea de visién del observador
0, calcular la velocidad transversal aparente

vy = 0foAa/ At (1.36)
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tiempo inicial

[a i)

&

e/

Figura 1.2: Velocidades superluminosas aparentes. En un instante inicial
un observador distante ve una sola fuente y un tiempo posterior se observan dos
fuentes alejandosen.

16.

de la fuente f5, vista por el observador en 0 y hacer un grifico de vy en
funcién del dngulo ¢, para diferentes valores de la velocidad v. Asumir que
la separacion angular de las fuentes A« es pequena.

Relatividad sin el segundo postulado. Las ecuaciones de transfor-
macién de Lorentz se dedujeron a partir de los dos postulados bésicos:
principio de relatividad y constancia de la velocidad de la luz en el vacio.
En el proceso de deduccién de las ecuaciones de transformacién de Lorentz,
entre dos sistemas de referencia inerciales ¥ y ¥’ (con ¥’ moviéndose con
velocidad v a lo largo de los ejes © — 2’), por la aplicacién del primer pos-
tulado se obtienen las siguientes ecuaciones de transformacién (ver e.g.

[1]):

Yy =y (1.37)
=z (1.38)
' =y(z — vt) (1.39)
z =~z + vt (1.40)
V=" (1.41)

en donde 7y es un pardmetro por determinar que depende de la velocidad
v y el cual caracteriza a la transformacién (independiente de las coorde-
nadas). A partir de estas ecuaciones y sin utilizar el segundo postulado
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demostrar que la transformacién para t' en funcién de ¢t y = se puede
escribir en la forma

con
1
V= —— (1.43)
- &
y K dado por:
22
=2 (1.44)
72—

Teniendo en cuenta que la transformacién obtenida debe ser véalida para
todos los sistemas de referencia inerciales, muestre que K es un pardmetro
independiente de la velocidad relativa entre sistemas de referencia. Ayuda:
Aplique la composicién de transformaciones para pasar de X" — 3, con Y/
moviéndose con velocidad v respecto a ¥ y %" moviéndose con velocidad
u respecto a ¥ (ambos a lo largo del eje z positivo).

Viaje al pasado. El postulado de la constancia de la velocidad de la luz
en el vacio trae como consecuencia que las particulas materiales solo puede
viajar a velocidades menores que ¢, lo cual implica que siempre es posible
encontrar un sistema de referencia, con respecto al cual la particula se
encuentra en reposo. Estas ecuaciones muestran, también, que no tiene
sentido hablar de un observador (sistema de referencia) que viaje a la
velocidad de la luz, pues en este caso el factor v de Lorentz diverge, pues

1
lim v(v) = lim ———— = 40 (1.45)

v—c v—c v2

Sin embargo, cabe la pregunta ;si pudieran existir particulas que viajen a
velocidades mayores a c?. A estas particulas hipotéticas se les conoce con
el nombre de Tachyones. Aun cuando se han elaborado modelos teéricos
sobre estas particulas, hasta el presente no se tiene evidencia observacional
alguna de éllas. Una consecuencia que podriamos deducir, si tuviéramos a
disposicién un emisor de tachyones para enviar senales, es que podriamos
recibir una senal de respuesta antes de haber enviado la primera senal.
Consideremos un observador inercial 3, que dispone de un emisor de tachy-
ones, situado en el origen del sistema y envia una senal a una velocidad
v > ¢ hacia un segundo observador inercial ¥, que se mueve con veloci-
dad v en la direccién del eje x positivo. Supongamos que el observador
inercial ¥’ recibe el tachyon cuando se encuentra a una distacia D medida
con respecto a %, y devuelve inmediatamente la senal tachyonica hacia el
origen del sistema X, con velocidad v relativa a su sistema X'. Calcular el
tiempo de ida y vuelta de la senal medido por ¥ y mostrar que es posible
recibir la senal antes que la primera salga.
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18.

19.

Viaje interestelar 1. Una nave espacial parte de la tierra con aceleracién
propia g constante y se dirige hacia el cimulo abierto de las pléyades,
el cual se encuentra a una distancia de nosotros de unos 425al (anos-
luz). Este cimulo, con una poblacién estimada de unas 400 estrellas, es
visible a simple vista y se pueden observar normalmente sus siete estrellas
mds brillantes: Alcine, Atlas, Electra, Maia, Merope, Taygeta y Pleione;
algunas personas han logrado observar dos estrellas adicionales Celaeno y
Asterope.

a El ano luz al se define como la distancia que la luz recorre en un ano
(ver capitulo sobre unidades):

lal = 9,46053 x 10 m (1.46)
en donde se ha tomado para la velocidad de la luz en el vacio el valor
¢ =2,99792458 x 10¥ ms™* (1.47)

Si medimos las distancias en al y la velocidad en unidades de c, cal-
cular el valor de la aceleracién de la gravedad terrestre g = 9,8 ms~!
en estas unidades.

b Calcular la linea de universo para el cohete en funcién del tiempo propio
de la nave, asumiendo que cuando la nave parte de la tierra t = 0, en
el sistema de referencia tierra y 7 = 0 el tiempo propio de la nave.
Tomar el origen de coordenadas en la tierra.

c Supongamos que el cohete, en su viaje hacia las pléyades, parte de la
tierra con aceleracién propia g = 9,8ms~2 hasta alcanzar la mitad del
camino y luego frena, en el resto del viaje, con la misma aceleracién
propia. Calcular el tiempo en llegar hasta la mitad del camino y
hasta las pléyades, medido en el sistema tierra y en el cohete. Cuando
la nave se encuentra a mitad de camino e inicia el frenado, ja qué
velocidad se estd moviendo el cohete respecto a la tierra? Si la nave
regresa a la tierra siguiendo un recorrido similar al de ida, ;cuanto
tiempo tarda el viaje total, ida y regreso, para el observador en la
nave y para la tierra?

d Una segunda nave, parte de la tierra simultdneamente con con la primera
nave, pero con aceleracién propia de 10g hasta la mitad del camino
a las pléyades y luego desacelera a 10g hasta llegar al reposo. Repe-
tir los cédlculos de la parte c¢ del presente problema y comparar los
resultados.

Viaje interestelar 2. Consideremos de nuevo el viaje de un cohete que
parte de la tierra hasta las pléyades (ver problema anterior). La nave ini-
cia su viaje con aceleracién propia de 10g hasta alcanzar una velocidad
de v = 0,999¢, luego continua el viaje a velocidad constante y finalmente
desacelera con aceleracién propia de 10g, llegando a las pléyades con ve-
locidad final cero.
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a jEn cuanto tiempo, medido desde el cohete y desde la tierra, alcanza la
nave la velocidad final v?.

b ;A qué distancia de la tierra se encuentra la nave en ese instante, medida
en el sistema tierra?.

c Si el cohete regresa a la tierra, siguiendo un recorrido similar al de ida,
;Cuanto tiempo tarda el viaje completo para el cohete y para la
tierra? Comparar el resultado con el problema anterior.

20. El horizonte de eventos. Una particula material es acelerada desde el
reposo con aceleracién propia constante «, con respecto a un sistema de
referencia inercial ¥. La particula inicia su movimiento en el origen de
Y cuando t = 0 y se elije el eje = en la direccién de movimiento de la
particula.

a Encontrar la linea de universo de la particula en funcién del tiempo
propio, i.e., encontrar

a(r) = (2°(r),2'(7),0,0)

b Calcular la posicién de la particula con respecto al tiempo para el ob-
servador X, i.e. encontrar

.’,191 _ CEl (LL'O)
Hacer un gréfico espacio-tiempo del movimiento de una particula con

aceleracién propia constante y analizar este grafico.

¢ Mostrar que si se envia una sefial de luz desde el origen un tiempo ¢/«
después de salir la particula, entonces esta senal nunca alcanza a
la particula. Con base en este resultado, analizar el grafico espacio-
tiempo del movimiento de una particula sometida a una aceleracién
propia constante.

1.3. Problemas avanzados

1. Grupo de Lorentz. Consideremos el producto Minkowskiano en no-
tacién matricial
z-y=axlny (1.48)

en donde z,y € M, el espacio-tiempo de Minkowski, y con la notacién

0 2t 2?2 ] (1.49)

20
T !

= e (1.50)
23
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y la matriz de Minkowski dada por

(1.51)

3

I
coc o

o

I

—

a Encontrar las propiedades generales de una transformacién de Lorentz

Ar M — M (1.52)

x +— ' =Ax '
que deja invariante el producto Minkowskiano. Ayuda: De la inva-
rianza bajo el producto Minkowskiano encontrar la ecuacién de res-
tricciéon para la matriz A. A partir de esta ecuacién, encontrar el
determinante y el nimero maximo necesario de pardmetros indepen-
dientes, que caracterizan una transformacién general de Lorentz y
analizar el resultado.

b Sea A una matriz de transformacion de Lorentz y sea L otra matriz
4 x 4 tal que

A=ct (1.53)

La exponencial de una matriz se debe entender en el siguiente sentido:
Dado que la expansion en serie de la funcién exponencial estd dada

por
P _l4a+ a4 il " (1.54)
e = T+ - = — .
2 nzon!
entonces
1
eL:1+L+§L2+--~ (1.55)

A partir de esta representacién de una transformacién de Lorentz, a
través de la exponencial de otra matriz L, encontrar la forma general
de una transformacién de Lorentz. Ayuda: Muestre en primer lugar
que para una transformacion propia de Lorentz tenemos

det|A| = T (1.56)

con TrL es la traza de la matriz L. Probar luego que la matriz nL
es antisimétrica y de este resultado mostrar que la forma general de
la matriz L se puede escribir como

0  Lox Lo2 Los
Lo 0 Lis  Li3
Loz —L12 0 Lo3
Loz —Liz —L23 O

L= (1.57)
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¢ Demostrar que la matriz L se puede escribir como una combinacién
lineal de las siguientes matrices:

000 0 0100
000 0 100 0
Ri=14y 00 -1/ Bi=1000 0 (1.58)
001 0 | 0 0 0 0]
[0 0 0 0] [0 0 1 0]
0 0 0 1 0000
Ra=140 0 0 0] Ba=11 00 0 (1.59)
0 -1 0 0 | 00 0 0 |
[0 0 0 0] [0 0 0 17
00 -1 0 0000
Rs=10 1 0 o] Bs=10 00 0 (1.60)
00 0 0] 1.0 0 0]

es decir, mostrar que
L=—a'R; - ’Ry — a®R3 — ¢('B; — (B, — °B3 (1.61)

El signo menos es arbitrario y se introduce solo por conveniencia
para su interpretacion fisica (ver parte d del presente problema). La
ecuacion anterior se puede escribir en forma compacta como

=—-a-R-¢-B (1.62)
en donde

a=(a',a? a?) (1.63)

(=" ¢ (1.64)

y con el producto punto usual en R3.

d Mostrar, por cdlculo directo, que las matrices R; y B;, ¢, = 1,2,3,
cumplen con las siguientes propiedades: Los cuadrados de las seis
matrices R? y B? son matrices diagonales y ademas

(@ R’=-a-R (1.65)

(5-13)3 =('B (1.66)

para cualesquiera tri-vectores reales unitarios @ y E . Por lo tanto,
cualquier potencia de las matrices R; y By, 4,j = 1,2, 3, puede ser
expresada como un miiltiplo de la matriz o de su cuadrado.

e Con el resultado del numeral anterior y teniendo en cuenta la expansién

en serie de Taylor de la funcién exponencial, ecuacién 1.55, vélida
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para L un numero, funcién, matriz o en general cualquier operador
bien definido, considerar los casos particulares

&= (0,0,0) (1.67)

¢=(¢,0,0) (1.68)
y

& =(0,0,c) (1.69)

¢ =(0,0,0) (1.70)

y calcular las correspondientes matrices de transformacién de Lorentz
A e interpretar fisicamente el resultado.

2. Transformacién general de Lorentz. Sean Y y Y dos sistemas de
referencia inerciales tal que el sistema Y’ se mueve con velocidad ¥ respecto
a 2. Si los dos observadores eligen los ejes coordenados paralelos y que los
orfgenes coinciden en ¢t = ¢’ = 0, encontrar las transformaciones generales
de Lorentz entre los dos observadores inerciales.

3. Algebra de Lie del grupo de Lorentz. Sean A y B dos matrices
cuadradas. Se define el conmutador de dos matrices [A, B] como la matriz

C=[A,B]=AB-BA (1.71)
con el producto y la suma usual de matrices.

a Demostrar las siguientes propiedades del conmutador:

[A,B] = - [B, A (1.72)
[A,B+C]=[A,B] +[A,C] (1.73)
[A,BC] = [A,B]C + BJA,C] (1.74)
[A,B]" = [BT,A7] (1.75)
[A,[B,C]]+ [C,[A,B]] + [B,[C,A]| =0 (1.76)

La dltima igualdad se conoce como la identidad de Jacobi.

b Mostrar que las matrices R; y By, 4,5 = 1,2, 3, definidas en 1.58, 1.59
y 1.60 satisfacen las siguientes propiedades:

[Ri, R;] = €1 Ry, (1.77)
[Ri, Bj] = €ijxBy (1.78)
[B;,B;] = —¢;xRi (1.79)
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en donde el sfmbolo €;;;, se define por:

+1 ijk  permutacion par de 123
€k =< —1 ijk  permutacion impar de 123 (1.80)
0 en los demdas casos

Estas propiedades se conocen como el dlgebra de Lie del grupo de
Lorentz y son de gran importancia en teoria cudntica de campos. El
primer conmutador, corresponde a las relaciones de conmutacién del
momento angular, asociado con rotaciones. El segundo conmutador
establece que el vector B se transforma como un tri-vector bajo rota-
ciones de los ejes espaciales y el tercer conmutador implica que, en
general, dos transformaciones puras de Lorentz no conmutan, salvo
si éstas se realizan en la misma direccién, pues en este caso t = j y
por lo tanto

€iik = 0 (1.81)

y las matrices conmutan.



Capitulo 2

Efecto Doppler

En este capitulo se continia con el desarrollo de la cinemética relativista,
pero estd dedicado a la relatividad de las senales de luz. El fenémeno del cam-
bio en la frecuencia de una onda electromagnética, cuando ésta es medida por
diferentes observadores inerciales, se conoce como efecto Doppler. Por su gran
importancia préactica, en diferentes campos de la fisica y la astronomfa, le dedi-
caremos un capitulo de problemas independiente.

2.0.1. Cuadrivector de onda.

Por el principio de superposicién, cualquier onda electromagnética se puede
escribir como una combinacién lineal de ondas planas monocromaticas, descritas
por una funcién de la forma

U(t, ) = Atk (2.1)

en donde ¥ (¢, 7) representa la amplitud del campo (eléctrico, magnético, poten-
cial eléctrico o potencial magnético) en un punto del espacio 7y en un instante
de tiempo t, A es la amplitud méxima del campo, w la frecuencia angular de la
onda y k= (kg,ky, k) €l vector de onda, definido como

2
—n
A

con A su longitud de onda y 7 un vector unitario en la direccién de propagacién

de la onda. La frecuencia angular w est4 relacionada con la frecuencia v (medida
en ciclos por segundo) por la ecuacién

k= (2.2)

27
=2ty = — 2.3
w=2my = (2.3)

con T = 1/v el perfodo. En la ecuacién 2.1 el signo + representa ondas inci-
dentes (4) u ondas emergentes (—). La relacién de dispersién para las ondas
electromagnéticas en el vacio estd dada por la ecuacién

= w
M:J@+@+@:E (2.4)

19
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o en forma equivalente
v =c (2.5)

Puesto que la fase wt — k - 7 de una onda electromagnética plana debe ser un
invariante relativista, podemos definirla como el producto interno Minkowskiano

wt—k-F=z-k (2.6)
entre el cuadrivector posicién
z = (ct,7) = (xval,xQ,zS) (2.7)
y el cuadrivector de onda k, definido como
k= (%715) = (%,kx,l-ﬁy,kz) = (KO, k', K2, k) (2.8)
La norma al cuadrado del cuadrivector de onda estd dada por
2 ni.v w =12
K =, bR = 25— ‘k’ (2.9)

Debido a la relacién de dispersién para las ondas electromagnéticas, ecuacién
2.4, el cuadrivector de onda es nulo o como de luz, i.e.,

k> =0 (2.10)

La definicién del cuadrivector de onda implica que sus componentes se trans-
forma como
KO = (k0 — Bk")
K= (k" — BK)
k/2 — k2
k/3 — k3

(2.11)

cuando son medidas en dos sistemas de referencia inerciales, relacionados por
una transformacién de Lorentz usual 1.4.

Las ecuaciones 2.11 contienen todas las relaciones conocidas sobre la relativi-
dad de las senales de luz, tales como el efecto Doppler longitudinal, transversal
y la aberracién de la luz estelar.

2.1. Problemas sobre el efecto Doppler

1. Cuadrivector de onda. Consideremos dos sistemas de referencia iner-
ciales ¥ y ¥’ relacionados de la manera usual. Encontrar la relacién entre
la frecuencia, el nimero de onda y la longitud de onda, medidas por los
dos observadores, de una onda electromagnética plana.

2. Efecto Doppler longitudinal. Una fuente monocromatica de ondas elec-
tromagnéticas se mueve con velocidad v, respecto a un observador inercial
> y alejandose del observador, situado en el origen del sistema. Si la fuente
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emite ondas de frecuencia propia wg, jque frecuencia wp mide un detector
situado en el origen del sistema de referencia X7 Repetir el cdlculo si la
fuente se mueve hacia el origen de Y. Comparar los resultados anteriores
en el limite no relativista, con el efecto Doppler clésico, el cual es vélido
para todos los fenémenos ondulatorios

Um — U

Wwp = Wwo (2.12)

c
en donde v,, es la velocidad de propagacién de las ondas respecto al medio.
En esta ecuacion se supone que la fuente de ondas estd en reposo respecto
al medio de propagacién, y c es la velocidad de las ondas electromagnéticas
respecto al medio de propagacion.

3. Efecto Doppler transversal y aberracién de la luz. Una fuente
monocromética de ondas electromagnéticas se mueve con velocidad v con
respecto a un detector en reposo y en la direccién del eje x positivo de un
sistema de referencia ligado al detector. Supongamos que en el instante
t = 0 la fuente se encuentra en un punto situado sobre el eje y y emite
un tren de ondas de frecuencia propia wp (medida en el sistema de la
fuente). jCual es la frecuencia y el vector de onda medido por el detector?.
Comparar el resultado con el caso no relativista.

4. Comunicacién espacial con Doppler. Dos naves espaciales A y B
viajan en direcciones opuestas a velocidad constante v respecto a la tierra.
Cuando las naves se cruzan se encuentran a una distancia L de la tierra,
medida en el sistema de referencia de la tierra. En el instante del cruce de
las naves se envia una primera senal de luz desde la tierra hacia las naves
y un tiempo posterior ¢y se envia una segunda senal. Las senales de luz se
reflejan instantdneamente en las naves regresando a la tierra. Asuma que
to < L/v y utilice el efecto Doppler para el cdlculo.

a Con qué diferencia de tiempos llegan las dos senales a cada nave, me-
didas con respecto al sistema de referencia de las naves.

b Con qué diferencia de tiempo, medidas en el sistema tierra, llegan las
senales reflejadas a la tierra provenientes de cada una de las naves?.

5. Expansién del universo. Hubble descubrié en 1929 que el universo
se encuentra en expansién. Observando los espectros caracteristicos de
varias galaxias, encontré que las frecuencias de emisién presentaban un
corrimiento hacia el rojo proporcional a la distancia de las galaxias. Esta
relacién, conocida como ley de expansién de Hublle se expresa por la
ecuacion

Hodp = cz (2.13)

en donde Hj es la constante de Hubble, dj, la distancia de luminosidad
a la galaxia (la cual coincide con la distacia propia para galaxias no muy
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lejanas) y z es el factor de corrimiento (al rojo si z > 0y al azul si z < 0)
definido por
A
1 = — 2.14

+z " ( )
en donde Aq es la longitud de onda emitida por la galaxia y A la longitud
de onda observada en la tierra. En un espectro de emisién de la galaxia
NGC — 4649 se observé que la linea H, del hidrégeno tiene una longitud
de onda de A\ = 6650A (Angstrom). Teniendo en cuenta que la longitud de
onda propia de la linea H, es de 6563 A, calcular el factor de corrimiento
y la velocidad de la Galaxia.

. Ley de reflexién en espejos planos. De la éptica geométrica usual,

se sabe que el dngulo de incidencia de un rayo de luz sobre un espejo en
reposo es igual al dngulo de reflexién. Considerar un espejo plano que se
mueve con velocidad v normal a su plano y un rayo de luz de frecuencia
w; que incide sobre el espejo formando un dngulo 6; respecto a la normal.
Calcular la frecuencia y el angulo de reflexion del rayo. Repetir el cdlculo
si el espejo se estd moviendo en su plano.



Capitulo 3

Dinamica relativista

3.1. Introduccién

La dindmica relativista corresponde a la generalizacién de las leyes de New-
ton. La primera ley de Newton estd contenida en los dos postulados de la rel-
atividad, el principio de relatividad y la constancia de la velocidad de la luz
en el vacfo. La segunda ley de Newton admite una generalizaciéon inmediata en
términos de cantidades cuadrivectoriales, mientras que la tercera ley de Newton
deja de ser vilida en general y es remplazada por el postulado de conservacion
del cuadrivector momentun total de un sistema aislado de particulas.

3.2. Postulados de la dinamica relativista

Definiciéon 1 FEl cuadrivector momentun p de una particula de masa propia
mg, con cuadrivector velocidad U, estd definido por
dx
=moU = mo— 3.1
p 0 07 (3.1)

Por definicién, la masa propia, o en reposo, de una particula es un invariante
relativista que caracteriza a la particula, la cual estd dada por la norma del
cuadrivector momentun, ecuacién (3.1):

p? =mic? (3.2)

dado que la norma al cuadrado del cuadrivector velocidad es c?.
Teniendo en cuenta que las componentes del cuadrivector velocidad estdn
relacionadas con la velocidad de la particula a través de la ecuacién

U® =~(u)(c, u) (3.3)
entonces, las componentes del cuadrivector momentun estdn dadas por la relacién
p* = (moey(@)e, mey(¥)d) =: (E/c,p) (3.4)

23
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en donde se define la energia total E de la particula por

E = mgy(@)c® = mc? (3.5)
con
m = moy (@) (3.6)
la masa relativista y
P =moy(@)d = mu (3.7)

el momentun fisico de la particula. La definicién de energia total de una particula
implica que, para el caso de una particula en reposo ¥ = 0, tenemos que su
energia total estd dada por

E =myc® = E, (3.8)

la cual se llama energia propia o en reposo. Estas definiciones conducen a in-
troducir el concepto de energfa cinética K de una particula de masa propia mg
por la relacion

K =FE — Ey = mc* —moc? (3.9)

Ademss, dado que la norma al cuadrado de todo cuadrivector es un invariante
relativista, tenemos que si p en el cuadrivector momentun de una particula,
entonces

2 _ (. 0\2 2_E2 2 _ 22
p —(P) — |pl —CT—W = mgC (3.10)

es decir, la norma del cuadrivector momentun mide la masa propia de la particu-
la. Otra forma ttil y usual de escribir este invariante es

E? = B2 +|p)* & (3.11)

que relaciona la energfa total F, la energia en reposo Ey y el momentun |p] de
la particula.

A partir la definicién del cuadrivector momento de una particula, podemos
mantener la misma definicién de la segunda ley de Newton, pero formulada para
las cantidades cuadrivectoriales. Asf

Postulado 2 La ecuacion de movimiento relativista estd dada por
f=—=mpA (3.12)

en donde A es el cuadrivector aceleracion y f es el cuadrivector fuerza.

La tercera ley de Newton no es de vdlida en general y por lo tanto, en dindmi-
ca relativista, se toma como postulado fundamental las leyes de conservacion.

Postulado 3 Para un sistema aislado de particulas, con cuadrivectores mo-
mentun p;, © = 1,2, ..., entonces el cuadrivector momento total del sistema p,

definido como
pi=Y pi (3.13)
i=1

es una constante de movimiento.
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Este postulado implica, que si expresamos la ecuacién (3.13) en componentes,
con

pi = (Ei/c,pi) (3.14)

p=(E/ec,p) (3.15)

obtenemos que la energia total del sistema F, definida como la suma de las
energfas de las particulas individuales

E:=)E (3.16)

y el momentun total del sistema, definido como la suma vectorial de los momen-
tos individuales de las particulas

7= p (3.17)
i=1
Se conservan.

3.2.1. Sistema centro de masa

Definicién 4 Definimos la masa relativista total m del sistema y su cuadrivec-
tor momentun total p como

m = Zmi (3.18)

pi= pi=y (micpi) = (me,p) (3.19)
i=1

i=1

en donde hemos definido el momentun total del sistema p' en la dltima igualdad
de la ecuacion (3.19).

Si el sistema de particulas es aislado, los postulados de conservacién implican
que p y por tanto m y p, son constantes en el tiempo.

Dado que el cuadrivector momentun total p es un vector como de tiempo,
existe un sistema de referencia, que lo llamaremos Y ¢ s o sistema de referencia
centro de masa, para el cual el cuadrivector momentun total p no tenga compo-
nentes espaciales, esto es, un sistema para el cual p = 0. La velocidad @y del
sistema de referencia centro de masa respecto a 3 estd dada por

dom =L (3.20)

A partir la velocidad @cys , el cuadrivector velocidad del centro de masa

toma la forma

Ucm = (e (e, ion) (3.21)
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Entonces, de la definicién del cuadrivector momentun total, ecuacién (3.19),
velocidad del centro de masa, ecuacién (3.20) y la definicién del cuadrivector
velocidad del centro de masa (ecuacién (3.21)), tenemos que

p= (mc,ﬁ) = ’ﬁ”&(c, ﬁCM) = ’ﬁ”l/y_l(ﬁc]u)UCM (3.22)
La norma al cuadrado de esta ecuacién
P2 = m2y (o )c? (3.23)

permite definir la masa total del sistema de particulas, en el sistema de referencia
centro de masa Yo py:

m

o) (3.24)

mcem =

Por lo tanto, podemos escribir el cuadrivector momentun total del sistema
como

p=memUcnm (3.25)
Es importante aclarar que mgjs, la masa en reposo del sistema en Yoy,
excede a la suma de las masas en reposo de las particulas del sistema, pues a

ella contribuyen también las energias cinéticas de las particulas individuales,
puesto que la energia cinética del sistema en Xy estd dada por

Koy = mCM02 - T_noc2 (3.26)

en donde hemos definido

mg = Zin (327)

Definicién 5 La energia umbral se define como la energia minima necesaria,
para que en un proceso de colision, se cree una nueva particula de masa en
reposo dada.

De cualquier manera, la energfa minima (umbral) se tendrd cuando las
particulas resultantes de la colisién estén en reposo en el sistema de referencia
del centro de masa del sistema. Esta ltima afirmacién define operacionalmente
el concepto de energfa umbral.

3.2.2. Fotones y particulas de masa en reposo cero

Una particula de masa en reposo cero my = 0 implica que el cuadrivector
momentun sea nulo o como de luz. Asi, si E es la energia total de la particula

y momentun p, entonces
E
p=(=7 (3.28)

p? =0 (3.29)

con
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La relacién entre el concepto de particula de masa en reposo nula y el con-
cepto de fotén o quantum de energia se basa en la generalizacion de la hipétesis
de Einstein, para el transporte de la energia en una onda electromagnética.
Einstein postulé que si tenemos una onda electromagnética monocromética de
frecuencia v, entonces la energfa transportada por la onda estd concentrada en
cantidades discretas de energia dada por la relacién

E=hv (3.30)

donde & es la constante de Planck. Asi, dado que la onda transporta energia,
entonces también debe transportar momentun de magnitud

|l = % (3.31)

por lo tanto, se postula que una onda electromagnética monocromética descrita
por el cuadrivector de onda

k= (% ki, Ky, k:) (3.32)

posee un cuadrivector momentun dado por la relacién
p = hk (3.33)
en donde i = h/27. Esta ecuacién implica que la energia asociada a la onda es
E=hw (3.34)

y el su momentun fisico .
p=hk (3.35)

Definicién 6 Se define colision eldstica en relatividad, como aquella para la
cual las masas propias de las particulas iniciales (incluyendo las particulas de
masa en reposo cero) antes de la colision son las mismas después de la colision.

Una consecuencia de esta definicién es que la energia cinética antes y después
de la colisién no cambia, como se verd en un problema.

3.2.3. Estructura atémica

El atomo de hidrégeno es un sistema de dos particulas, un electrén y un
proton, ligados por la fuerza eléctrica. La estructura interna y sus propiedades
fisicas son objeto de estudio de la mecdnica cudntica. Sin embargo, para efecto de
estudiar procesos dindamicos relativistas, como la colisién del dtomo con otras
particulas, se puede considerar que el 4tomo es una particula eléctricamente
neutra, caracterizada por su masa propia y por su estado interno de energia, el
cual estd dado , para el 4tomo de hidrégeno, por un nimero entero n relacionado
con la energfa interna o de ligadura del dtomo por la relacién

E, = _ 136056981 eV; n=12.. (3.36)

n2
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en donde la unidad de energia es el electronvoltio:
leV =1,602 x 10719 (3.37)

El estado base del atomo de hidrégeno corresponde al nivel n = 1 y el dtomo
sélo puede absorber y emitir una cantidad de energia @, si esta cantidad es igual
a la diferencia entre dos niveles de energia permitidos, es decir si

Q = Efinal - Einicial = En - Em (338)

si m > m significa que el dtomo absorbe energia y n < m que emite energia.
La energia de ionizacién del dtomo, corresponde a la energia minima necesaria
para quitarle un electrén al dtomo, cuando él se encuentra en su estado base.
Para el dtomo de hidrégeno esto significa la energia necesaria para que el 4&tomo
pase del estado base n = 1 al estado m = oo el cual representa que el electrén
y el protén no interaccionan y tienen energias cinéticas nulas en el infinito. Asi,
la energfa de ionizacién del hidrégeno estd dada por

Qion = Efinal - Einicial
. (13,62057ev> - (13,60576V>
n—oo n 12
— 13,6057eV (3.39)

La masa propia del dtomo estd dada por la suma de las masas propias del
electrén y el protén mas el equivalente en masa de la energia interna. Asi, para
el 4tomo de hidrégeno, su masa propia (en unidades equivalentes de energia en
electronvoltios) en el estado de energia F,, es

M0? = moec® + m0p02 +FE, (3.40)

en donde mg. es la masa propia del electrén y mg, la del protén. De esta
forma para todos los efectos de la dindmica relativista dos 4&tomos quimicamente
iguales (e.g. de hidrégeno) pero en estddos internos distintos, son particulas
diferentes.

Por ejemplo, la masa propia del electrén, en udidades de ev, es

moec® = 510999,06 ¢V = 0,51099906 MeV (3.41)
y la del protén
mopc? = 938272310V = 938,27231 MeV (3.42)

y si el d4tomo de hidrégeno se encuentra en su estado base n = 1 entonces su
masa propia estd dada por

Mpuoc? = moec® + mopc® — 13,6056981 eV
= 510999,06eV + 938272310V — 13,6056981 eV
9.3878 x 10%eV (3.43)
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Lo que se ha dicho en esta seccién es vilido para todos los dtomos y en general
para todos los sistema compuestos de particulas, como los niicleos atémicos,
solamente que la estrutura energética interna del 4tomo o nicleo no estd dada
por una relacién tan sencilla como la encontrada para el dtomo de hidrégeno,
ecuacion 3.36.

3.3.

1.

Problemas de dinamica relativista

Cuadrivector momentun. Sean p; y po los cuadrivectores momento de
dos particulas de masas propias mg; y mge respectivamente. Muestre que
el momentun total del sistema

pP=p1tDp2 (3.44)

es un cuadrivector como de tiempo.

. Sistema centro de masa. En un sistema de referencia inercial ¥ dos

particulas de masas propias mg; y mo2 tienen cuadrivectores momento
p1 y pe respectivamente. Calcular la velocidad del sistema de referencia
centro de masa Yo js v la masa propia del sistema medida en ¥ y en Yo py.

. Transformacién del momentun. Una particula de masa en reposo mg

tiene una energfa total E y un momentun p medido por un observador
inercial . Un segundo sistema de referencia ¥’ se estd moviendo con
velocidad v en la direccién del eje x positivo con respecto a Y. Si los
dos observadores eligen los ejes espaciales paralelos y toman ¢t = ¢ = 0
cuando los origenes coinciden, encontrar la energia total E, momentun 7
y energia cinética K’ de la particula medidas en el sistema de referencia
Y, en términos de las cantidades E, p'y K medidas por el observador X.

. Cuadrivector fuerza. Interpretar fisicamente las componentes del cua-

drivector fuerza, definido por la ecuacién de movimiento

d
= % =mpA (3.45)

donde mg es la masa propia de una particula, sobre la cual actua una
fuerza F' y A es su cuadrivector aceleracion.

. Transformacion de la fuerza entre sistemas de referencia. Encon-

trar las ecuaciones de transformacién de las componentes de la fuerza fisica
entre sistemas de referencia inerciales, relacionados por una transforma-
cién de Lorentz usual.

. Energia disponible para crear particulas. En un experimento de co-

lisién de dos particulas, en donde, después de la colisién, emergen las dos
particulas iniciales mds una nueva particula de masa en reposo dada, surge
la necesidad de considerar la minima energfa inicial necesaria para crear
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esta particula, la cual es llamada energia umbral. Otra forma de plantear
el concepto de energia umbral es considerar la maxima cantidad de energfia
disponible en un proceso de colisién de dos particulas, las cuales emergen
después del choque junto con otra particula adicional. Los experimentos
de colisién de particulas usualmente utilizan protones contra protones y
estos experimentos de pueden disponer de dos maneras: En la primera
forma, un protén de energia propia Fy es acelerado hasta alcanzar cierta
energfa total E7, el cual se hacen chocar contra un protén en reposo. En
la segunda forma los dos protones se aceleran hasta una energfa final de
FE5 cada uno y se hacen chocar frontalmente. En ambos casos la energia
total del sistema es £ = E; = 2F5, sin embargo las energfas disponibles
son diferentes. Calcular la energfa disponible Ep en cada experimento.
Asumir que E = 30Gev y Ey = 0,94Gev para el protén.

. Sistema de dos electrones. Un electréon de masa propia mg se estd

moviendo con una energfa cinética que es el doble de su energia propia,
en la direccién de otro electrén que se encuentra en reposo en el sistema
de referencia del laboratorio X.

a ;Cudl es la velocidad del electrén mévil medida en 37

b Calcular los cuadrivectores momento de los dos electrones y el cuadrivec-
tor momento total del sistema en 3.

c ;Cuadl es la velocidad del sistema de referencia centro de masa? Calcular
las componentes del cuadrivector momento de cada electrén en el
sistema de referencia centro de masa Y.

d Calcular la masa propia total del sistema de dos particulas, en 3 y en
el sistema de referencia centro de masa Yo py.

. Sistema de dos fotones. Dos fotones de la misma energia E, con res-

pecto a un sistema de referencia inercial X, se propagan, el primero en la
direccién del eje z positivo y el segundo en la direccién del eje y positivo.

a Calcular los cuadrivectores momento de los dos fotones y el cuadrivector
momento total del sistema en 3.
b Cuadl es la velocidad del sistema de referencia centro de masa?

c Calcular la masa propia del sistema de dos fotones.

. Particula compuesta. En el sistema de laboratorio un electrén de e-

nergfa cinética 2mgc?/3 choca con un positrén (particula de la misma
masa que electrén y de carga positiva) en reposo y forma un dtomo de
positronio.

a Cuél es la masa propia del positronio?

b Que velocidad final adquiere el &tomo de positronio?
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10.

11.

c Si el dtomo de positronio, después de un tiempo corto se desintegra
de nuevo en un electrén y un positrén, ;cudl es la velocidad de las
particulas finales si ellas son emitidas formando el mismo dngulo con
respecto a la direccién de movimiento del positronio?. ; Cudnto vale
este dngulo?

d Analizar si el proceso de colisién completo
e +tet — A, —e +eh (3.46)

Jes eldstico o ineldstico?, donde e~ representa al electrén, e™ al
positrén y A, el dtomo de positronio.

Aniquilacién de particulas. Considere un electrén que se mueve con
energfa cinética de 2mgc?/3 y choca con un positrén en reposo aniquilén-
dose el electrén y el positrén en dos fotones:

e +et — y+y

a Con respecto a la direccién de incidencia del electrén, jen qué direc-
ciones deben salir los fotones, para que uno de ellos tenga energia
méaxima?. En este caso jcudl es la energia de cada fotén?

b Si en el proceso de aniquilacién, los dos fotones salen formando un
angulo igual (y opuesto) con respecto a la direccién de incidencia,
jcudnto vale el dngulo? y jqué energia tiene cada fotén?

c Resolver los dos numerales anteriores, analizando el problema para un
observador en reposo con respecto al sistema de referencia centro de
masa de las particulas iniciales.

Absorciéon atémica. Un dtomo de hidrégeno en su estado base, con
masa propia My, se encuentra en reposo en el sistema laboratorio X. Un
fotén de energia @) choca contra el dtomo y es absorbido por este, pasando
a su primer estado exitado n = 2. Sea My la masa propia del 4tomo exitado

y .

Q() = ]\4'062 - M062 (347)
la diferencia de las energias propias del hidréneno después y antes de la
colisién.

a Encontrar una expresiéon para la energia ) que debe tener el fotén
incidente, en funcién de la energia de excitacién @)y y la masa propia
del atomo My en su estado base.

b Demostrar que la diferencia entre la energia del fotén incidente @ y
la energia interna de excitacién del dtomo corresponde a la energia
cinética del dtomo excitado.

c Calcular numéricamente @ teniendo en cuenta que Qg corresponde a
la diferencia entre los niveles de energia internan =2y n =1,y
calcular la velocidad con que retrocede el atomo al absorver el fotén
de energia Q.
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Cohete foténico. El motor de maxima eficiencia que se podria llegar a
construir es el cohete foténico, el cual convierte el 100 % del combustible
(materia) en radiacién colimada (fotones). Supongamos que en los proble-
mas del capitulo de cinemética Viaje interestelar 1 y Viaje intereste-
lar 2 la nave dispone de un cohete foténico. Calcular qué porcentaje de
la masa inicial del cohete M| se gasta en el viaje en cada caso.

Dispersion elastica protén-protén. En el sistema laboratorio una
particula de masa propia mg y energfa cinética K choca eldsticamente
contra otra particula idéntica en reposo. Calcular el dngulo entre las dos
pariculas después de la colisién en funcién de K y my, si las dos particu-
las salen con la misma energia. Aplicar el resultado para protones, con
moc? = 938,27231 MeV y K = 437 MeV. Sutton et.al. ([8]) obtuvieron el
valor experimental de 84,0° £ 0,2°.

Procesos prohibidos. Demostrar que los siguientes procesos de colisién
son prohibidos: Un protén en reposo emite un fotén y retrocede

p—p+7 (3.48)
Un fotén se desintegra en un par electrén-positrén
y—e +et (3.49)
Un par electrén-positréon se aniquilian dando lugar a un fotén
e +et — (3.50)
en donde ~ representa un fotén de energia dada, p un protén, e~ un
electrén y e un positrén.

Experimentos de coincidencia. En el experimento original del efecto
Compton se midié la energia del fotén dispersado en funcién del dngulo
de dispersién, pero no se midié al electrén dispersado. Calcular la energia
y el dngulo de dispersién del electrén en funcién de la energia del fotén
incidente y el dngulo de dispersién del fotén.

Reflexién ineldstica de un fotén en un dtomo. Un fotén de energia
Q; choca contra un dtomo de hidrégeno en reposo que se encuentra en su
primer estado exitado. Después de la colisién el dtomo pasa a su estado
base y el fotén se dispersa con la misma energia retrocediendo.

a ;El choque es eldstico o inelédstico?
b Cual es la velocidad del 4tomo después de la colisién?

c ;Cuél es la energia @Q); del fotén incidente?



Capitulo 4

Tensores

En este capitulo se introducen los conceptos fundamentales del cdlculo ten-
sorial. Los tensores serdn definidos en términos de sus propiedades de trans-
formacioén, bajo un cambio de sistemas de coordenadas. Todas las definiciones
dadas, asi como sus propiedades, son generales, i.e. son vdlidas para transforma-
ciones generales de coordenadas, pero este capitulo se restringird exclusivamente
a transformaciones de Lorentz, atin cuando se mantiene en lo posible una no-
tacion general.

4.1. Definiciones fundamentales

Definicién 7 Sean ¥ y X' dos sistemas de referencia inerciales y sean z# =
(20,2t 22 2%) y 2™ = (202", 2"%,2"%) las coordenadas de un evento fisico
medidas en ¥ y X/ respectivamente. Entonces una transformacién de Lorentz de

las coordenadas estd definida como:
at — 2 = A" Y (4.1)

tal que el producto punto Minkowskiano queda invariante bajo esta transforma-
cion de coordenadas.

Definicién 8 Un escalar de Lorentz es una cantidad (en general una funcion
de las coordenadas) que es invariante bajo transformaciones de Lorentz.

Ejemplos de escalares de Lorentz son: la masa propia de una particula, el
intervalo de tiempo propio entre dos eventos, la norma de todo cuadrivector, el
producto interno de cuadrivectores, etc..

Definicién 9 Un cuadrivector V es una cantidad cuyas componentes, deno-
tadas por V¥, u = 0,1,2,3, medidas por el observador inercial ¥, se transfor-
man bajo una transformacion de Lorentz de las coordenadas (ecuacion (4.1)),
de la misma manera que las coordenadas, es decir:

Vi = ARV (4.2)

33
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donde V'* denota las componentes del cuadrivector V medidas en el sistema de
referencia X'.

A las cantidades V* se le llaman las componentes contravariantes del cua-
drivector V.

Definicién 10 Un tensor T de segundo orden dos veces contravariante, es un
conjunto de 4% componentes TH; p,v = 0,1,2,3, medidas en un sistema de
referencia 3, tales que bajo una transformacion de Lorentz (ecuacion (4.1)) sus
componentes se transforman como:

T = A NRTP (4.3)
donde T'" denota las componentes del tensor T en el sistema de referencia
.

Definicién 11 La definicion anterior se generaliza al caso de un tensor T con-
travariante de orden r, como un objeto de 4" componentes, medidas en un Sis-
tema de referencia 3, cuyas componentes se transforman bajo una transforma-
cion de Lorentz (4.1) en la forma:

Tk B — AH1 AB2 .. AKr TV1V2.Vr (4,4)
1% 125) Uy

Asi, se define un tensor de orden cero como un escalar y un tensor contra-
variante de orden uno como un cuadrivector.

Definicién 12 La distancia espacio-tiempo entre dos eventos de coordenadas
¥ y xt + dx*, estd definida por

2 _ T
ds” =, dz"dv (4.5)
Esta distancia es un invariante bajo una transformaciéon de coordenadas, es

decir:
ds* = N detde” =, de'" dz" (4.6)

en donde la matriz de Minkowski 7 (también se llamada tensor métrico de
Minkowski) estd definida por:

1; sip=v=0
N =4 —1; sip=v=123 (4.7
0; stu#v

Entonces por la invarianza de ds? se tiene que
ds® =, dz"dz" = n,, A Nyde®da’® = 1, zdzc® da” (4.8)
por lo tanto se debe cumplir la relacién:

Nap = A%Ayﬁnuy (49)
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Dado que
det(n,g) = —1 (4.10)

entonces existe la matriz de transformacion inversa (7, B)’l, cuyas componentes
se denotan por n%?, y satisfacen la siguiente relacién:

m =1 = napn’” =67 (4.11)

donde §,” son los elementos de la matriz identidad. Los elementos de la matriz
inversa de Minkowski coinciden numéricamente con 7,4, y ademds son matrices
simétricas, i.e.

Nap = "Ba
= e (4.12)

La inversa de una transformacion de Lorentz estd dada por:
ot =A, Pz’ (4.13)

con
A, = (A1) e A, AT, =68 (4.14)

Definicién 13 Se definen las “componentes” covariantes de un cuadrivector V.
como
Vo = naBVB (4.15)

Asi, dadas las componentes covariantes V),, entonces sus correspondientes
componentes contravariantes se obtienen de la transformacion inversa:

VE =9V, (4.16)

Esta definicién se generaliza para el caso de tensores de cualquier rango.
Por ejemplo, las componentes covariantes de un tensor de segundo orden estdn
relacionadas con sus componentes contravariantes por la ecuacién:

T/u/ = nuanu,BTaﬁ (417)

y en forma similar se pueden definir las componentes de un tensor de segundo
orden una vez contravariante y una vez covariante, con las siguientes posibili-
dades:

T g =ng,T" T, ? =n,,T" (4.18)

De esta forma, 77, wo, T 5,y T, # son todas diferentes representaciones
de un mismo tensor de segundo rango T.
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Las componentes covariantes de un tensor de rango uno, bajo una transfor-
macién de Lorentz, se transforman como:

VI =A, "V, (4.19)

La ley general de transformacién de las componentes covariantes y con-
travariantes de un tensor cualquiera T, r-veces contravariante y s-veces cova-
riante estd dada por:

Tlaa ot — A A2 A AN 92N ST (4.90)

Y1V2 Vs V™71 Y2 Yr

4.1.1. Algebra tensorial

Definiciéon 14 Sea
I = {T | Tg’llé”;“g:"

el conjunto de todos los tensores r-veces contravariante y s-veces covariante.

Asf, en esta notacién, un escalar es un elemento de IIY, un cuadrivector
contravariante es un elemento de II} y uno covariante de I1Y, etc.

Definicién 15 Dados dos tensores T, S € 11T definimos la suma y la multipli-
cacion por un escalar A € R, por:

Qsisl s = (T + S)glsz s =T + Syl (4.21)
Pylsiis = (AT)g 52 5r = N5 505 (4.22)

Definicién 16 Dados dos tensores T € 11y y S € IIF, se define el producto
tensorial como:

viva..VypVprq1...Vegp vivo...Vp QVr+1Vr42...Vr4p 42
W5162 6555+1...55+q T T0165...04 §S+165+2..,6S+q ( : 3)

el cual es un tensor de TI,17.

Definicién 17 Dado un tensor T € 11}, se define la contraccion del indice con-
travariante «; (1 < i <r) con el indice covariante B; (1 <j<s)por:

( ks GOy o OO —1
ClG (Tgigeggr) = Tgige g € T (4.24)

La operacién de subir y bajar indices es un caso particular de combinar las
operaciones de producto tensorial y contraccién.
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4.1.2. Propiedades de simetria de tensores

Definicién 18 Un tensor T de segundo rango del tipo 112, con componentes
T en un sistema de referencia 3, se llama simétrico si

T8 = 7P (4.25)

y antisimétrico si
TP = b (4.26)

Esta definicién es valida también, para las componentes covariantes de un
tensor de segundo rango y puede ser generalizada a cualquier par de indices de
un tensor de rango n > 2.

Definicién 19 Dado un tensor T de sequndo rango del tipo 113, con compo-
nentes TP en un sistema de referencia 3, se define un nuevo tensor, denotado
como TP | por la operacion

1
TP .= §(T“5 + TP) (4.27)

el cual por definicion es simétrico, es decir T(P) = T(Be),

Definicién 20 Se define la operacion de antisimetrizacion de un tensor dado
T8 que se denota como TP, por:

1
Tl = i(T“ﬂ — T%%) (4.28)

De la misma manera se tiene que si un tensor 77 es simétrico, entonces el
tensor antisimetrizado es cero y si T*? es antisimétrico, entonces T8 = 798
Claramente estas operaciones son vélidas también para tensores del tipo II3.
Estas operaciones de simetrizaciéon y antisimetrizacién se pueden generalizar a
tensores de orden mayor:

1
plaray) = ZTPg(al“'ar) (4.29)
r P,
1
T[al"'ar} — ﬁ Z(*l)NUTPU(almar) (430)
“h

en donde la suma se realiza sobre todas las permutaciones de los indices (g, - -
a;)y N, = £1 es el signo de la permutacion.

La generalizacién del producto cruz del dlgebra usual de vectores tridimen-
sionales, corresponde al producto tensorial de vectores antisimetrizado. Asi, sean
A® y BP las componentes de dos cuadrivectores en un sistema de referencia ¥,
entonces se define un nuevo tensor, como el producto tensorial antisimetrizado
de estos dos cuadrivectores:

1
0P .= Alephl = §{Aa35 — APB*} (4.31)
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Un caso especial de un tensor de cuarto rango completamente antisimétrico,
es el tensor de Levi-Civita, definido por la ecuacion:

+1 si afvyd es permutacion par de 0123
ghd = —1 si a0 es permutacion impar de 0123 (4.32)
0 en los demas casos

Este tensor, al igual que el tensor métrico de Minkowski, tiene la particula-
ridad que en todos los sistemas de referencia inerciales sus componentes tienen
el mismo valor numérico.

4.2. Transformacién general de coordenadas

Un cambio general de coordenadas entre los sistemas ¥ y ¥/ se puede ex-
presar como un conjunto de cuatro ecuaciones, en donde las nuevas coordenas
primadas son funciones continuas, con inversa continua, de las coordenadas no
primadas. Asi la transformacion de coordenadas y su inversa, se pueden escribir
como:

o't =M (x®) (4.33)

2P = 2P (2) (4.34)

Notemos que si exigimos que las transformaciones de coordenas sean lineales,
entonces estas ecuaciones se reducen a la forma:

P U (4.35)

P =N, P (4.36)

con los coeficientes de la transformaciones A* , (y los de la transformacién in-
versa A, ?) constantes, independientes de las coordenadas. Con la identificacién

m
AF = g”; . (4.37)
zP
A, P =
v ox'v

las ecuaciones que definen la ley de transformacién (y su inversa), para las
componentes de cualquier vector en los dos sistemas de referencia, se pueden
escribir en la forma

ox'H
o Sy 4.
el (4.38)
ozt
H— v 4.
Vi = SV (4.39)

Entonces, la relacién
A* NS =68 (4.40)
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es equivalente a

ox'* Ox®
B D s (4.41)

Esta relacién se obtiene directamente, si aplicamos la regla de la cadena para
las derivadas a la transformacion idéntica x'*(z*(z'")) = z'*.

4.2.1. Operadores vectoriales

La generalizacién del vector gradiente del célculo vectorial usual sobre R3

- 0 0 0
=(325732) (4.42)
ox’ dy’ 0z
el cual al actuar sobre una funcién escalar produce un vector en la direccién del
méximo cambio de la funcién, es el operador diferencial

5 0
o Oxn
el cual al actuar sobre una funcién escalar de las coordenadas genera un cuadrivec-

tor covariante
od 0® 90 00

0x0’ 9z’ 92’ 83:3)
Las componentes del operador gradiente se transforman, bajo un cambio de
coordenadas, como las componentes covariantes de un cuadrivector, es decir

9,0 = (

9, =N, Y0, (4.43)

A partir de esta definicién, se pueden construir los operadores de uso mas
frecuente en fisica, siguiendo los mismos procedimientos que en el caso del célculo
vectorial tridimensional estandar. Para el caso de un campo vectorial U#(z%),
esto es, una funcién vectorial de las coordenadas, si se toma el producto interno
Minkowskiano entre este campo vectorial y el vector gradiente:

V.U =9,0” (4.44)

se obtiene la cudri-divergencia que corresponde a la generalizacién del operador

divergencia tridimensional. Ademds tomando el producto interno del operador

gradiente consigo mismo, se obtiene un el operador de D “Alembert que es un

invariante (un escalar) bajo transformaciones de coordenadas, asi

0? 9

O=9"0,0, =0"0, = 527 \Y% (4.45)
Finalmente la generalizacién del rotacional se define como el un tensor de

segundo rango antisimétrico obtenido por la operacion:

AoV = Vs — 950, (4.46)
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4.3. Problemas de algebra tensorial

1. Transformacién de componentes covariantes. A partir de la propie-
dad

Nap = AIU(IIAVBTIMV (447)

que debe satisfacer una transformacién de Lorentz A¥, y de la definicién
de componentes covariantes de un cuadrivector

Vi 1= 15V" (4.48)
y de la ley de transformacién para las componentes contravariantes
Ve = A%VP (4.49)

encontrar la ley de transformacién para las componentes covariantes del
cuadrivector V, i.e., demostrar que

V! = A, "V, (4.50)

2. Componentes covariantes del cuadrivector momentun. Dadas las
componentes contravariantes del cuadrimomento en un sistema de refe-
rencia %,

p = (p°,p",p%p%)

E
(Capaivpyvpz> (451)

encontrar las componentes covariantes.

3. Transfomacién de componentes covariantes. A partir de las ecua-
ciones de transformacién para las componentes covariantes de un cuadrivec-
tor, mostrar que las ecuaciones de transformacion para la energfa y el mo-
mentun de una particula son las mismas sin importar si se trabaja con sus
componentes contravariantes o covariantes.

4. Propiedades de simetria. Considere un tensor de segundo rango con-
travariante T8,

a Muestre que si el tensor es simétrico en un sistema de referencia también
es simétrico en todos los sistemas de referencia. Similarmente si es
antisimétrico.

b A partir de T encontrar sus componentes covariantes T,p y mostrar
que si TP es simétrico entonces T,p también lo es. Similarmente
si es antisimétrico. Que sucede con las componentes mixtas T 5 y

B2

T, P1
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5. Tensor métrico de Minkowski. Mostrar, por cdlculo directo, que el
tensor métrico de Minkowski 7,5 tiene las mismas componentes en todos
los sistema coordenados. Similarmente 7%? y el tensor métrico mixto 63

6. Algebra de tensores. Sean Tg‘ll'“ﬁo‘r y Rgigr las componentes de dos
tensores r — veces contravariantes y s — veces covariantes medidas en un
sistema de referencia ¥ y A\ un nimero real.

a Demostrar que las cantidades

Bl gr = ATglgr (4.52)

se transforman como las componentes de un tensor r — veces con-
travariante y s—veces covariante bajo una transformacion de Lorentz.

b Demostrar que las cantidades
Qs 5 =T5, 5 + Rs 5] (4.53)

se transforman como las componentes de un tensor r — veces con-
travariante y s—veces covariante bajo una transformacién de Lorentz.

7. Contraccién de tensores. Demuestre que la contraccién de tensores es
una operacién tensorial. Es decir, muestre que el conjunto de cantidades
obtenidas por la contraccién de cualquier indice covariante con cualquier
indice contravariante de un tensor dado T r-veces contravariante y s-veces
covariante, conforman las componentes de un tensor r — 1 veces contrava-
riante y s — 1 veces covariante.

8. Tensor de Levi-Civita. El tensor de Levi-Civita estd definido por la
ecuacién 4.32.

a Mostrar que las componentes del tensor de Levi-Civita tiene las mismas
componentes en todos los sistemas de referencia inerciales.

b Calcular la componentes del tensor de Levi-Civita completamente co-
variante.

¢ Calcular
8(1,37560‘[375 (4.54)

9. El tensor dual. Dado un tensor se segundo rango covariante antisimétri-
co, i.e. Fi,g = —Fg,, entonces

a Calcular las componentes contravariantes del tensor dual, definido como

w1
(+F)™ = 5™ F, (4.55)
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b Bajando los indices con el tensor métrico de Minkowski, encontrar las
componentes covariantes del tensor dual:

(*F)aﬁ = 7704#7751/ (*F)l—w (456)
y demostrar que

1
(xF)op = faﬁwsF”‘s (4.57)

¢ Comparar el resultado anterior, si definimos el dual de un tensor de
segundo orden contravariante antisimétrico por la relacién

1
xFop = agaﬁwgwé (4.58)

teniendo en cuenta que las componentes covariantes y contravariantes
del tensor F' estdn relacionadas por

FP =ty F,, (4.59)

d Demostrar que
*x(xF) = —F

10. Transformacién general de coordenadas. Las ecuaciones de transfor-
macién de Lorentz usuales entre sistemas de referencia inerciales

o/ = A" 4P (4.60)
corresponden, matemdticamente, a una transformacién de coordenadas
2 =2/ (20, 2", 2%, 1) = 2/ (a) (4.61)
con o« =0,1,2,3.

a Encontrar la relacién entre los elementos de la matriz jacobiana de la
transformacién de coordenadas

8&:/0 83:'0 azlo 61‘/0
0x0 Ozl Ox2 Ox3

dz'? dx'? dx'! dz'! or'e
Y — 0x0 Ozl Ox2 Ox3 —
J (x,fl}' ) = 9’2 Ox'2 9’2 9’2 = |:8Jjﬁ :| (462)
0x° Oxl ox dx3

ax/a aw/S 6.'EI3 8:};/3
0z0 Ozt Ox? Ox3

b Calcular los elementos de la transformacion de coordenas inversa (el ja-
cobiano de la transformacién inversa), asumiendo que el determinante
de la matriz de Jacobi no es nulo, y relacionarlos con los elementos
de la matriz de Lorentz inversa.
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11.

12.

13.

Derivada de un tensor. Sea 7“%(x) una funcién tensorial de las coor-
denadas de segundo orden contravariante. Muestre que las funciones ob-
tenidas, diferenciando con respecto a las coordenadas las componentes del
tensor 7%, es decir
0 aff — aff — paf
1" =0,T*" =T (4.63)
81.7 s
bajo una transformacién de Lorentz se comportan como las componentes
de un tensor de tercer orden, dos veces contravariante y una vez covariante,

es decir
raf3 _ A AB o v
T o= A uA UAV T‘io (4.64)

Este resultado se puede generalizar a tensores arbitrarios, es decir si Tjg'! 5"
es un tensor r-veces contravariante y s-veces covariante, entonces

0 Q... Q... Q...

97 Lorp. =015 5] =155 (4.65)
es un tensor r-veces contravariante y s+1-veces covariante. Este resultado
es vdlido solamente si la transformacién de coordenadas es lineal (ver el
siguiente problema).

Transformacién general de coordenadas y derivadas. Sea V, (x) un
campo tensorial covariante y consideremos una transformacién de coorde-
nadas general (no lineal)

'Y =2’ (aM) (4.66)

entonces mostrar que las cantidades

0
Oz Vo = 87‘/@ = Va,'y (467)
no se transforman como las componentes de un tensor dos veces covariante.
Bajo que condicién las cantidades V,, , corresponden a las componentes
de un tensor de segundo orden?

El tensor energia-momento. Muchos sistema fisicos, como un fluido
o el campo electromagnético, se pueden caracterizar por una cantidad
fisica llamada el tensor energia-momento 7%?, con la propiedada que sea
simétrico

T8 = 7P (4.68)
y que cumpla con la ecuacién
0
af _
527 T =0 (4.69)

En modelo simple, pero de interes fisico, de un fluido relativista es cono-
cido como el fluido perfecto, el cual estd determinado por dos funciones
escalares py(z) y po(x). La funcién p, representa la densidad de energia
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propia del fluido en cada punto del espacio-tiempo x, es decir p, corres-

ponde a la densidad de energia del fluido en cada punto del espacio-tiempo

medida por un observador inercial con respecto al cual el fluido se encuen-
tra en reposo, asi

py = 2 dmo

dVp

donde dmyg es la masa propia contenida en el elemento de volumen propio
dVp, y la funcién po(x) representa la presion propia del fluido en el punto
z. Las componentes del tensor energia-momento del fluido, en el sistema
de referencia propio estdn dadas por

(4.70)

ppb 0 0 0
o 0 0 0
@) = | poo o 0 (4.71)
0 0 0 po

donde el subindice cero se refiere al sistema de referencia propio. Utilizando
la matriz de transformacién de Lorentz general, ecuacién 6.337, encontrar
los elementos del tensor energfa-momento para un observador arbitrario
que se mueve con velocidad # y mostrar que los elementos del tensor se
pueden escribir como

T = (po + pO)UO‘UB — ponaﬁ (4.72)

donde U*“ es la cuadrivelocidad del fluido respecto al observador arbitrario,
definida por

o dz® 3

Ue = s = y(u)(1, B) (4.73)



Capitulo 5

Electrodinamica

5.1. Introduccién

Las leyes de la electrodindmica, constituidas por las ecuaciones de Maxwell,
la ecuacién de continuidad para la carga y la ley de la fuerza de Lorentz, son va-
lidas en el marco de los postulados de Einstein de la teorfa especial de la relativi-
dad. En efecto, las leyes que rigen los fenémenos electromagnéticos no dependen
del sistema de referencia inercial y por lo tanto las ecuaciones de la electrodi-
nédmica deben permanecer invariantes bajo transformaciones de Lorentz.

Esta invarianza implica que los campos eléctricos y magnéticos deben sa-
tisfacer ciertas ecuaciones de transformacién entre sistemas de referencia, de
tal manera que las leyes de la electrodindmica mantengan su forma para todos
los observadores inerciales. Una consecuencia de la covarianza de las ecuaciones
de Maxwell es que el campo eléctrico y magnético debe describirse en forma
unificada a través del tensor campo electromagnético.

Otra forma de ver el caracter relativista de los fenémenos electromagnéti-
cos es a partir del campo eléctrico estdatico, asumiendo la validez de la ley de
Coulomb para cargas en reposo y las ecuaciones de transformacién de Lorentz,
y mostrar cémo surge la necesidad del campo magnético, es decir mostrar que
la existencia del campo magnético es un efecto relativista.

A través de los problemas del presente capitulo desarrollaremos esta dos
formas de entender los fenémenos electromdagnéticos el el marco de los postulados
de la teorfa de la relatividad especial.

5.2. Ecuaciones de Maxwell
Las leyes de la electrodindmica estdn constituidas por dos conjuntos de ecua-

ciones. El primer conjunto lo conforman las ecuaciones de Maxwell que estdn
dadas por (en unidades cgs):

V- E=4mp (5.1)

45
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V-B=0 (5.2)
- - 10E 4rm -
. . 10B

E+ = - 4
V x +cat 0 (5.4)

las cuales nos determinan los campos eléctrico E y magnético B en términos de
sus fuentes (cargas y corrientes), con p la densidad volumeétrica de carga y J la
densidad de corriente eléctrica.

La primera de estas ecuaciones (5.1) es la ley de Gauss y establece que las
cargas eléctricas son fuente del campo eléctrico. La segunda ecuacién (5.2), ley
de Gauss para el campo magnético, nos dice que no existen fuentes para el
campo magnético. La tercera ecuacién de Maxwell (5.3) contiene dos términos:
la ley de Ampere, esto es, que las corrientes eléctricas (representadas en el
término 47.J, /c) producen campos magnéticos y por otra parte estd el término
1/ cOE /0t, introducido por Maxwell, que nos dice que campos eléctricos variables
en el tiempo son también una fuente de campo magnético. La iltima de las
ecuaciones de Maxwell (5.4) es la ley de induccién de Faraday, la cual establece
que campos magnéticos variables en el tiempo inducen campos eléctricos.

El segundo conjunto de ecuaciones que conforman las leyes de la electro-
dindmica, lo constituyen la ecuacién de continuidad y la ley de la fuerza de
Lorentz:

- - Jdp

VT4 5 =0 (5.5)
B _ i lax B (5.6)
dt c

en donde ¢ es la carga de la particula y @ su velocidad medida con respecto a
un sistema de referencia inercial.

La primera de estas ecuaciones (5.5), la ecuacién de continuidad, establece
que la carga eléctrica es conservada en la naturaleza. Es de anotar que esta
ley de conservacién de la carga estd contenida en las ecuaciones de Maxwell y
por lo tanto no constituye una ley independiente de la electrodindmica, pues si
tomamos la divergencia de la ecuacién 5.3 tenemos que

= (o =\ 1o E dns -
Vo (VxB)=-v. T4 T0 5.7
c ot * c (5.7)
intercambiando la derivada espacial y temporal, utilizando la primera ecuacién
de Maxwell 5.1 y teniendo en cuenta que la divergencia del rotacional se anula,
obtenemos la ecuacién de continuidad:
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Finalmente, la tltima ecuacién (5.6) corresponde a la ley de la fuerza de Lorentz,
la cual nos da la ecuacién de movimiento para una carga puntual en presencia
de un un campo electromagnético.

5.2.1. Electrostatica

Laley de Coulomb describir la fuerza entre particulas cargadas estacionarias:

7 qnq2 .
frz = k=577 (5.9)

en donde ¢ y g2 miden las cargas eléctricas de las particulas, r es la distancia
entre en ellas, con 7 un vector unitario en la direccién del radio vector que une
la carga 1 con la carga 2, y k es una constante de proporcionalidad que depende
del sistema de unidades elegido (k = 1 en el sistema cgs). Entonces flg nos
mide la fuerza que la carga go experimenta debido a la carga ¢;, siendo esta
fuerza atractiva o repulsiva dependiendo del signo de las cargas. Ademds, esta
expresion de la fuerza satisface, por su definicién, la tercera ley de Newton, esto
es

fiz=—fa (5.10)

A partir de la ecuacién (5.9) podemos escribir la ley de Coulomb en la forma:
fiz = @B\ (7) (5.11)
en donde la cantidad E1(7'”), definida como
Bi(7) = Ly (5.12)
r2

representa el campo eléctrico producido por la carga g; en el punto 7.

Estas expresiones para la fuerza (ecuacién 5.9) y el campo eléctrico (ecuacién
5.12) son vdlidas para un observador inercial 3, con respecto al cual la carga ¢;
estd en reposo.

Es un hecho experimental, que la fuerza sobre la carga de prueba ¢o es
independiente del estado de movimiento de la carga de prueba, lo cual estd
implicito en la expresién para la fuerza de Coulomb, pues ella depende solamente
de la posicién instantdnea de la carga go. Ademds, tanto la fuerza de Coulomb
como el campo eléctrico producido por la carga g1, son independientes del tiempo
siempre y cuando la carga ¢g; se encuentre en reposo.

Experimentalmente determinamos la fuerza ﬁg sobre la carga de prueba g
en el sistema de referencia inercial 3, midiendo la rata de cambio del momento
Pa de la carga go, es decir midiendo dp>/dt, asi como también las otras variables
cineméticas y dindmicas que entran en la definicién de la fuerza de Coulomb,
tales como la distancia entre la carga ¢; y la de prueba, la velocidad (nula en
este caso) de la carga ¢; y el momento ps de go.
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5.3. Ecuaciones de Maxwell covariantes

La ecuacién de continuidad (5.5) la podemos escribir, en forma explicita-
mente covariante, como:

9, J" =0 (5.13)

donde el cuadrivector corriente J¥ se ha definido en la forma:
JV = (JO, Y, 02, 0%) = (ep, J) (5.14)

La componente temporal J° representa la densidad de carga (siendo la carga
un invariante relativista) y las componentes espaciales J%,i = 1,2, 3 correspon-
den a las componentes del vector densidad de corriente eléctrica.

En las ecuaciones de Maxwell, escritas en la forma usual (ecuaciones 5.1 a la
5.4), los campos eléctricos E y magnéticos B son vectores cartesianos usuales y
por lo tanto no corresponden a ninguna cantidad relativista, es decir a un escalar
de Lorentz, o a un cuadrivector, o a un tensor. Por esta razén se define el tensor
campo electromagnético F medido por un observador inercial ¥, como un tensor
de segundo rango antisimétrico cuyas componente contravariantes estdn dadas
por:

F12:_F21:Bz F23:_F32:Bw F31:_F13:By
FOl= _F0—F, F02—_FO_F F%—_F¥_F, (5.15)
Foe = Va=0,1,2,3

Con esta definicién, podemos escribir las dos primeras ecuaciones de Maxwell
(ecuaciones (5.1) y (5.2)) en la forma:

Do FP = _Am

C

JP (5.16)

la cual es una ecuacién covariante relativista. Esto significa que esta ecuacién
tiene la misma forma en todos los sistemas de referencia inerciales, es decir, en
un sistema de referencia ¥', para el cual ' y J'# son las correspondientes
componentes del tensor campo electromagnético y densidad de corriente, las dos
primeras ecuaciones de Maxwell tienen la forma:

AT e (5.17)
C

8/ F/(XB _
«
en donde las componentes de la densidad de corriente J'# y del tensor F'®?
medidas en Y, estdn relacionadas con las medidas en X, por las ecuaciones de
transformacién:

JH = AK J* (5.18)
F'mv = N A FP (5.19)

Estas relaciones nos dan las ecuaciones de transformacién para las fuentes y
los campos eléctricos y magnéticos medidas por dos observadores inerciales.



5.4. TRANSFORMACIONES GAUGE 49

Las ecuaciones de Maxwell homogéneas (ecuaciones (5.2) y (5.4)), con la
ayuda del tensor de Levi-Civita introducido en el capitulo anterior (ecuacién
(4.32)), las podemos escribir en la forma:

5“57‘58{3&5 =0 (5.20)

en donde en esta tltima ecuacién se ha utilizado el tensor de Minkowski para
bajar los indices del tensor electromagnético F', esto es:

Fy5 = Nlaq s 7 (5.21)

las cuales nos representa las componentes covariantes del tensor campo electro-
magnético.

Finalmente consideremos la ecuacién de la fuerza de Lorentz (ecuacién 5.6),
la cual podemos escribir en forma covariante como:

dz”

q
==-F “— 5.22
c 7 dr ( )

_ dp® q b dz”

=g =t g

en donde p® es el cuadrimomento de la particula de carga q, 7 el tiempo propio,
x7 sus coordenadas de posicién y F., “ las componentes mixtas del tensor campo
electromagnético definidas por:

E, “=n,Fo° (5.23)

5.4. Transformaciones Gauge

Hay dos teoremas del célculo diferencial en varias variables, que nos permiten
escribir las ecuaciones de Maxwell en forma m&s compacta:

Teorema 21 Sea F una funcion vectoria tal que su rotacional es cero, i.e.,
VxF=0 (5.24)

entonces la funcion F' se puede escribir como el gradiente de una funcion escalar
U(7), esto es:

F =VU(7) (5.25)
Teorema 22 Sea F una funcion vectorial tal que su divergencia es cero, i.e.,
V-F=0 (5.26)

entonces la funcion F se puede escribir como el rotacional de una funcion vec-
5
torial Y(7), esto es:

— -

F =V x T(f) (5.27)
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Si aplicamos estos dos resultados del cédlculo vectorial los campos eléctrico
y magnético se pueden escribir en términos de del potencial vectorial A y del
potencial escalar ® en la forma:

— —

B=VxA (5.28)
d

E = —% — Vo (5.29)
El signo menos en la ecuacién anterior permite interpretar directamente al po-
tencial ®, para el caso de campos independientes del tiempo, como el trabajo
por unidad de carga realizado por el campo eléctrico, llamado potencial elec-
trostético, el cual es un campo conservativo.
Estos dos teoremas del cédlculo vectorial, corresponden a casos particulares
de un teorema mds general de tensores:

Teorema 23 Sean T, las componentes covariantes de un tensor de sequndo
rango antisimétrico, tal que

eP95T,s =0 (5.30)

entonces el tensor T,z se puede escribir como el “rotacional” de una funcion
cuadrivectorial W7, es decir

Top = 0 Wy = 0 W5 — 9sW, (5.31)

Asi, dado que las dos ecuaciones de Maxwell homogeneas

— —

V-B = 0 (5.32)
VxE+dB/ot = 0 (5.33)

se pueden escribir en la forma
P19 F,5 =0 (5.34)

donde F.,;5 es el tensor campo electromagnético, entonces, de acuerdo con el
teorema anterior el tensor campo electromagnético F’,s se puede escribir en la
forma

B 045 04,
F,s =0,A5 — 0sA, = il (5.35)
en donde el cuadrivector A,,, definido como:
A, = (9, A) (5.36)

es llamado el cuadripotencial,con Ael potencial vectorial y @ el potencial escalar
definidos en la ecuaciones (5.28) y (5.29) respectivamente.

Con esta definicién del cuadripotencial A, podemos escribir las ecuaciones
de Maxwell inhomogeneas en la forma:

019, Ay — MDA, = —Ar), (5.37)
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De esta manera, esta tiltima ecuacién es equivalente a las ecuaciones de cam-
po de Maxwell, pues dadas las fuentes de los campos J¢ y resolviendo la ecuacién
(5.37), conocemos el cuadripotencial A, y asf los campos electromagnéticos.

Por otra parte, si realizamos la transformacién

A, —~ A, =A,+0,A (5.38)
en donde A es una funcién cualquiera de las coordenadas la funcién F,s per-
manece invariante bajo la transformacion (5.38) y asf también los campos elec-
tromagnéticos E y B. A la transformacioén (5.38) se le llama una transformacién
“gauge”. Este tipo de transformaciones juega un papel fundamental en la teoria
cudntica de campos y en las llamadas teorfas de unificacién de las interacciones
fundamentales de la naturaleza.

Finalmente, dado que el cuadripotencial A, no estd definido de manera tini-
ca, entonces, podemos imponer sobre él una condicién o ecuacién de ligadura,
llamada la eleccién de un gauge particular, la cual no cambia la fisica, es decir
no cambian los campos E y B. Asi, por ejemplo si se escoge funcién arbitraria A
en la ecuacién (5.38), de tal manera que el potencial cuadrivectorial A, cumpla
con la ecuacién:

0'A, =0 (5.39)
llamado el gauge de Lorentz, entonces la ecuacién 5.37 se simplifica, reduciendose
a la ecuacion:

A4, =—-J, (5.40)
que es la ecuacién de ondas inhomogénea, donde el operador [, definido por la
ecuacién 92

1 =2
O=—=— — A1
c? ot? v (5.41)

es invariante bajo transformaciones de Lorentz.

5.5. Problemas de electrodinamica

1. Conservacién de la carga. Muestre que la ecuacién de continuidad para
la carga
0o J =0 (5.42)

implica la conservacién total de la carga eléctrica.

2. Cuadricorriente de una particula. Consideremos una particula de
carga q en reposo respecto a un observador inercial 3.

a Escribir las componentes del cuadrivector densidad de corriente medidas
en el sistema X.

b Considere un segundo sistema de referencia inercial ¥’ que se mueve
con velocidad —v respecto a ¥ a lo largo de eje x. Encontrar las
componentes del cuadrivector densidad de corriente en ¥’, es decir
para una particula que se mueve a velocidad constante respecto a un
observador inercial.
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¢ Que sucede con la carga total del sistema medida por los dos obser-
vadores inerciales ¥ y X/7

. Ecuaciones de Maxwell covariantes. Mostrar que las ecuaciones de

Maxwell covariantes A
D FoP = — =T jP (5.43)
c

P05 F 5 =0 (5.44)

implican las ecuaciones de Maxwell vectoriales.

. Fuerza de Lorentz. A partir de la ecuacién covariante para la fuerza

sobre una particula cargada en un campo electromagnético

dp® ¢ dx”
o _ =1y, Fba =
! dr c 8y dr

dx”
% S (5.45)

T dr
encontrar la fuerza de Lorentz e interpretar las componentes del cuadrivec-
tor fuerza.

. Campo eléctrico de carga en movimiento. El campo eléctrico pro-

ducido por una carga estacionaria () se define como la relacién entre la
fuerza sobre una carga de prueba ¢ por unidad de carga, es decir

. F
E = lim -2 (5.46)
q—0 q
con Q
= q .

donde hemos asumido que la carga @) estd en el origen de coordenadas y
la carga de prueba q estd situada en un punto de coordenadas 7. Notemos
que la fuerza sobre ¢ es vélida independiente del estado de movimiento de
la carga de prueba, es decir depende solo de su posicién instantédnea. Con-
sideremos una particula de carga () moviéndose con velocidad constante
v respecto a un observador inercial ¥.. A partir de la ley de Coulomb en-
contrar el campo eléctrico medido en ¥ debido a la carga @. Para resolver
este problema supongamos que la carga () se encuentra en el origen de
coordenadas de X en el instante ¢ = 0 y se mueve en la direccién del
eje = positivo y la carga de prueba ¢ estd en reposo respecto a 3 en un
punto de coordenadas ¥ = (z,y, z). Considere primero el caso particular
7= (x,0,0) y luego ¥ = (0,y,0) y a partir de estos resultados encuentre
el caso general cuando 7= (z,y, 2).

. Causalidad y el campo eléctrico de una carga en movimiento uni-

forme. El campo eléctrico de una carga en movimiento uniforme obtenido
en el problema anterior plantea una aparente contradiccién con el postu-
lado de la constacia de la velocidad de la luz y por ende con el principio de
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E(t,) E(t,)

t: t

Figura 5.1: Causalidad y el campo eléctrico de una carga en movimiento
uniforme. Campo eléctrico en dos instantes para una carga en movimiento
uniforme

causalidad en la fisica, pues el resultado obtenido establece que el campo
eléctrico de una carga en movimiento uniforme en un punto del espacio es
radial y depende solo de la distancia entre la posicién instantdnea de la
carga y el punto de observacién, como se muestra en la figura 5.1. Argu-
mentar porqué este resultado para el campo eléctrico no viola el principio
de causalidad. Compare la situacién anterior con una carga que se mueve
a velocidad constante a lo largo del eje = respecto a un observador inercial
y en un instante, por ejemplo ¢ = 0, la carga es frenada répidamente hasta
alcanzar el reposo. Dibujar las lineas de campo eléctrico para un tiempo
t <0y parat>0,cont>>dt donde dt es el tiempo que tarda la carga
en alcanzar el reposo.

7. Fuerza sobre una carga en movimiento. Calcular la fuerza sobre
una particula de prueba ¢ debida a una carga fuente Q. La carga g se
mueve con velocidad @ respecto a un sistema de referencia inercial ¥ y se
encuentra en el instante ¢ = 0 en un punto de coordenadas 7, mientras que
la carga fuente () se mueve a velocidad constante v en la direccién del eje
x positivo y la cual pasa por el origen de ¥ en ¢t = 0 (ver figura 5.2). Para
resolver este problema considere primero los dos casos siguientes: primero
la carga de prueba ¢ estd en la posicién 7 = (z,0,0) y con velocidad
arbitraria . Segundo, la carga ¢ se encuentra en la posicién ¥ = (0,y,0) y
tiene velocidad @ = (u,, 0,0) y generalice para una velocidad arbitraria. A
partir de estos resultados considere la situacién general. En todos los casos
anteriores compare la fuerza F sobre la particula de prueba con la fuerza
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bt ¥

Figura 5.2: Fuerza sobre una carga en movimiento. En el instante t = 0
la carga ¢ se encuentra en la posicién 7

10.

F % calculada en el problema 5 de esta seccién y encuentre la diferencia
Fy = F — Fg (5.48)

la cual se interpreta como la fuerza magnética y muestre que se puede
escribir en la forma
Fy=quix B (5.49)

Transformacién general del campo electromagnético. A partir del
tensor campo electromagnético F*# y de la ley de transformacién para las
componentes contravariantes bajo un cambio de sistema de referencia

F'oP = A% NS F (5.50)

encontrar las ecuaciones de transformacién de los campos eléctrico y mag-
nético, medidas por dos observadores inerciales relacionados por una trans-
formacién de Lorentz usual.

Campo de una carga en movimiento. Encontrar los campos eléctrico
y magnético de una carga ) que se mueve a velocidad constante v a
partir de las ecuaciones de transformacién de las componentes del campo
electromagnético encontradas en el problema anterior. Suponga que la
carga pasa por el origen de un sistema de referencia inercial ¥ en t =0y
se mueve en la direccién del eje x positivo.

Invariantes del campo electromagnético. A partir del tensor campo
electromagnético 'S construir dos invariantes bajo transformaciones de
Lorentz. Ayuda: considerar el tensor dual xF.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Campos ortogonales. Demuestre que si un campo eléctrico ' y uno
magnético B forman el mismo dngulo para todos los observadores iner-
ciales, entonces los campos son ortogonales, i.e.

E-B=0 (5.51)

El tensor energia-momento del campo electromagnético. El tensor
campo electromagnético estd definido por

11
T = o [417&%”512,5 — F“"Fﬁ} (5.52)
7

calcular sus componentes en términos de los campos E y B. Mostrar que
las componentes

1 —, -
T = — [EQ + BQ] (5.53)

representa la densidad de energfa del campo electromagnético, T? las
componentes del vector de Pointing

I
=—FEXB .54
S L (5.54)
y T% las componentes del tensor de tensiones del campo electromagnético:
g 1 o R .
TV = = |E'B' + B'B/ + 507 (2 + 32)] (5.55)
0

Ecuacién de continuidad del tensor T*”. Demostrar que el tensor

energia-momento del campo electromagnético tiene cuadridivergencia nula

si no hay fuentes, es decir probar que
oTs
oxh

si J* = 0. Que ecuacién cumple T si J& #£ 0?

(5.56)

La traza del tensor T#”. Demostrar que la traza del tensor energfa-
momento del campo electromagnético tiene traza cero, es decir

77 =0 (5.57)
Otro invariante relativista. Demostrar que
(T%)* | §? (5.58)
es un invariante relativista.

Trayectoria en campo eléctrico constante. Un protén de carga +e
incide con velocidad vy en una regiéon de campo eléctrico constante E.
Si la velocidad inicial del protén v es perpendicular al campo eléctrico,
encontrar la trayectoria del protén.
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17. Trayectoria en campo magnético constante. Un protén de carga +e
se mueve con velocidad || constante en una regiéon de campo magnético
constante B. Si la velocidad en perpendicular al campo magnético, encon-
trar la trayectoria del protén y calcular la frecuencia de giro en funcién
del radio de la trayectoria, el campo magnético, la velocidad y la masa
propia del protoén.
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Capitulo 6

Cinematica relativista

6.1.

1.

Problemas basicos de cinematica

Estructura Causal. Calculando el intervalo espacio-temporal 1.12 para
los eventos P; = (3,2,0,2), P = (4,-1,0,2) y P3s = (—2,-1,0,-2)
obtenemos:

ASZ, =(4-3—(-1-22-(0-02-(2-2)*=-8 (6.1)
ASZ = (-2-3) - (-1-22—=(0-0)?—(-2-2)=0 (6.2)
ASZ, = (—2—-4)? — (=1 +1)2=(0-0)? = (-2 -2)* =20 (6.3)

a Si el intervalo espacio-temporal es mayor o igual a cero los eventos estén
causalmente conectados. Por lo tanto los eventos P; y P3 son nulos
o como de luz y estdn causalmente conectados y los eventos Po y P3
son temporales y también estdn causalmente conectados.

b La condicién para que dos eventos separados en el espacio puedan ser
simultdneos para un observador, es que no estén causalmente conec-
tados y por lo tanto su intervalo espacio-temporal debe ser menor que
cero. Asi, para los eventos P; y P, existe un sistema de referencia
inercial ¥’ tal que los dos eventos son simultdneos. Para calcular la
velocidad consideremos la transformacion de Lorentz usual, ecuacién
1.4, para las componentes temporales z}’ y x5 de los dos eventos
medidas por X/,

wy = (2} — fai) (6.4)
wy =(z3 — Bzy) (6.5)
e imponiendo la condicién que en ¥’ los eventos son simultdneos

27¥ = 2%, podemos encontrar la velocidad X' respecto a ¥, asf

(&) = Bri) = (a3 — Bry) (6.6)

99
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despejando [ de esta ecuacién y remplazando los valores para las
coordenadas tenemos

0 0
Ty — T} 1
= —n = — — 6'7
p xd — i 3 (67)

por lo tanto la velocidad del sistema Y’ respecto a X es

7= <—;c,o,o> (6.8)

¢ Para que exista un sistema de referencia X’ con respecto al cual los dos
eventos sucedan en el mismo punto del espacio, se requiere que los
dos eventos sean temporales, por lo tanto esta condiciéon se cumple
para los eventos Py y Ps. Para calcular la velocidad de ¥’ respecto
a X aplicamos las transformaciones de Lorentz para la coordenada
espacial. Dadas las coordenadas de los eventos y teniendo en cuenta
que en este caso el movimiento relativo de los sistemas debe ser a lo
largo de los ejes z — 2/, tenemos

y = (x5 — fay) (6.9)
x§ =7y(a§ - faf) (6.10)
igualando las coordenadas 2z = %, despejando 8 y remplazando
obtenemos . 5
T3 — x5 2
=== 6.11
B = bt (6.11)

por lo tanto la velocidad del sistema Y’ respecto a X estd dada por
. 2
U= (O, 0, 30) (6.12)

2. La paradoja del garage. Con respecto al sistema de referencia del garaje
los eventos, llegada del frente del bus a la pared posterior del garaje y
llegada de la parte posterior del bus a la puerta del garaje, son simultaneos
y suceden en puntos diferentes del espacio, pues la longitud fisica del bus

{ es
02
Zzéoyll—c—Q:lOme,G:Gm (6.13)

Esto significa que los dos eventos son espaciales y por lo tanto no estéan
conectados causalmente. Esto implica que para otros observadores los dos
eventos pueden suceder en cualquier orden temporal. De esta forma, desde
el punto de vista de un observador ligado al bus, primero llega la pared del
fondo del garaje y un tiempo después llega la entrada del garaje a la parte
posterior del bus, sin que esto implique que los eventos estén causalmente
conectados. Para ver mejor este razonamiento consideremos dos sistemas
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Figura 6.1: La paradoja del garage. Llegada del bus al garage visto por los
dos observadores inerciales ¥ y Y.

de coordenadas, ligadas al bus (¥') y al garaje (X), y supongamos que
elegimos los origenes de coordenadas en la puerta del garaje y en la parte
posterior del bus y tomamos ¢ = t' = 0 cuando los origenes coinciden y el
eje x positivo en la direccién de movimiento del bus. Los dos eventos, P;:
llegada de la parte delantera del bus a la pared y Ps: llegada de la parte
posterior del bus a la puerta del garaje tienen las siguientes coordenadas
con respecto al sistema 3:

Py = (29, 21,22, 2%) = (0,£,0,0) (6.14)

Py = (l’g,iﬁ%,l‘g,l’g) = (0707()’0) (615)

Aplicando una transformacion de Lorentz usual, las coordenadas de los
dos eventos respecto a X’ son:

20 = (a8 — fad) = =98¢ = —Blo (6.16)
2 = y(a} — Ba?) = = by (6.17)
asfi
Pl = ( /10,$/11,£L'/12,£C/13) = (_ﬂ£07€0a0’0) (618)
Py = ( /2(]7:E/217x/22am,23) = (0,0,0,0) (619)

esto significa que para Y’ el evento P; sucede antes que el evento Pa,
es decir, en el instante en que el bus impacta con la pared del garaje la
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puerta del garaje aun no ha llegado a la parte posterior del bus. Ademds,
supongamos que en el momento del impacto se propaga una senal hacia la
parte posterior del bus (por la onda de deformacién) a la maxima velocidad
posible ¢, entonces esta senal alcanza la parte posterior del bus un tiempo
ly/c, después del impacto, es decir en el instante

—Bly + Ly = £y (1 - 5) >0 (620)

lo cual significa que la informacién (viajando a la velocidad c) llega a la
parte posterior del bus después que ha llegado la puerta del garaje. En
la figura 6.1 se ilustra en una secuencia, lo que se “observa”’ desde cada
sistema de referencia inercial.

. Varilla inclinada. Para encontrar el angulo que forma la varilla respecto

al sistema de referencia inercial ¥, consideremos las coordenadas de los
extremos de la varilla medidas por ¥ y por un observador ¥’ ligado a la
varilla. Sean P; y Ps los eventos que representan la medida hecha por el
observador ¥ de los extremos de la varilla, entonces las coordenadas en ¥

de estos eventos son
P1 = (af,21,21,0) (6.21
Py = (25, 23, 23,0) (6.22
asumiendo que la varilla se encuentra en el plano z — y, ademéds 29 = 9
pues la medida de los extremos de la varilla deber ser realizada por X

simultdneamente. Por lo tanto el dngulo de inclinacién de la varilla con
respecto al eje z que mide X es

)
)

2 _ .2
tanf = xf xi (6.23)
Ty — I
Para el observador Y’ el angulo 6y estd dado por
o — 2l
tan 90 = M (624)

Dado que la varilla se mueve a velocidad constante a lo largo del eje z,
las coordenadas de los extremos de la varilla estdn relacionadas por la
transformaciéon de Lorentz usual, asf teniendo en cuenta que z{ = 9,

tenemos

tanfy = x% — m%
© T () (ad — Baf) —v(v) (o] — Bad)

2 2

Ty — 27
= 2 1 6.25
30) (e — a) (6:25)

por lo tanto

tan @ = y(v) tan 6y (6.26)

es decir, el dngulo que forma la varilla con respecto a su direccién de
movimiento medido el observador ¥ es mayor en el factor y(v).
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4. Paradoja de la varilla inclinada. Para analizar el problema conside-
remos dos sistemas de referencia inerciales, X ligado a la plataforma con
origen en el centro de la rendija y ¥’ ligado a la varilla con origen en su
centro y orientemos los ejes x — z’ positivos en la direccién de movimiento
de la varilla y tomemos ¢t =t = 0 cuando el centro de la varilla pasa por
el centro de la rendija. Ver figura 6.2. El dngulo que forma la varilla y la
plataforma con respecto al observador inercial ¥ es § = 45°. Del resultado
obtenido en el problema anterior, ecuacién 6.26, el dngulo 6y que forma
la varilla movil con respecto a la direccién de movimiento, medido en el
sistema de referencia propio de la varilla es menor en el factor v(v), es

decir 1 I
tanfyp = ——tanf = — <1 6.27
"= ) ) (620

Adema4s, con respecto al sistema de referencia de la varilla ¥/ la plataforma

¥y

Figura 6.2: Paradoja de la varilla inclinada. Sistema de referencia de la
plataforma X.

se estd moviendo con velocidad v y por lo tanto el 4ngulo §' que élla forma
con respecto al eje z’ es mayor en el factor y(v) pues

tan @’ = y(v)tanf = y(v) > 1 (6.28)

Estos resultados implican que, con respecto al sistema de referencia propio
de la varilla, la plataforma (y por tanto el orificio) se mueve hacia la varilla
con un dngulo de inclinacién mayor que el de la varilla y por lo tanto la
varilla si pasa por el orificio. En la figura 6.3 se muestra la secuencia del
paso de la varilla por el agujero, visto en el sistema de referencia Y'. La
parte inferior del agujero llega primero a la varilla en un instante t} < 0,
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luego en el instante ¥ = 0 el centro del agujero pasa por el centro de la
varilla y finalmente en un instante posterior ¢}, > 0 pasa la parte superior.
Para probar esta afirmacién consideremos los tres eventos siguientes: P;
la parte inferior de la varilla y rendija coinciden, Ps la parte superior de
la varilla y la rendija coinciden y Py el centro de la varilla y el centro
del orificio coinciden. La longitud propia de rendija es £y y la plataforma
forma un dngulo de 45° con respecto al eje de las x, entonces para el sistema
de referencia X, los tres eventos son simultdneos y las coordenadas estédn

dadas por
Po = (0,0,0,0) (6.29)

P = (0,40V2/2, —£5/2/2,0) (6.30)
Py = (0, —oV'2/2,0V2/2,0) (6.31)

Para calcular las coordenadas de estos eventos con respecto al sistema de

VoA

VN

Figura 6.3: Paradoja de la varilla inclinada. Sistema de referencia de la
varilla X'

referencia ¥’ de la varilla aplicamos una transformacién de Lorentz usual.
Entonces las coordenadas del evento Py son (0,0, 0,0), pues elegimos los
ejes de los sistemas que coincidieran en ¢t = ¢’ = 0, cuando los centros de la
varilla y del agujero se crucen. Si llamamos a las coordenadas del evento

Pr = (2, 2L, 272, 23) entonces

(V2
2 = () — fry) =~y =

loV/2
2

(6.32)

it = (et — Bal) = (6.33)
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Lo/2
=22 = — O;[ (6.34)
Para el evento Py = (28, 24", 2%, 25*) obtenemos
loV2
o = (23 — fry) = By = (6.35)
V2
@y = (e}~ fr3) = —y =3 (6.36)
loV/2
o =12 = 0v2 (6.37)

Estos resultados muestran que el evento P, sucede antes que el evento Py
y éste antes que el evento Pq, pasando la varilla por la rendija para todos
los observadores inerciales.

5. Adicién de velocidades no paralelas. Consideremos las dos transfor-
maciones de Lorentz siguientes:

Awgy): ¥ — >
x — 2 =Av)z (6.38)
con
’}/(Ug;) _/BJZ’Y(U‘T) 00
AX /3(%) — _/Bxg(vi) ’Y(SJC) (1) 8 (639)
0 0 0 1
y
Aw,): ¥ — b3
:L,/ —s :C// — A(,UZ):L,/ (6'40)
con
v(v2) 0 0 —B.7(v:)
A () = 8 (1) (1) 8 (6.41)
—B.y(vz) 0 0 v(v)

en donde 8, =v;/cy v, = v(vi), con i =z, 2.

a Entonces la composicién de tranformaciones de Lorentz

Alvs) A(vz)
E - 2/ . Z//
T — ' = A(vg)z — a’ = A(v2)z" = A(v2)A(ve)w
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corresponde al producto matricial de los elementos de la transforma-
cién, entonces

Yz 0 0 7/6272 Yz 7517& 00
0 0 1 0 0 0 1 0
By, 0 0 A, 0 0 0 1
V22 7517m7z 0 762’7z

= 0 0 1 0 (6.42)
_’Yxﬁz’)/z ﬂx’)/xﬁz’)/z 0 Yz

b La composicién de tranformaciones de Lorentz

A(vy) A(v,)
Y s . !

T — ' =Av,)x — 1" = Avg)x" = AMvg)A(v.)x

tiene como elementos matriciales

Yo o “B¥e 0 O 7. 0 0 —B.7.
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 7/6272 0 0 Yz
VY2 _ﬂx’)/w 0 _Vwﬁzvz
= 0 0 1 0 (6.43)
76272 0 0 Yz

los cuales son claramente diferentes al caso a. Este resultado muestra,
que en general, la composicién de transformaciones puras de Lorentz
no es conmutativa, salvo cuando las dos se realizan a lo largo del
mismo eje.

6. Vida media de particulas inestables. Dado que los mesones 7 se
mueven a una velocidad constante v en el sistema laboratorio, el tiempo
que requieren para recorrer la distancia D es

t= - (6.44)

En el sistema laboratorio, al cabo de este tiempo, han sobrevivido 2/3 de
las particulas iniciales, asf

2
3N = No2~t/t = Ny2~D/(wtu) (6.45)

en donde el tiempo de vida media tp; de los mesones 7, en el sistema
laboratorio, estéd relacionado con su vida media propia 7 por

ta =(v)T (6.46)
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entonces

2 D
In-=——1In2 6.47
. 3 VYT 1 ( )
y por lo tanto
Dln2
= 6.48
T ) m(@/3) (648)

remplazando los valores para D y v obtenemos

T=25x10"%s (6.49)

7. Cuadrivector velocidad. A partir de la definicién de tiempo propio,
ecuacion 1.21, y tomando la derivada con respecto a la coordenada tem-
poral ¢, obtenemos la siguiente relacién:

2 1\ 2 2\ 2 3\ 2
c? dl =% = dl _ di _ di (6.50)
dt dt dt dt

Entonces, teniendo en cuenta que la velocidad fisica de una particula me-
dida por un observador inercial ¥ estd definida como

dr dz' dz? da3
S dr i 6.51
YT <dt’dt’dt) () (6:51)

la ecuacién 6.50 implica

dt \_'|2 e

u
i) = —=[1— — 6.52
7(“) d’T ( 02 ) ( )

Aplicando la regla de la cadena y teniendo en cuenta que z° = ct, las

componentes del cuadrivector velocidad se pueden escribir en términos de
la velocidad fisica de la particula:

dx dt dx

= E - E% = V(U)(Ca umauy7uz) (653)

es decir
U° = ey(a) (6.54)
U' =y(@ui; i=1,2,3 (6.55)

Similarmente, dadas las componentes del cuadrivector velocidad, entonces
las componentes de la velocidad fisica estdn dadas por
—=—; 1=1,2,3 6.56
c UO ( )
Otra relacién titil entre las componentes del cuadrivector velocidad la
podemos obtener a partir de su noma:

U0 = /e + (U + (U2)° + (U3)? (6.57)
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Finalmente, calculemos la norma de la velocidad fisica en funcién de la
componente temporal del cuadrivector velocidad. Para este fin es suficiente
despejar || de la ecuacién 6.54:

W) = = =

c N2
i@ = ef1- (W) (6.58)

8. Cuadrivector aceleracién. Para encontrar la relacién entre las compo-
nentes del cuadrivector aceleraciéon y las componentes de la aceleracién
fisica de una particula medida por un observador inercial ¥, definida por

la, ecuacién .
du

a=— 6.59
i=— (6.59)
donde # es la velocidad de la particula medida en X, sean
d «
(A% A A% AP) = A% = dl (6.60)
T

las componentes del cuadrivector aceleracién medida por Y. Entonces,
de los resultados obtenidos en el problema anterior para el cuadrivector
velocidad y aplicando la regla de la cadena, tenemos

A% = L@ ()
dt d . _
= Eﬁh( ) (¢, )]
— ) (2.4 b @)
+ (@) (ﬁ”diﬁ), de(tﬁ)m + (@) ‘;f) (6.61)

para expresar esta relacién en forma explicita, calculemos la derivada del
factor gama de Lorentz « (@), asi

—1/2
@ _ df )
dt Cdt c2
—3/2
S P 78 R U
o c? c2 dt
d-d
= 73(U)CT (6.62)

donde se ha teniendo en cuenta la definicién en la ecuacién 6.59. Entonces
las componentes del cuadrivector aceleraciéon toman la forma
13

A% = (@) <Cv @ -, (@) gmv(a)a) (6.63)
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Para interpretar fisicamente esta ecuacion, consideremos el sistema de refe-
rencia propio de la particula, es decir un sistema de referencia inercial con
respecto al cual la particula esté momentdneamente en reposo. Entonces,
con respecto a este sistema de referencia inercial, la particula estd en
reposo (@ = 0) y por lo tanto las componentes del cuadrivector aceleracién
estdn dadas por

di
A% =10, — 6.64
( Tt a—a) (6.64)
Donde el vector i
U
N= — 6.65
) dt |g—g ( :

corresponde a la aceleracién propia de la particula, es deir, a la aceleracién
de la particula medida en el sistema de referencia con repecto al cual
la particula estd en reposo. Por lo tanto, el cuadrivector aceleracién es
espacial y su norma al cuadrado mide la magnitud de la aceleracién propia

de la particula:
A? = —|a)? (6.66)

Para demostrar la ortogonalidad de los cuadrivectores aceleracién y ve-
locidad podemos seguir tres métodos equivalentes: Un método es calcular
el producto punto Minkowskiano

AU =AU° - A'Ut — A%U? - A3U3 (6.67)

Remplazando las componentes de los cuadrivectores, ecuaciones 6.53 y
6.63, tenemos

AU = @@)i-d— @) —i-i—~(d)a-u

= 0 (6.68)

Otro método, mds directo y que utiliza la propiedad de invarianza del
producto punto Minkowskiano, es calcular el producto punto en el sistema
de referencia propio de la particula, pues dado que en este sistema, las
componentes del los cuadrivectores velocidad y aceleracién estdn dadas
por

U =(c0,0,0) (6.69)

A=(0,0,,ay, ;) (6.70)

entonces, un cdlculo directo muestra que

A-U=0 (6.71)
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El tercer método parte de la norma del cuadrivector velocidad
U?=¢? (6.72)

Derivando esta expresién con repecto al tiempo propio, tenemos la relacién

buscada: e p
0= L =2U U_
dr

S —oU A .
=2 (6.73)

. Transformacién de la velocidad. Dado que las componentes del cua-

drivector velocidad U = (U°, U, U?,U?) se transforman como las compo-
nentes del cuadrivector posicién, cuando pasamos de un sistema de refe-
rencia inercial a otro, entonces

U° =~(U" - pU") (6.74)
Ut = (U - pU%) (6.75)
U?=u? (6.76)
Uk =u? (6.77)

con B =wv/e, v =7(v) y v la velocidad de ¥’ respecto a 3. Si llamamos @
la velocidad de la particula respecto a X y 4’ respecto a ¥/ y remplazamos
las componentes del cuadrivector velocidad en términos de la velocidad
fisica de la particula (ver problema anterior), obtenemos

ey (@) = v(v) (ey(@) — By(@)us) (6.78)
V(@ ugr = y(v) (V@) — Bey(@)) (6.79)
V(i@ )y = y(@)uy (6.80)

Y@ uzr = y(d@)u, (6.81)

De la primera ecuacién 6.78 obtenemos la ecuacién para la transformacién
del factor v de Lorentz para la velocidad:

A@) = ()y(@) (1 - 25) (6.82)

Remplazando este factor de Lorentz en las ecuaciones 6.79, 6.80 y 6.81
y despejando las componentes de la velocidad fisica en ¥/ obtenemos las
ecuaciones de transformacién buscadas:

e = Tw (6.83)
Uy
N — (6.84)
T (- %)
U = c (6.85)
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10. Velocidad relativa. Sea ¢ la velocidad de la particula 2 respecto a la
particula 1. Un método para calcular la velocidad relativa ¢, en funcién
de las velocidades de las particulas ¥} y ¥, es utilizando transformaciones
de Lorentz, sin embargo el cédlculo es largo y algebraicamente tedioso. El
método que seguiremos aqui aprovecha las propiedades de los cuadrivec-
tores y el cardcter invariante del producto punto Minkowskiano. Sean

Ui = (c,0,0,0) (6.86)

Uy = ~(7)(c, 0) (6.87)

las componentes del cuadrivector velocidad de las particulas 1 y 2 respec-
tivamente, medidas en el sistema de referencia propio de la particula 1.
Tomando el producto punto de estos dos cuadrivectores velocidad, obte-
nemos el invariante

Up - Uy = *y(7) (6.88)

Para llegar al resultado buscado, basta con calcular este producto punto en
el sistema de referencia . Asi, dado que las componentes del cuadrivector
velocidad de las particulas en X estdn dadas por

Ur = 7(v1)(c, th) (6.89)
UQ = 7(62)(0, 172) (690)

entonces
U1 . U2 = ’}/(171)’7(172) (02 — 171 . 172) (691)

Teniendo en cuenta la ecuacién 6.88 y definiendo =7 /¢ tenemos

i)
= 1—

2(Fr2(E) (1B, Ba)
(=2) (-5)
=)
(1-5-B) - (1-4) (1-B)
=)
(B -B) —28,- B+ B+ By - A1
(5 )

(6.92)
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Esta expresion la podemos escribir de otra forma, si tenemos encuenta la
identidad vectorial

(A B). (0 D) = (4.0 (B-5) - (8-) (4-5)  (6)

por lo tanto, tomando A=C= Bl y B=D= Bz

g = (6.94)

Espacio-tiempo Euclideano. A partir de la definicién del pardmetro ¢,
en términos de la velocidad v del sistema de referencia X/ respecto a X,

tanh ¢ := § = % (6.95)

y las siguientes definiciones e identidades para las funciones hiperbdlicas

¢ _ o=@ inh
sinh ¢ = c-° tanh ¢ = sinh ¢
. 2 . cosh ¢
- 1 .
cosh ¢ = % sech ¢ = cosh (6.96)

cosh?p —sinh?p =1 1 — tanh® ¢ = sech? ¢

sinh (¢, + ¢5) = sinh ¢ cosh ¢y + cosh ¢, sinh ¢,
cosh (¢, + ¢5) = cosh ¢ cosh @ + sinh ¢, sinh ¢, (6.97)

_ tanh ¢, +tanh ¢
tanh (¢) + ¢2) = Trmans, tanh o5

podemos obtener las transformaciones de Lorentz en términos del pard-
metro ¢. A partir de la iltima identidad de las ecuaciones 6.96, se obtiene

que
1
1-p5%= p—— (6.98)

por lo tanto, el factor 7 de Lorentz toma la forma

cosh ¢ = v(v) (6.99)

y asi
sinh ¢ = Bvy(v) (6.100)

Con estos resultados los elementos de la matriz de la transformacién de
Lorentz 1.9 se pueden escribir en la forma

cosh¢ —sinh¢
—sinh¢ cosh¢
0 0
0 0

A 4= (6.101)

O = OO
— o O O
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El teorema de adicién de velocidades se obtiene como consecuencia de la
ultima ecuacién 6.97, pues si llamamos tanh ¢y = vy /c y tanh ¢y = vy /c
tenemos

B1+ Bo
1+ 818,
1 V1 + U2
W C

= 2 (6.102)

tanh(¢; + ¢,) =

con u la velocidad resultante. Esto significa que al utilizar el pardmetro
¢ = tanh™'(v/c) para representar una transformacién de Lorentz, la adi-
cién relativista de velocidades, se reduce a la suma usual de los corres-
pondientes parametros ¢. La interpretacién geométrica de las transforma-
ciones de Lorentz y del teorema de adicién de velociades se puede obtener,
si tenemos en cuenta la relacién entre las funciones trigonométricas y las
hiperbdlicas. Para este fin es suficiente tener en cuenta la siguientes defini-
ciones y propiedades de los niimeros complejos: Sea z € C, entonces

z=x +iy = |z| (cosp + isinp) = |z| e (6.103)
r = Rez, y=Imz
lz| = x24+y? p=argz (6.104)
¢ = -1

De la ecuacién 6.103 podemos despejar las funciones trigonométricas sin

y COs,
1 . .

cosp = 5(6“‘0 +e7) (6.105)
- Lo —i

sinp = 2—2_(6 £ —e™) (6.106)

si hacemos el remplazo ¢ — i en las ecuaciones anteriores obtenemos las
siguientes relaciones con las funciones hiperbdlicas

1
cos(iyp) = 5(6_“0 +e¥) = coshp (6.107)
o 1, .
sin(ip) = Z(e ¥ —ef) =1isinhp (6.108)

Consideremos ahora la matriz de transformacién de Lorentz usual, la cual
se puede escribir como una transformaciéon matricial

x'? v =By 0 0 £E?
x’ -8 0 0 T
% | = 07 g 10 22 (6.109)
x’3 0 0 0 1 x3



74

12.

CAPITULO 6. CINEMATICA RELATIVISTA

y consideremos la transformacién compleja de la coordenada temporal
t — it, o equivalentemente

(29 2, 2%, 23) — (20,2, 2%, 23) = (2°, 21, 22, 23) (6.110)

entonces, las transformaciones de Lorentz, para las nuevas coordenadas,
se pueden escribir en la forma

0 ~y —iBy 0 0 z0
@t —if 00 &t
| 07 g 10 2 (6.111)
7" 0 0 0 1 3

Teniendo en cuenta las relaciones 6.107 y 6.108, la transformacién de
Lorentz toma la forma final:

~/0

z cos(ip) —sin(ip) 0 0 z
't — sin(i cos(i 0 0 !
i | 0( g (() g 10 2 (6.112)
3 0 0 0 1 a3

Si comparamos esta ecuacién de transformaciéon con las ecuaciones de
tranformacion que representan una rotacién rigida de ejes (ver por ejem-
plo la seccién 3.2 del libro [1]), la ecuacién de transformacién 6.112 se
puede interpretar como una rotacién en un dngulo ip del plano complejo
(2°, %) = (ict,x) en sentido de las manecillas del reloj. Ademés, teniendo
en cuenta que la composiciéon de dos rotaciones rigidas de los ejes en los
dangulos ¢ ¥ ,, corresponde a otra rotacién en un angulo @ + 5, el teo-
rema de adicion de velocidades con pardmetro tanh ¢ = v/¢, muestra que
la composicién de dos transformaciones de Lorentz, a lo largo del mismo
eje espacial, corresponde a una rotacién en el plano complejo en un dngulo
i +ip,. Para finalizar este problema, el producto punto Minkowskiano en
las coordenadas complejas (2°, 71, 72, #%) (salvo un signo negativo global)
corresponde al producto punto Euclideano:

-9 =—(3"%" + 't + 2257 + 239°) (6.113)
Esta transformacién ¢ — it se conoce como la euclideanizacion de la teoria
y es ampliamente usada en teorfa cudntica de campos.
Adicién numerable de velocidades. La forma usual del teorema de
adicién de velocidades establece que
Uy — U

%)

en donde u, es la componente en la direccién x de la velocidad de una
particula respecto a un sistema de referencia inercial X, u,s la velocidad
de la particula respecto a un segundo sistema de referencia X’ el cual se
mueve con velocidad v relativo a ¥ en la direccién del eje = positivo.

(6.114)

Uyt =
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a Para aplicar este teorema de adicién a los bloques, tomemos en la expre-
sién anterior v; = v, la velocidad del bloque 1 y u,s = vo la velocidad
del bloque 2 respecto al 1. Entonces despejando u, de la ecuacién
6.114 (transformacion inversa) e identificando u, = v} tenemos

U,_vl—i—vg_ 2v
2 — viv2 2
1+CT 1+1C}7

(6.115)

Para demostrar que vy — ¢ si v — ¢ utilicemos las cantidades adi-
mensionales = v/cy B2 = vy/c, y veamos que 5 — 1si § — 1.
Con esta notacion la ecuacién 6.115 toma la forma

20

52:1_1_&2

(6.116)

entonces
2p

lim —— = 6.117

como se queria probar.

b Para calcular la velocidad v} del tercer bloque respecto a ¥ podemos
aplicar dos veces el resultado de la parte a y luego proceder de la
misma forma para calcular la velocidad del n-ésimo bloque respecto a
3. Sin embargo los cédlculos los podemos simplicar significativamente
si utilizamos el teorema de adicién de velocidades en terminos del
parametro ¢ definido por tan¢ = wv/c (ver el problema anterior).
Asi, si

¢ =tanh™' 8 = tanh™ ' (v/c) (6.118)

es la velocidad de un bloque respecto an anterior, entonces la veloci-
dad del bloque 2 respecto a ¥ (en términos del pardmetro ¢) es

tanh ™" (v5/c) = ¢, + ¢y = 26
y la velocidad del bloque n—ésimo respecto a X es
tanh ™' (v/,/¢) = n¢ (6.119)
por lo tanto

U = tanh (n¢) = tanh (n tanh ™! (%)) (6.120)

Cc

Retomando la deficién de las funciones hiperbdlicas (problema ante-
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rior) tenemos que

(e¢)2n = (cosh ¢ + sinh ¢)*"
= [(1+ tanh ¢)? cosh® ¢ "

B _(1—|—tanh¢)2 !
B I sech? 1)
B -(1+tanh¢)2 !
B I 1 — tanh? ¢
_ 71 - Eiiizr (6.121)
entonces
ng =In [1 — B} (6.122)
Por lo tanto
v, _ 1+8\""*
- = tanh lln (1—5> ]
eIn((148)/(1=B)"/? _ o—In((148)/(1-p))"/?

T (A (-B)"? o n((1+5)/(1—B))"/?

_ (B =) = (A= B)/(L+B)"?
(1+8)/(A=p)"/2+ (1= B)/(1+B))"/?
1-[Q-p)/0+8)"

= 6.123
T+ =/ A" (0123

Ahora, puesto que
If [1_5]” =0 (6.124)

entonces v}, — ¢ para n — oo.

13. Longitud aparente. Consideremos los eventos que se muestran en la
figura 6.4.

a Sea x la distancia del extremo izquierdo de la varilla en el momento en
que se emite el fotén (evento P;), de tal manera que éste alcance la
cdmara (evento Py) simultdneamente con el fotén emitido cuando el
centro de la varilla pasa por el origen de coordenadas (evento Ps) y
con el fotén emitido desde el extremo derecho de la varilla (evento
P,). El evento Py corresponde a la foto tomada por la cdmara. La
condicién de simultdneidad de la llegada de los fotones implica que
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Figura 6.4: Longitud aparente. Sucesién de los eventos emisién de fotones
que llegan simultaneamente al observador.

¢llos debieron ser emitidos en instantes diferentes. El tiempo t; que
tarda en llegar el fotén del evento P; estd dado por

; Va2 + D2
=

c

(6.125)
Este tiempo debe ser igual al tiempo t3 que gasta el fotén emitido
desde el centro de la varilla hasta la camara

(6.126)
més el tiempo ¢4 que gasta el centro de la varilla CM en llegar al
origen de coordenadas

s
ta =

v

(6.127)
en donde v es la velocidad y £ la longitud fisica de la varilla medida
en el sistema de referencia de la cdmara, dada por la relacién

U2 f()
L=0l\|1- 5 =—
‘ 2 (v)

(6.128)
con £y su longitud propia. Asi, llamando 8 = v/c tenemos que

\/1‘2+D2=D+% (m—§> (6.129)
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Siguiendo un procedimiento similar para el extremo derecho de la
varilla, obtemos la distancia a la cual debe ser emitido el fotén (evento
P,), para que llegue a la cdmara simultdneamente con el fotén emitido
por el centro de la varilla. Si llamamos Z esta distancia obtenemos

VEID =D+ (5 —f) (6.130)

Las soluciones generales a estas ecuaciones 6.129 y 6.130 son expre-
siones complicadas y por esta razén, para ilustrar como se ve la varilla
en la foto, consideremos un ejemplo numérico particular. Supongamos
que la varilla se mueve con una velocidad 5 = 4/5 y tiene longitud
propia £y = 2m y la cdmara esté situada a una distancia de D = 10m,
entonces, remplazando estos valores en las ecuaciones 6.129 y 6.130
obtenemos

x=0,61512 (6.131)

i = 0,586 26 (6.132)

La interpretacién fisica de estos resultados es directa: La longitud
fisica de la varilla medida en el sistema de referencia de la cdmara
es { = ly\/1— 8% = 1,2m, es decir en el instante en que el centro
de la varilla pasa por el origen de coordenadas las coordenadas de
los extremos de la varilla son x4+ + 0,6m, sin embargo, en la foto,
lo que observamos es que cuando el centro de la varilla pasa por el
origen de coordenadas, el extremo izquierdo aparenta estar en x; =
—0,615 12m mientras que el extremo derecho aparenta estar en xp =
0,586 26m, es decir la longitud aparente £ 4 de la varilla estd dada por

(s =2p— 25 = 1,20138m

Para comparar estos resultados con la parte b de este problema
(aproximacién de rayos paralelos), en la siguiente tabla se muestran
los resultados numéricos para diferentes distancias de la cAmara (de-
jando fija la longitud propia y la velocidad) y calculando con cuatro
cifras decimales:

D Xy D ﬁA

2  —-0,69344 0,54224 1.2357
10 —-0,61512 0,58626 1.2014
100 —0,60145 0,59857 1.2000

Cuando la distancia a la cdmara es muy grande, la longitud aparente
tiende a la longitud fisica, lo que significa que en estas condiciones
los fotones que salen de los extremos de la varilla y del centro, prac-
ticamente salen simultdneamente. Este resultado numérico se puede
probar formalmente si tomamos el limite cuando D — oo en las ecua-
ciones 6.129 y 6.130. Por ejemplo consideremos la primera de estas



6.1. PROBLEMAS BASICOS DE CINEMATICA 79

Figura 6.5: Longitud aparente. Aproximacién de rayos paralelos.

ecuaciones y dividamos por D ambos lados:

2 1 /
w1+D2—1+5D(x2> (6.133)

Dado que D >> x expandimos el radical hasta términos de primer
orden, entonces

TR Y A R
2Dz 5D\ 2
x? 1 Y4

esto implica que x — £y/1 — 52/27 con un resultado similar para ,
como se querfa probar.

b La aproximacién de rayos paralelos es vilida, cuando la distancia del
objeto a la cdmara es mucho mayor que la dimensiones del objeto.
También es posible obtener experimentalmente la aproximacién de
rayos paralelos, cuando la distancia del objeto a la cAmara no es mu-
cho mayor que las dimensiones del objeto. En la figura 6.5 se muestra
un posible montaje en el cual L es una lente convergente. Sean =1 y
x2 las coordenadas de los extremos izquierdo y derecho de la varilla
respectivamente en el instante en que se emiten los correspondientes
fotones (ver figura 6.5). Asi la longitud aparente de la varilla £4 (re-
gistrada en la foto) esta dada

EA = X1 — T2 (6135)
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Si d representa la diferencia de caminos entre los fotones emitidos
por los extremos de la varilla, entonces la distancia d estd dada por

d=(z1 —x3) cosa (6.136)

Esto significa que el fotén emitido desde el extremo izquierdo de la
varilla debe salir un tiempo ¢, dado por

t:gzwcosazé—’qcosa (6.137)
c c c

antes que el fotén emitido por extremo derecho. Si £ es la longitud
fisica de la varilla medida en el sistema de referencia de la cdmara,

entonces
2
ZA:K—HJt:&M/l—Z—Q—H)t (6.138)

donde vt corresponde a espacio que avanza la varilla durante el tiem-
po entre las emisiones de los dos fotones. Por lo tanto, la longitud
aparente de la varilla estd dada por

2
EAzzgfm:Eo\/le—erﬁfAcosa (6.139)
loy/1— %
lo=—YV & (6.140)

1—Bcosa

asi

Notemos que si la foto es tomada cuando el centro de la varilla
aparenta estar en el origen de coordenadas a = 90°, entonces la
longitud aparente corresponde a la longitud fisica, en acuerdo con la
primera parte de este problema.

14. Comunicacién espacial. Consideremos el sistema de referencia X ligado

a la tierra, con el origen en la tierra y el eje x positivo en la direccién de
movimiento de la nave A y tomemos ¢t = 0 en el instante que se emite la
primera senal.

a Con las coordenadas elegidas, el diagrama espacio-tiempo de las lineas

de universo se muestra en la figura 6.6, teniendo en cuenta las si-
guientes convenciones: T' linea de universo de la tierra, A linea de
universo de la nave A, B linea de universo de la nave B, t; tiempo
de llegada de la primera senal a la nave B, ts tiempo de llegada de
la primera senal a la nave A, t3 tiempo de llegada de la primera
senal reflejada en la nave B a la tierra T, ¢4 tiempo de llegada de
la primera senal reflejada en la nave A a la tierra T'y to1, to2, toz ¥
to4 los correspondientes tiempos para la segunda senial enviada en el
instante tg.
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ct

Figura 6.6: Comunicacién espacial. Lineas de universo de la tierra y las dos
naves.

b Consideremos primero la nave B unicamente, pues los cédlculos para
la nave A son similares cambiando v — —v. Dado que el problema
es bidimensional (movimiento a lo largo del eje x) describimos las
coordenadas espacio-tiempo de los eventos solo con dos componentes
(ct,x,0,0) = (ct,z). Con esta notacién, sea (ct1,x1) las coordenadas
del evento “llegada de la primera senal a la nave B”. Dado que la
nave viaja a velocidad constante y la senal parte del origen en ¢t = 0,
cuando la nave se encuentra en la posicién zgp = L, entonces se debe
cumplir que

L =ct; +vty (6141)

asi, la nave B se encuentra en la siguiente posicién cuando la senal
la alcanza

Tl = Ctl = (6.142)

1+5
Para la segunda senal las coordenadas del evento “llegada de la se-
gunda sefial a la nave B” son (cto1, zo1). Dado que durante el tiempo
to la nave se ha movido una distancia vtg, entonces su posicién, en el
instante de emisién de la segunda senal, serd L —vt, y por lo tanto, si
llamamos £ el tiempo que tarda la segunda sefial en llegar la la nave,
se debe cumplir la relacion

L—vt, =ct+vt (6.143)
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y la posicién de la nave B estd dada por

L*’Uto
1+8

(6.144)

o1 = CE:

Para la nave A la la posicién cuando llega la primera senal es

L
= 6.145
=13 (6.145)
y para la segunda senal estd dada por
L + ’Ut()
Tno =
02 1-3

c Sea Atp el intervalo de tiempo entre la llegada de los dos pulsos a la
nave B. De la parte b del presente problema, la primera senal la recibe
en el instante

L/e

t] = 6.146
= (6.146)
El segundo pulso llega a la nave en el instante
~ L/C — 6750
tor =to+t =10+ ——7—
01 = o 0 143
por lo tanto el intervalo de tiempo estd dado por
Bto to
Atg =tg —t1 =tg — = 6.147
B =to1 — 1 0 143 1+8 ( )

El intervalo de tiempo At4 de la llegada de los pulsos a la nave A es

to

A =
ta -5

(6.148)

d Para calcular los intervalos de tiempo de la llegada de las senales refleja-
das a la tierra, consideremos primero el caso de la nave B. Dado que
la reflexién es instantdnea, la primera senal se refleja en el instante

L/c
t, = .14
R 3 (6.149)
en el punto
L
T =—— (6.150)
1+p
entonces tarda un tiempo
x L/e
tRra = — = 6.151
RA™= T, 145 ( )



6.1. PROBLEMAS BASICOS DE CINEMATICA 83

en llegar a la tierra y por lo tanto esta senal alcanza la tierra en el

instante 21
c
t3 =11 +tga = 6.152
3 1 +1tira 1+3 ( )
La segunda senal reflejada parte de la nave en el instante
L/C - ﬁto
tor = to+ ——2
o1 = o 143
cuando la nave se encuentra en el punto
L— ’Ut()
=—__- 6.153
Zo1 1+3 ( )
por lo tanto, la segunda senal llega a la tierra en el instante
Zo1 L/C—Bto to —5750"‘!‘2.[//6
oL T 143 1+ 3 (6.154)
entonces el intervalo de tiempo Atrp es
1-p
Atrpg =tg3 —tz3 = tg—— 6.155
T = to3 — 13 = loy Y3 ( )

y para los pulsos reflejados en la nave A el intervalo de tiempo At 4

estd dado por

1+

1-5

e Para calcular la posicién de las naves y los intervalos de tiempo de
la llegada de los pulsos a las naves y a la tierra, basta con tener
en cuenta la ecuacién para la dilatacién temporal. Consideremos en
primer lugar el intervalo de tiempo At/, de la llegada de los dos pulsos
a la nave A. Puesto que los eventos “llegada de cada uno de los pulsos
a la nave” suceden en el mismo punto para el sistema de referencia de
la nave, el intervalo de tiempo medido en A es un intervalo de tiempo
propio y por lo tanto estd relacionado con At 4 por la ecuacién

Atra = 1o

(6.156)

Aty = v(v)Al, (6.157)

Remplazando la ecuacién 6.148 para Aty y despejando, tenemos

1t 1+
Aty = — =tg4 [ —— 6.158
AT ST Y18 (6:155)
Para el caso de la nave B, el intervalo de tiempo entre la llegada a la
nave de los dos pulsos, medidas con respecto al sistema de referencia
de la nave B, obtenemos

Aty =toy | —— (6.159)
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Los intervalos de tiempo Atra y Atrpg, calculados en la parte d del
presente problema, son intervalos de tiempo propios, por lo tanto
se aplica la misma relaciéon de dilatacién temporal. Por ejemplo si
llamamos At/ , el intervalo de tiempo de la llegada a la tierra de los
pulsos reflejados en la nave A, medidos en su sistema de referencia,
entonces este intervalo estd relacionado con At74 por

1+ 0
1-5

At 4 = y(v)to (6.160)

15. Velocidades superluminosas aparentes. Supongamos que en algin

instante inicial ¢ = 0 las dos fuentes f; y fo estan juntas (fuente f en
la figura 1.2) y un tiempo posterior §t la fuente f se ha desplazado una
distancia vdt = f) fo. La primera observacién, cuando las fuentes se ven
juntas, se mide en la tierra en un tiempo

0
t; = of (6.161)

c
mientras que la segunda observacién (figura 1.2 inferior) se mide en la

tierra en un tiempo
0
ty =0t + 0f2 (6.162)
c

Entonces, la velocidad transversal aparente de la fuente fo, vista desde la

tierra, es
Aa

ty —1;

A« N
vp =0fo— =0 6.163
T =0f2 A7 f2 ( )
En los objetos astronémicos, como el Quasar 3C-273, donde se ha ob-
servado este fenémeno, la separacién angular de las fuentes, vista por el
observador en tierra, es de unos pocos segundos de arco y asi podemos
hacer la aproximacién

0f ~ 0f2 + vdtcosp (6.164)
Aq ~ D005I0Y (6.165)
02
entonces .
Atzé?f—f—%—%“’ét(l—ﬁcosgp) (6.166)

con 8 =w/e, por lo tanto la velocidad transversal estd dada por

v Bsin
Pr=—=

=7 1
c 1—LBcosyp (6.167)

En la figura 6.7 se muestra la grafica de S en funcién del déngulo ¢ para
diferentes valores de la velocidad 8 = v/c de la fuente f5, en donde para
valores suficientes de la velocidad de la fuente, la velocidad transversal
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B

Figura 6.7: Velocidades superluminosas aparentes. Velocidad tranversal
B en funcién de Sy ¢, con —0,99 < <099y -7/2 < p < 7/2

aparente puede ser mayor que la velocidad de la luz. Por ejemplo, las
curvas muestran un maximo de B el cual estd dado por la condicién:

A _ Blese—8) _, (6.169

de (1 = Bcosp)? -

puesto que 3 < 1 el denominador nunca se anula y la condicién del méximo
se obtiene para

cosp=p3 (6.169)
entonces ,
Plree = 5@ = y(v) (6.170)

Dado que el factor v puede tomar valores arbitrariamente grandes entonces
es posible medir velocidades transversales aparentes mayores que c. Este
fenémeno se ha observado en varios AGNs, por ejemplo el quasar 3C' —273
muestra este comportamiento (ver [7])

16. Relatividad sin el segundo postulado. Sean ¥ y ¥/ dos sistemas de
referencia inerciales relacionados de la manera usual. Entonces, el principio
de relatividad nos permite encontrar las siguientes relaciones entre las
coordenadas de los dos sistemas de referencia:

Y =y; 2=z (6.171)
' =y(x —vt) (6.172)
z =z’ +ot') (6.173)
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v=" (6.174)

remplazando ' de la ecuacién 6.172 en la ecuacién 6.173 y despejando ¢’
obtenemos

v = A —vt) + b))
= 2z — 2ot + yot’ =
1— 2 21
t = g— +7t:7<t—7 _ x) (6.175)
vy vy
entonces v
§ =~ (t - ﬁm) (6.176)
en donde 5
K?=_"-7 (6.177)
7? -1
despejando el factor v de la dltima ecuacién tenemos
2_ 1 17
V=T (6.178)
T K2

Esta ecuacion implica que el factor v es una funcién de la velocidad y el
pardmetro K, es decir
v =7(v, K) (6.179)

Atn cuando la ecuacién 6.177 implica aparentemente que el pardmetro K
depende de la velocidad, esto no es asi, si queremos que la composicién de
transformaciones de Lorentz sea de nuevo una transformacién de Lorentz.
Para este fin consideremos un nuevo sistema de referencia X" que se mueve
con velocidad u respecto a . Si llamamos K el pardmetro para la trans-
formacion entre X’ y X", entonces las ecuaciones de transformacion de
Lorentz entre ¥ y ¥’ son

' =~(v; K)(x — vt) (6.180)
v
t = y(v; K) (t - ﬁm) (6.181)
y entre ¥/ y ¥ toman la forma
2" = y(u; K) (2’ — ut') (6.182)
' = y(u; K) <t’ - ;{‘23;') (6.183)

en donde y(v; K) y v(u; K) son los correspondientes factores gamma que

dependen de (v; K) y (u; K) respectivamente. Remplazando las coorde-
nadas primadas en las tltimas ecuaciones tenemos

" __ 7 . uv _ U+ v
o =t B (es) (14 35) (2= 55 (6.184)
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~ u o4 v
" = (s K)y(0; K) (14 m’) po KT K2 6.185
s o1 (14 ) (e e (6.155)

un célculo directo muestra que si K = K la composiciéon de transforma-
ciones de Lorentz es de nuevo una transformacién de Lorentz con velocidad

u+v
= .1
v (6.186)
pues
uv
Vs K)y(i ) (1+ 25 ) = y(wi K) (6.187)

El pardmetro K debe ser determinado experimentalmente, por ejemplo
con un experimento sobre dilatacién temporal o un experimento dindmi-
co, como el comportamiento de la masa inercial de una particula con la
velocidad. Si experimentalmente se determina que K = oo, las ecuaciones
de transformacién obtenidas se reducen a las transformaciones de Galilieo,
o si el experimento arroja K = c tenemos las transformaciones de Lorentz.
Esto implica que el segundo postulado de la relativitad pudiera ser rem-
plazado por otro, el cual condujera a determinar en forma explicita el
pardmetro K.

Viaje al pasado. Supongamos que la primera sefial tachyonica es enviada
desde el origen de X en el instante ¢y a la velocidad

vp  dxt
== =— 6.188
BT c dx0 ( )
y es recibida por un receptor situado en el origen de ¥/, cuando éste se
encuentra a una distancia D medida con respecto a Y. Entonces, el instante
en el cual la sefial es recibida, estd dado por (en unidades de ¢)

D
cty = cto + — (6.189)
Br

La senal es devuelta instantdneamente, desde el origen de ¥/, hacia el
origen de ¥ a una velocidad igual de vy, pero medida con respecto al
sistema X', es decir

dxz’

dt’
Para calcular el tiempo de regreso de la senal medida por X, debemos
calcular primero la velocidad de la senal respecto al sistema de referencia
3. Para este fin consideremos las transformaciones de Lorentz usuales

—vr (6.190)

2" = y(2° — Bat) (6.191)

2t = y(z! — Ba) (6.192)
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con S =wv/cyy=y(v). Entonces
de’t ~yd(zt — Ba®)  da' — Bda’

—fr = dz vd(z9 — Bxl)  da® — Bdxl
da! _
_ P (6.193)
1- ﬁdwo
despejando la velocidad de la senal tachyonica 92 e - medida con respecto a
> tenemos e
_ar Br—B (6.194)
dz0 11— B8
asi, el tiempo que tarda la senal en su viaje de ida y vuelta es
D D BTB)
Cliotal = 5— + -3 = D ( + (6195)
Br %3) Br  Br—B
por lo tanto, la senal es recibida en 3 en el instante ¢ dado por
ct = cto+ Cliotal
— Brf )
= cto+ D ( + 6.196
OB T B8 (6:196)

si el factor que acompana al término D es menor que cero, entonces esto
significa que la sefial de regreso puede ser detectada en el origen de X antes
que la primera senial sea enviada desde alli. Para ver si esto es posible
analicemos la funcién
1-p8
f(Br; B) = L i (6.197)
BT Br—B
En primer lugar, esta funcién estd bien definida pues por definicién 0 <
B <1y By >1, por lo tanto los denominadores en la expresién anterior
nunca se anulan. Si los sistema de referencia ¥ y ¥’ estdn reposo relativo,
entonces 8 = 0 y por lo tanto el tiempo total es

2D
Ctiotal = —5— (6 198)
Br

el cual es positivo. Por otra parte, si la senial tachyonica es enviada a una
velocidad arbitrariamente grande entonces

) 1- ﬁTﬂ)
1 — — 6.199
BTlgloo<ﬁT+ﬂ—»3 B ( )
y por lo tanto
ct = ctg — D (6.200)

lo cual significa que la senal de regreso llega un tiempo SD antes que
la primera senal sea enviada. De hecho, dada la velocidad relativa de los
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sistemas de referencia (3, entonces sea BT tal que f(BT;B) = 0, es decir

BT dado por

- 1+4/1-p°

fr=—"2—

B

corresponde a la velocidad a la que se deben enviar los tachyones, para
que la senal reflejada llegue en el instante en que se envia la senal inicial, y
por lo tanto siempre es posible encontrar velocidades tachyonicas S > BT
para las cuales, la senal reflejada llega antes que la sefial sea enviada. En
el célculo de BT se tom¢ la raiz positiva, pues

1++/1-p5°
0 VTP 5 5 o si 1>8>0 (6.201)
Y 2
1—1—
01z VIZH 0<p<l1 (6.202)

B

Este ejemplo muestra uno de los problemas fundamentales en considerar
los tachyones, pues el principio de causalidad de la fisica se rompe. Sin
embargo, los tachyones han sido considerados en fisica, en el marco de al-
gunos modelos tedricos, no solo para tratar de entender algunos problemas
fundamentales y por completez de la teoria, sino también para buscar que
influencia observacional pudieran tener los tachyones (si existieran) sobre
las particulas usuales. Hasta el presente no se ha predicho ningin efecto
observable (lo que no significa que no pudiera existir) y por esta razén los
tachyones no se han desechado del todo, pero tampoco se consideran en
las teorfas usuales.

Viaje interestelar 1. Atn cuando las unidades que trabajaremos en el
presente problema estédn en anos-luz y el valor de la velocidad de la luz es
¢ = 1, en las expresiones generales mantendremos ¢ en forma explicita y
solo utilizaremos las unidades para los cdlculos numéricos.

a Para calcular el valor de la aceleracién de la gravedad en unidades de
anos-luz (al) y en unidades de ¢ = 1, tenemos que

2,99792458 x 108m=1s (6.203)
Y 1
=——ql 6.204
M9 46053 x 1015 (6.204)
entonces

g = 98ms?
— 9.8m x (2,99792458 x 10°m) "
= 1.0904 x 10716 m~?
= 1.0904 x 10716 x 9,46053 x 10'5al~!
= 1,0316al"* (6.205)
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Para los cédlculos del presente problema, es suficiente aproximar el
valor de la aceleracion de la gravedad terrestre a

g=98ms 2~ lal™! (6.206)

b Dado que el movimiento del cohete es unidimensional, elijamos el eje x
positivo del sistema de referencia tierra en direccién de las pléyades.
En estas condiciones, la linea de universo del cohete estd descrita por
el cuadrivector posicién

a(r) = («°(),2'(7),0,0) (6.207)
entonces los cuadrivectores velocidad y aceleracién del cohete estan
dadas por

dx 0 1
U=—=(U"U"0,0) (6.208)
dr
au
A=——=(4%4%,0,0) (6.209)
-

Dado que la aceleracién propia es constante, entonces se deben cumplir
las siguientes relaciones:

U? = (U7 - (UY)? =& (6.210)
A% = (A% = (AY) = —¢? (6.211)
U-A=UA"-U'A' =0 (6.212)
Despejando A° de la ecuacién 6.212 y remplazando en 6.211 tenemos
que
U\’ 2
_92 — <A1m> _(Al)

Il
b
-
()
VR
—~
SESIS
2 N
NS
\
—_
~_—

= - ( (6.213)

en donde se ha utilizado la ecuacién 6.210 en el ltimo paso. Tomando
la rafz positiva de esta ecuacién y despejando A! obtenemos

At =2yo (6.214)
C

Se tom¢ la raiz positiva por las condiciones iniciales del problema,
pues la nave parte del reposo y se acelera. Procediendo en forma
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similar a la anterior deduccién, pero despejando A' de la ecuacién
6.212 y remplazando en 6.211, llegamos a

A0 =9 (6.215)
c
Derivando la ecuacién 6.214 con respecto a 7, teniendo en cuenta las

definiciones 6.208 y 6.209 y utilizando la ecuacién 6.215, obtenemos
la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden para U':

d?U'  gdU° g\2
e (6.216)

Un procedimiento similar, pero partiendo ahora de la ecuacion 6.215,
nos conduce a una ecuacién diferencial de segundo orden para U".
Este procedimiento ha permitido desacoplar el sistema de ecuaciones
diferenciales 6.210, 6.211 y 6.212 y convertirlo en el siguiente sistema
de dos ecuaciones de segundo orden desacopladas, para las compo-
nentes del cuadrivector velocidad:

dZUl g 2
dZUO g 2

Estas ecuaciones son integrables en forma exacta, en términos de las
funciones hiperbdlicas:

U%(r) = K, sinh (%T) + Ky cosh (%T) (6.219)

U'(r) = K3sinh (%7’) + K4 cosh (%T) (6.220)

Las constantes de integraciéon Ki, K5, K3, y K4 se determinan a
partir de las condiciones iniciales del problema:

U(r =0) = (U°(0),U*(0),0,0) = (c,0,0,0) (6.221)
fl—U = (4°(0), A*(0),0,0) = (0, ¢,0,0) (6.222)
T |r=0

pues la nave parte del reposo con aceleracién propia g. La primera
condicién inicial para U' implica K; = 0 y la segunda condicién
inicial para A° nos conduce a K; = 0, entonces

U°(r) = K, cosh (%7) (6.223)

Ul(r) = K sinh (%7) (6.224)
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La primera condicién inicial para U? implica que Ko = ¢, mientras
que derivando 6.224, la segunda condicién implica K3 = ¢, asf el
cuadrivector velocidad del cohete, en funcién del tiempo propio, estd
dada por:

U(7) = (ccosh (%T) ,csinh (%T) ,0,0) (6.225)

Para encontrar la linea de universo de la nave falta integrar la ecuacién
6.208, donde las componentes del cuadrivector velocidad estdn dadas
por la ecuacién 6.225. Entonces integrando estas ecuaciones obtene-

mos:
2

ct .
20(1) = 7 sinh (%T) + K5 (6.226)
2
Iy =< 9
x (1) = 7 cosh (CT> + Ks (6.227)

con K5y Kg constantes de integracién, que se determinan a partir
de la condicién inicial

z(t = 0) = (2°(0), 2'(0),0,0) = (0,0,0,0) (6.228)

pues, cuando la nave parte de la tierra, z! = 0 y tomamos la condicién
t = 0. Aplicando estas condiciones iniciales a las ecuaciones 6.226 y
6.227 obtenemos, finalmente la linea de universo de la nave:

x(r) = ([;2 sinh (%T) , C;(cosh (%7’) -1),0,0) (6.229)

¢ Trabajando en unidades de ¢ = 1 y la distancia en al, la aceleracién

de gravedad es lal~! y el tiempo queda medido en afos. Cuando la
nave alcanza la mitad del recorrido 2! = 212,5al y entonces

212,5al = cosh(r) — 1 (6.230)

por lo tanto
7 = cosh™'(213,5) = 6. 056 8anos (6.231)

el cual es el tiempo que indica un reloj que viaja en el cohete. El
tiempo medido en la tierra estd dado por

2 = sinh (6.056 8) = 213. 502aiios (6.232)

A partir de este instante, la nave comienza a desacelerar a un g hasta
llegar a las pléyades. Por simetria, el tiempo que gasta la nave desde
este punto hasta alcanzar el reposo en las pléyades es igual que el
tiempo calculado, para la primera parte del viaje. Asi, el tiempo
total del viaje, desde la tierra hasta las pléyades, medido en el cohete
es

Tida = 2 X 6.056 8anos = 12. 114anos (6.233)
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y medido desde el sistema tierra, estd dado por
29, = 2 x 213.502afi0s = 427,004af0s (6.234)

Para calcular la velocidad, de la nave en el instante en que ésta al-
canza la mitad del viaje, utilizamos la ecuacién 6.56, la cual nos da
la velocidad en términos de las componentes del cuadrivector acele-
racién, asi de la ecuacién 6.225 tenemos

v Ul _ csinh (%T)

_ 9
C T com (1) tanh (£7) (6.235)

Cc

remplazando 7 = 6. 056 8anos en la ecuacién anterior, tenemos
Y — tanh (6.0568) = 0,999 99 (6.236)
c

El viaje total de ida y regreso, para el observador del cohete es
Ttotal = 2 X Tida = 24.228anos (6.237)
y para la tierra
29 =2 x 22, = 854,08am0s (6.238)

d Cuando la nave alcanza la mitad del recorrido 2! = 212,5al tenemos
c? g
2 (r) = ~(cosh (ET) ~1) (6.239)

entonces, en las unidades que estamos trabajando

212,5al = liO(COSh (107) — 1)al (6.240)
por lo tanto
T = % cosh™" (2125 + 1) = 0,835 51aos (6.241)
y el tiempo medido en el sistema tierra es de
2°(0,835 51afios) = % sinh (10 x 0,835 51)
= 212.59an0s (6.242)

por lo tanto el viaje total de ida y vuelta, medido en la nave es de
Tiotal = 4 X 0,835 51anos = 3.342anos (6.243)
y medido desde la tierra

x) . =4 x 212.59an0s = 850. 36aiios (6.244)
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La velocidad de la nave, cuando alcanza la mitad del camino de ida
estd dada por
v U (107) = tanh (8,3551)
c  UY = ’
= 0,999999889. (6.245)

Notemos que el tiempo propio del cohete se puede disminuir in-
definidamente, aumentando la aceleracién, pero el tiempo medido
en la tierra estd acotado por 850al que es el tiempo que gastarfa un
rayo de luz en ir desde la tierra hasta las pléyades y regresar.

19. Viaje interestelar 2. Tomemos el origen del sistema de referencia en la

tierra, con ¢ = 0 = 7 cuando la nave parte, y el eje x en la direccién de
movimiento. En unidades de ¢ = 1 las distancias y los tiempos tienen las
mismas unidades de longitud, las cuales tomaremos en al (afios luz).

a En el desplazamiento inicial, con aceleracién propia constante de 10g,

la velocidad de la particula estd dada por la relacién 6.225

v Ut ~ csinh (%T) B g
=T somb (i) - tanh (ET) (6.246)

entonces, cuando la nave alcanza a velocidad 8 = v/c = 0,999, el
tiempo transcurrido en la nave (tiempo propio) es

1
=17 tanh ™' (0,999) afios = 0,380 02a7i0s (6.247)
y por lo tanto el tiempo medido desde la tierra estd dado por
1
2Y(0,380 02afios) = 0 sinh (10 x 0,38002) = 2. 234 4anos (6.248)

a partir de este instante la nave continua su viaje con velocidad cons-
tante de 0,999c.

b En el instante 7 = 0,380 02anos la nave alcanza la velocidad v, y por

lo tanto la coordenada de posicién z'(7), que en este caso nos da
también la distancia a la tierra, estd dada por la relacién 6.239 y por
lo tanto

1
:171(0,380 02) = E(cosh (10 x 0,38002) — 1)al = 2.1366al (6.249)
Es decir el cohete se encuentra en ese instante a mitad de camino

de la estrella méds cercana a nosotros, Préxima del Centauro, la cual
estd a una distancia de 4,3al de la tierra.
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c A partir de este momento, la nave continia su recorrido a velocidad
constante, hasta encontrarse a una distancia de 2. 136 6al de las Plé-
yades, momento en el cual inicia la desaceleracién a 10g para llegar
con velocidad cero a su destino. Esto significa que el cohete recorre
una distancia D a velocidad constante dada por

D = 425al — 2 x 2.136 6al = 420. 73al (6.250)

por lo tanto, el intervalo de tiempo que gasta la nave en recorrer esta
distancia, medida por el sistema tierra, es de
D 420.73

At =2
T T 0,099

= 421. 15afi0s (6.251)

Teniendo en cuenta que Az® corresponde al intervalo de tiempo entre
los eventos, “la nave alcanza la velocidad v” y “la nave inicia la
desaceleracién”, medido por la tierra, entonces AzC estd relacionado
con el intervalo de tiempo propio A7, entre los dos eventos, por la
ecuacion

AT
V1-p5°
en donde A7 corresponde al intervalo de tiempo propio medido por

los relojes del cohete. Asi, en el sistema cohete la parte del viaje a
velocidad constante, dura

A7 = 421.15¢/1 — (0,999)* = 18.830aiios (6.253)

Por simetria, la ultima parte del camino, cuando el cohete desace-
lera, dura un tiempo igual a la primera parte, cuando la nave estd
acelerando, por lo tanto el tiempo total del viaje de ida y regreso a
las Pléyades estd dado por

Az = (6.252)

Total = 2 X (2 %X 0,38002 4 2 x 18.830) = 76. 84anos (6.254)
medido por los relojes del cohete y
a9 =2 x (2 x2.2344 4+ 2 x 421.15) = 1693. 5anos (6.255)

Los resultados obtenidos en éste y el anterior problema los resumimos
en la siguiente tabla:

A B c
Tiotal 24.228anos  3.342anos  76.84anos
z) .. 854,0anos  850.36anos 1693.5a70s

Esto muestra, que en condiciones normales, es realizable un viaje in-
terestelar en tiempos propios razonables para los viajeros de la nave,
pero su retorno a la tierra significaria regresar, cuando ya han pasado
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varias generaciones en la tierra. Este resultado de la relatividad espe-
cial, conocido como la paradoja de los mellizos de Langevan, ha sido
utilizado en la literatura y el cine de ficcién, como por ejemplo en la
pelicula El Planeta de los Simios. Es importante aclarar en este pun-
to, que la palabra “ficcién” se refiere a que ain no es posible realizar
este tipo de viajes interestelares, por limitaciones tecnolégicas, pues
el efecto del retraso de relojes viajeros, si se ha medido con relojes
de alta precisién en aviones, en donde los atrasos registrados son del
orden de los 107 9s.

20. El horizonte de eventos. Como la particula con aceleracién propia cons-

tante a parte del reposo en el origen del sistema de referencia ¥, tomamos
t = 7 = 0 en este punto.

a Para el caso de la particula que estamos considerando, la linea de uni-
verso z(7) ya fue calculada en un problema anterior, entonces de la

ecuacién 6.229 tenemos
2 2
x(7T) = (C— sinh (ET) : c—(cosh (87) —1),0,0) (6.256)
a c

[ C

en donde sélo se ha remplazado el valor de la aceleracién de la
gravedad g por la aceleracién propia a.

b Para encontrar la trayectoria de la particula 2! = 2! ("), medida por el
observador inercial ¥, debemos despejar el pardmetro 7 de la ecuacién
6.256 en términos de la primera coordenada z°. Entonces como

2
0_ % ginn (%
"= — sinh (CT) (6.257)

ot = g(cosh (%7) -1 (6.258)

despejamos las funciones sinh y cosh de las ecuaciones anteriores,
elevamos al cuadrado, restamos y utilizamos la identidad

cosh? § — sinh® = 1 (6.259)
de las funciones hiperbdlicas, obteniendo

cosh? (g7'> — sinh? (gr>
c c

OZZCI 2 OZZCO 2

Esta ecuacion la podemos escribir en la forma

N 2
(+) G (6.261)

1
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Teniendo en cuenta que la ecuacién general de una hipérbola en el
plano = — y tiene la forma

@=h’ W=k’ _,

e = (6.262)
en donde (h, k) es el centro de la hiperbola, con asintotas
b b
y=x-x+ |kF-h (6.263)
a a

la solucién 6.261 representa una hipérbola en el plano x! — 2% (recor-
demos que en relatividad el eje temporal 2° se toma vertical) con
centro en el punto

(h, k) = (—i 0> (6.264)

y asintotas con pendiente +1. Esto implica que las asintotas corres-
ponden al cono de luz del evento

02
(2%, ') = (—,0) (6.265)
(6
dadas por
02
20 =4+ (zl - > (6.266)

En la figura 6.8 se muestra un grifico de la linea de universo de una
particula con aceleracién propia constante.La parte de la hipérbola
en el cuadrante superior derecho representa la linea de universo de
la particula, que parte del origen con aceleracién propia constante y
por lo tanto, asintéticamente la velocidad de la particula tiende a la
velocidad de la luz. La parte inferior de esta rama de la hipérbola,
corresponderfa a una particula que proviene de la regién z! — oo
en el tiempo 2° — —oo desacelerando, y la cual alcanza el origen
con velocidad cero, en el instante 2° = 0. La rama izquierda de la
hipérbola corresponde a una particula que viene de la regién z! —
—oo desacelerando con «a, llegando al reposo en un punto situado en
la coordenada x' = —2c?/a y que vuelve a acelerar dirigiendose a

3?1 — —0OQ.

c En la parte b del presente problema vimos, que el movimiento de una
particula con aceleracién propia constante, estd representado por una
hipérbola en el plano 2% — z!, la cual tiene como asintotas el cono de
luz del punto

(2%, 21) = (—cz, 0> (6.267)

[0

Esto significa que la recta con ecuacién

¥ =2 - = (6.268)
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~ci,

Figura 6.8: El horizonte de eventos. Linea de universo con aceleracién propia
constante.

6.2.

no intercepta a la hipérbola y representa, en el cuadrante superior
derecho, un rayo de luz que parte del origen en el instante

' =ct=— (6.269)

en la direccién del eje z! positivo. El diagrama espacio-tiempo, figura
6.8, muestra que ninguna senal enviada desde un punto a la izquierda
de la asfntota 6.268, puede interceptar la lfnea de universo de la
particula acelereda del lado derecho del diagrama. Por esta razén
se dice que la recta 6.268 representa un horizonte de eventos para
la particula. Notemos, sin embargo, que la particula si puede enviar
una senal hacia la regién de la izquierda de esta recta. Una situacién
similar se presenta para la linea de universo en los cuadrantes de la
izquierda.

Problemas avanzados

1. Grupo de Lorentz. Sean x,y € M dos cuadrivectores y A la transfor-
macién de Lorentz

A: M — M (6.270)

conz' = Ax yy = Ay.

a Dado que A debe dejar invariante el producto Minkowskiano, tenemos

que
- y/ = x/T'r)y/ — JZT’O:U =z-y (6.271)
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remplazando los cuadrivectores primados en términos de los no pri-
mados, se llega a la ecuacién

2"y = (Az)" n (Ay) = 2" ATnAy (6.272)

Puesto que esta ecuaciéon debe cumplirse para todos los cuadrivec-
tores, tenemos que las matrices de transformacién de Lorentz deben
satisfacer la condicién

ATnpA =n (6.273)

La primera propiedad que se deriva de la ecuacién anterior, teniendo
en cuenta las propiedades de los determinantes, es que

det |A| = +1 (6.274)

El conjunto de todas las transformaciones de Lorentz, que en la repre-
sentacién matricial, corresponde a todas las matrices 4 x 4 reales que
satisfacen la condicién 6.273, forman un grupo no abeliano, llamado
el grupo general de Lorentz. Las transformaciones con determinante
+1 se llaman propias y forman un subgrupo, el grupo de transforma-
ciones propias de Lorentz, pues si A1 y Ay son dos transformaciones
de Lorentz con determinante +1 entonces AjAs es de nuevo una
transformacién con determinante

det |A1A2| = det ‘A1| det |A2| =+1 (6275)

Las transformaciones con determinante —1 se llaman impropias y no
forman un subgrupo, pues dos transformaciones impropias sucesivas
A1 y As dan una transformacion de Lorentz propia, dado que

det ‘A1A2| = det ‘A1| det |A2| = (—1) (—1) =41 (6276)
Ejemplos de transformaciones impropias son, la inversién de ejes es-
paciales

1 0 0 0 20 20
0 -1 0 0 x! —!
0 O 0 -1 a3 —3

y la inversiéon temporal

-1 0 0 O 20 —T
0 1 00 x! x!
Arz = 0 0 1 0 2| = 22 (6.278)
0 0 0 1 i z? x>
sin embargo la inversién espacio-temporal es una transformacion propia:
-1 0 0 0 20 —a0
0O -1 0 0 x! —a!
AEfo — 0 0 _1 0 xz — —xQ (6.279)
0 0 0 -1 x> —x3
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pues det |Ag_r| = +1. Otra propiedad que se obtiene directamente
de la ecuacion 6.273 es que el nimero de pardmetros independientes,
de una transformacién de Lorentz general, es de seis, pues de las 16
ecuaciones de restriccién en 6.273 hay solo 10 independientes, dado
que la matriz de Minkowski es simétrica

nt =n (6.280)

Asi, el sistema de 10 ecuaciones 6.273 independientes implica, que de
los 16 elementos matriciales necesarios para representar una transfor-
macién de Lorentz A, s6lamente seis pardametros son independientes.
Es decir, una transformacién de Lorentz general queda determina-
da por seis pardmetros libres. Estos seis pardmetros, escogidos con-
venientemente, pueden ser interpretados como tres pardmetros, que
representan rotaciones de los ejes espaciales y tres que representan las
componentes de la velocidad relativa entre dos sistemas de referencia
inerciales.

b Dada la matriz L tal que la transformacién de Lorentz A tiene la forma

A=cl (6.281)

obtenemos que
det |A| = det |6L| =elmh (6.282)

en donde TrL es la traza de la matriz L. Esta igualdad se puede pro-
bar teniendo en cuenta que la matriz A tiene determinante diferente
de cero y por lo tanto existe una transformacién de similitud S tal
que
ST'TAS =2 (6.283)
ST'lLS=¢ (6.284)

son matrices diagonales y ademés esta transformacién deja el deter-
minante y la traza de las matrices invariantes. Por lo tanto

3
det [A] = det [ST'AS| = [ Aaa (6.285)
a=0

donde A, son elementos de la diagonal de A, entonces dado que
Ao = €loe (6.286)

con £, los elementos de la matriz diagonal £ , tenemos que

3 3
det |A| = H elee = exp <Z &m> = It = T (6.287)
a=0

a=0
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Si elegimos la matriz L real, la ecuacién 6.281 excluye las transfor-
maciones impropias y ademds dado que det |A| = 1 entonces

TrL =0 (6.288)

Es decir para transformaciones propias de Lorentz L es una matriz
real sin traza. Teniendo en cuenta que la matriz de Minkowski tiene
las siguientes propiedades (por su definicién)

n"=n; n=I (6.289)
con I la matriz identidad, la ecuacién 6.273 se puede escribir en la
forma

ATy =A"! (6.290)
y de la ecuacién 6.281 se obtienen las siguientes propiedades
AT = (M) =t (6.291)
nA Ty = e’ n (6.292)
Al=¢t (6.293)

Estas ecuaciones se pueden probar por célculo directo, utilizando la
definicién de la exponencial de una matriz. Por ejemplo veamos la
primera ecuacion:

AT = ()T

1 T
<1+L+2'L2+~~)

1
LT (1)

1+LT+l(LT)2+'~

2!
= (6.294)
como se querfa probar. Entonces
nLin=-L (6.295)
o en forma equivalente
[nL]" = —nL (6.296)

es decir la matriz nL es antisimétrica y por lo tanto, la forma més
general de la matriz L, que satisface estas propiedades se puede es-
cribir en la forma

0 Lo Loz Lo
Loy 0 Lz Ly
Los —Li2 0 Las
Loz —Liz —Lx3 O

(6.297)
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pues, la matriz L tiene traza cero y

1 0 0 © Loo Lor Loz Los g
( L)T _ 0 -1 0 O Lig L1 Ly Li3
n 0 0 -1 0 Loy Loi Loy Las
0 O 0o -1 L3y L31 Lsa Lss
[ Loo —Lio —Lso —Lso
Lorv —Liin —La1 —L3
= 6.298
Lp ~Lip —Lw Ly (6:298)
| Los —Liz —Las —Lss
1 0 0 0 Loo Lor Loz Los
oL — 0 -1 0 O Lig Ly Lo Lis
nt= 0 0 -1 0 Log Loi Loz Los
0 0 0 -1 L3y L3z L3z L33
—Loo —Lo1 —Lo2 —Lo3
Lqg Ly Lo L3
= 6.299
Loy Loy Loo Los ( )
Lzy L3y L3z L3
asi
Loo =—Laa; a=0,1,2,3 (6.300)
y por lo tanto Ly, =0,
Lo; = Lip; 1=1,2,3 (6.301)
y

Esto muestra que una transformacién de Lorentz general, queda de-
terminada por seis pardmetros Lg1, Lo2, Los, L12, L13 ¥ Los inde-
pendientes.

c Dada la forma general de la matriz L, encontrada en el numeral anterior
del presente problema ecuacién 6.297, es suficiente elegir

a = (—Las, —Li3, —L12); (= (=Lor,—Loa, —Loz)  (6.303)

de tal manera que la matriz L se puede escribir como la combinacién
lineal:

L=-a-R-(-B (6.304)

en donde las componentes de los los vectores R y B estan dadas por
las matrices 1.58, 1.59 y 1.60.
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d Consideremos primero la matriz Ry y calculemos su cuadrado:

= diag(00 — 1 —1) (6.305)

o o oo

la cual es diagonal. Un célculo similar para las otras matrices conduce

a
RZ = diag(0—10—1)
R: = diag(0—1—10)
B? = diag(1100) (6.306)
B2 = diag(1010)
B3 = diag(1001)

N2
Calculemos ahora (& . R) para cualquier vector real unitario &:

N2

(@-R) = (@")'Ri+(a?) R3+ (") R} +ala’RiRs
+OLIOlQR2R1 + OélOthle + OZIOéSRgRl
+a?2a®Rs + a?a®R3Ro (6.307)

remplazando las matrices R; tenemos

N2
(52 : R) (6.308)
0 0 0 0
0 (a2)2 + (a3)2 —ala? —ala?
- o —ala? (a1)2 + (a3)2 —a?a?
0 —ata? —a2a? (041)2 + (a2)2

Multiplicando esta matriz por & - R v teniendo en cuenta la condicién
de unitariedad

(@) + (@) + (a®)* =1 (6.309)
tenemos
0 0 0 0
(a- f{)3 _ 8 _0a3 %3 *;{2 — &R (6310
0 a? —al 0

Un célculo similar conduce al resultado

(Z- E)3 -(-B (6.311)
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por lo tanto cualquier, potencia de las matrices R; y B, 4,7 = 1,2, 3,
puede ser expresada como un multiplo de la matriz o de su cuadrado,
pues por ejemplo, si tomamos el vector unitario ¢ = (1,0, 0) tenemos
que

(E- 1"3)3 —B}=B, (6.312)

y
B! = BiB, = B,B, = B? (6.313)

con un resultado similar para las deméds matrices.

e Consideremos en primer lugar el caso particular

—

a@=(0,0,0);  ¢=(¢0,0) (6.314)
Entonces, la matriz de transformaciéon de Lorentz A estd dada por
A =el = ¢ @R-CB _ —B (6.315)

Para calcular la funcién exponencial hacemos uso de la expansion en
serie de Taylor
_ (¢B1)” _ (¢B1)’ (B
A=1-(B;+ TR + TR (6.316)
Utilizando el resultado de la parte d del presente problema para las
potencias de la matriz Bj, la serie anterior se puede escribir en la
forma

3 5
A I+<—CB1—(G§!1) _ By _)
(¢By)”  ((By) | (¢(By)°
+< 2!1 * 4!1 * 6!1 A
3 5
= I—<C+;+§!+~-')B1
2 4 6
+<§1+i!+%1+”'>B% (6.317)

Las expansiones en potencias de ( en la expresién anterior, correspon-
den a las series de Taylor del sinh y cosh respectivamente, salvo el
primer término de la serie de cosh, el cual lo sumamos y lo restamos,
asf

A =1-B} - Bjsinh(+ Bfcosh( (6.318)
Remplazando explicitamente las matrices By, su cuadrado y la matriz
identidad I, tenemos

cosh{ —sinh(
—sinh{ cosh(
0 0
0 0

A= (6.319)

o= O O
_ o O O
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la cual coincide con la transformacién de Lorentz usual (ver ecuacion
6.101), en donde el pardmetro ¢ estd relacionado con la velocidad v
del sistema de referencia X’ respecto a X por la ecuacién

tanh ¢ = % (6.320)

Consideremos ahora el segundo caso particular

—

a=(0,0,a); ¢=1(0,0,0) (6.321)
y procedamos en forma similar al caso anterior:

—a-R-CB —aR,

A=cl=¢ = (6.322)

Expandiendo la exponencial en serie de Taylor y utilizando las pro-
piedades de las potencias de la matriz R, tenemos

(aR1)?  (aRy)?

A = I-aRy+-be - Sl
R.)°  o*R
= I—aR1+(a2ll) 0‘3'17,,, (6.323)

remplazando las matrices I, R; y R?, recordando las expansiones
en serie de Taylor para las funciones sina y cosa, tenemos que la
transformacién de Lorentz estd dada por

1 0 0 0
0 cosa sina 0

A= 0 —sina cosa 0 (6.324)
0 0 0 1

la cual representa una rotacién rigida de los ejes epaciales en un
angulo « alrededor del eje z. A partir de estos resultados es facil
convencerse que las matrices R; corresponden a rotaciones rigidas
de los ejes espaciales y las matrices B; a transformaciones puras de
Lorentz (boost). Asi por ejemplo, una transformacién de la forma

_ZB

A=e (6.325)

representa una transformaciéon pura de Lorentz en la direccién del
vector (, el cual estd relacionado con la velocidad del sistema de
referencia por

{=Btanh™' 3 (6.326)

con
B=70/c (6.327)
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2. Transformacién general de Lorentz. Teniendo en cuenta el resultado

del problema anterior, la transformacién pura de Lorentz més general esté
dada por la ecuacién 6.325, en donde el pardmetro ¢ se relaciona con la
velocidad ¢ por las ecuaciones 6.326 y 6.327. Entonces, expandiendo en
serie de Taylor la ecuacién

—B-Btanh~1p

A=e (6.328)

en donde 3 es un vector unitario en la direccién de la velocidad, obtenemos

([3 . B>2 (tanh_1 6)2 -

A = I-3-Btanh '8+ o1
(B . B)S (tanhfl /8)3 (B . B>4 (tanhf1 6)4
i + i — . (6.329)

Teniendo en cuenta las propiedades de la matriz E, deducidas en el pro-
blema anterior (ecuacién 6.311), y agrupando los términos en ¢ - B y su
cuadrado, tenemos que

1 3
A = I—B-E(tanhlﬁ+w_|_...>

. (3'3)2 <(tanh1 ) . (tanh™'p)" > (6.330)

2! 4l

Las series entre paréntesis en la ecuacién anterior corresponden a las ex-
pansiones en serie de Taylor del sinh(tanh™" 3) y del cosh(tanh™* 3) por
lo tanto

A=1-C-Bsinh(tanh™! ) + (Z : B)2 cosh(tanh™*3)  (6.331)

teniendo en cuenta las ecuaciones 6.99 y 6.100 que relacionan la velocidad
con las funciones hiperbdlicas

sinh(tanh™' 8) = By (6.332)

cosh(tanh™ ) =~ (6.333)

la transformacién de Lorentz toma la forma

A:I—ﬁvf-ﬁ+7(5~]§)2 (6.334)

S - o N2
Calculando ahora las matrices (- By (C . B) , utilizando las definiciones
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para las matrices B (ecuaciones 1.58, 1.59 y 1.60), obtenemos

v jﬂ’751 ) j5752 ) jﬂ’YﬁB
—ByB1 1461y =1) BiBa(y—1)  BiBs(y—1)
—BBy  BiBa(y—1) 14B(y—1) Bafs(y—1)
—BBs  BiBs(y—1)  BaBz(y—1) 1+4+f83(v—1)

(6.335)
Dado que
~ B 1 P
ﬁ = B = B (Bzaﬂyaﬂz) = (ﬁlaﬂ%ﬁfﬂ) (6336)
con 3, = v, /c etc., llegamos finalmente a la matriz de Lorentz general
gl —Bay =By, —B.v
B,y 1+ (77612)[31 ('v—l)fmﬂy (»y—1)2ﬁezﬁz

B B
(r=1)B.B, (=182 (y=1)B,B. (6.337)

— —1 — 2

_/Bz’y (’Y 1’22’87‘ﬂz (’7 B)zﬁ?lﬁz 1 _|_ (’\/ ﬁlz)ﬁz

A partir de esta matriz, podemos obtener las ecuaciones generales para la
transformacién de las coordenadas entre los sistemas de referencia iner-
ciales ¥ y Y/,

0 g =By =By, —B.y

r (=1p7  (=DB.B, (v=1)8,8 2
xll _ﬁw,y 1+ 32 - B2 - 52z = 331
= — — 2 p—

z:j —5y7 (v gzﬁzﬁy 14 (v 12)l3y (v 1;251,62 z;

T _ﬂz,y (’Y—lﬁ)zﬁwﬁz (7715)§sz 1+ (’Y_ﬁl?)ﬁi Z
(6.338)

las cuales se pueden reescribir en la forma usual
20 =~ -5 2) (6.339)
N . —1 -\ = -

7=+ Wﬁz ) (b’ : 1?) B —~a’p (6.340)

3. Algebra de Lie del grupo de Lorentz. La demostracién de las propie-
dades del conmutador es directa a partir de la definicién y de las propieda-
des del producto y la suma de matrices, recordando que el producto de
matrices no es conmutativo.

i [A,B] = AB - BA = — (BA — AB) = — [B, A] (6.341)

[AAB+C] = A(B+C)-(B+C)A=AB+AC-BA-CA
AB-BA +AC-CA=[A,B|+[A,C] (6.342)
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en donde se ha hecho uso que la suma de matrices es conmutativa.

[A,BC] = ABC-BCA = ABC - BAC - BCA + BAC
— (AB-BA)C+B(AC—CA)
[A,B]C +B[A,C] (6.343)

en el segundo paso se ha sumado y restado el término BAC.

[A,B]" (AB - BA)" = (AB)" — (BA)"

BYAT - ATB" = [B",A"] (6.344)

Para probar la identidad de Jacobi basta con desarrollar explicita-
mente los conmutadores y aplicar las propiedades 1.72, 1.73 y 1.74
demostradas:

[A,[B,C]] +[C,[A,B]] + B, [C, A]]
= [A,BC—CBJ]+[C,AB - BA] + [B,CA — AC]
— [A,BC|—[A,CB]+[C,AB] — [C,BA]

+[B,CA] - [B,AC] (6.345)
= 2[A,B|C+2B[A,C]+2[C,A]B

+2C[B,A] +2A[C,B] +2[B,C| A
= 2ABC - 2BAC + 2BAC — 2BCA + 2CAB — 2ACB
+2CBA — 2CAB + 2ACB — 2ABC + 2BCA — 2CBA
0 (6.346)

b La prueba del dlgebra de Lie para las matrices R; y B; se realiza di-

rectamente calculando los conmutadores. Ilustraremos un sélo caso
de cada una de las ecuaciones. Consideremos en primer lugar el con-
mutador de R con Ras:

o
o O O

Ri,Rs] =

cocoo
o
cocoo
|
—_
—Ro o0 oo
oo ~o

= R3 = 6123R3 (6347)

|
OO oo T O O O o

o O OO
cooco o
cor~o
L
cooo
o O OO

=)

i

o~ oo
|
—_
coc oo
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Similarmente calculemos el conmutador de Ry y Bi:

0 0 0 O 01 0 O
0 0 0 O 1 0 0 O
RiuBil =g g o 00 00
0 01 O 00 0 O
01 00 00 0 O
({1 000 00 0 O
00 0 O 00 0 -1
0 0 0 O 00 1 O
[0 0 0 0
0 0 0 O
= 00 0 0 = 611kBk =0 (6.348)
L0 0 0 0
El conmutador de Ry con B, estd dado por:
[0 0 0 O 00 1 0
0 0 0 O 00 0 O
RiBal = g o 1000
100 1 0 00 0 O
0 01 0 0 0 0 O
10 000 00 0 O
1 0 0 O 00 0 -1
0 0 0 O 00 1 O
0 0 0 1
0 0 0 O
= 0 0 0 0 = B3 = 6123B3 (6349)
1 0 0 0
Finalmente calculemos el conmutador [Bs, Bs]:
0 0 0 1 [0 0 1 0
00 0 O 00 0 O
Bs.Ba] = | 5 o ¢ o 1 000
1 0 0 O 10 0 0 0
0 01 0] 0 0 0 1
10 0 00 00 0 O
1 0 0 O 00 0 O
00 0 0] 1 0 0 0
00 0 O
0 0 0 O
= 0 0 0 _1 = R3 = —6321R3 (6350)
0 01 O
pues €301 = —1 puesto que 321 es una permutacién impar de 123.

En general, cualquier conjunto de seis matrices (u operadores de
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cualquier naturaleza), que obedezcan el dlgebra de Lie del grupo de
Lorentz, constituyen una representacién de las transformaciones de
Lorentz. Teniendo en cuenta que los 6 pardmetros necesarios para
describir una transformacién propia de Lorentz, se pueden elegir de
manera arbitraria, se debe utilizar, en general, otro conjunto de seis
matrices de representacion, las cuales, no necesariamente, tienen un
significado geométrico o fisico explicito, como fue el caso que consi-
deramos para las matrices R; y By, y los pardmetros @ y E .



Capitulo 7

Efecto Doppler

1. Cuadrivector de onda. Sean \, w y k la longitud de onda, la frecuencia
angular y el vector de onda, medidos por el observador ¥ y X, o'y K
las cantidades correspondientes para el observador YX'. A partir de las
ecuaciones de transformacién 2.11, para las componentes del cuadrivector
de onda y su definicién en términos de la frecuencia y nimero de onda,
ecuacion 2.8, obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones:

w w
2 = (2 - k) (r.1)
ke = (ke — ) (7.2)
ky = ky (7.3)
k, =k, (7.4)
La primera de estas ecuaciones la podemos escribir también en la forma
V= —vk;) (7.5)

Dado que la relacién de dispersién para las ondas electromagnéticas en
el vacio es la misma, i.e. X' = ¢, entonces de esta relacién se obtiene la
longitud de onda, dada la frecuencia. También se puede obtener la relacién
entre las normas del vector de onda, medidas en ¥ y ', a partir de la
relacién entre las longitudes de onda, o calculandola directamente de las
ecuaciones de transformacién anteriores:

‘k/‘ == \/kg/+kz/ +k§/

2
= \/y2(/cg + 52";—2 - 21@15%) + k2 + k2

— IR R28%2 4 4252 P — 292 Bl

= V2 + k2822 — 2926k, 4
1 =k (7.6

111



112

CAPITULO 7. EFECTO DOPPLER

2. Efecto Doppler longitudinal. Consideremos un sistema de referencia

Y’ ligado a la fuente y con origen en élla y relacionado con el sistema X de
la manera usual. Supongamos que en algtin instante ¢ > 0 la fuente emite
ondas monocrométicas en la direccién del eje x negativo, como se muestra
en la figura 7.1. Las componentes del cuadrivector de onda, en el sistema

Yo & y,.
4v— /1[0
o f
X X
Yo or ¥, 2
PP
o f
X X

Figura 7.1: Efecto Doppler longitudinal. Sistema de referencia inercial para
el observador ¥ y para la fuente X'

de referencia ¥/, para una onda plana monocromaética que se mueve hacia
el origen del sistema ¥ (ver figura 7.1 superior), estdn dadas por:

k= (KK K2, k3 = (%,km,o,()) (7.7)

en donde .
k

koo = — k| & (7.8)

Debido a la relacién de dispercién, ecuacién 2.9, tenemos que

2
Wo

c2

2

—

2
= % — k%, =0 (7.9)

y por lo tanto, las componentes del cuadrivector de onda toman la forma

b= (0K K289 = (22, -22,0,0) (7.10)
c c
Para encontrar la frecuencia medida por el detector, situado en el origen

del sistema X, aplicamos la transformacion de Lorentz inversa (de ¥’ a X)
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para las componentes del cuadrivector de onda. Si llamamos
k= (K, kY k2 k%) = (“2 kup, kyp, kap) (7.11)
c

a las componentes del cuadrivector de onda medidas en el sistema 3,
tenemos

w w
2 — (=0)(22 + Bhao) (712
wo

Fap = 7(=0)(hao + 522) (7.13)
kyp =k.p =0 (7.14)

Entonces, de la primera ecuacién anterior obtenemos

1-p

= 1-p8)= — 7.15
wp =ywo(l = B) = wo 155 (7.15)

La segunda ecuacién nos conduce a la misma relacién encontrada y por
lo tanto no da nueva informacién. Si la fuente se estd moviendo hacia
el detector basta con cambiar v — —v y obtenemos que la frecuencia
detectada en X estd dada por

wp =woi| —— (7.16)

Notemos que en el primer caso, cuando la fuente se aleja, la frecuencia
detectada es menor que la frecuencia emitida y se conoce en la literatura
como “corrimiento al rojo”, mientras que en el segundo caso, cuando la
fuente se acerca, la frecuencia medida es mayor y se conoce como “corri-
miento al azul”. Esta denominacién se refiere a que, en el espectro visible,
el rojo corresponde a frecuencias menores y el azul a frecuencias mayores.
El efecto Doppler longitudinal clésico (no relativista) es un fenémeno tipi-
camente ondulatorio, que se presenta en todos los fenémenos ondulatorios,
incluido las ondas electromagnéticas. Cldsicamente el corrimiento Doppler
longitudinal estd dado por

CcC—v

wWp = Wp

(7.17)

Este resultado lo podemos obtener a partir de la ecuacién 7.15, si expandi-
mos el factor v en potencias de v/c:

’1}2 —1/2 1 ”[)2 44
remplazando en la ecuacién 7.15 tenemos
1 2
wp = wo(l—%) <1 + 5% + (’)(v4/c4)> = wo(l—%)+w00(02/c2) (7.19)

en donde no se han escrito explicitamente términos cuadriticos en 3, los
cuales corresponden a la correcciéon relativista del resultado clésico.
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3. Efecto Doppler transversal y aberracién de la luz. Consideremos

un sistema de referencia Y’ ligado a la fuente relacionado con el sistema X
de la manera usual y con la fuente en algiin punto sobre el eje y’ positivo.
Las componentes del cuadrivector de onda, medidas en el sistema de la
fuente, estdn dadas por

k= (KK K2 K3) = (%70,@0,0) = (w—:,o,—w—;,o) (7.20)

en donde la iltima igualdad se obtiene de la relacién de dispersién. Las
componentes del cuadrivector de onda
wWp
(= kep, kyD, k=) (7.21)

en el sistema X se obtienen por una transformacién de Lorentz de ¥/ — X,
asi

=)+ ) (7.22)
kop = Y(=0) (ka0 + 82) (7.23)
kyp = kyo (7.24)

k.p =0 (7.25)

Dado que en ¥’ la componente ko se anula, la primera ecuacién implica

que
wo

wp = y(v)wo = \/17—752

Esta relacién es conocida como efecto Doppler transversal y corresponde
a un efecto netamente relativista, pues su origen es debido al efecto de
dilatacién temporal y no tiene correspondencia a nivel cldsico, pues en
primera aproximacién (v) ~ 1. Las ecuaciones de transformacién 7.23 y
7.24 implican que

(7.26)

v

kep = ’}/(U)gwo (7.27)
kyp = —%0 (7.28)

esto significa que para el detector el frente de ondas incide formando un
dngulo de
ksz v

tanf = =—y(v) - (7.29)

kyp
con respecto al eje y. Este efecto es conocido como aberracién de la luz y
fue observado con las estrellas situadas perpendicular al plano de la érbita
terrestre. El cédlculo clésico y el valor observado estd dado por

tanf = — - (7.30)

c

el cual corresponde al limite cldsico de la ecuacién 7.29, en donde se hace
la aproximacién v ~ 1.
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4. Comunicacién espacial con Doppler. De igual manera que en el pro-
blema 10 del primer capitulo, supongamos que la nave A se estd alejando
de la tierra. Para resolver este problema, utilizando el efecto Doppler,
consideremos que las dos senales enviadas desde la tierra con una diferencia
de tiempos ty corresponden a dos frentes de onda consecutivos y por lo
tanto tg representa el periodo de una onda y asi la frecuencia angular de

la senal es
2T

= (7.31)

wo

a Consideremos primero el caso de la nave A la cual se aleja de la fuente

(tierra) y por lo tanto podemos aplicar el efecto Doppler longitudinal
(problema 2) ecuacién 7.15:

wp = wo % (7.32)

asf, la diferencia de tiempos At’, entre las dos senales medidas por
la nave A es

1+5

2r 2m (1408
— L =t T3

Aty = — =

— t
wp wo 1—ﬁ

(7.33)

Para el caso de la nave B, la cual se estd acercando a la fuente, basta
con cambiar v — —uv, por lo tanto

Athy = tg % (7.34)

b El célculo de la diferencia de tiempos de los pulsos que llegan a la
tierra procede en forma similar. Para el caso de la nave A podemos
considerar que los pulsos reflejados en la nave, corresponden a un
frente de ondas emitido por la nave A con una frecuencia wp y por lo
tanto, aplicando efecto Doppler longitudinal, en la tierra se detecta
un frente de ondas de frecuencia

Wr = Wp % (735)

remplazando la ecuacién 7.32 para wp tenemos

1-p
= wp—1 7.36
wr = Wo 1+3 ( )
y la diferencia de tiempos de la llegada de los dos pulsos estd dada
por
2 1
Atga = 20 _ g1 t0 (7.37)
wr

1-p
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Para calcular la diferencia de tiempos de la nave B es suficiente cam-
biar v — —uo:
1-p

1+

Atrp = to (7.38)

5. Expansion del universo. El factor de corrimiento estd definido como

A
=— -1 7.39
= (7.39)
Remplazando los valores para la longitud de onda propia y observada de
la linea H, obtenemos
6650
= —— —1=1.3256x10"2 7.40
“ = 6563 % (7.40)
Teniendo en cuenta que el corrimiento es hacia el rojo, pues z > 0, ex-
presemos la velocidad en términos del corrimiento al rojo. De la ecuacién
7.15 tenemos que la frecuencia detectada estd dada por

w=4/ %wo (7.41)

en donde 8 = v/c la velocidad con que se estd alejando la galaxia y wq
es la frecuencia propia de emisién. Teniendo en cuenta la relacién entre
frecuencia angular y longitud de onda

2me
wo = TO

A 1+B8
N 71_/8—2—1—1 (7.43)

despejando la velocidad en funcién de z obtenemos

(7.42)

tenemos que

(21?1
b= (z+1)%+1 (7.44)

entonces remplazando

1.3256 x 1072+ 1)° — 1
B= ( )2 =1.3168 x 1072 (7.45)
(1.3256 x 1072+ 1)" +1

6. Ley de reflexién en espejos planos. Considérese el sistema de referen-
cia de Laboratorio 'S, con respecto al cual el plano del espejo ests en el
plano y — z y se estd moviendo con velocidad v = —vi y sin pérdida de
generalidad el rayo de luz se mueve en el plano x — y hacia el espejo. (ver
figura 7.2) Las componentes del cudrivector de onda k; del rayo incidente,
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Va

—=]

Figura 7.2: Ley de reflexién en espejos planos. Reflexién sobre espejo mévil
normal al plano del espejo

W

en el sistema laboratorio, estdn dadas por:

— (&’ & cOS 01-, & sin 01‘, 0) (746)
c cC c

Considérese ahora un sistema de referencia Y ligado al espejo con sus
ejes paralelos a los ejes del sistema Y. Las componentes del cuadrivector
de onda incidente en el sistema de referencia del espejo

By = Pk} P EE RLEED) (7.47)

se obtienen a partir de k; por una transformacién de Lorentz usual de “E
a Y con velocidad —v. Asi, las componentes no nulas son

PR =y (k) + BR})
Wi w;i
= (T8 costr)
- 7%(14—500501-) (7.48)
Pri = o (ki +BK))

= v (& cos; —l—ﬁ&)
c c

= 7% (cosB; + B) (7.49)
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Pri =k = % sin 6; (7.50)

En el sistema de referencia del espejo, el rayo de luz se refleja siguiendo
la ley de dngulo de incidencia igual al dngulo de reflexién, entonces el
cuadrivector de onda reflejado en ¥ tiene componentes dadas por

Ek’r — (EkOEkl EkQEk3)
w;

Wi Wi .
('y? (1+ Bcosb;), o (cosb; + 8), ~ smé?i) (7.51)

Realizando la transformacién de Lorentz inversa se obtienen las compo-
nentes del cuadrivector de onda reflejado k, en el sistema laboratorio, asf

K = (PR - 67k

= 9 (’y% (14 Bcosh;) + ﬁv% (cosB; + B))

= 72%(1—1—25&591»—1—62) (7.52)
ko= (TR -85k

Wws Wi

= v (=7 (cost; + B) — By (1 0;

7 (== (cos b+ 8) = 7! (L4 Beos) )

= 772% (cos®; + 28 + B cos ;) (7.53)

K2 =F ;2 = Yging, (7.54)
C

por lo tanto la frecuencia del rayo refledo cambia y estd dada por
Wy = wiy? (1 + 2B cosf; + ﬂz) (7.55)
y el 4ngulo de reflexion 6,. estd dado por (medido con respecto a la normal)

e
COs U, = ET —Tg

72% (cos 0; + 28 + 3% cos Gi)
Y2 (1 + 28 cosf; + BQ)
28+ (1 + B°) cos 0;

= 5 (7.56)
1+ 28cosb; + 0

Considérese ahora el caso del espejo moviéndose con velocidad constante
en el plano del espejo. Sin pérdida de generalidad, se asume que el espejo
estd en el plano x — z y se mueve con velocidad v en la direccién del eje x
positivo del sistema laboratorio y el rayo de luz se mueve en el plano x —y
e incide en el espejo con un dngulo 6;, respecto a la normal. Entonces, las



119

componentes del cuadrivector de onda incidente, en el sistema laboratorio,
estdn dadas por

ki = (k) k[ KD KD)

1 1 1 2
Wi Wy

= (—, Yi sing;, 2 cos 91,0) (7.57)
C C C

Pasando al sistema de referencia del espejo (ahora con velocidad v) las
componentes del cuadrivector de onda incidente

Phi= ("R kT BT R (7.58)
estdn dadas por
FkY =y (kD + K}
~ . (% _ 5% sint%)

= 7‘% (1 - Bsinb;) (7.59)
Pl = v (ki +BK)
wi . Wi
- o (Sns)
- 'y% (sinf; — B) (7.60)
Ep2 = k? = %ccos 0; (7.61)

En el sistema de referencia del espejo, el rayo de luz se refleja siguiendo la
ley de dngulo de incidencia igual al dngulo de reflexién y por lo tanto, las
componentes del cuadrivector de onda reflejado en ¥ son

B, = (PkFELERZP D)
Wi . Wi, . Wi
= (7? (1—psinb;) N (sinf; — ), —~ cos 0;, O) (7.62)

Aplicando la transformacién de Lorentz inversa se obtienen las compo-
nentes del cuadrivector de onda reflejado &, en el sistema laboratorio, asf

K= v (PK+ 57K)
= 5 ('y% (1—Bsinb;) + B'y% (sin@; — 5))
= P2 -8 (7.63)
w;

- (7.64)
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es decir la frecuencia no cambia y
ko= v (Pkb - B7K)

= 7 (7% (sin 0 — ) + B9 (1 Bsin) )

2Wi . 2
= “Lsind; (1 — 7.65
7" sin (1-5% (7.65)
= “Yign 0; (7.66)
c
k2 =F g2 = _ Y cosg, (7.67)
c
por lo tanto el angulo de reflexién es (medido con respecto a la normal)
k2| _ |%2]
cosf, = ];;'T = 0
“i cos 6,
= - - = COS 01 (768)

Wi
c

es decir, para este caso se sigue cumpliendo que dngulo de incidencia es
igual al de reflexion.



Capitulo 8

Dinamica relativista

8.1.

1.

Problemas de dinamica relativista

Cuadrivector momentun. Debemos probar que p? > 0, si p3 > 0y
p3 > 0. Entonces

2
P’ = (p1+p2)” =pi+p5+2p1p2 (8.1)

El producto interno de Minkowskiano p; - p2 de los cuadrivectores momen-
to, por ser una cantidad invariante, lo podemos calcular en el sistema de
referencia propio de una de cualquiera de las dos particulas, por ejemplo de
la particula 1. Entonces, en este sistema de referencia, los cuadrivectores
momento de las particulas estdn dados por

b1 = (m01c,0,0,0) (82)

p2 = (mo2y(va1)c, mo2y(v21)va1) (8.3)
en donde 751 es la velocidad de la particula 2 respecto a la particula 1.
Entonces
p1 - P2 = Mooy (va1)c > 0 (8.4)
pues el factor v siempre es positivo. Por lo tanto

p? = mglc2 + m§2c2 + 2m01m02'y(v21)02 >0 (8.5)

como se queria probar.

. Sistema centro de masa. El cuadrivector momento total del sistema

estd dado por
p = p1+D2
= (mic,p1) + (mac, p2)
= ((m1+m2)c,p1 + D2)
— (e, ) (8.6)
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en donde m; = mq;y(¥;), ¢ = 1,2 con ¥; las velocidades de las particulas
en el sistema de referencia Y. La velocidad 4oy, del sistema centro de
masa estd dada por

- - 12 . mo17Y(T1)01 + moay(Ua)Us
uem = = = = = (8.7)
m mo1Y(v1) + mozy(v2)

La masa propia del sistema de particulas My medida por el observador
> se puede calcular a partir de la norma al cuadrado del cuadrivector
momentun total del sistema, asf

p? = Mjc? (8.8)
entonces

2
P’ = (p1 +p2)

= pi+ps+2p-pe
_ 2 2 2 2 2 -
= mgc” + mgec” + 2mymec® — 2p7 - Pa

S\ vy - U
= m, ? 4+ m2yc? + 2mormony (U1 )y (T2)c? <1 - 1022) (8.9)

Si las dos particulas estuvieran en reposo en el sistema > entonces la
masa propia total serfa la suma de las masas propias de las particulas
que conforman el sistema. La masa propia total del sistema medida en el
sistema centro de masa Yo estd dada por

Mooy = jn _ mOl'Y(Ul)j‘ M2y (V) (8.10)
Y(tcm) Y(ticnr)

en donde la velocidad del sistema centro de masa uc); estd dada por la
ecuacion 8.7.

Transformacién del momentun. El cuadrivector momento de una par-
ticula de masa propia mg y velocidad u, medidas en el sistema de refrencia
inercial ¥, estd dado por

E E
b= (pO,pl,pQ,pB) = <C,p> = <Capm,pyapz> (811)
en donde

E =mc* = moy(i0)c? (8.12)

es la energfa total y
7 = moy()i (8.13)

su momentun, estdn relacionas con las componentes del cuadrivector mo-
mento en X/ por la transformacién de Lorentz usual:

P’ =) (p°" - Bp') (8.14)
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Pt =7) (p' — Bp") (8.15)
p?=p’ (8.16)
PP =p’ (8.17)

con 8 =v/c la velocidad de ¥’ respecto a X. Entonces

E'=5(v) (E — vpy) (8.18)
Py =7(v) (px - :—QE) (8.19)
Py =Py (820)
P.=p: (8.21)

La energfa cinética K de la particula se define como
K =FE — Ey = moc®(y(@) — 1) (8.22)
entonces, en el sistema Y’ tenemos que

K = E—E
= moc(y(@) —1) (8.23)

en donde 4’ es la velocidad de la particula medida por Y’. Teniendo en
cuenta la forma como el factor v se transforma entre sistemas de referecia,
ecuacién 6.82, se obtiene

K' = myc? (W(U)'y(ﬁ) (1 — vcu;) — 1) (8.24)

4. Cuadrivector fuerza. Para interpretar fisicamente las componentes del

cuadrivector fuerza, definido por la ecuacién de movimiento

d
f=moA = d—f (8.25)

consideremos sus componentes medidas por un observador inercial ¥. Te-
niendo en cuenta la definicién del cuatrivector momento p, tenemos

() = =

_ad (B

T drdt c’p
. (1dE dj

- ~a= b 2
) (15 %) (5.26)

Para interpretar fisicamente esta ecuacion, consideremos el producto punto
minkowskiano entre el cuadrivector fuerza y el cuadrivector velocidad:

f U = moA -U (827)
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Dado que el producto punto es un invariante relativista, calculemos su
valor en el sistema de referencia propio de la particula, es decir en el
sistema de referencia con respecto al cual la particula se encuentra en
reposo, asi

U® =(c0,0,0) (8.28)
A% = (0,q) (8.29)

donde @ es la aceleracién propia de la particula, entonces
f-Uu=0 (8.30)

Para un sistema de referencia inercial 3, las componentes de los cuadrivec-
tores velocidad y fuerza (ver ecuacion 8.26) estan dadas por

U* =~ (1) (c, @) (8.31)
1dE dp
=@ (25 %) (8.32)
entonces
0 = f-U
dE dp
= 2(@) (dt - dit’ .a> (8.33)

.
Por lo tanto, dado que el efecto de la fuerza fisica F' que actia sobre una
particula es cambiar su momento, entonces tenemos que

L dp
F == 8.34
o (8.34)

y si se adopta la definicién usual del trabajo, realizado por una fuerza
sobre una particula, como

AW = F - d (8.35)

entonces la ecuacién 8.33 implica que el cambio en la energfa total de la
particula por unidad de tiempo

dE dp _

—=—u=F-u 8.36

dt t ( )
es el trabajo por unidad de tiempo (potencia) realizado por la fuerza exter-
na F' sobre la particula, lo cual estd de acuerdo con la interpretacién de E
como la energia total de la particula. Asi, las componentes del cuadrivector
fuerza se pueden escribir en la forma

(148 P
c dt’dt

“F.a, ﬁ) (8.37)

£

e =

C

Il
=
£y
N~—
7 N
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es decir, la componente temporal representa el trabajo por unidad de
tiempo realizado por la fuerza externa y las componentes espaciales (salvo
el factor ) corresponden a las componentes de la fuerza fisica que actia
sobre la particula.

5. Transformacién de la fuerza entre sistemas de referencia. Con-
sideremos dos sistemas de referencia X y ¥’ relacionados por una trans-
formacién de Lorentz usual. Entonces, las componentes del cuadrivector
fuerza se transforma como

fO=~(f0-8f" (8.38)
fr=~ (= 8r°) (8.39)
fP=r (8.40)
o= (8.41)

con v = y(v), B = v/c y v la velocidad del sistema ¥’ respecto a ¥ en
la direccién del eje x positivo. La interpretacion fisica de las componentes
del cuadrivector fuerza encontradas en el problema anterior implican que

(fO 112 1°) = (@) (iﬁ @, F) (8.42)

donde # es la velocidad de la particula. Estamos interesados en encontrar
las ecuaciones de transformacién para la fuerza F'. Si llamamos

—

F= (F.'E'aFy’7Fz’) (843)

las componentes de la fuerza medida en ¥', de la segunda ecuacién de
tranformacion tenemos

- - UV 32 -

W) For = 1(v) (Y@ F2 = S2(@F 1) (8.44)
teniendo en cuenta la forma como el factor (@) se transforma, ver ecuacion
6.82,

., . Vg
i) = 7)) (1- 57 (8.45)
entonces obtenemos .
F,—%F- 4
F. = e (8.46)
1— 2
Para las otras dos componentes tenemos
V(@) Fy = (i) F, (8.47)
@) = (@) F. (8.48)
por lo tanto
Jop— (8.49)
Yo (- 2) '
F.
F,, = (8.50)
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6. Energia disponible para crear particulas. Si se elige el eje  en la

direccién de movimiento de los protones, en el primer caso el cuadrivector
momento de cada protén estdan dados por

E E
pP1 = <Cl,]91> - <clapr,070> (851)

E
Py = (Co,o,o,o> (8.52)

Después de la colisién emergen los dos protones més una nueva particula
de masa propia My = Ep/c?, es decir, se estd asumiendo que toda la
energia disponible en el experimento se transforma en energia propia de
la nueva particula. Entonces la conservacién del cuadrivector momento
implica

P1+ P2 = Py + D2y + s (8.53)
con pis y pay los cuadrivectores momento finales de los protones y ps el
cuadrivector momento final de la nueva particula. Elevando al cuadrado
ambos miembros de esta ecuacién obtenemos el invariante relativista

2 2
(p1+p2)” = (p1f + P2y +py) (8.54)
El lado izquierdo se calcula en el sistema del laboratorio, entonces
(p1+p2)° = pl+p3+2p-p2

E?  _EE
27 +2-5

(8.55)

Para calcular el lado derecho se impone la condicién de energia umbral, en
donde las particulas después de la colisién quedan en reposo en el sistema
de referencia centro de masa, entonces

Eo Eo Ep\’
(p1s + p2y +pf)2 = <0+0+D> (8.56)
c c c
Tgualando las dos expresiones y despejando Ep se tiene
E? EoEq EZ FE3 EoEp
entonces
E% +4EyEp + 2E2 — 2EyE; =0 (8.58)

resolviendo la ecuacién cuadrética para Ep y tomando la raiz positiva se

obtiene
Ep=—-2FE+ \/2E§ + 2E0F; (8.59)

Para el caso donde E; = 30Gev y Ey = 0,94Gev la energia disponible es

Ep =5.746 TGev (8.60)
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Para el segundo caso, los cuadrivectores momento de los protones iniciales

son
m=(21ml.00) (5.61)
p= (2~ 1 0.0) (5.62)
entonces
(pr+p2)° = pi+p3+2p-p2
= 2%3 +2 (J;sz + |ﬁ2|2> (8.63)
dado que

por lo tanto

E2 E2 2 E2
2 0 2 2 0
(P14 p2) —2@+%a+g‘a>
E2
= 4722 (8.64)

Entonces, de la ecuacién de conservaciéon del cuadrivector momento al
cuadrado, se tiene que

4%% =4f—§+€—§7+4Et’C§D (8.65)
despejando la energfa disponible se llega a la ecuacién cuadratica
E% +4FyEp + 4AE} — 4E3 =0 (8.66)
cuya solucién positiva estd dada por
Ep = % [—4]30 + /163 — 1653 + 1653 (8.67)
= 2F,—2F) (8.68)
tomando Fy = 15Gev se obtiene
Ep =28,12Gev (8.69)

lo cual implica que en el segundo experimento se tiene cinco veces més
energfa disponible. O en forma equivalente, si se quiere tener una ener-
gia disponible de 28, 12Gev se requiere que, en el primer experimento, el
protén sea acelerado a una energia de

_ E} +4EyEp 4 2E3

E
! 2F,

= 477,78Gev (8.70)
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7. Sistema de dos electrones. Elijamos el eje x del sistema de referencia
del laboratorio X en la direccién de movimiento del electrén y sean p; el
cuadrivector momento del electrén mévil y ps el cuadrivector momento
del electrén en reposo.

a La energia cinética del electrén 1 (mévil) es

Ki=F —E, (8.71)
en donde E; es su energia total y Ey = moc?
Entonces

Su energia en reposo.

2moc? = y(u)moc? — moc? (8.72)
con u la velocidad del electrén. Despejando el factor v(u) se tiene
1
Y(u) = ——— =3 (8.73)

2
u
1-5

y por lo tanto la velocidad del electrén estd dada por

u 1 2V2

b El cuadrivector momento del electrén 2, en reposo respecto al sistema
de laboratio X, es

Ey,
P2 = (;ap?) = (moc,0,0,0) (875)

y del electrén 1 estd dado por

o= () = tmer (), mon(u)u 0.0

C
= (3mgc, 2v2moc, 0,0) (8.76)

Por lo tanto, para el cuadrivector momento total del sistema en ¥ se

obtiene
p = p1+ p2 = (4moc, 2v/2mgc, 0,0) (8.77)
¢ La velocidad del centro de masa para un sistema de particulas estd dada
por
doy = 2 (8.78)
m
2

en donde p es el momentun total del sistema y mc® su energia total.
Entonces, para el sistema de los dos electrones tenemos

mo 7

1 3
don = — (2\/§moc,o,0) = <f0,0,0> (8.79)
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Para calcular las componentes de cuadrivector momento de los elec-
trones, en el sistema de referencia Xy, es suficiente tener en cuenta
la transformacién de Lorentz entre los sistemas > y Yo, en donde
Ycm se mueve con velocidad ucpy = ﬁ/Q en la direccién del eje
x positivo, ver ecuacién 8.79. Bajo esta transformacién de Lorentz
las componentes del cuadrivector momento, en los dos sistemas de
referencia, estdn dadas por

P =(uenm) (0° = Boup') (8.80)
pll =v(ucm) (Pl - 501\/11?0) (8.81)
P’ =p? (8.82)
P’ =p® (8.83)
en donde S, = ucnr/c. Aplicando estas tranformaciones a p; y po
tenemos:
P’ = A(ucwm) () — Bowpi)
2
= V2 <3moc — \2[2\/§moc>
= \/imoc (8.84)
Pt = y(ucwm) (pt - Beap?)

V2 (2\/§moc — ?31%06)

= moc? (8.85)

y las demds componentes son cero. Para el segundo electrén se tiene

p/20 = Y(uom) (P(z) - ﬂch%)
= V2(mgc—0)
= V2mye (8.86)
py = (ucwm) (2 — Boups)
2
= 2 (O — \gmoc>
= —mgc (8.87)
Entonces
- (\/imoc, moc,0,0) (8.88)

ph = (ﬁmoc, —myc, 0, O) (8.89)
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d La masa propia del sistema, por definicién, es un invariante relativista
y debe ser la misma calculada en cualquier sistema de referencia
inercial. Para calcular la masa propia en ¥ tomamos la norma del
cuadrivector momento total del sistema, entonces

PP = (p+1p2)° = (4moc, 2v/2myc, 0,0)?

= 16m3c* — 8mac?

= 8mic? (8.90)
asi

My = 2v/2my (8.91)

En el sistema centro de masa tenemos

p,‘z = (p,l +p,2)2 - (2\/5’[’)106,0,0,0)

= 8mac? (8.92)

obteniendo, como se esperaba, el mismo resultado.

8. Sistema de dos fotones. Sean p; y po los cuadrivectores momento de
los dos fotones en el sistema de referencia X.

a La relacién entre la energia E y la magnitud del momentun |p] de un
fotén, estd dada por la ecuacién

bl = % (8.93)

entonces los cuadrivectores momento de los fotones toman la forma

E FE
p1 = <77070> (894)
c' ¢
para el fotén moviéndose a lo largo del eje x positivo, y
E FE
P2 = (,07 ,0> (8.95)
c c

para el fotén moviéndose a lo largo del eje y positivo. El cuadrivector
momento total del sistema estd dado por

p=p1+p2= ( (8.96)

b La velocidad del centro de masa para un sistema de particulas estd dada
por

Gon =2 (8.97)
m
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en donde p es el momentun total del sistema y mc?

Asi, para el sistema de dos fotones tenemos

su energfa total.

- _ P_c(EE,
vom = m 2E\c¢’ ¢’
Cc C
- (5,5,0) (8.98)

la cual corresponde a la velocidad del sistema de referencia Yoy
respecto al sistema laboratorio ¥, de tal manera que en sistema Ycar
el momentun total es cero. La magnitud de la velocidad Wc s, estd

dada por
. c\?
enl = /(5)

¢ La masa propia My del sistema de dos fotones se puede calcular a partir
de la norma del cuadrivector momento total, asi

+ (5)2 - gc <ec (8.99)

M3 = (p1+p2)
2B\? [(E\? [(E\? 2E?
LY (EY _(E) 2 E 1

c2

entonces

My

(8.101)

noétese que la masa propia del sistema es 1/ V2 la suma de las masas
equivalentes en energia asociadas a cada fotdn.

9. Particula compuesta. Elijamos el eje x positivo del sistema de referencia
del laboratorio ¥ en la direccién de movimiento del electrén inicial.

a La energia total del electrén inicial estd dada por

E = Ey+K

2
= mgc2 + §m002

= ngCQ (8.102)

por lo tanto, el factor v y la velocidad inicial del electrén son

2

E =~w)mec® = ~(v)= g (8.103)

v 1
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Para calcular la masa propia My del dtomo de positronio, sea p; el
cuadrivector momentun del electrén mévil, el cual estd dado por

no= (Emaw)

5 4
(3moc, 3Mmoc, 0, 0) (8.105)

y el cuadrivector momentun del positrén en reposo es
p2 = (moc,0,0,0) (8.106)

entonces, por conservaciéon del cuadrivector momentun total del sis-
tema, su norma al cuadrado da la masa propia total del sistema, la
cual también es la masa propia del positronio, asi

Mje® = (p1 + p2)°

_ (moc mocoo>22
- (g (o)

= 3 8 2 (8.107)

entonces
4
My = T\[mo (8.108)

b Para calcular la velocidad final vy del 4tomo de positronio se pueden

seguir varios métodos: El primer método, y el méds directo, es notando
que la velocidad final del positronio corresponde a la velocidad del
centro de masa del sistema electrén-positrén, asi

1 4
Dy 3Mmoc 1
Bev = By X Bmee 2 ( )

El segundo método utiliza la energia total del sistema: entonces de la
componente temporal del cuadrivector momentun total del sistema
tenemos

8
Movy(vy)e = 3Mmoc (8.110)

y por lo tanto

8
smo 2

v(vy)

73771
/ 1 3 1
= J1-5r—==4/l-2== 111
o 72 (vy) 42 (10
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Un tercer camino serfa utilizando la conservaciéon del momentun fisico
para el sistema, asi

—

4
= gmocﬁs = Moy(vy)vsd (8.112)

entonces
43

( )
m Vf)U mocC
3 0Y\Vy)Uf 3 0

despejando la velocidad final, se obtiene

v(Bp)B; = = 38} =1-57

w Sl

1
= F=3 (8.113)

¢ Por conservacién del momentun, dado que el electrén inicial se esta
moviendo en la direccién del eje x positivo, entonces el electréon y el
positrén deben salir en un mismo plano. Ademds, debido a que el
electrén y el positrén tienen la misma masa propia y salen formando
el mismo dngulo con respecto al eje z, su velocidad debe ser igual para
que el momentun total transversal a la direccién de movimiento inicial
se anule. Entonces, si elegimos el eje y en el plano del movimiento del
sistema y se toma positivo en la direccién en la cual cual el electrén
se dispersa, las componentes del cuadrivector momentun final del
electrén p_y y del positrén p4 ¢, estdn dadas por:

p-5 = (E—j,pa—s,Py—5,0)
= (moy(u)e, moy(u)ucos @, moy(u)usind,0) (8.114)

P+r = (E+f>pa:+f7py+f70)
(moy(u)e, moy(uw)ucos B, —moy(u)usin g, 0) (8.115)

en donde u es la magnitud de la velocidad final y 6 el dngulo con
respecto al eje z. La conservacion del cuadrivector mementun implica
que

pr=p—f+D+s (8.116)

con py el cuadrivector momentun del positronio, asi esta ecuacién
nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones:

Moy(ve)e = 2moy(u)c (8.117)

Moy(vp)vy = 2moy(u)ucos (8.118)
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la tercera ecuacién para la componente en y es una identidad y no

arroja informacién adicional. Dado que (ver parte b del presente pro-
blema)

4 2
Moy(vg)e = ﬁmox —c

3 V3

8
= gmoc (8.119)

entonces de la ecuacién 8.117 se tiene

Y(u)=5 = B,= (8.120)

SES

y de la ecuacién 8.118 se obtiene el angulo:

Moy (vy)vg
2moy(u)u
i,

cos) =

- = (8.121)

d Una colisién de define ineldstica si las particulas iniciales y finales que

intervienen en el proceso cambian. Asi en la primera reaccion,

e +et — A, (8.122)
el proceso es ineldstico, y en la segunda reaccién

A, — e +ef (8.123)

las particulas también cambian y el proceso es por lo tanto ineldstico.
Sin embargo, considerando la reaccién total

e +et — A, —e +eh (8.124)

el proceso es eldstico. En efecto, se puede tratar la parte ¢ del presente
problema independientemente del estado intermedio (formacién del
positronio), como un proceso de colisién eldstico

e +et —e et (8.125)

en donde un electrén choca contra un positrén en reposo, dispersan-
dose eldsticamente. Asi, por conservacién del cuadrivector momentun

P1+DpP2=p—f+ Dty (8.126)
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Con las mismas consideraciones que se hicieron en la parte ¢ del
presente problema, esta ecuacién conduce a:

(imoc, %moc7 0, O) = (2mo2v(u)c, moy(u)ucos,0,0)  (8.127)
lo cual lleva al siguiente sistema de ecuaciones acopladas:
gmoc = 2mp2v(u)c (8.128)
4
37Moc = mo7y(u)u cos f (8.129)

las cuales implican que

Bu = g (8.130)
Y 2
cosf = — (8.131)

VT

10. Aniquilacién de particulas. Para el sistema de referencia del labora-
torio elijamos el eje x en la direccién de movimiento del electrén inicial
y los otros ejes de tal manera que el plano de la colisién esté en el plano
x —y. Sea my la masa propia del electrén (igual a la del positrén) y v su
velocidad.

a Los cuadrivectores momento iniciales del electrén y el positrén estdn

dados por
E 5 4
P = (cl’ﬁl) = (Smoc, 3m00,0,0> (8.132)
Y FE
p2 = (;aﬁ?) = (m06707070) (8133)

respectivamente. Supéngase que un fotén (lldmese 1) sale formando
un angulo 6 con respecto al eje z positivo y el otro fotén (2) forman-
do un dngulo ¢ respecto al mismo eje. Entonces sus cuadrivectores
momento son

E,
Dy, = ( Zl’p’h) (8134)
E, E E
_ <%’%COS9, il sine,o) (8.135)
C C Cc

e = (22 (5.136)
(

E
T2 02 o5, ZQ sin @,0) (8.137)
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La conservacién total del cuadrivector momentun del sistema implica

D1+ P2 =Dy, + D, (8.138)
lo cual conduce al siguiente sistema de ecuaciénes acopladas

8 E’Y1 + E’YQ

émoc _ E, cosf+ E,, cosp (8.140)
3 c
E E
0= —"tsinf+ —2sing (8.141)
c c

Este sistema de tres ecuaciones acopladas contiene cuatro incégnitas,
las energias de los dos fotones y los dngulos que éllos forman con el eje
de las x, asf se pueden despejar tres de las incégnitas en términos de
la cuarta, por ejemplo en términos de 6. Con esta eleccién la energia
del primer fotén £, depende del dngulo 0, y a partir de allf se busca
el 4ngulo para que la energfa sea maxima, i.e. a partir de la condicién

dE,, d’E

— 0 71
p7] =0; con T <0 (8.142)

Despejando E.,, de la ecuacién 8.139, sin ¢ de la ecuacién 8.141 y rem-
plazando en la ecuacién 8.140 y despejando de esta iltima ecuacién
E,, obtenemos
2 2
B, = 2w
Y 2+ cosf

Aplicando la condicién de méximo, ecuacion 8.142 se obtiene que

(8.143)

0=0 (8.144)

Este resultado se hubiera podido anticipar, pues por conservacion
de energia la suma de las energias de los fotones es la energia total
inicial, la cual es fija y por conservacién de momentun la componente
perpendicular del momentun total de los fotones es cero y por lo tanto
la condicién de energfa méxima de uno de los fotones se tiene cuando
éste sale en la misma direccién del electrén incidente y por tanto
el fotén 2 debe salir en la direccién opuesta, con la minima energia
posible. Asi para calcular las energias de los fotones, cuando uno de
éllos (fot6n 1) sale con la méxima energia tomamos § =0y ¢ =7
en las ecuaciones 8.139 y 8.140, entonces

8 E, +E
3Moc = % (8.145)
4 E, — E

—moe = L2 (8.146)

3 c
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resolviendo este sistema de ecuaciones (sumando y restando) se tiene
que
E

L = 2moc? (8.147)

que es la méxima energfa posible y

2
E,, = §m0c2 (8.148)

b En la ecuacién 8.141 implica que E, = E,, = E, con § = —¢, entonces

las ecuaciones de conservacién 8.139 y 8.140 toman la forma

8 E, +E, 9E
8 g = 2 Ty _ 28y (8.149)
3 c c
Y 4 E. cosf+ E., cosf 2. cosd
dmpe = -, COS 7, COs8  2E, cos (8.150)
C C

respectivamente. Dividiendo la segunda ecuacién entre la primera
tenemos que

1 us
0=- = 0=— 8.151
cos 5 3 ( )
A partir de la ecuacién 8.149 la energia de cada fotén estd dada por
4
E, =E, = gmoc (8.152)
¢ El momentun total del sistema es
8 4
p1+p2 = gmoc, §m00,070 (8.153)

entonces la velocidad veps del sistema de referencia centro de masa
Yom estd dada por la relacién

1
- D smoc, 1,
BCM po %moc 9 ( )

por lo tanto las componentes del cuadrivector momentun para cada
una de las particulas iniciales se obtienen aplicando una transforma-
cién de Lorentz usual del sistema laboratorio ¥ al sistema centro de
masa. Entonces llamando p; y p2 los cuadrimomentos del electrén y
el positrén respectivamente, tenemos para el electrén

23(1) = v(vem) (P?*ﬂCMP%)
= —2\/3 §mc—lxﬁmc
-3 37" 273
23
= —fmoc (8.155)
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I

v(ven) (P% - BCMP?)

2\/§<4 1 5 >
= — | =mpc— = X =MmyC

3 \3 2 3
= ?moc (8.156)
y para el positrén
Py = (vem) (P2 — Boupd)
= %moc (8.157)
ﬁ% = 7y(vem) (p% - /BCMpg)
= —?mgc (8.158)
Esto implica que en el sistema centro de masa la energia total del
sistema es
Ecom = &moc + %moc = 4—\/gmoc (8.159)

3 3 3

y el momentun total es cero. Entonces, cuando se aniquilan las particu-
las en dos fotones, éllos deben salir en direcciones opuestas y con el
mismo momentun, y por lo tanto cada uno de los fotones tendra la
misma energfa E~7 dada por

~ 2v3
E, = T\fmoc (8.160)
Por lo tanto los cuadrivectores momento de los fotones p1y y Doy

estan dados por:

2v/3 2v/3
Diy = <\3[moc, {mm}ﬁ) (8.161)
_ 23 2V3
Doy = <3moc,—3mocn> (8.162)

en donde 7 es la direccién de propagacién del primer fotén y por
lo tanto —n la del segundo fotén. A partir de estos cuadrivectores
momentun en el sistema Yo, y aplicando la transformacion inversa
de Lorentz se obtienen los cuadrivectores momentun de fotones en el
sistema Y. La condicién de méxima energia para uno de los fotones
se obtiene cuando uno de ellos sale en la direcciéon de movimiento del
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electrén inicial, por lo tanto en este caso se tiene que los cuadrivec-
tores momentun del electrén y el positrén en el sistema de referencia
centro de masa son

23 23
Py1 = ({moc, \:{moc,o,()) (8.163)

Dy2 = ——moc, 0,0 (8.164)

3 2V/3 2V/3
T3 e T3

Entonces, aplicando la transformacién de Lorentz inversa para la
componente cero, se tiene que

p31 = y(—vcwm) (1521 + BCMﬁh)

= —2\/3 —2\/§m c—i—1 X —2\/§m [

) 3 T g

= 2mgc (8.165)
p22 = y(~vowm) (2322 =+ 50MZ~7£2)

= —2\/3 —Qﬁm c— 1 X —2\/§m c

-3 3 T g

2
= 3Mmoc (8.166)

por lo tanto las energias de los dos fotones, uno de méxima energfa
y el otro de minima, son

E,, =2myc’ (8.167)
2 2
E,, = 3M0C (8.168)

en acuerdo con el resultado de la parte a del presente problema. Para
el segundo caso, cuando los dos fotones salen formando el mismo 4an-
gulo en el sistema laboratorio, tenemos que el sistema centro de masa
los fotones deben salir en direcciones perpendiculares a la direccién
de movimiento del sistema centro de masa, respecto al sistema la-
boratorio. Asi se puede elegir como eje y el del movimiento de los
fotones y por lo tanto el cuadrivector momentun de cada fotén en

ECM seré
2V3 23

ﬁ'yl = <3mOC, 0, TWOC, O) (8169)

Py = mgc, 0, —Tmoc,O (8.170)

(m m)
3



140 CAPITULO 8. DINAMICA RELATIVISTA

Aplicando la transformacion inversa de Lorentz se tiene que las com-
ponentes no nulas del cuadrivector momentun en el sistema labora-
torio, para el primer fotén toman la forma

P = Y(—vom) (B + Boubii)
2v3  2V/3
——x=—=m
3 3
4
= gMoc (8.171)

0C

by1 = ¥(=venr) (ﬁ}ﬂ + BCMZ?%)

—2\/§x1x—2\/§mc
3 “27 3 "0

2
= gMoc (8.172)

L, 2V3

P2y = Poy = ——myc (8.173)
y para el segundo fotén

p32 = v(~vom) (]532 + BCMﬁrlyQ)

3 73 mopcC

4
= gMoc (8.174)

Py2 = ¥(=venr) (ﬁ}y2+ﬁ0Mﬁ22)

23 1 23
— X = X ——mgC
3 2 3
2
= 3Mmoc (8.175)

By 2V/3
Pl = Phy = ——5—mac (8.176)

asi el angulo que forma el primer fotén respecto al eje x es

2 23
tang = 2l- 303 (8.177)
Py 3Moc¢
—  f= g (8.178)

11. Absorcién atémica. Sea p., po y py los vectores cuadrivector momentun
del fotén incidente, dtomo inicial y 4tomo final respectivamente, entonces
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si se toma el eje x en la direccién de movimiento del fotén inicial, tenemos

que
Q Q
=(== 1
D~ <070’0,0 (8 79)
po = (Moc,0,0,0) (8.180)
pr = (Mor(vs)e, Moy (vp)vy,0,0) (8.181)

a Entonces, por conservaciéon del cuadrivector momentun se tiene que

Py +DPo =Dy (8.182)
Tomando la norma al cuadrado de esta expresion se obtiene
P2+ p3 + 2py - po =P} (8.183)

Teniendo en cuenta que la norma al cuadrado del cuadrivector mo-
mentun da la masa propia al cuadrado de la particula y realizando
el producto punto Minkowskiano se llega a la relacién

M +2MyQ = M3c? (8.184)
Despejando la energfa del fotén @ y teniendo en cuenta que
Qo = Moc® — Myc? (8.185)
se obtiene
Mg 4 Mgt
2M,c?
Moc2 + M062
2M,c?
Qo + 2M0(?2
2M,c?

Qo (1 +3 ]\3262> (8.186)

= Qo

Qo

notemos que si la masa del 4tomo es mucho mayor que la energia
interna de excitacién, entonces la energia del fotén incidente es prac-
ticamente igual a la de excitacion.

b La diferencia entre la energia del fotén incidente y la energia interna de
excitacién 0
o 0
Q-Qo=3 M, 2
corresponde a la energia cinética del 4tomo que al absorber el fotén

debe retroceder por conservacién del momentun. De la ecuacién de
conservacion 8.182 se obtiene el sistema de ecuaciones

Q

C

(8.187)

+ Moc = Myy(vy)e (8.188)
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% = Moy (vs)vy (8.189)

Entonces, de la ecuacién de conservacion de la energfa se tiene
Q + Moc? — Myc? = Moc?® (y(vy) — 1) (8.190)
as{ de la ecuacion 8.185

Q— Qo= Mo (y(vy) — 1) = K (8.191)

donde K es la energfa cinética del dtomo excitado.

c La energia interna de excitacién entre los niveles n = 1 y n = 2 estd

dada por
Qo = Ex—E=FE,
13,6056981 13,6056981
= e Y- (‘peV)
= 10.204eV (8.192)

entonces, teniendo en cuenta que la masa del 4tomo My en su estado
base estd dada por (ver ecuacién 3.43)

Moc®> = moec® +mopc® — 13,6056981 eV
= 9.3878 x 10%eV (8.193)

la energia del fotén incidente, necesaria para excitar el dtomo del
nivel base n = 1 a su primer nivel excitado n = 2 es

@ = Q1+ 5s)

2M,c?
10.204 eV
— 10.204eV (14 Y
020 eV( + 93878 x 108eV>
= 10,20399999 eV (8.194)

notemos que atin para el caso del &tomo méds liviano, el hidrégeno,
su masa en unidades de energia es mucho mayor que las energias
de excitacién y la diferencia de Q — Qg es del orden de 10~8. Para
calcular la velocidad de retroceso del dtomo excitado se divide la
ecuacion 8.189 por la ecuacién 8.188, entonces

’Uf o Q
¢ Q+ My
10,204 eV
10,204 eV + 9.3878 x 108 eV

= 1.0869 x 1078 (8.195)
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ie. vy ~ 3m/s la cual es una velocidad muy pequefia comparada
con las velocidades tipicas en los sistema atémicos. Por ejemplo, el
principio de equiparticién de la energia relaciona la energia cinética
promedio de una particula (e.g. &tomo) con la temperatura a la cual
se encuentra el gas

K= ngT (8.196)
donde
kp = 8,617385 x 107° eV K"} (8.197)

es la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. Si apli-
camos este principio al caso de un gas de hidrégeno atémico a tem-
peratura ambiente (7" = 300K) la energfa cinética promedio de un
dtomo de hidrégenos es

K = g x 8,617385 x 107°eVK ™! x 300K
= 3.8778 x107%eV (8.198)

la cual es seis 6rdenes de magnitud mayor a la energia cinética @ — Qg
que adquiere el dtomo al absober un fotén.

12. Cohete foténico. Sea M = M (7) la masa propia del cohete en un ins-
tante dado y P = MU su cuadrimomentun, en donde

U= (U°0)=(U"U"0,0) (8.199)
es la cuadrivelocidad del cohete, el cual se mueve a lo largo del eje x y sea

ETa — ETa
Prad = (Cdaprad) = (Cd,pmd,o,0> (8200)

el c-momentun de la radiacién. Por conservacién de la energfa, el cambio
en la energfa del cohete es igual al cambio en la energia radiada, entonces

_ dErad

d(MU") = ;

(8.201)
Como la energia radiada es en forma de fotones, se debe tener que:
dEyqq = cdprad (8.202)
y por conservacién del momentun tenemos:
dpraa = d(MU™) (8.203)
Entonces, de estas relaciones se obtiene la ecuacion:

d(MU®) = —d(MU") (8.204)
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la cual se puede escribir en la forma:
dM d{U° +U")
- = 2
M Uo 4+ Ut (8:205)

Integrando esta ecuacién y teniendo en cuenta las expresiones para U® y
U! (ecuacién 6.225) se obtiene la expresién para la masa propia del cohete,
en funcién del tiempo propio 7:

dM (ccosh (% ) + csinh (% ))
™M ccosh (% )—l—csmh (% )
d(ec )
= = (8.206)
integrando
M = Mye™79/¢ (8.207)

en donde M es la masa propia inicial de la nave. En el Viaje interestelar
1 la nave estd permanentemente acelerada con g, en el viaje de ida acelera
la mitad del camino a las Pléyades en un tiempo propio de 6. 056 8anos y
luego desacelera durante un tiempo igual, retornando a la tierra en forma
similar. Entonces para el viaje completo la masa propia del cohete al llegar
a la tierra es

M(t = 4x6.0568an0s) = Mye 2+ 227
3.0085 x 107 M, (8.208)

Para el Viaje interestelar 2 la nave acelera a 10g durante un tiempo
propio de 7 = 0,380 02an0s continuando el viaje a velocidad a velocidad
constante, hasta llegar a una distancia de 2. 136 6al de las Pléyades, punto
en el cual inicia la desaceleracién a 10g. El viaje de retorno sigue una
trayectoria similar. Por lo tanto, dado que el combustible se consume solo
durante la aceleracion, entonces la masa final de la nave el regreso a la
tierra es

M(r = 4x0,38002ai0s) = Mge 5201
= 0,218 69M, (8.209)

El primer viaje dura, en tiempo del cohete, poco més de tres anos mientras
que el segundo dura 76.84afno0s. Sin embargo el consumo de combustible
en el segundo viaje corresponde a un quinto de la masa inicial del cohete,
en tanto que en el primer viaje la masa final del cohete es 107! veces su
masa inicial. Esto quiere decir, por ejemplo, que si la nave retorna a la
tierra con 100ton., entonces su masa inicial debié ser de 10'3ton.

Dispersion elastica protén-protén. Para el sistema laboratorio ¥ eli-
jase el eje x en la direccién de movimiento de la particula inicial. Entonces
el cuadrivector momentun de las particulas iniciales estd dado por

p1 = (mo"}/c, mo7yv, Oa 0) (8210)
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p2 = (moc, 0,0,0) (8.211)

en donde v = (v), con v la velocidad de la particula inicial. El cudri-
vector momentun de las particulas finales, las cuales emergen con la misma
energia, es

piy = (moy(vy)e, moy(vy)is) (8.212)

p1f = (moy(vy)e, moy(vy)vya2) (8.213)

en donde |Uy1| = |Uf2| = vy. Por conservacién del cuadrivector momentun
total se tiene que

P1+ P2 =pf1+DPr2 (8.214)

entonces
(moc(y + 1) ,mgv,0,0) = (2moy(vs)e, moy(ve)(Tp1 + Ty2))

Por el lema de la colisién eldstica entre dos particulas se debe cumplir que

D1 P2 =Df1 - Df2 (8.215)
por lo tanto
macty = mie*y* (vg) —miy* ()T - Upa

Up1 - Upa

= e (1- 2202
v2

= mic®y(vp) |1 - —g cosf (8.216)
c

donde 6 es el dngulo entre las particulas finales, as{

2

_ 2 _ Y
v=7*(vy)(1 = cos b)) (8.217)

Para calcular la velocidad final vy se puede utilizar la conservacién de la
energia total:

(moc(y + 1) = 2moy(vy)c (8.218)
entonces
vy+1
Yop) = 15— (8.219)
y
52—ﬁ—1— ! (8.220)
=2 ’72(Uf) :
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Por lo tanto, depejando cos® de la ecuacién 8.217 y remplazando vy se

obtiene
7 (- 5p)
cos = —(1-—
v 7 (vy)

_ (-
(y+1)° -4
v—1
= — 8.221
v +3 ( )
Dado que
K =moc® (v —1) (8.222)
entonces K
0= ——-— 8.223
€0 K + 4mgc? ( )
Para el caso en que las particulas sean protones se tiene que
437M
cos 0 = 37 MeV =0,10429 (8.224)

437 MeV + 4 x 938,27231 MeV

Por lo tanto
0 = 84,014° (8.225)

Procesos prohibidos. Considérese en primer lugar el proceso
p—p+7 (8.226)

Sean p;, pr v py los cuadrivectores momentun del protén inicial, protén
final y fotén final, y se mg la masa propia del protén, entonces por con-
servacién del cuadrivector momentun total se tiene que

pL=Dps+ Dy (8.227)

elevando al cuadrado esta ecuacién se obtiene

i = v} + 05+ 205 Py (8.228)

as{
pspy =0 (8.229)
pues p? = pfc y pg = 0, por lo tanto si se calcula el producto punto

invariante en el sistema de referencia propio del protén, se obtiene que

moQ = 0 (8.230)
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15.

con @ la energia del fotén. Por lo tanto esta relacién implica que @ = 0 o
mg = 0 lo cual no es posible. Asi el proceso es prohibido. El segundo y el
tercer proceso

y—e +et (8.231)

e +et — (8.232)

corresponden a procesos inversos, y por lo tanto si uno de ellos es pro-
hibido el otro también lo es. Ademés, para darse cuenta que los procesos
anteriores no son posibles es suficiente pararse en el sistema de referencia
centro de masa. Alli el momentun total es cero y siempre es posible para
un par de particulas como el electrén y el positrén encontrar un sistema
donde su momentun total es cero, pero un fotén solo nunca puede tener
momentun nulo, asf los procesos son prohibidos. Otra forma de ver esto
es considerando el cuadrado de la ecuacién de conservacién, pues

(pe- +per)’ =12 (8.233)
implica que
2mac? + 2mic*y(v) =0 (8.234)

lo cual no es posible. En el cdqglculo anterior v es la velocidad de una de
las particulas respecto a la otra, pues en el sistema de referencia de una
de ellas, e.g. el electrén, el positrén se estd moviendo con velocidad v y
por lo tanto

Pe- * Per = mgcy(v) (8.235)

Experimentos de coincidencia. Tomando el plano y — z como el plano
de la colision, con el eje z en la direccién del fotén incidente, los cuadrivec-
tores momentun del electrén y fotén iniciales son

pie = (moc, 0,0,0) (8.236)
Ei’y Ez

iy = [ —,0,0, — 8.237

po = (22,00, 22) (8.237)

y del electrén y fotén finales

Pre = (mocy(v),0, —mey(v)vsin g, myy(v)v cos @) (8.238)
E E E;

Pfy = <f'y, 0, =17 gin 0, =17 cos 9) (8.239)
c c c

donde ¢ es el dngulo de dispersién del electrén, medido con respecto al eje
z, 0 el angulo de dispersién del fotén con respecto al eje z y se ha tomado
el eje y positivo en la direccién del fotén dispersado. Por conservacion de
cuadrivector momentun se tiene que

Die + Piy = Pfe + Df~y (8240)
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entonces
(Pie + Pir — 1) = (pge)’ (8.241)
implica que
Die - Diy — Pie " Pfy — Piy " Pfy = 0 (8242)
por lo tanto
E. E
moEs, —moEj, — ”072” (1—cosf) =0 (8.243)
Asi ,
E;
By, = mo¢ iy (8.244)

moc? + Ejy (1 — cosb)

La ecuacién de conservacién 8.240 conduce al siguiente sistema de ecua-
ciones

E; E
moc + TA’ = mgcy(v) + % (8.245)
E

0 = —moy(v)vsin g + —2 sin 6 (8.246)

c

E; E
= mgy(v)vcosp + = cosh (8.247)

c

Despejando y(v)v de la segunda ecuacién y remplazando en la tercera se
obtiene

tan - Ef’Y sin 6
v = E;, — Efycost
in 6
— - (8.248)
1+ m;gg —cos @ (1 + mgzz)

y la energia final del electrén dispersado se obtiene de la primera ecuacién

moc?y(v) = moc® + E;, — E¢,

mocth
moc? + Ejy (1 — cosf)
(m002)2 + Eiy (1 —cos?) (m002 + Eiv)

= .24
moc? + E;y (1 — cosb) (8:249)

2
= mocC +Ery —

Reflexién ineldstica de un f6tén en un atomo. En el sistema de
referencia del laboratorio se elige el eje x en la direccién de incidencia del
fotén inicial.

a El choque es ineldstico puesto que la masa propia del dtomo final es
diferente a la masa propia del dtomo inicial, debido a que el dtomo
hace una transicién interna.
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b Con la eleccién de ejes dada, los cuadrivectores momentun del fotén y
del dtomo inicial estdn dados por

Py = (%,%,0,0) (8.250)

pi = (Moc,o,o,o) (8.251)

en donde My es la masa propia del d4tomo de hidrégeno exitado. Los
cuadrivectores momentun del fotén y del dtomo final, con My la masa
propia del hidrégeno en su estado base, son

Qi Qi
=|———0,0 8.252
Pry < c ’ c s Uy ( )
py = (Moy(v)e, Myy(v)v,0,0) (8.253)
con v la velocidad final del dtomo. Por las leyes de conservacién se
tiene que
Dvi +Di = Py + Dy (8.254)
entonces
Qi | - Qi
- + Myc = - + Myvy(v)e (8.255)
% = —% + Moy(v)v (8.256)
por lo tanto
My Myc* E
(o) = 22 = 208 _ 2 (8.257)

T My My® E;
Donde E; y F5 son las energias propias totales del hidrégeno en su
estado base (n = 1) y en el primer estado exitado (n = 2) respecti-
vamente y de la ecuacién 8.192 la diferencia de las energias

Qo = Es — Ey = Myc? — Myc?® = 10.204 eV (8.258)

da la energfa de excitacién. De la ecuacién para el factor y(v) se
obtiene la velocidad de retroceso del dtomo

1 Moyc?
Ji—= = f1- =2
Y M()C2

1 M082
Moc2 +10.204 eV
1

v
C

B \/ B 9.3878 x 108eV
B 9.3878 x 108V + 10.204 eV
1.0426 x 1074 (8.259)
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¢ De la ecuacién de conservaciéon del momentun se obtiene que

2Q:

C

= Myvy(v)v (8.260)

entoncess (10.204eV +9.3878 x 10%eV) 1.0426x 10~ = 48939. eV

Qi

1 1 5 Myc?
iMoy(v)vc = §MOC 5M002
1 -~ 1

§M0025 =3 (QO + MOCQ) B

1
5 (10.204€V 4 9.3878 x 10%eV) 1.0426 x 107"
48,9 MeV (8.261)



Capitulo 9

Tensores

9.1. Problemas de algebra tensorial

1. Transformacién de componentes covariantes. Para encontrar como
se transforman las componentes covariantes de un cuadrivector V, considé-
rese en primer lugar que para un sistema de referencia ¥’ las componentes
covariantes V estan relacionadas con sus componentes contravariantes
por la relacién

Vo = o, V" (9.1)

entonces, aplicando la ley de transformacién de las componentes con-
travariantes se tiene que

Vo = Mo ALV (9.2)
Ahora, de la relacién
Ay =, N (9:3)
la cual se cumple para la matriz inversa de Lorentz, pues
v o v
Ay HAw = anﬂ AFZSA w
é v
= 0", AGAY
= 77“'6775w
= (9.4)

dado que la matriz de Lorentz debe satisfacer que

naﬁ = AMaAuﬂn;u/ (95)

Multiplicando la relacién 9.3 por 75, a ambos lados y sumando sobre el
indice p, se obtiene

od o
T]BMAV H= 77,8077W77 A% = nyu(sﬂA’% = nl/uAMﬁ (96)

151
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Remplazando esta relacién en el dltimo término de la ecuacion 9.2, se tiene
que

VL =10, ALV =1, A, PV = A, PV, (9.7)

e

Esta ecuacién da la ley de transformacién de las componentes covariantes
para un cuadrivector.

Componentes covariantes del cuadrivector momentun. Por defini-
cién, las componentes covariantes de un cuadrivector estdn relacionadas
con sus componentes contravariantes por la relacién

Voo =146V (9.8)

entonces aplicando esta relacién a las componentes del cudrivector mo-
mentun se tiene

bo = W(}ﬁpﬁ
_ 0 1 2 3
= Mool T+ No1P + Mo2D” + N3P
= 7700pO
E
= = 9.9
: 99)
po= mpp’
_ 0 1 2 3
= MoP T NP +Ni2D” + N3P
= 7711]91
= —p (9.10)
y similarmente
P2 =P’ = —py (9.11)
P3 = T)33p” = —p. (9.12)
asi obtenemos
E
Pu = (Po,P1,P2,P3) = — "Dz, =Py, D (9.13)

De esta forma la interpretacién fisica de las componentes covariantes del
cuadrivector momentun es, en esencia, similar a las componentes con-
travariantes, salvo por el signo negativo de las componentes espaciales.

Transfomacién de componentes covariantes. Las ecuaciones de trans-
formacién para las componentes covariantes de un cuadrivector estdan dadas
por

V! =A

[0 (03

v, (9.14)

en donde A, 7 son los elementos de la transformacién de Lorentz inver-
sa. Entonces si se aplica esta ecuacién a las componentes covariantes del
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cuadrivector momentun, para la transformacion de Lorentz usual, se tiene
que

po = (v) (po + Bp1) (9.15)
P =(v) (p1 + Bpo) (9.16)
P = P2 (9.17)
P =ps (9.18)

Teniendo en cuenta la ecuacién 9.13 que relaciona las componentes co-
variantes del cuadrivector momentun de una particula con su energfa y
momentun, se obtienen las ecuaciones que relacionan la energfa y el mo-
mentun de una particula medidas por dos observadores inerciales:

E' = (v) (E - vp.) (9.19)

Py =7(v) ( . — f) (9.20)

Py =Dy (9.21)
Py =Dy (9.22)

Estas ecuaciones también se obtienen a partir de las ecuaciones de trans-
formacién para las componentes contravariantes

p'“=A" _p° (9.23)

(ver ecuaciones 8.18, 8.19, 8.20 y 8.21). Este es un resultado que era de
esperar, pues dada la relacién biunivoca entre las componentes covari-
antes y contravariantes de un cuadrivector, la interpretacién fisica de sus
componentes debe ser la misma, salvo por un signo menos global en las
componentes espaciales, ver ecuacién 9.13.

. Propiedades de simetria. La ley de transformacién para las compo-
nentes del tensor, bajo una transformacién de Lorentz, estd dada por

TP = A* _A™ T°% (9.24)
a Si en tensor es simétrico en un sistema de referencia
TP = b (9.25)
entonces

T/ocB — A© JAB wTUw
= AP A™ T
TP (9.26)
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pues el producto de los elementos de la transformacién de Lorentz es
conmutativo. En el caso del tensor antisimétrico se tiene que

T/aﬁ — A“ UAﬁ wTaw
_AB onc UTWO’
1B (9.27)

entonces las propiedades de simetria de tensores contravariantes no
depende del sistema de referencia. Un resultado similar vale para ten-
sores covariantes, y en general para las componentes contravariantes
o covariantes de tensores mixtos.

b Las compomentes covariantes del tesor T estdn relacionadas con sus

componentes contravariantes por
Tap = Nagnp 177 (9.28)
entonces, si T%? es simétrico se tiene que

Top = Naop L7
= NacNp L7
= NgrNacl™’
= Tsa (9.29)

un resultado similar se obtiene si el tensor TP es antisimétrico, es
decir
Tozﬁ = _TBa (930)

Sobre las componentes mixtas no hay una relacién de simetria o an-
tisimetria general, si el tensor es simétrico o antisimétrico, pues por
ejemplo, las componentes mixtas T 5 estdn dadas por

T 3= ntT‘W (9.31)
entonces
T | = 0,79 =067 + 0y, T 4 0, T°% + 7,5
= T = -T" (9.32)
Y 1 1 10 10
T o =npeT 7 =ngT " =T (9.33)

asf ain cuando el tensor es simétrico 710 = TO' se tiene que
0
0, =-T", (9.34)
pero para otra componente, por ejemplo T! 5 se tiene que

T! 2 = 7720T10 = 7722T12 =-T" (9-35)
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pero
T? 1= 7710T20 = 7711TQ1 =T (9-36)

y aqui se cumple que
T ,=T%, (9.37)

5. Tensor métrico de Minkowski. Las componentes del tensor métrico
de Minkowski se transforman como

77,04[3 = Aa UAﬁ wna'w (938)

Considérese una transformacién de Lorentz usual, donde las componentes
de la matriz de transformacion inversa A, “ estdn dadas por

vy By 00
o_ | By v 00
A, 7= 0 0 1 0 (9.39)
0 0 0 1
entonces
7760 = AO UAO wnaw
= Ay "Ny “noo + Ao TA 'y
= 7277004'(57)27711
— 72 _ 6272
1 (9.40)

donde en la suma sobre los dos indices solo se han escrito los términos no
nulos. Para las componentes espaciales de la diagonal 7;; con 7 = 1,2, 3 se
tiene

Ma = Ay TA

7

A OA; Omgo + A A T+ A A Pigy + Ay PA; Py
= (5’)’)2 5%"700+725117711 + 67159 +53’7733

ow

By =y =-1 i=1
= 22 =-1 i=2 (9.41)
N33 =-1 i1=3

Para los términos no diagonales se obtiene:
M = Ao TN g,
= Ay "My Pngo + Ao TAL Ty

= B7°n00 + B0
~ 0 (9.42)

y para los términos i, con i = 2,3 todos los términos de la suma se anulan

776i =Ny TN Ny, =0 (9-43)
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Para el tensor métrico contravariante se sigue un célculo similar, en donde
ahora la ley de tranformacion es

00 = A AP (9.44)

con A% _ los elementos de la transformacién de Lorentz directa. Asi por
ejemplo
7700 _ AO a'AO wnow
— AO A() 7700—|—A0 1A() 17711
2
= vznoo + (=B 0"
= 7 -5 =1 (9.45)

y de manera similar para las demds componentes. Para el tensor métrico
mixto 63 la ley de transformacién estd dada por

05 =A™ ,Ag 6, (9.46)

De esta transformacién se sigue inmediatamente el resultado, pues al
sumar sobre w, por la propiedades del simbolo 4, todos los términos son
nulos salvo cuando w = ¢ entonces

5 = A% Ay “8% = A" Ay 7 =% (9.47)

o

donde la tltima igualdad se obtiene del hecho que A* , y Ay 7 son mu-

tuamente inversas.

Algebra de tensores. Sea ¥’ un sistema de referencia relacionado con
Y. por una transformacién de Lorentz.

a Sea
.S”“1 O‘T = )\T'“1 ﬂ (9.48)

las cantidades medidas en un sistema de referencia Y, entonces, por
hipotesis T'g fo ﬁar son las componentes de un tensor y asf ellas estdn
relamonadas con las componentes del tensor en el sistema X por la
ecuacién 4.20

TET =AY, A AT AT (949)

por lo tanto remplazando en la ecuacién 9.48 se tiene

oy ..o _ r o Os Y
Spp, = M AT AR A TGS
= AT A AT A (T )
= Aa}yl e AafYTAﬁ‘:l - -Aﬂas Sy dr (9.50)

lo cual demuestra que las cantidades S;’if_’_’;: se transforman como

las componentes de un tensor r — veces contravariente y s — veces
covariante.
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b Para un sistema de referencia X’ tenemos que
Q’al Téo‘l ﬁaT + Ra1 (9.51)

entonces como T y R son tensores sus componentes en dos sistemas
de referencia estdn relacionadas por la ecuacion 4.20, asi

/oy ..o _ « R Yo7 o1, .. Ts Y1 Yo
Tﬁliﬂg = A ’1Y1 A ’YTA,Bll ABS T011~.-<Ts
RGUgr = A% o AT AT ARG (9.52)

remplazando estas expresiones en la ecuacién 9.51 tenemos

Q'O‘l = A% "'AQ;TABT A U-?T"/l-..'yr
+Aa“1/1 e Aa’;TA[i(ljl . A R’Yl r (953)

factorizando los elementos de las transformaciones de Lorentz se ob-

tiene
lo 1 - . 0. B
Q 1 = AO‘% ...Aa%Aﬁll .. 'Aﬁs (Tvl 7 + R’yl )
= A% A AT AT (9.54)

lo cual demuestra que la suma de tensores del mismo tipo es un
tensor.

7. Contraccion de tensores. Sean

041 106G 41 Tozl Q1041

Q B 1/3]+1 Bi---Bi-16B541- /5 (955)
las cantidades obtenidas por la contraccién de la i-ésima componente con-
travariante y la j-ésima componente covariante del tensor T medidas en un
sistema de referencia Y. Consideremos un segundo sistema de referencia
Y’ relacionado con X por una transformacién de Lorentz. Sean

lay .. ozl 10641 fOU] . Q1 O Q1 - O
Qs o s =Ta 5 5 s (9.56)

las cantidades medidas en Y, entonces aplicando la ecuacion 4.20 se tiene

que
lay .. Oéz 10641 - _ AOL1 L. Aai_l Ao- AQ’H-I
Q Bj1Bjt1- B - T Y A
Aar Aﬂuﬂ L. A w] lA L;.)7A Wi41 .
Tr 1 ]+1
g /71"'/7@—1/7@71-}—1 Y
. ABSSTwl...wj_lew_7‘+1,..w5 (957)

teniendo en cuenta que
A7 A =52 (9.58)
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s

puesto que A?, y A;"’ corresponden a las componentes de la transfor-
k2

macién de Lorentz y su inversa, obtenemos

for. 01 Qigd O Q1L A®-1 AT NG A WL
Qﬂl"'ﬁj—lﬁj+l"'65 = A Y1 A A/i*lA Yit1 A "/rAﬁl
A Wil A Wil os swip Y1 Yi—1YiVig1 T
A/jj71 Agj+1 Aﬁs 6»\” Twl...w]',lewj+1...ws

—  AQL L A®—1T AQik1 L AGr A W1
A V1 A %’—1A Vit1 A ’YrAﬁl

A Wil A Witl oY1 Yim1WiYig1 T
Aﬁj—l Aﬁj+1 AB‘, W1 Wi —1W W 41...Ws
— a1, AQi—1 Qi1 AQr w1
A 71 A w_lA Vit1 A %Aﬁl
Wi—1 A Wi+l os YY1 Yi—1Vig1Vr
'Aﬂj71 A 1 A AﬁSSle---Wj—1Wj+1~~»WS (959)
como se querfa demostrar.

8. Tensor de Levi-Civita. Las componentes del tensor de Levi-Civita estan
dadas por

+1 st affyd es permutacion par de 0123
g*h = —1  siaByd es permutacion impar de 0123
0 en los demds casos

a Bajo una transformacion de Lorentz usual las componentes del tensor
de Levi-Civita se transforman como

P = N AP AT NS et (9.60)

Consideremos primero el elemento con «, 8,7,0 = 0,1,2,3 respecti-
vamente, entonces

0123 0 Al A2 A3 _pv
4 = A A AT A e
= det|A]

1 (9.61)
para una transformacién de Lorentz usual. Entonces, si consideramos
una permutacién cualquiera de los indices de ¢’, tal como por ejemplo
a, B,7,0 =3,0,1,2, la cual es una permutacién impar, tenemos que

3012 3 A0 Al A2
¢ = A’ A7 AT A7 e
3 A0 Al A2
—A° AT AT AT e
0 Al A2 A3
= —A ;LA l/A o‘A wEwmja
—det |A|
~1 (9.62)

donde en el segundo paso se ha hecho la misma permutacién de los
indices del tensor de Levi-Civita, la cual cambia el signo por ser una
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permutacion impar. Asi, procediendo de la misma forma sobre todas
las permutaciones posibles encontramos que

g P0 = 41 (9.63)

dependiendo si (af7yd) es una permutacién par(+) o impar(-) de
(0123). Finalmente si dos indices son iguales, por ejemplo el primero
y el tercero, desarrollando la suma sobre indices repetidos se tiene
que

5/04[3(15 — Aa#AﬁuAagAéwENVUw
_ AaOAﬁlAa2A63€0123 + AaOAﬂlAa3A62€0132 +
Ce 4 Aa2Aﬁle¢OA5362103 4.
_ AQOAﬁlAQQA(sB (50123 + 82103) 4.
= AN AN (1 —1) 4 - -
0 (9.64)

anuldndose todos los téminos dos a dos.

b Las componentes covariantes del tensor de Levi-Civita estdn dadas por

50‘:3V5 = naunﬂl/n’Yan(?wguuéw (965>

Consideremos primero el caso donde los indices (afB7d) son todos
diferentes. Entonces a partir de la definicién del tensor métrico de
Minkowski

+1 a=p8=0

Napg =4 —1 a=p=123 (9.66)

0 a#p
tenemos que en la ecuacién 9.65 los términos de las sumas sobre los
indices repetidos u, v, 0 y w se anulan salvo cuando o« = p, 8 = v,
v =0y d = w, entonces

S
Eaprys = naynﬁun'yan&ueﬂy ¢

= naanﬁﬁnvvnﬁé‘gaﬁ’Y&
= (41)(=1)* >
= —g*0 (9.67)

Para los demés casos, cuando dos o mds indices del tensor €,+5 estdn
repetidos la expresién se anula, pues por ejemplo, si el segundo y el
cuarto fndice son iguales se tiene que

]
EaByB = naunﬁun'yonﬁwg#y “

NaallgpllyyMpse™"!
0 (9.68)

B
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por la definicién de las componentes contravariantes del tensor de
Levi-Civita. Asi la relacién entre las componentes contravariantes y
covariantes del tensor estd dada por

Eapyp = —P1P (9.69)

c Por el resultado anterior (ecuacién 9.69) tenemos que

3
2
Eagws&a’g’yé = — Z ‘50‘5”‘5| (9.70)
a,f3,7,6=0
pero de los 4* = 256 términos de las suma sélamente 4! = 24 son

diferentes de cero, los cuales corresponden a las permutaciones de los
indices a6, y puesto que |5"ﬁ75‘ = 1, tenemos

Caprse®? == Y 1=-24 (9.71)

9. El tensor dual. Sean

0 Fy1 Foe Fos

| Fio 0 Fip I3
Fap = Fyy For 0 Fy3 (9.72)

F30 F31 F3 0

las componentes del tensor antisimétrico, entonces

a De la definicién de tensor dual tenemos (escribiendo solo los términos
no nulos)

. 1
(xF) A= isaﬁwas

1
— 5[EaﬂOl‘FOl + EaﬂOQFOQ + EaﬂOBFog
+e*P0Fy g + e*P12Fy, + P13y,
+8a620F20 + EaBZlel + Ea[323F23
P30 By 4 B3 gy 4 e2P32 ] (9.73)
dado que £*P01 = —2B10 v [, = — [y, y similarmente con los
demds términos, obtenemos
(xF)*? = PO Ry 4 P02 Fpy 4 P03 B
+5a512F12 + €a531F31 + Eaﬂstgg (974)

A partir de esta relacién podemos obtener directamente las compo-
nentes del tensor dual, pues de la definicién del tensor de Levi-Civita,
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para los diferentes indices o y (8 solo sobrevive un término de la
relacién anterior, asf

r 0 Q0123 [0281p 0312
Py = 1023, 0 c1203F . 1302F
= Q2031 2103 0 2301
| 02p, S02R,  B0lE 0
[0 Fyy  F31  Fio
— I3 0 Foz  —Foa
= 9.75
—IF3  —Fp3 0 Fyp ( )
| —F12 Foz —Fonn O

notemos que el tensor dual también es antisimétrico:
(+F)*? = — (xF)°™ (9.76)
b Las componentes covariantes del tensor dual estdn dadas por
(<F) o = NapNgy (+F)" (9.77)

Entonces, de la definicién del tensor métrico de Minkowski, los dnicos
términos no nulos de la doble suma son para a = py 8 = v, asf

(*F)aﬁ =
0 — (P —(xF)? — (xF)%
— (xF)" 0 F)?  (xF)"
«F)2 (xF)* 0 (xF)*
F)*  F)* (xF)* 0
0 —Fy —F3 —IFip
_ Fy 0 Foz  —Fo2
N F3 —Io3 0 Foy (9.78)
| Fi2 Fo2 —fon O
¢ De la definicién 1
(+F)0p = §€a/3~y5F75 (9.79)
tenemos que
1
(*F)ag = §[Eaﬂ01F01+6a602F02+5a,803F03

+eap10F'0 + capraF'? + eapia FH3
a0 4 cupn F?' + copos PP
+€aﬁ30F30 + 5a531F31 + EagggF?’Q]

= caporF 4 capoaF" + capos O
+5aﬁ12F12 + ea531F31 + 5a523F23 (9.80)
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Entonces, a partir de esta ecuacién las componentes covariantes del
tensor dual estdn dadas por

(*F)cx[j

pues

[ 0 0123 F?  £0231 F3!
23 03
€1023F 0 €1203F
1
£2031F3t  £2103F? 0
12 02 01
| €3012F"°  e3102F™° ez F
r 0 _F23 _F31 _F12
F23 0 _FO3 F02
F31 F03 0 7F01
F12 _F02 FOI 0
€apys = —*P?

og12F*2

£1302F%2

2301 F°*
0

(9.81)

(9.82)

Para comparar estas componentes covariantes del tensor dual, con
las obtenidas en la parte b del presente problema, remplacemos las
componentes F*? en términos de sus compoénentes covariantes, rela-
cionadas por la ecuacién

F(xﬁ _ naunﬁuFHD

(9.83)

entonces, de las propiedades del tensor métrico de Minkowski, tene-

mos

asi

Focﬁ _ na(x,’,},@,@Faﬁ

(*F)aﬁ
0 —n?2033 Fyg —773377[1(1F31
,’7227753F23 0 7770077351_703
B 3t Fy 0% Fog 0
| PR 0P Fy "0t Fy
r 0 7F23 7F31 7F12
_ F23 0 F03 7F02
- F31 _F03 0 FOI
i F12 F02 _FOl 0

(9.84)

22,
77007722F02
=10 Foy
0

(9.85)

el cual coincide con las componentes obtenidas en la parte b. Esta
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relacién se puede mostrar en forma directa pues

(*F)aﬁ = 770407757 (*F)UT
1
= 77040775755”76&5

1 s
5504[37 F’Y(;

1 1%
= 5777“776 EOLB/_LVF"/(;

1 1%
- 250‘5;“/777”776 Fys

1
= §5aBp,VFHV (986)
como se queria probar.

d Para probar esta relacién aplicamos la definicién de dual al tensor *F,
ie.,

((F)P = 2 (+F)

1 afBé 1 v
— 56 B V§EMWFM

1
= ZEQB(HE(;WWF”V (9.87)

&y

calculemos ahora el tensor:
e s (9.88)

entonces realizando la doble suma y escribiendo sélo los términos no
nulos, y teniendo en cuenta que £*#97 = —g#79 (similarmente para
las componentes covariantes) tenemos

gaﬁ(h/s&”“/ _ 25a,301€01}w + 28a502502#l/
+2s”‘503503W + 25"‘/31261%”
+26*P e 13, + 26 %3eq3.,, (9.89)

recordemos que los indices del tensor de Levi-Civita deben ser todos
diferentes para que él no sea nulo. Asi de los seis términos de la suma
para cada par de valores que tomen los indices libres o y 8 solamente
un término sobrevive y ademds los indices p y v también toman los
mismos valores de o y 3, es decir se debe cumplir uno de los siguientes
casos:

a=p ypB=v (9.90)

a=v yB=u (9.91)
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por lo tanto, dado que a # 3, tenemos que
50‘5575&”“, =2sia=pypf=v (9.92)

P50 =2sia=vyf=p (9.93)

esta relacién se puede escribir en forma tensorial como
e es 0y = =288 = —2 (5;’;55 - 5355) (9.94)
donde el segundo término define el tensor
6&,8 _ 1 afdy 9.9
pr _55 Esyuv ( . 5)
Por lo tanto utilizando este resultado tenemos que
af 1 afBdy "%
(* (*F)) = 15 ‘€§'yu,VF
1 af puv
== - 56;,”/ F

5968 — 5268 prv
I Iz

L
2
1 a3 Ba

= 5 (F P

= —F°F8 (9.96)

como se querfa probar.

10. Transformacién general de coordenadas. sean
2’ = A2’ (9.97)

las ecuaciones de transformacién de Lorentz usuales entre sistemas de
referencia inerciales, las cuales se pueden escribir como el conjunto de
cuatro transformaciones de coordenadas

2’ = 2" (2); a,8=0,1,2,3 (9.98)

a Tomando las diferenciales de las funciones de transformacion de coor-
denadas, ecuacién 9.98, y aplicando la regla de la cadena tenemos

ax/a
loo
da'® = 928

Ahora diferenciando las ecuaciones de transformacién de Lorentz,
ecuacién 9.97, y teniendo en cuenta que los coeficientes de la trans-
formacién AO‘B son constantes independientes de las coordenadas, te-
nemos que

da? (9.99)

da' = A*ydz” (9.100)
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por lo tanto, comparando las dos ecuaciones anteriores se obtiene

8x/a
0xP
esto significa que los elementos de la matriz de transformacién de

Lorentz corresponden a los elementos de la matriz jacobiana de la
transformacién de coordenadas.

A%y = (9.101)

b Si el determinante la la matriz de Jacobi de la transformacién de coor-
denadas es diferente de cero

det|J(z,z")| # 0 (9.102)
entonces podemos despejar las coordenadas x en funcién de las z', es
decir

= 2%(z'P) (9.103)
y por lo tanto el jacobiano de esta transformacién estd dado por
[ 9z° 9z 8z 8z°
oz'0 Ox'l ox'? oz'3
ozt ozt oz’ Azt
/! 70 71 72 13
1w = | 5O T

x> x> x> x>
L Ox/0 Ox'1 dx'2 ox'3
[ Ox™
= —_— .1 4
5P (9.104)

Si remplazamos en la transformacién de coordenadas, ecuacién 9.98,
la ecuacién para la transformacién inversa 9.103, obtenemos la trans-
formacion identidad, es decir

(2P (2")) = 2’ (9.105)
diferenciando esta identidad, aplicando la regla de la cadena, tenemos
0z’ 928
-~ 0xP Oz

por lo tanto, dado que las coordenadas son independientes, se debe
cumplir que

da’® da’ (9.106)

Ar'® 9z
=62 (9.107)
ozbB Oz v
es decir la matriz de Jacobi de la transformacién inversa en la inversa

de la matriz de Jacobi de la transformacion:

J(' z) = J Nz, z") (9.108)

Asi los elementos de la transformacion de Lorentz inversa estd dados
por
ox®
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Derivada de un tensor. Del problema anterior vimos que una transfor-
macién de Lorentz se puede expresar en la forma

= 2'%(z") =
g = A%t =
ax/a
o m
x i " (9.110)

Entonces, para un sistema de referencia ¥’ tenemos

aT'*h
o _
T = (9.111)

Para relacionar estas cantidades con las correspondientes en el sistema de
referencia Y tengamos en cuenta que las componentes del tensor estan
relacionadas por la transformacion

1'% = A* A, TH (9.112)
y para calcular la derivada debemos aplicar la regla de la cadena, pues
TH =T () = T* (z(z")) (9.113)
con z(z') la transformacién inversa de Lorentz, ast

« 0 «@
T/"YB = 81:/7 (TI B)
0 e «@ v
= 81}’7 (A HA VTM )
0

= AN, 5 (T (@)
0z? i( v
Yoz 0x°
02 oo (9.114)

Yo' 7

_ [e% «@
= A uA
teniendo en cuenta la ecuacién 9.109 obtenemos el resultado

1'% = A% A5 N 7TH, (9.115)

Transformacién general de coordenadas y derivadas . Considere-
mos una transformacion general de coordenadas

'Y =2’ (aM) (9.116)
Entonces, en las coordenadas primadas tenemos

9

Vo = g Vo

(9.117)
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13.

Teniendo en cuenta la ley de transformacion para las componentes de un
tensor una vez contravariante

ozt
remplazando esta ecuaciéon en 9.117 tenemos
0 ozt
Vo = p (8xla V#> (9.119)

aplicando la regla para la derivada de un producto de funciones y notando
que ahora el jacobiano de la transformacién es una funcién de las coorde-
nadas, a diferencia del caso restringido de las transformaciones de Lorentz,
tenemos que

, ozt 0 a Ozt
Voy = 92 9z (Vi) + <8m’78x’“) Vi
_ Ox! 0z° 0 V) 0%t v
Qa9 Oxe N M T dxvoxle
ozt 0x° 0%zt

dx' oz M7 T davxre M (9.120)
asi el primer término de esta expresion corresponde a la ley de transforma-
cién de tensores 2-veces covariantes, pero el iltimo término, salvo que éste
se anule, indica que V, , no se transforma como las componentes de un
tensor 2-veces covariante. La condicién para que la ley de transformacién
se cumpla se obtiene anulando el segundo término, es decir si

oRE
ERr =0 (9.121)
esta condicién significa que
82z 0
i (J(z',2)) =0 (9.122)

dx' oz’ dx!v

esto es, si los elementos de la matriz jacobiana de la transformacién de
coordenadas son constantes (independientes de las coordenadas), lo cual
implica que las ecuaciones de transformacién de coordenadas deben ser
lineales.

El tensor energia-momento. La ecuacién de transformacién para las
componentes de un tensor de segundo rango contravariante estdn dadas
por

1'% = A% A5 T (9.123)

donde T} corresponden a las componentes del tensor en el sistema de
referencia propio y 7% las componentes respecto al observador inercial ¥
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que se mueve con velocidad —u respecto al sistema propio y los elemen-
tos de la matriz de transformacién de Lorentz estdn dados por (ecuacién
6.337):

_ —1 _
By 1403 %} LISV LS
[ACL] = (v=1)B,5, (v=1pB2  (v—1)8,8 (9.124)
ﬂy’y ﬁ2 e 1 + P = P ¥z

B
— —1 — 2
By (v 1;261@ (v ﬂ)zﬁyﬁ 14 (v ﬁlg),@z

cony =)y B; =u;/c,i = x,y,z. Asi, teniendo en cuenta que el tensor
Ty P es diagonal, tenemos

T = A5 AT
= AQARTYY + AGA T + ASASTS? + AGA% TS
= Vpo+ (VB2 +7B +B2) po

= 7 (py + poB?) (9.125)
donde
o i

Para aa =i =1y B = 0 se obtiene

T = AT
= AQAGTYY + ALAY T + ABASTE? + ALASTE?
-1 i
= BP0+ (1 + (Wﬂg)ﬁ) BzvPo
('7 - 1)ﬂxﬁ —1 zz
+———2B,7P0 + %527170
p p
—1 -
= Btm Ao+ T (6 + 5+ 62
= (po+10) B (9.127)

este resultado nos permite extrapolar para los casos « =i =2,3y =0,
as{

T = AT
= (po+p0o) B i=1,2,3 (9.128)

Falta por calcular T% para 7,7 = 1,2, 3. Consideremos primero los casos
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con ¢ = j, entonces
T = AT
= NAGTR" + AYAL TG + AGALTE? + AT

Bar?po+ (1 + (Wﬁi)ﬂz) po +

<<vl>ﬂaﬁy)2m+ (C=D22) 0

5 5
Desarrollando los términos cuadraticos y reagrupando, teniendo en cuenta
que
B =63+ 65 + 53 (9.130)
obtenemos
- 182 ~ 1’83
Tll = Biryzpo +p0 + 2(7 2) =Po + (7 2) =Po
B B
Br 7B
= po+ 5i72po - ?Po + 7 Do
_ + 82420, + ( 2 1) ﬂi
= Po =7 Po Y 52 Po
= o+ (py +po) 527 (9.131)

Asi, los términos diagonales espaciales del tensor energia-momento se
pueden escribir en la forma

T =po+(po +p0) Bi*, =123 (9.132)
Consideremos ahora los elementos del tensor T%, con i # j:
T12 _ A1#A2VT(§UJ
= AGALT + ALAR T + ALALTS? + ASAS T
(-8B, )2 v,

= B.B,7 P +2 5 Po 5 0
2-1
= 5x5y'72po + (762)515?,%
B.B,7 (po + po) (9.133)

Finalmente los elementos del tensor energia-momento de puenden escribir
en una forma m4s compacta como

T = 42 (py+ pof?) (9.134)
T = podj + (po +po) BiB;7°
T = (po+po)Bi7’
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Estos elemento del tensor los podemos reescribir en forma covariante, es
decir en términos de cantidades tensoriales, si tenemos en cuenta el tensor
métrico de Minkowski y la definicién de la cuadrivelocidad del fluido, es

decir dado que
_dx”

y
1 a=06=0
Mag =4 —1 a=p=123 (9.136)
0 aFf

entonces, las ecuaciones 9.134 se pueden reescribir en términos de las com-
ponentes de la cuadrivelocidad:

T = 4% (py +po?)
= v’po +7*B%po
= UU%;y+po(y* — 1)

U°U° (py + po) — pon™ (9.137)
T = podij + (po +po) BB
= pobij + (po + po) U'U’
= —pon” + (po +po) U'U? (9.138)
™ = (Po + Po) 5{72
= (po+po) U°U" — pon™ (9.139)

Por lo tanto, las tres ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma

covariante como
TP = (po + po)UU’ — pon” (9.140)



Capitulo 10

Electrodinamica

10.1. Problemas de elctrodinamica

1. Conservacién de la carga. A partir de la ecuacién de continuidad para

la carga
« 8p = 7
Oy J* =0 — §+V-J:0 (10.1)

e integrando en todo el espacio tenemos

op = = B
/(at+v-J> dv =0 (10.2)

entonces, sacando la derivada parcial con respecto al tiempo de la integral
y aplicando el teorema de la divergencia de Gauss se obtiene

d L.
0= = pdv+/v-Jdv
d 7o
= = pdV + ¢ J-di (10.3)
P

La primera integral nos da la carga total en todo el espacio, mientras que
la segunda integral cerrada de superficie nos da el flujo de la carga a través
de la superficie que delimita el volumen de integracién. Asi, debido a que
estamos considerando todo el espacio y asumiendo que la distribucién de
corrientes es finita en todo el espacio, es decir no se tienen corrientes en
el infinito, entonces la integral de superficie se anula y por lo tanto

d dqQ

pdV = —~% (10.4)

0=—
dt dt

implica que la carga total es una constante (se conserva)

Q = constante (10.5)

171
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Cuadricorriente de una particula. Sea ¥ un sistema de referencia
inercial y ¥/ un segundo sistema de referencia que se mueve con velocidad
—uv respecto a X, entonces las ecuaciones de transformacién de coordenadas
estdn dadas por las relaciones

2 = y(2®+ Bat) (10.6)
2V = y(at 4 B2

$/2 _ 1‘2

PG B

a Consideremos en primer lugar que la particula de carga ¢ estd situada
en el origen de coordenadas del sistema X, entonces la densidad de
carga se puede escribir en términos de la distribucién § (7) de dirac
definida por las relaciones

S(F) =0 si 7T#0 (10.7)

/ 5(7) 1 (7) d*r = £(0) (10.8)
Asi
p(7) = 46 (7) (10.9)

la cual representa una densidad de carga, la cual es nula en todo el
espacio salvo en el punto 7= 0 y cuya carga total es ¢, pues

/p(f’)dgr = /q5 (7 d*r = q (10.10)

dado que la carga estd en reposo respecto al sistema de referencia %
la densidad de corriente se anula:

J=0 (10.11)
por lo tanto el cuadrivector densidad de corriente estd dado por
J = (ep, Iz, Iy, J.) = (cqgd (7),0,0,0) (10.12)

En el caso més general, cuando la carga en X estd situada en un punto
arbitrario 7, entonces las componentes del cuadrivector densidad de
corriente toman la forma

J* = (eqd (7= 10),0,0,0) (10.13)

b Para encontrar las componentes del cuadrivector densidad de corriente
con respecto al sistema Y’ aplicamos las ecuaciones de transformacién
10.6 a las componentes del cuadrivector 10.12, asi tenemos

J"° (0 + B
— 0
= cy(v)d(7r) (10.14)
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pero para referir esta densidad de carga al sistema Y’ debemos cam-
biar la dependencia de 7 en términos de las coordenadas de X', asi
aplicando las transformaciones de Lorentz inversas tenemos

Fo= (z,y,2) = (z 22 2?)
(’7(.’17/1 _ 656'/0)7.'13,2,.%'/3)
= ()@ =),y ) (10.15)
entonces
I = cqy(v)d(y(v)(z" —vt'),y' ") (10.16)

por la definicién de la distribucién de Dirac esta ecuacién admite una
interpretacién fisica directa, pues representa una densidad de carga
variable en el tiempo, la cual es nula en todo el espacio salvo en
el punto ' = ot/, ¢y = 0, 2/ = 0, es decir esta densidad de carga
corresponde a la de una particula puntual de carga g que se mueve
con velocidad v en la direccién del eje x’ positivo. Notemos ademés
que la densidad de carga aumenta en un factor -, el cual corresponde
a la disminucion de la unidad de volumen debibo a la contraccién de
la longitud en la direccién de movimiento. Las otras componentes del
cuadrivector corriente son

Jo = It =A(J" +BJ°)
= 8J°
= ~(v)pv (10.17)
y
Jy =Js =0 (10.18)
por lo tanto
I = (eqy(v)d(y(v) (@’ = vt'),y".2"), v(v)pv, 0,0) (10.19)

¢ En el sistema de referencia inercial X la carga total del sistema estd dada
por la integral de la densidad de carga en todo el espacio, entonces

Q = /p(taf)d?’?"
= /q5(f‘)d37“

/ qd(7)dxdydz
= q (10.20)

por las propiedades de la distribucién de Dirac, asf la carga total del
sistema es ¢, la carga de la particula. Para el sistema de referencia
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Y tenemos que

o4

/ ot 7)dr

/q'y(v)é(’y(v)(x’ —wt'),y, 2" )dz'dy'dz’ (10.21)

para hacer esta integral realizamos el siguiente cambio de variable

u = vz’ — oyt — (10.22)
d

d' = & (10.23)
v

entonces

<
I

d
/ 0y (uyy, ') S dy' d2!
v

/q(5 (u,y', 2") dudy'dz’'
= g (10.24)

es decir la carga es un invariante relativista.

3. Ecuaciones de Maxwell covariantes. Consideremos en primer lugar

la ecuacién homogenea

P95 F,5 =0 (10.25)

Teniendo en cuenta la definicién del tensor de Levi-Civita y la antisimetria
del tensor campo electromagnético tenemos, para oo =0

0 = "995F,;
_ 5012381F23 + 6013281F32 + 6021382F13
+6023182F31 4 5031283F12 4 5032183}721
= 201 F53 + 205 F31 + 203F5 (10.26)

Por otra parte las componentes covariantes del tensor campo electromag-
nético estdn dadas por
Fog = naung, " (10.27)

Dado que el tensor de Minkowski es simétrico entonces el tensor covariante
electromagnético también es antisimétrico, asf es suficiente calcular los seis
términos independientes Fy;, i = 1,2,3 y Fio, F31 y Fa3. Consideremos
primero Fy;. Entonces para ¢ = 1,2,3 tenemos que el tnico término no
nulo de la doble suma en la ecuacién 10.27 se obtiene para uy =0y v =1

pues 1,5 = 0 si a # 3, asf
FOi = 770M77quW

= 770077iiF0i
_ o (10.28)
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De manera similar, para los términos Fj; con ¢j = 12,31, 23 tenemos
Fy = UiﬂnquW
= 77z‘i77ijU
= F;; (10.29)

Por lo tanto, teniendo en cuenta la definicién del tensor contravariante
electromagnético, ecuacién 5.15, las componentes covariantes del tensor
estdn dadas por

a,f
~E, 0,1
~E, 0,2
F.p={ —E. 0,3 (10.30)
B, 2,3
B, 3,1
B. 1,2

Entonces la ecuaciéon 10.26 toma la forma

0 O1Fo3 + 02F31 + 03 F12

0B, 9B, 0B.

= 10.31
ox + oy * 0z ( )

la cual corresponde a la ley de Gauss para el campo magnético. Para
a=1=1,2,3 tenemos
0 = EzﬂwsagF,ﬂ;
Sinkaonk + giokjaoij + 8ij0kajFOk
“!‘EijkOaijo + 5ik0j(’)kF0j + EikjoaijQ
= 25““’“80ij + 25”0’“8]-17% + QEikojakFoj (1032)

en donde i # j # k y no hay suma sobre los indices latinos repetidos. En-
tonces remplazando las componentes covariantes del tensor campo elec-

tromagnético y asumiendo el orden de los indices (ijk) = (123) y sus
permutaciones ciclicas, es decir (kij) y (jki), tenemos

OB 0B, 0E;

) 10.
cOt oxJ oxk 0 (10.33)
o en forma equivalente
. . 10B
B) 4222 _ 10.34
(Vx )¢+08t 0 (10.34)

la cual. para i = 1,2,3 nos da la ley de Faraday en componentes. Consi-
deremos ahora las ecuaciones de Maxwell inhomogeneas:

Do P = _Am

Jb (10.35)
C
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Desarrollando la suma sobre el indice a, para § = 0, suprimiendo los
términos nulos, tenemos

A
Cc

OLFY0 4 0, F20 4 93 F30 = JO (10.36)

y remplazando los términos obtenemos la ley de Gauss

0B, O0E, O0E. _ dn —
ox dy 0z p

- —

V-E = 4mp (10.37)

Para 8 =i =1,2,3, donde de nuevo no hay suma sobre indices latinos (j
y k) y con i # j # k, obtenemos

, g . dr
QF* + 9,7 + O FH = — = (10.38)

entonces asumiendo los indices latinos (ijk) = (123) y sus permutaciones

ciclicas, tenemos

8Ei 8Bj 8Bk o 47
prn + 2 o 7J1 (10.39)

donde ahora los subindices latinos 14, j, k significan x,y, z. Asi la ecuacién
anterior, para ¢ = x,y, z corresponde a cada una de las componentes de la

ecuacion de Maxwell .
- - 10F 47 -
VxB=~-—+—J 10.40
c Ot + c ( )
Fuerza de Lorentz. Consideremos la ecuacién de movimiento en la forma

« q Ba dz?
= =g F7Y—— 10.41
f c By ] ( )

y tomemos primero el caso a = ¢ = 1,2,3, entonces sumando sobre el
indice repetido 8 tenemos

i q Bidm"’
= — F _—
! 1B dr
q 0idz? g 1 dx”
f— — F — _—
cnm dr + c ' dr
q % dxY g 3, Az
Ny F'—— + = —_— 10.42
+cn27 dr + 0773v dr ( )

esta ecuacion se puede escribir en forma m&as compacta si tenemos en
cuenta que para cada ¢ = 1, 2, 3 uno de los tres tdltimos términos de la suma
debe anularse debido a la antisimetria del tensor campo electromagnético,

asi J
i_ 4 0;dx7 ¢ i
= o F'—+ =n. F7
! c7707 dr + cn”

dz? + 4q FFi di’y

—_— 10.43
dr cnlﬂ dr ( )
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con i # j # k y no hay suma sobre los indices latinos repetidos (jk).
Teniendo en cuenta la definicién del tensor métrico de Minkowski, podemos
hacer la suma sobre el indice v obteniendo

i_ 4 0idz’ g qdal g ki da*
_4. p 4, pi® L 4, pki & 10.44
f 07700 dr +C77jj dr +C77kk dr ( )

Si recordamos la interpretacion fisica de las componentes del cuadrivector
fuerza, ecuacién 8.37, entonces la ecuacién anterior toma la forma (con

i=uz,y, Z)
R q dt q_ dt q . dt
F=2gc" + 4,20, - 1.2 10.45
v (@) ¢ Car * c Rt T gtk ( )
simplificando y teniendo en cuenta que v (@) = dt/dr, obtenemos
F=qE+%ax B (10.46)
c

Consideremos finalmente el caso @ = 0, entonces desarrollando la doble
suma sobre los indices 5 y v en la ecuacién 10.41 y reteniendo solo los
términos no nulos, tenemos

o _ q 30 dx”

= ng P —

! cnﬁ7 dr
q 10 da’ 20 dz?

S e’ g dz? g paode’
a 67711F dT+cn22F dT+cn33F dr (10.47)

Ahora teniendo en cuenta que la componente temporal del cuadrivector
fuerza representa el trabajo por unidad de tiempo realizado por la fuerza
externa sobre la particula

_1dE  q =
'y(u)gﬁ = E'y(u)E U (10.48)
es decir .
— —g4E-@ 10.4
praal TR (10.49)

entonces esta ecuacién implica que solamente el campo eléctrico hace tra-
bajo sobre la carga.

5. Campo eléctrico de carga en movimiento. Para resolver este pro-
blema aplicando la ley de Coulomb consideremos un segundo sistema de
referencia inercial ¥/ que se mueve con velocidad v respecto a X. Entonces
con respecto al sistema de referencia inercial ¥/ la carga Q estd en reposo
en el origen de coordenadas, mientras que la carga de prueba ¢ se estd
moviendo respecto a ¥’ con velocidad ¥ = (—v, 0,0). Por otra parte, en el
sistema de referencia ¥ consideremos los dos eventos siguientes: la carga
@ se encuentra en el origen en el instante t = 0 y la carga de prueba ¢
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estd en reposo situada en el punto de coordenadas 7 = (z,0,0), asi las
coordenadas de los dos eventos estdn dadas por

Py = (29, 21,22, 2%) = (0,0,0,0) (10.50)

Py = (29, 23,23, 23) = (0,,0,0) (10.51)

Por lo tanto las coordenadas de estos dos eventos medidas en el sistema
de referencia Y’ estdn dadas por la transformacién de Lorentz usual:

P = (33/10,1‘/11,37,12,.%1) (0 0 0 0)

y
Py, = (2B, 2 aB) = (ct',2',0,0)
= <—w<v);m<v>x,o,0> (10.52)

Notemos que los dos eventos P; y P» son simultdneos en X, pues estamos
interesados en medir la fuerza (y asf el campo eléctrico) sobre la carga de
prueba ¢ cuando la carga fuente () se encuentra en el origen en t =0y
por lo tanto = representa la distancia fisica entre la carga @ y la carga
de prueba ¢. Sin embargo, para el sistema Y’ estos dos eventos no son
simultdneos y por lo tanto la coordenada z’ no representa la distancia
fisica entre las cargas, pues la carga ¢ se encuentra en el punto z’ en un
instante # < 0 cuando los origenes de ¥ y ¥’ se cruzan. Pero debido a
que la carga @ estd en reposo en el origen de ¥’ entonces cuando la carga
g pasa por x’ en el instante ¢’ la carga ) se encuentra en ' = 0 en ese
instante, y por lo tanto la fuerza sobre la carga de prueba en el instante
t' estd dada por la ley de Coulomb

F' = (Fy,Fy F.) = <ka210 0) (10.53)
Apliquemos, ahora, las ecuaciones de transformacion de la fuerza entre
sistemas de referencia inerciales. A partir de las ecuaciones 8.46, 8.49 y
8.50) podemos obtener las ecuaciones de transformacion inversas (pues
conocemos las componentes de la fuerza en ¥') cambiando v por —v y
i = (—v,0,0), entonces aplicando esta ecuaciones tenemos que las com-
ponentes de la fuerza sobre la carga g en el sistema X estdn dadas por

ﬂ Fp+ SF -
Fo= (I, Fy F,) = (Hvu/ 0,0>

<k /2_§kj /g >
= = ——,0,0
-z

= (/qu 0, 0) (10.54)

)
1:/2




10.1. PROBLEMAS DE ELCTRODINAMICA 179

es decir la fuerza sobre la carga ¢ medida en el sistemaa de referencia > en
el instante ¢ = 0 tiene el mismo valor que la fuerza sobre la carga ¢ medida
en el sistema Y’ en el instante ', pero la distancia x entre las cargas Q
y ¢ medida en ¥ en el instante ¢ = 0 en menor que la distancia entre las
cargas en ¥, pues 2’ = v(v)x y por lo tanto la fuerza sobre la carga de
prueba ¢ en ¥ estd dada por

5 Qq
y por lo tanto el campo eléctrico producido por la carga @, que se mueve
con velocidad constante v en la direccién del eje = positivo, a una distancia
x de la carga es

E=(E;,E,E.)= ;f_r%g = (%?,0,0) (10.56)
notemos que el campo es el mismo si cambiamos v por —v. Es decir,
el campo eléctrico producido por una carga en movimiento a velocidad
constante, a lo largo de la direccién de movimiento, depende de la posicién
instantdnea del punto de observacién del campo y es menor, en un factor
v%(v), que el campo si la carga estuviera en reposo. Consideremos ahora el
caso cuando la carga de prueba, en el sistema de referencia X, se encuentra
en reposo en un punto de coordenadas ¥ = (0,y,0) y la carga @ se mueve
con velocidad constante v en la direccién del eje x positivo y pasa por el
origen de ¥ en el instante t = 0 y el sistema de referencia X’ que se mueve
con velocidad v en la direccién positiva = relativo a ¥ y con respecto al
cual la carga @) se encuentra en reposo en su origen. Los dos eventos,
simultdneos en X, tienen coordenadas dadas por

b = (.I?,IIJ%,J?%,IL‘?) = (0,0,0,0) (10.57)

P, = (Iga z%,x%,x%’) =(0,0,y,0) (10.58)

mientras que con respecto al sistema X’ sus coordenadas son

P = (2,2, 27, 2) = (0,0,0,0)

y
P = (37/207.%‘/21,.%'/22,$/23) = (Ctlaxlvylvzl)
= (0,0,9,0) (10.59)

es decir los eventos son tambien simultdneos respecto al observador Y.
Aplicando la ley de Coulomb en ¥’ tenemos

F=(Fy,Fy,F.) = (o, k% 0) (10.60)

7277
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y aplicando las ecuaciones de transformacién para las componentes de la
fuerza, cambiando v por —v y @' = (—v,0,0), obtenemos

F = (F,F,F.)

 (Fo+ LF-@ Fy 0
= 1 + VU, ’ ’}/(U) (1 + v7:21,/ )7

= (07 'Y(U)Fy’v O)

- (0,7(1})1@33,0) (10.61)

en este caso la fuerza es diferente entre los dos sistemas, pero la distancia
entre las cargas es la misma y = y’, asf

—

F=(F,,F, F.) = <O,’y(v)kcy22q70> (10.62)
por lo tanto el campo eléctrico estd dado por
_ F kQ
E=(E, E,,E,)=1lim— = (0, —.,0, 10.63
(Ber By B2) = iy = (0.90)52.0,) (1063)

Es decir, el campo eléctrico producido por una carga en movimiento a
velocidad constante, en una direccién perpendicular a la direccién de
movimiento, depende de la posicién instantdnea del punto de observacién
del campo y es mayor en un factor y(v), que el campo de la carga, si ésta
estuviera en reposo. Finalmente consideremos el caso general, cuando la
carga de prueba ¢ se encuentra en reposo respecto al sistema 3 en un punto
arbitrario de coordenadas ¥ = (x,y, z) y con la carga fuente ) moviéndose
en la direccién x positiva y pasando por el origen de coordenadas de X en
t = 0. Procediendo en forma similar a los dos casos considerados, tenemos
que las coordenadas de los dos eventos, medidas por X, estdn dadas por

P = (I?,.’,E%,CC%,I?) = (0,0,0,0) (1064)

y
Py = (29, 23,23, 23) = (0, 2,9, 2) (10.65)

y sus coordenadas medidas en ¥’ son

Py = (2,2, 22, 2F) = (0,0,0,0)

y
P2 = (x/207xl21’m/227x/23) = (Ct/’m/’y/7 Z/)
v
= ()2 2,7(v)2,y,2) (10.66)

Aplicando la ley de Coulomb en el sistema de referencia ¥’ tenemos

! / !
L@ Qay quz>

T/B ) 7",3 ) ’)"/3 (1067)

F”:(Fz,yFy/,Fz,):<
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donde 12

r= (2" +y? +27) (10.68)
Aplicando las ecuaciones de transformacion inversas para las componentes
de la fuerza, con @' = (—v,0,0), obtenemos

F = (F, F,F.)
_ (Fo+ 5F-W Fy F.
L+ T(o) (L4 5) T (0) (U4 %)
= (le,’}/('l/)Fy/,’}/(’U)FZ/)
Qqx’ Qqy’ Qqz'
- (k o O (10.69)

Dado que las coordenadas primadas estdn relacionadas con las coorde-
nadas en X por la ecuacién 10.66, entonces la fuerza sobre la carga de
prueba estd dada por

ﬁ = (sz Fya Fz)
Qqx Qqy Qqz
= (L G sk (10.70)
7 7 7
con L
= (v*(v)2® +y? + 2%) d (10.71)
y en notacién vectorial
F =~ (v)k Qg el (10.72)

(2 (0)a2 + 2 + 2)

Por lo tanto el campo eléctrico producido por una carga moviéndose a
velocidad constante en la direccién del eje x positivo estd dado por

—

o F
E = (B E, E.)=lim—
qg—0 q
Q .
= v(v)k 573" (10.73)

(v (v)z? +y? + 2?)

Notemos que esta ecuacién se reduce a los dos casos anteriores y si la ve-
locidad de la carga se anula, obtenemos el campo eléctrostatico usual de
una carga puntual en reposo. Este campo es radial y depende sélamente
de la posicién instantdnea de carga fuente y de la distancia. Pero a dife-
rencia del caso de una carga puntual en reposo, para la cual el campo es
esféricamente simétrico, el campo de la carga en movimiento tiene simetria
cilindrica alrededor de la direccién de movimiento de la carga y la magni-
tud del campo varfa segun la direcciéon de observacién: para puntos a lo
largo de la linea de movimiento de la carga el campo eléctrico es menor en
un factor v2(v) (que el correspondiente valor si la carga estuviera quieta)
y aumenta en un factor v(v) para puntos en el plano perpendicular a la
linea de movimiento de la carga.
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6. Causalidad y el campo eléctrico de una carga en movimiento uni-

forme. Para entender claramente porqué no hay violacién del principio
de la constancia de la velocidad de la luz, debemos recordar las condi-
ciones bajo las cuales la ley de Coulomb y la definicién de campo eléctrico
estatico es vdlida: dos cargas g1 y g2 situadas en los puntos del espacio de
coordenadas 7} y 7 respectivamente respecto a un observador inercial X,
ejercen mutuamente una fuerza dada por la ley de Coulomb

q192 _, o
——(

Fio=k Py — ) = —Fy (10.74)

|7 — 7

donde Fio es la fuerza sobre la carga ¢o debida a la carga ¢, la cual es
igual en magnitud y de sentido contrario a la fuerza Fy sobre la carga
q1 debida a la carga go, es decir la ley de Colulomb satisface la tercera
ley de Newton. La condicién para la validez de esta relaciéon es que las
cargas estén en reposo en ¥ y hayan permanecido en reposo en sus corres-
pondientes posiciones durante un tiempo suficiente ¢t. Por “un tiempo ¢t
suficiente” queremos decir que

(10.75)

Esta condicién la explicaremos detalladamente més adelante, cuando ana-
licemos que sucede con la carga que es frenada. El concepto de campo
eléctrico surge cuando consideramos la fuerza sobre diferentes cargas (car-
gas de prueba) situadas en diferentes puntos del espacio, debida a una
carga dada (carga fuente). Sin pérdida de generalidad, consideremos la
carga fuente () situada en el origen de coordenadas del sistema ¥ y la
carga de prueba ¢ en un punto de coordenadas 7, entonces a partir de la
ley de Coulomb la fuerza sobre la carga de prueba es

F=k<1F (10.76)

Esta relacién nos permite definir el concepto de campo eléctrico E(F)
producido por la carga ) en un punto 7 del espacio por la relacién

F = qE(7) (10.77)
donde .
P Q.

Para que esta relacién sea vilida en todo el espacio, es decir para cualquier
punto 7, la condicién 10.75 implica que la carga @@ ha permanecido en re-
poso desde siempre. Sin embargo, dado que la fuerza sobre una carga de
prueba ¢ en un instante dado, solo depende del campo eléctrico de la car-
ga fuente @ en el punto 7 donde se ubica la carga ¢, entonces esta fuerza
es independiente del estado de movimiento de la carga de prueba q. Este
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Figura 10.1: Causalidad y el campo eléctrico de una carga en movimien-
to uniforme. Lineas de campo eléctrico de una carga en movimiento uniforme

resultado fue el que se aplicé para resolver el problema anterior. ;Qué
sucede si consideramos esta situacién desde otro sistema de referencia i-
nercial ¥'?7 Para X’ la carga fuente se mueve con velocidad constante —v
(con v la velocidad de X' respecto a X) desde siempre, y por lo tanto el
campo eléctrico medido en Y’ corresponde a la transformacién de Lorentz
del campo de una carga estacionaria (campo medido en ¥). Dado que con
respecto al observador ¥ todos los puntos del espacio tienen la informa-
cién (a través del campo eléctrico) de la posicién de la carga (pues ha
estado fija en un punto desde ¢ — —oc). Para ilustrar esta situacién con-
sideremos una carga fuente () que se ha estado moviendo con velocidad
constante desde t — —o0, respecto a un observador inercial ¥ y que en
el instante t = 0 es frenada rapidamente hasta alcanzar el reposo. Para
t < 0 el campo eléctrico medido en X es el obtenido en el problema anteri-
or, el cual se ilustra en la figura 10.1. Siguiendo la convencién usual para
dibujar las lineas de campo, la densidad de lineas, es decir el nimero de
lineas por unidad de drea, indican la intensidad del campo y la flecha su
direccion. Asi, en la figura se ilustra el resultado obtenido para el campo
eléctrico de una carga en movimiento: el campo es radial en la direccién
de la posicién instantdnea de la carga y su intensidad es menor en la di-
reccién de movimiento de la carga y mayor en la direccién perpendicular
al movimiento, y con simetrfa cilindrica alrededor de la direccién de la
velocidad. Consideremos ahora el campo eléctrico para un tiempo ¢t > 0,
entonces las lineas del campo toman la forma que se ilustra en la figura
10.2: Para distancias menores a ct las lineas de campo corresponden a las
de una carga en reposo y si suponemos que el proceso de frenado de la
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Figura 10.2: Causalidad y el campo eléctrico de una carga en movimien-

to uniforme. Lineas de campo eléctrico de una carga que se frena en un tiempo
ot

carga duro un tiempo 0t, entonces para distancias mayores a c(t + dt) el
campo eléctrico corresponde al de una carga moviéndose a velocidad cons-
tante y cuya posicién instantdnea se encuentra en el punto A de la figura
10.2 y representa la posicién que la carga tendria si ella hubiera continuado
moviéndose a la velocidad constante v. La regién intermedia representada
por los dos circulos concéntricos separados una distancia cdt corresponde
a las lineas de campo eléctrico emitidas por una carga acelerada (ondas
electromagnéticas o campo de radiacién), las cuales se propagan a la ve-
locidad de la luz y llevan la informacién que la carga ha sido acelerada
(frenada en este caso).

7. Fuerza sobre una carga en movimiento. Para el primer caso, cuando
la carga fuente estd, en el instante ¢ = 0, en la posicién 7 = (x,0,0) y se
mueve con velocidad #, transformemos a un sistema de referencia inercial
Y’ con respecto al cual la carga fuente se encuentra en reposo. En este
sistema el campo eléctrico de la carga fuente () en reposo, en un punto de
coordenadas (z’,0,0) estd dado por

E=k>% (10.79)

y por lo tanto la fuerza sobre una carga de prueba en ese punto, indepen-
dientemente de su velocidad, estd dada por

F=(Fy,Fy F.)= (k @, 0) (10.80)

)
1‘/2
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En el sistema de referencia Y’ la velocidad de la carga de prueba es @ =
(U7, Uy, uyr) y por lo tanto las ecuaciones de transformacién inversas para
la fuerza medida en el sistema ¥ implican que

F

F.r+ EI“:’V i’
(F,.F, F.) = (W,o,o)

2
Qql+ Zug
= k——%<—.0,0
( ) 1+mcl,;/ s Uy
Qq
= <kx/270,0

- <k728§x2 0, 0) (10.81)

el cual es el mismo resultado obtenido en el problema 5 de esta seccién,
donde la carga de prueba se encontraba en reposo en el punto 7 = (z, 0, 0).
Consideremos ahora la carga ¢ situada en el punto de coordenadas ¥ =
(0,4,0) en t = 0 y con velocidad @ = (u4,0,0). Pasando al sistema de
referencia ¥’ donde la carga fuente se encuentra en reposo en el origen, el
campo eléctrico en el punto ¥ = (0,y’,0) estd dado por

E = (0, I 0) (10.82)

127
Y

y por lo tanto la fuerza sobre la carga de prueba es

F = <0, 19 0) (10.83)

27
Yy

Transformando esta expresion al sistema de referencia 3, teniendo en cuen-
ta que la velocidad de la carga de prueba es @' = (u,,0,0), obtenemos

ﬁ . Fx’ +C%FV’J, Fy/ Fz’
N 14+ 2% T y(v) (1 + ) "y(v) (1 + m:ﬁ”')

F,
(0, NOIESat 0) (10.84)

teniendo en cuenta que y = y’ Yy

Uy — U

_ VUg
11—

(10.85)

Uy =

tenemos que la tnica componente no nula de la fuerza sobre la carga de



186

CAPITULO 10. ELECTRODINAMICA

prueba estd dada por

Qq 1 1
Fy = o U Ug—V
y? () 1+ & oy
Qg 11—
y* y(v) 1- 2%
Qq VU
= Ak (1— . ) (10.86)

En el problema 5 de esta seccién encontramos que la fuerza sobre una
carga de prueba en reposo situada en el eje y, debida a la carga @) que se
mueve con velocidad constante v a lo largo del eje x positivo, cuando la
carga estd pasando por el origen en ¢ = 0, es

F = (o,y(v)kcjf,o> (10.87)

esto significa que sobre la carga de prueba en movimiento aparece una
fuerza adicional, la cual en una funcién de la velocidad u, de la carga ¢,
dada por la expresién

- Qq VUg
FM = <0, —’}/(’U)kyT 2 70
VUgy =
= ——Fp (10.88)

con Fg la fuerza de origen eléctrico dada por la ecuacién 10.87 (ﬁM hace
referencia a la fuerza magnética como veremos mas adelante). Considere-
mos ahora como se modificaria la fuerza en el caso anterior si la carga de
prueba se mueve con velocidad arbitraria @ = (ug, uy, u.). El cambio para
este caso surge de la transformacién de las componentes de la fuerza del
sistema Y’ al sistema X, pues de la ecuacién 10.83 tenemos

ﬁ o FL/—FC%F'?I' Fy/ FZ’
L+ D) (L4 5) () U+ =)
%Fyluy/ Fy/
- < DEPWER] ou, s 70 10.89
(1—1— - y(v) (1+ 2%) ( )

Transformando las cantidades primadas al sistema X, con

Uy — V

Uy = - (10.90)
1-=5
Uy = b (10.91)

v(v) (1 - %)
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se obtiene
Qq (v S0 !
= q | v v(wm(1-=%
F k? A1+ Yty Up—v 0
Zi-mE (v )(1+ 210 )
Qa (v 002 Vil
= k= |5—F—"7F7—,7(v (1 - ) ,0
y2 62 ’\/21(’0) (1 _ 'UC&) ( ) C2
Qq VUy VU
= ko (v A (1-55) 0) (10.92)

De acuerdo con el problema 5 de esta seccién, en el sistema ¥ la carga
de prueba experimenta una fuerza debida al campo eléctrico de la carga
fuente dada por la ecuacién 10.87:

Fg= ( v(v )k@ 0> (10.93)

y por lo tanto, de la ecuacién 10.92 tenemos que sobre la particula de
prueba actia una fuerza adicional

Fyy = F—Fg
= B (500 (1 %) .0) - (020 Z o)
<k§§ (u)c%uy, ijy( )“um,()) (10.94)

la cual depende de la velocidad @ de la carga de prueba. Esta fuerza Fu
la identificamos con la fuerza magnética, pues si definimos

B=r(v )UQ

o (0,0,1) (10.95)

como el campo magnético debido a la carga @ en el punto de coordenadas
7= (0,y,0) entonces la fuerza magnética se puede escribir en la forma

Fu=Y%axB (10.96)
C
pues
4. 7 v qQ
_ux B = (v )Ey—Q(ugC,uy,uz) (0,0,1)

(’fgzq%v)zuyv—kggv(v)zum0> (10.97)

Ademas, podemos encontrar la relacién entre el campo eléctrico y el campo
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magnético producido por la particula de prueba, pues

= vQ
B = gz
v Q
= v()cy

1
= —UxE (10.98)
C

(0,0,1)

(1,0,0) x (0,1,0)

Veamos ahora el caso general, donde la particula de prueba, en el instante
t = 0 se encuentra en el punto ¥ = (x,y, z) y posee una velocidad @ =
(ug, Uy, u,). La fuerza en el sistema de referencia ¥’ estd dada por (ver
problema 5 de esta seccién ecuacién 10.67)

Qq:c Qqy' | Qq?’
F' = (Fy,Fy,F.) = < k= (10.99)
donde
=2 4y 4 2 (10.100)

Transformando las componentes de la fuerza al sistema de referencia ¥
tenemos que

Fp+ SF -
F, = W 10.101
1+ ( )
y teniendo en cuenta que
"= (e
/ — y
Z = =z (10.102)

y aplicando las ecuaciones de transformacion las componentes de la ve-
locidad se tiene que

1 B 1
1 'uu ! - v Uy —V
i 1+ ()
= 2(v) (1—%) (10.103)
C
entonces
_ 2 VUy v =
o= 0 (1) (e L)

Qq VU VU v
= 02 (1= 25 (e )+ Sy + 2u))

_ Qg 2( _vux) YT U YUy + 2U,
= k(1 2 72(1_72#)"*'027(1_%)

02
Qq v VU,
- & /37(304— Pyt 2 z) (10.104)
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con
= /222 + g2 + 22 (10.105)

Para las otras componentes de la fuerza tenemos

F /
F = Y vU .1
T 1+ 5)
Qq Vg
= kv (1— . ) (10.106)
y
F.
F —
z 'Y('U) (1 + vz;/)
Qq Vg
= Kty (1— . ) (10.107)

Por lo tanto, la fuerza sobre la carga de prueba ¢, de origen magnético,
estd dada por

—

Fy = F-Fp

Qq  [vuy VU, VU VUg

esta expresion la podemos escribir en la forma

= q- Q v
Fy = cux<k7ﬁ70(07—27y)>
- %ﬁx 3 (10.109)
identificando
51220 10.110
= T*B’YE(,—Z’ZU) ( - )

con el campo magnético producido por la carga fuente @) en el punto 7, el
cual estd relacionado con el campo eléctrico por

B=-%xE (10.111)

ol

8. Transformacién general del campo electromagnético. Las compo-
nentes del tensor campo electromagnético estan dadas por:

0O E. E, BE,
-E, 0 B. -B,
-E, -B. 0 B,
~E. B, -B, 0

(10.112)
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y los elementos de la matriz de transformacion de Lorentz usual son

Yy =By 00

o - 00

= g” g Lo (10.113)
0O 0 0 1

donde 8 = v/c es la velocidad del sistema de referencia ¥/ respecto a 2 a
lo largo de los ejes  — x’. Entonces, de las ecuaciones de transformacion
para las componentes contravariantes de un tensor de segundo orden

F'oP = A% NS P (10.114)

tenemos que
By = F°' = A% A FHY (10.115)

realizando la doble suma sobre los indices repetidos, y reteniendo solo los
términos no nulos, obtenemos

Ea:’ _ AOOA11F01 + A01A10F10
_ 72E1‘ o 72/82Ez
= E, (10.116)

Procediendo en forma andloga para las otras componentes del campo eléc-
trico, tenemos

Ey’ — F/02 _ AO#AQVFMV
— A00A22F02 4 A01A22F12
= vE, - BB, (10.117)

E. = F% =A% F"
_ A00A33F03 + A01A33F13
= ~E,+ BvB, (10.118)
y las componentes del campo magnético estdn dadas por
BJ;’ _ F/23 — AQMAgyFl“/
_ A22A33F23
= B, (10.119)

By/ — F/31 — ASuAll/FHV
— A33A10F30 + A33A11F31
= ByE.+7B, (10.120)
B = F=A N FW
— A10A22F02 4 A11A22F12
= —pvE,++B. (10.121)
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9. Campo de una carga en movimiento. Para aplicar los resultados
obtenidos en el problema anterior, consideremos un sistema de referencia
Y relacionado con X de la manera usual. Asi, con respecto a X’ la carga Q
estd en reposo en su origen y por lo tanto el campo de la carga en un punto

7 = (2,y.2") es solamente eléctrico y estd dado por la ley de Coulomb:

E/ = (Ef’aEyHEz/)
Qr'  Qy Q7

Para utilizar las ecuaciones de transformacién de los campos obtenidas en
el problema anterior, debemos aplicar las ecuaciones de transformacién
inversas, las cuales se obtienen cambiando v por —wv. Entonces, de las
ecuaciones 10.116, 10.117 y 10.118, las componentes del campo eléctrico
en el sistema de referencia X estdn dadas por:

Q'

E. = /:]{;
xT xT ’f‘l3

(10.123)

teniendo en cuenta las ecuaciones de transformacién de Lorentz para las
coordenadas,

' =y(v)z (10.124)
entonces

1Qx
By=h——— (10.125)
(V22?4 y? + 22)

Para las otras componentes del campo eléctrico obtenemos

E, = ~Ey + pyBx
Qy'

?"'3

7Qy
(7222 + y? + 22)

= k

7 (10.126)

Ez = ’YEZ' —|—ﬂ’yBy/

Q7'
= Tk
i

= k ez (10.127)

(72$2—|—y2+22)3/2

Este resultado coincide con el obtenido en el problema 5 de este capitulo
(ver ecuacion 10.73). Para obtener las componentes del campo magnético,
consideremos ahora las inversas de las ecuaciones 10.119, 10.120 y 10.121
del problema anterior. Entonces

By =By =0 (10.128)
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B, = —pvE. +vBy
Q7
= —B’Ykﬁ
PRz
= kT (10.129)
(v22? +y? + 2?)

B, = ﬂVEy'_F'VBz’

Qy'
= Pk

ByQy
(722 +y? + 22)

7 (10.130)

escribiendo el resultado en forma vectorial obtenemos

- Q v
B= kTTBVE (0, —z,y) (10.131)

de acuerdo con la ecuacién 10.110 del problema 5.

Invariantes del campo electromagnético. A partir del tensor campo
electromagnético F*8 podemos construir un primer invariante consideran-
do la traza del tensor, es decir

FQ = 0o =0 (10.132)

la cual es idénticamente nula, pues F*? es antisimétrico. Consideremos
ahora la contraccién del tensor F*? consigo mismo, esto es (escribiendo
solo los términos no nulos)
FQBFQQ = F01F01 + F02F02 + FO3F()3 +

FYF g+ FY2Fy + FBF3 +

FRFy + F* Fyy + F¥ Fyy +

FF3 + F*' Fyy + F*?F3y

= 2[F01F()1 + F02F02 + F03F03 +

F?Fiy + F* F3y + F? Fyg] (10.133)
donde se ha utilizado la propiedad antisimétrica del tensor F*? para la
iltima igualdad. De las ecuaciones 5.15 y 10.30 que nos dan las compo-

nentes contravariantes y covariantes del tensor F*8 en términos de las
componentes de los capos eléctrico y magnético, tenemos

F*PFo3 = 2(-E2-E,—E?+ B+ B, + B
= 2[B-B-E-E] (10.134)

Otro invariante que podemos construir es la contraccién del tensor F8
con su dual, asf

1
(+F) 5 F*0 = 5557Q5F57F“5 (10.135)
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11.

Desarrollando la suma sobre los cuatro indices (sin escribir los términos
nulos), tenemos

1
(*F)aﬁ F(XB — 5[{:_()123}7101}723 4 50132F01F32 + 50213F02F13

teo231 FO2F?! + £0312FP F' + g930 FP F?
1008 FIOF2 | 05y FIOF32 | o 0o 1203
+e1230F 2 F30 + £1300 F P F? + £1300 F13 F?°
benors F2OF | cyogy FROF3L 4 oy 0u 2103
+e2130F 2 FP0 + £9301 FPPFO' + €931 F2 F1°
+e3012F20F"? + e300 FPOF?! + £53100F* F?
o190 P 4 cg001 F2FOL 4 2g010 F32F10)
= 4leoroaF " F?? + gg13 FO2F™
+e0312F3 F12) (10.136)

Remplazando las componentes del tensor F*# en términos de los campos,
obtenemos

(xF),5 F*’ = 4[-E,B, — E,B, — E.B.]
= —4E-B (10.137)
as{
Lo 1 B
1
= —geéyaBFﬁF“ﬁ (10.138)

Campos ortogonales. En el problema anterior encontramos dos inva-
riantes formados a partir del tensor campo electromagnético F5:

|
B? - E* = §FaﬁFaﬂ (10.139)

E-B= —és(;ngMFaﬂ (10.140)
esto muestra ademads que ni E2 ni B? son invariantes independientes, de
hecho no existen mds invariantes construidos a partir de F*? que no sean
muiltiplos o combinacién lineal de los dos invariantes anteriores. Supon-
gamos que los campos E y B forman un dngulo ¢ para un sistema de
referencia inercial X, entonces

tfjl
o]

cosp =

(10.141)

&
sof]
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esto significa que para X
‘E‘ £0 y ’é‘ £0 (10.142)

por lo tanto, si por hipétesis los campos forman el mismo angulo en todos
los sistemas de referencia inerciales, entonces en X’ tenemos

E/ . B’/
COS¢7 = T77 37 (10143)
7 |7
Puesto que el producto punto es un invariante
E-B=FE B (10.144)

mientras que las normas de los campos eléctrico y magnético no lo son se
debe tener que
E-B=0 (10.145)

para todos los observadores y ademds en ningin sistema de referencia se
puede anular uno de los campos.

El tensor energia-momento del campo electromagnético. El tensor
campo electromagnético estd definido por la expresién

1 J1
TP — o LnaﬁFU‘*Fm; - F“"Fﬁ} (10.146)
vy

entonces consideremos primero la componente temporal:

TOO _ i |:

47

1
ZT]OOFU(SF(HS _ FOUF%]

]. ]_ — —,
= {2 (32 - E2) — FOUR0 _ p02p0 F03F%}(10.147)

por otra parte tenemos que
G =g’ (10.148)
entonces, para ¢ = 1,2, 3 obtenemos
F) =1, F =0, F” = —E; (10.149)

por lo tanto

[EQ + EQ} (10.150)
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la cual corresponde a la densidad de energfa del campo electromagnético.
Consideremos ahora los términos 7%, con 5 = 1,2, 3:

; 1|1 )
TO’L — ? 1,'70’LF10'5F10_5 _ FOUFZU
7i
1 .
— —*FOUFZ
47 7
1 i i 3 i
= 0 [FO'FY) + F2FY, 4+ FOFY] (10.151)

puesto que ) ) - i,
F = 0o B =0y, FY = —FY (10.152)
asi
1
01 _ 02 771 03 771
T = _E[F Fy+ F F3]

1
= BB+ E.B)

_ % [ x EL (10.153)

y de forma similar para las otras componentes, esto es

R
T = — [£x 5] 10.154
4aT % i ( )
con ¢ = x,y,2, la cual corresponden a las componentes del vector de
Pointing
L1 4 L
S=—FEXB (10.155)
47
Para las componentes i, 7 = 1,2, 3 se obtiene
11 ;s o
T9 = — |-nYF9°F,5 — F'"F/, (10.156)
47 |4
1 o L o DU
= [F“’FJO + P+ FRF) + FPFy 4 107 F7 Fos

teniendo en cuenta que
Fl = 1oy FI7 = oo F70 = F7° (10.157)
el primer término de la expresién anterior (ecuacién 10.156) da
FF) = E,E; (10.158)
Para los otros tres términos, con ¢ = j, tenemos

F'FY + F?Fy + F3F, = (B')’ - B? (10.159)
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con la notacién B’ = B,, By, B, para i = 1,2,3, pues por ejemplo, para
i =7 = 1 se obtiene

FUFY + F2F, + F¥FL = -B,B, — B,B, (10.160)
Consideremos ahora los términos con i # j,
FYF, + F2F), 4+ F3F) = B'B? (10.161)
Por ejemplo sit =1y j = 2 tenemos que
FYF3 + F2F% + FPF% = B,B, (10.162)
Por lo tanto
g 1 o R R S
TV =~ |E'E + B'B + oY (E2 + BQ)} (10.163)
T

el cual corresponde al tensor de tensiones tridimensional del campo elec-
tromagnético.

Ecuacién de continuidad del tensor T#”. A partir de la definicién del
tensor energia-momento del campo electromagnético tenemos

o1 B
o0z8 T
1 0 |1
- -~ |z aﬂFa'tSF _FaUFﬂ
47 OxP {477 o0 7
1 0 1 0
- af _ ¥ FU6FU - FaaF,B
167" 928 ( ?) 4m OxP ( )
1
— - aB F05 F FJ§F o
1671',’7 ( B o5 t+ 0'5,5)
1
o o B
(PPl PR ) (10.164)
El primer término de la tdltima igualdad lo podemos escribir en la forma
1 1
—— P (F7° jF,5 + F%F,55) = — (FysF7%" 10.165
167T77 ( B o5+ 05,6) ST ( ad ) ( )
donde se ha utilizado el hecho que
Fo%F,s = F,sF°° (10.166)
Y o ) o )
I F°
oBpod =P = = Fooe 10.167
" 8 =1 505 = nn ( )
por lo tanto
1 1
796 = L (FF70e) - — (FO“’ F8 4 pooph )
B 87T( g ) A B -t o,B
1 1

- [FWFiﬁ + G FG aaF"5’“] (10.168)
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De la ecuacién de Maxwell en ausencia de fuentes tenemos
47
c

Do FP = —-—JP =0 (10.169)

entonces el primer término de la ecuacién 10.168 se anula, pues
FoF? =0, F7F" =0 (10.170)

Asi, subiendo y bajando el indice  en el segundo término de la ecuacién
10.168 e intercambiando los indices mudos de suma de este término en la
forma 8 — oy 0 — J, tenemos

[ed 1 (6708 1 g0,
%%, = M[ ,fFBUQFaaF‘S’}
1 1 od,x ao,
1 (1
— Z |:2F05F05,o¢ _ Fa6,0F06:|
7I
= LEg|ipoda_ pase (10.171)
T o4r 7|2 '

Esta ecuacién la podemos transformar teniendo en cuenta la antisimetria
del tensor campo electromagnético y redefiniendo indices mudos en el 1l-
timo término ¢ — § y § — o, obtenemos
F |:1F06’a _ Fa570:| — 1 [Faé,oz +F6a,a + Fé(x,o’]
od 9 9 ad
1

_ 5 I:FU(SFU(S,(X + Fa(sFéa,a + F(;UFUa’ﬂ

1
— 5 [FUCSFUS,O( + FU(;F(SQ’J + FmsFaa’ﬂ

1
_ §F0'6 [Fﬂé,a +F5a,a +Foa7,6]
~ 0 (10.172)

pues el término entre paréntesis corresponde a la ecuacién de Maxwell
homogenea, i.e

Foé,a + F5o¢,0’ + FO‘”)(S =0 (10173)

es decir, en ausencia de fuente externas la cuadridivergencia del tensor
energia-momento del campo electromagnético se anula:

oT*8
OzP

Si hay fuentes entonces obtenemos que

=T*,=0 (10.174)

T = F* J, (10.175)
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14. La traza del tensor T#”. Dado el tensor energia-momento

15.

16.

11
0= Lnaa FOOR, s — FO° Fg} (10.176)

su traza la podemos calcular a través de la relacién
_ B
T?y = T e

1 1 « od ao
= 1 {477 PF7F,5 — F F@}

1 1 o od oo
= [ B
= L | Lsepeip, _peop (10.177)
T R 4 '
entonces
1 [1
T = — |=§%F°°F,s — F“°F,,
. i {4 @ ’ }
1
= — [F°F,5— F* F,,
ol 5 ]
-0 (10.178)
pues
5 =4 (10.179)

Otro invariante relativista. De la definicién de densidad de energia y
del vector de Pointing tenemos que

2 1\2 /. SN2 1 - \?
— (E2+B2> _(—ExB
8 47

1 . R L L N2
= [E4+B4+2E232—4E232+4(E-B)]

(1%)" - |3

6472
— -, 2 N 5 2
= 6417'('2 [(E2_B2) +4(E-B) }
1 af 2 1 P — 2
T 256w (F*"Fag)” ~ 1 (e5yap FOYFP)7| (10.180)

el cual es un invariante relativista.

Trayectoria en campo eléctrico constante. Eligiendo un sistema de
coordenadas con su origen en el instante y en el punto donde el protén
entra la la regién de campo eléctrico, y tomando el eje z = z! en la
direccién de incidencia del protén y el eje y = 22 en la direccién del
campo, tenemos que la cuadrivelocidad inicial del protén estd dada por

Uo = 7(vo) (¢, v0,0,0) (10.181)
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La ecuacién de movimiento viene dada por la fuerza de Lorentz

dp® ¢ dx”
a_ 22 Fha”
!/ dr Py dr

(10.182)

Las componentes del tensor campo electromagnético estdn dadas por

0 0 FE O
Bo 0 0 0 O
FPe =1 E 0 0 0 (10.183)
0 0 0 O
por lo tanto, las componentes del cuadrivector fuerza de Lorentz son, la
temporal
dp® e godx? e 20 dz?
& _ C el 202
dr ) dr c 22 dr
= Spu?
c
- EE’y(ff)vy (10.184)

la componente en la direccién del eje x

ﬁ _¢ FBL dzx?

- Z -~ = 10.1
dr cnﬁv dr 0 (10.185)
en la direccién del eje y
W e, pedd? e popda®
dr e dr ¢ oo dr
= Spu°
c
= eEv(?) (10.186)
y en la direccion del eje z
dp? dz”
wo_c, st _ (10.187)

dr 07757 dr

De la ecuacién 10.185 para la componente x tenemos que
p'(1) = meU' (1) = C, = const. (10.188)

donde my es la masa propia del protén y por la condicién inicial (ecuacion
10.181) obtenemos
p (T = 0) = moy(vo)vo (10.189)

y por lo tanto
da! 1
P U (1) = ~v(vo)vo (10.190)
-
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Integrando esta ecuacién tenemos
z! (1) = y(vo)voT + Cs (10.191)

y puesto que hemos elegido #' = 0 en 7 = 0 la constante de integracién
CQ =0. Asi
2! (1) = v(vo)voT (10.192)

Por las condiciones iniciales la componente z ecuacién 10.187, y por tanto
la coordenada z son nulas. Las ecuaciones 10.184 y 10.186 las podemos
reescribir en la forma

dU®

mo—— = %EU2 (10.193)
2
mo% = ZEUQ (10.194)

derivando la segunda ecuacién y remplazando la primera tenemos

d2U? eEclU0 B e?

avm _cnav 2772
mor = B = g B (10.195)
Integrando esta ecuacién
E E
U2(7) = Cysinh (6T> + Cy cosh (eT) (10.196)
mocC mocC
de la condicién inicial
U*(r=0)=0 (10.197)

obtenemos Cy = 0 y para obtener la otra constante de integracion uti-
lizamos la ecuacién 10.194 en 7 = 0, asi

au?
dr | _, ¢
pero
2 E E
mo dU=(7) = mOC’ge— cosh <e7_>
dr |, moc moc /| .,
E
- (33% (10.199)
y por lo tanto
C3 = ey(vo) (10.200)

De esta forma obtenemos

da? 9 . el
o U?(7) = ¢y(vp) sinh (TTL()CT> (10.201)
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Integrando esta ecuacién tenemos

9 moc el
= ——cosh [ — 10.202
x*(1) = cy(vo) -5 O (mocT> +Cs (10.202)

La constante de integracién se determina con la condicién inicial que x? =
0 para 7 = 0, as{

2
9 moc el
= h({—7) -1 10.2
(1) = v(vo) " {cos (mocT> ] (10.203)
De la ecuacién 10.194 podemos obtener la componente U de la cuadrive-
locidad
au?
UO _ mopcC
el dr
E
= ¢y(vp) cosh (67') (10.204)
mopc

Asi el cuadrivector velocidad del protén estd dado por

U= <m(v0) cosh (eET) ,(v0)vo, ¢ (vo) sinh (eET) ,0) (10.205)

mopcC mopcC
cuya norma al cuadrado es

ek
U? = 42(vg) cosh? <mocT> — v*(vo)vd

E
— %42 (vg) sinh? (eT)
moc
c*v*(vo) — 7*(vo)vg
c? (10.206)

como debe ser. Notemos, que a diferencia del caso no relativista, la veloci-
dad del protén no es constante en la direccién normal al campo, pues lo
que se conserva en esta direcciéon en el momento y debido a que la particu-
la estd acelerada en la direccién del campo, su velocidad va aumentando
y por lo tanto su masa inercial relativista, lo que exige que la velocidad
en la direccién del eje x, dada por

1
| N (10.207)

uo ccosh ( ek 7')

mocC

disminuya. La linea de universo de la particula estd dada por

a(r) = (2°(r),2!(1),2%(7),2° (7))
- (xo,%w,% ”zf [cosh (;OECO - 1] ,0> (10.208)
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donde 7, = 7(vg). Para encontrar la coordenada temporal ct = z2°(r)
integramos la ecuacién 10.204 con la condicién inicial t =0 en 7 = 0:

2 E
%};@0) sinh <67> (10.209)

mopcC

29(1) =
Para encontrar la trayectoria del protén, es decir

(! (1), 2*(1), 2°(1))
(2(t),y(t), 2(1)) (10.210)

7(t)

despejamos 7 en funcion de ¢ de la ecuacién 10.209

moc . . _ el
= ——sinh — 10.211
T ™ (mocv(vo) ) ( )

y lo remplazamos en las coordenadas z' y z2. Asf

i (t) = V(UO)UO% sinh ™! <6E)t> (10.212)

2(4) — (o moc? 7 ek 27
@™(t) = v(vo)—_5 \/1 <mocv<v0)t) 1 (10.213)

La curva que sigue el protén y = y(z) en el campo eléctrico constante la
podemos obtener eliminando el tiempo en las dos ecuaciones anteriores. Sin
embargo es més sencillo si utilizamos la ecuacié 10.192 para eliminar 7 en
funcién de z' = = y remplazamos en la ecuacién para 2 = y, obteniendo
de esta forma

y(z) = fy(vo)ﬂz(}; [cosh (eE)vox) - 1] (10.214)

mocy(vo

En el caso no relativista sabemos que la trayectoria que sigue una particula
cargada en un campo eléctrico uniforme, con velocidad inicial perpendicu-
lar al campo esta dada por la relacién para el tiro parabdlico, asf eligiendo
las mismas coordenadas anteriores la trayectoria que sigue el protén estd
dada por

z(t) = vot (10.215)
lelb 4
t)=-—t 10.21
vt =50 (10.216)

y por lo tanto la curva es una pardbola

_1eE 9

5 2
2 movg

(10.217)
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Calculemos el limite para bajas velocidades de la expresién 10.214, tenien-
do en cuenta que la expansién en serie de Taylor de la funcién cosh estd
dada por

1
coshz =1+ 522 ST (10.218)

entonces reteniendo términos hasta segundo orden tenemos

2
moc ek
= sh | ——2 ) —1
Y ") =E [COb <m007(00)voz> ]
~ (v )moc2 ek - 2
- R mocy(vo)vo
1 el
= 7721‘
2 y(vo)movy
1 eE ,
>~ Z 10.219
2 movd ( )

con v = 1 para vp << c.

17. Trayectoria en campo magnético constante. Dado que el campo
magnético no hace trabajo sobre la particula cargada, la magnitud de la
velocidad no cambia y la trayectoria de la particula es un circulo de radio
R. Si tomamos el eje z en la direccién del campo magnético, entonces el
cuadrimomento del protén estd dada por

(03

p* = (7(V)moc, ¥(V)movg, y(¥)movy, 0) (10.220)

donde ¥ = (vg,vy,0), pues la velocidad del protén es perpendicular al

—

campo magnético B = BZ. La ecuacién de movimiento viene dada por la
fuerza de Lorentz

= =t g

Las componentes del tensor campo electromagnético estdn dadas por

dp® dz
=P _ 4, ppall (10.221)

0 0 0 O
oo _ 8 _OB Jé 8 (10.222)
0 0 0 O
Por lo tanto
7= %p: _ %77[37 ﬁocfii: =0 (10.223)

pues el campo eléctrico es cero: F = (FOl, FO02 F03) = (. Para las otras
componentes de la cuadrifuerza tenemos (escribiendo solo los términos no
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nulos de la doble suma):

dp? q dx”
3 F,Bl
dT C nﬁ'y dT

= =DBy(V)vy (10.224)

dp q dx
2 = 2 _ 1, e
! dr cn’B'Y dr
_ 4, prdr
= N1 d
= “Ipyt
C
= —Ipy@)w, (10.225)

3
=" =y, F =0 (10.226)
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