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IX

Resumen

En este trabajo se estudia la aplicacion de la transformada de Laplace para la valoracion de
opciones Europeas call y put en el modelo telegrafico con saltos constantes y aleatorios, en
donde, los saltos en el precio del activo subyacente se suponen distribuidos doble exponencial
asimétricos. Se encuentra de forma analitica la transformada de Laplace del precio de las
opciones Europeas y se implementa el método de Euler para hallar la transformada inversa.
Se comparan los resultados de esta implementacién con la solucién analitica en el caso
de saltos constantes y con la simulacion de Monte Carlo en el caso de saltos aleatorios,
comprobando la efectividad del método propuesto.

Palabras clave: Proceso telegrafico con saltos, distribucién doble exponencial asimétri-

ca, transformada de Laplace, valoracion de opciones Europeas.

Abstract

This thesis studies the application of the Laplace transform for the valuation of European
call and put options in the telegraphic model with constant and random jumps, where the
jumps in the price of the underlying asset are assumed to be asymmetric double exponential
distribution. The Laplace transform of the price of European options is analytically found
and the Euler method is implemented to find the Laplace inverse transform. The results of
this implementation are compared with the analytical solution in the case of constant jumps
and with the Monte Carlo simulation in the case of random jumps, checking the effectiveness
of the proposed method.

Keywords: Telegraphic process with jumps, double asymmetric exponential distribu-

tion, Laplace transform, European options valuation



Indice general

Resumen

Lista de figuras

Lista de tablas

1

El modelo telegrafico con saltos constantes

1.1 Distribucién del proceso telegrafico . . . . . . ... .. ...
1.2 Proceso telegrafico con saltos constantes . . . . . . ... ... ... .....
1.3 Distribucion del proceso telegrafico con saltos constantes. . . . . . . . . . ..
1.4 Funcion generadora de momentos del proceso telegrafico con saltos constantes

Valoracién de las opciones Europeas en el modelo telegrafico con saltos cons-
tantes

2.1 Precio de una opciéon Europea por transformada de Laplace. . . . . . . . ..
2.2 Valoracion de una Call por transformada inversa de Laplace numérica . . . .

El modelo telegrafico con saltos doble exponenciales
3.1 La distribuciéon doble exponencial . . . . . . . ... ..o

Valoracion de las opciones europeas via transformada de Laplace
4.1 Valoracién por transformada inversa de Laplace . . . . . . . .. .. ... ..

Conclusiones

Bibliografia

N O Ot = W

12
13
18

20
21

24
25

27

29



indice de figuras

1-1 Trayectoriade 7 sipg >0>poye(0)=1.. . . . . .. ... ... ... ... 3
1-2 Trayectoria de X; si g >0 > po, by <0< haye(0)=1. . .. ... ... .. 6
2-1 Simulacién de una trayectoria del modelo telegrafico con saltos constantes, g = 1. 13

3-1 Simulacién de una trayectoria del modelo telegrafico con saltos doble expo-
nenciales, eg = 1. . . . . . . . L 22



Indice de cuadros

1-1

2-1
2-2

4-1

Comparacion de los valores de las funciones generadoras . . . . . . . .. .. 11
Comparacion de los precios para la Call del estado inicial 1 . . . . . . . . .. 19
Comparaciéon de los precios para la Call del estado inicial 2 . . . . . . . . .. 19
Comparaciéon de los precios para la Call europea de estado inicial 1 . . . . . 26

Comparaciéon de los precios para la Call europea de estado inicial 2 . . . . . 26



Introduccion

A pesar del éxito del modelo de Black-Scholes-Merton y el hecho que logra modelar el precio
de los instrumentos derivados de los activos riesgosos de forma tinica! y analitica, este mo-
delo presenta problemas a la hora de reflejar propiedades de los datos reales como son: las
caracteristicas leptocurticas y asimétricas de los retornos de un activo, la sonrisa de la vola-
tilidad y el efecto de clustering de la misma. Adicionalmente, se hace cada vez mas evidente
que en el mundo real existen saltos causados por factores de caracter econémico, politico,
social y ambiental. Es un hecho estilizado conocido que los datos reales de mercado no si-
guen un movimiento Browniano geométrico por lo que muchos académicos han tratado de
modelar estas caracteristicas con modelos méas robustos pero que mantengan las propiedades
necesarias de un modelo financiero, como el no arbitraje.

Los modelos Markov modulados de cambio de régimen (Markov-modulated regime-switching
models) han atraido la atencién en modelacién financiera pues, permiten la utilizacién de
tiempos no homogéneos en la dinamica del activo y adicionalmente capturan caracteristicas
como la asimetria y colas pesadas de los retornos, variacion de la volatilidad condicionada
al tiempo y clustering de la volatilidad, al igual que cambios estructurales de la condiciones
econémicas del mercado, véase Lopez & Serrano (2015).

De los modelos Markov modulados con cambio de régimen el escogido para este trabajo es
el modelo telegréafico de dos estados con saltos, tanto constantes cémo variables, presentado
por primera vez en Ratanov (2007) y que posteriormente los trabajos de Kolesnik & Ratanov
(2013), Lopez & Ratanov (2012a), Lépez & Ratanov (2012b) y Lopez & Serrano (2015) han
estudiado las caracteristicas de éste.

El propésito de esta tesis es el estudio de la aplicacion de la transformada de Laplace para
la valoracion de opciones vainilla en el modelo telegrafico con saltos, tanto constantes como
variables.

La transformada de Laplace es un método matematico usado para resolver problemas en
ecuaciones diferenciales, pero en este caso se utilizard para simplificar el calculo de la in-
tegral asociada al valor esperado en la valoracion de opciones, de forma que obteniendo la
transformada inversa de estas expresiones se llegue al precio del correspondiente derivado

'El modelo de Black-Scholes-Merton representa un mercado financiero sin arbitraje y completo.



2 Indice de cuadros

valorado. Infortunadamente, no es facil encontrar una soluciéon analitica para la transforma-
da inversa de Laplace en el caso del modelo telegrafico con saltos, por lo cual, es necesaria
la utilizacion de métodos numéricos para su solucion.

Este trabajo es la primera vez que se estudia la utilizacion de estas técnicas en la valoracion
de opciones bajo este modelo y lo logrado aqui permite abrir el camino hacia la la valoracion
de opciones mas complejas o exdticas, como las opciones con barreras o las opciones lookback.

Este trabajo se divide en cinco secciones, en la primera se abarca el estudio del modelo
telegrafico con saltos constantes y se calcula la funcién generadora de momentos, donde
encontramos que tiene dos expresiones algebraicamente equivalentes. En la segunda seccién
se hace el cédlculo de la transformada de Laplace de la funcién de precio de una Call y Put
europea y la valoracién por métodos numéricos de su transformada inversa para encontrar el
precio. En la tercera seccion se hace el andlisis del modelo telegrafico con saltos variables y se
hace la suposicién de que tales saltos se distribuyen doble exponencial asimétrica, se calcula
la funcién de densidad de los saltos y se calcula la generadora de momentos de este proceso.
En la cuarta seccién se utiliza el teorema demostrado en la seccién 2, pero se aplica en el
modelo con saltos aleatorios doble exponenciales asimétricos, se hace la valoracién numérica
de la transformada inversa comparada con los resultados de los precios simulados por el
método de Monte Carlo. Por ultimo, se presentan las conclusiones.



1 El modelo telegrafico con saltos
constantes

Sea {e:}+>0 una cadena de Markov en tiempo continuo con espacio de estados
E = {1,2} definido sobre un espacio de probabilidad filtrado (2, F, F;,P) y con genera-
dor infinitesimal dado por

-1 A
Q= ( )\21 _)1\2) , con A, Ay > 0.

La cadena define un conjunto de variables aleatorias (v.a.) {71, 72,...} que representan los
tiempos de cambio de la cadena de Markov, de forma que ¢, representa el estado de la cadena
antes del n-ésimo tiempo de cambio 7, que se define como: ¢, :=¢_-.

A partir de la cadena de Markov es posible definir un proceso telegrafico, que para este
trabajo se supondra asimétrico y continuo, T = {7T;}¢s0, asi:

t
T = /ussds, (1-1)
0

donde g7 y p2 son dos nimeros reales tales que p; # o y sin perdida de generalidad se
supondréd que p > fio.

X

To T1 T T3 T4 Ts t

Figura 1-1: Trayectoria de T si pu; > 0 > ps y €(0) = 1.
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1.1. Distribucién del proceso telegrafico

El proceso telegrafico depende del estado inicial de la cadena y esta dependencia se simpli-
ficara en la expresion de la probabilidad asi:

Py() == P(- | £(0) =14), i€ {1,2}. (1-2)

Con lo cual, la funcién de densidad del proceso telegrafico T, que se denotara p;(z,t) se

define como: BAT € d
pl(xvt) = z< tje x)7 1=1,2. (1—3>
T

Al fijar el estado inicial de la cadena £(0) =i con ¢ € {1,2} en Kolesnik & Ratanov (2013)
se explica la igualdad en distribucién del proceso, al separarlo antes y después del primer
cambio de la cadena de Markov, es decir,

D ~
T = it 1{t<7‘1} + (#ﬂl + 7;—71)1{071} (1'4>

donde 11 es el tiempo del primer cambio de la cadena y 7; es un proceso con los mismos
parametros, pero que comienza en el otro estado de la cadena, es decir comienza en 3 — ¢
con i € {1,2}.

La igualdad en distribucién también se puede obtener, si adicionalmente, se condiciona el
proceso fijando el nimero de cambios de la cadena de Markov, con lo cual

Telin=0y = Hit Ljperyy (1-5)
Tl iN=ny = (im + 72771)1{1@:”_1} (1-6)

para cualquier £ > 0, donde Nt es un proceso de Poisson independiente de N; y en el que sus
intensidades dependen con los estados de 7;. Con lo cual, la funcién de densidad del proceso
telegréafico se puede expresar como:

pi(l”t) = Zpi(l’,t;n>, L= {172} (1_7>

donde p;(z,t;n) se define como

P dz, N; =
patin) = SRR, (18)

A partir de lo anterior, la funcién de densidad del telegrafico demostrado en Lopez & Ratanov
(2014) es:



1.2 Proceso telegrafico con saltos constantes )

Proposiciéon 1.1.1. La funcién de densidad p;(z,t;n) del proceso telegrafico T; para
ie{l,2} yn>1les

pi(e, 4;0) = e - 0(x — pit) (1-9)
'A’fHA’;g(”Z't)k = 55” Wopet), m=2k+1.k>0
PUOE = | e (et -
\Al)\Q X =1 O(z,t), n=2k k>0
'A'fA’;“f(“;'t)k (= igf t>)k9(w,t), n=2%k+1k>0
T, t;n) = o ' 1-11
e \Awg((;f ’_t)f)!l — ngf’mk@(x,t), n=2kk>0 Y
o fat) = 212y ey = T (1-12)
M1 — M2 1 — M2
y
O(z,t) = ! e M@t "R ME@0) Y (0 (1-13)

M1 — M2

Con el fin de hacer modelacion financiera se necesita generalizar el proceso telegrafico adi-
cionandole un componente de saltos, ver Kolesnik & Ratanov (2013). En este trabajo se
supondran dos tipos de saltos, los saltos constantes y los saltos aleatorios distribuidos doble
exponencial asimétrica.

1.2. Proceso telegrafico con saltos constantes

Se consideran dos constantes hi,ho € R con hy # hs que representan las longitudes de los
saltos en los tiempos en que se presentan los cambios de la cadena de Markov. Con h; y hs

se define un proceso de saltos puros J = {J;};~o definido sobre el mismo espacio filtrado
(Q, F, F;, P) ast:

N
Jo=Y he, Jo=0 (1-14)
n=1

donde NV; es un proceso de Poisson no homogéneo con intensidad estocastica { A, }+>o depen-
diente de la cadena de Markov anteriormente definida.

El proceso telegrafico con saltos constantes se define como:

t N;

X, =T+ J, :/ManHZh% (1-15)

0 n=1
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con estados alternantes (11, A1, h1) y (f2, A2, ha).

X

Figura 1-2: Trayectoria de X; si p3 > 0 > g, by <0 < hy y €(0) = 1.

Al fijar el estado inicial de la cadena £(0) = 4, con i € {1,2}, se mantiene la igualdad en
distribucién en (1-4) al separar el proceso antes y después del primer cambio de la cadena
de Markov y por ende del primer salto,

D -
Xi = pit Lygeryy + (,Uﬂ'l + hi + Xt—7-1)1{t>7-1} (1-16)

donde X, es un proceso con los mismos pardmetros, pero comienza en 3 —i con i € {1,2}.

Fijando el nimero de saltos se obtiene igualmente que

Xilyn,=oy = pil Ljparyy (1-17)
Xelin=ny = (i + i + Xoor )Lz 2p gy (1-18)

donde ]\7,5 es un proceso de Poisson independiente de N, y sus intensidades dependen de los
estados de Xj;.

1.3. Distribucién del proceso telegrafico con saltos
constantes.

A partir de la proposicién 1.1.1 sobre la funcién de densidad del telegréafico, pueden ser
encontradas las expresiones correspondientes a la funcion de densidad del proceso telegréfico
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con saltos constantes, que se notard como g;(z,t). Para esto se debe utilizar el siguiente
resultado presentado en Lopez & Ratanov (2012a).

Proposicién 1.3.1. Sea ¢;(z,t;n) la funcién de densidad del proceso telegrafico con saltos
constantes, suponiendo n cambios de la cadena de Markov entre 0 y t, entonces

gi(z,t;n) = pi(x — jin. t;n) (1-19)

donde j;,, representa la suma de los primeros n saltos, es decir, j; , := Y ._, hi,, suponiendo
que el primer estado de la cadena es (0) =i y que i, = i si k es impar y iy, =3 —1i si k es
par.

Con esto, la expresiéon para la funcion de densidad del proceso telegrafico con saltos cons-
tantes es:

gi(z,t;0) = pi(x,t;0) = e Mt Sz — pgt) (1-20)
qi(x, t;n) = pr(x — jin, t;n)

— 1, ) (t = &(x — G, t))F
A]f“rlA]ch(‘r 2'17 ) ) ( 6(‘,1‘, k'jl, I )) e(m_jLnyt) n:2k+1,k20
T\ k6 i 0 (6 € — Gt -2
k\k - ;M - - Ne3) . o
)\1)\2 k‘ (k—l)' e(x_]l,th)? n_2k7k20
q@(z,t;n) = pa(x — jon, t;n)
( o N " k + o N ¢ k
Aiﬁ)\g“rlg(q’. 2'2, I ) ( E(:U k'.72, I )) Q(x—jg’n,t) n:2k+1,k Z O
— . ! et 5 e _.jQ - (1-22)
kyk T , 1y . o
ATAS 0o 1) o O(z — jon,t), n=2k,k>0
donde
. T — ji,n - MZt . ,ult -+ ji,n
@ = jJint)=——— y t=&r—Jint) = —
H1 — H2 M1 — U2
Y 1
9(1‘ . ji,n; t) — —G_Alg(x_]i’"’t)_h(t_g(x_ji’n’t))1{0<§(a:—jim,t)<t}‘
M1 — M2

1.4. Funciéon generadora de momentos del proceso
telegrafico con saltos constantes

La funcion generadora de momentos puede ser calculada utilizando la misma propiedad
utilizada en la ecuacién (1-7) para definir la funcién de densidad del proceso telegréfico, es
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decir,

gi(z,t) = q(z,t;n) = pi(x = jin tin) (1-23)
n=0 n=0

Al igual que en la ecuacién (1-2), existe una expresion para simplificar la dependencia del
valor esperado del proceso y el primer estado de la cadena de Markov

Ei() :==E( [£(0) = 1)

por tanto, si 1;(z,t) representa la funcién generadora de momentos del proceso telegrafico
con saltos constantes, entonces esta funcién puede ser calculada cémo:

wi('z?t) = Zwi<z7t;n) = ZEi(GZXt]'{Nt:n}) (1_24>
n=0 n=0

donde
@/JZ'(Z, l; n) = Ei(QZXt ’ 1{Nz=n})

= / e*Tqi(x,t;n)dx (1-25)

o0

:/ e pi(x — Jin, t;n) dx

o0

Teorema 1.4.1. La funcién generadora del proceso telegrafico con saltos constantes, para
cada estado i € {1,2} es:

Gilz,t) = e LN (2, 42k + 1) + ) (2,1 2k) (1-26)
k=0 k=1
donde
ANTIE
U1(2,t; 2k + 1) = L2 _pfawertzuet=tat 2kl (4109 + 2,2(20 — K)E),  (1-27)
(2k+1)!
NS
U1 (z,t;2k) = ﬁezhv%“mt_’\?t (k4 152k + 1;2(2v — K)t), (1-28)
. _ >\]1<;A§+1 2j2,2k+1+2zp2t—Aot 42k+1 . . _
wg(z, t, 2k + 1) = € t 1F1(k + 1, 2k + 2, 2(ZV li)t), (1—29)
(2k 4+ 1)!
NiXE
a(z,t;2k) = ﬁem’%“’m”m 2 B (ks 2k + 15220 — K)E). (1-30)

Aqui 1 Fy(a; b; z) representa la funcién hipergeométrica confluente o funcién de Kummer de
primera clase definida como:

1F1(a; b; Z) = kzzg %%

donde (a)y, es el simbolo de Pochhamer, véase Gradshteyn & Ryzhik (2007).
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Demostracion. La expresion de la funcién generadora de momentos, cuando atn no se ha
presentado el primer cambio en la cadena es:

Vi(2,£0) = / e*e N (1 — pgt) do = e NIt (1-31)

[e.9]

En el caso en que el primer estado de la cadena es £(0) = 1 y n es impar se tiene que,

00 4 k _ 4 k
¢1(Z,t;2k+1)=/ ezz)\]fﬂ)‘gg(fg lj:,n,t) el L kljlm’t)) 0(x — jin,t)dx

al reducir la notacién haciendo los siguientes reemplazos:

. T — Jin — Mol
£1I£<x_j1,n7t):M, V=1 — U2

2v
(t—=&)=t—E&x—jin,t) =

it —x + Jip
2v
) | N
9(1; — jl,nat) — 56 A1€1—A2(t 61)1{0<§1<t}

y cambiando la variable z por £ por medio del siguiente reemplazo x = 2§, + J; , + pot se
obtiene:

o0

zx é(‘r_.] 7n7t)k (t_§<x_j 7n’t))k
P AR\ kll o ! o(

)\k-‘rl)\k
= / ”51(15—51)— S PRI 3

T — jin,t)dx

_ )\If+1>\15 fo)\lflf/\z(tffl) k t kd
- (k'>2 0 e 51( _61) 61
k+1yEk t
_ )\1 )\2 62(2€1V+j1'n+“2t)_)\1§1_)\Z(t_gl)é.f(t . gl)k d&
(K1)? Jo
Ak+1Ak t
(k'> 262]1 ntzuat— )\Qt/ 62,21/617)\161%»)\261&-;4)(1% _ é‘l)k‘ d€1
0
)\k+1)\ t
_ (k'> 262]1 ntzpot— )\zt/ 6221/51—261,‘66{(}(.[; . gl)k df1, Ok = )\1 o )\2
0
)\k—&-l/\k t
= T [ oo - a )t ag
0
)\k+1>\k¢

(k'> 2172 oz ntapst— AztB(k +1,k+ )t2k+1 1F1(k + 1;2k + 2; 2(21/ — /i)t)
I'(z)I(y)

donde B(z,y) es la funcién Beta definida como B(z,y) = Tty
rTy
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Con esto la expresion final para la funcion ¢ (z,¢; 2k + 1), en el caso en que el primer estado
de la cadena es £(0) = 1 y n es impar es:

AP
(K1)?

A gezj1,2k+1+zu2t*>\2t kK
(k!)? (2k+1)!
NN Fpat—Aat 2k+1

= (Zk——{—l)'e Jr2kpi Rt = At 2R By (K + 152k + 25 2(z2v — K)T).

P1(2, 1,2k + 1) = T Z2erhaen it =B (g 1 k4 1) 2R B (k4 12k 4 25 2(2v — K)E)

P F (k4 152k + 2;2(20 — K)T)

Los demas casos se obtiene similarmente, quedando asi demostrado el teorema. O

La funciéon generadora del proceso telegrafico con saltos constantes tiene otra expresion
demostrada por Lépez & Ratanov (2012a).

Proposicién 1.4.1. Para cualquier z € R y t > 0, la funcién 1;(z,t) parai € {1,2}, tiene
la forma

Py (z,1) = ett==N (cosh(t\/_) vz — K+ AeM) . M) , (1-32)

Dz
oz, 1) = ett==N (cosh(t\/_) vz — K — Age™?) - % , (1-33)

donde
1t e M1 — e At A A
= V= , A= , kK=

¥ D= D) = (v - R’ + Mg,

Las dos expresiones son equivalentes y se comprobd esta igualdad numéricamente con los
siguientes resultados para dos conjuntos de parametros diferentes, en donde se observan
diferencias solamente en el treceavo decimal de la expresion, ver Cuadro 1-1.
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Cuadro 1-1: Comparacién de los valores de las funciones generadoras

z | U (1—26) Y (1—32) Wy (1—26) o (1—33) Un (1—26) Yn (1—32) Yo (1—26) Yo (1—33)
5) 1.20753 1.20753 1.45082 1.45082 1.074378 | 1.074378 | 1.108770 | 1.108770
6 | 1.26767 1.26767 1.80989 1.80989 1.093773 | 1.093773 | 1.144995 | 1.144995
7 1.33163 1.33163 2.42158 2.42158 1.114644 | 1.114644 | 1.186791 | 1.186791
8 1.39928 1.39928 3.45938 3.45938 1.136986 | 1.136986 | 1.234555 | 1.234555
9 1.47064 1.47064 5.21621 5.21621 1.160796 | 1.160796 | 1.288731 | 1.288731
10 | 1.54580 1.54580 8.18672 8.18672 1.186079 | 1.186079 | 1.349812 | 1.349812
11| 1.62488 1.62488 13.20650 13.20650 1.212840 | 1.212840 | 1.418345 | 1.418345
12 | 1.70807 1.70807 21.68749 | 21.68749 1.241090 | 1.241090 | 1.494936 | 1.494936
13 | 1.79555 1.79555 36.01618 | 36.01618 1.270841 | 1.270841 | 1.580259 | 1.580259
14 | 1.88753 1.88753 60.22745 | 60.22745 1.302111 | 1.302111 | 1.675059 | 1.675059
15| 1.98424 1.98424 | 101.14501 | 101.14501 || 1.334920 | 1.334920 | 1.780161 | 1.780161
Con puy = 0,05, us = —0,01, hy = —0,6, ho = 0,5, Con uy = 0,03, uz = —0,05, h; = —0,05,

)\1 = 0,065 y /\2 = 0,042

hy = 0,08, \; = 0,38 y Ao = 0,7625.

La funcién generadora de momentos del proceso serd utilizada en la valoracion de opciones

como se puede puede ver en la siguiente seccion.




2 Valoracion de las opciones Europeas
en el modelo telegrafico con saltos
constantes

En esta seccion, se considera un modelo de mercado con dos activos, una acciéon y un bono.
El bono seré el activo libre de riesgo y su precio en el tiempo se notard como { By }4c[,r) donde
T > 0 denota la fecha de ejercicio del contrato derivado que se quiere valorar. El proceso
del precio del activo riesgoso o subyacente se notard como {S;}scjo,7]. Los dos procesos de
precios estan definidos sobre el mismo espacio filtrado de probabilidad (€2, F, {F }iejo.11, Q)
donde Q es la medida neutral al riesgo.

Bajo la medida Q el precio del bono es modelado por la siguiente ecuacion diferencial ordi-
naria

dBt = Bt : Tdt, BO = 1, (2—1)

y el precio del activo riesgoso es modelado por la siguiente ecuacién diferencial estocastica

n=1

Ny
dS; = Si- (Ne(t)dt + d(Z ehen — 1)) . (2—2)

La solucion de la ecuacién diferencial estocastica esta dada por

t Nt
Sy = Spexp (/ He(s)dt + Z h€n> (2-3)
0 n=1

con lo cual, el activo es modelado por la exponencial de un proceso telegrafico con saltos
constantes de estados (1, A1, h1) vy (e, Ao, ha).
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Figura 2-1: Simulacién de una trayectoria del modelo telegrafico con saltos constantes, g9 = 1.

Donde los parametros de simulacién son: puy = 0,05, ps = —0,03, hy = —0,01, hy = 0,03,
)\1 =8 y )\2 =1.

2.1. Precio de una opciéon Europea por transformada de
Laplace

El precio de una opcién Call de strike K, tiempo de maduracion Ty valor inicial del activo
Sp en el modelo telegrafico con saltos constantes X; es

Ci(T,K) = e "E; [(S(T) — K)"]
= ¢ "TE; [(Soe*™ — e )*];  con k= —In(K) (2-4)

para i € {1,2}, pues el precio de la opcién dependera del estado inicial de la cadena de
Markov.

Para el precio de una opcion Put europea de strike K y tiempo de maduracién 1" se tiene la
siguiente expresion,
P(T,K)=e""E; [(K — S(T))"]
= e "TE; [(¢" — Soe*") ] con k = In(K) (2-5)
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con i € {1,2}.

Similarmente a lo encontrado en el trabajo de Kou et al. (2005), se aplica la transformada
de Laplace sobre la funcién del precio de las opciones Europeas, obteniendo una expresion
que puede ser calculada explicitamente y que termina dependiendo de la funcién generadora
de momentos del proceso telegrafico con saltos. Utilizando estas expresiones calculadas en el
espacio de Laplace, se emplea la transformada inversa de Laplace numéricamente obteniendo
asi los precios de las opciones.

Teorema 2.1.1. Si X; es un proceso telegrafico con saltos constantes, como el definido en
la ecuacion (1-15), entonces la transformada de Laplace con respecto a k = —1In(K) de la
funcién de precio de una opcién Call, Cy(T, k), es:

o0

R §+1

L(CAT,K)) = o, (€) = / e~ Cy(T, k) dkze—”%-wsﬂ,m (2:6)

—00

y la transformada de Laplace, con respecto a k = In(K), de la funcién de precio de una
opcion Put, P,(T, k), es:

Demostracion. La transformada de Laplace con respecto a k, de la funcion de precio de una
Call C;(T, K) para cada i € {1,2} es

o0 [e.o]

fo,(6) = / e R C(T, k)dk = / e ke TR, [(SOeXT —e_k)+]dk:

—0o0 —00
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como SpeXT —e7F >0, si

k> —Xr —In(Sp), la anterior expresién se puede reescribir asf:

[e.9]

fol@) = [ e (5065 - ek

= ¢ "R, / e max{Sye*" — e7*;0}dk (por Fubini)
= ¢ TR, / e F(Spe T — e7*)dk
_—XT—ln(SO)
= e TR, | Spe™7 / e kdk — / e FEFD g
i —X7—1In(So) —X7—In(So)
o —k(e+1) |
= ¢ TR, SoeXT—e ‘ — L&;
| =< — X —In(Sp) —(E+1 ~Xr=In(50)
r X71+In(S 1) (X7+In(S
:e_TTEZ. SOGXT (65( 7+In( 0))) B (e(ﬁ-i- ) (X7 +In( 0))):|
I 3 €+1)
R SEt et Xr B SEH et Xr
' 3 §+1
e+1
_ T So . [e(£+1)XT]
£E+1)
SOEJrl
—rT
— s LT

La transformada de Laplace con respecto a k, de la funcién de precio de una Put P;(T, k) es

o0

~

—0o0

o0

fr (&) = / e FP(T, k) dk = / e ke TE; [(e¥ — Soe™T) ] dk

—0o0
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como e* — SpeXT >0 si k> Xp +1n(Sp), la anterior expresién se puede reescribir asf:

~

fr () = e E;

— efrT]Ei

[ oo

/ e ** max{e" — Spe*7;0}dk|  (por Fubini)

— OO0
/ etk (eF — Spe*T)dk
| X7+In(So)
e MED R — SpeXT / e Sk dk

X7 +1n(S0) Xr+In(So)

—k(e-1) |*° —ek |

e(s(g 1)> ~ S i‘

X7+1In(Sp) XT+1n(So)

B —(€=1) (X7 +In(S, —&(X7+In(S

| <6 (§=1)(X7+In( 0))) _SOGXT (6 &(X7+In( 0)))]
i €-1) 3

| -SO—(§—1)€(§1)XT]

§€—1)

Sl VR [ef(E*I)XT}

e bi(=E—-1),T)

Con esto, la transformada de Laplace de la funcién del precio de la Call y de la Put queda

en términos del pardametro &,

del precio inicial del activo Sy y de la funcién generadora de

momentos del proceso telegrafico con saltos ¢;(§, T) para cada i € {1,2}.

Utilizando el método de transformada de Laplace es también posible calcular las sensibilidad

de las opciones Call y Put ya que las expresiones en el espacio de Laplace son facilmente

derivables.

Corolario 2.1.1. Las expresiones para las sensibilidades delta y gamma de las opciones Call
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y Put son:
3
A(Ci(T, k) = L (e”T% “i(E+ 1,T)> , donde k = —In(K). (2-8)
D(CUT ) = £ (7S5 - wi(¢ +1,T)), donde k = ~In(K), (2-9)
=£
A(P(T,K)) = —L; (eTTS% (1 — g,T)> . donde K = In(K). (2-10)
(P(T,K)) = £ (e—TTSO—l—f (1 — €, T)) . donde ¥’ = In(K). (2-11)

Demostracion. En el caso del Delta para el precio de una Call se tiene:

~0Ci(T k)
ACG(T, k) = 05,
_ 9 -1( ¢
950 (/35 (fcif)))
0 A
—_pr- 1=
£ (5 (700)
) gétl
— £_1 7 —rT 0 ; 1’ T
f (aso ( vt )>>
-1 —rT Sg
=L |e ?%(f +1,7)), donde.
donde k = —In(K) y L’gl representa la transformada inversa de Laplace en &.

Utilizando este mismo razonamiento se obtienen las demés expresiones, para cualquier tiempo
de maduraciéon T' y cualquier strike K. O]

Con los resultados de esta secciéon podemos encontrar otra forma de valoracion de opciones
Europeas a partir del cdlculo de la transformada de Laplace.

En la siguiente seccion se presenta los resultados de la valoracién de una call y su comparacion
con los resultados de la utilizacién de la funcién analitica presentada por Lopez (2014).
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2.2. Valoracién de una Call por transformada inversa de
Laplace numérica

A partir del teorema 2.1.1 se tiene una expresion para la transformada de Laplace de la
funcién de pago de una Call C;(T, k) que es

~

fci &) = e

SO§ +1

gern e 1

En la proposicién 1.4.1 se presentaron las expresiones para la funcién generadora de momen-
tos del proceso telegrafico con saltos constantes, una para cada estado inicial de la cadena
de Markov, con las cuales se obtienen las siguientes expresiones:

= s
1 _ )\ (€+1)~h1 'sinh (T D(§+1)) 2_13
(V(€+ ) K+ 1€ ) m ( )

fe,(§) = e_TTf((fo—)jll) e TETD=Y (COSh (T/Desny) —

VDt

Para el célculo de la transformada inversa de Laplace! de estas expresiones, en el trabajo

(V(E+1) — & — AgelHDh2) . sinh (T'y/D (f“))) (2-14)

de Petrella (2014) se explica la utilizacién de la extension del algoritmo de Euler para la
transformada inversa de Laplace en cualquier modelo financiero y en particular en el modelo
de Kou, que también es un modelo de saltos. En ese trabajo se explica la necesidad de
utilizar una constante de re-escalado que permita controlar las potencias en la expresion
de la transformada de Laplace y que la constante A en la férmula de aproximacion de la
inversion es obtenida a partir de experimentaciéon numérica.

En la siguiente tabla se comparan los precios a partir de la férmula analitica presentada en
Lopez (2014) y los precios obtenidos por la transformada inversa numérica, para una Call,
para varios strike’s y varios tiempos de maduracion.

Para los pardmetros Sy = 100, » = 0,05, p; = 0,07, pus = —0,08, hy = —0,012, hy = 0,009,
A1 = 1,66667 y Ay = 14,4444, los valores obtenidos son:

Ver Anexo 1.
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T=0.5 T=0.75 T=1 T=1.25 T=1.5

Precio Precio Precio Precio Precio Precio Precio Precio Precio Precio

Strike Medelo transformada Modelo |transformada| Modelo |transformada Modelo transformada Modelo transformada
Analitico de Laplace Analitico | de Laplace | Analitico | de Laplace | Analitico de Laplace Analitico de Laplace
95 7.3456 7.3423 8.4966 8.4946 9.6332 9.6338 10.7558 10.7570] 11.8644 11.8619
96 6.3704 6.3703 7.5336 7.5300 8.6822 8.6833 9.8165 9.8181 10.9367 10.9367
97 5.3960 5.3899 6.5711 6.5689 7.7314 7.7322 8.8774 8.8740| 10.0082 10.0085
98 4.4244 4.4246 5.6104 5.6093 6.7817 6.7841 7.9388 7.9370 9.0819 9.0842
99 3.4617 3.4600 4.6544 4.6506 5.8345 5.8344 7.0017 6.9822 8.1555 8.1540
100 2.5219 25232 3.7101 3.7095 4.8935 4.8941 6.0678 6.0703 7.2307 7.2315
101 1.6345 1.6369 2.7916 2.7924 3.9656 3.9657 5.1409 5.1389 6.3097 6.3015
102 0.8520 0.8525 1.9246 1.9235 3.0642 3.0646 4.2278 4.2291 5.3962 5.3946
103 0.2470 0.2460 1.1505 1.1498 22114 2.2125 3.3407 3.3407 4.4966 4.4966
104 0.0000 0.0000 0.5259 0.5265 1.4402 1.4396 2.4985 2.4981 3.6219 3.6211
105 0.0000 0.0000 0.1083 0.1012 0.7940 0.7950 1.7283 1.7297 2.7882 2.7885
Cuadro 2-1: Comparacién de los precios para la Call del estado inicial 1
T=0.5 T=0.75 T=1 T=1.25 T=1.5

Precio Precio Precio Precio Precio Precio Precio Precio Precio Precio

Strike Modelo transformada Modelo |transformada| Modelo |transformada| Modelo transformada Modelo | transformada
Analitico de Laplace Analitico | de Laplace | Analitico | de Laplace | Analitico de Laplace Analitico de Laplace

95 7.3456 7.3473 8.4966 8.4969 9.6333 9.6322 10.7558 10.7558| 11.8644 11.8652
96 6.3703 6.3700 7.5337 7.5344 8.6822 8.6795 9.8165 9.8139| 10.9367 10.9382
97 5.3965 5.3955 6.5715 6.5706 7.7317 7.7297 8.8775 8.8757| 10.0092 10.0085
98 4.4267 4.4241 56116 5.6110 6.7824 6.7828 7.9392 7.9403 9.0821 9.0813
99 3.4686 3.4688 4.6578 4.6584 5.8363 5.8346 7.0026 7.0001 8.1559 8.1576
100 2.5393 2.5378 3.7182 3.7193 4.8975 4.89390 £.0699 6.0684 7.2318 7.2325
101 1.6715 1.6717 2.8086 2.8101 3.9741 3.9715 5.1452 5.1448 6.3120 6.3140
102 0.9187 0.9183 1.9565 1.9566 3.0804 3.0789 4.2363 4.2370 5.4007 5.4028
103 0.3523 0.3525 1.2026 1.2025 2.2393 2.2414 3.3558 3.3574 4.5048 4.5038
104 0.0421 0.0418 0.5989 0.5985 1.4835 1.4829 2.5232 2.5219 3.6358 3.6368
105 0.0000 0.0000 0.1947 0.1951 0.8529 0.8524 1.7652 1.7663 2.8102 2.8113

Cuadro 2-2: Comparacién de los precios para la Call del estado inicial 2

Las diferencias encontradas entre los dos métodos en promedio estdn por debajo del 0.1 %,

pero se considera que estas diferencias pueden disminuirse si se encuentra otro método para

el calculo de la transformada inversa de Laplace que presente menor inestabilidad en su

calculo.




3 El modelo telegrafico con saltos doble
exponenciales

En esta seccién se supondra que el activo riesgoso se modela por un proceso telegréafico
con saltos, donde los saltos seran variables aleatorias con distribucién doble exponencial
asimétrica. En este caso el activo riesgoso es modelado por la siguiente ecuacion diferencial
estocastica, bajo una medida neutral al riesgo Q

dS; = S, (ug(s)dw /R (e¥ — 1)7(dy,dt)) : (3-1)

donde y(dy, dt) es la medida aleatoria correspondiente al proceso de Poisson compuesto, para
mds informacién sobre medida aleatoria ver Jeanblanc et al. (2009).

La ecuacion (3-1), puede también ser escrita c6mo:

Nt
dSt = St— <,ug(t)dt + d(z eYn — 1)) y (3—2)

n=1

y la solucién de la ecuacién diferencial estocdstica en (3-1) esta dada por

Sy = Spexp </ uasdt+/ /yv dy,dt) (3-3)

o de forma equivalente por

t Ny
St S() exp (/ ,ug(s)dt + Z ngmn) (3—4)
0 n=1

donde {Y;, ,}n>1 es una sucesién de variables aleatorias independientes, que se distribuyen
doble exponencial asimétrica con distribuciones alternantes f; y f», independientes entre si
e independientes de la cadena de Markov ¢. La alternancia de los saltos queda determinada
por el estado inicial de la cadena, por lo cual la densidad de cada variable sera:

; {ﬁ sie(0)=1, n=2k+16¢e(0)=2, n=2k
Y:
1,

(3-5)
fo sie(0) =2, n=2k+16¢(0) n =2k

para cualesquiera funciones de densidad f; v fo que se utilicen.
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3.1. La distribuciéon doble exponencial

Sea YY" y Y~ dos v.a. exponenciales de pardmetros 7 y 6, respectivamente. Una variable Y
se distribuye doble exponencial asimétrica, es decir Y ~ DFE(p,n,0), entonces

Y+ con probabilidad p,
y 2 pIORR (3-6)
—Y~ con probabilidad g =1 — p.
o equivalentemente,
D _
Y=p-Y -1y tq =Y 1y (3-7)
y su funcién de densidad se expresa como:
fy) =p-ne”™Lysop +q- 0™ 1y (3-8)

donde 0 <p<1,p+q=1yn0>0.

En el proceso de Poisson compuesto de la ecuacién (3-4) las dos funciones de densidad de
los saltos son:

Fily) = pr-me ™ Lgy0p + a1 - 016"V, (3-9)
f2(y) =p2- 7]26_n2y1{y20} + qs - 62602y1{y<0}, (3—10)

donde n; > 1, 6; > 0 parat=1,2y p; > 0, ¢; > 0 tales que p; + ¢; =1 para i =1,2.

La media de la doble exponencial para cada i € {1,2} es:

bi G
EY]=———. 3-11
v =24 1)
y la expresién para la funcién generadora de momentos de la doble exponencial asimétrica,
la funcién ¢;, para cada estado inicial es

P ¢16:
_ 12
“1(2) nl—z+91+z’ (3-12)

P22 202
= + : 3-13
02(2) Mm—z 0Oy+2z (3-13)

Una de las caracteristicas mas importantes de la doble exponencial es el hecho que permite
aproximar distribuciones més complejas como la distribucion Gamma, la Pareto o la Weibull,
para més informacién sobre este tema ver Cai & Kou (2011) y Wu & Liang (2018).
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Figura 3-1: Simulacién de una trayectoria del modelo telegrafico con saltos doble exponen-

ciales, g = 1

Donde los pardmetros de simulacién son: p; = 0,05, o = —0,03, Ay =8, Ao =7, 1 = 100,

91 = 50, P1 = 0,26, 2 = 40, 02 =70 Y P2 = 0,62

En el trabajo de Lépez & Serrano (2015) se encuentra una expresién de la funcién generadora

de momentos de un proceso telegrafico con saltos aleatorios que se utilizard para la valoracién

de las opciones por transformada de Laplace.

Proposicion 3.1.1. Sea X; un proceso telegrafico con saltos aleatorios como el definido en

(3-4) y sea f;, parai € {1,2}, las funciones de densidad de los saltos, entonces la funcién

generadora de momentos V;(z,t) := E[e*Xt] para i € {1,2} tiene la forma

Uy(z,t) = ot (1z=X) (COSh(t\/D_z) + (VZ — K+ )xlgol(z)) . %) :

Wy(z,t) = el (cosh(t\/D_z) — (vz— k= Xopi(2)) - %) ,

donde
H1 + 2 = Mo At A A=A
V= A= K =

7 2 2 2
@i(z) = / eVfi(y)dy—1,  D.=(vz—K)*+ M1 (2)pa(2).
R

(3-14)

(3-15)
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Como se supuso saltos doble exponenciales asimétricos, la funcién ¢;, de los saltos para cada
estado inicial es

P1m q16h

= -1 3-16

R ! (3-16)
P72 q20-

= -1 3-17

#2(2) 772—Z+92+Z (3-17)

Al igual que en el caso de saltos constantes, esta funcion generadora permitira la valoracién
de las opciones europeas, como se puede ver en la siguiente seccién.



4 Valoracion de las opciones europeas
via transformada de Laplace

Cémo se puede ver en la seccion 2.1 el precio de una opcion europea Call o Put puede ser
calculada a partir de la transformada de Laplace de la funcion del precio. La expresion de
la transformada queda en términos de la funcién generadora de momentos del proceso es-
tocastico que modela el logaritmo de los precios log(.S;) y se encuentran los precios utilizando
la transformada inversa de Laplace.

Recordemos que el precio de la Call y Put europea de strike K, tiempo de maduracién Ty
valor inicial del activo Sy es,

Ci(T,k) = e ""E; [(S(T) — K)'] = e ""E; [(Soe™ — e )], (4-1)
P(T k) = e, [(K — S(T))"] = e "TE, [(ek’ - soeXT)ﬂ (4-2)

donde k = —In(K), ¥ =In(K) e i € {1,2}.

Teorema 4.0.1. Si X; es un proceso telegrafico con saltos variables que se distribuyen doble
exponencial asimétrico, como el definido en la ecuacién (3-4), entonces la transformada de

Laplace con respecto a k = —In(K) de la funcién del precio de una Call europea es:
f‘ (5) — e—rT S(O)£+1 . eT(,u(ﬁ—&-l)—)\) cosh (T D ) +
o e+ ey

m—E&—1" 6, +6+1 Die 41y

<u(§ +1) — K+ N\ ( pn_ @ 1)) sinh (T\/M)> (4-3)

£ _ e—rT S(O)£+l

(y(g F1) — k= A ( P b 1)) , sinh (T‘/M)> (4-4)

T E+1)=2) (cosh (T D(£+1)) —

Mm—E—1" O,+6+1 Die 41y
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y la transformada de Laplace con respecto a k' = In(K) de la funcién del precio de una Put
europea es:

fpl (&) = GTT% T R(1=€)=X) (cosh (T D(1—g)) 4

(y(l —&) K+ ( 4 1)) ,sinh (T D(lg))> (4-5)

m+E&—1 91—5‘1‘1_

. B e—rTS(O)_(E_I)
fP2(€) - g(g_l)

D2n2 Q20 sinh (T D(l—S))
(V(l—f)—/f—/\g(n2+€_1+92_€+1—1))- ) (4-6)

eT(H(1=6)=2) (cosh (Tv/Du-g) -

Demostracion. Utilizar el teorema 2.1.1, pero con la precaucion que se debe emplear es
la generadora de momentos del proceso telegrafico con saltos aleatorios distribuidos doble
exponencial asimétrico, la expresion de la transformada de Laplace de las funciones del
precio en (4-1) y (4-2), para ambos estados iniciales de la cadena de Markov son obtenidas
similarmente. [

4.1. Valoracién por transformada inversa de Laplace

Para el cédlculo de la transformada inversa de Laplace de estas expresiones se utilizé la
extension del algoritmo de Euler para la transformada inversa de Laplace al igual que como
se hizo en la seccion de saltos constantes.

Al no existir una férmula analitica para el calculo de las opciones europeas, en la siguiente
tabla se comparan los precios a partir de simulaciones de Monte Carlo de trayectorias del
proceso y los precios obtenidos por la transformada inversa numérica, para una Call, para
varios strike’s y varios tiempos de maduracion.

Para los parametros Sy = 100, » = 0,05, p1 = 0,07, pus = —0,08, \; = 8, Ay = 11, n; = 100,
61 = 50, p1 = 0,26, ny = 40, 6, = 70, p; = 0,62, los valores obtenidos son:
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T=05 T=0.75 T=1 T=1.25 T=15
. » Precio . » Precio . » Precio . » Precio . » Precio
Strike Simulacion transformada Simulacion transformada Simulacion transformada Simulacion transformada Simulacion transformada
Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo
de Laplace de Laplace de Laplace de Laplace de Laplace
95 4.8287 4.8286 4.7460 4.7424 46703 4.6909 4.9000 4.90186 4.9603 4.9561
96 4.0971 4.0972 3.9690 3.9722 3.8405 3.8510 4.2056 4.2043 4.2987 4.2954
97 3.4238 3.3798 3.2617 3.2683 3.0889 3.0862 3.5610 3.5608 3.6838 3.6839
98 2.8093 2.8093 2.6142 2.6159 2.3761 2.3768 2.9765 2.9764 3.1227 3.1228
99 2.2872 2.2571 2.0461 2.0458 1.7777 1.7777 2.4524 2.4524 2.6068 2.6068
100 1.7973 1.8002 1.5674 1.5673 1.2784 1.2786 1.9917 1.9917 2.1628 2.1827
101 1.3997 1.4002 1.1698 1.1698 0.8838 0.8837 1.5980 1.5980 1.7703 1.7703
102 1.0716 1.0710 0.8514 0.8515 0.5930 0.5927 1.2634 1.2634 1.4302 1.4302
103 0.8070 0.8070 0.6079 0.6109 0.3819 0.3821 0.9840 0.9840 1.1453 1.1453
104 0.5990 0.6007 0.4248 0.4245 0.2482 0.2482 0.7579 0.7578 0.9057 0.9057
105 0.4361 0.4360 0.2940 0.2895 0.1598 0.1597 0.5759 0.5753 0.7065 0.7065

Cuadro 4-1: Comparaciéon de los precios para la Call europea de estado inicial 1

T=0.5 T=0.75 T=1 T=1.25 T=1.5
. . Precio . . Precio . . Precio . . Precio . . Precio
Strike Simulacion transformada Simulacion transformada Simulacion transformada Simulacion transformada Simulacion transformada
Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo Monte Carlo
de Laplace de Laplace de Laplace de Laplace de Laplace
95 4.9273 4.9285 4.9924 4.9933 5.0606 5.0668 5.1279 5.1558 5.1879 5.2203
96 4.0823 4.0813 4.2031 4.2015 4.3157 4.3540 4.4191 4.4197 4.5115 4.5115
97 3.2871 3.2872 3.4759 3.4754 3.6285 3.6285 3.7587 3.7592 3.8837 3.8840
98 2.5857 2.5857 2.8158 2.8158 2.9988 3.0030 3.1730 3.1723 3.3037 3.3015
99 1.9699 1.9699 2.2342 2.2342 2.4516 2.4524 2.6283 2.6286 2.7819 2.7815
100 1.4543 1.4541 1.7376 1.7376 1.9667 1.9665 2.1574 2.1574 2.3220 2.3220
101 1.0481 1.0481 1.3224 1.3224 1.5534 1.5536 1.7451 1.7451 1.9085 1.9086
102 0.7335 0.7335 0.9877 0.9877 1.2048 1.2048 1.3916 1.1488 1.5586 1.5586
103 0.5047 0.5047 0.7234 0.7234 0.9205 0.9205 1.0971 1.0971 1.2563 1.2563
104 0.3408 0.3407 0.5194 0.5197 0.6919 0.6919 0.8555 0.8555 1.0035 0.9989
105 0.2281 0.2281 0.3719 0.3721 0.5179 0.5180 0.6608 0.6601 0.7922 0.7922

Cuadro 4-2: Comparacién de los precios para la Call europea de estado inicial 2

Las diferencias encontradas entre los dos métodos en promedio estan por debajo del 0.3 %,
sin embargo, para encontrar la estabilidad deseada en el método Monte Carlo fue necesario

realizar 2.000.000 de simulaciones, lo cual aumento significativamente el tiempo de compu-

tacidn.




5 Conclusiones

Se encontré una nueva expresion para la funcién generadora de momentos de un proceso
telegrafico con saltos constantes que no habia sido hallada explicitamente en ningin trabajo
anterior, esto permitio encontrar el termino dominante de la funciéon generadora de momentos
y con esto poder encontrar la constante de reescalado necesaria para la estabilidad del método
numeérico que aplica la transformada inversa de Laplace.

Se encontré la transformada de Laplace de las opciones Europeas en el modelo telegrafico,
con saltos constantes y aleatorios, gracias al conocimiento de una forma analitica de la
funcion generadora de momentos del proceso telegrafico con saltos. Esto hace que el modelo
telegrafico con saltos sea un candidato ideal en la utilizacién del método de transformada de
Laplace para valoracién de opciones financieras.

Los datos obtenidos numéricamente distan muy poco de los datos obtenidos por métodos
analiticos y ese mismo comportamiento se vio con los datos simulados por Monte Carlo y
los obtenidos por transformada inversa de Laplace en el modelo telegrafico con saltos doble
exponenciales asimétricos. Ademas, la transformada inversa de Laplace tiene un significativo
menor tiempo de ejecucion que los otros dos métodos utilizados, la formula analitica y el
método Monte Carlo.

Los resultados encontrados en esta tesis son el punto de partida para poder encontrar los
tiempos de parada del proceso telegrafico con saltos aleatorios distribuidos doble exponen-
ciales, insumo fundamental para poder valorar opciones exdticas, tales como, las opciones
con barrera y lookback, utilizando la teoria de transformada de Laplace.



Anexo A. Transformada de Laplace

A continuacion se presentan las principales caracteristicas de la transformada de Laplace y
de la transformada inversa que seran de utilidad al calculo de la valoracién de opciones.

Definicién 5.0.1 (Transformada de Laplace). Sea f una funcién definida sobre t donde
t € R y para todo t < 0 se tiene que f(t) = 0. La transformada de Laplace de la funcion f
en un punto s € C se define como:

F(s)=£(f(t) = /000 e " f(t) dt = lim me_Stf(t) dt (5-1)

m— 00 0

cuando el limite existe.

La existencia de la transformada de una funcién, en general, no esta garantizada para todos
los valores de C. Por definicién la integral converge si la funcién f no crece muy rapidamente y
una apropiada tasa de crecimiento para f puede ser definida, como se muestra a continuacion.

Definicién 5.0.2 (Orden Exponencial). Una funcién f tiene orden exponencial ov > 0 si
existen constantes M > 0 y « tal que, para algiin tyo > 0

[f()] < Me, Vit >t (5-2)

En la practica a una gran cantidad de funciones se les puede definir su transformada de
Laplace.

Teorema 5.0.1 (Existencia de la transformada de Laplace). Si f es continua a trozos en el
intervalo [0,00) y de orden exponencial «, entonces la transformada de Laplace 2( f ) existe
para Re(s) > a y converge absolutamente.

Para consultar otras propiedades de la transformada de Laplace, véase Schiff (1999).
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Transformada inversa de Laplace

En esta seccion se analizara el problema de invertir la transformada usando métodos analiti-
€OS 0 NUMEricos.

Definicién 5.0.3 (Transformada de Laplace inversa). Si la transformada de Laplace de f(t)
es F(s), es decir, £(f(t)) = F(s), entonces f(t) es llamada transformada inversa de Laplace
de F(s).

En lo subsiguiente se utilizara la siguiente notacion para la transformada inversa:
f(t) = £7(F(s)) (5-3)

Teorema 5.0.2 (Férmula de Fourier-Mellin de inversién compleja). Si F/(s) = £(f(t)) con
s € C entonces, parat > 0

a-+i00 a+iy
1 1
f(t) = % /€tsF(S) ds = yliglo % /etsF(s) ds (5_4>
a—100 a—iy

La expresién en (5-4) también es conocida como férmula de inversion compleja y la integral
se desarrolla sobre la linea vertical cuando x > «. Por esto, un posible camino para resolver
esta integral es empleando la integral de contorno que esta definida como:
1 ts
— @ e’ F(s) ds 9-5
37 e F) (55)
donde C' es el contorno de Bromwich, véase Schiff (1999).

Existen diversos métodos numéricos para estimar la transformada inversa de Laplace, defi-
nida a partir de la formula de Fourier-Mellin. En este trabajo se utilizara la extensién del
algoritmo de Euler, explicado por Petrella (2014).

Proposicién 5.0.1 (Extension del algoritmo de Euler). Para una funcién f definida en los
reales, si F'(s) = £(f(t)) es su transformada de Laplace, entonces la funcién f puede ser
aproximada a partir de la siguiente expresion:

eA/? A e? & , A —2j5mi
t)=—Re | F | = —_— —1)YRe | F | ———— — 5-6
1= (F(5))+ % > (F(P5) e 69
dondet € R—{0}, A es una constante positiva escogida a partir la experimentacion numeérica
y eq es la discretizacion del error definida como e, = e + e; donde:
e’} —1
et = Z e (25 +1)t) ey = Z e I f((25 + 1)t)

j=1 j=—00
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