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modelo telegráfico con saltos doble
exponenciales v́ıa transformada de

Laplace

Deisy Yanira Camargo Galvis

Tesis o trabajo de grado presentada(o) como requisito parcial para optar al t́ıtulo de:

Magister en Actuaŕıa y Finanzas
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Ĺınea de Investigación:

Finanzas

Universidad Nacional de Colombia

Facultad de Ciencias, Departamento de Matemáticas
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Resumen
En este trabajo se estudia la aplicación de la transformada de Laplace para la valoración de

opciones Europeas call y put en el modelo telegráfico con saltos constantes y aleatorios, en

donde, los saltos en el precio del activo subyacente se suponen distribuidos doble exponencial

asimétricos. Se encuentra de forma anaĺıtica la transformada de Laplace del precio de las

opciones Europeas y se implementa el método de Euler para hallar la transformada inversa.

Se comparan los resultados de esta implementación con la solución anaĺıtica en el caso

de saltos constantes y con la simulación de Monte Carlo en el caso de saltos aleatorios,

comprobando la efectividad del método propuesto.

Palabras clave: Proceso telegráfico con saltos, distribución doble exponencial asimétri-

ca, transformada de Laplace, valoración de opciones Europeas.

Abstract

This thesis studies the application of the Laplace transform for the valuation of European

call and put options in the telegraphic model with constant and random jumps, where the

jumps in the price of the underlying asset are assumed to be asymmetric double exponential

distribution. The Laplace transform of the price of European options is analytically found

and the Euler method is implemented to find the Laplace inverse transform. The results of

this implementation are compared with the analytical solution in the case of constant jumps

and with the Monte Carlo simulation in the case of random jumps, checking the effectiveness

of the proposed method.

Keywords: Telegraphic process with jumps, double asymmetric exponential distribu-

tion, Laplace transform, European options valuation
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Introducción

A pesar del éxito del modelo de Black-Scholes-Merton y el hecho que logra modelar el precio

de los instrumentos derivados de los activos riesgosos de forma única1 y anaĺıtica, este mo-

delo presenta problemas a la hora de reflejar propiedades de los datos reales como son: las

caracteŕısticas leptocúrticas y asimétricas de los retornos de un activo, la sonrisa de la vola-

tilidad y el efecto de clustering de la misma. Adicionalmente, se hace cada vez más evidente

que en el mundo real existen saltos causados por factores de carácter económico, poĺıtico,

social y ambiental. Es un hecho estilizado conocido que los datos reales de mercado no si-

guen un movimiento Browniano geométrico por lo que muchos académicos han tratado de

modelar estas caracteŕısticas con modelos más robustos pero que mantengan las propiedades

necesarias de un modelo financiero, como el no arbitraje.

Los modelos Markov modulados de cambio de régimen (Markov-modulated regime-switching

models) han atráıdo la atención en modelación financiera pues, permiten la utilización de

tiempos no homogéneos en la dinámica del activo y adicionalmente capturan caracteŕısticas

como la asimetŕıa y colas pesadas de los retornos, variación de la volatilidad condicionada

al tiempo y clustering de la volatilidad, al igual que cambios estructurales de la condiciones

económicas del mercado, véase López & Serrano (2015).

De los modelos Markov modulados con cambio de régimen el escogido para este trabajo es

el modelo telegráfico de dos estados con saltos, tanto constantes cómo variables, presentado

por primera vez en Ratanov (2007) y que posteriormente los trabajos de Kolesnik & Ratanov

(2013), López & Ratanov (2012a), López & Ratanov (2012b) y López & Serrano (2015) han

estudiado las caracteŕısticas de éste.

El propósito de esta tesis es el estudio de la aplicación de la transformada de Laplace para

la valoración de opciones vainilla en el modelo telegráfico con saltos, tanto constantes como

variables.

La transformada de Laplace es un método matemático usado para resolver problemas en

ecuaciones diferenciales, pero en este caso se utilizará para simplificar el cálculo de la in-

tegral asociada al valor esperado en la valoración de opciones, de forma que obteniendo la

transformada inversa de estas expresiones se llegue al precio del correspondiente derivado

1El modelo de Black-Scholes-Merton representa un mercado financiero sin arbitraje y completo.
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valorado. Infortunadamente, no es fácil encontrar una solución anaĺıtica para la transforma-

da inversa de Laplace en el caso del modelo telegráfico con saltos, por lo cual, es necesaria

la utilización de métodos numéricos para su solución.

Éste trabajo es la primera vez que se estudia la utilización de estas técnicas en la valoración

de opciones bajo este modelo y lo logrado aqúı permite abrir el camino hacia la la valoración

de opciones más complejas o exóticas, como las opciones con barreras o las opciones lookback.

Este trabajo se divide en cinco secciones, en la primera se abarca el estudio del modelo

telegráfico con saltos constantes y se calcula la función generadora de momentos, donde

encontramos que tiene dos expresiones algebraicamente equivalentes. En la segunda sección

se hace el cálculo de la transformada de Laplace de la función de precio de una Call y Put

europea y la valoración por métodos numéricos de su transformada inversa para encontrar el

precio. En la tercera sección se hace el análisis del modelo telegráfico con saltos variables y se

hace la suposición de que tales saltos se distribuyen doble exponencial asimétrica, se calcula

la función de densidad de los saltos y se calcula la generadora de momentos de este proceso.

En la cuarta sección se utiliza el teorema demostrado en la sección 2, pero se aplica en el

modelo con saltos aleatorios doble exponenciales asimétricos, se hace la valoración numérica

de la transformada inversa comparada con los resultados de los precios simulados por el

método de Monte Carlo. Por último, se presentan las conclusiones.



1 El modelo telegráfico con saltos

constantes

Sea {εt}t≥0 una cadena de Markov en tiempo continuo con espacio de estados

E = {1, 2} definido sobre un espacio de probabilidad filtrado (Ω,F ,Ft,P) y con genera-

dor infinitesimal dado por

Q =

(
−λ1 λ1
λ2 −λ2

)
, con λ1, λ2 > 0.

La cadena define un conjunto de variables aleatorias (v.a.) {τ1, τ2, . . .} que representan los

tiempos de cambio de la cadena de Markov, de forma que εn representa el estado de la cadena

antes del n-ésimo tiempo de cambio τn, que se define como: εn := ετ−n .

A partir de la cadena de Markov es posible definir un proceso telegráfico, que para este

trabajo se supondrá asimétrico y continuo, T = {Tt}t>0, aśı:

Tt =

t∫
0

µεsds, (1-1)

donde µ1 y µ2 son dos números reales tales que µ1 6= µ2 y sin perdida de generalidad se

supondrá que µ1 > µ2.

Figura 1-1: Trayectoria de T si µ1 > 0 > µ2 y ε(0) = 1.
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1.1. Distribución del proceso telegráfico

El proceso telegráfico depende del estado inicial de la cadena y esta dependencia se simpli-

ficará en la expresión de la probabilidad aśı:

Pi(·) := P(· | ε(0) = i), i ∈ {1, 2}. (1-2)

Con lo cual, la función de densidad del proceso telegráfico T , que se denotará pi(x, t) se

define como:

pi(x, t) :=
Pi(Tt ∈ dx)

dx
, i = 1, 2. (1-3)

Al fijar el estado inicial de la cadena ε(0) = i con i ∈ {1, 2} en Kolesnik & Ratanov (2013)

se explica la igualdad en distribución del proceso, al separarlo antes y después del primer

cambio de la cadena de Markov, es decir,

Tt
D
= µi t1{t<τ1} +

(
µiτ1 + T̃t−τ1

)
1{t>τ1} (1-4)

donde τ1 es el tiempo del primer cambio de la cadena y T̃t es un proceso con los mismos

parámetros, pero que comienza en el otro estado de la cadena, es decir comienza en 3 − i
con i ∈ {1, 2}.

La igualdad en distribución también se puede obtener, si adicionalmente, se condiciona el

proceso fijando el número de cambios de la cadena de Markov, con lo cual

Tt1{Nt=0} = µi t1{t<τ1} (1-5)

Tt1{Nt=n} =
(
µiτ1 + T̃t−τ1

)
1{Ñt=n−1} (1-6)

para cualquier t > 0, donde Ñt es un proceso de Poisson independiente de Nt y en el que sus

intensidades dependen con los estados de T̃t. Con lo cual, la función de densidad del proceso

telegráfico se puede expresar como:

pi(x, t) =
∞∑
n=0

pi(x, t;n), i = {1, 2} (1-7)

donde pi(x, t;n) se define como

pi(x, t;n) :=
Pi(Tt ∈ dx,Nt = n)

dx
. (1-8)

A partir de lo anterior, la función de densidad del telegráfico demostrado en Lopez & Ratanov

(2014) es:
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Proposición 1.1.1. La función de densidad pi(x, t;n) del proceso telegráfico Tt para

i ∈ {1, 2} y n ≥ 1 es

pi(x, t; 0) = e−λi t · δ(x− µit) (1-9)

p1(x, t;n) =


λk+1
1 λk2

ξ(x, t)k

k!

(t− ξ(x, t))k

k!
θ(x, t), n = 2k + 1, k ≥ 0

λk1λ
k
2

ξ(x, t)k

k!

(t− ξ(x, t))k−1

(k − 1)!
θ(x, t), n = 2k, k ≥ 0

(1-10)

p2(x, t;n) =


λk1λ

k+1
2

ξ(x, t)k

k!

(t− ξ(x, t))k

k!
θ(x, t), n = 2k + 1, k ≥ 0

λk1λ
k
2

ξ(x, t)k−1

(k − 1)!

(t− ξ(x, t))k

k!
θ(x, t), n = 2k, k ≥ 0

(1-11)

donde

ξ(x, t) =
x− µ2t

µ1 − µ2

y t− ξ(x, t) =
µ1t− x
µ1 − µ2

(1-12)

y

θ(x, t) =
1

µ1 − µ2

e−λ1ξ(x,t)−λ2(t−ξ(x,t))1{0<ξ(x,t)<t}. (1-13)

Con el fin de hacer modelación financiera se necesita generalizar el proceso telegráfico adi-

cionándole un componente de saltos, ver Kolesnik & Ratanov (2013). En este trabajo se

supondrán dos tipos de saltos, los saltos constantes y los saltos aleatorios distribuidos doble

exponencial asimétrica.

1.2. Proceso telegráfico con saltos constantes

Se consideran dos constantes h1, h2 ∈ R con h1 6= h2 que representan las longitudes de los

saltos en los tiempos en que se presentan los cambios de la cadena de Markov. Con h1 y h2
se define un proceso de saltos puros J = {Jt}t>0 definido sobre el mismo espacio filtrado

(Ω,F ,Ft,P) aśı:

Jt =
Nt∑
n=1

hεn , J0 = 0 (1-14)

donde Nt es un proceso de Poisson no homogéneo con intensidad estocástica {λεt}t≥0 depen-

diente de la cadena de Markov anteriormente definida.

El proceso telegráfico con saltos constantes se define como:

Xt = Tt + Jt =

t∫
0

µεsds+
Nt∑
n=1

hεn (1-15)
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con estados alternantes (µ1, λ1, h1) y (µ2, λ2, h2).

Figura 1-2: Trayectoria de Xt si µ1 > 0 > µ2, h1 < 0 < h2 y ε(0) = 1.

Al fijar el estado inicial de la cadena ε(0) = i, con i ∈ {1, 2}, se mantiene la igualdad en

distribución en (1-4) al separar el proceso antes y después del primer cambio de la cadena

de Markov y por ende del primer salto,

Xt
D
= µit1{t<τ1} +

(
µiτ1 + hi + X̃t−τ1

)
1{t>τ1} (1-16)

donde X̃t es un proceso con los mismos parámetros, pero comienza en 3− i con i ∈ {1, 2}.

Fijando el número de saltos se obtiene igualmente que

Xt1{Nt=0} = µit1{t<τ1} (1-17)

Xt1{Nt=n} =
(
µiτ1 + hi + X̃t−τ1

)
1{Ñt=n−1} (1-18)

donde Ñt es un proceso de Poisson independiente de Nt y sus intensidades dependen de los

estados de X̃t.

1.3. Distribución del proceso telegráfico con saltos

constantes.

A partir de la proposición 1.1.1 sobre la función de densidad del telegráfico, pueden ser

encontradas las expresiones correspondientes a la función de densidad del proceso telegráfico



1.4 Función generadora de momentos del proceso telegráfico con saltos constantes 7

con saltos constantes, que se notará cómo qi(x, t). Para esto se debe utilizar el siguiente

resultado presentado en López & Ratanov (2012a).

Proposición 1.3.1. Sea qi(x, t;n) la función de densidad del proceso telegráfico con saltos

constantes, suponiendo n cambios de la cadena de Markov entre 0 y t, entonces

qi(x, t;n) = pi(x− ji,n, t;n) (1-19)

donde ji,n representa la suma de los primeros n saltos, es decir, ji,n :=
∑n

k=1 hik , suponiendo

que el primer estado de la cadena es ε(0) = i y que ik = i si k es impar y ik = 3− i si k es

par.

Con esto, la expresión para la función de densidad del proceso telegráfico con saltos cons-
tantes es:

qi(x, t; 0) = pi(x, t; 0) = e−λi t · δ(x− µit) (1-20)

q1(x, t;n) = p1(x− j1,n, t;n)

=


λk+1
1 λk2

ξ(x− j1,n, t)k

k!

(t− ξ(x− j1,n, t))k

k!
θ(x− j1,n, t), n = 2k + 1, k ≥ 0

λk1λ
k
2

ξ(x− j1,n, t)k

k!

(t− ξ(x− j1,n, t))k−1

(k − 1)!
θ(x− j1,n, t), n = 2k, k ≥ 0

(1-21)

q2(x, t;n) = p2(x− j2,n, t;n)

=


λk1λ

k+1
2

ξ(x− j2,n, t)k

k!

(t− ξ(x− j2,n, t))k

k!
θ(x− j2,n, t), n = 2k + 1, k ≥ 0

λk1λ
k
2

ξ(x− j2,n, t)k−1

(k − 1)!

(t− ξ(x− j2,n, t))k

k!
θ(x− j2,n, t), n = 2k, k ≥ 0

(1-22)

donde

ξ(x− ji,n, t) =
x− ji,n − µ2t

µ1 − µ2

y t− ξ(x− ji,n, t) =
µ1t− x+ ji,n
µ1 − µ2

y

θ(x− ji,n, t) =
1

µ1 − µ2

e−λ1ξ(x−ji,n,t)−λ2(t−ξ(x−ji,n,t))1{0<ξ(x−ji,n,t)<t}.

1.4. Función generadora de momentos del proceso

telegráfico con saltos constantes

La función generadora de momentos puede ser calculada utilizando la misma propiedad

utilizada en la ecuación (1-7) para definir la función de densidad del proceso telegráfico, es
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decir,

qi(x, t) =
∞∑
n=0

qi(x, t;n) =
∞∑
n=0

pi(x− ji,n, t;n) (1-23)

Al igual que en la ecuación (1-2), existe una expresión para simplificar la dependencia del

valor esperado del proceso y el primer estado de la cadena de Markov

Ei(·) := E(· | ε(0) = i)

por tanto, si ψi(z, t) representa la función generadora de momentos del proceso telegráfico

con saltos constantes, entonces esta función puede ser calculada cómo:

ψi(z, t) =
∞∑
n=0

ψi(z, t;n) =
∞∑
n=0

Ei(ezXt1{Nt=n}) (1-24)

donde

ψi(z, t;n) = Ei(ezXt · 1{Nt=n})

=

∫ ∞
−∞

ezxqi(x, t;n) dx (1-25)

=

∫ ∞
−∞

ezxpi(x− ji,n, t;n) dx

Teorema 1.4.1. La función generadora del proceso telegráfico con saltos constantes, para

cada estado i ∈ {1, 2} es:

ψi(z, t) = e−λit+µitz +
∞∑
k=0

ψi(z, t; 2k + 1) +
∞∑
k=1

ψi(z, t; 2k) (1-26)

donde

ψ1(z, t; 2k + 1) =
λk+1
1 λk2

(2k + 1)!
ezj1,2k+1+zµ2t−λ2t t2k+1

1F1(k + 1; 2k + 2; 2(zν − κ)t), (1-27)

ψ1(z, t; 2k) =
λk1λ

k
2

(2k)!
ezj1,2k+zµ2t−λ2t t2k 1F1(k + 1; 2k + 1; 2(zν − κ)t), (1-28)

ψ2(z, t; 2k + 1) =
λk1λ

k+1
2

(2k + 1)!
ezj2,2k+1+zµ2t−λ2t t2k+1

1F1(k + 1; 2k + 2; 2(zν − κ)t), (1-29)

ψ2(z, t; 2k) =
λk1λ

k
2

(2k)!
ezj2,2k+zµ2t−λ2t t2k 1F1(k; 2k + 1; 2(zν − κ)t). (1-30)

Aqúı 1F1(a; b; z) representa la función hipergeométrica confluente o función de Kummer de

primera clase definida como:

1F1(a; b; z) =
∞∑
k=0

(a)k
(b)k

zk

k!

donde (a)k es el śımbolo de Pochhamer, véase Gradshteyn & Ryzhik (2007).
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Demostración. La expresión de la función generadora de momentos, cuando aún no se ha

presentado el primer cambio en la cadena es:

ψi(z, t; 0) =

∫ ∞
−∞

ezxe−λitδ(x− µit) dx = e−λit+µitz. (1-31)

En el caso en que el primer estado de la cadena es ε(0) = 1 y n es impar se tiene que,

ψ1(z, t; 2k + 1) =

∫ ∞
−∞

ezxλk+1
1 λk2

ξ(x− j1,n, t)k

k!

(t− ξ(x− j1,n, t))k

k!
θ(x− j1,n, t) dx

al reducir la notación haciendo los siguientes reemplazos:

ξ1 = ξ(x− j1,n, t) =
x− j1,n − µ2t

2ν
, ν = µ1 − µ2

(t− ξ1) = t− ξ(x− j1,n, t) =
µ1t− x+ j1,n

2ν

θ(x− j1,n, t) =
1

2ν
e−λ1ξ1−λ2(t−ξ1)1{0<ξ1<t}

y cambiando la variable x por ξ1 por medio del siguiente reemplazo x = 2ξ1ν + ji,n + µ2t se

obtiene:

ψ1(z, t; 2k + 1) =

∫ ∞
−∞

ezxλk+1
1 λk2

ξ(x− j1,n, t)k

k!

(t− ξ(x− j1,n, t))k

k!
θ(x− j1,n, t) dx

=
λk+1
1 λk2
(k!)2

∫ ∞
−∞

ezxξk1 (t− ξ1)k
1

2ν
e−λ1ξ1−λ2(t−ξ1)1{0<ξ1<t}2ν dξ1

=
λk+1
1 λk2
(k!)2

∫ t

0

ezx−λ1ξ1−λ2(t−ξ1)ξk1 (t− ξ1)k dξ1

=
λk+1
1 λk2
(k!)2

∫ t

0

ez(2ξ1ν+j1,n+µ2t)−λ1ξ1−λ2(t−ξ1)ξk1 (t− ξ1)k dξ1

=
λk+1
1 λk2
(k!)2

ezj1,n+zµ2t−λ2t
∫ t

0

e2zνξ1−λ1ξ1+λ2ξ1ξk1 (t− ξ1)k dξ1

=
λk+1
1 λk2
(k!)2

ezj1,n+zµ2t−λ2t
∫ t

0

e2zνξ1−2ξ1κξk1 (t− ξ1)k dξ1; 2κ = λ1 − λ2

=
λk+1
1 λk2
(k!)2

ezj1,n+zµ2t−λ2t
∫ t

0

e2(zν−κ)ξ1ξk1 (t− ξ1)k dξ1

=
λk+1
1 λk2
(k!)2

ezj1,n+zµ2t−λ2tB(k + 1, k + 1) t2k+1
1F1(k + 1; 2k + 2; 2(zν − κ)t)

donde B(x, y) es la función Beta definida como B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.
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Con esto la expresión final para la función ψ1(z, t; 2k+ 1), en el caso en que el primer estado

de la cadena es ε(0) = 1 y n es impar es:

ψ1(z, t; 2k + 1) =
λk+1
1 λk2
(k!)2

ezj1,2k+1+zµ2t−λ2tB(k + 1, k + 1) t2k+1
1F1(k + 1; 2k + 2; 2(zν − κ)t)

=
λk+1
1 λk2
(k!)2

ezj1,2k+1+zµ2t−λ2t k!k!

(2k + 1)!
t2k+1

1F1(k + 1; 2k + 2; 2(zν − κ)t)

=
λk+1
1 λk2

(2k + 1)!
ezj1,2k+1+zµ2t−λ2t t2k+1

1F1(k + 1; 2k + 2; 2(zν − κ)t).

Los demás casos se obtiene similarmente, quedando aśı demostrado el teorema.

La función generadora del proceso telegráfico con saltos constantes tiene otra expresión

demostrada por López & Ratanov (2012a).

Proposición 1.4.1. Para cualquier z ∈ R y t > 0, la función ψi(z, t) para i ∈ {1, 2}, tiene

la forma

ψ1(z, t) = et(µz−λ)

(
cosh

(
t
√
Dz

)
+ (νz − κ+ λ1e

zh1) ·
sinh

(
t
√
Dz

)
√
Dz

)
, (1-32)

ψ2(z, t) = et(µz−λ)

(
cosh

(
t
√
Dz

)
− (νz − κ− λ2ezh2) ·

sinh
(
t
√
Dz

)
√
Dz

)
, (1-33)

donde

µ =
µ1 + µ2

2
, ν =

µ1 − µ2

2
, λ =

λ1 + λ2
2

, κ =
λ1 − λ2

2
,

y Dz := D(z) = (νz − κ)2 + λ1λ2 e
z·(h1+h2).

Las dos expresiones son equivalentes y se comprobó esta igualdad numéricamente con los

siguientes resultados para dos conjuntos de parámetros diferentes, en donde se observan

diferencias solamente en el treceavo decimal de la expresión, ver Cuadro 1-1.
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Cuadro 1-1: Comparación de los valores de las funciones generadoras

z ψ1 (1-26) ψ1 (1-32) ψ2 (1-26) ψ2 (1-33) ψ1 (1-26) ψ1 (1-32) ψ2 (1-26) ψ2 (1-33)

5 1.20753 1.20753 1.45082 1.45082 1.074378 1.074378 1.108770 1.108770

6 1.26767 1.26767 1.80989 1.80989 1.093773 1.093773 1.144995 1.144995

7 1.33163 1.33163 2.42158 2.42158 1.114644 1.114644 1.186791 1.186791

8 1.39928 1.39928 3.45938 3.45938 1.136986 1.136986 1.234555 1.234555

9 1.47064 1.47064 5.21621 5.21621 1.160796 1.160796 1.288731 1.288731

10 1.54580 1.54580 8.18672 8.18672 1.186079 1.186079 1.349812 1.349812

11 1.62488 1.62488 13.20650 13.20650 1.212840 1.212840 1.418345 1.418345

12 1.70807 1.70807 21.68749 21.68749 1.241090 1.241090 1.494936 1.494936

13 1.79555 1.79555 36.01618 36.01618 1.270841 1.270841 1.580259 1.580259

14 1.88753 1.88753 60.22745 60.22745 1.302111 1.302111 1.675059 1.675059

15 1.98424 1.98424 101.14501 101.14501 1.334920 1.334920 1.780161 1.780161

Con µ1 = 0,05, µ2 = −0,01, h1 = −0,6, h2 = 0,5,

λ1 = 0,065 y λ2 = 0,042.

Con µ1 = 0,03, µ2 = −0,05, h1 = −0,05,

h2 = 0,08, λ1 = 0,38 y λ2 = 0,7625.

La función generadora de momentos del proceso será utilizada en la valoración de opciones

como se puede puede ver en la siguiente sección.



2 Valoración de las opciones Europeas

en el modelo telegráfico con saltos

constantes

En esta sección, se considera un modelo de mercado con dos activos, una acción y un bono.

El bono será el activo libre de riesgo y su precio en el tiempo se notará como {Bt}t∈[0,T ] donde

T > 0 denota la fecha de ejercicio del contrato derivado que se quiere valorar. El proceso

del precio del activo riesgoso o subyacente se notará como {St}t∈[0,T ]. Los dos procesos de

precios están definidos sobre el mismo espacio filtrado de probabilidad (Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],Q)

donde Q es la medida neutral al riesgo.

Bajo la medida Q el precio del bono es modelado por la siguiente ecuación diferencial ordi-

naria

dBt = Bt · rdt, B0 = 1, (2-1)

y el precio del activo riesgoso es modelado por la siguiente ecuación diferencial estocástica

dSt = St−

(
µε(t)dt+ d

(
Nt∑
n=1

ehεn − 1

))
. (2-2)

La solución de la ecuación diferencial estocástica esta dada por

St = S0 exp

(∫ t

0

µε(s)dt+
Nt∑
n=1

hεn

)
(2-3)

con lo cual, el activo es modelado por la exponencial de un proceso telegráfico con saltos

constantes de estados (µ1, λ1, h1) y (µ2, λ2, h2).
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Figura 2-1: Simulación de una trayectoria del modelo telegrafico con saltos constantes, ε0 = 1.

Donde los parámetros de simulación son: µ1 = 0,05, µ2 = −0,03, h1 = −0,01, h2 = 0,03,

λ1 = 8 y λ2 = 7.

2.1. Precio de una opción Europea por transformada de

Laplace

El precio de una opción Call de strike K, tiempo de maduración T y valor inicial del activo

S0 en el modelo telegráfico con saltos constantes Xt es

Ci(T,K) = e−rTEi
[
(S(T )−K)+

]
= e−rTEi

[
(S0e

XT − e−k)+
]

; con k = − ln(K) (2-4)

para i ∈ {1, 2}, pues el precio de la opción dependerá del estado inicial de la cadena de

Markov.

Para el precio de una opción Put europea de strike K y tiempo de maduración T se tiene la

siguiente expresión,

Pi(T,K) = e−rTEi
[
(K − S(T ))+

]
= e−rTEi

[
(ek − S0e

XT )+
]

; con k = ln(K) (2-5)
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con i ∈ {1, 2}.

Similarmente a lo encontrado en el trabajo de Kou et al. (2005), se aplica la transformada

de Laplace sobre la función del precio de las opciones Europeas, obteniendo una expresión

que puede ser calculada expĺıcitamente y que termina dependiendo de la función generadora

de momentos del proceso telegráfico con saltos. Utilizando estas expresiones calculadas en el

espacio de Laplace, se emplea la transformada inversa de Laplace numéricamente obteniendo

aśı los precios de las opciones.

Teorema 2.1.1. Si Xt es un proceso telegráfico con saltos constantes, como el definido en

la ecuación (1-15), entonces la transformada de Laplace con respecto a k = − ln(K) de la

función de precio de una opción Call, Ci(T, k), es:

L(Ci(T, k)) = f̂Ci
(ξ) =

∞∫
−∞

e−ξkCi(T, k) dk = e−rT
S ξ+1
0

ξ(ξ + 1)
· ψi(ξ + 1, T ), (2-6)

y la transformada de Laplace, con respecto a k = ln(K), de la función de precio de una

opción Put, Pi(T, k), es:

L(Pi(T, k)) = f̂Pi
(ξ) =

∞∫
−∞

e−ξkPi(T, k) dk = e−rT
S
−(ξ−1)
0

ξ(ξ − 1)
· ψi(−(ξ − 1), T ). (2-7)

Demostración. La transformada de Laplace con respecto a k, de la función de precio de una

Call Ci(T,K) para cada i ∈ {1, 2} es

f̂Ci
(ξ) =

∞∫
−∞

e−ξkCi(T, k)dk =

∞∫
−∞

e−ξke−rTEi
[
(S0e

XT − e−k)+
]
dk
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como S0e
XT − e−k > 0, si k > −XT − ln(S0), la anterior expresión se puede reescribir aśı:

f̂Ci
(ξ) = e−rT

∞∫
−∞

e−ξkEi
[
(S0e

XT − e−k)+
]
dk

= e−rTEi

 ∞∫
−∞

e−ξk máx{S0e
XT − e−k; 0}dk

 (por Fubini)

= e−rTEi

 ∞∫
−XT−ln(S0)

e−ξk(S0e
XT − e−k)dk


= e−rTEi

S0e
XT

∞∫
−XT−ln(S0)

e−ξkdk −
∞∫

−XT−ln(S0)

e−k(ξ+1)dk


= e−rTEi

S0e
XT
e−ξk

−ξ

∣∣∣∣∣
∞

−XT−ln(S0)

− e−k(ξ+1)

−(ξ + 1)

∣∣∣∣∞
−XT−ln(S0)


= e−rTEi

[
S0e

XT

(
eξ(XT+ln(S0))

ξ

)
−
(
e(ξ+1)(XT+ln(S0))

(ξ + 1)

)]
= e−rTEi

[
S ξ+1
0 e(ξ+1)XT

ξ
− S ξ+1

0 e(ξ+1)XT

ξ + 1

]

= e−rT
S ξ+1
0

ξ(ξ + 1)
Ei
[
e(ξ+1)XT

]
= e−rT

S ξ+1
0

ξ(ξ + 1)
ψi(ξ + 1, T )

La transformada de Laplace con respecto a k, de la función de precio de una Put Pi(T, k) es

f̂Pi
(ξ) =

∞∫
−∞

e−ξkPi(T, k) dk =

∞∫
−∞

e−ξke−rTEi
[
(ek − S0e

XT )+
]
dk



16 2 Valoración de las opciones Europeas en el modelo telegráfico con saltos constantes

como ek − S0e
XT > 0 si k > XT + ln(S0), la anterior expresión se puede reescribir aśı:

f̂Pi
(ξ) = e−rTEi

 ∞∫
−∞

e−ξk máx{ek − S0e
XT ; 0}dk

 (por Fubini)

= e−rTEi

 ∞∫
XT+ln(S0)

e−ξk(ek − S0e
XT )dk


= e−rTEi

 ∞∫
XT+ln(S0)

e−k(ξ−1)dk − S0e
XT

∞∫
XT+ln(S0)

e−ξkdk


= e−rTEi

 e−k(ξ−1)

−(ξ − 1)

∣∣∣∣∣
∞

XT+ln(S0)

− S0e
XT

e−ξk

−ξ

∣∣∣∣∣
∞

XT+ln(S0)


= e−rTEi

[(
e−(ξ−1)(XT+ln(S0))

(ξ − 1)

)
− S0e

XT

(
e−ξ(XT+ln(S0))

ξ

)]
= e−rTEi

[
S
−(ξ−1)
0 e−(ξ−1)XT

ξ(ξ − 1)

]

= e−rT
S
−(ξ−1)
0

ξ(ξ − 1)
Ei
[
e−(ξ−1)XT

]
= e−rT

S
−(ξ−1)
0

ξ(ξ − 1)
ψi(−(ξ − 1), T )

Con esto, la transformada de Laplace de la función del precio de la Call y de la Put queda

en términos del parámetro ξ, del precio inicial del activo S0 y de la función generadora de

momentos del proceso telegráfico con saltos ψi(ξ, T ) para cada i ∈ {1, 2}.

Utilizando el método de transformada de Laplace es también posible calcular las sensibilidad

de las opciones Call y Put ya que las expresiones en el espacio de Laplace son fácilmente

derivables.

Corolario 2.1.1. Las expresiones para las sensibilidades delta y gamma de las opciones Call
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y Put son:

∆(Ci(T, k)) = L−1ξ

(
e−rT

Sξ0
ξ
· ψi(ξ + 1, T )

)
, donde k = − ln(K). (2-8)

Γ(Ci(T, k)) = L−1ξ
(
e−rTSξ−10 · ψi(ξ + 1, T )

)
, donde k = − ln(K). (2-9)

∆(Pi(T, k
′)) = −L−1ξ

(
e−rT

S−ξ0

ξ
· ψi(1− ξ, T )

)
, donde k′ = ln(K). (2-10)

Γ(Pi(T, k
′)) = L−1ξ

(
e−rTS−1−ξ0 · ψi(1− ξ, T )

)
, donde k′ = ln(K). (2-11)

Demostración. En el caso del Delta para el precio de una Call se tiene:

∆Ci(T, k) =
∂Ci(T, k)

∂S0

=
∂

∂S0

(
L−1ξ

(
f̂Ci

(ξ)
))

= L−1ξ
(

∂

∂S0

(
f̂Ci

(ξ)
))

= L−1ξ

(
∂

∂S0

(
e−rT

Sξ+1
0

ξ(ξ + 1)
ψi(ξ + 1, T )

))

= L−1ξ

(
e−rT

Sξ0
ξ
ψi(ξ + 1, T )

)
, donde .

donde k = − ln(K) y L−1ξ representa la transformada inversa de Laplace en ξ.

Utilizando este mismo razonamiento se obtienen las demás expresiones, para cualquier tiempo

de maduración T y cualquier strike K.

Con los resultados de esta sección podemos encontrar otra forma de valoración de opciones

Europeas a partir del cálculo de la transformada de Laplace.

En la siguiente sección se presenta los resultados de la valoración de una call y su comparación

con los resultados de la utilización de la función anaĺıtica presentada por Lopez (2014).
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2.2. Valoración de una Call por transformada inversa de

Laplace numérica

A partir del teorema 2.1.1 se tiene una expresión para la transformada de Laplace de la

función de pago de una Call Ci(T, k) que es

f̂Ci
(ξ) = e−rT

S ξ+1
0

ξ(ξ + 1)
· ψi(ξ + 1, T ). (2-12)

En la proposición 1.4.1 se presentaron las expresiones para la función generadora de momen-

tos del proceso telegráfico con saltos constantes, una para cada estado inicial de la cadena

de Markov, con las cuales se obtienen las siguientes expresiones:

f̂C1
(ξ) = e−rT

S(0)ξ+1

ξ(ξ + 1)
· eT (µ(ξ+1)−λ)

(
cosh

(
T
√
D(ξ+1)

)
+

(
ν(ξ + 1)− κ+ λ1e

(ξ+1)·h1
)
·

sinh
(
T
√
D(ξ+1)

)√
D(ξ+1)

)
(2-13)

f̂C2
(ξ) = e−rT

S(0)ξ+1

ξ(ξ + 1)
· eT (µ(ξ+1)−λ)

(
cosh

(
T
√
D(ξ+1)

)
−

(
ν(ξ + 1)− κ− λ2e(ξ+1)·h2

)
·

sinh
(
T
√
D(ξ+1)

)√
D(ξ+1)

)
(2-14)

Para el cálculo de la transformada inversa de Laplace1 de estas expresiones, en el trabajo

de Petrella (2014) se explica la utilización de la extensión del algoritmo de Euler para la

transformada inversa de Laplace en cualquier modelo financiero y en particular en el modelo

de Kou, que también es un modelo de saltos. En ese trabajo se explica la necesidad de

utilizar una constante de re-escalado que permita controlar las potencias en la expresión

de la transformada de Laplace y que la constante A en la fórmula de aproximación de la

inversión es obtenida a partir de experimentación numérica.

En la siguiente tabla se comparan los precios a partir de la fórmula anaĺıtica presentada en

Lopez (2014) y los precios obtenidos por la transformada inversa numérica, para una Call,

para varios strike’s y varios tiempos de maduración.

Para los parámetros S0 = 100, r = 0,05, µ1 = 0,07, µ2 = −0,08, h1 = −0,012, h2 = 0,009,

λ1 = 1,66667 y λ2 = 14,4444, los valores obtenidos son:

1Ver Anexo 1.
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Cuadro 2-1: Comparación de los precios para la Call del estado inicial 1

Cuadro 2-2: Comparación de los precios para la Call del estado inicial 2

Las diferencias encontradas entre los dos métodos en promedio están por debajo del 0.1 %,

pero se considera que estas diferencias pueden disminuirse si se encuentra otro método para

el cálculo de la transformada inversa de Laplace que presente menor inestabilidad en su

cálculo.



3 El modelo telegráfico con saltos doble

exponenciales

En esta sección se supondrá que el activo riesgoso se modela por un proceso telegráfico

con saltos, donde los saltos serán variables aleatorias con distribución doble exponencial

asimétrica. En este caso el activo riesgoso es modelado por la siguiente ecuación diferencial

estocástica, bajo una medida neutral al riesgo Q

dSt = St−

(
µε(s)dt+

∫
R

(
ey − 1

)
γ(dy, dt)

)
, (3-1)

donde γ(dy, dt) es la medida aleatoria correspondiente al proceso de Poisson compuesto, para

más información sobre medida aleatoria ver Jeanblanc et al. (2009).

La ecuación (3-1), puede también ser escrita cómo:

dSt = St−

(
µε(t)dt+ d

(
Nt∑
n=1

eYn − 1

))
, (3-2)

y la solución de la ecuación diferencial estocástica en (3-1) esta dada por

St = S0 exp

(∫ t

0

µε(s)dt+

∫ t

0

∫
R
yγ(dy, dt)

)
(3-3)

o de forma equivalente por

St = S0 exp

(∫ t

0

µε(s)dt+
Nt∑
n=1

Yεn,n

)
(3-4)

donde {Yεn,n}n≥1 es una sucesión de variables aleatorias independientes, que se distribuyen

doble exponencial asimétrica con distribuciones alternantes f1 y f2, independientes entre śı

e independientes de la cadena de Markov ε. La alternancia de los saltos queda determinada

por el estado inicial de la cadena, por lo cual la densidad de cada variable será:

fY =

{
f1 si ε(0) = 1, n = 2k + 1 ó ε(0) = 2, n = 2k

f2 si ε(0) = 2, n = 2k + 1 ó ε(0) = 1, n = 2k
(3-5)

para cualesquiera funciones de densidad f1 y f2 que se utilicen.
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3.1. La distribución doble exponencial

Sea Y + y Y − dos v.a. exponenciales de parámetros η y θ, respectivamente. Una variable Y

se distribuye doble exponencial asimétrica, es decir Y ∼ DE(p, η, θ), entonces

Y
D
=

{
Y + con probabilidad p,

−Y − con probabilidad q = 1− p.
(3-6)

o equivalentemente,

Y
D
= p · Y · 1{y>0} + q · −Y − · 1{y<0} (3-7)

y su función de densidad se expresa como:

f(y) = p · ηe−ηy1{y≥0} + q · θeθy1{y<0} (3-8)

donde 0 ≤ p ≤ 1, p+ q = 1 y η, θ > 0.

En el proceso de Poisson compuesto de la ecuación (3-4) las dos funciones de densidad de

los saltos son:

f1(y) = p1 · η1e−η1y1{y≥0} + q1 · θ1eθ1y1{y<0}, (3-9)

f2(y) = p2 · η2e−η2y1{y≥0} + q2 · θ2eθ2y1{y<0}, (3-10)

donde ηi > 1, θi > 0 para i = 1, 2 y pi ≥ 0, qi ≥ 0 tales que pi + qi = 1 para i = 1, 2.

La media de la doble exponencial para cada i ∈ {1, 2} es:

E[Y ] =
pi
ηi
− qi
θi
. (3-11)

y la expresión para la función generadora de momentos de la doble exponencial asimétrica,

la función φi, para cada estado inicial es

φ1(z) =
p1η1
η1 − z

+
q1θ1
θ1 + z

, (3-12)

φ2(z) =
p2η2
η2 − z

+
q2θ2
θ2 + z

. (3-13)

Una de las caracteŕısticas más importantes de la doble exponencial es el hecho que permite

aproximar distribuciones más complejas cómo la distribución Gamma, la Pareto o la Weibull,

para más información sobre este tema ver Cai & Kou (2011) y Wu & Liang (2018).
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Figura 3-1: Simulación de una trayectoria del modelo telegráfico con saltos doble exponen-

ciales, ε0 = 1

Donde los parámetros de simulación son: µ1 = 0,05, µ2 = −0,03, λ1 = 8, λ2 = 7, η1 = 100,

θ1 = 50, p1 = 0,26, η2 = 40, θ2 = 70 y p2 = 0,62.

En el trabajo de López & Serrano (2015) se encuentra una expresión de la función generadora

de momentos de un proceso telegráfico con saltos aleatorios que se utilizará para la valoración

de las opciones por transformada de Laplace.

Proposición 3.1.1. Sea Xt un proceso telegráfico con saltos aleatorios como el definido en

(3-4) y sea fi, para i ∈ {1, 2}, las funciones de densidad de los saltos, entonces la función

generadora de momentos Ψi(z, t) := E[ez·Xt ] para i ∈ {1, 2} tiene la forma

Ψ1(z, t) = et(µz−λ)

(
cosh

(
t
√
Dz

)
+
(
νz − κ+ λ1ϕ1(z)

)
·

sinh
(
t
√
Dz

)
√
Dz

)
, (3-14)

Ψ2(z, t) = et(µz−λ)

(
cosh

(
t
√
Dz

)
−
(
νz − κ− λ2ϕ1(z)

)
·

sinh
(
t
√
Dz

)
√
Dz

)
, (3-15)

donde

µ =
µ1 + µ2

2
, ν =

µ1 − µ2

2
, λ =

λ1 + λ2
2

, κ =
λ1 − λ2

2
,

ϕi(z) =

∫
R
ez·yfi(y) dy − 1, Dz = (νz − κ)2 + λ1λ2ϕ1(z)ϕ2(z).
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Como se supuso saltos doble exponenciales asimétricos, la función ϕi, de los saltos para cada

estado inicial es

ϕ1(z) =
p1η1
η1 − z

+
q1θ1
θ1 + z

− 1, (3-16)

ϕ2(z) =
p2η2
η2 − z

+
q2θ2
θ2 + z

− 1 (3-17)

Al igual que en el caso de saltos constantes, esta función generadora permitirá la valoración

de las opciones europeas, como se puede ver en la siguiente sección.



4 Valoración de las opciones europeas

v́ıa transformada de Laplace

Cómo se puede ver en la sección 2.1 el precio de una opción europea Call o Put puede ser

calculada a partir de la transformada de Laplace de la función del precio. La expresión de

la transformada queda en términos de la función generadora de momentos del proceso es-

tocástico que modela el logaritmo de los precios log(St) y se encuentran los precios utilizando

la transformada inversa de Laplace.

Recordemos que el precio de la Call y Put europea de strike K, tiempo de maduración T y

valor inicial del activo S0 es,

Ci(T, k) = e−rTEi
[
(S(T )−K)+

]
= e−rTEi

[
(S0e

XT − e−k)+
]
, (4-1)

Pi(T, k
′) = e−rTEi

[
(K − S(T ))+

]
= e−rTEi

[
(ek
′ − S0e

XT )+
]

(4-2)

donde k = − ln(K), k′ = ln(K) e i ∈ {1, 2}.

Teorema 4.0.1. Si Xt es un proceso telegráfico con saltos variables que se distribuyen doble

exponencial asimétrico, como el definido en la ecuación (3-4), entonces la transformada de

Laplace con respecto a k = − ln(K) de la función del precio de una Call europea es:

f̂C1
(ξ) = e−rT

S(0)ξ+1

ξ(ξ + 1)
· eT (µ(ξ+1)−λ)

(
cosh

(
T
√
D(ξ+1)

)
+

(
ν(ξ + 1)− κ+ λ1

(
p1η1

η1 − ξ − 1
+

q1θ1
θ1 + ξ + 1

− 1

))
·

sinh
(
T
√
D(ξ+1)

)√
D(ξ+1)

)
(4-3)

f̂C2
(ξ) = e−rT

S(0)ξ+1

ξ(ξ + 1)
· eT (µ(ξ+1)−λ)

(
cosh

(
T
√
D(ξ+1)

)
−

(
ν(ξ + 1)− κ− λ2

(
p2η2

η2 − ξ − 1
+

q2θ2
θ2 + ξ + 1

− 1

))
·

sinh
(
T
√
D(ξ+1)

)√
D(ξ+1)

)
(4-4)
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y la transformada de Laplace con respecto a k′ = ln(K) de la función del precio de una Put

europea es:

f̂P1
(ξ) = e−rT

S(0)−(ξ−1)

ξ(ξ − 1)
· eT (µ(1−ξ)−λ)

(
cosh

(
T
√
D(1−ξ)

)
+

(
ν(1− ξ)− κ+ λ1

(
p1η1

η1 + ξ − 1
+

q1θ1
θ1 − ξ + 1

− 1

))
·

sinh
(
T
√
D(1−ξ)

)√
D(1−ξ)

)
(4-5)

f̂P2
(ξ) = e−rT

S(0)−(ξ−1)

ξ(ξ − 1)
· eT (µ(1−ξ)−λ)

(
cosh

(
T
√
D(1−ξ)

)
−

(
ν(1− ξ)− κ− λ2

(
p2η2

η2 + ξ − 1
+

q2θ2
θ2 − ξ + 1

− 1

))
·

sinh
(
T
√
D(1−ξ)

)√
D(1−ξ)

)
(4-6)

Demostración. Utilizar el teorema 2.1.1, pero con la precaución que se debe emplear es

la generadora de momentos del proceso telegráfico con saltos aleatorios distribuidos doble

exponencial asimétrico, la expresión de la transformada de Laplace de las funciones del

precio en (4-1) y (4-2), para ambos estados iniciales de la cadena de Markov son obtenidas

similarmente.

4.1. Valoración por transformada inversa de Laplace

Para el cálculo de la transformada inversa de Laplace de estas expresiones se utilizó la

extensión del algoritmo de Euler para la transformada inversa de Laplace al igual que como

se hizo en la sección de saltos constantes.

Al no existir una fórmula anaĺıtica para el cálculo de las opciones europeas, en la siguiente

tabla se comparan los precios a partir de simulaciones de Monte Carlo de trayectorias del

proceso y los precios obtenidos por la transformada inversa numérica, para una Call, para

varios strike’s y varios tiempos de maduración.

Para los parámetros S0 = 100, r = 0,05, µ1 = 0,07, µ2 = −0,08, λ1 = 8, λ2 = 11, η1 = 100,

θ1 = 50, p1 = 0,26, η2 = 40, θ2 = 70, p1 = 0,62, los valores obtenidos son:
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Cuadro 4-1: Comparación de los precios para la Call europea de estado inicial 1

Cuadro 4-2: Comparación de los precios para la Call europea de estado inicial 2

Las diferencias encontradas entre los dos métodos en promedio están por debajo del 0.3 %,

sin embargo, para encontrar la estabilidad deseada en el método Monte Carlo fue necesario

realizar 2.000.000 de simulaciones, lo cual aumento significativamente el tiempo de compu-

tación.



5 Conclusiones

Se encontró una nueva expresión para la función generadora de momentos de un proceso

telegráfico con saltos constantes que no hab́ıa sido hallada expĺıcitamente en ningún trabajo

anterior, esto permitió encontrar el termino dominante de la función generadora de momentos

y con esto poder encontrar la constante de reescalado necesaria para la estabilidad del método

numérico que aplica la transformada inversa de Laplace.

Se encontró la transformada de Laplace de las opciones Europeas en el modelo telegráfico,

con saltos constantes y aleatorios, gracias al conocimiento de una forma anaĺıtica de la

función generadora de momentos del proceso telegráfico con saltos. Esto hace que el modelo

telegráfico con saltos sea un candidato ideal en la utilización del método de transformada de

Laplace para valoración de opciones financieras.

Los datos obtenidos numéricamente distan muy poco de los datos obtenidos por métodos

anaĺıticos y ese mismo comportamiento se vio con los datos simulados por Monte Carlo y

los obtenidos por transformada inversa de Laplace en el modelo telegráfico con saltos doble

exponenciales asimétricos. Además, la transformada inversa de Laplace tiene un significativo

menor tiempo de ejecución que los otros dos métodos utilizados, la formula anaĺıtica y el

método Monte Carlo.

Los resultados encontrados en esta tesis son el punto de partida para poder encontrar los

tiempos de parada del proceso telegráfico con saltos aleatorios distribuidos doble exponen-

ciales, insumo fundamental para poder valorar opciones exóticas, tales como, las opciones

con barrera y lookback, utilizando la teoŕıa de transformada de Laplace.



Anexo A. Transformada de Laplace

A continuación se presentan las principales caracteŕısticas de la transformada de Laplace y

de la transformada inversa que serán de utilidad al cálculo de la valoración de opciones.

Definición 5.0.1 (Transformada de Laplace). Sea f una función definida sobre t donde

t ∈ R y para todo t < 0 se tiene que f(t) = 0. La transformada de Laplace de la función f

en un punto s ∈ C se define cómo:

F (s) = L
(
f(t)

)
=

∫ ∞
0

e−stf(t) dt = ĺım
m→∞

∫ m

0

e−stf(t) dt (5-1)

cuando el ĺımite existe.

La existencia de la transformada de una función, en general, no esta garantizada para todos

los valores de C. Por definición la integral converge si la función f no crece muy rapidamente y

una apropiada tasa de crecimiento para f puede ser definida, como se muestra a continuación.

Definición 5.0.2 (Orden Exponencial). Una función f tiene orden exponencial α > 0 si

existen constantes M > 0 y α tal que, para algún t0 ≥ 0

|f(t)| ≤Meαt, ∀t ≥ t0 (5-2)

En la practica a una gran cantidad de funciones se les puede definir su transformada de

Laplace.

Teorema 5.0.1 (Existencia de la transformada de Laplace). Si f es continua a trozos en el

intervalo [0,∞) y de orden exponencial α, entonces la transformada de Laplace L
(
f
)

existe

para Re(s) > α y converge absolutamente.

Para consultar otras propiedades de la transformada de Laplace, véase Schiff (1999).
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Transformada inversa de Laplace

En esta sección se analizara el problema de invertir la transformada usando métodos anaĺıti-

cos o numéricos.

Definición 5.0.3 (Transformada de Laplace inversa). Si la transformada de Laplace de f(t)

es F (s), es decir, L
(
f(t)

)
= F (s), entonces f(t) es llamada transformada inversa de Laplace

de F (s).

En lo subsiguiente se utilizará la siguiente notación para la transformada inversa:

f(t) = L−1
(
F (s)

)
(5-3)

Teorema 5.0.2 (Fórmula de Fourier-Mellin de inversión compleja). Si F (s) = L
(
f(t)

)
con

s ∈ C entonces, para t > 0

f(t) =
1

2πi

α+i∞∫
α−i∞

etsF (s) ds = ĺım
y→∞

1

2πi

α+iy∫
α−iy

etsF (s) ds (5-4)

La expresión en (5-4) también es conocida como fórmula de inversión compleja y la integral

se desarrolla sobre la ĺınea vertical cuando x > α. Por esto, un posible camino para resolver

esta integral es empleando la integral de contorno que esta definida como:

1

2πi

∮
C

etsF (s) ds (5-5)

donde C es el contorno de Bromwich, véase Schiff (1999).

Existen diversos métodos numéricos para estimar la transformada inversa de Laplace, defi-

nida a partir de la fórmula de Fourier-Mellin. En este trabajo se utilizará la extensión del

algoritmo de Euler, explicado por Petrella (2014).

Proposición 5.0.1 (Extensión del algoritmo de Euler). Para una función f definida en los

reales, si F (s) = L(f(t)) es su transformada de Laplace, entonces la función f puede ser

aproximada a partir de la siguiente expresión:

f(t) =
eA/2

2t
Re

(
F

(
A

2t

))
+
eA/2

2t

∞∑
j=0

(−1)jRe

(
F

(
A− 2jπi

2t

))
− ed, (5-6)

donde t ∈ R−{0}, A es una constante positiva escogida a partir la experimentación numérica

y ed es la discretización del error definida como ed = e+d + e−d donde:

e+d =
∞∑
j=1

e−jAf
(
(2j + 1)t

)
e−d =

−1∑
j=−∞

e−jAf
(
(2j + 1)t

)
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