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Resumen y Abstract IX

Resumen

Este trabajo consiste en proponer actividades a los docentes de la asignatura dibujo
técnico en secundaria que los induzcan a tener plena confianza en su personal
conocimiento de los algoritmos de construccion o con regla y compas o con solo regla o
con solo compas que puedan potenciar para adecuarlas y proponerlas a sus alumnos,
con el propésito de responder a la pregunta ¢Coémo resolver problemas o con regla y
compas o con solo regla o con solo compas?.

Estas actividades estan tomadas de dos ensayos notables, el uno de Mascheroni [6], el
otro de Steiner [8]. Son problemas propuestos, resueltos y expuestos, por Mascheroni los
de construcciones con solo compas, los de construcciones con solo regla, por Steiner.
Ambos, ilustres gedmetras demuestran con base en Elementos de Euclides [5], que las
construcciones una vez realizadas responden a las condiciones de los problemas
enunciados.

Las graficas fueron realizadas con el software Cabri Geometry Il Plus, el cual se

pretende sea una ayuda para el docente.

Palabras clave: Construccién, Compas, Regla, Algoritmo de Mascheroni, Algoritmo de

Poncelet-Steiner.
Abstract

This work consist of construction activities for technical drawing teachers in secondary
school in order to lead them to have self-confidence in the personal knowledge of the
algorithms construction with ruler and compass or with only one rule or with only one
compass to show it to their students and to solve the following question: how to solve
problems with ruler and compass or with only one rule or with only one compass?.

These activities are taken from two remarkable essays, one of Mascheroni [6], the other
of Steiner [8]. There are problems proposed, solved and exposed; by Mascheroni the
problems related with construction with only the compass and by Steiner the problems

related with building only with a rule. Both illustrious geometers demonstrate taking as a
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basis the Euclid’s Elements [5] that after the completion of constructions the solutions to
the enunciated problems are the required.

The graphics were made with the software Cabri Geometry Il Plus which try to be a tool
to the teacher.

Keywords: Construction, compasses, rulers, Mascheroni algorithm, Poncelet-Steiner

algorithm.
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Lista de simbolos y abreviaturas

1. Circunferencia de centro O y radio r: circ(0,r)

2. Circunferencia de centro A y radio AB: circ(A, B)

3. Circunferencia de centro A y radio OB: circ(A, OB)

4. Arco AB: AB

5. Triangulo con vértices A,B y C: AABC

6. Angulo con vértice en B y con lados que pasan por Ay por C: <ABC

En los talleres se utilizan los colores rojo, azul verde y negro en el orden de la
construcciéon, siendo las rojas las primeras y las negras las Ultimas. Algunos trazos

(datos) iniciales permanecen de color negro.






Introduccion

Aunque la geometria constituye un importante capitulo de la matematica se identifican
diversas dificultades en el proceso de ensefianza y de aprendizaje de los conceptos
fundamentales de ella, en los diferentes grados; se supone que los docentes tengan un
buen conocimiento de los temas, pero, ademas se requiere que logren hablar un lenguaje
gue no solamente sea entendido por los alumnos sino que incite a estos a querer saber
cada vez mas y mejor de modo que desarrollen una buena disposicién para aprender y

adquieran los conocimientos minimos para iniciarse en la disciplina.

La finalidad de este trabajo es proponer actividades para los docentes de la asignatura
dibujo técnico en secundaria que los induzcan a tener plena confianza en su personal
conocimiento de los algoritmos de construccién o con regla y compas o con solo regla o

con solo compas, que puedan potenciar para adecuarlas y proponerlas a sus alumnos.
Objetivos especificos son los siguientes

Exponer algunos elementos teéricos y los pasos adecuados para realizar

construcciones con regla y compas, con solo regla o con solo compas.

Desarrollar algunas aplicaciones de los métodos de construccién con regla y compas,

con solo regla o con solo compas.

Disefiar talleres que permitan ver a docentes y alumnos como aplicar el conocimiento de

los algoritmos.

Revisar algunos trabajos desarrollados diferentes al formal, como los elaborados con
Cabri y C.a.R. para comparar las llamadas construcciones formales y las dinamicas.

No se desarrollara a fondo la geometria con regla y compas o con solo regla o con solo
compas, sino solo las construcciones que permiten mostrar que toda construccién que se
puede realizar con regla y compas también es construible o con solo regla o con solo

compas.



2 Introduccion

La presente eleccion de temas figura el Dorrie [2]. Son tratados apenas los problemas
basicos, lo cual responde especificamente a las condiciones estrechas de la ensefianza

técnica y del aprendizaje en secundaria.

Los problemas de Mascheroni y de Steiner, escogidos, estan aqui practicamente listos

para ser trabajados como talleres por profesores de dibujo técnico.

Se pretende que el tema de este trabajo sea de utilidad para aquellos docentes de
educacion media que deseen fundamentar y mostrar a sus estudiantes de una manera
mas didactica y con fundamentacion geométrica las construcciones con regla y compas o

con solo regla o con solo compas.



1.Preliminares

En la antigliedad los griegos determinaron que los nimeros construibles eran aquellos
que se podian hallar utilizando como Unicos instrumentos la regla y el compas, a partir de
un segmento unitario. La regla griega no tiene marcas lo cual impide medir con ella, es
decir que solo se utiliza para trazar lineas; en cuanto al compas su uso se restringe al

trazo de circunferencias.

En el afio 1797 el matematico italiano Lorenzo Mascheroni publicé su obra Geometria del
compas. En esta obra mostré que todos los problemas de construccion que se resuelven
con ayuda del compas y la regla, pueden resolverse con precision empleando solo

compas.

Es permitido trazar una circunferencia dado su centro y su radio usando el compas, pero
no es posible trazar rectas. Una linea recta se considera terminada por dos cualesquiera

de sus puntos de sus puntos.

Ya en 1759 Lambert habia realizado una serie de construcciones geométricas con solo
regla las cuales plasmé en su libro freie perspektive, que se publicé en Zurich ese afio. El
se considera el creador del término “geometria de la regla”. Posteriormente algunos
matematicos franceses, como Poncelet y Brianchon, utilizaron también la geometria de la

regla sobre todo después de la publicacion de Mascheroni.

Usando Unicamente la regla, es posible representar expresiones algebraicas de forma
racional, dejando por fuera las raices cuadradas, que si son construibles con regla y
compas, lo cual lleva a Steiner a adicionar un circulo fijo, es decir con centro y radio
fijados en el mismo plano en el que se desea dibujar con solo regla, asi se puede trazar

todas las expresiones algebraicas construibles con regla y compas.

Posteriormente retomo este trabajo Jakob Steiner (1796 - 1863), el mas grande gedmetra
desde la época de Apolonio, en su célebre libro Die geometrischen Konstruktionen

ausgefiihrt mittelst der geraden Linie und Eines Festen Kreises (Construcciones
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geométricas ejecutadas mediante lineas rectas y un circulo fijo), publicada en Berlin,
1833.

Hartshorne en su obra Enclid and Beyond describe algunas caracteristicas de las
construcciones realizadas por Euclides utilizando regla y compas, ademas del uso que se

le da a estas herramientas geométricas, de las cuales se pueden destacar las siguientes.

Para Euclides es valido realizar una figura utilizando la regla Unicamente para trazar
lineas dados dos puntos y el compas para trazar circulos con centro y radio dados. En la
actualidad se sigue ensefiando en secundaria la Geometria con las construcciones de
Euclides aunque se relega muchas veces del programa por darle prioridad a la aritmética

y al algebra.

Las pruebas que realiza Euclides dependen Gnicamente de los postulados y nociones
comunes expuestos al iniciar la obra. Ademas del compas plegable para algunos
ejercicios se emplea el “compas oxidado” es decir el que al levantarlo del papel no se

cierra, permite asi trasladar distancias.

Una manera para medir la complejidad de una construccion, consiste el contar los pasos
gue se requieren para realizarla. Se asumen como pasos los dos siguientes. Primero, la
construccién de una linea nueva dados dos puntos o puntos dados o construidos
anteriormente. Segundo, la construccion de circulos dado su centro 0 un punto
construido anteriormente y su radio igual a la distancia entre dos puntos dados o
construidos anteriormente. No se considera un paso, el extender una linea dada o
construida anteriormente, tomar un punto al azar de una recta o un circulo dado y la
obtencion de puntos de interseccion.
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1.1 Definiciones y teoremas importantes

1.1.1 Imagen especular de un punto: Dado un punto O su imagen especular sobre una
linea recta AB es el punto de interseccion de la circunferencia circ(A,A0) y la

circunferencia circ(B, BO). (Figura 1-1)

Figura 1-1

1.1.2 Teorema (propiedad del paralelogramo): La suma de los cuadrados de las
diagonales de un paralelogramo es equivalente al doble de la suma de los cuadrados de

los dos lados de dicho paralelogramo. (Figura 1-2) ||x + ylI? + [Ix — ylI? = 2(|Ix]I2 + llyl|?)

Figura 1-2

Se llama ceviana al segmento de recta que une el vértice de un triangulo con un punto

del lado opuesto o de su prolongamiento.
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1.1.3 Teorema de Ceva : Las tres cevianas AF, BE y DC del triangulo AABC se cortan en

un punto P si y solamente si se verifica que 50 oF ap = 1. (Figura 1-3)
Figura 1-3
A
D E
’ \
B F —C

1.1.4 Teorema de Pitagoras: En todo triangulo rectangulo la suma de los cuadrados de
los catetos es equivalente al cuadrado de la hipotenusa. Es decir a? + b? = c¢2. (Figura 1-
4)

Figura 1-4

1.1.5 Teorema de Tales: Si tres o mas rectas son interceptados por dos rectas
transversales, los segmentos de las transversales determinados por las paralelas son
proporcionales. (Figura 1-5)

Figura 1-5

p-1
L—_‘_‘-\—\_
i

/ Ve

BC  EF
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1.1.6 Potencia de un punto respecto de una circunfe  rencia: Dada una circunferencia
C y un punto P exterior a ella; dada la recta L; que pasa por P y que corta a C en los
puntos A y A’; dada L, otra recta que pasa por P y corta a C en los puntos B y B’;
entonces PA-PA'=PB-PB'. (Figura 1-6)

Figura 1-6

BI

1.1.7 Quinto postulado de Euclides: Por un punto exterior a una recta, en el plano
determinado por el punto y por la recta pasa a lo mas una paralela a dicha recta. (Hilbert,

fundamentos de la geometria)

1.2 Definiciones, teoremas relativos a congruencia y semejanza
de triangulos

Las siguientes definiciones son tomadas del libro V de [3].

1.2.1 Definicién 3 : Una razon es determinada relacion con respecto a su tamafio entre

dos magnitudes homogéneas.
1.2.2 Definicién 6 : LIamese proporcionales las magnitudes que guardan la misma razon.

Las siguientes proposiciones son tomadas del libro VI de [3]. En los enunciados cuando

Euclides dice “triangulos equiangulos” hace referencia a triangulos semejantes.

1.2.3 Proposicién 4 : En dos triangulos equiangulos los lados opuestos a los angulos

iguales son proporcionales.

1.2.4 Proposicion 5 : Si dos triangulos tienen los lados proporcionales, seran

equiangulos y los angulos iguales corresponderan a los lados subtendidos.
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1.2.5 Proposicion 6 : Si dos triangulos tienen un angulo igual y los lados que lo forman
son proporcionales, los triangulos son equiangulos y los angulos iguales seran los

correspondientes a los lados subtendidos.

1.2.6 Proposicion 7 : Si dos triangulos tienen un angulo igual, los lados que forman los
otros angulos son proporcionales y los angulos restantes ambos menores 0 no menores
que un recto; entonces, los tridngulos seran equiangulos, siendo iguales los angulos
cuyos lados son proporcionales.

1.2.7 Proposicion 8 : Si en un triangulo rectangulo se traza la perpendicular del vértice a
la base, los triangulos adyacentes a la perpendicular son semejantes al triangulo total

entre si. (En este caso la base del triangulo total es su hipotenusa)

1.3 Construcciones con regla y compas

1.3.1 Suma de segmentos : Dados los segmentos AB y BC, se debe colocar sobre una
misma recta el segmento BC a continuacién del segmento AB, de esta forma el segmento
AC = AB + BC, como se indica en la figura 1-7

Figura 1-7

A B B C

A B C

1.3.2 Resta de segmentos : Dados los segmentos AC y AB, se debe colocar sobre una
misma recta el segmento AB sobre el segmento AC haciéndolos coincidir en el punto A,
de esta forma el segmento BC = AC — AB, como se indica en la figura 1-8.

Figura 1-8
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1.3.3 Multiplicacién de segmentos : Dados los segmentos AB y AD, y tomando como
segmento unidad a AF = 1 se debe formar un angulo cualquiera con los segmentos AB y
AD con vértice en A; colocamos la unidad sobre el segmento AB a partir de A; luego se

traza el segmento BC con C sobre el lado AD de modo que sea paralelo al segmento FD.
Como AACB y AADF son semejantes se tiene que % = % es decir % = % de donde

AC = AB- AD, como se indica en la figura 1-9.

Figura 1-9

A F B

1.3.4 Division de segmentos : Dados los segmentos AB y AD, y tomando como
segmento unidad a AF = 1 se debe formar un angulo cualquiera con los segmentos AB y
AD con vértice en A; colocamos la unidad AF sobre el segmento AB a partir de A; luego

se traza el segmento FG con G sobre el lado AD que sea paralelo al segmento BD.

. . AG AF . AG 1
Como AADB y AAGF son semejantes se tiene que o= ap €S decir oY de donde

AG = %, como se indica en la figura 1-10.

Figura 1-10
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1.3.5 Raiz cuadrada de un segmento : Para calcular la raiz cuadrada del segmento BC
se le adiciona el segmento unitario CF; se halla el punto medio K, del segmento BF a
continuacién se traza la semicircunferencia de radio KB y centro en K; por Ultimo se traza
la perpendicular al segmento BF por el punto C hasta que corte la semicircunferencia en

un punto J.

La raiz cuadrada de BC es el segmento CJ. Esto debido a que ABCJ y AJCF son
semejantes, entonces se tiene que i—?z % como CF =1 se tiene %:% de donde

BC = (CJ)? es decir que. CJ = VBC, como se indica en la figura 1-11.
Figura 1-11

B K C F

Realizando de forma iterativa las construcciones anteriormente explicadas suma, resta
multiplicacién y divisibn podemos construir cualquier segmento que represente un
numero racional a partir de una unidad dada, constituyendo lo que se llama un cuerpo de
numeros. La construccién de la raiz cuadrada permite extender el campo a lo que
conocemos como campo racional extendido, dando en él soluciones a algunas

ecuaciones de segundo grado.
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1.3.6 Dados los puntos A, B, construir un punto C tal que AB = BC: Dados los puntos
A,B se traza una circunferencia circ(B,A), a continuacién a partir de A se trazan tres
arcos consecutivos llamando a las intersecciones con la circunferencia circ(B,A) D, Ey C
respectivamente . Ver figura 1-12.

Se tiene que AB = AD = DB = DE = BE = EC = BC; asi los triangulos ADB, DEB y BEC
son equilateros, es decir que cada uno de los angulos de cada uno de los triangulos mide

Tr/3 por lo tanto el angulo ABC es igual a dos rectos. Es decir AB = BC, como se indica

en la figura 1-12.
Figura 1-12

El proceso anterior se puede iterar cuantas veces se requiera y de esa manera construir
un segmento AD = nAB, para valores enteros de n.

1.3.7 Inversién de un punto P respecto del circulo circ(0,r): Para construir el inverso
de un punto P exterior a la circunferencia circ(0, r), trazamos la circunferencia circ(P, OP).
Sean A,B los puntos de interseccion entre las circunferencias circ(0,r) y circ(P,0P); a
continuacion trazar los circulos circ(A, AO), circ(B, BO). Estos circulos se encuentran en
P’. Decimos que P’ es el inverso de P respecto a la circulo circ(O,r) dado. (Figura 1-13).
Figura 1-13
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Trazando la recta PA y nombrando con C y D los puntos de interseccion entre ella y la
circunferencia circ(A, AO), con C el més lejano de P.

Se tiene que AO = AP’ = AC = AD;

Calculando la potencia de P respecto a la circunferencia circ(A, AO).

Se llegaa PO PP’ =r?, ver 1.1.6.

En efecto

Dado a que PP’ = PO — P'O y PO = PA se obtiene

PO - PP’ = PO(PO — P'0) = PO% — PO - PO, entonces PO - PP’ = PA%2 — PO - P'O.

Por definicion de potencia PO-P'0O =r? y como r? = AO?, se obtiene PO - PP’ = PA? —
A0?

Por definicién es desde luego, PA2 — A0? = r2. (Figura 1-14).

Finalmente se llega a PO - PP’ = r2 como era requerido.

Figura 1-14

La construccion anterior es valida para puntos P que estén ubicados a una distancia del

centro de inversion O mayor o igual ar/2.

Si el punto P esta ubicado a una distancia del centro de inversién O menor ar/2, se

debe realizar la siguiente construccion.

Se toma el punto P y se construye un punto Q tal que OQ = nOP, con n un entero
suficientemente grande tal que OQ sea mayor a r/2, a continuacion se construye Q’ el
inverso de Q; por Ultimo se construye el punto P’ tal que OP’=n0OQ’. Como ya se
demostr6 que 0Q-0Q = 0A?2 =r? y dado que 0Q = nOP y OP’ =n0Q’, realizando las

sustituciones se tiene nOP - OP’/n = 0A? = r?, simplificando OP - OP’ = 0A? = r2,



2. Talleres de construcciones con solo
compas, algoritmo de Mascheroni.

2.1 Problema. Determinar el punto medio de un arco

Dados: Circulo circ(0, 0A)
Los puntos A y B sobre la circunferencia.
Arco AB

Construir: El punto medio X del arco dado AB
Paso 1.Concideramos la distancia AB y las distancias iguales 0A y OB. (Figura 2-1)

Figura 2-1

Paso 2. Trazar (circulos en azul) circ(0, AB), circ(A, OA) y circ(B,0B). Nombrar con 0’ el
punto de interseccion de circ(A, 0A) con circ(B,0B), con C el punto de interseccion de
circ(0,AB) con circ(A,0A) y con D el punto de interseccion de circ(0,AB) con
circ(B, OB).(Figura 2-2)

Figura 2-2
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Paso 3. Trazar (circulos en verde) circ(C,CB) y circ(D, DA), nombrar con E y E’ sus puntos

de interseccion. (Figura 2-3)

Figura 2-3

Paso 4. Trazar (circulos en negro) circ(C, OE) y circ(D, OE), nombrar con X y X’ los puntos

de interseccion de circ(C, OE) con circ(C, OE).

El punto de interseccion de circ(C, OE) con circ(D, OE) es un punto del arco dado AB, que

es el punto medio buscado del arco dado AB. Es el punto X en figura 2-4.

Figura 2-4
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Argumentacion:

Se tiene que:
0C = 0D por ser radios de circ(0, AB).
0’ es la imagen especular de O con respecta a AB, ver preliminar 1.1.
C es laimagen especular de D con respecto a 00’, ver preliminar 1.1.
Como CO = 0D, CO’ = DO’, 00’ = 00’ se tiene que ACOO' = ADOO’
Ademas, «0'CO + «C0O0’ + «00’'C =, «0D0’ + «DO0’ + «00'D = T,
20'CO = «0D0',%C00’ = «DOO’, 200'C = x00'D.
De lo anterior «COD = T, es decir C,0,D son colineales.
E esta sobre la prolongacién de 00’. Por ser E y E’ imagen especular uno de otro con
respecto a CD.
ACED es isésceles, ACXD es isésceles, <COE = «DOE = «C0OX = «DO0OX = g
OX es perpendicular a AB.
X biseca a AB si 0X = OA.
En el paralelogramo ABOC se tiene que 0A% + BC? = 20B2 + 2AB?, ver preliminar 1.2
Como OA = OB se tiene que BC? = 0A% + 2AB2. (1)
Del ACOE se tiene que CE2? = BC? = 0C2 + OE2.(2)
Igualando (1) y (2) se tiene 0A% + 2AB? = 0C?2 + OE? es decir OE? = AB? + 0A?
Del ACOX se tiene entonces que

0X = V(X2 — 0C2 = VOE2 — 0C2 = vAB2 + 0A%2 — AB%2 = OA como habia que demostrar.

Para poder realizar construcciones con solo compas es necesario enunciar las cinco
operaciones fundamentales siguientes.
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2.2 Problema. Trazar la suma de dos segmentos dados 0Q vy QX.

Dados: Segmento PQ = a (el mas largo)
Segmento QX =b
Construir:. PX= PQ+QX=a+b

Paso 1. Trazar la circunferencia circ(P, PQ). (Figura 2-5)

Figura 2-5

Paso 2. Trazar la circunferencia circ(Q, QX). Marcar los puntos de interseccién entre
circ(P,PQ) y «circ(Q,QX) como H y H. Q es el punto medio del arco HH’ sobre la

circunferencia circ(P, PQ). (Figura 2-6)

Figura 2-6
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Paso 3. Trazar el punto medio del arco HH’ sobre la circunferencia circ(Q, QX) y marcar el

punto del lado derecho del arco como X. (Figura 2-7)

Figura 2-7

Argumentacion:

H’ es la imagen especular de H respecto a PQ, ver preliminar 1.1.

PH = PH’
QH = QW
PQ = PQ

Por lo tanto los triangulos APHQ = APH’'Q son congruentes
Se tiene que el punto X esta sobre las prolongacion de PQ, por lo tanto el segmento
PX=PQ+QX=a+bh.
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2.3 Problema. Dibujar la diferencia de dos segmento s dados 0Q
y QX.

Dados: Segmento PQ = a (el mas largo)
Segmento QX =b
Construir. PX= PQ—QX=a-—-b

Paso 1. Trazar la circunferencia circ(P, PQ). (Figura 2-8)

Figura 2-8

Paso 2. Trazar la circunferencia circ(Q, QX). Marcar los puntos de interseccién entre
circ(P,PQ) y «circ(Q,QX) como H y H. Q es el punto medio del arco HH' sobre la

circunferencia circ(P, PQ). (Figura 2-9)

Figura 2-9
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Paso 3. Trazar el punto medio del arco HH’ sobre la circunferencia circ(Q, QX) y marcar el
punto del lado izquierdo del arco como X. (Figura 2-10)

Figura 2-10

Argumentacion:

H’ es la imagen especular de H respecto a PQ. Ver preliminar 1.1.

PH = PH’
QH = QH’
PQ = PQ

Por lo tanto los triangulos APHQ = APH'Q son congruentes

Se tiene que el punto X esta sobre PQ, por lo tanto el segmento PX = PQ — QX =a —b.
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2.4 Problema. Dados tres segmentos m,n y s (donde m es el
mayor, n el menor) determinar un cuarto proporcional.
Dados: Segmento m (mayor)

Segmento n (menor)

Segmento s

Construir: El segmento x que es cuarto y proporcional a los segmentos dados

Paso 1. Trazar las circunferencias concéntricas circ(Z, m) y circ(Z,n), desde un punto Z
cualquiera; tomar un punto A sobre la circunferencia circ(Z, m) y trazar la circunferencia

circ(4, s), llamar a uno de sus puntos de interseccion B. (Figura 2-11)

Figura 2-11

m

n
S

B

Paso 2. Con una distancia arbitraria w (tal que corte a los circulos circ(Z, m) y circ(Z,n))
trazamos las circunferencias circ(A, w) y circ(B, w) y hombramos con H y K los puntos de

interseccion de ella con la circunferencia circ(Z, n). (Figura 2-12)

Figura 2-12
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Paso 3. Trazar los triangulos AAZBy AHZK. (Figura 2-13)

Figura 2-13

Argumentacion:

los triangulos AZAH y AZBK son tales que

ZA=7B,ZH =7K,AH = BK

Por lo tanto son congruentes. Una de las consecuencias es que <AZH = «BZK.
Los triangulo AAZB y AHZK son isGsceles.

Ademas «HZK = «KZB + «BZH = «BZH + HZA = «BZA.

Por lo tanto los triangulos AAZB y AHZK son semejantes.

Por consiguiente vale la proporcionalidad entre sus lados, asi% = i .

Esta relacion muestra que x es segmento cuarto proporcional a los segmentos dados

m,nys.
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2.5 Problema. En una recta que pasa por los puntos dados Ay B,
construir uno o varios puntos.

Dado: Recta que pasa por Ay B
Construir:  Uno o varios puntos sobre la recta AB

Paso 1. Tomar el punto C exterior a la recta AB y construir su simétrico C’. (Figura 2-14)

Figura 2-14

N

Paso 2. Tomando un radio arbitrario r y trazando las circunferencias circ(C,r) y circ(C, 1)

se obtienen los puntos X y X’ sobre la recta. (Figura 2-15)

Figura 2-15

Argumentacion:
C’ es la imagen especular de C, ver preliminar 1.1.1

los puntos X y X' estan sobre la recta AB, por ser r el mismo para dos circunferencias,
Ccuyos centros son imagenes especulares respecto de la recta que pasa por A y por B.

Asignando valores diferentes a r se pueden encontrar cualquier punto sobre la recta.
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2.6 Problema. Describir la circunferencia que tiene por centro el
punto dado O y como radio el segmento dado AB.

Dados: Punto O
Segmento AB

Construir: La circunferencia circ(0, AB)

Basta definir el punto O como centro y abrir el compas una distancia igual a AB y describir
la circunferencia circ(0, AB). (Figura 2-16)

Figura 2-16

A B

Argumentacion:

Podemos trazar una circunferencia si conocemos su centro y su radio. (postulado tercero
en Elementos)
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2.7 Problema. Determinar los puntos de interseccion de las
circunferencias dadas circ(0,AB) y circ(0’,CD)
Dados: La circunferencia circ(0, AB),

La circunferencia circ(0’,CD)

Construir: Los puntos de interseccion E y E’ de las circunferencias dadas.

Se trazan las circunferencias circ(0,AB) y circ(0’,CD) e inmediatamente se tienen los
puntos de interseccién E y E’. Siempre y cuando 00’ sea menor o igual que AB + CD.
(Figura 2-17)

Figura 2-17

Argumentacion:

Dado que un punto esta bien definido si es la interseccion de dos circunferencias.
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2.8 Problema. Determinar los puntos de interseccion de la
circunferencia dada circ(0,CD) y la recta determinada por los
puntos dados Ay B.
Dados: la circunferencia circ(0, CD)

Recta determinada por los puntos dados A y B.
Construir; Los puntos de interseccion X y Y de la circunferencia dadas con la recta

determinada por los puntos dados Ay B.
Caso 1. Larecta no pasa por el centro de la circun  ferencia

Paso 1. Trazar el circulo circ(0,CD), trazar la recta AB que intercepte a la circunferencia

pero que no pase por 0. (Figura 2-18)

Figura 2-18
C D

w S N\Us

0

Paso 2. Construir el ponto 0’ simétrico al centro O respecta a la recta dada AB. (Figura 2-
19)

Figura 2-19

'd
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Paso 3. Construir las circunferencias circ(0,CD) y circ(0’,CD) cuyos puntos de

interseccién Xy Y son los puntos buscados. (Figura 2-20)

Figura 2-20

Argumentacion:
0’ es la imagen especular de O respecta a la recta dada AB, ver preliminar 1.1.1

Por ser CD el mismo radio para las dos circunferencias circ(0,CD) y circ(0’,CD) y estar O
y 0’ a la misma distancia de AB se tiene que X y Y son los puntos de interseccién de la

circunferencia dada circ(0, CD) y la recta determinada por los puntos dados A y B.
Caso 2: La recta pasa por el centro de la circunfer  encia
Paso 1. Trazar circ(0,CD) y la recta AB que pase por O. (Figura 2-21)

Figura 2-21
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Paso 2. Trazar la circunferencia circ(A,r) con r tal que circ(A,r) y circ(0,CD) se

intersequen en los puntos A’y B'. (Figura 2-22)

Figura 2-22

Paso 3. Determinar los puntos medios x y y del arco AB’ sobre la circunferencia
circ(0,CD). Los puntos X y Y son los que intersequen la circunferencia circ(0,CD) con la
recta AB. (Figura 2-23)

Figura 2-23

Argumentacion:
A’ es laimagen especular de B’ con respecta a AB, ver preliminar 1.1.1

Ay B’ se encuentran a igual distancia de AB, por lo tanto los puntos mediosX y Y del

arco A'B’ estan sobre AB.
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2.9 Problema. Determinar el punto de interseccion d e las rectas
AB y CD, determinadas por los puntos dados.

Dados: Los puntos A,B,C,D quedan determinadas, entre las posibles la recta AB, la recta
CD.

Construir: El punto X de interseccioén de las rectas dadas.

Paso 1. Trazar las rectas AB y CD, de modo que se intersequen. (Figura 2-24)

.
/

Figura 2-24

Paso 2. Construir los puntos C' y D’ imagenes especulares de los puntos C y D

respectivamente con respecto a AB. (Figura 2-25)

Figura 2-25

Paso 3. Trazar las circunferencias circ(D’,CC") y circ(C,CD) y nombrar E su punto de

interseccioén. (Figura 2-26)
Figura 2-26

C 1

T
B
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Paso 4. Construir el segmento x sobre CD cuarto proporcional para los segmentos DE,

DD’ y CD. El punto X es la intercepcion de AB con CD (Figura 2-27)

Figura 2-27

Argumentacion:

C’' es laimagen especular de C respecta a AB y D’ es la imagen especular de D respecta
a AB, ver preliminar 1.1.

Por lo anterior el punto de interseccién de AB con CD es el mismo punto de interseccién
de AB con C'D’.

CC’D’E es un paralelogramo , dado que CC’ es paralela a D’E, ademas CC’ = D'E.

C'X=CX, D’X=DX; «C'XC=<«D'XD por lo tanto los triangulos AD'XD y AECD son
semejantes.

De donde % = % , €s decir que DX es cuarto y proporcional a los segmentos DE, DD’ y

DC, por lo tanto X es el punto de interseccién entre AB y CD.






3.Talleres de construcciones con solo regla,
algoritmo de Poncelet-Steiner.

Una linea recta con tres puntos dados es una recta de la cual se conocen dos puntos y

su punto medio.

3.1 Problema. Trazar por un punto una paralelaa u na recta dada.

Steiner distingue dos casos.
Trazar por un punto dado la paralela a una recta que tiene tres puntos dados.
Trazar por un punto dado la paralela a una recta cualquiera.

Dados: Una recta con tres puntos dados A, B y su punto medio M.
Un punto P exterior a la recta dada

Construir: La paralela a AB que pase por P
Caso 1: construccion de la paralela a una linea rec  ta dirigida
Paso 1. Trazamos AP, elegir un punto S sobre la extension de la AP. (Figura 3-1)

Figura 3-1

/A M B



32 Actividades con regla y compas, Algoritmo de Mascheroni, Algoritmo de Poncelet-Steiner N

Paso 2. Unir S con los puntos B y M, a continuacioén trazar BP, nombrar con O al punto de
interseccion de PB con MS. (Figura 3-2)

Figura 3-2

b=
=

B\
Paso 3. Trazar la recta determinada por los puntos A y O, la cual corta a BS en un punto

Q. Larecta PQ es la paralela a AB que se deseaba hallar. (Figura 3-3)

Figura 3-3

/A M B\

Argumentacion:

Haciendo alusién al quinto postulado de Euclides, ver preliminar 1.1.7, por el punto P,

exterior a la recta AB, pasa una Unica paralela PQ.

Por lo tanto las rectas AQ, BP, MS concurren en O.

- AM _BQ _ SP _ imi
Se tiene que ME- Qs 7B 1, ver preliminar 1.3

Como se tiene que AM = MB,entonces 2—2 = s—g.
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Caso 2: construccion de la paralela a una linea rec  ta arbitraria.

Pasol. Trazar la circunferencia f (con centro y radio fijados como lo propone Steiner) y la

recta g. (Figura 3-4)

Figura 3-4

g
Paso 1. Unir un punto dado de la recta g con el centro F de la circunferencia dada f y
nombrar los puntos de interseccion de la recta trazada con la circunferencia dada U y V.
(Figura 3-5)

Figura 3-5

/ M g

Paso 2. trazar una paralela a MF que corte a f en los puntos X, Y y a la recta g en A.
(Figura 3-6)

Figura 3-6
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Paso 3. Trazamos los diametros XX’ y YY’, a continuacion trazamos XY’ de tal forma que

corte a g en B. (Figura 3-7)

Figura 3-7

/‘\ [‘.-'1/5 g

Paso 4. Trazar la paralela a g que pase por un punto cualquiera P. (Figura 3-8)

Figura 3-8

Argumentacion:

Se tiene que UF = FV , por ser radios de f. La recta MF es una recta con tres puntos
construidos, por lo tanto podemos trazar la paralela a ella que corte a f en X. AX es

paralela a MF, de igual manera se tiene que BY' es paralela a MF.

Como YF=XY y YF=XY y «XFY =<X'FY' (opuestos por el vértice) se tiene que
AXFY = AX'FY’
AM = MB, ver preliminar 1.1.4

Por caso 1 podemos trazar la paralela a g que pasa por P.
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3.2 Problema. Por un punto dado trazar la perpendic ular a una
recta dada.
Dados: Larectag

El punto P exteriora g

Circunferencia f

Construir: La perpendicular a g que pase por P

Pasol. Trazar la circunferencia f, la recta g y tomar un punto P en el mismo plano.
(Figura 3-9)

Figura 3-9

g

Paso 1. Trazar la recta g’ paralelo a g de tal manera que corte a f en los puntos Uy V.
(Figura 3-10)

Figura 3-10

—h
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Paso 2. Trazar el diametro UU’ y la cuerda VU. (Figura 3-11)

Figura 3-11

=

Paso 3. Ahora podemos trazar la recta paralela a U’V que pase por P. (Figura 3-12)

Figura 3-12

Argumentacion:
g’ es paralela a g, ver construccion 3.1.

Se tiene que AUU'V que es rectangulo por estar inscrito en una semicircunferencia y uno
de sus lados es igual al diametro de la misma. Es decir que VU’ es perpendicular a UV y
como UV es paralela a g entonces U’V también es perpendicular a g.

la recta paralela a U'V que pase por P también sera perpendicular a g. de esta manera

logramos trazar la recta perpendicular a g que pasa por un punto exterior a ella P.
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3.3 Problema. Trazar una distancia dada PQ desde u n punto
dado O en una direccion dada.

Dados: Distancia PQ
Circunferencia
Punto O
Recta que pasa por OH

Construir;  Una distancia PQ desde el punto dado O en la direccion OH

Paso 1. Considerar la direccion dada por el segmento OH desde O. (Figura 3-13)

Figura 3-13

Paso 2. Trazar la paralela a PQ que pase por 0, luego trazar la recta PO y a continuacion

trazar la recta paralela a PO que pasa por Q y corta a la paralela de PQ en un punto K.
(Figura 3-14)

Figura 3-14

P Q
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Paso 3. Trazar los radios FV y FU paralelos a OK y OH respectivamente. Unir U con V y

Trazar la paralela a UV que pasa por Ky que corte a OH en S. (Figura 3-15)

Figura 3-15

Este procedimiento nos permite construir la sumay la resta de dos segmentos dados.
Argumentacion:

Se tiene que PO es paralela a QK, PQ es paralela a OK, es decir que PQKO es un

paralelogramo, por lo tanto PQ = OK,

Como FV es paralela a OK, FU es paralela a 0S, VU es paralela a KS se tiene que
¥LVFU = «KOS, «FUV = «0Sk, «UVF = «SKO .

FV VU UF -
De donde ok = ks 5o Ver preliminar 1.2.3

Dado que los triangulos AFVU y AOKS son semejantes se tiene que OK = 0S y como

PQ = OK se tiene que 0S = PQ
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3.4 Problema. Dadas tres distancias 0SS, OM, ON trazar la cuarta
proporcional.

Dados: Segmento 0S
Segmento OM
Segmento ON

Construir: 0X que es cuarta y proporcional a los tres segmentos dados.

Paso 1. Desde un punto cualquiera O trazar las rectas OM y ON sobre una de ellas (en

este caso OM) ubicamos a S. (Figura 3-16)

Figura 3-16
M

N

Paso 2. Trazar la recta MN y la paralela a MN que pasa por S y corta a OM en X. (Figura
3-17)

Figura 3-17

Argumentacion:

Como XS es paralela a NM se tiene que los triangulos AOSX y AOMN son semejantes, de

0S _ 0X : ON
donde oM = on €S decir que 0X = WOS'
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3.5 Problema. Dados los segmentos AB y BC, determinar la
media proporcional.

Dados: Segmento AB
Segmento BC

Construir: El segmento que es media proporcional de los segmentos AB y BC

Paso 1. Ubicar sobre una misma recta el segmento AC igual a la suma de AB+ BC.
(Figura 3-18)

Figura 3-18

A B C

Paso 2. Construir la recta paralela a este que contenga al diametro DE del circulo fijo.
(Figura 3-19)

Figura 3-19

£
DvE
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Paso 3. Trazar las rectas AD y CE y nombrar con G su punto de corte. Trazar la recta BG y

nombrar con F el punto de corte de esta con el didmetro DE. (Figura 3-20)

Figura 3-20

.y

)

D L‘}E

Paso 4. Trazar la perpendicular al diametro que pasa por F y nombrar con H el punto

superior de la interseccion de ella con el circulo fijo. (Figura 3-21)

Figura 3-21
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Paso 5. Trazar la paralela a DH que pasa por A, la paralela a EH que pasa por C y la

paralela a HF que pasa por B; nombrar con | su punto de interseccion. (Figura 3-22)

Figura 3-22

D C FJd/-E
| Ym

L
A a BbV

mik=

Ahora que hemos resuelto estos cinco problemas preliminares, la solucion de los dos
problemas basicos Il y lll es muy sencilla.

Argumentacion:

Como «DFH = <HFE = g se tiene que «FHD = «FEH, «HDF = «EHF.

Por lo tanto los triangulos ADFH y AHFE son semejantes, de donde % = % es decir que

FH? = DF - FE por tanto FH = +/DF - FE .

Como HD es paralela a IA, DE es paralela a AC, EH es paralela a CI se tiene que
<HDE = «IAC, «<DEH = <«ACI, <EHD = «CIA .

HD DE EH .
De donde T AT o Vver preliminar 1.2.3

Se tiene que los triangulos AABIy AIBC son semejantes, de donde % = % es decir que

BI? = AB - BC por tanto BI = VAB - BC
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3.6 Problema. Determinar los puntos de intersecci6 n de una
recta dada y un circulo dado.

Dados: Circulo con centro C
Una recta que corta al circulo dado.
Construir: Construir losa puntos E y F que intersecan la recta dada y el circulo dado.

Paso 1. Como el circulo es dado, entonces conocemaos su centro C y su radio, por lo tanto

su didmetro también es conocido, ver figura 3-23.

Figura 3-23

Paso 2. Trazamos la perpendicular a la recta dada que pase por C y nombramos con D el
punto de interseccion de las dos rectas. Como conocemos el radio ubicamos los puntos A

y B a ambos lados de C sobre la perpendicular. (Figura 3-24)

Figura 3-24
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Paso 3. Trazar el segmento que es media proporcional a los segmentos AD y DB, y
ubicarlo a ambos lados de D sobre la recta dada, de esta manera sus otros extremos E y

F son los puntos de interseccion entre la recta dada y el circulo dado. (Figura 3-25)

Figura 3-25

Argumentacion:
Se tiene que CE = CF, CD = CD, «CDE = <CDF = .

Por lo tanto los triangulos ACDE, ACDF son congruentes, por consiguiente DE = DF y

estan sobre la misma recta.

ComoA_D—E A_D—E
DE DB Y DF_ DB

DE? = AD-DB y DF? = AD- DB
DE = VAD-DB y DF = +AD DB

Como AB es el diametro de la circunferencia dada los puntos E y F estan sobre dicha

circunferencia.

De lo anterior E y F son los puntos de interseccion de la recta dada y el circulo dado.
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3.7 Problema. Determinar los puntos de intersecci6 n de dos
circulos dados.

Dados: Circunferenciasuy v
Ay B centros de u y v respectivamente

Construir: Los puntos X y Y que interceptan las circunferencias dadasuy v
Construccion:

Paso 1. Trazar las circunferencias u y v, Nombrar sus centros A y B respectivamente.
(Figura 3-26)

Figura 3-26

Paso 2. Se desea construir las intersecciones de este par de circulos, sean ellas X y Y,
Trazar una perpendicular por X sobre el segmento AB. Llamar O el punto de interseccion,

q el segmento AO y x el segmento XO0. (Figura 3-27)

Figura 3-27

b
i
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Paso 3. Trazar el triangulo AAXB, donde X es el punto que se queria encontrar, de igual
manera se puede encontrar Y.

Figura 3-27

Argumentacion:

Aplicando el teorema del coseno sobre el triAngulo AABX se tiene que b? = a? + ¢ — 2ac-

cos<tABX, como cos<ABX =% se tiene que b? = a? + ¢2 — 2cq, es decir que 2cq = a? +

c? —b?, si llamamos d? = a? + c2, podemos escribir 2cq = d? —b?, despejando a q

d2-b2 _ (d—b)(d+b)
2c 2¢c

tenemos que q = , Es decir que q es el cuarto segmento que es

proporcional a (d — b),(d + b), 2c.

Ahora del triangulo rectangulo AAOX se tiene que a? = x? + q2, despejando x se obtiene

quex =+ (a—q)(a+q).



4.Conclusiones y recomendaciones

4.1 Conclusiones

Se han recorrido las construcciones basicas con solo compdas establecidas por
Mascheroni, 1797.}

Pueden resumisse asi.

Resolver dos problemas previos a saber:

Trazar con solo compas la suma y la diferencia de dos segmentos de recta dados.
Trazar el cuarto segmento proporcional a tres segmentos dados.

Entonces los problemas bésicos, con solo compas, son los tres siguientes.
Encontrar el punto de interseccién de dos rectas dadas.

Encontrar el punto de interseccién de una recta y un circulo dados.

Encontrar el punto de interseccién de dos circulos dados.

Para Mascheroni, una linea recta se supone determinada cuando son conocidos dos de

Sus puntos.

Se han conocido igualmente las construcciones con solo regla establecidas por Steiner,
1833. 2

Las operaciones con solo regla requieren resolver cinco problemas preliminares.
Trazar por un punto la paralela a una recta dada.
Trazar la perpendicular por un punto dado a una recta dada.

Trazar a partir de un punto dado un segmento dado en una direccién dada.

! La eleccion de los problemas basicos es la que figura en Dérrie. [3] de la p. 160 - 164
2 Igualmente la eleccion de los problemas basicos es la que figura en Dorrie. [3] de la p. 165 - 170
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Trazar el cuarto proporcional a tres segmentos dados.
Trazar la media proporcional de dos segmentos de recta dados.
Entonces quedan por resolver con solo regla tres problemas basicos.

Trazar los puntos de interseccidn de una recta dada, sobre el circulo fijo que se supone

siempre dado en las construcciones de Steiner.
Por otra parte, Trazar los puntos de interseccién de dos circulos dados.
En la geometria de la recta, la interseccion de dos rectas es conocida directamente.

Se dice construcciones con solo regla; en realidad, interviene casi siempre un circulo que

se supone dado. Interviene igualmente, una recta dada por dos puntos y su punto medio.

4.2 Recomendaciones

Un conocimiento mas completo ha de buscarse en los respectivos tratades de

Mascheroni o de Steiner.

Mascheroni resuelve algo asi como un centenar de problemas que argumenta de

acuerdo con Elementos de Euclides.

Similarmente Steiner, luego de un estudio técnico que se extiende por mas de la mitad
del fasciculo de 88 paginas, resuelve 8 problemas de fondo y luego, enuncia, resuelve y
comenta 22 problemas adicionales.

Si la curiosidad intelectual o las necesidades técnicas requieren mas conocimientos
acerca de las construcciones de Mascheroni o de Steiner, se sabe donde estan
estudiados a cabalidad.

Por otra parte, a Dieudonné, en uno de sus ataques a la ensefianza demasiado
tradicional de la geometria , enumero, entre lo que deberia de evitarse, lo relativo a

construcciones con regla y compas.
La presente exposicion se hace por necesidades de profesores de un instituto técnico.

A pesar de elegir operaciones basicas utilizables en la gran variedad de problemas que
surgen, hay que reconocer que no resultan tan manejables, era la pretensién como las
cuatro operaciones. Hay que argumentar los trazados una vez realizados y a veces la

argumentacion no es inmediata.



Conclusiones 49

Se podria pensar que las actividades de las construcciones con regla y compas
ayudarian a la comprension mas rapida en la ensefianza de la geometria; sin embargo, la
observacion en cuanto a la dificultad de elegir la construccién conveniente a un problema
especifico y de acertar la argumentacidon que ha de acompafiarla, no hacen aconsejable

tal procedimiento, si no se lo ambienta mucho mas.
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