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INTRODUCCION

Dado un anillo R conmutativo decimos que un automorfismo qli) del ani-
llo de polinomios R[x] (respectivamente del anillo de series formales
R{[x]] ) es un R-automorfismo de R[x] (respectivamente de R[[x]])
si ﬁl’ deja invariantes: todos los elementos de R. El objetivo de este
trabajo es estudiar el anillo de invariantes de un grupo G de R-auto-
morfismos de R[x] {resp. R Ux]]G) que notaremos R[X]G (respecti-

vamente R[[x]] G), por tanto

R[X]G:IpeR[x] / '{;(p):p VJ)EG}
(respectivamente R[[x]]G = %p e R[[x]] / 4J(p) =p V # € G%)

Cuando R es un anillo entero, conmutativo con unidad y G es un grupo

finito obtenemos un resultado andlogo en ambos casos, a saber:

= R[f] donde f = Tr(L(X) Y
(#EIG

R[[x]]G = R[[f]] donde f = TT t#(x)
9EG
El método que usamos para probar el resuitado en el caso del anillo de
polinomios es el empleado por Castillon en (4), y lo elegimos por ser el
mas simple que conocemos.
En el caso del anillo de las series formales empleamos el método sequido

por O'Malley en (21). En articulos anteriores al de O'Malley fueron



suprimiéndose hipétesis, y el resultado fue evolucionando de la siguiente

forma:

SAMUEL 1966 (24). En este articulo se trata el tema por primera
vez, exigiéndole al anillo R que sea conmutativo, entero, con unidad,

local, Noetheriano y completo.

CASTILLON 1970 (4), quien emplea un método mas simple que el de
Samuel, y exige al anillo R que sea conmutativo, entero, con unidad,
separable y completo con la topologia m-&adica, siendo m el ideal

maximal de R.

O'MALLEY 1971 (19). Prueba el resultado bajo las hipdtesis de que
R sea un anillo conmutativo, entero, con unidad, noetheriano y tal que

su clausura integra sea un R-mddulo finito.

Y llegamos por fin al resultado més general que exige solo que R sea

conmutativo, entero con unidad.

El esfuerzo que se requiere para poder suprimir tantas hipotesis justifica

plenamente todo el trabajo previo que hay que hacer, el cual se encuentra

en los dos primeros capitulos.

En el primer capitulo hacemos una recopilacién de los resultados netamente

topolégicos que emplearemos posteriormente.



En el segundo capitulo estudiamos un resultado importante en el é&lgebra

conmutativa, llamado Teorema de Preparacién de Weierstrass.

Aungque estos dos capitulos surgieron durante el estudio como una herra-
mienta, constituyen una parte fundamental del presente trabajo por su
importancia en el desarrollo del resultado mencionado inicialmente. Por
este motivo hacemos todas las pruebas en detalle, haciendo caso omiso de

su longitud.

En el tercer capitulo estudiamos el anillo de invariantes de un grupo finito
de R-automorfismos de anillo R[x] . Hacemos la prueba del resultado
enunciado al principio de esta introduccién, pero fambién investigamos vy
encontramos algunos resultados nuevos acerca de lo que sucede si debilita-
mos la hipétesis. De esta forma encontramos que si suprimimos la
unidad, pero conservamos que el anillo sea conmutativo y entero obtene-

mos que F{[x]G = K[f] N R[x] , donde K es el campo de fracciones

de R y f= T S{J(sx) s Yy s € R. Pero damos un ejemplo que prueba
eG

que la hip6tesis de integridad no puede ser suprimida. En la dGltima seccidn
de este capitulo exponemos una serie de ejemplos de grupos finitos de
R-automorfismos del anillo de polinomios R[x,y] , Y hacemos algunas
consideraciones acerca del anillo de invariantes de estos grupos. Es impor-
tante anotar que hasta el momento no se conoce ninguna extension del

resultado obtenido para el caso de una sola variable.

En el capitulo cuarto nos ocupamos del anillo de invariantes de un grupo

finito de R-automorfismos de R[[ x]] y obtenemos como resultado



central el ya mencionado al comienzo. En la segunda seccién considera-
mos qué sucede si se trabaja con un anillo entero, conmutativo sin unidad
y nos encontramos con la imposibilidad de extender el método de trabajo
gue habiamos empleado para el anillo de polinomios y solamente podemos

dar un resultado parcial.

En el quinto capitulo estudiamos el anillo de invariantes de un grupo

infinito de R-automorfismos.

En el caso de considerar un grupo infinito de R-automorfismos de R[x]
obtenemos un resultado completo, que nos permite decir que si R es un
anillo conmutativo y entero entonces R[X]G = R , independientemente
de que R tenga o no unidad. Damos ejemplos que nos muestran que si
R no es entero no se cumple el resultado; y que si estamos considerando

un grupo infinito de R-automorfismos del anillo de polinomios en varias

variables tampoco se cumple el resultado, aunque el anillo R sea entero.

Damos también una caracterizacién de los R-automorfismos de R[ x]
cuando R es entero y como aplicacién estudiamos la forma de los grupos
finitos de Z-automorfismos de Z[x]

Al final de este capitulo estudiamos: el anillo de invariantes de un grupo
infinito de R-automorfismos de R[[x]] Se tiene la conjetura de que si
R es entero, conmutativo con unidad, entonces R[[x]]G = R, pero
encontramos un error en la Gnica demostracién que conocemos (Castillon

(5)); y aunque intentamos métodos de trabajo diferentes para superar este



problema, solo obtuvimos resultados parciales. Lo que sucede en el caso

general queda también como interrogante.

Concluimos el trabajo con un apéndice en el gque hacemos un esbozo de
una técnica original que disefiamos para construir grupos finitos de
R-automorfismos del anillo de polinomios en varias variables. Hacemos

este apéndice para ampliar la informacién acerca de algunos de los

ejemplos que habiamos dado en la secciton 3.3.



1. NOCIONES TOPOLOGICAS

El objetivo de este trabajo es obtener unos resultados netamente algebrai-
cos, pero la unica manera de obtenerlos es empleando conceptos topold-
gicos, asi es que nos enfrentamos con la grata empresa de no poder

desligar nuestro trabajo algebraico de la topologia.

En este capitulo hacemos un recuento de los resultados topolégicos que

serdn empleados posteriormente.

Por su importancia preferimos presentarlos todos en un capitulo indepen-

diente en lugar de irlos enunciando en el momento de usarlos.

Ademias, creemos que para una persona que no esté especializada en
topologfa, este capitulo le serd de gran utilidad, no solo en la lectura de

este trabajo, sino también si desea profundizar en el tema.
1.7 IDEALES

Sea R un anillo conmutativo con unidad y R[[x]] el anillo de las series
formales con coeficientes en R. Si @ es un ideal de R, @ R[[x]]

es la extension de @ a R[[x]], es decir:



@ R{[x]] =<§ai f./la €@ f € R[[x]]}
finitos

Y notaremos @ [[x]] al ideal de R[[x]] formado por todas las series

formales con coeficientes en @ , o sea

a[(x]] :<§:aixi /2 €8 }

i=0

En general estos dos ideales no son iguales, pero si @ es finitamente
generado se tiene la igualdad, ya que siempre se cumple que

@ R[[x]] Cc @[[x])] ysi @ esun ideal generado por s 8y ey A

(hecho que notaremos por @ = (81, IV an)),entonces si T € @[[X]]
n

cc
tenemos que f = % b.l x'  con b.l ER es decir, b.l = g aj bj
i=0 M =1

(i)

para todo i 20, j =1, ... n

n n

ce cc
luego f = Z( 3 bj @) ) N 3 ( Z bj (‘l) x' )
j=

co ZD 1 j:1 1:0
donde Z bj ) x € R{[x]] , por tanto f € @ R[[x]] vy asi
i=0

—

Notas Esta igualdad serd fundamental en algunos teoremas posteriores.
En el paso (1) vemos que la hipdtesis de que el ideal sea finitamente
generado es esencial. Sabemos ademas que si @ es finitamente generado
entonces (@ R[[x]] también lo es, precisamente por los mismos elementos,
con la diferencia que la generacién en este Gltimo caso tendra como
coeficientes elementos de R[[x]] en lugar de elementos de R. Se

cumple entonces también que (@ R[[ x]])n = @n R[[ x]] y por tanto

" R[[x]]= @"[[x]]-



1.2 ANILLOS TOPOLOGICOS

Dado un anillo R dotado de una estructura topolégica, decimos que R
es un anillo topolégico si las dos estructuras son .compatibles, es decir si
las operaciones:
Rx R —= R R —= R RxR  —R
(x,y)  F—— x4y x —s -X (X,y) bF—> xy

son funciones continuas.

En este trabajo nos limitaremos UGnicamente a un tipo de anillos topol6-
gicos, que son aquellos en los cuales la topologia sobre R estd inducida

por una sucesién de ideales %B } , tal que B CB,V EIN,
“l venN k7ot mke

k > n. A este tipo de sucesién se le llama d-sucesién. Un sistema
fundamental de vecindades de cero es precisamente la sucesion de ideales

%B . Féacilmente se prueba que en efecto R es un anillo topo-
Kk e N

légico si se considera sobre R la topologia inducida por este sistema

fundamental de entornos de cero.

Una clase especial de estas topologias es cuando la sucesién estd formada

por potencias de un ideal @ , es decir por %@kh( eEN " Estas topologias

se llaman @-4&dicas, y seran las que mas estudiaremos. Usaremos la nota-

cibn (R , @) para referirnos al anillo R con la topologia @-4dica.



1.3 LEMA: Sea R un anillo y consideremos -f L la topologia inducida

sobre R por la sucesion de ideales {Bk} , entonces J L es
k € IN

T8

Hausdorff si y solo si 0 Bk = (o)
Para una demostracién de este lema ver (1) pag. 113.

VYeamos un ejemplo de topologias  Adicas.

1.4 EJEMPLO: Consideremos el anillo Z de los enteros con la topologia
(p)-adica, donde p es un ndmero primo. Es decir, que las vecindades
de cero seran de la forma (pk) para k € 1IN .

cC

Como kQO (pk) = (0) entonces tenemos que Z es un espacio Hausdorff

con la topologia p-adica.. Veamos que sin embargo no es un espacio
completo.
i

Consideremos la sucesidn < E pk}. . Esta es una sucesion Cauchy
k=0 i €N

m n m
en (Z , (p)) pues: E pk - E pk = E pk S (pn) C (pk) siempre
k=0 k=0 k=n+1

que k< nsTm,

Supongamaos que exista a & Z tal que lim g pk =aj; como Z es
i—ce 05

un dominio de factorizacidon Unica, entonces a = erl para i EIN vy
rle Z y pfrk

l.Luego para este i existe un valor Si > i tal que si rk> S.l se



n n
cumple que E pk -ac€ (pl) es decir E pk =y pl +a=y pl +n p!
k=0 k=0

n
con y € Z vy por tanto 1 = p ( pl'1 n+y pl_1 - E pk"l ) es decir
k=2

il

que 1 € (p) {Absurdo! , porque p es primo, es decir que (Z , (p) ) es
un espacio Hausdorff no completo, y precisamente su completacién es la
que llamamos los enteros p-adicos.

cC

. g i .
Dada una serie formal f = ai x  nos referimos frecuentemente a las
i=0 ,

siguientes topologias:

R, a, ) para indicar precisamente la topologia (ai) -adica
(R, @) para la topologia @-adica, donde @ = (ao, ey @ )
(R[[x]] , @[[x]] ) para la topologia @[[x]] -4dica

(R[[x]] , f) para la topologia (f)-adica, con f € R[[x]] .

En esta seccién nos interesa especialmente dar resultados que nos permitan

relacionar estas diferentes topologias.

1.5 PROPOSICION: Si (R, @) es un espacio Hausdorff completo en la
topologia @-adica entonces (R , b) es un espacio Hausdorff completo

para todo b € @
El hecho de que (R,b) sea Hausdorff se obtiene facilmente porque como

cc cc
®)" C @n entonces si ﬂ @n =(0) se cumple también que ﬂ )" =(0)
n=1 n=1

y por tanto (R,b) es Hausdorff. Veamos ahora que es completo.

10



una sucesién Cauchy de (R,b). Esta sucesi6n tiene una
)
subsucesidn %C} tal que C. = E Sk bk con Sk € R. Esta
Ny emN ) k=0

Sea {n%
i emN

sucesién también es Cauchy en (R,b) y por tanto es Cauchy en (R, @),

tenemos entonces que converge a un unico elemento C de R, que se nota
cC
precisamente por C = ; Sk bK por ser (R, @ Hausdorff completo

(si no fuera Hausdorff podrian existir muchos més limites).

Veamos ahora si %C} converge a C en (R,b) , es decir, que
i €N

para h € IN existe n €N tal que si J=n entonces C - Cj € (bh)

cc j cc cc
como C - C, = g s bX . g s bk =S 5 bK< - plt] 5 pxi-1
j k K <k E K
k=0 k=0 )+ k=j+1

es decir que (C - Cj) € (b]+1) C (bh) si j >h., Por tanto dado h

x~
W

basta tomar n = h y se tiene el resultado.

1.6 OBSERVACION: El reciproco de este enunciado no es cierto. Ni
siquiera en el caso en el que @ = (a1 y ey A )y (R,ai) sea
un espacio Hausdorff completo se puede asegurar que (R,@ ) sea
Hausdorff completo. En (9) , ejemplo 2.4, se da un ejemplo donde

se tiene esta situacion.
Tampoco se cumple la proposicién anterior si suprimimos que (R,@ ) sea

Hausdorff, es decir, que no es cierto que si (R,@ ) es completo entonces

(R,b) es completo para todo b € @.

11



Ejemplos Sea R = Z x Z, y consideremos el ideal @ = Z x (o).

R es completo en su topologia @-adica, pues si {(Ni , Si)>i ceN &S
una sucesién Cauchy en (R,@ ) entonces para todo k>0 existe NE N
tal que si i,j >N  entonces (N.l , Si) - (Nj , Sj) S @k

k k .
pero @ = (Z x (0))" = Z x (0) es decir N.l-NJ.EZ y Si-SjE(o)
y por tanto cualquier elemento de la forma (N,0) es unlimite de esta

sucesién (precisamente el espacio no es Hausdorff y por eso puede haber

varios valores para este limite).

Tomemos ahora el elemento b = (2,00 € @ vy la topologia b-adica, y

1

. y ) E k
consideremos la sucesién <C1> LeN S { ( — 2, o) } e N

Esta es una sucesién Cauchy en R con la topologia (2,0)-&dica porque

para j >0, si m>n_>j+l entonces

m n m
g k E k E k
(Cm - Cn) = ( 2 O ) - ( 2 ,0 ) = ( 2 ,0 )
k=0 k=0 k=n+1
m-n-1
n+1 'Z k j ]
y como 2 ( - 2" ) € (27) entonces C_ - C_ € @2,0))

Sin embargo esta sucesién no converge a ningdn valor de R en la topolo-
gia (2,0)-adica , pues si existiera algin (C,0) € R tal que

lim C. = (C,0) entonces existiria C € Z tal que lim i 2" =C
i—ce : i=cc k=0
en la topologia (2)-4dica. Y sabemos que las topologias (p)-&dicas no

i
son completas, y precisamente las sucesiones de la forma{ :i (:)k }i e N
k=0

12



son sucesiones Cauchy que no convergen, como ya lo habiamos visto.

El siguiente resultado es el mas cercano que tenemos al reciproco de la

proposiciéon anterior.

1.7 PROPOSICION: Sea R un anillo, @ un ideal finitamente generado,
@ = (a1, ey @ ) 5 si (R,ai) es un espacio completo para todo

i=1 .., n entonces R es un espacioc completo en la topologia

@-adica.

. . . k k
Consideremos la sucesion de ideales Bk = ( 8y e an) para todo
k € IN. Esta sucesién satisface Bj+1 C Bj , es decir, %Bl}k e N

es una d-sucesién e induce entonces una topologia sobre R. Veamos que
esta topologia es equivalente a la topologia @-adica, es decir, que dada
cualquier vecindad de cero en la topologia [@-&dica existe una vecindad
de cero en la topologia inducida por <Bk> K e N aue la contiene, vy

reciprocamente. Claramente Bk C @k porque ak ) al'z< y ey arl: e @k

1

@kn C Bk porque un términoc b E @k+1 estd formado por sumas
finitas de elementos de la forma b,1 , b2 bkn donde bj € @
(j =1, ... , kn) , es decir, sumas de elementos de la forma

n n
_ G 6 n
( _;_ N1. R E Nkn. a, ) = g ray ay .. a
i=1 1 i=1 1

GG+ 00 =kn

Por tanto cada uno de los sumandos contiene una potencia mayor que k

13



para algin a, , y por tanto b € ( al1<, v , @) = Bk
Llamemos /L la topologia inducida sobre R por la d-sucesién %Bl}k e N

Como hemos probado que L y la topologia (@-4&dica son equivalentes es
suficiente probar que R es completo con la topologia S/ \ para obtener

que R es completo con la topologia @-adica.

Sea <bn>n e N una sucesiéon Cauchy en S L, es decir que para todo

k > o0 existe Sk> o talque b -b_€ Bk+ siempre que n,m>5k

1

Consideremos, sin pérdida de generalidad, que So< S1< e K Sk<

(con el objeto de que al exigir que m > S, sea también m = S, para

=1 er y k)
Tomemos 1 € N, entonces b -b € B. es decir que
s, s, i+1
1+1 1
b - bS € (a1l+,1 ey al+1), Por tanto existen elementos en R ,
i+1 i n
llamémoslos r i (j =1, ... , n) tales que
n
b - b = ; r .. a.H‘| silamemos ¢, = b para i= o entonces
S. S. i T i s,
1+ i =1 1
c =b
0 S
0 n
c. = >
176 * 'C. T aj

14



n n i+1

C =Cc. + g r ai+1- c_+ r ak
it i ji+1 ) 7 o ik
j=1 j=1 k=1
ks decir, que dada la sucesiéon Cauchy %b} hemos construido una
ie IN
n i
subsucesion {c} tal que c. =c_ + g E T. a.k .
if . 1 0 jk 7j , que ademas
i€ IN -
j=1 k=1
satisface que ¢, 4 - ¢, € Bi+1 para todo i >0

Consideremos ahora para cada j € %1,..., n> la sucesién

i
Z r. ak , que es una sucesion Caucﬁy en (R, a.) y como esta
jk Tif j
k=1 i€ IN i
. * . k *
topologia es completa, entonces existe bj€ R tal que Ilim r. a., = b,

i—ocTa kT

*
(Precisamente este valor limite bj es el que acostumbramos notar
> T. a;< cuando el espacio topoldgico es Hausdorff)

Tenemos entonces que:

n i n i
lim ¢, = lim c+§ T. ak:c+§(lim§ra‘f)
icsce b o 0 < ik 7] o _ X ik 7j
= N - j=1 k=1 j=1 i—=cc k=1
*
= Co + bj (Este limite se acostumbra notar como
=1
n cc K
e, * E rjk aj cuando el espacio topoldgico es Hausdorff).
=1 k=1

Asi pues R es un espacio completo con la topologia £ Ly por tanto

(R,@) también es completo.

Con estos dos resultados que hemos obtenido podemos entonces hacer el

siguiente enunciado global:

15



1.8 PROPOSICION: Sea R un anillo, @ un ideal finitamente generado
de R y (R,@ un espacio Hausdorff, entonces (R,@) es completo
si y solo si (R,a) es completo para todo a€ @. Ademas cada es-

pacio (R,a) es Hausdorff.

Recordemos que el radical de Jacobson de un anillo R, notado frecuente-
mente por J(R), es la interseccién de todos los ideales maximales de R vy
tiene la siguiente caracterizaci6n: x € J(R) si y solo si 1 - xy es unidad

de R para todo y€ R.

El siguiente lema, que no se refiere a ningln concepto topoldgico serad de

gran utilidad para extender el enunciado anterior.

1.9 LEMA: Sea R un anillo conmutativo con unidad vy SA un R-
cc .
endomorfismo de R[[x]] tal que (#(x) = g bixl. Entonces b0
i=0

pertenece al radical de Jacobson de R.

Sabemos que 1 + rx es unidad de R[[x]] para todo r€ R, y como 5{1

cCc ]
es un R-endomorfismo entonces q,(:(1 +1x) =1+ ?g(x) =1T+r 5 bixl =
cC . i=0
1 + rbo + T g bixl y como ?‘ deja fija la unidad también envia
1=1

cc
unidades en unidades, por tanto 1 + rbo + T % bixl es unidad de R[[x]],

i=1
luego el término constante es unidad de R, es decir 1 + rbo es unidad

de R para todo r € R. Por tanto bo es un elemento del radical de

Jacobson de R.:

16



Con la ayuda de este lema podemos enunciar un caso particular de la

proposicion anterior cuando el anillo R es Noetheriano.

1.10 PROPOSICION: Sea R wun anillo Noetheriano y @ un ideal de R,
entonces (R,@) es un espacio Hausdorff completo si y solo si (R,a)

es Hausdorff completo para todo a€E (.

Realmente es un caso particular de la proposicién anterior porque por estar

en un anillo Noetheriano se cumple:

i) Todo ideal @ de R es finitamente generado.

ii) Para cualquier ideal @ de R, @ = (a,l, ey an) tenemos que si
(R,ai) es un espacio Hausdorff completo para todo i = 1,...,n entonces
existen R-endomorfismos 751 de R[[x]] tales que %i(x) =a + X% (ver
(18), prop. 4.3) y por tanto a, pertenece a J(R), el radical de Jacobson
cc
de R, luego @ C JR), y como ﬂ1(J(R))n = (0) por ser R un anillo
n=
cc
Noetheriano. entonces ﬂ @ = (0 , es decir (R,@) es Hausdorff y
n=1

efectivamente se cumplen todas las hipétesis de la proposicién 1.4.:

Otro resultado que se deduce féacilmente de la proposicién 1.8 es el

siguiente:

17



1.11 PROPOSICION: Sea @ un ideal del anillo R, tal que (R,@) es
Hausdorff completo. Entonces para cualquier ideal finitamente gene-

radc B C @, (R,B) es un espacio Hausdorff completo.

Hasta ahora hemos dado resultados que relacionan diversas topologias del

mismo anillo R , ahora nos preocuparemos de relacionar topologias de R

y de R[[x]] .

1.12 PROPOSICION: Sea @ un ideal del anillo R. Entonces (R,@) es

un espacio completo si y solo si R[[x]1, @[[x]] ) es un espacio

completo.
Supongamos que (R[[x]] ) @[[X]] ) es completo, y sea {Cn} una
' n €EIN
sucesion Cauchy de (R,@).
k k
Como @ C @ [[ x]] para todo k € IN , se cumple que %cn> es
n €N
una sucesiéon Cauchy en (R[[x]] s @[[x]] ) y como este espacio es
cc
completo existe una serie formal g = g. x'  tal que lim <cn>: g
g n—cc

en (R{[x]], @[[x]] ).

Es decir que para todo k=0 existe Nk> 0 tal que g - c € @k[[x]]

siempre que n > Nk .

cc

. i _ k

Por tanto la serie formal 9, - ¢, * g; X tiene coeficientes en @ ,
=1

1

luego 9, - °, € @k siempre que n >N, . Es decir lim <cn>: g

k
n—ce 0
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en (R,@) , entonces este espacio es completo.

Reciprocamente, supongamos que (R,@) es completo. Sea {g# una
i €EIN

cc
sucesién Cauchy de (R[[x]] , @[[x]] ) entonces 9, = E a. x para
=0

todo i € IN.

Como es una sucesién Cauchy en (R[[x]] , @[[x]] ) se tiene que para

todo k> 0 existe Nk> 0 tal que si n,m= NI< entonces

cc
- - g . j k : ,
9 " 9y = = (anj i ) X’ E@ [[x]] es decir que para todo j € N
a.-a_.€E @k 0 sea que para cada j € N la sucesidn a..
nj mj i e N

¥*
es una sucesién Cauchy en (R,@) , y por tanto existen aj € R (para todo

*
j €IN) tales que lim a.. = aj puesto que (R,@) es completo.

. ij
i—cc
cc

*
Luego la serie formal g= g a. x) satisface que lim g, =9 vy en-

tonces (R[[x]] , 8[[x]] ) es completo. i

1.13 PROPGOGSICION: Sea @ un ideal del anillo R , entonces (R,@) es

Hausdorff si y solo si (R[[x]] , @[[x]] ) es Hausdorff.

cc cc
Es cierto pues M @k = (0) si y solo si 91 @k [[x]] = (0
k:1 =
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1.14 COROLARIO: Si @ es un ideal finitamente generado de R se
cumple que (R,@ es Hausdorff completo si y solo si (R[[ x]],@ [[x”)

es Hausdorff completo.

Este corolario es cierto debido a que cuando @ es finitamente generado

se tiene la igualdad @ R[[x]] = @n[[ x]]  (ver 1.1) i

1.15 PROPOSICION : Sea R un anillo conmutative con wunidad,
cc

f = g a, x' € R[[x]] , si (R,ao) es Hausdorff entonces

3
(R[[x” l, f) es Hausdorff

cc

cc
Dada la serie formal f = E: a, x' definamos el ideal @ = kﬂO (ao)l< y
1= =

cc
y veamos que kﬂ0 (f)l< C [[x]] . Supongamos que existe una serie
CC =
formal g € q (f)k tal que g ¢ @[[x]]
k=

cc

Es decir que g = —Z_ ¢ x! y tal que c, E# (ao)p para algn n € IN
i=0

y algin p € IN.
Veamas qué significa que g € (f)k cuando n< k .

cc
g=nh = donde h = Z hi Xi e R[[X]]
i=0

Entonces igualando coeficientes
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k-2 k-2 -1
‘Z'ho(ao + ay az)+h,I (a a,|)+hza
n Z oL
c. = hl s, a:)% a,(li’l annl_l
. B s. E R
i=0 = 1
c1/,0+0(,,|+...+ Gén-i =k
Oé,l . +062 2+.. .+0&n_i(n-1 )=n-i
ts decir que los exponentes %j se pueden tomar de cualquiera de las

formas que satisfagan para cada i = 0,...,n

o(,l+0(2+.. .+o(n_i: k-of,

o]

c>(1+2052+...+(r\—1)o£n_i =n-i
Estamos interesados en saber cudl es el minimo valor que puede tomar
050 , el coeficiente de a, » para cada i = 0,...,n vy esto se obtiene
resolviendo para cada i el problema de
minimizar . = o Q==
odo o[,l o{z Q{n_i+k
sujeto a las restricciones: c(,|+20(2+...+(n-i)o(,n [ = n-i
y o(j = 0 entero, para j=1,...,n-i
(ue es un problema tipico de programacién lineal y tienme solucién Unica

para 051 = n-i y oéj = 0 para j = 2,.,n-i vy el valor minimo de

cf,’o es k-n+ i para cada i = 0,.,n . Por tanto el menor valor

gue puede tomar 040 es cuando i = 0, que es precisamente Oéo = k-n

Es decir cn€ (ao)k_n para todo k > n ,

En particular, para k = p + n tenemos que c € (ao)p , 1o que es ab-

surdo.
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Luego g € @[[x]],

cc
Por tanto si (R,ao) es Hausdorff tenemos que @ = D’I (ao)|< = (0) vy

cc
por tanto ﬂ
k=

1
Hausdorff.

(f)k = (0) , es decir que (R[[x]] ,f) es un espacio

La siguiente proposicién se sale un poco del esquema en el que veniamos
trabajando de relacionar topologias de R con topologias de R[[x]] ,
y tiene como objetivo mostrar un tipo de conjuntos cerrados en la topolo-
gia (R[{[x]], @[[x]] ). Estos conjuntos cerrados los emplearemos en el

capitulo siguiente.

1.16 PROPOSICION: Sea @ wun ideal de R , (R{[x]] , @[[x]] ) wun
espacic Hausdorff |, M el R-submédulc de R[ [ x]] generado por

{’l,x,xz,...,xn} , entonces M es cerrado en (R[[x]], @[[ x]] ).

Necesitamos probar que cualquier sucesién de elementos en M que con-

verja lo hace a un elemento de M.

Sea {m.l> e N una sucesién convergente de elementos en M, y sea
m el limite de esta sucesién, m = lim m,
i—cc

Como m. € ™M paracada i € N entonces existen elementos mi(j)e R
(0) (1 (n) .n

para -j = 0, ... , n tales que m, = m. + m R L X , por

lo tanto podemos construir n + 1 sucesiones de elementos en R ,
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(j) -
{m.l }iEZfN con j=0,..,n
Como la sucesién <mi > | ey Cconverge, entonces cada una de las
sucesiones mgj) . también convergen, digamos que lim m.(J): m(J)
i i €N 00

con m(j) € R

Pero como estamos en un espacio Hausdorff los limites son dnicos, enton-

ces lim m, = lim m.(D) + lim m.(1) X + oo+ lim m.(n) x" 0 sea
iscc ! i—cc ! i—cc ! i—cc
gue m = m(D) + mm) X + eee + m(n) X" por tanto m E M
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2. TEOREMA DE PREPARACION

En este capitulo R es un anillo conmutativo con unidad; x una indeter-

minada sobre R y R [[ x]] el anillo de las series formales.

El objetivo central de este capitulo es estudiar tres proposiciones que
conforman el llamado Teorema de Preparacion de Weierstrass. Estos
resultados nos permiten, dada una serie formal f con ciertas caracteris-
ticas, descomponer cualquiera otra serie formal g como g = f.h + n_
donde h es una serie formal y n_ un polinomio en x.

Este resultado nos recuerda, por lo menos en la forma, el enunciado de la
propiedad Euclidiana que se cumple en el anillo de polinomios R [ x]
cuando R es un campo; esta propiedad nos permite garantizar que para
todo f,g € R [x] existen polinomios h vy ay tales que g = h f +n
con grado (n) < grado (f) y grado (rQ < grado (h). Es decir, que el
Teorema de Preparacién nos proporciona un cierto andlogo de la Propiedad
Euclidiana para el anillo de las series formales, pero claro esta, exigiéndo-

le a la serie formal f algunas condiciones topoldgicas.

Cuando trabajamos con el anillo de polinomios R [ x] es muy uatil el

concepto de que x sea algebraico sobre R [f] , siendo f cualquier



elemento de R [ x] . En las series formales no existe este concepto; sin
embargo una de las consecuencias del Teorema de Preparacién nos permite
haceren las series formales un cierto andlogo de lo que se hace en los

polinomios. Lo que se cumple en las series formales es que si
cc

f = % a, x' es una serie formal, tal que (a
i=0

02 an_1) genera una

topologia Hausdorff completa en R vy a  es unidad, entonces R[[x”
puede ser considerado como un R[[f ]]-médulo generado por el conjunto

%1,x, vosy ><n-1 } . Y es esta Gltima forma del Teorema de Preparacién

la que emplearemos en este trabajo.

Como este Teorema es la herramienta fundamental para el trabajo que

desarrollaremos en el capitulo 4, le concedemos un capitulo especial.

El resultado que demostramos aqui es el mas general que conocemos. Al
final del capitulo enunciamos otros dos teoremas que también se conocen
como Teorema de Preparacién, y vemos que corresponden a casos particu-

lares del resultado dado.
E!l resultado que sigue nos muestra que si f es una serie formal con

ciertas condiciones, R[[x ]] se puede considerar como la suma directa de

un moédulo finitamente generado y el ideal generado por f.
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2.1 TEOREMA: Sea R un anillo conmutativa con unidad, f € R{[x]],
cC

f = g a, x! ; supongamos que para algin n = 1, a_ es una unidad
i=0

de R , y que el ideal @ = (ao,a1, e an_1) de R genera una

topologia Hausdorff completa sobre R. Si M es el R-submddulo de

R[[ x ]] generado por { 1,x,x2, vy xn—1 } , entonces
R([x]]= M @ R[[x]].

Probemos primero que fR[[x]]m M =<U>
cc .

sea g € f R[[x]]{] M entonces g = ( Z b, xl). f para b ER

n-1 . i=0
i=20 vy g-= z njxJ con njER (G = 0y eee y n=1)

1=0

cc

Tenemas que probar que g = 0, y para ello basta probar gue bi € DO @k

(i 2 0), y como (R,@) es Hausdorff tendremos que b, = 0 i =2 0.
(Ver 1.3)

Hagamos la prueba por doble induccién, mostrando que bi € @k para

i=Z20 vy k=0

- Para k = 0 se tiene porque @0 =R vy bi ER (=0

- Supongamos gque bi S @k-1 (i =2 0). Probemos que bO S @k para
todo k€ NN Como b a + b, a + . b a =0 y como
o n 1T "n-1 n o
b. € @k_1 entonces b,a + +b a € @k or tanto b_a E @k
i 17n-1 n o P 0 n

y como a_  es unidad entonces b0 S @k
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Supongamos ahgra que bi e @k para i<{j y veamos que bj e @k.
Como sabemos que
cc cC
b i i n-1
% X % 8 X = N_+ N, X + wee + N X
i i o} 1 n-1
i=0 i=0
comparemos los coeficientes en las dos expresiones. En particular, compa-

N+j

rando el coeficiente de x se tiene
(bO an+j + b1 an+j-’l Fout bj-’l an+,|) + bj a_ + (bj+’l 8,9 *eet bj+n ao) =0
como por hipétesis de induccién sabemos que bi e @k para 1 < j
tenemos que

k

(b0 an+j + o bj-’l an+,|) S

y como b, € @k_1 (i=0) vy a_,a a € @, entonces

'ERRTTEC

(b.

j+1 a

k
hot toee t bj+n ao) €@

concluimos entonces que bj a S @k . Pero como a  es unidad de R,

entonces bj € @k.

cc
Luego b, = 0 (i=20) vy por tanto g:( g b, xl).f = 0
i=0

Veamos ahora que R[[x]] =M + R[[x]] . f

cc
Como f = a x.l donde a es unidad de R, podemos escribir
- il i y n ’
i=0
oC
f=a + a X + .. + a MU xn( E a. xl'n> y si llamamos
0 1 n-1 n i
cc
j>: 1-n .
g = a; % , tenemos que g es una unidad de R[[x]] (por ser a,
i=n
unidad de R).
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Entonces f - x' g=a + @, X + w + @ 1 e @{[x]] -

o 1 n-1
m .
Definamos h = x" - f g—’I = :f h, x'. Luego - h = (f - x" g 9-1 y
i=0

como f-x'g € @([x]] se cumple que h E @{[x]] , pues @l[x]]

es un ideal de R[[ X ]] , es decir hi € @ para todo i=0.

cc
Sea ahora P = g P; x' € R[[ x]] . Con base en este elemento
—y

definamos un conjunto de elementos {q(l) }C?—O de R{[x]]de la siguiente
manera:
cc
- q(O) = g q(iO) x' , donde q(iO) = Pi+n , para i>=0, es decir, que
i=0
P - X" q(o) = PU + F’1 X 4 eee + Pn—’l e ™M y por tanto q(o) es
. : . _.n (0)
el dnico elemento de RI[[ x ]] que satisface la ecuacién P = x q
mod(M)., Esta unicidad se cumple por la forma como fue definido q(O).
cc
- Y para j = 1 sea q(J) = g q(il) x' donde para i = 0
. i=0
i+n
§) E (j-1)
q. = h q. _
i vy k Ti+n-k

Con esta definicién por recurrencia vemos que para j =1
cc cc
i-1 E 1 E j~1) i
hoq(J ): hl X .oz q(lJ )x
1=0 1=0
oc l .
- (1-1)> |
= h, q X
> (Z k "1k
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n-1

1 cc
S (‘-1)> 1 (\”— G-1) 1
( k=0 he Al )x s Z S heap ) x

l:o l:n kZU
- (G-1)\ 1

pero 5 = ( hk a >x es un polinomio de grado menor
1=0 k=0

que n , por tanto S E M, y

cC | cCc i+n
< (-1 ) n < (,-1)) i
< (Z My 9y o )" = X E (Lhk 9UYin-k
I=n = k=0 =0 k=0
N q(i]) »
i=0
I~ q(j)

Es decir, si j=1 se tiene la congruencia

h q(j'1) = " q(j) (mod M)

Veamos por induccién que q(j) € @j[[ x]] -

q(o) € R[[x]], es decir qEO) € @ =R (i=0)

ya que h q(o) = X" q(1) (mod M) vy los coeficientes de q(1) estén
dados por: i+n

M ~ (o)

q; = ~ hk Ak y como hk € @ entonces

k=0
q(1)

i €E @ (=0). Y asisucesivamente por inducci6én como

i+n
S) E (-1 (-1 j-1
Qi = - hk STy con hk E@ vy 9,k E @ entonces

@ € @ para iz0, >0

N
Formemos ahora la sucesion % q(J) } =g Y consideremos la topologia



cc

U inducida sobre R[[x]] por la sucesién de ideales %@k[[x ”Fk:O'

Por ser @ wun ideal finitamente generado, ésta es precisamente la topolo-
gia @ R[[x]]-4dica, que también hemos notado (R[[x]], @ R[[x]] )

t

Llcc
LLa sucesién { E q(J)} t-g ©s Cauchy en (R[[x]], © ) porque para
=0
m<_n se tiene
n m n
M § () m
> 0> e > e @)
=0 J= j=m +1
Es decir que para cualquier k > 0 basta tomar N> k vy se cumple la
n m
. , 6, 6)) k
condiciébn de que si m,n > N entonces q’ - q e @ [[x]]
jZO J:O

Esto nos permite encontrar un elemento Unico en R[[x]] que sea el
limite de la sucesi6n, ya que (R[[x ]] ,~ L) es Hausdorff, pues (R,@)
lo es. (Ver 1.13).

()

t
Sea q € R[[x ]] el elemento tal que lim > g’ =q
t—cc JézO—

como p= x" q(o) (Mod M)
h q(o) = " q(ﬂ (Mod M)
hgd™W 2 g9 (Mod M)
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t-1 t
entonces p + h g q(J) = X" q(J) (mod M)
j:U j:O
y esta congruencia es cierta para todo t_>=0.
. t-1 t
Si llamamos m, =P + h g q(J) _— g q(J) sabemos que
;=0 =0
m_ € M para todo t=0 y como estamos én un espacio Hausdorff

t
podemos tomar limite a ambos lados de la igualdad, es decir:
t-1 t ‘
lim m, = lim ( p +h g q(J) - X" g q(J)
t—cc t—cc j=0 ’ j=0
y como el limite de la derecha existe, también existe el limite de la

izquierda, por tanto:

. n
m= lim m = p+hg-x q
t—cc t

Como M es cerrado en la topologia (R{[x]],s\), (ver 1.16) entonces

meE M

Luego p = (x" - h) g+ m con me& ™M ., Pero por la definicién de h
. n -1 -1

se tiene x - h = fg . Por tanto p = f g g + m

entonces R[[x ]] = f.R[[x ]] + M

OBSERVACION: En la demostracién usamos que (R[] x 11,4%) es Haus-
dorff completo y que (R,@) es Hausdorff, pero directamente no utiliza-
mos que (R,@) fuera completo. Esto podria hacernos pensar que esta
condicién puede suprimirse y exigir en las hip6tesis del Teorema que
(R,@) sea Hausdorff y (RI[ x 11,24) Hausdorff completo; sin embargo,

ésto no tendria ninguna ventaja ya que en este caso, por ser @
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finitamente generado, es equivalente que (R,@) sea Hausdorff completo

a que (R[[x]],4) lo sea. (ver 1.14).

Como consecuencia de esta prueba tenemos también que f es un elemen-
to regular (es decir, no es divisor de cero) en R[[x ]]. Por eso pode-
mos asegurar que la descomposicion que se obtiene para los elementos de

R[[x ” es Unica; pues si para p € R[[x” se tiene

n-1
p=hftf+ _;_ v.l><l con h€R[[x]]yvi€R
i=0 (i=1,0..n-1)
n-1 )
p=h,f+ g n.x' con h, ER[[x]]y n ER
i=0
(1:1,...[1-1)
n-1
entonces 0 =( - h1) f + _2— (v. - n.) x|
- i i
=0
n-1 i
es decir (h - h1) f = g (ni - Vi) ' € R{[x]] M ™
i=0
luego f(h - h1) =0 yportanto h=h, y n =v,
(i=1,ee. n-1)

NOTACION: Sea f E R[[x ]] , si existe un Unico R-endomarfismo 7’) de
R[[ x]] tal que 71'3(x) = f denotaremos por R[[f]] al rango de 95 que

naturalmente es un subanillo de R[[x ]] .

OBSERVACION: Podemos trabajar con la idea intuitiva que R[[f]] esta
compuesto por las series formales evaluadas en la serie f ; esta idea,
sin embargo, no podemos utilizarla como definicién porque faltarian nocio-

nes precisas sobre la convergencia que nos permitan explicar las sumas
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infinitas que resultan.

cc
En particular si f = E a, ' € R[[ x]] es tal que para algin n, a
i=0

es unidad de R y que @ = (80,81,...,8n_1) genera una topologia
Hausdorff completa, entonces (por 1.5) R es Hausdorff completo en la
topologia (aD)-édica y por tanto existe un Unico R-endomorfismo ?Q de
R[[x]] tal que gﬁ(x) = f (ver (9), 4.2 y 4.3); por tanto tiene sentido
hablar de R[[f]] .

cc

2.2 TEOREMA: Sea R un anillo conmutativo con unidad, f:}_ aixl € R[[x]]
1=0

con a_ unidad de R para algn n>= 1 vy supongamos que el ideal
@ = (ao,a1,...,an_1) de R genera una topologia Hausdorff completa

saobre R; entonces <1,x,...,xn_1% es una base libre para el mddulo

R[[ x” sobre R[[f]] O sea R[[x]]: R[[f]]+ x.R[[f]]+...+ xn_1.R[[f}]
Utilizamos en esta prueba el resultado anterior y trabajamos con el
espacic topolégico (R[[ x]] o(f)) que sabemos ya que es Hausdorff
(ver 1.15). Como R[[f]] es subanillo de R[[x]] lo que debemos probar
es que  RI[x]JCRIEIT+ RILE x + o+ RICET] <™.

Seguiremos el siguiente esquema:

Primer paso: Para cada k= 1 construiremos un R-submédulo de R[[f]]
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k -1
llamado Tk tal que R]] x]]=f R[[x]] + Tk.‘l + Tk.x $ooe + T X"

Segundo paso: Probamos que para todo k=1 se cumple

~ R{[x]] N (Tt + Tpx + e+ Tk.x”‘1) = (Q)
Es decir, que la suma en el paso uno es, en cierta forma, "directa"; y

también se prueba que es "independiente" de k.
Tercer Paso: Probamos R[[ x]] = R[[f]] + RI[F]] x + o + R[[£]] v

Cuarto Paso: Probamos que {1,x,...,xn_1> es base libre de R[[x]] como

R{[f]] -médulo.

Primer Paso: Para k> 1 sea T, = f R + f R+ ..+ fR+R

el R-submédulo de R [ f] generado por {1,f,...,fk-1> es decir,
k-1
Tk =% %[‘ifl/[‘_leR %En particular T1 =R
i=0
. L 2 k
Veamos por induccién sobre k que R[[x]]= f R[[x]]+ T o 1 et Tkx

Para k=1

Sabemos por el teorema anterior que R[[ x]] = f.R[[x]] + M donde M

es el R-moddulo generado por {1,><,...,><n:l } 5 entonces como T1 = R se
tiene M = T,I.‘I + T‘I'X T T1.><n-1 y por tanto se cumple el resultado
para k=1

Supongamos ahora que el resultado es cierto para k y veamoslo para k+1
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es decir T =T -f R

y sabemos que R[[x]] = i RI[ x]] + Tl + e s Tk.xn-1 , entonces

RI[x])= PRIxIT+ (T, - PR+ (T, = R) x ot (T, 4 - FRX™

fkR[[ x]]+ Tk+’l'1 + Tk+,|.x Horet T n-1

n-1
k+1% )

- fkR(1 £ X et X

1l

FRII ] - M)+ T 1+ Ty ok s Ty X

y como R[[x]] = f.R{[x]] + M entonces R[[x]] -M=f R[[x]]

luego R[[ x]] = gk R[[ x]] + Tiaq ! * TppqeX +eeet Tk+1.><n_1

Segundo Paso: Veamos ahora por induccién sobre k que
n-1
f R[[x]] N (Tl + Tpex 4ot T x) = (0)
Para k=1 se conoce por el teorema anterior

Supongamos que es valido para k y veadmoslo para k+1

k+1 n-1
Sea g € R[[x]] tal que g f € Tyl + Tppgex teeet T g
n-1
es decir g fk+1 = 5 hj x) con h. € Tk+’l
k . . .
Por tanto hj = g n(il) f! con n(Ji) € R para i,j=0
i=0 n-1 k
entonces g fk+1 = (Z nglj) f‘l )xj
=0 i=0
n-1 n-1 k-1 .
, (JB( K ( Z n(Ji) fl > o
):D j: l::O
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n-1 n-1 -1

luego ( g f - 2 n(J) xj> 1’k = E ( n(J.) fi> x) es decir, que si

I 5=0 i-0 !
n-1 Q) i
p=gf - g ng( x) se tiene que
=0
p fL< € fk.R[[x]] ﬂ (Tk.'l + Tk.x Feeet Tkxn'1)

y entonces por hipdtesis de induccién p 1’L< = 0 . Pero como ya probamos

que bajo estas condiciones f no es divisor de cero entonces p = 0

n-1

Luego g f = ;_ n(J) x) y esto significa que g f € f R[[x]]ﬂ M,
=0k

es decir g = 0, Entonces < R([ x]] N (Tt +es T MU (0)

para k _>1

Nota: Veamos que esta propiedad probada
para Tk nos permite concluir que hay una
cierta "unicidad" en la forma de descompo-
ner los elementos de R[[ x]] que no

dependen de k.

Elijamos un k EIN fijoy sea of € R[[x]] ; entonces o tiene repre-

sentacién como elemento de 1’L< R[[x]] + Tk.1 Foeut Tk xn—1 dada por
y n-1 k-1 Q) i .

0<:f S * }__ < nJi f1>x] , con skER[[x]]y

1=0 i=0
) i=0,...,k-1
A j=0y.eeyn-1

k+p . n-1

y como elemento de f R{[x]] + Tk+p'1 +aeet Tk+p X para p =1

sp n-1 +k-1 Gy i) i

S é )by
dada por o = f Skep 7 ( ti f ) X con Sk+p € R[[x]]
j=0 i=0



tenemos entonces

n-1 p+k-1
0= (P, - s) 4 E ( E (t(J) (il)) flos § t(.lj)fl > x)
P =0 i=k
luego
n-1  p+k-1 n-1 k-1
fk (s, - P s - g E t(].) fl-k Wy = ;>—_ (t(!) - n(J.))flxJ
k k+p . - i _ - i i
]=U l:k ]:U [:U
por tanto este término’ es igual a cero, es decir
n-1
E E CUSU I LV
i
() _ (j) i=1,000,k-1
0 sea que ti = n para j=1yeeeyn=1
Esto significa que en la representaciéon de como elemento de
n-1 ) .
R[[x]] + Tl + e+ T X los elementos n.” para i <<k
permanecen fijos cuando k —cc
Tercer Paso: Sea of € R[[x]] y consideremos la siguiente familia de

. k n-1
conjuntos { f R[[x]] + Tk.1 + e + Tk X > K ©IN
Para cada k € IN existe una representacién de 4 como elemento del

correspondiente conjunto y se crea por tanto la siguiente sucesidn

n-1 k-1

«{fksk+ (Z )fi>xj}kelN con skER[[X]] y

=0

—

:y
n(J;E R, izl.ek-1 , j=T,.. n-1
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Esta sucesion es precisamente %o( %k e N donde o(k o/ para k €N
Y como R[[x]] es Hausdorff con la topologia (f)-adica y lim o( = o

k —cc
tenemos que el limite de esta sucesion existe y es Gnico; luego

n-1 k-1
lim %fksk+ Z(Z n(ji)fi)xj% = of,

k —cc j=0 =0

Veamos ahora que el limite de la izquierda es igual a

ZZ(J)

Sea ()™ una vecindad de O , sea k> m entonces

n-1 cC n-1 k-1
Z = n(J.) i - (fksk + Z [ G) ] )
=0 =0 ! j=0 ~ i=0
n-1 cc
= ( E n(,J) ! ) x) fk S\
j=0 i=k !
n-1 cC . )
= f¥ [ ( E n(g) fi-k ) x) - Sy ] € (fk) c H"
JZU i=k
n-1 cc )
Luego of = E nJl £
]:0 i=0
cc
Y = 0 d ¢ R([
como para todo j=1,...,n-1 , n f]] entances
i=0

—

O sea que el conjunto Ty Xgaes xn-1> genera a R[[x ]] como  médulo

sabre R[[ 1]
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Cuarto Paso: Veamos ahora que %’I,x,...,xn—1 > es una base libre para
R[[X]] como R[[f ]] -médulo ; es decir, veamos que 41’x’.'_,xn-1> os

linealmente independiente.

Supongamos que para k= 1,..,n-1 xk pertenece al R[[f]] -maédulo

generado por {’I,x,...,xk—1 } .

O sea k-1 o
xk = E ( E r(ij) f! ) x) con r(ij) € R
=0 =0 i=0,...cc , j= 1,...k-1
emtonces
k-1 cC
xk = r(U) + r(1) X 4 e 4+ r(k—n xk"I + ( (J) x) )
0 0 0
j=0 i=0
k-1 oc
si llamamos g = E E r(li) 1 W se tiene
k—1 j=0 l:ﬂ
X % r([J])szngZfR[[x]]ﬂM
j=0
k-1
luego 0 = f g = xk - % r%) x) lo que es absurdo.
}=0

Por tanto {’I,x,... ><n—’I % es una base libre para R[[x ]]como R[[f]] -

maddulo.

39



2.3

Ya

cc

CORCLARIO : Sea f = % a x' € R[[x]] . Supongamos que para
i=0

algin n>= 1, a, esuna unidad de R y que el ideal @ = (80’81""an-1)

de R genera una topologia Hausdorff completa sobre R. Entonces

existe un Unico par F € R[x] y u€ R[[x]] tales que f = u.F,

. n-1 n
u unidad de R[[x]] y F = Tyt Tq e £ T 4 X+ X r, €@
para i=1,...,n-1
Nota: Este corolario aparece con frecuencia
citado como lema de preparacién. Por ejem-
plo (2) cap. 7
habiamos visto que bajo estas hipdtesis f satisface que

R[[x]] = f.R[[x]] ® M, donde M es el R-submddulo de R[{x]] gene-

rado por {1,x,... -1 } .

La representacion de x"  como elemento de f R[[ x]] ® M es dnica.
m -
E i
Sean g = : g; x € R[[x]] Yy Tg Tpooee T4 € R los elementos
i=0
que satisfacen la ecuacidn:
xn:fg+(r0+r1x+...+1‘n_1 xn_1)
entonces
cc cc
-f _<—§ axi)<§ xi>—r+r X + + T AL
9 = i N 9 T fo T T

i=0 i=0

cc 1

i n-1 n
luego _ (: a, qg. X' =T 4+ T, X 4+ e T X - X
g -~ k “i-k o 1 n-1

i=0 k=
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lgualando los coeficientes tenemos

- T = a
8] ogo

si k< n

* k
T > % Gy

=0

Por tanto r a ,)=@ para k = 0,...n-1 y en particular

K € (ao, a

17 7 “n-1

. n
para el coeficiente de x tenemos

n
1T = g aj gj—k= 8,9, * @ 9,4 * e+ 2 g
=0
luego a g,=1- (aO g, + e+ a4 0 )

Como R es un espacio Hausdorff con la topologia @-4dica, @ esta

contenido en el radical de Jacobson de R (ver 1.9)

Si h=a 9, * =+ 3,1 Y

se cumple que h € @, por tanto h es
un elemento del radical de Jacobson de R , luegoc 1 - h es una unidad

de R. Pero 1 -h=a_ g

n y a, también es unidad de R , luego 9,

0

es unidad en R.

cc
Es asi que la serie g = g 9; x' es una,unidad de R[[x]] por ser su
1=0

coeficiente independiente, unidad de R. Por tanto existe g_1 € R[[x]] 5

y tenemos que:

f = g_1 [xn - (ro X ke F T xn_1ﬂ
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si llamamos u = g_‘I y F = x" - Py = Tq%= s =T xn_‘I obtenemos el

resultado deseado.

l_.a unicidad de u y de F proviene de que la suma f R[[x]] ® M

es directa.

OBSERVACION: El siguiente teorema ya no forma parte de los resultados
que se conocen como Teorema de Preparaci6n de Weierstrass , pero esta
muy relacionado y nos permite concluir que bajo nuestras hipotesis los

resultados del Teorema 2.1 son equivalentes a los resultados del Teorema

2.2.

2.6 TEOREMA: Sea R un anillo conmutative con unidad, g € R[[x ]]tal
que (R{[x]] Xg) es un espacio Hausdorff completo. Sea {J el
Gnico R-endomorfismo de R[[ x]] tal que #J(X) =g, ysea R[[g]]
el rango de ¢u Si T es un subanillo de R[[ x]] gue contiene a
R{{g]] ,ysi M es el R-submédulo d¢ R[[x]] generado por

n-1 - . .
TyXgeeeyX , entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) T=gT @ M y g es un elemento reqular en T.
(i1) %‘I,x,...,xn'1> es una base libre para T como mddulo sobre

R{{g]],y S{: es un R-endomorfismo uno a uno.

Supongamos que se cumple (i)

Para probar que {‘I,x,..,,xn—‘I } es una base libre para T como
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R[[g]] -médulo se sigue el mismo proceso que en la demostracién de 2.2

tomando a T en lugar de R[[x]] .

Veamos que ri) es uno a uno.

cc
Sea h = E hj X e R[[x]] tal que ?Q(h) =0
j=0 K
. |ec
Consideremos la sucesién % g hj gJ }k—U , sabemos (ver (22), 2.1)
j=0 -

que g:(h) es el limite de esta sucesi6n en (T,(gT))

Sea k> 0 . Probemos por induccién que hj = 0 para 0 j<g k como

k+1

k
lim E hj gJ = 0 para la vecindad de cero (g T) existe un
0

k —cc =
NEIN y N>k tal que
s
g hj g € (gk+1 T) para s=N
j=0
S -
Sea o/ € T tal que g h, g = gk+10(_
E
. -1 k
entonces, ho = —g( g hj gJ_ - g o ) , es decir, h0 €gq Tﬂ M
=1

luego ho = 0.

Supongamos que hemos probado que hj =0 para 0 < r<k,y

probemos que hr =0.

s
Como sabemos que g hj gJ = gk+1 o(_
j=r

s
entonces g ( g hj gt - gk”'r ol ) =0
j=r
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w

j-r k+1-r

si llamamos u = hj g -g ,UuE T y gu =0, luego u=0
j=r
s i_(r41) K
Por tanto h. = -9 hj g gt o(/) y por tanto h =0
j=r+1

para 0<< j<<rgk

Luego h = 0 vy asi (#; es un R-endomorfismo uno a unoc.

Supongamos ahora que {’I,x,...,xn_’I > es una base libre para T como

R[[g]]-médulo y que 7& €s uno a uno.

Sea p € T, entonces p = :: ( E r(J.l) gl > x)  con r(iJ)EZR
j=0 i=0
i>0
j=0,... n-1
Luego
© . (1 (0-1) S ZOC G i1
N s) 1 n- n-1 ji- ) j)
p_(ro+rox+...+ro X )—g( ( ri g X

J:O l:

es decir pE€gT + M,luegp T=gT + M

Veamos ahora que esta suma es directa.

Sea pe-T tal que pg € gTﬂM
n-1 cc )
entonces p = ( g (J) ) con C(J.l) e R
j:O l:O .
y PpPg= r_ +T, X+ + T -1 con r. € R
o} 1 n-1 j
j:O,.. n-1
luego
n-1
O_pg-(ro+r1x+...+rn_1x )
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Y como 41,x,..., xn_1 } es una base libre para T como R[[g]] -

moédulo, tenemos que todos los coeficientes son cero, es decir

cc
- T, + E c(,J) gl+1 =0 para j=0,...,n-1
J - i
i=0
CC . .
Pero como ?( <~rj + % c(ij) xl+1 ) =0 vy 9& €s UnNo a uno
i=0
P §) .
entonces rj =0= c i para j=04.404n-1
y para i=0
Luego pg=20 y gTﬂM:(U).

Ademas g es regular, porque de lo anterior concluimos que si p g = 0

entonces p = 0

Veamos ahora los otros dos teoremas que se conocen también como

Teorema de Preparacion.

En Bourbaki ((2),cap 7, 28) se enuncia el Teorema de la siguiente forma
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2.5 TEOREMA: Sea R un anillo conmutativo con unidad, local, NL su
ideal maximal y supongamos que R es Hausdorff completo con la
topologia M:édica. Sea f € R[[ X ]] una serie cuyo orden reducido

es n$0 y sea M el R-submédulo de R[[x]] cuya base es

%1,)(,...,)(”—1}. Entonces R{[x]]=M @ fR[[x]]y f noesun

divisor de cero en R[[x]] .

Este enunciado es un caso particular del 2.1 si R es un anillo local,

cc )
. . i . .
I\/L su ideal maximal y f = g a; X es una serie cuyo orden reducido
i=0

es n % 0 , lo que tenemos es que el primer coeficiente de f que es
unidad es a s nz=1, y por tanto % L PPTRIPL: B # C IVL , el Gnico ideal
maximal, luego si @ = (ao,a1,...,an_1) , @ C IVL, y como R es Hausdorff
completo con la topologia I\/L—édica entonces R también es Hausdorff

completo con la topologia @-adica porque @ es finitamente generado

(ver 1.6).

Por tanto se cumplen todas las hipétesis del Teorema 2.1, y se obtiene el

resultado deseado.

La prueba de este teorema que hace Bourbaki es practicamente la misma

que hemos hecho en el teorema 2.1.

En Zariski se tiene el enunciado siguiente: (ver (26),pag 139)
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2.6 TEOREMA: Sea k un campo y K| Xq3%gseeesX ] el anillo de las
series formales en las indeterminadas 4X1""’Xn } sobre k.
Sea F(X’I’""Xn) e k[[x,l,...,xn]] tal que F(X’I""’xn) . contiene térmi-
nos de la forma a xhn , con a % 0, y notemos por s (s >1) el
menor de los exponentes h que tienen esta propiedad. Entonces para
cada serie de potencias G(X’I”"’xn) existe una serie de potencias
) en x

U(X’I’“"’xn) y s series de potencias Ri(x,l,...,x X

n-1 177" n-1
(i=0,...58-1) , tales que:
s-1
_ T i
G(x1,...,xn) = U(X’I’""xn) F(X‘I""’xn) 2 Ri(x’l""’xn-’l) X
i=0

Las series U vy Ri estdn univocamente determinadas.

Consideremos R = k[[x,l,...,xn_1 ]] el anillo de las series formales en las
indeterminadas {x’l”"’xn—’I} ; entonces R es un anillo local, pues su
Unico ideal maximal es I\/L: (X‘I""’Xn-1) , ya que una serie formal es

unidad si y solo si su término constante es unidad.
Ademas R es completo y Hausdorff con la topologia I\/‘L—édica.

También k[[x,l,...,xn 1 = k[[x1,...,xn_1” (kS 1] = R[[ X1 Y la serie
formal F(x,l,...,xn) = f que tiene términos de la forma axr? , con s=1
y a wuna unidad de R , es una serie en R[[xn ]]tal que su orden redu-

cido es s ; entonces estamos bajo la hipdtesis de 2.5 (y por tanto de 2.1)
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y se cumple para cualquier serie g € R[[xn ]] que existe u € R[[ xn]] y

r € R[[ X ]] tal que:

Ademés u y r son uUnicos.
Pero como g € R[[ xn]] entonces g = G(x1,...,xn) ;

u € R[[xn 1] entonces u = U(x1,...,xn)

y r es un polinomio de grado s con coeficientes en R , es decir:

S

r = EU Ri(x’l""’xn-‘l) x; con Ri e k[[x‘l""’xn-’l ]]
1=

0 sea

s

i

G(X1’“"Xn) = U(X1""’Xn) F(x1,...,xn) + EO Ri(x1,...,xn_1) X
1=
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3. GRUPO FINITO DE R-AUTOMORFISMOS DE R[x]

En este capitulo estudiamos el anillo de invariantes de un grupo finito de

R-automorfismos de R[x] .

En la primera seccién obtenemos como resultado que si R es un anillo

entero conmutativo con unidad se cumple que Rx ] G R[f] , con
f=T $x)
bEG

En la segunda seccién consideramos el caso cuando el anillo R es entero,

conmutativo sin unidad y logramos como nuevo resultado que

R[x} G . k[f] N R{x] , donde k es el campo de fracciones de R.

Este es el mejor analogo que podemos encontrar del resultado anterior.

L a seccibn tercera es una recopilacion de ejemplos de grupos finitos de
R-automorfismos de R| x,y | . La Gnica conclusién que podemos sacar
de esta seccién es que para el anillo de polinomios en varias variables
no es posible encontrar ningdn andlogo del resultado obtenido para el anillo

de polinomios en una variable.

Este capitulo es independiente de los dos anteriores, y perfectamente



hubiera podido ser el primero, pues para el trabajo con polinomios no se
requiere ningdn concepto topoldgico. Sin embargo adoptamos este orden
para que los capitulos gue hablan de anillos de invariantes, gque son el

cuerpo central de la tesis, estén unoc a continuacién del otro.
3.1 EL. CASO DEL ANILLO CON UNIDAD

3.1.1 PROPOSICION: Sea R un anillo conmutativo, entero, con unidad
y G un grupo finito de R-automorfismos de R[x] ; entonces

. G : . G
el anillo R[x]™ de invariantes d¢ G cumple que: R[x]~ = R[f]

donde f = T  $(x)
56 € G

Sea G un grupo de n R-automorfismos de R[x] .
Sabemos que para todo ?Li € G (i=1,e..,n) , (f)i(x) =c + bi X , con bi

un elemento inversible de R,
n

Si definimos f = W x%)i(x) tenemos que f es un polinomio de grado
i=1
P n
n, y ademas si f = a_ + a, x + ... + a_ x , entonces a es un ele-
0 1 n n
mento inversible en R (pues a = b1 b2 bn y cada bi es unidad)
Consideremos el anillo R[f] C R[x] ;
n a -1

como % + °p-1 x" 4o + 35 o f =20 con an-i ERC R[f]

a a a

n n n

y f€eR[f]
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se tiene que x es algebraico sobre R[f] . Entonces R[x ] es un

R[f]—médulo con generacién finita, y generado precisamente por el conjun-

to %’I,x,,xz,...,xn—/I > (ver (1), paqg. 66, prop. 5.1)

Por tanto R[x] = R[f] + R[f] x + ... + R[f] v (1), Ademés, para

n n n
todo §, € G, $.(f) = g }I:1 (iij(x)) - ;1’1 q&i.#)j(x) - 2’1 4)k(x) = f

Es decir, f es invariante por todos los elementos de G, y por tanto
R[f]C R[x]G

Llamemos s; = ﬁi(x) para l#).l E G , i=1,2,...,N

Sea g € R[x] tal que g € R[X]G ; entonces por (1) sabemos que

2 - .
X + .o + d ><n’I con dj € R[f] s J=04e00yn=1

g:d0+d1x+d2 1

luego para todo 4:1 €G , como dj € R[f] ,

n-1 ) n-1 ) n-1 i
- J ) ) ]
%i(g) = ¢, ( d x ) - E dj(4>.l(x>) - E d s =g
jIU j:U j:O
Tenemos entonces el siguiente sistema de ecuaciones:
d +d, s d st
ot Tty sy =9
d +d, s, + +d s;n-’I =
152 n-1°%2 79
d +d, s + + d n-1_
0 1 °n " ° n-1°%n =9

0 equivalentemente
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2 n-1
1 $4 s} S d0 g
2 n-1
1 S, S, s, d1 g
2 n-1
1 s s s d g
L n n n | L n-’l_J |7

El determinante de esta matriz es diferente de cero, pues es una matriz

de Vandermonde y su determinante es s (si - s.) y todos los valores
i$j )

s, son diferentes, por lo tanto, por estar trabajando en un anillo entero

sabemos que existe una Unica solucidén al sistema. Si resolvemos el sistema

por eliminacién encontramos en el primer paso gue:

2 -1 || 1]
1 S, $4 .- 54 d0 g
2 2 n-1 n-1

0] 8,781 S,-8, . S, -84 d,]—d0 0

0 dz-d0 - 0

D s -s, s§2-g° g1 g1 d - 0

n 1 n 1 n 1 o
Por tanto la solucién Gnica se obtiene para dozg y Y d1:d2:...=dn:0 ;
. G

luego  g=d_ € R{f] ,y asi R[x]7 = R[f]

OBSERVACION: Esta prueba se basa especialmente en gue el anillo R es
entero, y no es casual, porque esta condicibn no puede suprimirse. El

siguiente ejemplo nos muestra ésto
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3.1.3 Ejemplo: Sea R = z/4Z
Consideremos el R-automorfismo (}; : R[x] e R[x]
X > l}g(x) = -X

Entonces qﬁz(x) = %(—x) = x , es decir (#2 =1

LLuego el grupo G = 41,«#} es un grupo finito de R-automorfismos
de R[x] .
Calculemos R'[X]G
G n .
Sea g € R[x] » § =38, + 8 X+.. +3 X con a € R, i=12,.n

2 n n 2 n
entonces (ﬁ(g)_ao - a; X +a, X +o4(-1) a, X =8, + 8, X + 8, X" +..43 X
es decir a, = -a para todo 1 =2k +1
luego a. =0 6 a =2 para i = 2k + 1

g€t R[Xz] + R[Ex] = R[xz,fx]
ademas cualquier elemento de este anillo es dejado invariante por qg , €5
]G

= R[xz,fx] y sin embargo f = s (ﬁ(x) = -x2 , por

decir R[ x
PEG

tanto no se satisface la conclusidon de la proposicién anterior ya que

Ademas, tampoco puede hallarse ningdn otro polinomio g tal que

R[xz:fx ] = R[g] , es decir, que no podemos pensar en extender el

resultado en esta direccion.

53



3.9.4 MNota: Se conoce el siguiente resultado parcial, para anillos no

enteros (ver (25) pag. 32 para detalles).

Sea R un anillo conmutativo con unidad, P un ideal primo de R, G

un grupo finito de R-automorfismos de R[x] . Entonces

+ P[x] = R(f]+ P(x], con f = JECG +(x)
3.2 ElL CASO DEL ANILLO SIN UNIDAD

Consideremos ahora el caso en el que R es un anillo conmutativo, entero
y sin unidad, y G un grupo finito de R-automorfismos. Veamos que el
resultado ya obtenido acerca del anillo de invariantes de R[x] por G
cuando R es un anillo conmutativo entero con unidad es posible exten-

derlo de una cierta manera al caso de un anillo sin unidad.

Como R es entero, podemos construir su campo de fracciones K , y

para un s € R, s :]: 0 considerar la inyeccion candnica R— K

a8 p—p as
S

Es decir, que todos los elementos de R los consideraremos como elemen-

tos de K , pero bajo la forma as . Obsérvese que la inyeccién no de-
S

pende del s de R que hayamos tomado.

Dado un R-automorfismo (# de R[x] tal que para s € R - <o>

n

+(sx) = g a, x', con a, € R (i=0,...,n)

1=0

54



Sabemos que el R-automorfisimo ,{, estd univocamente determinado por
su accién sobre sx , para cualquier s € R - %0} , ya gue estamos
considerando un anillo entero, pues si ( es otro R-automorfismo de

R[x] tal que (#(sx) = C(sx) entonces para cualquier m € R se
cumple que: s qs(mx) = t#(msx) =m q&(sx) =m C(sx) = s G(mx) , y como

s % 0 entonces ¢1(mx) = GC(mx)

Igualmente para cualquier m € Ry n €N se tiene que
n-1 n n n n nn
m ti)(mx ) = ¢ [ (mx) ] = [ cﬁ(mx) ] = [ G(mx) ] = CG(m'x)
n-1 n n-1 n . n n
luego m ?S(mx ) = m Clmx') , es decir que tf)(mx ) = Clmx )
Por tanto para cualquier polinomio p € R[ x] se cumple que 5£(p) = C(p)

y se tiene que 41 =C.

. . *
A partir de ¢J podemos inducir un  K-endomorfismo 4) de K[x]
definiendo simplemente cudl es la imagen de x. En efecto,
+*

9 K[x] — Kx] .

< F= F sk = S g

S i=0 S

*
como cada a € R, entonces 3, € K y por ello 41 (x) es un polinomio
s

¥* *
de K[x] ; ademés ¢ (t) =t para t € K por tanto § esta bien

definido.

Con esta forma de definir a 4)* tenemos que é*/R[x] = 41 ya que si

k .
qlx) € R[x], q(x) = E bi <! entonces
i=0
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Veamos ahora que %

tiene preimagen por (ﬁ

Como ?{ es sobreyectivo, existe un polinomio q € R[x]

¢(q(x)) = sx

(para el

*

*

S

M= EM* 5| V]x

k
s
_ blsk-i (cﬁ(sx) ) !
i=0
k
s
k
_ 4] ( Z bisk—l slxl)
i=0

i
U)?\_
-o—
TN

es sobreyectivo, y para ello basta probar que x

fijo que habjamos tomado )
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*
entonces (#*( q(x)> _ 43 (q(x)) _ R"(Q(x)) _SX

S S S S

*
Es decir r#) es un K-endomorfismo sobreyectivo, por lo tanto también

*
es inyectivo (ver (16), prop 1.3) , es decir 47 es un K-automorfismo.

3.2,1 OBSERVACION: Aunque elegimos un elemento fijo s € R y a

través de él hicimos la extension del R-automorfismo (f) al
. * - *
K-automorfismao ﬁ es conveniente caer en la cuenta que 1) es

independiente del elemento s elegido; veamos esto.

Supongamos que t E R, sE€R con s $0 y t £0,y sean
I ¥*
q')s y qﬁt los K-automorfismos de K[x] tales que
n i
+*
ﬁbs (x) = l#(SX) = g g X y 4’: (x) = 4)(tx) entonces
s

i=0 s t

o -t Bsx) _ s gt | gt _ 50
s t s ts t t

. P I .
Y como los K-automorfismos estdn univocamente determinados por la

* *
accién sobre x, entonces (Ps = ?t

Por tanto, no importa cual sea el elemento s que tomemos siempre

obtendremos el mismo K-automorfismo.

Coansideremos ahora dos R-automorfismos 4) s, & , tales que cﬁ + ¢,
* * . , 4
entonces qﬂ 3( C porque como los R-automorfismos estadn univoca-

mente definidos por su acci6n sobre sx , por tanto 4)(sx) + Clsx) , es

decir 500 = 350 1 S0 o
s S
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Definamos ahora el conjunto G* = % cf* / (}S*/R[x] = 4) para ¢) E G }
Hasta el momento hemos probado que todos los elementos de G* son
K-automorfismos de K[x] , que la identidad es un elemento de G* y que
dos R-automorfismos diferentes inducen K-automorfismos diferentes, es
decir, que el cardinal de G* es igual al cardinal de G. Nuestro objetivo
ahora es probar que G* también es grupo, es decir, probar la siguiente

proposicion:

3.2.2 PROPOSICION: Sea R un anillo conmutativo, entero, sin unidad,
K el campo de fracciones de R y G un grupo de R-automor-
fismos de R[x] , entonces existe un grupo G* de K-automor-
fismos de K[x] tal que si ?S* €Ea entonces (F/R[x] e G.

*
Ademas el cardinal de G es igual al cardinal de G.

Por las consideraciones que hicimos antes de enunciar la proposicién falta

*
probar solo que G es cerrado bajo el producto y que cada elemento

¥* *
de G tiene su inversc en G , y ambas cosas se deducen inmediata-

*
mente por la forma como fue construidc G . Veédmoslo:

Sean ?5* y Q* dos elementos de G* , entonces qg*/R[x] =§6 Y

Q*/R[x] = C y como ?50 C € G porque G es grupo, digamos

5{)0 C = ﬁb entonces existe l'b* ca tal que l}l*/R[X] = 4-‘

* * *
Veamos que en efecto '{J = tPOC . Para ello basta probar la igualdad

al evaluar en x.
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oo - o0 $oCE0 _ ¢ (G0 ) | § (s C 0 _ ¢ s ¢

S S S S S

s (e 5 ¢

S

* * . * -1 *
Igualmente se prueba que dado % € G existe (4) ) en G tal que

((}5*)'1 / R(x] = qﬂ

*
Es decir, que en efecto G es un grupo de K-automorfismos. Y los
* ’ .
elementos de G estan en una correspondencia uno a uno con los ele-

mentos de G.

3.2.3 Nota: La propiedad de que 4) :It G si y soélo si qS* :} (;* es la
que nos asegura que el ndmero de elementos de G y el nimero
de elementos de G* son el mismo. En el caso que nos ocupa
actualmente G es un grupo finito de R-automorfismos y por
tanto G* también es un grupo finito. En el capitulo 4 retomare-
mos el trabajo anterior, pero en el caso en el que G es un grupo

infinito.
Con la herramienta que nos brinda esta proposicién podemos enunciar el

resultado central de esta seccién, que es una generalizacién del obtenido

cuando el anillo tiene unidad.
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3.2.4 TEOREMA: Sea R un anillo entero, conmutativoe sin unidad, K
el campo de fracciones de R; G un grupo finito de R-automor-

fismos de R[x] , entonces R[X]G = K[f] [) R[x] siendo

g ..
f = qSEIG (#(sx) y s € R un elemento fijo, s 3 0.

*
Consideremos el grupo G de K-automorfismos de K[ x] gue ya

sabemos construir a partir de G.

qg € R[X]G si y solosi q€R[x] y ¢ =q paratodo ¢ € G
*

si y solo si g € R[x] y qS*(q) = ¢(q) =g, 0 sea que g € R[x]ﬂ K[x]G

Como K es un campo, en particular es un dominio entero con unidad y /

x .
por ello satisface que si f* = IT’ % (#*(x) entonces K[x]G = K[f#]
¢ €G
T d(sx)
Pero como tf)*(x) = @) entonces f = 17 (%_(_Si) ; £ = $eq 4)
S ‘}SEG s "
donde n es el cardinal de G
Si tomamos f = s f* = g 4)(3)() tenemos que f E R[x} y
pEG

*

(K[x] )G = K[_f*] - K" ] = K[f] , ya que s" es invertible en

en K ; entonces (R[x] )G = K[f] 1 R[x)] con f= (;T +(sx)
eG

&0



3.2.5 OBSERVACION: Aungue f € R[x] no podemos garantizar que
K[f] m R{x] = R[f] . Veamos un ejemplo en el que no se

cumple.

Sea R = 2 Z , luegp R es un anillo conmutativo, entero sin unidad,
sea (f: : R[x] — R[x] tal que (#(Zx) = -2x , claramente 96 es un
R-automorfismo, pues es simplemente la restriccién a R[x] del 2Z-auto-

morfismo de 2Z[x] que envia x en -x ; y ademas 4)2(2x) = 2x

Sea G = <I,d) > El campo de fracciones de R es Q, vy
* ' * ) * 2 2
4) : Q[x] — Q[x] »ysea G = I,+ } ; =T liﬂi(Zx) = -4x
i=1
X — -X
*
G 2

ent. @[x} ) = Q[-XZJ = @[-4x2] y en particdlar f = -4x es

invariante por G, sin embargo f % R[—axz] , pues en R ™“po hay unidad.

Nota: El campo de fracciones Q de 2 Z es isomorfo al campo de

los ndmeros racionales Q@.
3.3 GRUPQOS FINITOS DE R-AUTOMORFISMOS DE R[x,y]

Si consideramos un grupo finito de R-automorfismos del anillo de
polinomios en varias variables es natural pensar en extender el resultado
gue se conaoce sobre el anillo de invariantes de un grupo finito de R-‘auto-
morfismos de R[x] . Pero nos encontramos con dificultades de tal magni-
tud como que los R-automorfismos de R[x1,...,an no estan adn clasifi-

cados.
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Réapidamente encontramos ejemplos que nos permiten ver que el resultado

no se cumple, lo que nos queda como interrogante es que si dado un grupo

finito de R-automorfismos de R[X1’X2""’Xn] no existira un conjunto
greeeaX

<f1,f2,...,fk> de elementos de R[x,l,x X ] tal que
R[x,‘,...,xn ]G = R[f,‘,...,fk] . El objetivo de nuestro trabajo fue intentar
probar esta hip6tesis, pero todos nuestros esfuerzos fueron infructuosos.
De todo el trabajo realizado deseamos hacer aca un recuento de ejemplos
de grupos finitos de R-automorfismos de R[x,y] , que puede ser de gran
ayuda para alguien que desee investigar este problema. En el apéndice

damos algunas explicaciones de la técnica original que disefiamos para

construir dichos grupos de R-automorfismos.

Sabemos que los R-automorfismos de R[x,y] estdn completamente
determinados por su accién sobre x y sobre y. Empleamos las clasifi-
caciones parciales de R-automorfismos que se encuentran en (15) y (25),

e

y en ninguno de los ejemplos hacemos prugths.//“

3.3.1 EJEMPLO: E] tipo mas simple de R-automorfismo de R[x,y] es
aquel que restringido a R[x] y a R[y] continda siendo un
R-automorfismo. Este es un ejemplo de un grupo de R-automor-

fismos de este tipo.

1l
~

Sean ({)1 R 4:2 : Z[x,y] Y Z[x,y] definidas por ¢1(x) = X +1(y)

6,00 = - h(y)

-
P
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Como ‘#22 = (?1 y 4)1 es la identidad entonces G = {4)1,(#2} es un

grupo finito de Z-automorfismos.

Si definimos  f, = T $(x) = X%y
PEG
= W gy = -y
PEG
G N
claramente Z[ f1,f2] C Z[ x,y] pero el polinomio xy cumple

que t)SZ(xy) = ¢2(x) cﬁz(y) = (-x)(-y) = xy , es decir xy € Z[x,y]G pero

Xy 4: Z[f1,f2]

Esto prueba que ni aln en este caso tan simple el anillo de invariantes

es fzgcil de estudiar.

3.3.2 Ampliemos el grupo anterior y consideremos los Z-automorfismos

de Z[x,y] dados por e
P10 = x Py =y
?Sz(x) = -x gbz(y) = -y
p300 = x 45) = -y
P00 = - $0) =y
Sea G = <4}1’¢2’¢3’¢4> , G es un grupo finito de Z-automorfismos

(ver apéndice para comprobar que en efecto es grupo).
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En este caso las restricciones de los Z-automorfismos a Z[x] o a 2Z[y]

continuan siendo 2-automorfismos pero no univocamente determinados,

como ¢1/ 2[x] = 413 / Z[x] 'y ,412 / 2[x] = 4)4 / 2[x]
§/ 2y] =4,/ 2y] v b,/ 2y] = b5/ 2[y]
elijamos f, = tﬁ1(x) . 4)2(X) - y

2
f, = ¢1(y) . 5i12(y) = -y

En este caso si se cumple que Z[x,y]G = Z[f1,f2]

3.3.3 EJEMPLO: }51 y #)2 son los Z-automorfismos de  Z[ x,y]
definidos por 5{)1(x) = x ¢1(y) =y

P00 =y b0 = x

Sea G = < %1,?52} que claramente es grupo pues #)22 = 41 .
En este ejemplo vemos que si f, = (P1(X) (#Z(X) =Xy |y
f, = ?1(y) . sz(y) = xy , entonces f, = f, . Pero eso no/,significa que

Z[x,y]G = Z[f1] ya que el polinomio x + y cumple 56 $<+y) =X +y,

y x+y € Z[xy]

Observaciéon: Lo que si es cierto es que x+y = 5’31(x) + +2(x) y

Z[X7Y]G = Z[ XYy X+Y]
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3.3.4 EJEMPLO: Este ejemplo es analogo al anterior, y en este caso

G = {?1,1#2} donde los Z-automorfismos estan dados por:

|
<

4)1(x) = X 431()/) =

p,00) = -y 9,(y)

=X

Es cierto también que f, = +1(x) (#z(x) = +1(Y) (#2()/) =-xy = f, 'y que
el polinomio 4)1(x) + 4)2(x) = x-y es dejado fijo por G . Ademés se

cumple que Z[x,y]G = Z[—xy, x-y] .

3.3.5 EJEMPLO: En este ejemplo formamos el grupo G obtenido al

unir los dos grupos anteriores.

$,(x) = x py) =y
po(x) = - $(9) = -y
P50 =y fs(y) = x
b,(x) = -y Cp ) =

(ver el apéndice para la prueba de que en efecto es grupo). Se tiene gque:

Z[xy]C C z[xy, ¥* + y2]

Los dltimos ejemplos que consideramos tienen sdlo como objeto mostrar

grupos de R-automorfismos mas complejos.
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3.3.6 EJEMPLO: Consideremos los 2Z-automorfismos de 2Z[x,y]
?{J,I(x) = X tf,l(y) =y
Pl = x poly) = 2x -y
p(x) = -x psy) = -2x + y
¢4(x) = -X 754(3’) = -y

y sea G = < 751,?52,(1)3,% > (ver apéndice)

En este ejemplo los Z-automorfismos restringidos a Z[x] continuan siendo

Z-automorfismos, por eso, la parte de Z[x] que es dejada fija por G es

Z[—xz] s pero en general solo sabemos que Z[x,y]G C Z[xz, f] donde
f= T g =y - )

cf)EG
3.3.7 EJEMPLO: Sea R = 23 y consideremos los siguientes

R-automorfismos:

9,00 = x
552(x) = X

p5(x) = x

9,00 = -x
() = -x
p(x) = -x
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P, =y
By (y) = x+y
753(y) = X +y
$40) =y
pe(y) = x+y
b(y) = -x+y



Fl conjunto G = 4 ?1"#2"""#6} es en efecto un grupo de R-automorfis-

mos como lo podemos verificar en el apéndice. Acerca del anillo de

invariantes R[x,y]G lo dnico que sabemos es que R[x,y]G :_) R[f1,f2]

donde  f, = §,(x) ‘1{’4(") =y fy = $,0) - 4,0 gy = y’ - x%y
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4. GRUPO FINITO DE R-AUTOMORFISMOS DE R[[ x]]

Sea R un anillo conmutativo, entero con unidad y R[{x]] el anillo de
las series formales en una indeterminada sobre R , y sea G un grupo
finito de R-automorfismos de R[[x]] . EI objetivo de este capitulo es
probar que se cumple un resultado andlogo al ya probado para el caso de

estar trabajando con el anillo de polinomios, es decir, que
G G . . . .
R[[x]] = R[[f]] , donde R[[x]] es el anillo de invariantes bajo G

y f=Tr t#(x)
$EG
En la segunda seccién haremos algunas consideraciones de lo que sucede si

trabajamos con un anillo entero, conmutativo sin unidad.
4,1 ELL CASO DEL ANILLO CON UNIDAD

En esta seccidn consideramos el mismo problema que en la secci6én 3.1 ,
ahora claro para el anillo de las series formales R [[x]] , Y aungue
obtenemos un resultado andlogo no podemos emplear los mismos métodos,
pues para el estudio de los R-automorfismos de R[[ x]] s necesario

emplear conceptos topoldgicos y métodos de trabajo mucho mas complejos.



Empezaremos con un lema que nos da informacidn sobre el comportamiento

de los R-automorfismos de R[[x]] .

4.7.1 LEMA: Sea R un anillo conmutativo con unidad, ?S’I y 432

do

ao

R-automorfismos de R[[ x]] tales que:

cc . cc .
$100 =L = % R Ol \J}; o % = B

entonces se cumplen los siguientes resultados:

Si (R, (ao) ) es un espacio Hausdorff, entonces el término constante

de #)1 0 ¢z(x) es un elemento del ideal (ao,bo) de R.

Si o(, pertenece al ideal ( B ) entonces o =h I? donde h es
una unidad de R[[x]] y a =¢ bo donde c es el término

0

constante de h y por tanto una unidad de R.

Como existe un R-automorfismo (#1 tal que (#1(x) = of entonces

( R, (ao) ) es completo y suponemos ademas que es Hausdorff;podemos

entonces decir que

§y0

t#z(x) = #’1(5) = ¢)1 ( Z bj ! ) = lim - bj (r##x))j
j=

]:O n—oc
n cc
_ ; E < 1Y) j
= lim bJ ( :. ai X )
n—=cc j=0 1=0

consideremos la sucesién en R[[x]] dada por:
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Por tanto la sucesidn de términos constantes de esta sucesion es la
n
., j .,
. ee n s R
sucesion % — b)ao}nEN que es una sucesién Cauchy en ( R, (ao) )
J:

y como este espacio es Hausdorff completo converge a un elemento de R.

Pero ademas podemos escribir esta sucesién como

n n
j-1 . z j-1
%bo> neN {ao Z b). a }nEN , Yy la sucesmn% bj a %nEN
)= j=0

también es sucesién Cauchy en ( R, (ao) ) , y por tanto también converge

n

a un elemento de R, digamos lim g b. aj = r
n—cc  j=0 J

n . n .
entonces lim E b.al =b_ + a lim g b. 8‘]_1
j o 0 0 j o
Nn-—CcC ]20 n--0cc ]:0

Es decir, hemos probado que el término constante de ?510 gﬁz(x) es de

la forma bo t+a r , o0 sea que pertenece al ideal (ao,bo) de R.

Observacion: Como estamos trabajando con

un anillo no necesariamente entero hubo que
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suponer adicionalmente que ( R, (ao) ) sea

un espacio Hausdorff, pero si R es entero,
se sabe que esto siempre es cierto (ver (18),
corolario 5.8 ), y por tanto se cumpliria

esta parte a. )

b. Supongamos que ¢of E ( l? ) , es decir, que existe h € R[[x]] ,

h = h xP y tal que of =h I? tenemos entonces:

8

j=0 p=0 =0

—

igualando los coeficientes tenemos :
a =h_b y a, =h_b, +h, b entonces h b, =a, -h, b
0 o o o

y como bO € JR) el radical de Jacobson de R(ver 1.7) entonces todos

los elementos de la forma 1 - x b0 son unidades de R , y como b‘l

es unidad de R entonces 1 -(a, h,) b0 es unidad de R , luego

a, - h,I b0 también es unidad y por tanto h0 es unidad de R.

cc
Luego h = E hi x' es unidad de R[[x]] , ¥ en particular el término
i=0

constante a_ = h_ b =cb_, donde c es unidad de R.
) 0 o )
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4.7.2 Recordemos que un ideal q de un anillo R es primario si
g+ R ysi xy E q entonces x E g o yn € q para
algdin n > 0. Ademéas si p es el menor primo que contiene a

q se dice que q es p-primario.

Apoyandonos en este concepto podemos encontrar una propiedad netamente

algebraica para la serie formal o( cuando existe un R-automorfismo ?5

tal que (#J(x) = c(

4.1.3 PROPOSICION: Sea R un anillo entero, conmutativo con unidad
y 43 un R-automorfismo de R[[ x]] tal que cﬁ(x) =of

Entonces para cada k € IN el ideal (o(k) es (ol)-primaria.

Como R es dominio entero, R[[x]] también es dominio entero, y como
R[[x]] /(x) =~ R entonces (x) es un ideal primo de R[[x]] , Y para

k

cualquier k el ideal xX)  es primario, porque si f g € (x) vy

f #—: (xk) entonces g = x h para h € R[[ x]] , Y entonces gk € (xk).

k . . .

Esto prueba que (x ) es (x)-primario para cualquier k , y como 4) es
un R-automorfismo, la imagen de ideales primarios son ideales primarios,
. . . . . . k
y la imagen de ideales primos son ideales primos, asi (o( ) es

(o()-primario para cada k.

A partir del siguiente enunciado empezamos a considerar grupos finitos

de R-automorfismos de R[[x]]
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4.9.4 PROPOSICION: Sea R un dominio entero con unidad, Yy

G = <+1 }?:1 un grupo finito de R-automorfismos de R[[ x]]

si f = TT’ #)(x) , entonces f genera una topologia Hausdorff
i=1

completa sobre R[[x]]

P = +i(x) para  i= 1,...,n basta recordar que como ({li es

un  R-automorfismo de R[[x]] se tiene que ( RI[x]] , (¢ ‘?i ) ) es un

n n
espacio Hausdorff completo, y como f = T ?Li(x 'T i?l e (l?) para
i=1 :

i=1,...n  se cumple que ( R[[x]] , () también es un espacio Hausdorff

completo (ver 1.5).

La anterior proposicién nos permite hablar de R[[ f]] cuando f = T ri)(x)

pues se garantiza que existe un R-endomorfismo que envia a x en f

(ver (18), prop. 2.1 y 2.2)

4.1.5 PROPGSICION: Sea R un dominio entero con unidad, y

n
G = 4(}51 };11 un grupo finito de R-automorfismos, f = T +(x) ’
B i=1

entonces R[[f]] C R[[x]]G. Es decir, los elementos de G ac-

tuan como la identidad sobre R[[ f]] .

Claramente por la forma como estd construido f se tiene que r#i(f) = f
n
para i=1,...,n , ya que tﬁi(f) = +1< ;‘1/1 +j(x)> Tr 0} t}SJ(x) = m 1+(x) = f
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Sea

h € R[[f]] , entonces h es el limite de una sucesién de la forma

k
E j . . .
{ hj f }kEIN con hj € R , en la topologia f-adica, es decir
j=0
k -
lim hj fJ luego, para cada i=1,...,n se tiene:

k—oc j=0

K K
(;;.(h): 4» lim E h. £ = 1lim 4: E h. £ = lim gh. & = n
i i ) 1 ) )

=0 k—cc =0

4.1.6

koo k—cc j=0

OBSERVACION: Pudimos hacer esta prueba porque cada (}gi es

continua en la topologia f-adica, ya que ¢i(f)=f (ver (18), lema 4.9)

Hasta el momento tenemos que R[[f]] C R[[x]]G , de ahora en adelan-

te nuestro objetivo serd probar que R[[x]]G C R[[f]] .

4.1.7

PROPOSICION: Sea R un dominio entero con unidad, y
G = % +i %nr.]—.‘l un grupo finito de R-automorfismos y supongamaos
que T es un subanillo de R[{ x]] tal que (#i(t) = t para cada
ivtenT.Si R[[ x]] G C T1 + ToXx + e + T.><n_‘I entonces

RI[x))C =1

Nota: La demostracién de esta proposicién
es bésicamente igual a la demostracién que
habiamos hecho de la proposicién 3.1.1. Por

ello omitimos algunos detalles.
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Supongamos que T es un subanillo de R[[ x]] tal que #i(t) =t , para

i=1,...,n y para todo t E T y ademas R x]]G C Tl 4 Tux 4eet Tux™

n-1
Sea g € R[[x}]G , entonces g = i ti x'  con ti €T, i=0,...,n-1
1=

-1 ) -1 . -1 .
y 4@ = 0= §n bilt, <) = nE 00" - §n t; B
i=0 i=0 i=0

Tenemos entonces el siguiente sistema de ecuaciones:

2 n-1
to+t’la1+t25’l+"'+tn—’la1 =g

-2 n-1
t0+t192+t2|?2+...+tn_1f?2 =g

to + t,l I?n + eee + tn-’l I?nr;1 =g

y como R es un dominio entero, también lo es R[[x]] , y por ello
0

el sistema tiene soluciéon Unica para t =g y t. = , 1=1,0,n-1 , es

1

decir g &€ T. Luego R[[x]]G =T

4.1.8 OBSERVACION: Si T = R[[f]] en la proposicién anterior obtene-
mos que R[[x]]G = R[[f]] , es decir que para llegar al resultado
que buscamos debemos encontrar primero que se cumple la condi-

cion

—
x
—
[w—1
0
O
A
—
—
~h
—_
—_
+
A
—
—
~h
| S—
—J
x
+
+
A
—
—
~h
—_
—_
x
7
)

R[



4.7.9 PROPOSICION: Sea R un dominio entero con unidad vy

G = < #i }n un grupo finito de R-automorfismos de R[[x]] s

=1 cc
OB .
con (x) = B, = bY’ x'  para i=1,...,n ,
(#1 ‘?1 J:ZU j
1 (2 (n) . k
= ( b b yeeesD ) y si kQN e = <o> entonces

RILxJIS =RI[£]) 5 con 7=T0 400

j

M:

a. X

i , veamos que bajo estas condiciones f

P =

n
Sea f = T I?
i=1 j=0

satisface las hipdtesis del Teorema de Preparacién, es decir, que a, es

unidad y @ = (ao,a ...,an_1) genera una topologia Hausdorff completa

sobre R.

Sabemos que para cada |, b(clj) es un elemento de JR) el radical de

Jacobson de R, vy que ( R, b(clj)) es un espacio Hausdorff completo,

(1)

y ademas que b1 es unidad. Igualando coeficientes tenemos:

-V ey g es decir a €eC IR
0 o o o} o
a, = g bm) b(Z) b(n) , por tanto n-1 de los r, debe
1 r r r i

1 2 n
[y+TyteeatT =T ser cero, y se tiene que
> (1, (2) (n)
r.= 0 a; € (b Vb . b V) =e

Asi mismo para cada i<{n se’ cumple
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a. = Z b(l.l) blgl) b(l.l; , y como i<In , alguno de los

[q#Tyteee T =i r, = 0, y por tanto ay € e

ri>0

es decir que @-(a ,8,5...0a_ ) C e y como m ekz <0> se tiene
- KEN

también que ﬂ @k = <0> . Por tanto @ genera una topologia
kEN

Hausdorff sobre R. Ademéas como la topologia (R,b(:)) ) es completa

para cada i=1,...,n-1 , también (R,e) es completa (por ser e finita-

mente generado) . Y por tanto (R,@ es completo. (ver 1.7 y 1.8)
Tenemos en definitiva que (R,@) es Hausdorff completo. Consideremos
ahora a a .

n

(1) (2) () _ (1) (2) (n) (1) (n)
a_ = Z b, br2 brn = b, . Z b

[q#ToteetT =N r1+r2+...+rn=n
con rj = 0 para algdn j
si p = E b(l:l) b(f) br(n) tenemos que P €E e y como
1 2 n
Pyl eee T 2N € C JR) entonces P es un

L. elemento del radical de Jacob-
con rj=0 para algin j

son de R, vy por ello todos

los elementos de la forma 1 - sp , con s € R, son unidades de R.

(M (2) (n)

Si tomamos s :b,I b1 b’l , S es una unidad de R porque

cada b,(ll) lo es ;, luego 1 + s_1p es unidad de R, por tanto s+p es
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unidad, es decir, a =8+ p es unidad de R,

Y es asi como estamos bajo las hipdtesis del Teorema de Preparacion de
Weierstrass, y por tanto R[[x]]G es un modulo libre sobre R[[f]]

generado por < 1,x,...,xn_1 > , es decir,

R[[x]]G = R{[f]] + RI[F)) x + o + R[[F])] il y entonces por

los teoremas 4.1.5 y 4.1.7 tenemos que R[[x]]G = R{[ f]]

4.1.10 Nota: Este Teorema estd bastante cerca del resultado que
queremos, Yy si pudiéramos probar que bajo estas circunstancias

cc
. . k .
el ideal @ = (30,31,...an_1) satisface que O @ = <D> tendriamos

ya la prueba. Debido a la imposibilidad de realizar la prueba en esta
direccidn tendremos que hacer otro trabajo. Sin embargo en algunos casos

particulares si podemos abtener el resultado inmediatamente.

En particular si e = ( bél) ) se tiene el resultado, porque sabemos ya que

(R, b(l) ) es Hausdorff completo.
0

Este caso particular lo usaremos para probar el resultado general.

6.1.11 COROLARIO: Si R es un dominio entero y G :Hi }i: es

n
un grupo finito de R-automorfismos de R[[ x]] , T =107 %i(x)
i=1

y si ﬂ J(R)k =<0> entonce; R[[ x]]G = R[[f]] .
kEN
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Como vimos en el 1.9 cada blcl)) es un elemento de JR) , el radical

(1) b(Z) b(n) )
' Yo

de Jacobson de R, por tanto el ideal e = ( b o B e

cumple que e C JR) , entonces si ﬂ J(R)k: <0 } también se cumple
kEN

que ﬂ el< = {0} , luego por el teorema 4.19 podemos concluir que

#.1.12 WMNotas

@, En el caso de estar trabajando con un dominio entero Noetheriano

sabemos por el Teorema de Krull (ver (1) cor 10.18 ) ﬂ J(sz {0%
kEN

o sea que se cumple el teorema y R[[x]]G = R[[f]]

b. Existen demostraciones particulares de este resultado cuando R es un
dominio entero, Noetheriano local y completo en Samuel (24), y cuando
R es un anillo entero, Noetheriano y tal que su clausura integra sea

un R-modulo finito en O'Malley (19)

4.1.13 PROPOSICION: Sea R un dominio entero con unidad,

G = {r)‘()l }:‘_1 un grupo finito de R-automorfismos de R{[x]] ,

f :'.rlttfai(x) ,entonces R[[x]]G= f-R[[X]]G @R .

Como f E R[[x]]G y R C R[[x]]G entonces

(tR([x]]° + R)C R[[x]]®
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cc
N n
Sea ggi(x) = ‘?i = Z b(.l) x) y f = T (#i(x) = Z a. xJ; el término

j=0 ) i=1 =0 J

constante de f , a b(1) b(Z) b(n) = 0 vya que b(l) = 0 para
o] ] 0 0 0

algn i , pues la identidad debe ser uno de los elementos de G ; es

decir o(f) == 1 entonces f #:‘ R 'y por tanto Rm f R[[x”G = <O> .

cc
Ademas si g € R[[ x]]G y g = _;_ 9 x) entonces g -9, € R[[x”G
=0

ya que éste es un subanillo, y los elementos de R son siempre dejados

fijos por G. Por tanto, nos falta por probar que si g € R[[ x]]G y

o= 1 entonces g € f.R[[x]]G

oC
_ n o _ n _ § (i)
Sea T = 4¢i(x) } i1 _< ?i}iﬂ donde I?i = ¢ bj X
)=0
Definamos sobre T wuna relacién de equivalencia "~ " de la siquiente
forma:
Fe’i ~ I?j si y solo si l?i = uij ?j donde uij es unidad de R[[ x)].

- . . /
Observese que por estar trabajando con un anillo R entero esto se

cumple si y solo si (?i) = (F?j). (ver proposicién 4.1.1 parte b. )

Veamos que " ~~" es relacién de equivalencia. Efectivamente

D B = 1B donde 1 es unidad de R[[ x]]
Nota: Es imprescindible entonces en esta

prueba gue el anillo sea unitario.
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it) Si . = u.. B, entonces . o= u—.1. I? . Luego es simétrica.
1 1 /) J 1 (!

= Y ?j y ?j = ujk ?k entonces ?i = Uy ?k donde

U, = U..U. que es unidad de R[[x]] .

,_.
=

=
=

w

2!
S,

-
!

Con esta relacién de equivalencia se efectda una particién del conjunto T

en clases de equivalencia disjuntas E‘I’EZ""’Ek con 1< k<l n

Haciendo una renumeracién adecuada podemos decir que ?1"?2""’?k son

los representantes de las clases E’I’""Ek respectivamente.

Osezque EJ.:%I?ET/(I?)z(?j)}para j=1,...k y
T - UE

=1

Consideremos ademas que ?’I = X Yy por tanto E’I es la clase de equi-
valencia de (x), entonces si 0(?1) = 1 para algin i = 1,...,n se cumple
que ? = g b(l.) X = ~~ b.(l) x) x  donde b(,ll) es unidad de
i — J ~ . j+1
)= )=

cC . .
R, luego g b(jlz‘l x)  es unidad de R({[x]] , y por tanto ?i € E1 .
j=0

Nuestro objetivo ahora sera partir el grupo G en subgrupos donde sea
maés facil probar el resultado, y para ello necesitamos modificar los conjun-
tos Ej para que contengan el ‘'cero'. Por ello definimos los siguientes
conjuntos para  j=1,..,k

B (r) (j%
U= JliﬁreT/bole <bo
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Tenemos asi por consiguiente que 'U; es un subconjunto de T tal que

. C U, i . E E, t . € (B. t
EJ | » Pues si I?l J entonces l?l (I?J) y entonces por el lema
(j)

3.2.1 se cumple que b(clj) S bo

, es decir ?i E?U'j .

Pero ademas l:__1 , la clase de equivalencia de (x) satisface que E1 C‘Uj

para todo j=1,..,k , porque el coeficiente independiente de todos los

elementos de E1 es 0.

n
A partir de estos conjuntos U'J , que satisfacen también que T = JL_J,]'U;

definamos:

H = { +r € G / gBr(x) =B €U % para  j=T,e..,k

Yeamos que cada Hj es un subgrupoc de G.

i) Sean 5{’1- e Hj y (}gp € Hj entonces #)r(x) = ?r € 'UJ y

0 < 5 € g o e (o) WP (),

sabemos que ( R, ( t%”)) es un espacio Hausdorff por ser R un anillo
entero, y por tanto el término constante de +r 0 ¢p es un elemento del
ideal (b(r), b(p)) (lema 3.2.1 parte a. ). Pero como b(r) € ( b(J))
o’ o 0 o]
b(p) €(b(J)) entonces ( b(r),b(p) > C ( b(J) ) Es decir, el término
) 0 0’0o o
(j)

ind diente d
independiente de +r 0 (#p es un elemento de b/, luego ?Sro +p € Hj

o)
ii) 931 , que es la identidad, pertenece a l—Ij para
j= 150005k porque el término constante de %(x) = X es un
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elemento de cualquier ideal.
iii) Veamos que todo elemento de Hj tiene inverso en Hj'

Sea 4)1‘ e Hj y tal que 4)1‘ no es la identidad. Como ér EG y G
es de orden finito, entonces #)r también es de orden finito, digamos q,

es decir C}f = 351 y por ello +§'1 = 4)}1 , Yy coma +r € Hj y Hj

es cerrado bajo la composicién, tenemas que +_: = 4){9-1 (S Hj .

Tenemos entonces que efectivamente H. es un subgrupo de G para
k

j=15..05k y se cumple que G = U H ; entonces R[[x]]G = ﬂ R[[x
j=1 j
Veamos que para cada j=1,...,k se tienen las condiciones necesarias para

calcular R[[x]]Hj
Enumeremos los elementos de 'UJ como B(J’I J I? s y definamos

f. (x) = FZ(J) y e :( bg1),béj2),...,bgs)) , el ideal de R
€H

’ é

generado por los coeficientes independientes de I? i

) cc
que e C (b?) y como ﬂ

k=0

=1,...,s)  satisface

A\ k
( bé”) = % O} entonces se cumplen las

A H
condiciones del Teorema 4.1.9 . Por tanto R[Lx]} [[f ]] y esto

se cumple para cualquier j=1,...,k
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k
Entonces  R[[ x]] G . JQ R[[fj 1] con J f)EH 4>(x)

Sea g € R[[ x]]G con o(g)>= 1, recordemos que deseamos probar que

G
g € f.R[[x]]
k
Como g E R G = m R entonces g € R[[fj]]
j=1

para j=T,...,k

y como o(g)> 1 entonces g = t:j fj para t:j > R[[ x]] pero como

E]. C _U] entonces (;22{7}) (;;;) . Por tanto fj E(gg:E?), es

h 1B

deci f.
ir J J I?E?E

con hj € R[[x]]

Sea c¢. el cardinal de E. y consideremos E. < |?1 l?(c ) %
l? € Ej entonces (I?) = (I?j) y por tanto por lema 4.1.1 (b) existen

unidades u(ji) de R[[x]], (i:’l,...,cj) tal que F?(i) = u(ij) I?j luego

1) 2 (c) (c.) .
F?’EEI? Uyt e ujC] l?j l?j = uj F?JC] con uj unidad de R[[ x]]

c. C.
Es decir que f. = h. u. B. or tanto = t. h. u B. ara cada
a jE Ry 9=t hyRop

=1,k , O sea que g = wj i?JCJ para j=1,..,k y wj S R[[x]]

En particular para j=1 y j=2 se tiene que

g = w, F};:'l = w, ?ZCZ €< I?;Z) , Y coma (I?ZCZ) es (?2> -primario
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(ver 3.2.2) se cumple que (%01>m E <l?§2) para algbn m € N
c c .
o que w, S (?22) . Como (?22) C (I?Z) y (I?Z) es primo se sabe

que si (?1C1>m S (?;2) C (?2) entonces ?1 € (?2) , lo que no

es posible por la escogencia que hicimos de ?1 y ?2 . Por tanto

Wy € (?;Z) , es decir, existe V2 e R[[x]] tal que w, = V2 ?;2

luego g = w, ?1C1 = V2 ?ZCZ |21C1

De la misma forma se prueba que V2 E?(?;}) y asi sucesivamente, para

k
concluir finalmente que g = w l??] , donde w € R[[ x]]
j=1

Pero como para cada ?i € T se tiene ?i S Ej para algdin j=1,...,k
se cumple gque existen unidades Uij de R[[x]] tales que si I?.l € (I?j)

e . = U.. .
entonces ?1 ulJ ?J y por tanto

«'fr c ,lkT Cﬁ/ 1 'IT
= l L] = . = =
g w j:’]%J w i ( 1 uij ?1) w u 1?j t f

con t € R[[x]]

Pero como g € R([ x]] G entonces (i).l(g) = g para i=1,..,n es decir
tf= l#i(t f) = qsi(t)-(Pi(f) = +i(t).f para i=1,..,n y como R[[x]] es
dominio -entero tenemos que +i(t) =t para todo i=1,...,n

luego t e R[[x]]C
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Hemos probado entonces que g = f.t € f R[[ x]] G , ¥ por tanto que

RI[x]1C = £ R[[x]]® ® R.

Con este teorema hemos hecho ya el trabajo principal para demostrar el

resultado gue nos interesa.

4.1.14 TEOREMA: Sea R un anillo entero, conmutativo con unidad,
G = <+1 > in_1 un grupo finito de R-automorfismos de R[[x]] y

f = "{E]r1+i(x) entonces R([ x]]G = R[[f]] .

n
Si f = T[’(f)i(x) sabemos que ( R[] x]] f) ) es un espacio Hausdorff
i=1

completo (4.1.4), entonces estamos bajo las condiciones del Teorema 2.4.
Ademas se cumple gue R[[x}]G = f.R[[ x]]G ® R , donde R es un
R-médulo libre generado por < 1 > y f es un elemento reqular de R[[ x]]
(porqgue R[[ x]] es dominio entero), por tanto, segln la equivalencia del

Teorema 2.4 se tiene que { 1 }es una base libre para R[[x]]G como

R[[]] -médulo, es decir R[[x]]© = R[[#]] . &
4.2 ANILLOS SIN UNIDAD

Cuando R es un anillo entero conmutativo sin unidad vy 4) un R-auto-

morfismo nos hacemos la pregunta de si serd posible construir un
K-automorfismo de K[[x]] s K el campo de fracciones de R, de igual
manera que cuando t# era un R-automorfismo de R[ x]
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LLamentablemente la respuesta es negativa, simplemente porque al hablar
de R-automorfismos de R[[ x]] tenemos que considerar condiciones
topoldgicas sobre el anillo R que no pueden extenderse facilmente

al campo de fracciones K de R.
El siguiente ejemplo justifica plenamente lo dicho.

421 EJEMPLO: Sea R = 2 Z[[x]] el anillo de las series formales

en la indeterminada x y con coeficientes en el anillo 2 Z. De
esta forma R es un anillo entero, conmutativo, sin unidad y Hausdorff
completo con la topologia (2x)-a4dica (pues Z [[x]] es Hausdorff

completo con la topologia (x)-adica.)

Consideremos el anillo de las series formales R[[y]] , siendo y una

indeterminada sobre R.

Sea (ﬁ : R[[y]] —— R[[y]] tal que 4)(1*) =r si TER y

¢J(2y) = 2x + 2y

(ﬁ es un R-automorfismo de R[[ x]] pues es simplemente la restriccion
del 2z[[x]] -automorfismo G : zZ[[x]] [[ v]] —— z[[x]] ([ y]] tal
que. Gly) = x +y, yde G sabemos que es Z[[x]] -automorfismo
porque el coeficiente de y es unidad y el término constante x genera
una topologia Hausdorff completa en z([[x]] . (ver (16), prop. 5.20 'y

6.1.5)
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Sea K el campo de fracciones de R , y consideremos el anillo de las

series formales K[[x]] .

*
Deseamos extender el R-automorfismo 4) a un K-automorfismo q& de

K[[x]] de la misma forma como lo haciamos en la seccién 3.2 .

Consideremos el elemento 2 E R, 2 % 0 , y definamos

gﬁ*(y) = +(2y) = XY oo decir que (#*(y) =X +Yy Yy t#*(k) = k
2 2

para todo k € K

Pero resulta que como K es campo Yy X * 0, entonces K no es un
*
espacio Hausdorff completo con la topologia (x)-adica, por tanto ¢ no

estd bien definido como K-endomorfismo (ver (9), prop. 4.12 ).

Este ejemplo muestra lo diferente que es el trabajo con el anillo de

polinomios al trabajo con el anillo de las series formales.

Con el objeto de evitar el tipo de problemas que se nos presentaron en
el ejemplo anterior, podemos exigir condiciones sobre los R-automorfismos
de R[[x]] de tal forma que podamos aplicar los mismos argumentos que
en la seccién  3.2. Podemos por tanto hacer una proposicion

analoga a la proposicién 3.2.2.
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4.2.2 PROPOSICION: Sea R wun anillo conmutativo, entero sin unidad,
K el campo de fracciones de R, s € R con s3+0 y G un

grupo de R-automorfismos de R[[x]] tales que para todo cﬁ € G

cC

i *
+(sx) = g ai xl , entonces existe un grupo G de K-automor-
i=1

fismos de K[[x]] tales que si +* € G*entonces 4)* / R[[x]]€ G.

*
Ademés el cardinal de G es igual al cardinal de G .

Nota: Exigir la condicién de que el término
constante de +(sx) sea cero para algin
s €ER, s % 0 , equivale a que el término
constante de #(rx) sea cero para cualquier

r € R.

Con esta condicidn que exigimos al grupo de R-automorfismos el método
de la demostracién de la proposicién 3.2.2 puede calcarse, por tanto

lo omitimos.
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5. GRUPO INFINITO DE R-AUTOMORFISMOS

En este capitulo estudiaremos el anillo de invariantes bajo un grupo infinito
de R-automorfismos de R[x] ; haremos también algunas consideraciones
cuando se trata de un grupo infinito de R-automorfismos de las series

formales R[[x]] .

Daremos ademas algunos contraejemplos que nos muestran que no podemos
extender el resultado obtenido para el anillo de polinomios en varias

variables;, ni para las series formales en varias variables.

5.1 TEOREMA: Sea R un anillo conmutativo, entero y con unidad, y G

un grupe infinito de R-automorfismos de R [ x] , entonces R[ x]G = R
Sea K el cuerpo de fracciones de R. El anillo R[x] también es un
anillo entero, por tanto posee también un cuerpo de fracciones, llamémoslo
T . Consideremos también el anillo K[x] y su correspondiente cuerpo
de fracciones, que se acostumbra notar por K(x) . Vemos que T vy
K(x) son el mismo cuerpo, pues x €T y KC T y como K(x) es el
menor cuerpo que contiene a x y a K entonces K(x) C T . Pero se

sabe siempre que como R[x] C K[x] entonces T C K(x) . Luego

R(x] vy K[ x] tienen el mismo cuerpo de fracciones.



Sea + € G un R-automorfismo de R[x] . Podemos construir los

siguientes automorfismos que hacen conmutar el siguiente diagrama:

A
—
X
—d
A\
A
A
X
Y

AN
M
o
A4
A
—
X
e

K(x) > K(x)
donde ¢* / R{x] = % y +*(k) = k para todo k E K y
4)** (p) = 4) ) para todo p/q E K(x) y por tanto para todo
— ——
q b (a)
KEK, ¢ 0=k .

Pl

*
Es decir, a partir de (# inducimos un K-automorfismo +de|<[x] y

* ¥
otro K-automorfismo 4) de K(x)

. *% *% * *
Ademsés si ?l,w x) = ¢ ¥ entonces +(x) = ¢ (x) y también

90 = O

Luego G genera un grupo infinito- de K-automorfismos de K[x] , que

* *¥
notaremos G , y otro grupo infinito G de K-automorfismos de K(x)

Supongamos ahora que f € R[XJG , por tanto ({J(f) = f y entonces

*
¥* ¥* ¥*
+ (f) = f para todo % € G oseaque fEK [x] G .

Supongamos ademas que el grado de f es mayor o igual a 1, y que
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f = ¢(f) = A, + 8 X 4 o+ a X con n>=1 entonces x es alge-

braico sobre K [f] , y por tanto sobre K(f) , luego K(x) es una
*¥ X¥ ¥* ¥
extension finita de K(f) y como 41 (f) = f para todo 41 € G

entonces tenemos infinitos automorfismos que dejan a K(f) fijo.

Pero por el teorema fundamental de la teoria de Galois (ver (13), teo.
5.5.6) sabemos que solo puede existir un grupo finito de estos automorfis-
mos, lo que es absurdo; luego f tiene grado 0, es decir f € R , vy

por ello R [x] G = R

Veamos ahora que la condicién de que R sea unitario puede ser suprimi-
da, es decir, que el resultado acerca del anillo de invariantes bajo un
grupo infinito de R-automorfismos de R[ x] es igual a R , cuando R
es entero y conmutativo, independientemente de que tenga o no unidad.

/
Este resultado no se conocia antes.

5.2 PROPQOSICION: Sea R un anillo entero, conmutativo sin unidad, y G

un grupo infinito de R-automorfismos de R[x], entonces R[x]G = R

Sea K el cuerpo de fracciones de R , como ya habiamos visto en 3.1.3
podemos extender cada R-automorfismo ?ﬂ de R[x] a un K-automor-
fismo W de K[x] y con la caracteristica de que si + +  entonces
(#* + C* ; por tanto el grupo infinito G induce un grupo infinito G* de

K-automorfismos.
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Por el resultado anterior sabemos que K[x] =K vy

¥ *

R[x]G = K[x]G ﬂ R x] pues si f E K[x]G ﬂ R[x] entonces
f e R[(x] vy &[J*(f) = %:(f) = f para todo % € G ; es decir que

KI4C M RO € ROC

Reciprocamente, si f € R[X]G entonces ¢(f) = f v + e G ,
*

¥*

* .
Por tanto &(f) = Sb(f) = f para todo 4) € G , es decir

R[x]C ¢ K[X] ) N R(x]

Luego R[X]G = K[x] G*ﬂ R[x] =K m R[x] =R

Andlogamente a lo que sucedia cuando considerdbamos en el capitulo 3
un grupo finito de R-automorfismos de R[x] , la condicién de que R
sea entero no puede ser debilitada, es decir, que si R no es entero
no podemos garantizar que el anillo de invariantes bajo un grupo infinito

de R-automorfismos de R{x] sea solamente R. Veamos un ejemplo:

5.3 EJEMPLO: Sean x,y indeterminadas sobre Z tales que xy = yx =0

Sea R = Z[x,y] , es decir que R = 4 E 3; x'y) / 3; € Z %
]

(N6tese que R no es el anillo de polinomios en las variables x y vy

con coeficientes en Z). En R los elementos x y y son divisores

de cero.

Este anillo R es conmutativo con unidad, pero no entero.
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Sea z una variable independiente sobre R , y consideremos el anillo
R[z], y consideremos el R-automorfismo 4) de R[z] definido por
+(z) = x + z . (En efecto es R-automorfismo porque el coeficiente de z
es unidad de R ) . Ahora 4)”(2) =nx + z para todo n € Z, es
decir, que si G es el grupo ciclico generado por + , entonces G es

un grupo infinito de R-automorfismos.

Consideremos el polinomio vyz .
(i)(yz):y+(z)=y(x+z):yx+yz=yz.

Es decir que yz es dejado fijo por 4) , ¥ por tanto es dejado fijo por

todko G . Luego yz € R[ Z]G , y ésto significa que R[Z]G % R .

Veamos ahora que el teorema tampoco se cumple para un grupo infinito
de R-automorfismos del anillo de polinomios en varias variables. El
siguiente ejemplo nos muestra ésto en el caso de un anillo de polinomios
en 2 variables, aunque el anillo de coeficientes sea entero, conmutativo

con unidad.

5.4 EJEMPLO: Sea R = Z,y sea ¢ : R[x,y] —> R[x,y] definido

por Lf)(x)=x+(x+y)2 y 4)(y)=y—(x+y)2
2 2 2 2.2
como t#(x—(x+y)):x+(x+y)-(x+(x+y)+y-(x+y)):x
y c;)(y+(x+y)2):y-(x+y)2+(x+(x+y)2+y-(x+y)2)2=y

se tiene que + es un R-endomorfismo sobreyectivo, y por tanto es

inyectivo (ver (25), prop. 4.14 )
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Se cumple también que %n(x) = x + n(x + y)2 y +n(y) =y - n(x + y)2

para todo n € Z (en particular qg—’l es el R-automorfismo definido

por +—1(x)

x = (x + Y)2 y 4’-1()’) =y + (x + y)2 ). Por tanto el

grupo ciclico generado por 4) es un grupo infinito de R-automorfismos.

Consideremos el polinomio x + vy .

Como cf)(x+y):x+(x+y)2+y-(x+y)2:x+y , es decir que
X + Yy es dejado fijo por + , por tanto es dejado fijo por todo G.

Luego x + y € R[x,y] G y se concluye que R[x,y)G % R

A partir de los dos resultados anteriores acerca del anillo de invariantes
bajo un grupo infinito de R-automorfismos de R[ x] podemos obtener
el siguiente resultado que clasifica los R-automorfismos de R[x] cuando

R es entero y conmutativo.

Recordemos que un elemento 4} de un grupo G se llama nilpotente si
existe un entero K tal que +K = 1, donde 1 es la identidad

de G. La siguiente proposicion utilizard este concepto.
5.5 PROPOSICION: Sea R un anillo entero y conmutativo vy <¥ un
R-automorfismo de R[x] , entonces 6 t# es nilpotente o los dnicos

invariantes de 4) son los elementos de R.

Basta considerar el grupo ciclico G generado por 4) , €s decir

G = {c}%@l}
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Si l#! no es nilpotente, entonces este grupo G es infinito, y por tanto

R[ x]G = R segln los resultados anteriores, ahora, si p € R[ x] es tal

que %)(p) = p entonces 4)n(p) = J)n-'l (+(p)) = +n-1(p) = e = P,

es decir que p € R[ x]G , luego p E R

Por tanto los Unicos elementos que son dejados fijos por ﬁl) son los

elementos de R

Nota: Es importante recalcar que en la proposicion anterior no se requiere

que el anilo R tenga unidad.

La proposicién anterior tiene una buena aplicacién en el estudio de los

grupos finitos de Z-automorfismos del anillo Z[x] .
5.6 APLICACION: Grupos finitos de Z-automorfismos de Z[x] .

Para que un Z-automorfismo de Z[x] pertenezca a un grupo finito tiene

que ser nilpotente, es decir que +k(x) = x para algin k=1

En 2Z[x] existen dos tipos de Z-automorfismos; dependiendo de su accién
sobre x . El primer tipo es aquel en el que <#(x) = m + x para algdn
m € Z . Y el segqundo tipo de Z-automorfismo es aquel en el que

(#(x)zm—x para m € Z.

Si un  Z-automorfismo del primer tipo fuera nilpotente tendriamos que

para algin k = 1 (%k(x) = x , pero ggk(x) =x + km , es decir que
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km=0, luego m=20.

Por tanto el (Onico Z-automorfismo de este tipo que puede pertenecer a

un grupo finito es la identidad.

Ahora, si consideramos cualquier Z-automorfismo del segundo tipo
tenemos que ¢Z(><) = +(m -x)=m-(m - x) =x , es decir, que todos

los Z-automorfismos de este segundo tipo son de orden 2.

Si llamamos +m al Z-automorfismo tal que +m(x) =m - X podemas
formar grupos finitos de Z-automorfismos de la forma <I’$m} para

cada m € Z.

Estos son los Unicos grupos finitos de Z-automorfismos que podemos
formar, pues q&m ) %n(x) = (izm(n -x)=n-mM-x)=(n-m +x , es
decir, que la composicién de dos Z-automorfismos del segundo tipo
siempre dard uno del primer tipo. Por tanto ninglin grupo finito puede

tener mas de 2 elementos.

5.7 OBSERVACION: Notese que la aplicacién anterior es la caracteriza-
cion de todos los grupos finitos de R-automorfismos, donde R es

isomorfo a Z.

Deseamos ahora estudiar el anillo de invariantes bajo un grupo infinito

de R-automorfismos de R][[ x]] .

El articulo de J. Castillon "Reciproque a un Théoréme de P. Samuel"
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afirma que si R es un anillo conmutativo, entero y unitario, G es un
grupo infinito de R-automorfismos de R[[ x]] entonces RL[ x]]G =R ;
y para la demostracién utiliza el mismo razonamiento que cuando se
trabaja en el anillo de polinomios. Pero esta prueba no puede efectuarse
de esa forma, pues se usa el hecho de que si K es el campo de fraccio-
nes de R entonces el campo de fracciones del anillo R[x] y el campo
de fracciones de K [ x] son iguales; sin embargo en general no es cierto
gque el campo de fracciones de RH: x]] sea igual al campo de fracciones

de K[[x]] . Veamos un caso en el que esta igualdad no es cierta.

5.8 EJEMPLO: Sea R un anillo entero, conmutativo y K su cuerpo de
fracciones, recordemos que R es un dominio de valoracién discreta

* *
v , si existe una aplicaciéon v : K ————> Z , donde K =K - <0>

tal que :

D vixy) = v(x) + viy) , es decir, v es un homomorfismo
i) vix +y) > min { v(x), v(y)>
iii) R = <O>U<X€,K*/V(X)>O}

Consideremos para nuestro ejemplo un anillo R de valoracién discreta

v, K es su cuerpo de fracciones, L es campo de fracciones de R[[ x]]

y T el campo de fracciones de K[[x]]

Como L = <p/q / p,g € R[[ x]]} , entonces K CL vy K[x] cL,

el problema radica en que no necesariamente K[[ x]] es subconjunto de L.
cc

Supongamos que la serie -2_ z, x' € K[[ x]] también es elemento de L,
=0
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CcC

€ R[[x]] vy Z a e R[[x]] tal que

cc
. . E i
es decir, existen b. x
" ! cC N
i=0 i
cc b. x

% z. x' = i= : a. , b. €R
i —_— i i

m
o

i:[] cC i

2 a. x

1

1=0

cc i cc . cc .
luego zZ. X a. x' = b, x'

E i E i E i
i=0 i=0 i=0

Supongamos que a, {: 0 (esta suposici6n no resta generalidad, pues de lo

contrario dividimos por la potencia adecuada de x )

Tenemos entonces que para todo n EN, z a + z a, +..+ z_a_ =Db
n o n-1 1 o n n

Veamos por induccién que v(zn) =2 -(n+ 1) v(ao)

Para n = 0 , se tiene que z, 8, = b0 , entonces por las propiedades

de v tenemos v(zo) + v(ao) = v(bo) =0 por ser b0 € R luego

v(zo) = -(1) v(ao)

Supongamos que el resultado es valido para K<{n, y veamoslo para n.
z a =b -1z a, - «.-2z_a

n o n n171 o n

)y eee s v(-z0 an)>

luego vz ) + v(ao) = min { v(bn), v(-zn_1 a,
Si v(bn) es el minimo entonces v(zn) + v(ao)> v(bn)> 0
Por tanto se cumple naturalmente que v(zn)> - (n +1) v(a?3
Si v(bn) no es minimo tenemos que

V(Zn) + v(ao) > min < V(Zn-1) + v(-a1) y eee V(Zo) + v(—an)% y como

v(-a,l) =0, .., v(-an)> 0 entonces
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v(zn) + v(ao) = min # V(Zn-1) , V(Zn—Z) y e v(zo) >
= min {-n v(ao) , <(n - 1) v(ao) sy ey (1) v(ao) }

> -(n) v(ao)

es decir v(zn) = -n+ 1 v(ao)

Consideremos un elemento a € K tal que via) > 0, vy la serie

Em —n2 2
a x~ € K[[x]] ; si esta serie perteneciera a L tendriamos
n=0

2
ques v@™ ) = dn+ ) v(ao) para  a_ € R es decir

1 1
2 V(E),}-(n + 1) v(ao) , y como v(_§>: - v(a) entonces

2 2 V(ao)
-n-va) = -n+ 1) v(ao) , luegp VnEN , n"<(nh+1)
v(a)
‘= 2
iAbsurdo! entonces Z a X" %L.
: n=0

Luego el campo de fracciones L de R[[ x]] es diferente al campo de

fracciones de K[[x]]

5.9 COMENTARIO: Como lo prueba el ejemplo anterior, al hacer el

campo de fracciones L de R[[x]] no podemos garantizar que
K[[x]] sea un subconjunto de L , entonces al tratar de imitar la prueba
del teorema 5.1 nos encontramos con el problema de no poder, en gene-
ral, inducir un K-automorfismo de K[[ x]] a partir de un R-automorfis-

mo de R[{ x]] , que era el mismo problema con el que nos

100



enfrentabamos en el capitulo 4 , (ver ejemplo 4.2.1).

Sin embargo, la siguiente proposicion nos permite decir cual es el anilio
de invariantes bajo un grupo infinito de R-automorfismos de R[[x]] )
cuando R es entero, conmutativo, con unidad, pero imponiendole restric-

ciones al grupo G.

5,10 PROPQSICION: Sea R un anillo entero, conmutativo, unitario,
G  un grupo infinito de R-automorfismos de R[[ x]] tal que para

todo (# € G el término constante de nﬁ(x) sea cero, entonces

R[[x]]C - R

Sea K el campo de fracciones de R, vy 31) € G , entonces
m .
#(x) = E b, x'  con b, unidad de R
i=1
Podemos construir un  K-automorfismo ¢* de K [[ x]] dado por

* - b.xj = j
$ 00 = Z% = > b

J=1 j=1

t#% es un Ke-automorfismo porque b,l es unidad de K y b =0

genera una topologia Hausdorff completa en K. Ademés, si f € R[[ x]]
entonces qg*(f) = 4)(1’) es decir que 4)* / R{[ x]] = + .

¥*
Sea K((x)) el campo de fracciones de K[[x]] , a partir de 4) podemos

inducir un K-automorfismo de K((x)) , simplemente definiendo

UNIVIRSHZAT NATT A

PR A g
]"tﬂ«\ﬂﬂ( IR NN ‘1\,11,‘,; N

oY
W
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¢**(P/q) - JJ*(p) naturalmente ‘%** /R[[x]] - % '
- @

* X * X
Ademas, si 4) % ¢ entonces tf; 1@ G y reciprocamente, por tanto

*
el grupo G  induce un grupo infinito G de K-automorfismos de

*¥%
K{[x]] s y un grupo infinito G de K-automorfismos de K((x)).

Sea f € R[[x]}G , veamos que f tiene que ser un elemento de R.

cc
2 i . .

Supongamos que f = a; X (es decir que f no tiene elemento
i=n

constante ) con a % 0 vy veamos que hay una contradiccién. Como

*
%(f) = f para todo 4) € G también se cumple que t#(f) = f para
* * 3 *3% * %
4) € G y 4) (f) = f para t#) € G . Consideremos f como
elemento de K[_[x]] , como el primer coeficiente a, % 0 es unidad de
K  tenemos que f satisface las hipdtesis del Teorema de Preparacion

de Weierstrass , (ver 2.1) y por tanto K[[x]] es un K[[f]] -médulo

generado por < ’I,x,...,xn-1> , luego K((x)) es una extensidon finita de

K((f)) , entonces por el Teorema Fundamental de la teoria Galois (ver (13)

teor. 5.6.6 ) cualquier grupo de automorfismos que deje fijo a K((f))
*x

debe ser finito. jAbsurdo! , pues sabemos que -G es infinito. Luego

f tiene que ser un elemento de R , y por tanto R[[x]]G =R

5. T1OBSERYACIONES:
a) En el teorema anterior podemos debilitar un poco la condicién sobre el

grupo G , exigiendo solo que el subgrupo de G  formado por los

102



R-automorfismos que no tienen elemento constante sea infinito, y el resul-

tado se sigue cumpliendo.

b) Andlogamente a lo que habfamos hecho cuando trabajabamos con el
anillo de polinomios también podemos suprimir en la proposicién anterior
la hipétesis de que el anillo R tenga unidad, y el resultado sigue siendo
védlido. No hacemos la prueba pues es completamente anéloga a la prueba

de 5.10.

c) La hipdtesis de que el anillo R sea entero no puede ser suprimida
tampoco cuando consideramos R-automorfismos de R[[ x]] . Un ejemplo

similar al que dibamos para los polinomios se aplica en este caso.

512 PROBLEMA: Probablemente sea cierto el resultado de que
R([ x]]G = R siempre que R es un anillo entero, conmutativo con
unidad, pero no pudimos encontrar una prueba. Este es el interrogante

que continda sin respuesta.
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APENDICE

En este apéndice queremos dar un breve recuento de un método que
disefiamos para formar grupos finitos de R-automorfismos del anillo de
polinomios en varias variables, aunque solo lo emplearemos con el anillo

de polinomios en dos variables.

Como sabemos, un R-automorfismo de R[x,y] estd determinado por su
accion sobre x y sobre y . Esto hace que al considerar la composicién
de R-automorfismos de R[ x,y] para comprobar que en efecto un conjunto
dado es un grupo es preciso elaborar dos tablas diferentes, una que refleje
como se comporta la accién de la composicidon sobre x y otra para la
accién sobre y ; y solo al cruzar la informacién de ambas tablas puede
comprobarse que realmente se trata de un grupo finito de R-automorfis-

mos, y ademas obtenemos la tabla de multiplicacién del grupo.

Para dar un ejemplo de la forma como se pueden utilizar estas tablas
consideremos el anillo de polinomios Z[x,y] y los Z-automorfismos asi
definidos:

+1(X) = X %(y) =y

¢2(X) = =X ,(y) = -y

?B(x) = X %(y) = -y



y consideremos el conjunto G = 4(#1,(#12,?53}

Necesitamos comprobar si en efecto G es grupo. Hagamos una tabla que

represente la accién de la composicién sobre x .

X +1 +2 +3
il Prod3 b, b3
%2 %2 ?1’+3 %
P3 $3144 %2 $10¢3

Obsérvese que esta tabla no estd univocamente determinada, y es natural
pues sucede que hay diferentes Z-automorfismos que actuan igual sobre x.

Por eso es imprescindible conocer la acci6n sobre y.  Construyamos

Y

entonces una segunda tabla,

y b1 ¢2 3
2 i $2093 4504
%2 $2193 2 %
b3 $2043 b1 $1

Aungue ambas tablas por separado parecen dar a entender que en efecto

se trata de un grupo vemos que &ﬁz 0 (})B(X) = ?SZ(X) pero que
(#)2 0 %(y) = +1(y) . Es decir quee G no es grupo, pues no es cerrado

bajo el producto.

105



Para remediar el problema definamos un cuartoZ-automorfismo asi:

$4(x)

= =X

b4

G = { 4’1’¢2’+3"P4} '

i

%,

93

P =y,

Ahora construyamos las tablas para x

9%

i

+1 ’1’3

+2’T4

9143

1’2"#4

b2

4’2’1’3

#1093

+2’(P4

431’133

b3

3oy

$22%4

¢34

294

b

4344)27

41083

42044

bro93

Al

comparar la

Y por tanto G

informacién

9

dada

b2

y consideremos el conjunto

2

4

3

y

Yy .

a

g

b1:94

*2’4’3

582

bt

2

b20b3

b9

194

4085

s

+3’+4

b

+1’+h

b4

%

tarbs

+2’+3

f2:4s

b1

por ambas

93

9%

b

P2

3

i

f,

g

%

&

3

%

3

2

%

&

%2

e

es un

grupo.

Este es precisamente el ejemplo

tablas tenemos que

3.3.2

El siguiente ejemplo, que es el que habiamos presentado como 3.3.5 , nos

muestra gue a veces las tablas para x
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Consideremos los Z-automorfismos de Z[x,y] dados por:

b100 = x $(y)

=y
(#Z(X) = -X %z(y) = -y
+3(x) =y Cf)}(y) = X
3,00 = -y {:a(w = X

las correspondientes tablas para x vy y son

X #1 | +2 T} by y 2 +2 +3 +4
b1 | ¥ b2 T} ?4 # $1 b | ¥ %
b2 | %2 i %4 b3 b2 +2 2 by | $3
b5 | ¢ % % %2 65 | ¢ by | % +2
% +4 b3 i) ¢, 4 +4 +3 i) 2

Como ambas tablas son iguales, G es un grupo y su tabla de multiplica-

cion es iqual a cualquiera de ellas.

Utilicemos ahora este método para comprobar que en efecto los conjuntos

dados en los ejemplos 3.3.6 y 3.3.7 son grupos.

En el ejemplo 3.3.6 considerabamos los Z-automorfismos de Z':x,y]

definidos por:
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+1(x) = x ¢1<y) =y

+2(x) = X +Z(y) = 2% -y
+3(X) = =X ?3()’) = -2X + Yy
?a(x)k: -X +4()’) = -y

Sus tablas de multiplicacién para x 'y y son

* 4’1 4’2 4)3 % y 2 b2 b5 P4
b1 191782 |92 [ B3o0a | Bards T I T R I SO
b2 (9281 8182 B3 8 93004 bl % | | % %
b3 (93004 95000 | 1082 | 8109 bl 8 | % | | %
b |bards | 9508 [$182 |010%: o | b |95 | % | 4

LLa primera tabla no nos da ninguna informacién en este ejemplo, pero solo
al cruzar los datos de ambas tablas vemos que en efecto G si es cerrado

bajo la composicién y por tanto es grupo.

En el ejemplo 3.3.7 considerdbamos el anillo R = 23 y los

R-automorfismos de R[x,y] :

+1(x) = X {31()') =y
4’2(") =X by = x +y
+}(x) = X ?3()’) = =X + Y
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4,00 = - b4(y) =y
CPS(X) = -X +5(y) =X + Y

1>6(x) = X ?6(” = =X +y

En este caso si que se vuelve imprescindible el uso de las tablas, pues
aungue el anillo 23 es muy simple, el ndmero de R-automorfismos

complica el problema. Las tablas son las siguientes:

X 4’1 % ‘,’3 4’4 4’5 1’6

‘1’1 +1’+2’+3 1’1’1’2’4’3 ?1’[#)2’4)3 +4’4’5’+6 4’4’1’5’?6 ?4’1’5"#6
‘i’z ‘h"f’z’?} ?1"1’2’4’3 ‘1’1’4’2"%3 ‘i’a"*’s"{’e ‘1’4"*’5’1’6 ‘Pa"%’s"*’s
b | bobets | dobots | dobobs | bteds | bl | wisbs
‘1’4 ‘#4"#5’1)6 ?4"1’5’(%6 ?4’?5’356 +1’CF2’¢3 4)1’4)2’4’3 ‘P1’+2’+3
0?5 ‘?4’[1’5’1)6 %,%,% ?4’1’5"%6 +1’c}’2’¢3 ‘#1’4)2’1’3 ‘#1’1’2’1)3
‘Pé 554’4’5’?6 ?4’+5’+6 ?4’?5"?6 %’1)2"#)3 131’4)2’4’3 4’1’1’2’4)3

La tabla para y es la siguiente
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, 2 t2 ¢ i b5 %6
S bede | Sts | b3 | fibe | S2bs | 904
do | 82085 | 3% | G0ds | dbs | 385 | 95096
b5 | 43006 | St | S20ds | 98s | Pde | d20ds
G | 00b | 2005 | Sards | biode | 93006 | d20ds
b5 | P2obs | bty | b3 | G285 | bds | 50
d6 | 0300 | $% | St | Bt | f2ds | dods

Y en definitiva la tabla de muitiplicacién se vuelve

%1 i b3 b | Ps %6
i i b2 t3 % | 9t %6
b | 92 | %5 P bs | b b
2 N N U I VR B PO I PO
+4 ?4 Ps Ts % +3 +2
%5 05 | fa b b2 | ¥ P
%6 % | % b b5 | % it

Luego G es grupo.

Nota: Obsérvese que este grupo no es conmutativo, en cambio los ejemplos
anteriores eran todos de grupos conmutativos. Esto prueba que esta técni-

ca para construir grupos, permite la aparicion tanto de grupos conmutativos

como no conmutativos.
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