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Introduccion

En el presente trabajo se comienza el estudio de las funciones exponencialmente converas, desde
el punto de vista del andlisis complejo.

El estudio surgié al intentar ampliar la clase C (k) de las funciones k—convezas, para
0 < k <1, introducida por Mejia y Minda en [MM]. La clase C (k) ha sido estudiada también
por Wirths [W], y estd estrechamente relacionada con la clase de las funciones convexas de tipo
acotado, introducida por Goodman en [G2].

La caracterizacién analitica de la clase C (k) es la siguiente:

Una funcién f analitica en el disco unidad D = {z € C : |z| < 1} y normalizada por f (0) =0
y f'(0) = 1 es k—conveza si y sélo si

Re (1 + z‘;lll((:))) > k|zf'()| para cada z € D.

Esta condicién equivale a que

1!
Re (1 + z%ﬂ + azf’(z)) >0
f'(2)
para cada z € D y cada « € C tal que |¢| = k.

La clase C (k) se amplia, pues, definiendo una nueva clase, que notaremos por EC(a), por
medio de esta tltima desigualdad, pero para un valor fijo de c.

Un estudio més concienzudo de esta condicién analitica nos ha llevado a una condicién
equivalente de tipo geométrico. Mas explicitamente, una funcién f de la clase S ( analitica
y univalente en D, y normalizada como arriba ) pertenece a EC(a) si y sélo si la funcién
expo(af) es convexa; es decir, su rango e/ [D] es un subconjunto convexo del plano complejo.
Esto explica por qué llamar a la funcién af erponencialmente conveza.

En el estudio de la clase EC(«) usamos técnicas provenientes de la Teoria Geométrica de
Funciones y de la Geometria Diferencial; entre otras, la llamada subordinacién y la métrica
hiperbdlica.

En el primer capitulo se exponen las definiciones y resultados necesarios para que una
persona con conocimientos basicos en analisis complejo tenga una comprension cabal del trabajo.

En el segundo capitulo se presentan las definiciones y caracterizaciones relacionadas con las
funciones exponencialmente convexas analiticas y univalentes, con la normalizacién acostum-
brada en la Teoria Geométrica de Funciones ( la misma de arriba ). La principal caracterizacién,
obtenida mediante el uso del teorema de representacion de Herglotz y el teorema de Alexander,
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afirma que para a € C\ {0}, f pertenece a la clase EC (a) si y sélo si existe g € C ( la clase de
las funciones de S que son convexas ) tal que f = %Log(l + ag), donde Log es la rama principal
del logaritmo. Como corolario tenemos que si EC(c) # ¢, entonces |a| < 2.

En el tercer capitulo se consideran dos casos particulares ( extremos ) y un par de ejemplos.
Se ve que EC(0) = C, y que si |af = 2, entonces EC (c) contiene una sola funcién ( que
pertenece a la clase C ). Los ejemplos muestran que si 0 < |a| < 2, entonces EC(a) no est4
contenida en C, y que si 0 < |a| < 2, entonces EC () no est4 contenida en S* ( la clase de las
funciones de S que son estelares respecto al origen ).

En el cuarto capitulo se demuestra la compacidad de las clases EC (a) y de la unién de
todas ellas ( con respecto a la topologia de la convergencia uniforme local ). También se prueba
un teorema que permite reducir al caso @ > 0 muchos problemas relacionados con la clase
EC (o).

En el quinto capitulo se demuestra que el radio de Kobe de la clase CNEC () ( el radio del
mayor disco con centro en el origen que puede inscribirse en el rango de cualquier funcién de
la clase ) es, exactamente, ]%!TSen_”%l. Se exhiben también las nicas dos funciones extremales
del problema ( aquéllas cuyos rangos no contienen un disco mayor con centro en el origen ). En
la demostracién se usa, fundamentalmente, la métrica hiperbdlica ( en particular un resultado
de Minda [M] ).

En el dltimo capitulo se estudia el radio de Kobe de la clase EC(a). Se obtiene para éste
una cota inferior estricta ( ]%[ an%l ). Finalmente, un ejemplo muestra que Sen~ lj—l no
puede ser el valor exacto del radio de Kébe para todo valor del pardmetro a. CrI cretamente
si 0 < |a| < 1,25 ( aproximadamente ), entonces el radio de Kobe de EC () es estrictamente

menor que ]%[Sen"”%l.

Quiero aqui expresar mis agradecimientos al profesor Diego Mejia por su valiosa orientacion.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Familias normales en H (D).

Notaremos por D al disco complejo unidad: D={z € C: |z| < 1}.
En H (D) (el conjunto de las aplicaciones analiticas en I ) se define una métrica ( caso
particular de la definida a comienzos del Capitulo VII de [C] ) que determina la convergencia

usual de sucesiones de funciones analiticas en D.

Teorema 1.1 . Si (f,), es una sucesidon en H(D) y f € H(D), entonces
(fn), converge a f ( segin la métrica ) si y sdlo si converge uniformemente en cada sub-

conjunto compacto de D.
Demostracién: Véase la Proposicién 1.10 del Capitulo VII de [ C ].

Definicién 1.2 . Se dice que la familia § C H (D) es normal si y sélo si dada una sucesion
(fn), en &, ezisten una subsucesion (fn,), y una funcidn f € H (D) tales que (fn, ), converge
( uniformemente en compactos de D ) a f. Si la funcidn limite f pertenece también a F,
la familia es secuencialmente compacta ( segun la métrica de H(D) ) y, por consiguiente,

compacta.

Definicién 1.3 . Una familia § C H (D) se dice localmente acotada si y sélo si dado
cualquier subconjunto compacto K de D , existe M € Rt tal que |f(2)| < M para toda z € K
ytoda f €F.

El teorema de Montel y su reciproco proporcionan una caracterizacién para la normalidad

de una familia:
Teorema 1.4 . Sea § C H (D). Asi, § es normal si y sdlo si es localmente acotada.

Prueba: Véase [ D | , seccién 1.3.



La clase S y el radio de Kobe.

Por su importancia, recordamos una forma del muy conocido Teorema de Riemann de la rep-

resentacién conforme ( una forma maés general puede verse en la pagina 10de [ P ] ):

Teorema 1.5 . Sea ) un dominio simplemente conezo del plano complejo. Si ) # C y w es
un punto dado de ), entonces existe una unica funcién f € H (D) tal que f es univalente

( inyectiva ), f D] =Q, f(0) =w y f'(0) > 0.

Definicion 1.6 . La teoria geométrica de funciones estudia especialmente las funciones analiticas
unsvalentes en el disco unidad. La familia de aquellas f € H (D) que son univalentes y estdn
normalizadas por f(0) =0 y f/(0) = 1, constituye la importante clase S. Es fdcil ver que si
[ es analitica y univalente en I , entonces la funcion

1

pertenece a S ( se estd forzando la normalizacion, sin que se pierdan la analiticidad ni la

univalencia ).

Una consecuencia del llamado teorema de crecimiento de S es el hecho de que la clase S es
localmente acotada y, por ende, normal. Para su prueba, véase el Teorema 2.6 de [ D ]. De aqui

se deduce el teorema final de la seccién 1.3 de [ D ] ( ver alli su demostracién ):
Teorema 1.7 . La clase S es compacta.

Definicién 1.8 . Dada una funcién f € S, se llama disco de Kobe de f al mayor disco con
centro en el origen que estd contenido en f[D)] ( el rango de f ). El radio de Kdbe de f, que
notaremos py, es, por definicion, el radio del disco de Kébe de f. Y el radio de Kébe de una

clase F C S es el infimo de los radios de Kébe de las funciones de §, o sea

inf {ps : f € F}.

El Teorema un cuarto de Kobe prueba que el radio de Kobe de la clase S es % ( véase la

seccién 2.2de [D ] ).



Las clases C, S*y P.

Definicion 1.9 . Una funcidn f analitica y univalente en D se llama convezxa si y sdlo si su
rango f [D] es un conjunto convexo ( dados z,w € f[D] yt € [0;1], entonces tz + (1 —t)w =
w+t(z—w) € f[D] ). A la clase de las funciones de S que son convezas se la nota C. En

simbolos,

C:={f€S: [ es conveza}.

Definicién 1.10 . Un subconjunto E de C se llama estelar respecto al origen, o simple-
mente estelar, si y sdlo si para cualquier punto z € E, todo el segmento ( cerrado ) que lo une

al origen estd contenido en E ( 0 sea que Vt € [0;1],tz € E ).

Definicién 1.11 . Una funcion f € H (D) univalente es estelar si y sdlo si f[D] es un
subconjunto estelar de C. Los miembros de la clase S que son funciones estelares constituyen

la clase notada como S*. En simbolos,
S*:={f€S:f esestelar}.

Definicién 1.12 . La clase P se define como el conjunto de las funciones f analiticas en D
(no necesariamente univalentes ) que tienen parte real positiva, con la normalizacién f(0) = 1.

En simbolos,

P:={fe HD): f(0) =1y Ref(z) >0,Vz € D}.



Teorema 1.13 . Si f € H(D), f(0) =1 y Ref(z) > 0,Vz € D, entonces f € P.

Demostracién: Si existiera un 2, € D tal que Ref(2,) = 0, entonces f no puede ser
constante ( porque f(0) =1 ), luego ( por el teorema de la funcién abierta ) f es abierta. Por
consiguiente, f [D] es un abierto del plano complejo y (Ref) [D] ( que es la proyeccién de f [D)
sobre el eje real ) es un intervalo abierto de R. Pero 0 = Ref(2,) € (Ref)[D], luego existe un
z € (Ref) [D] tal que z < 0; o sea que existe un z € I tal que Ref(2) = z < 0, absurdo. As{
que Ref(z) >0,VzeD. H

Para las funciones de la clase P se cumple el lamado Teorema de Representacion de Herglotz:

Teorema 1.14 . Dada f € P, existe p: [0;21] — R creciente tal que

/02# du(t) =1

2w eit +z i
f(z) = / du(t),vz € D ( formula de Herglotz )
0

et —z
Los siguientes resultados relacionan las clases aqui definidas; sus demostraciones pueden

verse en el teorema 2.4 de [ S |.

Teorema 1.15 . Si f € H (D), f(0) =0 y f'(0) = 1, entonces se tiene:
a) f € S* & la funcidn z%(f% pertenece a la clase P.

b) f € C & la funcion
f”(z)
F'(2)

c) feC& 2f(2) € S* ( Teorema de Alexander ).

1+ 2 €P.

Teorema 1.16 . La clase C es compacta.
Demostracién: Puede verse en | HM |, Teorema 4.1.

Definicién 1.17 . Sea f € S. Las funciones ¢~ f (cz) para c € D se llaman las rotaciones

de f. _



Su nombre se debe a que (cz) [D ] =D, luego f(cz)[D]= f[D ]y c 1z es una rotacién de
z, luego (¢! f(cz)) [D ] es una rotacién de f[D ). Ademés, no se pierden la analiticidad, ni la
univalencia ( porque ¢! f (cz) es la compuesta de las funciones analiticas univalentes cz, f y
¢ 1z ), ni la. normalizacién ( facil de verificar ). En otras palabras, las rotaciones de f (€ S)

también pertenecen a S.
Proposicién 1.18 . Sea f € C. Entonces, las rotaciones de f también estin en C.

Prueba: Sea c € dD. Por lo anterior, c™1f (cz) € S. Ademds, como el rango de ¢! f (cz)
es una rotacién del de f, entonces también es convexo. Por consiguiente, ¢ f (cz) € C. R

Finalizamos esta seccién con un resultado de [ G1 ], pdg. 110:

Teorema 1.19 . Si f es una funcion analitica y localmente inyectiva en una region G de C,
y v es una curva cerrada y simple de clase C? en G, entonces f o« es una curva convera

( encierra una regidn conveza ) si y sdlo s

() 1 ()
m(ww*wm@)

y@)zmw.
Subordinacidén.

Comenzamos recordando el importante Lema de Schwarz:

Teorema 1.20 . Sea f € H(D), con f(0) =0y
|f(2)| < 1,Vz € D.

Entonces |f'(0)| <1y
f(2)| < 2], V2 € D.

Ambas desigualdades son estrictas, a menos que f sea una rotacién del disco unidad ( es decir,

a menos que ezista c € OD tal que f(2) = cz,Yz €D ).



Definicién 1.21 . Sean f,g € H (D). Se dice que g estd subordinada a f, notado g < f, si
y sélo si existe w € H (D), con |w(z)| < |z| para z € D ( y por lo tanto w D] C D ) tal que
g=fow.

En este caso (existiendo tal funcién w ), es claro que w(0) =0, g[D] C f[D] y

g'(0) = f(0) - ' (0),

luego ( |w'(0)] < 1, por el lema de Schwarz )

l9'(0)] < |£'(0)].

Si
g'(0)] = [£'(0)],

entonces |w'(0)] = 1, luego w es de la forma w(z) = ¢z para alguna constante ¢ € 8D, o sea que

g[D] = f[D].
Teorema 1.22 . Si f,g €S y g < f, entonces g = f.

Prueba: Existe w € H (D) tal que [w(z)| < |z| (Vz2€D )y g= fow. Pero

g0 =1=£ ),

luego w(z) = ¢z, con ¢ € JD. Asi,

1=¢(0) = fw(0)-/(0) =1-¢
luego ¢ =1, w es la funcién idénticaen Dy g = f. R

Teorema 1.23 . Sean f,g € H(D). Si f(0) = g(0), f es univalente y g [D] C f [D], entonces

g estd subordinada a f.

Prueba: Ver el Teorema 3.1 de [ HM |.



Corolario 1.24 . Si I es la funcidn idéntica enD , f € S y f # I, entonces el radio de Kébe

de f es menor que 1.

Prueba: Si no fuera asi, D Cf[D] , luego la funcién I estaria subordinada a f. Por el

teorema 1.22 | f seria igual a I. B

Nota 1 . La funcidn [(z) = 1% es una transformacion de Mébius que envia a D ( conforme-

mente ) sobre el semiplano

{z € C:Rez > —1/2}.

Claramente | € S. Las rotaciones de [ son las aplicaciones de S ( tinicas, por el teorema de
Riemann ) cuyos rangos son semiplanos. Estos contienen al origen y sus fronteras son tangentes
al circulo

{zeC:|z|=1/2}.
Asi que | € C ( al igual que sus rotaciones ).

Teorema 1.25 . El radio de Kobe de la clase C es 1/2; y las inicas funciones extremales son

las rotaciones de l. O sea que st f € C y py = %, entonces eziste ¢ € 0D tal que

z

#(2) = cH(ez) =

1—cz

Prueba: En el teorema 2.15 de [ D | se demuestra que el radio de Kobe de C es 3.
Sea, ahora, f € C tal que py = % Observemos que py es el distancia desde el origen hasta

la frontera de f [D]. Como {0} es compacto y 8f D] es cerrado, existe w, € df [D] tal que
dist ({0}, 8f [D]) = dist (0, w,) .

Asi, £ = ps = |w,|. La convexidad de f implica que f [D] esta contenido en el semiplano que

contiene al origen y cuya frontera es tangente al circulo

{z€C:|z| =1/2}
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en w,. Pero hay una rotacién g de I cuyo rango es, precisamente, ese semiplano. Por el teorema

1.23, f < g; y por el teorema 1.22, se concluye que f =g.

El Teorema de Convergencia de Carathéodory.

Definicién 1.26 . Sea (D), una sucesién de dominios simplemente conezos del plano com-

plejo tal que 0 € D,, # C para cada n € N; y sea

El Kérnel de (D,),, , notado ker (D,),,, se define como sigue:

Si 0 no es un punto interior de E,
ker (Dy,),, = {0}.

Si, en cambio, 0 es punto interior de E ( o sea que hay un disco con centro en el origen
contenido en todos los D, ), entonces ker (D,),, es el mayor dominio D que contiene al origen
y es tal que cada subconjunto compacto ( de D ) estd contenido en todos los D, excepto en un

niumero finito de ellos. En simbolos,

ker (Dy),, = U{C, dominio de C: 0 € C y (VK, subconjunto compacto de C) (

(3J, subconjunto finito de N) (Vn € N\J) (K C D,)}.

La siguiente proposicién es sélo una parte del llamado Teorema de Convergencia de Carathéodory:

Teorema 1.27 . Sea (Dr),, una sucesién de dominios simplemente conexos de C tales que
0€ D, #C ,VneN. Sea, ademds, (f,), la sucesion de las funciones analiticas y univalentes
en D tales que, para toda n € N, f,[D] = D,, fr(0) = 0 y f(0) > 0. Si (fn), converge

en H (D) a una funcién f ( analitica en D ) y ker (D,),, # {0}, entonces f es univalente y
J D] =ker (Dy),, -

Demostracién: Véase el teorema 3.1 de [D |].



La métrica hiperbdlica.

Definicién 1.28 . Sean Q) una regidn simplemente coneza del plano complejo, 2 # C, y f una
funcidn analitica y univalente en D tal que f [D] = Q. La densidad de la métrica hiperbélica

de Q es la aplicacion A : Q — R definida por la expresion

2

Aolw) =
) Pl (1)

, Yw € .

Para un estudio més completo de la métrica hiperbdlica, véase [ A ]y [N ].

Si z € D, entonces
2

IR

Finalmente, enunciamos el resultado principal ( Teorema 5 ) del articulo [ M ] :

Ao (F(2))

Teorema 1.29 . Sean ) una region conveza del plano complejo y M un nimero real positivo.

Si para cada z € Q, 6q(2) < M, donde 6q(2) representa la distancia de z d 052, entonces

™
< . .
2Msen (7arb0(2)) Aq(2) para toda z €

Si la igualdad se cumple en algin punto de 2, entonces Q es una franja ( o banda infinita)

de ancho 2M.



Capitulo 2

DEFINICIONES BASICAS
Y CARACTERIZACIONES

Comenzamos introduciendo las funciones exponencialmente convexas, y presentando algunas

definiciones y caracterizaciones importantes.

Definicién 2.1 . Decimos que F € H (D) es exponencialmente conveza si y sdlo si la

funcion expoF (6 ef") es conveza ( definicion 1.9 ).

Estamos interesados en estudiar las transformaciones exponencialmente convexas que son

univalentes. Pero si F' es analitica y univalente en I y definimos

1
f= 5 E-FO)

(€ S: definicién 1.6 ), entonces F' es exponencialmente convexa si y sélo si F'(0) - f lo es (

! .
porque e’ 0)-f = F=F(0) = ¢~F(0)¢F g5 convexa < ef es convexa ). Por esto, el estudio de
las funciones exponencialmente convexas univalentes equivale, esencialmente ( médulo transla-
ciones ), a estudiar aquéllas que pertenecen a la clase S al ser divididas por alguna constante

compleja, lo cual nos lleva a la siguiente definicién:

Definicién 2.2 . Sean f € H(D) y o € C~\{0}. Decimos que f es a-exponencialmente

conveza si y sdlo si la funcidn expo(af) (6 e ) es convexa ( definicién 1.9 ).
La funcién f puede o no ser univalente.

Ejemplo 2.3 . La funcién f(z) = % 22, con z € D, es exponencialmente convezra, pero no es

univalente:
. . . 1y -1 _ 1
La no univalencia de f es clara: ( f (—-2) =g5=Ff (2) ).

10



Para ver la convexidad exponencial, sea v una curva cerrada en f[D]. Segin el teorema

1.19, exp oy es una curva convexa ( encierra una regién convexa ) si y sélo si

im (240, P00

¥'(t) + exp’(v(t)) g (t)) >0,V

o sea , si y sélo si

n (G )20

Sea re® ( parat € [0;27] ) una parametrizacién del circulo de radio 7 < 1 y centro en 0. Al

aplicarle f, se obtiene una curva -y con parametrizacién

() = %ew
Asi,

’)’,(t) — ,L,r262it
Yy

ry”(t) = —2T262it,
luego
! t -2
T 0= T wirtcosan) + rsen(ar)
0 sea que
1 t
Im (:/—((t)l + 7’(t)> =2+7%cos (2t),

que es positiva para todo t.
Por lo anterior, exp oy es una curva convexa. Pero ésta es el resultado de aplicar expof al
circulo re®t. Luego expof envia a los discos D, con centro en el origen y radio 7 menor que 1

en conjuntos convexos. Pero

(expof) [D] = (expof) [U Dr] = J(expof) [Dr].

r<l r<l

Como ésta es una unién de conjuntos convexos encajados, es convexa. Por lo tanto, f es

exponencialmente convexa.

11



Nota 2 . Las funciones exponencialmente convezas univalentes y normalizadas tienen una
caracterizacién puramente analitica, surgida al generalizar las clases C(k) introducidas por
Mejia y Minda en [MM], e independientemente por Wirths en [W] al estudiar el problema

de los coeficientes de las funciones convezas de tipo acotado, introducidas por Goodman en

[G2].

Definicién 2.4 . Dado k € (0;1], la clase C(k) de las funciones k—convexas consiste de las

f €8S ( definicién 1.6 ) tales que

fll(z)
f'(2)

Re <1+z ) > k|zf'(z)| para toda z € D.

Como

2f'(2)] = |-e*zf'(2)
Re (—-eitzf'(z)) = —Re (eitzf'(z))

2

v

para cada t € R, entonces

Re (1 + z—J},,,((TZ))) > —kRe (eitzf'(z))

para cualquier f € C(k), luego

Re (1+sz,,,((§)2+keitzf’(z)) >0,VzeD, VteR.

Reciprocamente, si f € S y satisface la desigualdad anterior, entonces dado z € D~ {0}, sea

t=m— Arg (2f'(2));

12



e“zf’(z) — eit |zf'(z)| eiArg(zf’(z))
— ei7r lzf/(z)l
= - 'zfl(z)l ’
luego

f”(z)
f'(2)

Re (1+z ) —k|zf'(2)| >0,

o sea que f € C(k).

En conclusién, f € C(k) siy sélosi f €Sy

f”(z)
f'(2)

Re <1+z +azf'(z)) >0

para toda z € D y para cualquier o € C tal que || = k.

Esto sugiere definir una clase mds amplia que C(k) dejando « fija.

Definicién 2.5 . Dada o € C , decimos que f € EC(c) siy sdlosi f€S y

f"(2) / )
Re<1+z———+az z)] >0
Fila) o)
para toda z € D.
Nota 3 . Es claro que si
o} =k € (0;1],

entonces C(k) C EC(a).

De hecho,
C(k) =nN{EC(c) : |o| = k}.

Ademds, en la definicién no se impone la condicién || < 1.
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Teorema 2.6 ( caracterizacion de la clase EC(a) ). Si o € C* :=C\ {0} :
f € EC(a) siy sdlo si existe g € C ( definicién 1.9 ) tal que

1
f= ELog(l + ag).

( Log es la rama principal del logaritmo).

Demostracion : Sea f € EC(«). Se sabe ( definicién 1.12 ) que la funcién

II()

TR
De acuerdo con la férmula de Herglotz ( teorema 1.14 ) , existe p : [0;27] — R creciente
tal que
27
/ du(t) =1
0
y
fll( )
1+=2 +azf'(z
2m ] 4 ze™H
= A mdu (t) para z € D.
Asi,
”(Z)
+azf(z
2 1+ ze™®
= ———du(t) —
/0 1—ze™ H( ) 1
1+ ze™®
r QzeH
= ————du(t
/o 1-—ze™ ( )
luego
/" P 2T 2e—zt
g af)= [ Trodu®) (v € D). (21)
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Como f’ no se anula en D y f/(0) = 1, existe h € H(D) tal que exp (h(z)) = f'(z) , Vz €D
y h(0) = 0. Por consiguiente,

f(2) = exp (h(2)) - K'(2),
luego

f(2) = W(z
7iia) "

e integrando en ambos miembros de (2.1), tenemos:

/Oz B (w)dw + a/oz flwdw = z/oz (/02” l_e—i_it-dp(t)> duw
= 2/027r </0z 1_—61_;:.?dw) du(t)
= -2 /027r (/Oz %Log (1 - we_it> dw) du(t)

= -2 /0 " Log (1 - ze~) du(t).

Sean
2m .
I(z) = —2/ Log (1 - ze‘”) du(t)
0
y
o) = [ exp (1(w) dw
(paraz D).
Por lo anterior y €l teorema fundamental del cédlculo,
Wz) + af(z) = I(2),
luego

L o (af() = of'()-exp(af()
= a-exp(h(z)) - exp (af(2))

= a-exp(I(z)).

15



Por lo tanto

o) = [ = exp(afw) dv

0o o dw

- é lexp (af(2)) — exp (£ (0))],

0 sea que

exp(af(2)) =1+ ag(2),

luego af(z) es un logaritmo de 1 + ag(z). Entonces existe n(z) € Z tal que
af(z) = Log (1 + ag(z)) + 271 - n(z).

Como f y g son continuas, entonces n : D — Z lo es, luego es constante ( n [D] es conexo ) ;

ademas,

0 = af(0) = Log (1 + ag(0)) + 2nmi = 2nmi,

luego n = 0. Por lo tanto,

1
f=—Log(l+ag).

Por otra parte, si K (z) = z - exp (I(z)), entonces K(0) =0y
K'(2) = exp (I(2)) + 2+ exp (I(2)) - I'(2)

luego K'(0) = exp(0) =1y

zK'(z) '
K@) 1+ 2I'(2)
= 142k (2) + azf'(2)
f"(z) '
1+2 (o) +azf'(z) e P.

Por consiguiente, de acuerdo al teorema 1.15(a), K € S* ( definicién 1.11 ).

Pero

2g'(z) = z-exp(I(2)) = K(2),

16



luego g € C ( teorema 1.15(c) ).

Reciprocamente, sea g € C tal que

1
f= ELog(l +ag).

Asi, f es analitica y univalente (es la compuesta de funciones analiticas univalentes ),

f(0)=0y ,
fl(z) 1 . ag (Z)

a l+ag(z)
luego f/(0)=1(yasifeS)y

1) = L) 1+ ag(2)) ~ (g (2))”

(1+ ag(2))®
Por lo tanto,

f”(z) ’
1+zf’(z) + azf'(z)

9"(2) (1 +ag(2) —a(d(z)” 1 g (2)
1+2 1+ ag(z) ' g'(?) + **1 + ag(z)
1+ zg (2) eP

g'(2)

( definicién 1.12 y teorema 1.15(b) ), luego f € EC(a). H
Corolario 2.7 . Si EC(a) # ¢, entonces |a| < 2.

Prueba: Sean a #0, f € EC(a) y g € C tales que

1
f= aLog(l +ag).

Entonces 1 + ag(z) # 0 Vz € D ( no existe Log(0) ), o sea que —1 ¢ g[D].
Pero si @] > 2, entonces ’—%l < % y asi ( por el teorema 1.25 ) —% € g[D], lo cual es

absurdo. Luego |a| <2. W
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Lema 2.8 . Si f es una funcion analitica y univalente en D, y e*f es conveza, entonces e®f

es univalente.

Prueba: Como 0 ¢ e/ [D] ( porque €* # 0 Vz € C ), la convexidad de e®f implica que el
rayo L que parte de 0 con direccién opuesta a e/(®) no corta a e/ [D].
Considerando 0 € L, sea l; una rama del logaritmo en L¢ = C\ L.

Entonces existe n € Z tal que
I (eaf(z)) = af(z) + 2nmt

( para cada z € ) existe un n(z), pero la funcién

n(z) = ZL [ll (eaf(z)) — af(z)]

me

es continua y con rango contenido en Z , luego es constante ). Haciendo ! = [y — 2nmi, otra

rama del logaritmo en L¢, tenemos que [ o e®f = af. Por lo tanto,
el =1"toloe™ =171 o (af)

o sea que e*f es univalente. W
Teorema 2.9 . Si f €S: f € EC(a) st y sdlo si f es a—exponencialmente conveza.

Demostracién: Sea f € EC(a). Existe g € C tal que
1
f= ~Log (1+ag).

Asi, e*f = 1+ ag, que es convexa ( la aplicacién 1 + az, z € C, preserva la convexidad ),
luego f es a—exponencialmente convexa.

Reciprocamente, sea e*f convexa. Hagamos

(e“f ~ 1) : ]

18
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Por el lema 2.8, e®/ es univalente y, por consiguiente, lo es también g ( la funcién

univalente ).

Como e*/ es convexa, g es convexa ( 1

Ademis,

9(0) =

Rir

(e"-1) =0

luego

O sea que g € C.

Pero

1+ag=e°‘f,0¢e"f[lD>] yle(l+ag) D,

luego ( por la convexidad, e*f [D] VR~ = ¢ ) tiene sentido

Log (1 + ag) = Logoe®/.

= (2 — 1) preserva la convexidad ).

1

a

(z—1) es

Mediante un andlisis semejante al hecho en la prueba del lema 2.8, se llega a que existe

n € Z tal que

Log o e = af + 2nmi,

lo cual implica que ( para z =0 )

n= % (Log(eo) - 0) =0.

Por lo tanto,

Log (1 + ag) = of,

oseaque f € EC(c). W
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Nota 4 . En conclusidn, dados f € S y o« € C* , tenemos la equivalencia de las siquientes
Proposiciones:

a) f es a—ezponencialmente conveza.

b) f € EC(a).

¢) Si z € D, entonces
f”(z)
7'(2)

Re (l-l—z +azf'(z)) > 0.

d) Existe g € C tal que
1
f= aLog(l + ag) .

e) af es exponencialmente conveza.
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Capitulo 3

CASOS PARTICULARES Y EJEMPLOS

Antes de pasar a ver un par de casos particulares y algunos ejemplos interesantes, veamos el

siguiente lema:

Lema 3.1 . Log ( la funcidn logaritmo principal ) envia discos de C, = C*\R™ en conjuntos

COMVETOS.

Demostracién: Sea D, el disco con centro en a y radio r. Si la clausura de D,., D,, estéd
contenida en C,, entonces |a| > 7.

Al aplicar el teorema 1.19 a f = Log, la condicién para que una curva -« cerrada y simple
de clase C? en C, sea enviada por Log en una curva convexa ( y encierre una regién convexa )

se convierté en
7' (t) 7’(t))
Im{—+ — > 0,Vt.
(7’@) () ) ~

Ahora, y(t) = a+re®, con t € [0;27], es una parametrizacién de &D, ( es una curva cerrada

y simple en C, ). Asi,
v'(t) = ire®

Yy
’)’”(t) — _Teit,
luego
V) A _ 1 _ire®
Y(t) (¢ o i a-+ret
ia a+re it

a+reit a4re i

_ —it
= Tatreip (|a| +are ),
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0 sea que

(ﬂz)_ _Y®N |a|® 4+ Re(are™™)
Yt () ) la + reit|2
la|* = a|

v

7

ya que
—Re (are_it) = Re (—are_it) < {—are*it

= r|a| ( todo Vt € R).

Por consiguiente, Logoy es una curva (cerrada y simple ) convexa , o sea que Log{D;,] es un

conjunto convexo.

En general, si D, C C, ( D, podria tocar a R~ U {0} ), entonces Log[D,] es convexo para
toda p € (0;7) ( porque D, C C, ) , luego

Log[D,] = Log(Up«rDp] = U Log[Dy)
p<T
es convexa { por ser una unién de conjuntos convexos encajados ). l

Corolario 3.2 . Si g es una transformacidn de Mébius, g(0) =0, ¢'(0) =1y —1, co ¢ g[D],

entonces

1
aLog(l + ag) € CNEC(a)
( aqui es claro que se estd considerando a g restringida a D ).

Prueba: Sea

1
f = Log(1+ag).

Como oo ¢ g[D), entonces g es analitica en D , luego f lo es ( 1+ ag(z) # 0 Vz € D, ya que
-2 £9[D]).
f es univalente al ser la compuesta de funciones univalentes ( g, 14+az, Log y %z ). Ademds,

f0)=0y

luego f'(0) = 1.
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Como toda transformacién de Mobius es univalente y convexa, entonces g € C, luego
f € EC(a).
Finalmente, si 0 < r < 1, entonces (14 ag) [rD] es un disco ( g[0(rD)] no es una recta

porque 0o ¢ g[D] ) y ( por el lema 3.1) f[rD)] es un conjunto convexo.

Como

f[]D)]:f[U ’I‘]D):I = |J F[rD]

r<l r<l

es una unién de conjuntos convexos encajados, entonces f (D] es convexo, luego f € C. R

Casos particulares.

1. Si @ =0 : En este caso EC(«) = C, ya que si f € S, entonces ( por el teorema 1.15 )

f e EC(O)@Re<1+sz(z))>O

f'(=)
f”(Z)
& 1+zf’(z) ep
& feC.

2. Si || =2 : En este caso

EC(a) = {éLog (Z t Zi)}

( la clase posee un tdnico elemento ).

Prueba: Sean f € EC(a) y g € C tal que

1
f= aLog(l + ag).

Como —1 ¢ g[D] y l—%’ = 1, entonces ( teorema 1.25 ) existe ¢ € D tal que g(z) =
Asi,

z
C

l—cz®

f) = log(1+ 72

1—cz

_ lLog(l + (a—c)z)

o 1—cz
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Pero esto implica que |a — ¢| < 1 porque de lo contrario

y existiria

1 1 1-1 1
— = —L _— | = —
f< a—c) o Og<1+c(a—c)_1) aLOg(O)’
absurdo.

Por otra parte

la—c|2lo| - =2-1=1;

luego

o —c| =1=a| -],

o sea que existe k > 0 tal que a = kc.
Asi,
2=|a| =kl =k,

luego a =2cy

1—cz
0 sea que
1 24 az
(2) = ~Log (o)
Reciprocamente,
1
lLog (2 + az) = —Log (1 +a 22 >
« 2—az a 2 —az
y
2z z
= = C
9(2) 2—-az 1—%2,6

( véase el teorema 1.25 ).

Por consiguiente
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Nota 5 . La funcién

1 I (2 + az)
— Lo,
o \2-az
( con dominio D ) estd en C, como consecuencia del corolario anterior.

Asi,
la| =2 = EC(a) C C.

Es facil ver que

(el rango de la funcién ) es la franja ( o banda infinita ) de ancho 7 centrada en 0 y con

inclinacién —Arg(a).

Nota 6 Como consecuencia de lo anterior, en adelante consideraremos 0 < |a| < 2, a menos

que se especifique lo contrario.

Proposicién 3.3 . Si F € H (D) es univalente y ezponencialmente conveza, entonces

|F’(0)| < 2. Ademds, 2 es la mejor cota posible.
Prueba: Si f = F'_1(05 (F — F(0)), entonces f €Sy

FIO-f _ ~F(0) . F

es convexa , luego f € EC (F'(0)). Por el corolario 2, |F'(0)| < 2.

Segiin lo visto arriba, la funcién

fo) = %Log (2 + 2z>

2—2z

pertenece a EC(2), luego F(z) = 2f(2) es univalente y exponencialmente convexa y
F'(0) = 2f'(0) = 2,

o sea que la cota 2 no se puede mejorar. B
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Ejemplos.

Ejemplo 3.4 . FEl siguiente ejemplo muestra que si 0 < a < 2, entonces EC(a) no estd

contenida en C :

Como

1 k ~1/2 1
lim ~ln(1-2) = I .
S (1 2) hoot 1—kJj2 2

entonces existe al menos un &k € (0;2) tal que

1 1 k

( porque —é < —% ).

Sean

1

1
f= ELog(l + ah).

(g[D] = {z € C: Re(z) > —1/2}, luego —1 ¢ g[D] ), concluyéndose que h € C.
Ademis, si z € D, h(z) # —1/a; de lo contrario, - € Ry

1 z 1 k

o0 sea que = < —% , lo cual es falso para z € D.

Es facil ver que la funcién g(z) = {Z; satisface la hipétesis del corolario 3.2 para oo = k

Por consiguiente f € EC(c).

Para ver que f no es convexa, observemos que la funcién 1+ k% envia a D ( conformemente)

sobre el semiplano

{z€ C:Re(z) >1—-k/2}.

26



Al aplicar Log obtenemos una regién contenida en la franja horizontal
{zG(C:—g—<Im(z)<z2r—},

que se abre hacia la derecha a partir de un vértice en el punto In (1 — %) (<0).

Asi, (1 + ah) [D] se abre hacia la derecha a partir de un vértice en el punto

« k
bl | _ =
1+ % n (1 2)
y entre las rectas

{zec:lm(z)=;‘—:}

QT

{z €C:Im(z) = —2—k}

( asintotas de su frontera ).

Al aplicar de nuevo Log se obtiene una grafica que no es convexa ( véase la figura 1 ), luego

f¢C.
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: Ejemplo 3.5 . El siguiente ejemplo muestra que si 0 < o < 4/m, entonces EC(a) no estd

contenida en S* ( definicion 1.11 ) :

Sean

1 1+1iz
h(z) = 5-Log ( )

1—-iz

1
f= aLog(l + ah).

z
1—iz

Es sencillo comprobar que la funcién g(z) = satisface la hip6tesis del corolario 3.2 para

a = 2i, luego

h(e) = Log(1+ 2ig(2)) € C.

La funcién %j_':—z envia [ sobre el semiplano derecho ( Re(z) > 0 ).
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Al aplicar Log se obtiene la franja horizontal
{zGC:—g<Im(z)<g}.

Al rotar y contraer ( aplicando la funcién Z; ) se observa que h [D] es la franja vertical
{zGC:—%<Re(z)<%};

y como ~L < —Z entonces —1 ¢ h[D)]. Asi, f € EC().
Por otra parte, (1 + ah) [D] es la franja

am an
{ZGC'_T<Re(z)_1<T}’

al aplicar Log se obtiene una regién limitada por dos curvas que se abren hacia la derecha a

partir de sus vértices In (1 — €F) y In (14 2F). Ambas curvas tienen a las rectas

{ze(C:Im(z) = g}

{z € C:Im(z) = —g}

como asintotas, lo cual indica que ( aplicando £ ) f [D] no es estelar ( respecto al origen ). Por

consiguiente, f ¢ S* ( ver la figura 2 ).
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Figura 2.
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Capitulo 4

PROPIEDADES GENERALES

La caracterizacién de las funciones de EC (¢) permite probar la compacidad de esta clase,

usando el hecho de que la clase C es compacta.
Teorema 4.1 . La clase EC(c) es compacta ( definicidn 1.2 ).

Demostracién: Basta ver que EC(c) es cerrada en S, ya que esta clase es compacta
( teorema 1.7 ).

Para esto, sea (fp),, una sucesién en EC(«) que converge, en S, a una funcién f ( de S ),
y veamos que f € EC(a):

Para cada n € N | existe g, € C tal que

1
fa = ELOg (1 + agn)

Y —% ¢ gn [D].
Asi,
1+ ag, =exp(afn),
luego

On = é [exp (afn) — 1].

Como C es compacta ( teorema 1.16 ), existen una subsucesién (gn,), de (gn), y una
funcién g € C tales que (gn, ), converge a g ( uniformemente en subconjuntos compactos de

D). Entonces, dado z € D,

9(z) = lim gn,(2)

. 1
= kli»nolo E [exp (afnk (z)) - 1]
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= ~lexp(af(2)) - 1]

( las convergencias son puntuales ), luego

exp(af(2)) =1+ ag(2),

o sea que existe m(z) € Z tal que
of (=) = Log (1 + ag(z)) + 2m(z)mi,

luego

m(z) = 5 [af(2) ~ Log (1+ ag(2))].

Esto muestra que la funcién m : D — Z es continua y, por lo tanto, constante ( D es conexo,
luego m[D] lo es ). Como f,g € S, entonces f(0) = g(0) = 0, luego m = m(0) = 0. En
conclusién,

1
f=—Log(l+ag),
"
osea que f € EC(a). W

Definicién 4.2 .
EC :=|J{EC(a):a€Cy |a|<2}.

Teorema 4.3 . EC es una clase compacta.

Demostracién: Sea (f,),, una sucesién en EC que converge ( en S ) a una funcién f € S.

Dado n € N, existe a,, € C , con |an| < 2, tal que f, € EC(a,).

Veamos que f € EC, considerando dos casos:

El primero, si {n € N: o, # 0} es infinito. Para cada n en este conjunto, existe g, € C tal
que

1
fn=—Log (1 + O«’ngn) .
Qn

Como la clase C es compacta, existe una subsucesién de (g,),, que converge a una funcién
g € C; y como el disco cerrado

{z:2€Cy |z| <2}
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es compacto, existe una subsucesién (ay, ), de la de los correspondientes ( de los g, de la

subsucesién que converge a g ) o, que converge a un

ac{z:2€Cy |z| <2}.

Asi, si z €D,
f"(2) , ] . e (%) ;
Re 1+zf’(z) + azf'(2) kllrgoRe 1+2 ) + an, 2y, (2)| 20,

o sea que f € EC(c).

En el segundo caso, {n € N: a;, = 0} es infinito. Asi, para cada n en este conjunto,
fn € EC(0) = C, luego ( por la compacidad de C ) existe una subsucesién (fn, ), de (fn), que
converge ( en C ) a una f € C. Por consiguiente, (fne)p convergeen Sa fya F(Cesun
subespacio de S ), luego ( por la unicidad del limite ) f = f y, por lo tanto, f € EC(0).

En cualquier caso, f € EC. 1

Teorema 4.4 . S5i0< k <2 yc € 0D entonces
EC(ke) = {c ' F(c2) : F € EC(k)} .
Osea.quesic=ﬁ:
f € EC(a) & existe F € EC (|a) tal que f(z) = ¢ 1F(cz),Vz € D.

Demostracién: Sea f € EC(kc). Entonces existe g € C tal que

1
f= ELog (1+ kcg) .

Sea G(z) = cg(c™1z). Asi, ( proposicién 1.18 ) G € C y —% ¢ G[D] ( de lo contrario,

-1 €g[D]), luego la funcién
1

F=k

Log (1 + kG)
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pertenece a EC(k) y

1F(cz) = iLog(l + keg(2)) = £(2).

Reciprocamente, sean F' € EC(k) y f(z) = ¢ 1F(cz). Asi, existe G € C tal que
1
F= ELog (1+kG).

Sea g(z) = c 1G(cz). Como g€ Cy —& ¢ g[D] ( sino, —} € G[D] ), entonces

f&) = e Log(1+kG(cs))

_ iLog (1 + keg(2)) € EC(kc). W

Nota 7 . Este teorema implica que muy buena parte de los problemas relacionados con la clase
EC(a) pueden reducirse al caso o > 0. En particular, el ejemplo 3.4 muestra que si
0 < |a|] < 2, entonces EC () no estd contenida en C; y el ejemplo 3.5 muestra que si

0< |af < %, entonces EC(a) no estd contenida en S*.
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Capitulo 5

EL RADIO DE KOBE DE Cn EC(a).

Consideraremos, ahora, el radio de Kébe de C N EC(a), para o € C con |a| < 2, el cual
notaremos por R.,.

Por el teorema 4.4, dada f € CNEC(a), la funcién F(z) = cf(c™'z), donde ¢ = Tap
pertenece a CNEC (|a|), ya que la clase C es invariante bajo rotaciones ( proposicién 1.18 ).
El rango de F es una rotacién del de f ( definicién 1.17 ), luego sus radios de Kébe ( definicién
1.8 ) son iguales. Por consiguiente, R|’a| < pr = py, luego el radio de Kébe de CNEC(«) es
mayor o igual que el de CNEC (|a]).

Reciprocamente, dada F € CNEC (|a]), la funcién f(z) = ¢ 1F(cz) estd en CNEC(c) y
tiene el mismo radio de Kébe. O sea que el radio de Kobe de CNEC(c) es menor o igual que
el de CNEC (|a]).

La igualdad de los radios de K6be de CNEC (o) y de CNEC (|a|) implica que el problema
de hallarlo puede reducirse al caso @ > 0. En adelante ( en este capitulo ), a menos que se
especifique lo contrario, consideraremos, pues, a € (0;2) ( los casos & = 0y |o| = 2 son triviales,

de acuerdo con lo visto en la seccién 3.1 ) y f € CN EC(«).

Cota inferior.

Llamemos 2 = f [D]. Sabemos que existe g € C tal que
1
f==~Log(1+ag).

Como —21 ¢ g[D], entonces 0 ¢ h [D)], donde h = 1 + ag. Ademés, g [D] es un conjunto convexo
y 1+ az es una funcién conforme, luego h [D] es convexo. Por un teorema de Hahn-Banach,
como {0} y h[D] son conjuntos convexos, no vacios y disjuntos, y h[D)] es abierto, entonces

existe una recta L, del plano complejo ( un hiperplano de R? ) que separa a {0} y h[D].
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Sea L la recta que pasa por 0 y es paralela a L,. Claramente h[D] estd contenido en el
semiplano derecho ( porque 1 = h(0) € h[D] ) determinado por L. También es claro que existe
6 € (0;7) tal que L~ {0} estd constituido por los puntos de C con argumentos principales
iguales a 8 o0 a @ — m, luego el semiplano mencionado estd formado por los puntos de C con
argumentos principales estrictamente entre § — 7 y 0. Pero la funcién logaritmo principal envia
a dichos puntos en aquéllos con parte imaginaria estrictamente entre § — 7 y 4. O sea que el

semiplano es enviado por Log en la franja horizontal
{z€C:0 -7 <Im(z) < 6},

de ancho 7. Asf que (af) [D] =Log[h [D]] estd contenido en dicha franja y ( aplicando la funcién

conforme %z )  esta contenida en la franja horizontal
0 = 0
{zG(C:———<Im(z)<—},
a o« a

de anchura Z.
Dado w € (, llamemos éo(w) a la distancia ( euclidea ) de w a 9. De lo anterior, es claro
que

™
< — Q.
59(11)) < 2a,Vw €

Si Aq es la densidad de la métrica hiperbdlica ( definicién 1.28 ) de (2, entonces para cada z € D,

2
= )

Por todo esto y el teorema 1.29, tenemos que

Y

<A
2M sen (3576a(w)) ~ a(w)
para toda w € 2, donde M = 7; o sea que
a
<A z ara cualquier z € D. 5.1
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Entonces llegamos a que

o 2
sen [adq (f(2))] = |f'(2)| (1 - |z|2) |

0 sea que

sen [ada (f(2))] 2

| R

£ (1-12%) ¥z € D. (5.2)

Haciendo z = 0 se obtiene sen{adq (0)] > § , luego
abq (0) > Sen_lg

( porque adg (0) < 5 ), o sea

1
60 (0) > asen—lg.

Pero 8 (0) no es mas que py, el radio de Kobe de f. Hemos hallado, pues, una cota inferior

para el radio de Kébe de CN EC(a) :
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Cota superior.

Ejemplo 5.1 . El siguiente ejemplo muestra que se cumple la otra desigualdad

(R, < %Sen‘lg ):

Sea a € (0;2) . Consideremos la funcién

z
ga(Z) = I'_m ( transformacién de Mobius )

— e z
Como

z 1 iCos—12

e — ——cblzz(ezcos 1_—a)

1 ezCos 52z o
y
—la [8%
eiCos™' % —a| = ‘—5 —1i4/1 —a2/4’ =1,

entonces —% ¢ go [D] . Como go(0) =0,

1

(1 _ eiCos—l%z)2

go(2) =

luego ¢/,(0) =1y, claramente, co ¢ g, [D)] , entonces la funcién

1
fo= aLog (1+ agq)

pertenece a CNEC(c), de acuerdo con el corolario 3.2.

Se sabe que g, [D)] es el semiplano que contiene al origen, cuya frontera ( recta ) es tangente
al circulo con centro en el origen y radio % en el punto —% e~Cs% O sea que dicha recta
pasa por —1 y tiene dngulo de inclinacién Sen™1% ( véase la figura 3 ).

Asi, (1 + ag,) D] ( aplicando 1 + az ) es el semiplano que contiene a 1, cuya frontera pasa
por el origen y tiene la misma inclinacién. Al aplicar Log , los rayos ( semirrectas que parten

del origen ) son enviados en rectas horizontales (por mantener el argumento constante). Los

rayos que constituyen la frontera de (1 + ag,) [D] pasan por giSen™1g y ei(Sen'I%‘”), luego sus
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imégenes bajo Log son las rectas horizontales que pasan por los puntos iSen~! e i(Sen—l—gﬁ —7),

respectivamente. O sea que

(afa) D] = Log (1 + aga) [D]

es la franja horizontal ( de anchura 7 ) limitada por dichas rectas. Finalmente, al aplicar la
1

funcién -z, es facil ver que f, [D] es la franja horizontal ( de anchura Z )

. 1 _1a ™ 1 1«
{zEC.aSen 5 a<Im(z)<aSen 2}.
Como 0 <Sen~'§ < 7, entonces
1 1 1
“Sen'S <« L _Zgen12 = I—Sen_12 -z ;
« 2 o « 2 a 2 «

por consiguiente, el punto de la frontera de f, [D] mds préximo al origen es éSen‘l%, lo cual

. . . . 1 ~la
significa que el radio de Kébe de f, es 2Sen™1%.

Algo semejante ( reflejando respecto al eje real ) se obtiene si se toma la funcién
— 1 5
fa= ELOg(l +aga),

donde

. z
9l = [y

Aqui, el rango fa [D] es la franja horizontal

) 1 Lo T 1 o
{zEC. aSen 2<Im(z)<a aSen 2}

( también de anchura T ).

Asi que los radios de Kobe de f, y }”: son iguales a éSen_l%. Por consiguiente,

1
R, =inf{ps : f € CNEC(a)} < asen—lg.
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(ldSen (e2)

Figura 3.

(i/o0Sen (04/2)-Tex

Funciones extremales.

Se tiene, pues, que R, = %Sen_lg.
Las funciones f, y 7; del ejemplo 5.1 tienen radio de Koébe igual a %Sen‘lg. Pero, ;habra
otras funciones extremales, ademas de fo ¥ fa ?

Para estudiar esto, sea f € CN EC(a) tal que

1 1
pf = ESen 15.

Entonces, con las notaciones de arriba, 8 (0) = éSen_lg, luego se da la igualdad en (5.2) y,

por consiguiente, en (5.1), para z = 0. Vemos, pues, que se da la igualdad en la desigualdad del
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teorema 1.29 para z = 0, lo cual implica que Q = f [D] es una franja de ancho 2M = Z. Como
0 0
Qg{zEC:——E<Im(z)<—},
a «a a

franja de ancho T, entonces esta contencién no puede ser estricta, debiéndose cumplir la igual-
dad.

O sea que ( aplicando az )
Logh[D)] = (af)[D]={2 € C:0 -7 <Im(z) < 0},

luego h [D] es la imagen bajo la funcién exponencial de esta dltima franja horizontal; como tiene
anchura 7, su imagen es un semiplano cuya frontera pasa por el origen ( es la unién de rayos
que forman un dngulo con vértice en 0 y con amplitud = ).

Aplicando la funcién conforme 1 (z — 1), vemos que g[D] = 1 (A — 1) [D] es un semiplano
cuya frontera pasa por —1. Pero la normalizacién de g ( ver el teorema 1.25 ) implica que

existe un ¢t € R tal que

z
g(Z) = m,Vz € ID)

Se sabe que dg [D] es una recta tangente al circulo {z € C : |z| = 1/2} en el punto

(™=t = —e®; pero como pasa por —2, entonces ( véase la figura 3 ) su 4ngulo de inclinacién
es
_41/2 i
+Sen 1#}- = *Sen 15,

o sea que el punto de tangencia tiene argumento principal =+ (71 — Cos‘l%), lo cual significa que

t_ e:i:(w—Cos‘I%) +m e:FCos_l% — _e:FCos_I%'

—e* =e

Por lo tanto,

g(z) = z

a

1 — e:FCos_l 32

oseaquef-—-fac')f:}”;.

En conclusidn, las tnicas funciones extremales son f, y fa.
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Resumiendo los resultados anteriores, tenemos el

Teorema 5.2 . Dados o € (0;2) y f € CNEC(a), se tiene que
S 17| (1= 121?) < senfadq (f(2))]

para cada z € D, donde Q = f D] y 8q (f(2)) es la distancia de f(z) a 8Q. Haciendo z = 0
obtenemos éSen‘l% < ps ( el radio de Kébe de f ). Ademds, éSen_lg < pg, a menos que f
sea una de las funciones fo 6 }”: del ejemplo 5.1. Asi que R, = %Sen‘l% es el radio de Kobe

de CNEC(a).
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Capitulo 6

RADIO DE KOBE DE EC (o).

Estudiaremos, ahora, el radio de Kébe de la clase EC («).

Por el teorema 4.4, dada f € EC(c), la funcién F(z) = cf(c™'z), donde ¢ = ﬁ, pertenece
a EC (|a]). El rango de F es una rotacién del de f ( definicién 1.17 ), luego sus radios de Kébe
( definicién 1.8 ) son iguales. Por consiguiente, el radio de Kébe de EC(«) es mayor o igual
que el de EC (|a]).

Reciprocamente, dada F € EC (|a|), la funcién f(z) = ¢ 1F(cz) estd en EC() y tiene
el mismo radio de K6be. O sea que el radio de Kébe de EC(«) es menor o igual que el de
EC (|o) -

La igualdad de los radios de Koébe de EC () y de EC (Jo|) implica que el problema de
hallarlo puede reducirse al caso o > 0. Consideraremos, pues, 0 < o < 2, R, el radio de Kobe

de EC () y f € EC (a).

Cotas superior e inferior.

Para obtener una cota superior para R,, basta considerar una funcién particular de EC (c) .
Para esto, tomemos la aplicacién f, del ejemplo 5.1. Recordemos que el rango de f, es la
franja horizontal
a7

1 1, o
{ze(C.aSen 57 o < Im(z) <-&Sen 5},

asi que su radio de Kobe , i—Sen_l—g—, es una cota superior para R,.

Para la cota inferior, tenemos la siguiente

Proposicién 6.1 . R, > %ln (1+ %) .
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Demostracion: Supongamos que
1
Ra<—1n(1+9>.
«@ 2

Entonces existe f € EC(a) con radio de Kobe ( = inf {|w| : w € 8f [D]} ) menor que este valor.
Asi, existe w, € 0f [D)] tal que

1 o
ol <—=In{14+—=].
|w|<an(+2)

Sea g € C tal que
1
f = ~Log(1+ag)

y definamos

1
Zo = — exp(aw,) — o

( para que w, = LLog(1 + az,) ), t, =Arg(w,) ( el argumento principal ) y ro = a|w,|.
Tenemos, entonces, que

ro<ln(1+%) <ln2<z,

2
aw, = roeite y
1+ az, = exp(aw,) = exp [r, cost, + iresent,) .
Asi,
2
Iazol — |grocosto [COS (rosen to) + 2sen (rosen to)] - 1‘
— 627‘0 costo _ 9gToCO8to oo (rosen to) +1.

Hagamos

hr(t) = %7 5t _ 2e" <%t cos (rsent) + 1

para t € [—m; 7], con r € (0;7/2) ( r fijo ).

' Yl (t) = 2re” <ot [—sent .€" St sent - cos(rsent) + cost - sen(rsen t)]
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= —2re" o5t [sent -€" % _gsen (t 4 rsen t)] .

Consideremos

A= [o; g] « [0;7]

y
o(r,t) =sent-e" ' —sen (t +rsent) para (r,t) € A.
Sea (r,t) un punto critico de ¢ en (0;7/2) x (0;7).
Entonces
9 _ o= 9
ar ot’
0 sea que
690 T cost
0=5—=sent-e cost — cos (t + rsent) - sent,
r

luego ( por ser sent # 0 )

e" “5* cost = cos(t + rsent),
y
0
0 = 2
ot
= cost-e ' _rgen’t. e 5t —cos(t +rsent)- (1+r cost),
luego

cost — rsen’t — cost - (147 cost) = 0,

lo cual implica que r = 0, contradiciendo lo anterior.
Asi que ¢ no tiene puntos criticos en el interior del rectingulo A, o sea que toma su valor
minimo en la frontera.

Es claro que p se anulasit=0,t=mor =0.

45



e(t) = w(gi)

g T
= sent-e2 " —sgen (t + 5sent) ,

con t € (0;).
Definiendo w(t) = t + Zsent, consideremos los siguientes casos:
a)Sit>7:
Asi,
s
() =1+ 5 cost

J'(t) = —gsent <0

parat € (%;7). Como

w (%) =7 = w(m),

entonces w(t) > 7, luego

<t+7rse t<7r+7r S7
—_ n —_ = —
=ty 2~ 2
o sea que

sen (t+gsent) <0
y ¢(t) > 0.

b) SiT<t<T:

w es estrictamente creciente en (0; %), luego

reo(§)u0ze() o (1) =55 7

y asi,
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sen (t + %sen t> = sen(w(t)) < sen (w (%))
— sen ( V3
2

Por otra parte, como cost > 0, entonces

ol

+

o

) =~ 0, 66988.

sent - e2 St > gent > sen% ~ 0, 866.
Asf que ¢(t) > 0.
c)Sif<t<i:
luego

T
sen (t + —2—sen t) < sen

o[,

) ~ 0, 94755,

mientras que

jus

g U fud
sent - ez st > senz - e2°%73 ~ 1,55.

Por consiguiente, ¢(t) > 0.

d) SiF<t<i:

sen (t + %sent) < 1<1,51827
m ZcosZ Z cost
~ seng-e2 4 <sent-e? )
luego p(t) > 0.
e)Sit< §:

sent <seng = % , luego

bl =
A
NE

T
t+ —sent <

oA
+
N



T T
sen (t + Esent) <t+ —2-sent.

Asi,
©(t) > sent (e%COSt — %) —t(parat#0),
luego
(p(t) sent 7 cost m
LA\ =nt -~y
t = Tt \° 2
Sen(ﬂ-/6) (e% cos g _ E) —1>0,
/6 2
ya que las funciones %t y e% °5t son decrecientes en (0;7). Entonces o(t) > 0.

En conclusién, ¢(t) > 0 para t € (0; ), luego ¢(r,t) > 0 para (r,t) € A.
O sea que 9.(t) < 0 para t € (0;7). Como 9.(—t) = —1).(t), entonces ¥.(t) > 0 para
t € (—m;0). Esto implica que 9,(0) > ,.(¢t) para t € [—m; 7] ( y para todo r € (0;7/2) ).

O sea que

lazo|® = Yr,(to) < ¥r,(0)
= 627‘0 — 2e" +1= (eT‘a - 1)2:

luego

a|z0|Se”’—1~-—:e"‘|“’°|—1<g

y asi, |zo| < %, lo cual significa ( teorema 1.25 ) que 2, € g[D]. Sea v € D tal que 2, = g(v).
Entonces ( ya que |ow,| < 7 )
1
w, = —Log(l+ az,)
o
1
— Liog(1+ ag(v)

= f(v) € f[D] = int f[D],

contradiciendo el hecho de que w, € df [D] ( f [D] es abierto en C por el teorema de la funcién

abierta, ya que f es analitica y univalente ).
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Por lo tanto,

RQZJHn<L+g).I
o 2

Nota 8 . Como EC(a) C S, cuyo radio de Kébe es %, ésta es una cota inferior trivial para

R,. Veamos que hemos mejorado esta cota, o sea que

1 1 o
c < ln(1+2
4<an<+2>

para cualquier a € (0;2) :

Sea
a(a)=—ln<1+g>
2
Asi,
a) = — & ( E) .2 1
o'(a) = a2ln 1+2 ta 24a 27

Haciendo z = 232, tenemos que a = 2z — 2, luego

1
2 !

. =1 1. ==1-=—1

o o'(a) nz+(z—1) nc,

con z € (1;2).
Si
AMz)=1-——-—Ingz,
x
entonces
Aﬁ»=$—%:%(%—0<m

luego A(z) < A(1) =0, o sea que o'(a) < 0. Asi,

1

= In (1 + g) =o(a) > o(2) =
Nota 9 . Para los casos extremos, tenemos:

lim ~ln (14+2) = lim -~ 2 = 1
al——%an 2 _al—r—%Q-i-a 2 2
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( para la cota inferior ) y
1 o T 1
lim —Sen™!— = li ==
amb o™ g 250 2senz | 2

( para la cota superior ).

Y 1 es, precisamente, el radio de Kébe de EC(0) = C.

Lema 6.2 . Sea (B,), una sucesion de discos abiertos de C con centro en el origen. Sila

sucesion de sus respectivos radios, (rr),, estd acotada y

n’
r = liminfr, > 0,
n—oo

entonces ker (By,),, ( definicion 1.26 ) es el disco abierto B =D, ( con centro en 0 y radio r ).

Prueba: Es claro que

p=inf{r, :n € N} >0,

luego D, C B, para todan € N ; o sea que
oo
0 €D, =int () By
n=1

Sea K un subconjunto compacto de B. Entonces existe 7’ > 0 tal que K C D y
Dy C B =D,. Asi,

’ . .
r < =liminfr,,
n—oo

luego r’ < r,, para toda n € N, excepto para un nimero finito; y entonces
K.C_Dr’_C_Drn:Bn

para esas mismas n. Por consiguiente, B C ker (B,),, -
Sea, ahora, z € ker (B,),. Como ker (B,),, es abierto, entonces existe w € ker (B,),, tal
que |w| > |z| . Entonces ( como {w} es compacto ) w € B, para toda n € N, excepto para un

nimero finito; luego ( para esas n ) jw| < r,, y, por lo tanto,

|w| < liminf r,,
n—oo
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luego |z| < 7; o sea que z € I, = B. Por tanto, ker (B,,),, C B. R

Teorema 6.3 . Sea (fn), una sucesién en S que converge ( uniformemente en compactos de
D ) a una funcién f de S. Si (ry),, es la sucesion de sus respectivos radios de Kobe, entonces

hnrr_lélgfrn = ps

( el radio de Kébe de f ).

Demostracién: Sean ( para cadan € N ) B, el disco ( abierto ) de Kobe de f,, ( con centro
en 0 y radio r,, ), B el disco de Kébe de f , D, = f,[D] y D = ker (Dy),,.

Veamos primero que B C ker (By,),, :

Como para cadan € N, r, > % ( radio de Ko6be de la clase S ), entonces D, /4 € Brn C Dy,
luego ker (Dy),, # {0} y ker (Bn),, # {0}

Por el teorema de la convergencia de Carathéodory ( teorema 1.27 ), f [D] = D.

Sea K un subconjunto compacto de B. Entonces existe p > 0 tal que
KCD,CD,CB.

Asi, D, es un subconjunto compacto de f[D] = ker(D,), ( porque B C f[D] ). Entonces

D, € D, para toda n € N, excepto para un ndimero finito. Para cualquiera de estas n,

D, C B, ya que éste es el disco abierto de mayor radio, con centro en el origen, contenido en
fn [B] = D,,. Por consiguiente, K C B,, para toda n € N, excepto para un nimero finito; o sea
que B C ker (By),, -

Sea, ahora,

r = liminf r,.
n—00

Claramente r > 0 ( de hecho » > 1/4 ). Ademds, m, <1 para cada n ( por el corolario
1.24 ), luego el lema anterior nos dice que ker (By,),, es el disco abierto I,. Y de acuerdo con
lo anterior, B C Iy, luego py <.

Supongamos ahora que py < 7. Sea q tal que pf < q < r. Asi, D, es un subconjunto
compacto de D, = ker (B,),,, luego ]])Tq C B, C D, para toda n € N, excepto para un nimero
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finito; por consiguiente,

D, C ker (Dy),, = £ [D].

Pero esto implica que Dy C B ( el disco abierto de mayor radio, con centro en el origen,

contenido en f [D] ), lo cual es absurdo ( porque py < g ). Por lo tanto,

py =7 =liminfr,. &

n—00

Corolario 6.4 . Si A es una clase compacta en S y R es el radio de Kébe de A, entonces

existe f € A tal que R = py.
Prueba:

R=inf{p;: f € A},

luego existe una sucesién (fy),, en A tal que R = lim,_,o Tn, donde r, = py., Vn € N. Como
A es compacta ( definicién 1.2 ) , existe una subsucesién (fn,).de (f»), que converge a una

funcién f de A. Por el teorema anterior ( la sucesién (r,, ), estd acotada porque converge a R

),

ps =liminfr,, = lim r, = R. A
k—oo k—oo
Corolario 6.5 . La desigualdad en la proposicion 6.1 es estricta:

Ra>11n(1+3).
o 2

Demostracién: Sabemos que

Supongamos que

Como EC(c) es una clase compacta ( teorema 4.1 ), existe f € EC(«) tal que Ry = py.
Sean g € C tal que

1
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yr=aps. Asi,r =In(1+§), luegoe" =1+ §.
Por ser 0f [D] cerrada y {0} compacto, existe w, € 8f [D] tal que

oy = dist (9£ D] ,0) = o]
Asi, jow,| = aps = r. Pero
aw, € O(af) [D] = dlog (1 + ag) D],
luego
exp(aws) € B (1 + ag) D
( porque la funciones az y exponencial son conformes ).
Sean y(t) = exp (re) para t € [-m;7], y
1
20 = exp(ow,) — o
Asi,
1+ az, = exp(aw,) € 0(1 + ag) D],

luego z, € Ag[D] ( por la conformidad de la funcién 1+ az ). Entonces |2,| > 3 ( radio de
Kobe de C ).

Pero existe t, € [—m; 7| tal que aw, = |aw,| e, o sea que aw, = rette.
(2] b o H)

|v(#) = 1> = |exp(rcost+ irsent) — 1>

e’r cost [

2
cos (rsent) + isen (rsent)] — 1’

= ereost _9ercosteos(rsent) 4 1

coincide con la funcién v, (t) de la demostracién de la proposicién 6.1. Y alli se probé que para

todo t € [—; 7], ¥r(t) < ,(0). Ahora bien,

Yr(to) = [y(to) — 1|2 = |exp(aw,) ~ 1|2 = |azo|2
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w0 =l 1= (2,

luego lazol S % , O sea que lzol S %

Por consiguiente, |2z,| = % , lo cual implica que

elte) = lal? = (2) = :0).

Como 1), es estrictamente creciente en [—m;0| y estrictamente decreciente en [0;7|, entonces

to=0,0seaque cw,=rYy
1

1 r
Z(]—E(e —1)—-2-

Entonces 3 € 9g [D], luego ( por el teorema 1.25 ) g(z) = % ,Vz € D, con ¢ € OD. Pero

— l—cz?

asi , ¢ debe valer 1 y g[D] es el semiplano

{zG(C:Re(z)<%},

luego ( como a € (0;2) ) —1 € g[D)], lo cual es absurdo.

Por lo tanto, Ry > 1In(1+%). M

Observaciones finales.

Se tienen una cota inferior estricta ( 1n (1 + ¢)) para el radio de Kébe de EC(a) y una cota
superior ( 1Sen1¢ ), que coincide con el radio de Kébe de C N EC(a).

Uno podria estar tentado a pensar que %ISen_l% es también el radio de Kébe de EC(a).
Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que esto no es cierto ( al menos para a < 1,25

aproximadamente ).

Ejemplo 6.6 . Se sabe que la funcidn %ﬁ- envia a D conformemente sobre el semiplano derecho

{z € C: Re(z) > 0}.
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Al aplicar Log se obtiene la franja horizontal

U

{zeC:—2<Im(z)<g}.

Las funciones iz y § + 2 rotan y transladan, respectivamente, dicha franja. Aplicando, final-

mente, la contraccién -i—z , para z > 0, obtenemos la funcién

U

Jo(2) = % [2 +iLog(ii-z)} ,

que envia a D conformemente sobre la franja vertical

{zGC:0<Re(z)<g-}.

Sean, ahora, z < 7,

w. = 1 COSZX

T 7 1+senz

Z 4+ Wy

TA(z) = ——
y To(2) 1+w; 2

(un automorfismo del disco unidad D ). Asi, T,(0) = w; y

14+ wy l+senz+icosx 1+senz+icosz

1—w, 1+senz —icosz 1+senz+icosz
1+ 2senz + sen?z — cos® ¢ + 2i cos z (1 + sen z)

1+ 2senz + senz + cos? z

2sen = + 2sen?z + 2i cosz (1 + sen z)

2(1 +senz) '

Simplificando, tenemos que

1+ w,
1 — w,

=senx + 1 COSZ.

Asi,
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+ w, 14+ wy

Wg

1 = 1
Log( +w> = In

= 1n(1)+zTan cotz

- (32

Jo(wz) = % [g - (% —:c)] =1.

Tomemos, para a € (0;2), la aplicacién

iAr
+g1

luego

H,(2) = (Jg, 0 T, ) (—i2),

donde z,, es la unica raiz de la ecuacién *£* = Z en el intervalo (0;7) ( aqui la funcién 222,
con derivada TS senz — C°S"'"(‘; Stan ”’), es estrictamente decreciente ). Como
, 1+wz —w(z+ w) 1—|w]?
T;,(2) = — 3 = — 2
(1+wz) (1+wz)
para w = wy_, y
, __z 1- zl z+14+2z 2
Jaa(2) = r 1+2 (1- 2)2 T z(1 - 22)’

entonces T, (0) =1— lw|® y

H,(0) = Jg,(T.(0)) Tz, (0) - (1)
2 (1—|w|2) .
B
21— |w?

z 1-w?’

Pero

2 1+ 2senz + senz + cos? z

(1 + senz)?
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2(1+senz)
(14 senz)?
2

1+senz

y
9 1 + 2senz + sen’z — cos® z
1- |w| = )
(1+senz)
_ 2senz + 2sen’z
(1+senz)?
_ 2senz
"~ 1l4senz’
entonces
1- lwl2 sen T
= sen
1—w? ’
luego
H.(0) = 2senzx _
Sea, entonces,
1
Ga = E (Ha - 1) .
Como

Hy [D] = Jo, [Tz, [D]] = Ja, [D]
es una franja vertical, entonces G [D] también lo es, luego G, es una funcién convexa. Ademas,

2 (Ve (Tea (0)) = 1)

= (o (w2)— 1)

1
- E(l_l)_()’

Ga(0)

G4(0) = H,(0) =1

y Gq es analitica y univalente ( por ser la compuesta de funciones analiticas univalentes ).

Por consiguiente, G, € C.
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Por lo visto arriba,

0 ¢ JIa [D] = Ha []Dla

luego —L ¢ G, [D]. Por lo tanto, la aplicacién
1 1
Fy = —Log(l1+ aG,) = —Logo H,
o o

pertenece a la clase EC(«). Para visualizar la gréfica de Fy [D] = 1Log[H, [D]] , recordemos

que Hy, [D] es la franja vertical

{ze(C:O<Re(z)<x1},

[o

que es enviada por la funcién 1Log ( conformemente) sobre la regién contenida en la franja

horizontal

™ i3
{ZGC.—QE <Im(z)<-2—&}

que se encuentra a la izquierda de una curva que pasa por el punto %ln 2Ly que tiene por
o

asintotas las rectas

{z €C:Im(z) = _1}

200

™

{zGC:Im(z):—zz}

( véase la figura 4 ).

Nota 10 . Este ejemplo muestra que para 0 < |a| < 2, la clase EC (&) no estd contenida en

S*.
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in2ox

Figura 4.

De la gréfica ( figura 4 ) puede observarse que

rn'n{7r 1l ul
= min { —,—In—
P 20 zo)’

donde z, es la tnica raiz de la ecuacién %22 = & para z € (0;).

Como
m T T
In— < —&—<e?
ZTq 2 Ty
T ~0,653
<=> ma > m ~o y
o o senzg sen (e—:/z)
2 Lo 67”5
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entonces pr, = —‘1;1n —- para
=2

a<?2 =
em/2
Si
sen ( ;’/2)
a>?2 ; ,
em/2
entonces pg, = EﬂE’ que es mayor que %Sen_l%.
Para el caso
v
sen (e,r /2)
a<2 = ,

consideremos la funcién

(z) = Sen™? Gl —g, para z € (0;7].
Vemos que
g V) = e

y ¥(m) = 0. Ademds,

57 1/2 6
)} =Sen ! —In-=0,19216 — 0,1 )
¢(6> en 56 nz ,19216 — 0,18232 > 0

Analicemos el crecimiento de 1:

Como
¥(z) = Sen™! 0 Inm+ Inz,
entonces
1 rcosr —senzx 1
/
) = . + =
¥ ( ) 1— sen?z x2 x

x
1 /zcosz —senzx
R _2—2——*_1 ’
T 2 — sen’z
asi que ¢'(x) = 0 si y sélo si
zcosz —senz + vV z2 — senz = (.
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Como senz — zcosz > 0 para z € (0;7), esta condicién equivale a

sen’z — 2zsent - cos T + z2 cos? ¢ = z? — sen’z,

o sea
2 2 2, __
2sen“xr — 2zsen x - cos x — x“sen“x = 0,

o ( dividiendo por 2zsen’z )

T
= —cotz— = =0.
cotxr 5

z
Llamemos
1 =z
h(z) = cotz — - + 3
Asi,
h(z) = ;15 + % —csclz = ;:13 - % — cot?z.

Veamos que existe un tnico z € (0;7) tal que h{z) = 0, considerando los siguientes casos:

a)Si0<z<4/5—+13:

22 < 5—+/13 < 5++/13,

luego
(«? - 5+ V13) (22 -5~ V13) >0,

o sea que z* — 1022 +12 > 0.
Asi,

2  zt 2

1.2
3 +36 2 + x2

72 4 3622 — 1222 (24 2?) + z* (24 2?) — 72

36 (2 + z2)
_ z2 (w4«12x2+2x2—24+36)
B 36(2+ z2)
2(z* — 1022 + 12
z%(z z% + )>O,

36(2 + z2)
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luego
1_1‘_2. : > _.__.\/E_ :
6 2+z2)

Como z < /6, entonces 1 — % > 0, luego

z? 2
l—— > ——.
6 2 + z2
Pero
_ 3 Zd z3 V2z
Sen$—$—§+§—....>l‘—-6->\/—2ﬁ,
luego
2

CSC2$ < 2+_$_ — i_l_l
22 z2 2’

o sea que h'(z) > 0.

Asi,
. . TCOST —senx . T
h(z) > lim h(z) = lim ———————— + lim =
z—0t z—0+ IsenzT z—0+ 2
. COST — ISenzI — COoSZT
= lim
z—0t senr +zxcosx
. —senzx
= lim gm———=0
z—0t +coszx

xz

b) Si{/5—-v13<z<1,3:

Aqui, z < 3, luego
cotx > cot 1,3 > 0,2776.

Como la funcién § — 1 ( con derivada § + % ) es estrictamente creciente, entonces

(A
|
B =
v
|



luego

h(z) > 0,2776 — 0,257 > 0.

c) Sil,3<z<+2:
z < m/2, luego
cotz > cotv/2 > 0,157.

Por otra parte,
1,3 1

2 1,3

2

8=

> —0,1193.

N8

Por consiguiente,

h(z) > 0,157 — 0,1193 > 0.

Hemos visto, pues, que

h(z) >0, Vz € (0;+/2].

d)Siv2<z<m:

Aqui,
1 1 2—22
’ < s _z_%t2"T )
K(z) < 575 572 <0
Como h (\/ﬁ) >0y
lim h(z) = —oo,

entonces existe un nico z en el intervalo (\/5, 71') tal que h(z) = 0.

Ese unico punto donde se anula h(z), en (0;7), es el tinico donde se anula v¥'(z). Y por
todo lo anterior, la funcién ¢ tiene un maximo ( absoluto ) en dicho punto. Ademas ( porque
1)’ es continua ), entre 0 y ese punto, ¥ debe ser estrictamente creciente; y del punto a 7 debe
ser estrictamente decreciente. Por lo tanto, % se anula en un dnico punto y del intervalo (0;7).
Para z € (0;y) , ¥(z) < 0; y para z € (y;7) , ¥(z) > 0.

Como la funcién 5222 ( con derivada (z cosz —senz) /2% < 0 ) es estrictamente decreciente

en [0;7],
. senzx
lim =1
z—0+ T
y BT = (), entonces a cada valor de o € (0;2) le corresponde un tnico valor de z € (0;7) tal
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que 2% = 2y viceversa.

Notemos por (3 el valor de « correspondiente al valor de z = y (el y de arriba ).

Si un valor de o es menor que (3, entonces su correspondiente valor de = es mayor que y,

luego ¥(z) > 0. Asi,
Sen—122L 1, T 50,
x

luego
1 1
“Sen'Z > ~In 1,
2 o  Za
o sea que el radio de Kobe de la funcién F,, del ejemplo 6.6 es menor que lSen‘l%. Hemos

obtenido, pues, una mejor cota superior para el radio de Kébe de FC(a) ( para a < 3 ):

ST 2 conze (0;7).

1.«
R, < —In- , donde
a
Si a > [, las desigualdades anteriores se cumplen en sentido contrario y no se mejora la

cota superior para Fg,.
Si a = 3, las desigualdades de arriba se convierten en igualdades, y ambas cotas coinciden

El valor de 3 es, aproximadamente, 1, 25.
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