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Lista de simbolos

N Nimeros naturales.

C Nimeros Complejos.

R Ntimeros reales.

R" Espacio Euclideo n — dimensional.

Q Un abierto de R".

Q(xo, 0) Cubo,.de centro en xy y de lado 6 > 0. § = |Q(zo, 5)|%
Q(xo,0) == {& = ()i - [1i — 2| <} para zg = (20,)145<,,

(s )2y Producto interno definido en L? (),

|- |l Norma euclidiana definida en R™.
| .| La métrica euclidiana definida en R.
B (zg,7) Bola de radio r» > 0 y centro zy € R" definida como

{x € R", o — o] < 1}

C () u:Q— C,ue Ce(R), soporte de u es compacto en (2
sop(f) sop(f) ={x € R, f(z) # 0} Soporte de la funcién f.
Es decir la adherencia del conjunto {x € R", f(z) # 0}
L? () = {f medible en § tal que / ()] dt < +oo}
Q
LP(Q, T, 1) = {f : 2 — C medible tal que / |f(2)]" du (z) < —l—oo}
Q
con T una sigma dlgebra.
9f(x)
ox1
Vf= : Gradiente de una funcién f, definida en R" para = = (z1,...,x,) € R"
0f(z)




Introduccion

La presente investigacién se refiere al estudio sobre el momento de los valores propios
del operador (—A)™ — V, en especial se hace atencién al teorema demostrado por

EGOROV. Y. V.y KONDRATIEV. V. A.en [3], el cual consiste en encontrar la
No(V)

cota superior de la sumatoria Sy = Z |A\;|" para el operador H = L —V, S7 se
§=0
llama el momento de los valores propios negativos de L — V, ademds L un operador

eliptico, No(V') € N y A; corresponde a los valores propios negativos de No(V).
Los autores EGOROV. Y. V.y EL AIDI M. en [2], encontraron otro resultado
mas general de la cota superior del momento correspondiente al operador eliptico
definido en un espacio de Sobolev con condicién a la frontera de Robin, es decir con

condicién mixta a la frontera.

Para nuestro caso se debe estimar como son los valores propios negativos del operador
(—A)™ — V, la demostracién se basa en el Lema de Glazman el cual consiste en
determinar un subespacio vectorial cuya dimensién coincide con el niimero de valores

propios N () que son menores que A € R, de un operador auto-adjunto.

Entonces el esquema de este trabajo es el siguiente, el primer capitulo correspondi-
ente a los preliminares se dan algunos teoremas y lemas algunos con demostracién
que permiten el entendimiento del proyecto de investigacién. En el segundo capitulo
se encuentra el desarrollo del trabajo de investigacion, se demuestra un teorma el
cual permite encontrar los valores propios del operador (—A)™ —V para asi abordar

el teorema principal del proyecto. Cabe destacar que este trabajo tiene aplicaciones



a la fisica teorica o cudntica para el casao m = 1, en lo concerniente a la estabilidad

de la materia que es una rama siempre en desarrollo por ejemplo ver [1], [9], [11],

[12], [13], [14], [17].



Objetivos

0.1. Objetivo general

El objeto de este trabajo es encontrar la cota superior de la siguiente sumatoria

finita S+ :
No(V

)
Sy = Z |/\j‘77
=0

donde Ny(V') corresponde al nimero de valores propios A; del operador (—A)™ —V/,
definido en L?*(Q2). V > 0,

n
Ve Li() > —
€ L1(Q) para ¢>5-

V(z)=0en {z € R":|z| > r} conr >0,

es decir que V' es una funcién con soporte compacto, normalmente se va a trabajar

con Ve Cg° ().
El operador (—A)™ corresponde formalmente a la forma cuadrética [ definida como

— 2 — a! a 2 00
[ u) .—/Q]Vmu(x)] dx = Z %/|D u(z)|” dx, para u € C3°(Q2),
Q

|a|=m
con
D* = (_i)‘al 9y, con i € C, tal que i* = —1,

oM 9oz Hon 8\04

v e — 9
Ozy Ozs  O9m 0%}, 0r3,...09m

donde x = (21, x9, ..., x,) € R",



n
a = (ag,ag,...,q,) € N la] = Zai,
i=1

al = aqlas!...ap,!
Precisamente debemos mostrar el siguiente teorema que es una consecuencia del

resultado anunciado en [3].

Teorema 0.1 Sea v > 0,v + 2£ > 1. FEntonces
m
Sy < Km,n,q/ V(x)%ﬂdx,
Q

conV>0,yV € L2m™(Q) y ademds K,, ., es una constante que depende de m

yn. Sy corresponde al operador H,,y = (=A)™" —=V. Siy+ 21 < 1, emiste un
m

n

potencial simétrico tal que /V(x)%ﬂdx <eySy— o0
Q

Observacion:

Cuando V' < 0 no hay valores propios negativos, entonces S+ se reduce al valor de

cero.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se dan conceptos y resultados que son requisitos para
una mejor comprensién del cdpitulo dos, tales como lemas y teoremas algunos con
demostracion que son utilizados en el estudio de los operadores elipticos y que tienen
por especial facilitar el entendimiento y las conlusiones del tema principal del proyec-
to de investigacién y que ademads son de uso frecuente en andlisis y en ecuaciones en

derivadas parciales.

Con respecto a los antecedentes en el trabajo de EGOROV. Y. V. y KON-
DRATIEV. V. A. estudiaron en [4], la cota superior Sy dada en terminos del

potencial real V, esta es
No(V)
Sy = Z |/\j|77
j=0

Donde Ny(V') es el nimero total de los valores propios negativos de \; del operador

H = L — V definido en L?*(2) con

L= Y D%us(x)D",
la|<m,
|8I<m,

donde los coeficientes a,3 son funciones medibles.



Por otra parte L es un operador simétrico positivo de orden 2m y cumple,
(L, u) i) = Z top(z) DPu(z) DPu(z)ds > ao/ Z |D%u(z)|? da,
Q lel<m,|Bl<m, Q lal=m
con ag > 0.
2 es un abierto y (Lu, u) ;- (@) €8 el producto escalar definido en el espacio de Hilbert

L?(R2), equipado del siguiente producto escalar,

L2(Q) x L3(Q) — C

(u,v) — (u,v)L2(Q) = /u(x)v(:c)d:c

Como aplicacién en la mecdnica cudntica, cuando la sumatoria S+ es finita es la
etapa esencial para tratar la estabilidad de la materia en un campo eléctrico de

potencial V| por ejemplo ver [9],[11].

1.1. Lema de Rosenblum

El siguiente lema es una variante del Lema de Rosenblum el cual se encuentra en [4]

y es crucial en el desarrollo del trabajo.

Lema 1.1 Sea Q un cubo en R™ y f(x) una funcion medible no negativa en @ tal
que /f(m)dm = 1. Entonces para un ¢ € (0, %), el cubo ) puede ser cubierto por

Q
la union de cubos cerrados Q;, 1 < j < M tal que

2" —1
fr < (2 —1)e, w< @D
Qj

donde a, = max(2" — 2,1) y cada punto de Q) es cubierto por a lo mas a, cubos.

Prueba. Sea en primera instancia el caso para n = 1. Transladando desde la
izquierda y finalizando en ay del segmento () se puede encontrar un punto a; tal que

la integral de f sobre [ag, a1] es igual a 2¢. Es decir

/ flz)dr = 2¢
[ag,a1]



Por otro lado moviendo hacia la derecha se puede encontrar un punto as tal que la
integral de f sobre [ay, as] es igual a 2¢ y asi sucevivamente. Esto es evidente que

1
el nimero de intervalos no excede % + 1.
€

Sea n > 1. En pocas palabras dividamos el cubo () en 2" cubos por planos directa-
mente desde el centro y paralelos a los lados. Aproximadamente, se toma el cubo
mds pequeno obtenido, la integral de la funcién f sobre el cudl es mayor que ¢, y

divide estos en la misma forma.

Si denotamos por ng el nimero de cubos, las integrales sobre el cudl son menores o

iguales que ¢, y por n; el nimero de los otros. Se muestra que
Un S 711(2” — 2)
Esta relacion es verdadera en el comienzo, haciendo entonces ng =0y n; = 1.

Sea ()7 uno de los cubos para el cudl / f(z)dz > e si después dividimos estos
en 2" pequenos cubos, la integral sobre cada uno de ellos es menor o igual que &,

eliminamos la particién. Entonces los niimeros ng y n; no pueden ser cambiados y

f(x)dx < 2"e.

Si la divisién del cubo ) produce el minimo de cubos con las integrales sobre ellos
mayores o iguales a € entonces se aplica el mismo procedimiento a estos cubos. Sea
entonces el nimero ng incrementandose a ns entonces ny < ng + 2" — 2 mientras n;
incrementa mads rapido para 1:n4 > nq + 1.

Por consiguiente , se tiene
ns S no + 2" —2 S (n1 + 1)(2” — 2) S n4(2” — 2),
y la relacién entre ng y n; es verdadera otra vez.

Si después de la particién aparece exactamente un cubo (s, la integral por encima

es > ¢ entonces se le hace un cambio ligeramente al procedimiento.



St / f(x)dx < 2", entonces se puede eliminar la particién y se tiene que
2
flx)dr < (2" +2" —1)e < (2" — 1)e.
Qj

St f(z)de = A > 2"¢ se podrd disminuir esto, partiendo de un vertice comin
Q2

fijo con el cubo @)1, hasta que la integral por encima se convierta en A — (2" — 2)e,
la cual es mayor que . Al mismo tiempo mostramos disminuir el cubo opuesto al
mismo tamano y ampliar el otro 2" — 2 cubos al tamano igual a la diferencia de los

tamanos de Q)7 y Qs.

Conservando fijos sus vertices comunes con los de ();. Entonces para el minimo de

los cubos mas grandes el valor de la integral es mayor que €.

Finalmente nosotros obtenemos el sistema superponiendo los cubos Qg ..., Q2,.,
cubriendo ), y el valor de estas dos integrales sobre ellos es > €. Por consiguiente
la relacién entre ng y n; también serd valida. Ademds, las integrales sobre cada
uno de estos cubos excepto uno son < (2"t — 4)e y cada punto de @Q; es cubierto
por a lo més 2™ — 2 cubos pequenos. En lo que sigue se subdivide en méas de uno

de ellos, los cudles no se intersectan con otros, el niimero no se incrementa.

Se continda con el proceso hasta el momento cuando los valores de cada integral

del cubrimiento son < (2"*! — 1)e. Entonces el niimero de cubos en la subdivisién

2" —2
final M < ng+ny; < ny(2" —1). Sin embargo, n; < g Por consiguiente,
€
om_ 9y —1) O,
O e
€ €

1.2. Lema de Glazman

FEl siguiente lema es importante para evaluar el niimero de los valores propios de un

operador auto adjunto, la versién original se encuentra en el capitulo uno, Teore-



ma 12, 12bis, [7], en la literatura el Lema de Glazman se conoce tambien como el

principio del max-min.

Lema 1.2 (Lema de Glazman). Para X € R, N(\) el nimero de los valores propios

que son menores que \, de un operador auto-adjunto A. Entonces
N(\) = le'n{codimL tal que L C Q(h), h(u,u) > X{u,u), ;Vu € L\0}

el minimo se esta tomando en la familia L un subespacio vectorial del dominio de
la forma cuadrdtica h asociada al operador A tal que h(u,u) > A (u,u),,. Q(h) es

el dominio de h y .,.),, es el producto escalar definido en el espacio de Hilbert H.

Observacién: Entonces estimar el niimero de los valores propios negativos vuelve a

buscar un subespacio vectorial y su dimensién serd el nimero de los valores propios.

1.3. Desigualdad de Holder

Esta desigualdad se encuentra en diversos textos de andlisis de ecuaciones diferen-
ciales parciales de nivel avanzado por ejemplo ver Teorema 4.2.1, [5]. Esta se enuncia
de la siguiente manera:

Sean p, ¢ exponentes conjugados, es decir : p > 1, ¢ > 1,

1 1
-4+ -=1,
p q
entonces
fgeLNQ,7,p)
y

[ 17 @@l ante) < ([ 1P duta) ) ([ aute) )

1.4. Desigualdad de Sobolev

Igualmente en [4], pagina 60, tenemos el siguiente teorema.



Teorema 1.3 Eriste una constante positiva Cy tal que para toda u € C§°(€2),

1
2

(fporar) sco{ [ 5 iwor »

Q=
|a)|=m

donde Cy es una constante que depende de n para 1 < p < v
n—2m



Capitulo 2

Sobre el momento de los valores

propios del operador (—A)m —_V

Sea €2 un abierto de R”, m € Ny n > 2m, sea

L= Z D%au5(x)DP, de orden 2m
loo|<m,| B|<m,
un operador simétrico es decir (Lu,v) sy = (u, Lv)21q) donde (u, Lv) () es

el conjugado de (u, Lv)2q), para (u,v) € Cg° (1) x Cg° () y positivo es decir
(Lu,u)2(q) = 0 donde ( , )2 es el producto escalar definido de L*(Q), v aag
son funciones medibles definidas en (2.
Se dice que L es eliptico si
(Lu, u) p2q) = ao/ Z |D%u(z)|? da,
Q
|a)=m
donde ay > 0.

Por ejemplo el operador

(—Au, u)p2q) —/Q—Au(x)mdx

_ /Q Vu(z)Val@)ds /8 Qu(x)agff)da(x)




donde se ha aplicado la férmula de Green

/Q (@) Au(z)ds = / v<x)ag<§>da(x)— /Q (Vu, Vo) dz

[2}9]

conu € C?(Q) yve C(Q) donde 0 es la frontera de €2, n es la normal exterior

y do el elemento de drea sobre 0f), ver pagina 241, [15].

Pero / u(a:)ag@)da(x) =0 pues u |spqo =0, u € C§° (), por tanto se obtiene
o0 n

(—Au, u) p2q) = /QVU(ZL‘)VU(ZL‘)dl‘ = /Q \Vu(z)|* dz > 0

donde V es el gradiente definido como antes y asf ag = 1 luego

(—Au,u) 2/9\Vu(x)|2dx

De manera general se tiene el siguiente ejemplo, el operador (—A)™ también es

eliptico: es decir,
m « 2
(=8 w2 a0 3 [ (o) o
|a|l=m
pues formalmente

(A" u, ) oy = > L%]Dau(x)’2dx2 % > /Q‘Dau(x)’?dx

lo|=m " al=m

1
donde ay = P ademds |« > 1 entonces existe «;, donde i € [1,m] tal que a;, # 0

por tanto a! > 1. En este trabajo nuestro operador serd H,,y = (—A)™ — V.

En los trabajos de los autores EGOROV. Y. V.y KONDRATIEV. V. A. [3],
LIEB. E. H. y THIRRING. W. E. [11], ponen condiciones en V' y obtienen un
numero finito de los valores propios negativos del operador H = L — V. Por otro
lado EGOROV. Y. V.y EL AIDI. M. [2], ponen condiciones mds generales en la

frontera para encontrar la cota superior de S7.



Entonces los autores evaluan la siguiente suma finita

Sy= >IN,

1<j<N,
A;<0

en terminos de V, donde A; son los valores propios negativos del operador H = L—V.

En particular en el trabajo de LIEB. E. H. y THIRRING. W. E. [11], se tiene que

la siguiente desigualdad
57 < Cuy [ Vi3,
Q

es verdadera, para los siguientes casos:

Sin:1,7>%
Sin=2,v>0
Sin>3, v>0

para el caso del operador de Schrodinger en H = —A—V cuandom =1, v+ 5 > 1
yV e s (©) donde C' es una constante que es dada de manera explicita, la
estimacién de S+ se traduce en la fisica cudntica como la etapa esencial para mostrar
la estabilidad de la materia, [10].

Por otro lado el caso n =1, 7 = 1 esta mostrado en [8].

Ahora bien se va a estudiar un caso general el cual consiste en mostrar el siguiente

teorema que es una consecuencia del trabajo de los autores EGOROV. Y. V.y

KONDRATIEV. V. A., ver [3].

2.1. Teorema Principal

Teorema 2.1 Sea vy > 0,7 + 2£ > 1, entonces
m
Sy < Km,mq/V(:r)%ﬂd:v,
Q

con 0 <V e L%M(Q), S~ corresponde al operador H,, vy = (—A)™ =V y Ky

n
es una constante que depende de m, n, q. Si v+ v < 1, existe un potencial de
m

Coulomb tal que /V(:U)%ﬂdx <eySy— oo
0



Por lo tanto para mostrar el teorema anterior como en el trabajo de EGOROV. Y.
V. y KONDRATIEV. V. A. [3], se necesita evaluar N, que corresponde al mimero
de valores propios que son menores a —a > 0, entonces la demostracion del teorema

2.1 se basa en el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Sea a > 0, N, es el nimero de valores propios de H menores que

—a. Entonces

n n
N, < Am,n7qa_Q+2m/Vaq(x)dx, con q>— > 1,
Q 2m

donde A, , €s una constante que depende de m,n y q.
V(z), si V(z) > a,

0 si V(z) < a.

y V' con soporte compacto, V € L1(Q).

Prueba. Como aplicacién del Lema de Glazman se toma H =L?((2),
Q(h) = C°()

y queda buscar el espacio vectorial G de L*().
Evaluar N, significa buscar un subespacio vectorial de codimensién finita de un

espacio de Hilbert.

N, coincide con la dimensién del subespacio de funciones u € C§°(£2), para el cuél

la desigualdad

(=)™ u7u>L2(Q) - <VauaU>L2(Q) = —a <U7U>L2(Q)

/QV(x)u(x)zd:BS <<—A)mu,u>+a/u(x)2dx



es valida. La desigualdad anterior es equivalente a

/Q Va(z)u(a)dz < (—A)" u,u) +a / w(z)?dz 2.1)

porque si V(z) > a ocurre que V,(z) = V(x), por otra parte si V(z) < a se tiene
que V,(z) = 0 y asi la desigualdad es obvia. Entonces buscamos el subespacio de

L3(Q) tal que (2.1) sea verdad.

Al aplicar la desiguald de Holder a
[ Vit
Q

1 1
con —+-=1,p>1q¢>1,
p q

/Q Va(x)u(z)?de < ( /Q u(x)dea:)Z% ( /Q V;q(a:)da:)%

En este estudio se va a trabajar bajo la condicién n > 2m. Para el cubo )y de lado

se tiene

1= |Q0\% , mostramos la siguiente desigualdad,
( Ju()[* dﬂf)p = 00/ S DPu@) [ + Ju(@)]” | de,  we O%(Qo)
Qo Qo _
|B]=m

que es valida para
n

1<p<

(2.3)

n—2m’
Para demostrar esta desigualdad se trabaja con funciones a valores reales pues para
u(z) = Reu(x) + i Imu(z) se tiene
lu(z)|? dx < 2/ IRe u(z)|? dx + 2/ |Tm w(z)|? de.
Qo 0 0

Porque se puede escribir u(x) como:



donde
0 €[0,27] y |u(z)| es el médulo de u(x).

Luego

u(a) = |u(z) " e,
por tanto

u* () = [u(z) [T 7,

asf

|u? (2)] = [u(z)|*
como uP(x) € C luego

2 2
u(@)[* = [u? ()| = [u? (2)] [uP(z)| = [uP ()]
por consiguiente,
lu?(z)]> = |Rew?(z) + i Imu?(z)|?

= |Rew?(z)|* + [ImuP(x)|* + |2 Re v?(z) Im u?(z)|
< 2|Rew”(z)]> + 2 [Imw? (z)|*
= 2 |Reu(x)[* + 2 [Tm u(z)|* .

Asi para

/Q Vi(2)u(z)2de < ( /Q u(x)%dx)’l’ < /Q Vf(:c)d:c)q

Aplicando nuevamente la desigualdad de Holder a

(] Wpdx)%

1 1
haciendo f(z) = u*(x) y g(z) = 1, donde — + — =1 se tiene, para p; > 1
hh @

. lu(z)|? dx < (/Ou(x)%pldx);l (/de)qll,



1
pero como </ dx) " |Q0|i
0

por tanto se obtiene
1
P1 1
o) de < ([ uepman)” Qufh
Qo 0

Ahora aplicando la desigualdad de Sobolev (1.1) ver pagina 5, se tiene,

ux2pp1x% o Bu(z)|” | dz
<Qo|()‘ d) SO/Q0<|ﬁz=:m|l) <)‘>d
Co Diu(x)|> + |u(2)? | dx
< /QO<Wzm| <>\+|<>\>

, por lo tanto se tiene (2.2), pues 1 < p < pp;.

n

y es verdadera para 2pp; <

—2m
Por consiguiente, el estimado para un cubo @, de lado b > 0.

Mostramos que:

1
< W@Wwa SQ#WWV‘ ST |DPu(@)]* + 07 ul@) | dr,  (2.4)
Qp Qp 18l=m

1 1 . _
donde — 4+ — = 1. Apoyado bajo la condicién (2.3).

p q
Para la desigualdad anterior se realiza un ejemplo a continuacién en R para después
generalizar.

Entonces si m = 1 y n = 3, el cual satisface n > 2m, entonces

([ ore) <of s,0pife vieos

S CO/ (’ 85]; > dl'?
[0,1]?

g%/)yVﬂ@Em
0,1

of( x)

Oz

Oxs

X ‘Bf(a:

Sea @, = bQo entonces Qg = b0, 1]3 .



Por tanto para y = bx donde (y1, y2, y3) = (bx1, brs, bx3) v dy = b3dx luego,

( |f<y>|2pdy)”sC0623 V£ ()P dy
Qb Qb

por que:

( A |f(y)!2pdy)% - 3 !f(bx>|2pb3dx)%

= b» ( f o (@) dm)
Qo

p

<cbr | [V (foyp) (@) da
Qo

3 dy
<ab? [ #IVIWP Y
Qb

3_
=cobr ' [ |VF(y)*dy,
Qb

1 1
con p(x) = bzr y como 5 + a = 1 luego brl =Pl = b2_%, por tanto se llega a:

( [ i dy)” < e [ 95 dy o
Q Q

Ahora se demostrard la desigualdad (2.4), es decir:

1
( |u(z)|* da:)p < CybPm—nia / S| DPu(@)|* + b7 Ju(x)|” | da,
Qp b

[8]=m

Sea @, = bQo = {bz, conero},seay:%, donde y € Qg, y x € R", b > 0, es

decir

Y= (Y1,Y2, s Yn) = <— ERERRE SE'_bn> € Qo



d
por tanto dy = b—f ya que x = by. Asfi pues

(%Mmﬁmf =Gn%wwww@”

:5( !M@W%@p
Qo

pero se sabe que a partir de la relacién (2.2) se tiene

55< IU(by)\2pdy)p < Cobp / S Dby dy+/ Ju (by)[* dy}
Qo

0 |Bl=m

n d d
= Cybr / p2m Z }Dﬁu( 2 axr / ‘ 2 X 7
Qo

|8]=m

pues
D8 (o p(y))|” = | D (ulby))|* 0, con p(y) =by v [5] =

Luego

( u(z)|*” dx) ’ < C’ob%b_”b%‘ (/ > |Df8u(x)‘2dx +/ p—32m |u(ac)\2d:z:)
Qb Qb |Bl=m Qb

= Cobr "b*™ ( > ‘Dﬁu(x)|2 dx + bzm/ lu(z)|? dx)
Qb

Qb |Bl=m

1_
= Ogbn(P Dp2m ( > |D5u(:r:)‘2 dx + b2m/ lu(z)|” dx)
Qy |B]=m Qv

1 1 1 1
y como — 4+ — = 1 por tanto — — 1 = —— asf pues
p q
( lu(z )|2pdx) < CybPm—nia (/ > |DPu(x |dx+b‘2m/ |u( dx)
@ |gj=m

(2.5)



Ahora lo que se quiere es encontrar una cota superior para / Vi(z)dr entonces
como en el trabajo de [3], se usa el lema de Rosenblum. N

Sea £ > 0 un nimero positivo pequeno, el cudl serd indicado después. Por el Lema
de Rosenblum [4], hay un cubrimiento para el soporte K de V' (se puede asumir
compacto) por un numero finito N de cubos, tal que para cada punto de K sea
cubierto por a lo mas C),, cubos de tal manera que N < ?”.

Se tiene

N
sop(V) =K =[JQ;=QcQ,
j=1

Por tanto al aplicar el Lema de Rosemblum con @) = K y

o) =
/Vaq(x)da:
Q

pues

se tiene que

1
/ f(x)dx = —/ Vi (z)dr < (2" —1)e < 2" e
@ /%q(x)dx @
Q
n+1
donde N < 6 asf,
1

/ Vi(z)dr < Cpe

/V;q(a:)da: Qi
Q
Vi(z)dr < 2”“6/ Vi(z)dx

I :

Por tanto al aplicar la desigualdad de Holder con respecto a @),

J

/_Va(a:)uz(a:)dx < (/QJ (u2(a:))pda:> ’ </Q

J

vg(az)dcc) y

J



se tiene que

/ Vi(z)dr < 9"+ leq T 3m <aq+% / Va(a:)da:) :
. 0

J

es decir

/ Vi(x)dr < 2" ea? "M, (2.6)
Q@

donde
I = a_q+”/2m/Vaq(x)dx.
Q

Recordando la desigualdad (2.5),
1
( ]u(x)|2pd:c> < Cob?m / > 1D u(x)[* + 672" fu(z) | de,
Qb Qo _
|8|=m

1
para |Qp|" = b.
Sea b; el valor de |Q]|% . El hecho de no saber la posicién de b; con respecto a a se

debe estudiar diferentes casos pues

b; € (_Oo,a—l/2m) U [a—1/2m’2a—l/2m) U [2a—1/2m,+oo)

1.) Si2a7Y?™ > b; > a=Y/?™ entonces bj_zm < ay por (2.5) se tiene

1/p
u(@)|” da mCOa_HZLmq Bu(2)|” + alul@)? | dz. (2.
(ij<>|d> =2 [ X Ipou@f +alut) | do. 20

7 \IBl=m
2.) Sib; > 242" se puede dividir el cubo (); varias veces y representarlo como
una unién de cubos @), con tamano b;, tal que
2a—1/2m > b]k 2 a—1/2m

porque:

Sea Q); = U @, donde A es un subconjunto finito de N, pero b;, < 2a%, por tanto
keA



—2m .
b;,”" < a, ast

hSAl

1/p
u(z)|? dz = w(z)|? dx
<Qj|<>| ) /U%|<>|

(]
S

keA Qi
<Y 2o | (z |Dﬁu<x>l2+a|u<x>|2> dr,
keA i \IBl=m

entonces

RS

( Q; u(z)” dx) = ZQmCO‘IHm/Q (!Dﬁu(x)‘z +a |u(x)|2) dx

keA Ik

< 2mcard(A)C’0a_1+%/
Qj

<|D5u(a:)‘2 +a |u(a:)\2> de,
donde card(A) es el cardinal del conjunto A. Se puede escribir el estimado anterior

(2.7) para cada cubo @);, y la suma por encima de todos ellos. Esto suministra

(2.7) para el cubo Q).

3.) Sib; < a~l/?™ yse cumple que p € [1,
dad

5 ) , entonces la siguiente desigual-
n—2m

u(z)|* dx ! Copa~1Hm/2ma Bu(z)|? x., :
(Qj|<>|d)s L X o 28)

7 |Bl=m

es verdadera bajo la clase de funciones u € C* (Q);) tal que

DPu(z)dx =0, 0< |8 <m—1. (2.9)
Qj

para la demostracion ver [4], (pagina 291).



N
Finalmente como U Q; =K CQ , donde K es el soporte de V, se tiene que
j=1

i@ ) s /U@a () da

<Z/ 2| d.

Ahora nuevamente aplicando la desigualdad de Hoélder en la tltima expresion, ha-

ciendo f(z) = |u(z)]?, y g(z) = V,(z) se obtiene,

/QV“("”) ju(z)dr <3 /Q Vi) |u()|® dx .10
|“(~T)I2d:v>p ( Va(x )%lx)q

Qj Q

/ Vi(z)dr < e (2"1) admmy

w@)Pde | <L, o Tamg DAu(x) ] + alu(z)]?) dz.
,1,q
Qj Q

Por tltimo recordando que, ver (2.7)

entonces

1 n

q
Vf(w)dx) <" cag Imalq

J
con L,,, , una constante que depende de m,n y ¢ tal que satisface:
Linng > 2"card(A)Coa™ " 2ma > 2™ Coa™ " 2ma.

En la anterior suma se encuentra todos los casos que se estudiaron anteriormente es

1
decir la posicién de |Q;|" con respecto a a.



Entonces (2.10) se vuelve a:

N

/Ql/a(:p)|u(x)|2dx < Cm7n7q(51)1/q2/ > |D%u(x)[* + au(x)* | da,

=179\ |8j=m

n+1
con Cryng =2 9 Lpypg

Recordando que (—A)™ es eliptico, es decir

(=AY, ) e Z/ Dou(a)? da

lal=m

> ag Z /|Da )|? da, para ag > 0

laf=m

y / V(@) lu(z)P do = /U an<x>|u<x>|2dx
£ famore
por tanto 7

N

/QVZLWHU(JJ)FM SCm,n,q(Sf)”qZ/ > [Dou@)]’ +alu(@)® | da

i=17Q5 \|8=m

Cmn
< 4 1/q1/q (((_A)mu, u>L2(Q) +a <U7U>L2(Q)) :
Qo

S {(=A)"u, 1) o) + a (U, 1) 2 q) -

Como ¢ es cualquier nimero positivo pequeno tomamos
—1 1
1= Cpnqgay (€l) e

por tanto se tiene

=Cl T = Ryngl con Ryn,=C1 . ag (2.11)

mnq mnq



Asi
/Q V(@) (@) d — ((— )™, 0} iy > —0 (1, 0 0
es decir

(=A)"u = Vou, u) 12y 2 —a (u, u) p2(q)

Entonces gracias al Lema de Glazman, N, es acotado por el nimero de condiciones
(2.9),

DPu(x)dx = 0, 0< |l <m—1
Qj
es decir

N, < B,N < B, 2" R nol < Am,njqa_“z?n/vaq(x)d:r
Q
con Amng = B2 Ryynq v By es la cota superior del nimero de condiciones (2.9).

Ahora la demostracién del Teorema 2.1 es una consecuencia del Teorema 2.2 pues

al aplicar el resultado de LIEB. E. H. y THIRRING. W. E. en [9], el cudl dice que

Sy =7 [ 1B Nam(V)d B,
0

con £ <0y N_g(V) es el nimero de valores propios de —A + V' que son menores
que F.

Se tiene

Sy=_ IN"= ﬂ/ a’" ' Nyda.
0

)\j <0
n
Por hipétesis v + o > 1 luego a partir de la propiedad Arquimediana existe g > 1
m
tal que
n
Y+ —>qg>1
2m

Si v —q+n/2m > 0, entonces aplicando el Teorema 2.2, se tiene

Sy < Am,n,q/ a”‘l_q”/?m/‘/aq(x)dxda
0 Q

= Am,n,q/ cﬂ_l_q*”mm/ Vi(z)drda,
0 sop(Va)



y por definicién de V, se tiene,

S’y S Am,n,q/

V(z)
Vq(x)d:v/ a TimaEn2m g
sop(Va) 0

qY—atn/2m } V(@)

< Amﬁn,q/Vq(x)dx [
Q

Amnq
< tAnel
T y—q+n/2mJq

y—q+n/2m],

Va(2)V ()= atn/2m g
< Koy | V@)oo
Q

donde

Am n,q . 1s .
————>— estd bien definida pues v — ¢ +
Y4+ 5, 2m

n

Kopng = > 0.

Para los casos 0 < 2£ + v < 1, es decir n < 2m hay contraejemplos a donde
m
Sy = 4o00. Por tanto el siguiente potencial de Coulomb es decir V(z) = V(|z|),

definido como:
(

522k si |z — @ < %,
|z — x| " si 62 < |z — 1o <6,
Vi(x) =
0 st |x—xo| > 0.

\

donde x5 € R™ y V' es una funcién con soporte compacto.

k
Asi k > 0 es tal que <1+—> (£+v) < 1.
n 2m

Entonces / V(z)dz — oo cuando § — 0, ya que

()g/ V(z)dx :/ V(z)dx—i—/ V(a:)da:+/ V(x)dx
n |z—x0|<6? 82 <|z—x0|<6 |lx—xzo|>8

= / 622y + / |2 — x| " dz +0
|z—x0|<6? 82 <|z—wo|<$



pero para la primera integral del termino de la derecha se tiene

/ Sy = Vol(|x — x| < 62)6 722
|z —x0| <82

— 62n5—2n—2k

donde Vol(A) es la medida de Lebesgue del conjunto medible A.

Para la segunda integral trabajando en coordenadas polares en R™ y conociendo que
para & = (T1,Tg,...,T,) € R" y (r,01,05,...0,_9,¢) € (0,00) X (O,ﬂn_2 [0, 27), por

las formulas

T1 = 7 cos by
T9 = 78In 01 cos 0,
Tp_1 = rsinf;sinbs...sinb,,_ocosb,_

Tp, = rsinfysinf,...sinfd, _5sinp

Entonces tenemos que dr = r"~!(sin 6;)"2(sin )" 3... (sin 0,,_5) drd6.

Escribiremos abreviadamente z = r.w, w = (w1, ws, ...w, ), y se tiene que |w| = 1, que
significa que w pertenece a la esfera unitaria S*~!. Entonces dz = r" *drdw donde

dw es la medida sobre S*!'. Entonces

Rnf(a:)da: = /000 Snilf(r.w)rnflda (w)drdo (w),

para cada punto zy € R" y do (w) es el elemento de area de la esfera unidad S"*.



Luego

/ |z — 20| " da :/ f(r,w)r"tdrdo (w)
2 <|z—wo|<$ R+Jsn—1
= Cn/ |z — ao| " F rLdr
82 <|z—x0|<d

= C’n/ rokpn=ldy
§2<r<s

=Ch r=1kdr

82<r<d

pues f(r,w) = |z — :Uo\*nfk =r " kyre ((52, (5) , por consiguiente

d

—k
/ |z — 2| " " dz =C, T
2 <|z—z0|<S —k 52
57]6‘ 572k
=C,— +C,—.
—k * k

donde C), es la medida de Lebesgue de la esfera euclidiana.

En resumén

5_k 5—219
/ 5_2n_2kdl’ +/ |IL’ - $0|—n—k dr = 5—2k . Cn_ + Cn
|z—0| <52 82 <|x—mo|<d k k

por tanto si 6 — 0 entonces

—k —2k
Ty C,f— =6 (1+

57219 o Cn
k k

es decir

lim [ V(z)dx = o0,
6—0 R™

lo que se querfa concluir.

Por otro lado

/ V(z)™ 2mdr <&, pues



si 0 es suficientemente pequeno es decir § << 1, ya que siguiendo un procedimiento

andlogo al caso anterior se tiene lo siguiente:

OS/ V(x)w%dx :/ V(:c)’”ﬁdx—i-/ V(a:)w%dx
n |z —x0| <62 82 <|z—mwo|<d

+ / V(x) " amda
|z—z0|>8

n
I, Yoo Yt5. -
:/ ((5 n 2k) 2m (x;
|z —z0|<5?

Y+
+/ (|x—x0|_n_k) ™ dx 40,
82 <|x—mzo|<d

n
I, YOO Yt+5.-
para / 52 %) 2m dx se cumple que
|z—x0|<6?

(6_2n_2k)7+% dr — sC2n=26) (35 ) g
|z —z0|<6?

|z —zo| <62

_ / s () o),
|z —zo| <62

_ g (105 ()

_ () e

Y

— 0 cuando & — 0, pues k es elegida de tal manera que

Ademis por cordenadas hiper-esféricas, con



se tiene,

L
/ (\x—xol_"_kyy M A :/ flr,w)r"tdrdo (w)
82 <|z—x0|<d R+.Jsn—1
:/ / rr k) (50 e g (w)
R+Jsn-1
k n
:/ / T_n(1+n )<’Y+2m)rn71d,’ﬂdg (w)
R+.Jsn—1

k n
—n 1+—) S
:Cn/ r ( w ) Qm)rnfldr
82<|z—wo|<d

_ Cnél_(H% )(w%) B C’n52 {1— (1+% )(7+%)}

donde C,, corresponde a la medida de Lebesgue de la esfera euclidiana S*~!.

Por lo tanto se concluye que
k n (11 E n
C’nél_(H" >(7+2m) — Cn(SQ[l (H" )(Wzm)] — 0 cuando § — 0.

Finalmente

/ V(x)”*%dx = (52n{17<1+%)<7+27n>] +C, 5 (1+§ )(w%)_cn(f{k(u% )(w%)}

es decir

/ V(:p)w%dx < e cuando 0 << 1.

como H,,y = (—A)™ —V, luego

1

CL_O Hm,vu>u>L2(Q) 2 <Pu7u>L2(Q)

-y /|Dﬁu )2 dx—/ ) (2)[? da

|8]=m

un valor propio de P cumple

S [0 e [V s = [

|Bl=m



trabajando en el casom =1, n = 1.

Asi el primer valor propio negativo A\; se define como,

Sl | | S e vt o (fo)

|Bl=m

donde se puede escribir

A < /Q S | DPug()|* - V(w)ud (z) | da ( /Q w2 (z) dx>_1 < /R u?(z)dz— /R V(z)da

18]=m
si ug es una funcién de Cg° (R) que se define como: ( Ver grafica ),
0 Si |x —xo| > 1,
up(z) =4 1 Si |z — x| < %,

p(x) € C*(R)  Si3<|z—ml <1,

e
-t
o,
o)
c
D
T
g
oN
—
8
Y
D
I
—_

Por consiguiente , Ay — —oco y Sy — +00 cuando 0 — 0, ya que
N

Sy =Y I

Jj=1

N
="+ DI
=2



Por tanto Sy — +o00 cuando § — 0.

Asi la prueba estd completa.

2.2. Caso cuando el abierto () se intersecta con una esfera

Fl siguiente teorema es un caso concreto del teorema 2.1 donde la versién general

se ubica en [4].
Teorema 2.3 Sea () un dominio en R™ tal que la interseccion con la esfera
|v —zo| = R para R>1

tiene un didmetro que no excede AR’ con o < 1.

Sear >0, v>0, 7+n_—|—7”>1+: Entonces
2m n

Sfy < Cm,n,’y,s/ V(aj>’7+(n+7“)/2m ‘SU _ $0|0T dr
Q
para xo € R™.

La prueba para este teorema se realiza analogamente a la prueba del teorema 2.1,
se muestra inicialmente que
Ny < Cinnl, donde I = a“””/Qm/ Vil (z)d.
Q
y después se repite la prueba del teorema 2.1.
Se recuerda que si el punto x( estd fuera de la adherencia del dominio 2, entonces

n
el estimado en el teorema 2.1 es vélido para v + o > 1.
m
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