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TIiTULO

MAYORIZACION, POLITOPOS Y CLASES DE MATRICES COMBINATORIAS

TITLE

MAJORIZATION, POLYTOPES AND COMBINATORIAL MATRIX CLASSES

RESUMEN: En este trabajo, investigamos el reticulo de caras, la propiedad de aditividad, el f-
vector y algunas conexiones con clases de matrices combinatorias de unos politopos asociados
con tres conceptos de mayorizacién. El concepto clasico de mayorizacion fue introducido y
caracterizado por Hardy, Littlewood y Pélya en [HLP34]; ademads, en el afio 1959 el matemaético
ruso Mirsky describié geométricamente el concepto de mayorizacién débil en [Mir59] y, més
recientemente, Roventa [Rov16] introdujo el concepto de mayorizacion fuerte para generalizar
la desigualdad de Hardy, Littlewood y Pélya. De otra parte, en el afio 2001, Dahl estudié el ideal
principal de mayorizacién en [Dah01], donde exploré conexiones con optimizacién y present6
una descripcion del 1-esqueleto de este politopo. Posteriormente, en [Dah10], él estableci6
una generalizacion del teorema de Gale-Ryser usando la aditividad entera del permutaedro
de mayorizacién, trabajo que inauguré una nueva clase de matrices combinatorias llamada
&/ (B, S),1a cual él y Brualdi estudiaron en [BD12]. A partir de lo anterior, en este trabajo, nosotros
definimos permutaedros e ideales principales asociados con los conceptos de mayorizacién
débil y fuerte, los cuales investigamos motivados por las fuentes anteriormente mencionadas,
e inspirados por la revision presentada en [BKL85], [BS96] y [Bar02] de algunas demostracio-
nes del resultado ya cldsico que caracteriza el reticulo de caras del permutaedro mediante las
particiones ordenadas de [n]. Aprovechando la propiedad de ser simple que tienen varios de
los politopos que investigamos, damos descripciones combinatorias de sus reticulos de caras.
Posteriormente, encontramos expresiones para las componentes del f-vector de cada uno de
los politopos estudiados. Asimismo, establecemos caracterizaciones matricial y geométrica del
concepto de mayorizacion fuerte, las cuales complementan los trabajos de Roventa [Rov16]
sobre este concepto. Finalmente, ofrecemos demostraciones de la propiedad de aditividad para
permutaedros e ideales de mayorizacién que obtenemos mediante la aplicacién de politopos
de Newton. Este es un enfoque para investigar la propiedad de aditividad alternativo a los
encontrados en la literatura consultada.

ABSTRACT: In this work, we investigate the face lattice, the additivity property, the f-vector, and
some connections with combinatorial matrix classes of some polytopes associated with three
concepts of majorization. The classic concept of majorization was introduced and characterized
by Hardy, Littlewood and Pélya in [HLP34]; besides, in 1959 the Russian mathematician Mirsky
described geometrically the concept of weak majorization in [Mir59] and, more recently, Roventa
[Rov16] introduced the concept of strong majorization to generalize the inequality of Hardy,
Littlewood and Pélya. On the other hand, in 2001, Dahl studied the principal majorization ideal
in [Dah01], where he explored connections with optimization and presented a description of
the 1-skeleton of this polytope. Subsequently, in [Dah10], he established a generalization of
the Gale-Ryser theorem using the integer additivity of the majorization permutahedron, work
that opened a new combinatorial matrix class called </ (B, S), which he and Brualdi studied in



[BD12]. Based on the above, in this work, we define permutahedra and principal ideals asso-
ciated with the concepts of weak and strong majorization, which we study motivated by the
aforementioned references, and inspired by the review presented in [BKL85], [BS96] and [Bar02]
of some proofs of the already classic result that characterizes the face lattice of permutahedron
by means ordered partitions of [n]. Taking advantage of the property of being simple that seve-
ral of the polytopes that we investigate have, we give combinatorial descriptions of their face
lattices. Subsequently, we find expressions for the f-vector components of each of the polytopes
studied. Likewise, we establish matrix and geometric characterizations of the concept of strong
majorization, which complement the Roventa’s work on this concept. Finally, we offer proofs of
the additivity property for majorization permutahedra and the majorization principal ideals
that we obtain by applying Newton’s polytopes. This is an approach to investigate the additivity
property alternative to those found in the references consulted.

PALABRAS CLAVE: Mayorizacién; politopos; permutaedro de mayorizacion; ideal principal de
mayorizacion; reticulo de caras; propiedad de aditividad.

KEYWORDS: Majorization; polytopes; majorization permutahedron; principal majorization
ideal; face lattice; additivity property.
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NOTACION

Este espacio lo destinamos a establecer el significado de algunos simbolos y expresiones que

usaremos a lo largo del documento, los cuales pueden no ser de uso generalizado y, sin embargo,
nosotros ocasionalmente utilizamos sin definir de manera explicita.
El conjunto de los nimeros reales no negativos y de los nimeros reales positivos, los notaremos
mediante los simbolos R, y R, ;, respectivamente. En concordancia con esto, definimos los con-
juntos RY :={(x1,...,x,) | x; €Ry, paral < i< n}yRY, :={(x1,...,x,) | x; € R4, paral < i < n},
los cuales corresponden a los elementos de R” cuyas componentes son nlimeros reales no nega-
tivos y nimeros reales positivos, respectivamente. De otra parte, si x = (x1,..., X,) € R", entonces
x(;] es la i-ésima componente mds grande de x; por ejemplo, para el vector (3,1,2) € R3, tene-
mos que x1 =3, x2 =1y x3 =2, mientras que, x;1; =3, Xx;21 =2y x31 = 1. Six = (x1,...,x5) € 7",
diremos que x es un vector entero. Si las componentes de x satisfacen x; = --- = x,, en-
tonces diremos que x es un vector monétono. De manera que, el vector x| := (x[,..., X))
es siempre un vector mond6tono. Los elementos introducidos antes motivan la definicién
de los conjuntos D" := {(x1,...,X,) | X1 = -+ = X}, D} = {(x,...,xp) | X1 = -+ =2 x, 20} y
DY, =={(x1,...,xp) | X1 = --- = x,, > 0}, los cuales serdn muy importantes a lo largo de nuestro tra-
bajo. Parai€{1,2,...,n}, el vector con la i-ésima componente igual a 1 y el resto de componentes
iguales a 0, lo notaremos e;. El vector con todas sus componentes iguales a 1 lo denotaremos por
1y, el vector con todas sus componentes iguales a 0 lo denotaremos por 0. En cuanto a funciones,
diremos que una funcién f :R — R es creciente, si x < y implica f(x) < f(y), y que una funcién
f :R— R es convexa, si satisface la desigualdad f(Ax+(1-A1)y) <Af(x)+ (1 -A)f(y), para cada
A € [0,1]. Adicionalmente, definimos la funcion real u* := max{u, 0}. A lo largo del documento,
notaremos el conjunto {1,2..., n} mediante el simbolo [n] y, al grupo de permutaciones de [7]
lo notaremos S,. Asimismo, el simbolo IT,, denotar4 el poset de particiones ordenadas de [r].
La relacién de cobertura en un reticulo la simbolizaremos con <. Mediante 0 notaremos el ele-
mento minimo de un reticulo, de manera que, I1, U {0} es el reticulo de particiones ordenadas
de [n] con 0. Los niimeros de Stirling de segunda especie son el conjunto de niimeros simboli-
zados S(n, k), donde n es un namero naturaly k€ {0,1..., n}, los cuales cuentan el nimero de
particiones no ordenadas de [n] con k bloques. Finalmente, si {A;};c; es una familia no vacia de
conjuntos disyuntos dos a dos, su unién la representaremos mediante Li;c; A;.

VII



INTRODUCCION

En las lineas que siguen vamos a explorar algunos aspectos relacionados con el tema princi-
pal de este documento, a saber, los politopos de mayorizacion, con el tinico e indudablemente
ambicioso propdsito de provocar que el incauto que se acerque a este documento, se sumerja en
la lectura del mismo. Vamos a considerar dos elementos: (i) algunos motivos que fueron dando
forma al proyecto de investigacion, y (ii) un panorama general de lo que podra encontrarse a lo
largo de las paginas que conforman este texto.

Quiza uno de los politopos mas estudiados es el permutaedro en R”, simbolizado 22,1, el
cual fue aparentemente investigado por vez primera por el matematico aleman PH. Schoute en
el ano 1911, véase [Sch11]. La imagen que presentamos a continuacién ilustra cuatro poliedros
en R3; el tiltimo de ellos corresponde a una proyeccién de 2, en el espacio tridimensional. El

Figura 1: Imagen tomada del trabajo de PH. Schoute, 1911

permutaedro £2,,_; se define como la envolvente convexa de todas las permutaciones del vector
(1,2,...,n); estas justamente son sus vértices. La dimensién de &2,,_; es n— 1, razén por la cual,
es posible visualizar 22;. Sin embargo, ;qué es lo que nos resulta tan fascinante de £2,,_,? Hay
varias cosas. Por ejemplo, la sencillez con la cual puede ser descrito como 7 -politopo es una de
ellas, pero lo que definitivamente resulta asombroso es la descripcién combinatoria que tiene
su reticulo de caras mediante las particiones ordenadas de [n], la cual constituye un resultado
clasico sobre el permutaedro, que afirma la existencia de una correspondencia biyectiva entre
las k-caras de 7, y las particiones ordenadas de [n] con 0. Indagar por esta corresponden-
cia, entender en cudles elementos estd basada, buscar maneras de justificarla, conforman un
primer motivo para nuestro trabajo, y en concordancia con este, iniciamos una btisqueda bi-
bliografica tratando de rastrear la primera vez que aparecio este resultado y, asimismo, estudiar
detalladamente las diversas maneras de justificarlo que fuimos encontrando. Segtn Billera lo
menciona en [BS96], el resultado puede ser encontrado en Polytopes, Graphs and Optimization,
véase [EKK84], aunque de manera explicita, puede ser encontrado en Homotopy properties of

VIII



INTRODUCCION IX

greedoids, véase [BKL85]. A la primera publicacién mencionada, que corresponde al afio 1984,
lamentablemente no pudimos acceder, mientras que en la segunda, del afio 1985, encontramos
una demostracion basada en optimizacion lineal, donde caracterizan el reticulo de caras de
22,1 en términos del reticulo de cadenas anidadas ascendentes de subconjuntos propios no
vacios de [n], que resulta isomorfo al reticulo de las particiones ordenadas de [#n]. Esta prueba,
en particular, tiene una fuerte influencia en el lenguaje que podemos encontrar a lo largo del
capitulo 2 de nuestro trabajo. A su vez, Barvinok presenté una prueba similar a la ya mencionada
en el ano 2002, véase [Bar02]. De su parte, Billera y Sarangarajan exhibieron una prueba en
[BS96], la cual, aunque basada en funciones supermodulares, permite apreciar la presencia
de las cadenas anidadas que aparecieron en las mencionadas pruebas. Algo que resaltamos
de las demostraciones consultadas, es que en ninguna de ellas se usé el hecho de que £,,_;
fuese un politopo simple para entender su reticulo de caras, al menos no de manera explicita,
razon por la cual, una de las primeras tareas que abordamos en nuestro trabajo fue la construc-
cién de una descripcién de las caras de &2 fuertemente basada en la simplicidad de este politopo.

Antes de hablar del segundo motivo, dedicaremos algunas lineas a clarificar el trasfondo de
las acciones que emprendemos en nuestro trabajo, el cual, justamente alude a un resultado
que relaciona la propiedad de ser simple de un politopo con la descripcién de sus caras. Més
exactamente, si P es un n-politopo simple, entonces existe una correspondencia biyectiva entre
sus (n— k)-caras y la interseccion de k caras maximales no vacias. El capitulo 1, entre otras cosas,
aporta elementos que clarifican este resultado. De momento, notemos que esta afirmacién
nos ofrece una ruta de accién para el estudio de la estructura facial de politopos posiblemente
simples, la cual, de hecho, organiza la estructura del capitulo 2, capitulo principal de nuestro
trabajo que hemos llamado Politopos de mayorizacién. Una manera de expresar tal ruta de
accion, en presencia de un politopo P, podria ser la siguiente:

(1) Paso I:Encontrar o caracterizar los vértices de P, lo cual podemos realizar explorando la
descripcién de P como #£-politopo, o, a través de funcionales lineales.

(2) Paso 2: Calcular la dimensién d de P, para lo cual podemos apoyarnos en el concepto de
independencia afin.

(3) Paso 3: Demostrar que P es efectivamente simple, lo que implicaria mostrar que cada
vértice estd en d caras maximales, o también, mostrar que cada vértice es incidente a d
aristas. La eleccion de cual estrategia usar depende de los conocimientos que tengamos
sobre las caras maximales o las aristas de P.

(4) Paso 4:Describir las caras maximales y caracterizar cuando la interseccién de un par de
estas es no vacia.

(5) Paso 5: Caracterizar las intersecciones no vacias de k caras maximales para, posteriormen-
te, poner estas intersecciones en biyeccién con algtin objeto combinatorio conocido o
con descripcién sencilla.

El esquema general esbozado a través de los anteriores pasos es el que utilizamos para estudiar
los reticulos de caras de nuestros politopos de mayorizacion.



INTRODUCCION X

El segundo motivo, sin duda alguna, agrupa los conceptos de mayorizacién, en vista de que
a partir de ellos definimos nuestros objetos de estudio. Si x = (x1,...,X,) V¥ = (J1,-.., ¥n) SON
elementos de R” y suponemos xj >--->x, >0y y; >--- > ¥, > 0, entonces x estd mayoriza-
do débilmente por y, si se cumplen las desigualdades Zf: (X< Zf: | Vi, para cada k € [n]; si,
ademads, se satisface la igualdad Y., x; = Y.}_, yi, decimos que x estd mayorizado por yy, si se
satisfacen las desigualdades % < ;2::;2, ;i:;ﬁ < ;g:i;z - ;i::;; < 1, afirmaremos que x
estd mayorizado fuertemente por y, circunstancias que simbolizamos mediante x<*y, x<yy
X < y, respectivamente. El concepto de mayorizacién fue introducido por Hardy, Littlewood
y Pdlya en el afio 1934, véase [HLP34], y fue estudiado, junto con el concepto de mayoriza-
cién débil, en la monumental obra Inequalities: Theory of Majorization and its Applications
de Marshall, Olkin y Arnold, véase [MOA11], la cual presento tres caracterizaciones clasicas
de cada uno de estos conceptos, que en este trabajo presentamos en el capitulo 1. De otra
parte, el concepto de mayorizacion fuerte fue introducido recientemente en el afio 2016 en
[Rov16], trabajo en el cual se presenté una generalizacién de una desigualdad conocida como
la desigualdad de Hardy, Littlewood y Pélya. En [MOA11], se formuld el teorema de Rado, el
cual afirma que x < y si, y s6lo si, x estd en la envolvente convexa de las permutaciones de
¥, junto con el teorema de Mirsky, que dice que x < y si, y s6lo si, x estd en la envolvente
convexa del conjunto {(1yx,,...,NnY¥x,) | @ € Sy;n; € {0,1},i € [n]}. Este ultimo resultado lo
podemos interpretar afirmando que el politopo {x € R} | x<"y} es generado por el conjunto
{MYr,--sMnYr,) | T€Sy;n; €1{0,1}, i € [n]}, el cual resulta no ser minimal y, en consecuencia,
aparece el problema de encontrar los vértices de {x € R” | x<" y}. De otra parte, Roventa en su
trabajo no caracterizé el concepto de mayorizacién fuerte, razén por la cual, encontrar una
caracterizacién matricial o geométrica se nos mostraba como objetivo en este trabajo. Los
elementos anteriores dan contenido al segundo motivo de nuestra investigacion.

La discusion realizada en el parrafo anterior sugiere definir los conjuntos M (v) := {x e R" | x < v},
MY ) :={xeR} | x=" v}y M*(v) :={xeR"| x < v}, donde v = (vy,..., v,) € R", satisfaciendo
v1 >---> v, >0, es un vector fijo. Estos conjuntos son politopos que llamaremos permutaedros,
y los cuales estudiamos en la primera parte del capitulo 2. En relacién con el primero de estos
politopos, Dahl [Dah10] formulé los dos resultados que comentamos a continuacion:

(a) Elpolitopo M (v) satisface la igualdad M (v + D) = M(v) + M(?), conocida como propiedad
de aditividad. En [Dah10] se present6 una prueba usando funciones submodulares y
polimatroides, y otra usando mayorizacion.

(b) Si el conjunto (R, S) simboliza las (0, 1)-matrices con vector suma fila R y vector suma
columna S, entonces </ (R, S) # @ si, y s6lo si, S < R*. En [Dah10] probaron este hecho,
conocido como teorema de Gale-Ryser, usando una propiedad llamada aditividad entera,
y dieron inicio a una nueva clase de matrices combinatorias llamadas </ (B, S), las cua-
les, aunque no trabajamos aqui, vale la pena mencionar porque sugieren una estrecha
conexion entre matrices combinatorias y politopos de mayorizacion.

El estudio de las propiedades de aditividad en los politopos de mayorizacién, junto con la
exploracién de conexiones con matrices combinatorias, configuran el tercer motivo de nuestro
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trabajo. En el capitulo 2 presentamos pruebas de la aditividad, no encontradas en la literatura
consultada, que se basan en politopos de Newton y, asimismo, presentamos una biyeccién entre
los vértices de M™ (v) y cierto subconjunto de las matrices </ (R, S), la cual extiende la conocida
biyeccién entre permutaciones de un vector y matrices de permutacion.

En el afio 2001, Dahl publicé un trabajo donde investigé el ideal principal de mayorizacién en co-
nexién con optimizacién, véase [Dah01], en el cual, entre otras cosas, se describié el 1-esqueleto
del politopo M(b) := M(b)nD", donde b = (by,..., b,) € R" satisface by > --- > b, > 0, valiéndose
para ello de un reticulo llamado reticulo de particiones intervalo. Este trabajo nos plantea, en
particular, la tarea de abordar una descripcién combinatoria de toda la estructura facial de
M (b) y, en concordancia con lo dicho a lo largo de los parrafos anteriores, por un lado, definir
los ideales de mayorizacién MY (b) := M"Y (b) nD" y M*(b) := M*(b) nD" y, por otro, abordar el
estudio de sus caras e investigar propiedades como la aditividad. Asi pues, los ideales principales
de mayorizacién son nuestro cuarto motivo para la investigacion.

Después de la exposicién de motivos, vamos a trazar un panorama de lo que encontrard el
lector o lectora a lo largo de este documento.

En el capitulo 1 abordamos, en primer lugar, las caracterizaciones de la mayorizacién y mayori-
zacion débil, los resultados mas relevantes de [Rov16] referentes al concepto de mayorizacién
fuerte, y unos resultados que exploran aspectos reticulares de la mayorizacién; enseguida, pre-
sentamos conceptos y resultados de la teoria elemental de politopos acompanando la exposicién
con ejemplos cldsicos y comentarios. Posteriormente, destinamos un espacio para introducir la
clase de matrices combinatorias &/ (R, S), mostrando en la parte final una prueba del teorema
de Gale-Ryser y un algoritmo para construir una matriz en </ (R, S). Finalmente, en la Gltima
parte del capitulo, discutimos algunos resultados relativos a permutaedros e ideales de mayori-
zacion que tienen particular interés para las ideas que dieron origen a los objetivos de nuestra
investigacion.

En el capitulo 2, presentamos los resultados principales sobre politopos de mayorizacién, los
cuales distribuimos en dos partes; la primera de ellas, dedicada a los permutaedros de mayori-
zacioén, mientras que en la segunda nos enfocamos en los ideales principales de mayorizacion.
En cada una de las secciones empezamos con algunos ejemplos desarrollados en detalle para
motivar la teoria posterior. A continuacién, comentamos brevemente lo que el lector o lectora
podré encontrarse en cada una de estas partes:

(1) Parte 1: estudios sobre los permutaedros de mayorizacién, de mayorizaciéon débil y de
mayorizacion fuerte.

(a) Conrespecto al permutaedro de mayorizacién M(v), hacemos una demostraciéon
de la bien conocida caracterizacién de su reticulo de caras, pero apoydndonos ex-
presamente en la simplicidad de este politopo, la cual, aunque se inspira en las
pruebas consultadas, ofrece un enfoque alternativo de justificacion y, en el proceso,
caracterizamos de manera explicita los problemas de optimizacién lineales sobre
M (v) que tienen tnica solucién o cuya solucién es una arista de M(v). Ofrecemos
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una prueba alternativa de la propiedad aditiva basada en politopos de Newton, la
cual no encontramos en la literatura consultada.

(b) Describimos combinatoriamente la estructura facial de M" (v) mediante un reticulo
cuyos objetos recuerdan a las cadenas anidadas, que llamamos Cad([n]), y con
base en esta descripcion, calculamos las componentes del f-vector de M" (v). Con
el enfoque de politopos de Newton, establecemos una prueba de la aditividad de
M"Y (v). La tnicas referencias bibliogréficas encontradas sobre M (v) son aquellas
que presentan el teorema de Mirsky, de manera que, los resultados aqui mostrados,
amplian los conocimientos sobre este politopo.

(c) Establecemos las caracterizaciénes matricial y geométrica del concepto de mayo-
rizacién fuerte que no fueron trabajadas en [Rov16], donde aparecié por prime-
ra vez el concepto. En consecuencia, estos resultados contribuyen a una mejor
comprension de este concepto. De manera adicional, demostramos la igualdad
M?*(v) = Pyr(M(v),0), 1a cual significa que el permutaedro de mayorizacioén fuerte
es una piramide del permutaedro de mayorizacién y, con base en este resultado,
caracterizamos su reticulo de caras y calculamos los elementos de su f-vector.

(2) Parte 2: estudios en torno a los ideales de mayorizacién.

(a) Aprovechando la propiedad de ser simple que tiene M(b), caracterizamos la es-
tructura facial de este politopo mediante un reticulo similar al de las particiones,
denominado Bip([n]). Con base en lo anterior, calculamos las componentes del
[f-vector de M(b). Aunque usamos el lenguaje de [Dah01], la prueba que ofrecemos
de la caracterizacion de los vértices mediante vectores promedio es distinta a la
presentada alli; ademads, nuestro propdsito es describir la estructura facial de M(b) y
no solamente su 1-esqueleto. También presentamos una prueba de la aditividad de
M (b) via politopos de Newton.

(b) En la parte inicial, dedicada a M" (b), hacemos un estudio similar al realizado pa-
ra M(b); de hecho, la descripcion del reticulo de caras de MY (b) estd soportada
nuevamente en Bip([n]). Mostramos, asimismo, que M(b) y M* (b) son combinato-
riamente equivalentes a hipercubos.

(c) Bésicamente, para el ideal principal de mayorizacién fuerte justificamos la igualdad
MS(b) =P yr(l\/ﬂ(b),ﬁ), la cual establece que este politopo es una pirdmide del ideal
de mayorizacion. Al final, calculamos las componentes del f-vector de M*(b) basada
en su caracterizacion geométrica.

Finalmente, en la Gltima parte, mostramos las conclusiones de nuestro trabajo y, asimismo,
esbozamos posibles empresas de investigacion que podrian llevarse a cabo en el futuro.



CAPiTULO 1

MAYORIZACION, POLITOPOS Y CLASES DE MATRICES
COMBINATORIAS

El presente capitulo puede interpretarse como un espacio para establecer los preliminares

necesarios en el estudio que emprendemos en el siguiente capitulo, el cual es sobre politopos de
mayorizacién. Sin embargo, ademds del propdsito ya mencionado, buscamos dar ciertas pistas
o indicios, ciertamente insuficientes por si solos, de cémo llegamos a los objetos y preguntas
de investigacion de lo que nos ocupamos posteriormente. Por esta razdn, invitamos al lector
o lectora a rastrear en las pdginas que siguen algunas fuentes de inspiracion de los objetos y
problemas en torno a los cuales gira nuestro estudio. De nuestra parte, tratamos de sugerir, e
incluso a veces somos explicitos, aquellos elementos que fueron dando forma a nuestro proyecto
de investigacion.
El capitulo lo hemos dividido en cuatro partes. Inicialmente, en la primera parte, exploramos los
tres conceptos de mayorizacién que estudiamos en este trabajo, a saber, (i) el concepto clasico
de mayorizacidn, (ii) el concepto de mayorizacién débil, y (iii) el concepto de mayorizacién
fuerte, enfocdndonos en las distintas maneras de ver estos conceptos; adicionalmente, en el
ultimo apartado, tratamos aspectos reticulares del concepto de mayorizacién. Después, en la
segunda parte, presentamos una discusién sobre conceptos y resultados de la teoria elemental
de politopos, procurando mostrar, de manera explicita, las herramientas mas relevantes en
nuestra investigacion, y presentando varios ejemplos interesantes. Enseguida, en la tercera
parte, introducimos un conjunto de matrices, denotado </ (R, S), consistente de (0, 1)-matrices
cuyas filas y columnas tienen sumas fijadas previamente; en particular, presentamos una prueba
del teorema de Gale-Ryser, resultado que establece condiciones suficientes y necesarias para
que &/ (R, S) sea no vacio. Finalmente, en la cuarta y tltima parte, comentamos varios de los
resultados significativos sobre politopos de mayorizacién que fueron motivantes para la labor
que emprendemos en este trabajo.
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1.1. MAYORIZACION

En esta parte del capitulo nos proponemos presentar los tres conceptos de mayorizacién
presentes a lo largo del trabajo: mayorizacién (cldsica), mayorizacién débil y mayorizacién fuerte.
En [MOA11] se estudiaron ampliamente los dos primeros conceptos, no solamente sus aspectos
tedricos, sino también, varias aplicaciones en otros campos de la matematica y la estadistica.
Sin embargo, para nuestros propoésitos es suficiente presentar las caracterizaciones matricial,
geométrica y usando funciones convexas que estos conceptos tienen; por consiguiente, las dos
primeras secciones las dedicamos a estos aspectos. De otra parte, el concepto de mayorizaciéon
fuerte fue introducido recientemente en [Rov16], razén por la cual, en la seccién dedicada a la
mayorizacién fuerte, nos enfocamos en aquellos resultados de [Rov16] que son relevantes para
lo que haremos mads adelante.

1.1.1. MAYORIZACION CLASICA

En esta seccién nos proponemos, en primera instancia, presentar el concepto de mayoriza-
cién, el cual fue establecido por Hardy, Littlewood y Pélya en 1934 en [HLP34]. Posteriormente,
presentamos algunos resultados sencillos que nos permitirdn, finalmente, caracterizar el con-
cepto de tres maneras distintas: (1) una caracterizacién matricial usando matrices doble estocés-
ticas, (2) una caracterizacién mediante funciones continuas y convexasy (3) una caracterizacion
geomeétrica.

DEFINICION 1.1 ([MOA11], DEFINICION 1.A.1.). Si x = (x1,...,%X3), ¥ = (J1,---, Vn) € R" ¥ X1,
y1i denotan las i-ésimas componentes méas grandes de x y y, respectivamente, entonces de-
cimos que x es mayorizado por y, lo cual denotamos x < y, si se satisfacen las desigualdades
Zle X[ < Zle Vi, para cada k € [n], teniéndose la igualdad para k = n.

DEFINICION 1.2 ([MOA11], DEFINICION 2.A.1.). Unamatriz P = (p; ;) de tamano nx n es doble
estocdsticasi p;j =0, i, j € [n], y se satisfacen las igualdades Y., p;; =1, j € [n], yZ}?:l pij=1,
i € [n], es decir, si sus entradas son no negativas y la suma por filas y columnas es 1.

Si1 es el vector de R” con todas sus componentes iguales a 1, entonces una manera alter-
nativa de expresar que P = (p;;) es una matriz doble estocastica consiste en afirmar que las
entradas de P son no negativas y se cumplen las igualdades TP =1y Pi’ = 1’. De esta mane-
ra, resulta sencillo verificar que el producto de dos matrices doble estocdsticas es una matriz
doble estocdéstica. De otra parte, un subconjunto notable de las matrices doble estocésticas de
tamano n x n lo constituyen las matrices de permutacién de orden n, el cual denotamos por
Q,. El teorema de Birkhoff, que presentamos a continuacién, establece que las matrices doble
estocésticas de tamafo n x n conforman, precisamente, la envolvente convexa de Q,,.

PROPOSICION 1.1 (TEOREMA DE BIRKHOFF; [MOA11], TEOREMA 2.A.2.). El conjunto de ma-
trices doble estocdsticas de tamafio n x n es la envolvente convexa del conjunto de matrices de
permutacion.

Existe una estrecha relacién entre el concepto de mayorizacioén y las matrices doble estocds-
ticas; de hecho, el siguiente resultado nos da una caracterizacién de la propiedad de ser doble
estocdstica mediante mayorizacion.
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PROPOSICION 1.2 ([IMOA11], TEOREMA 2.A.4.). Una matriz P = (p;, ;) de tamaiio n x n es doble
estocdstica si, y s6lo si, yP < y para todo y € R".

En seguida, definiremos el concepto de T-transformaciéon de un vector y presentamos un
resultado demostrado por vez primera en 1903 por el matemaético escocés Robert E Muirhead, el
cual afirma que todo vector mayorizado por un vector y se puede obtener mediante un nimero
finito de T-transformaciones.

DEFINICION 1.3 ([MOA11], p. 32). Una aplicacién lineal se denomina una T-transformacién,
si la matriz de esta aplicacién es del tipo T = A1+ (1 —A)Q, donde A € [0,1] y Q es una matriz
de permutacién que solamente intercambia dos coordenadas, es decir, xT tiene la forma xT =
(X1, X1, AXj+ (1= D) Xg, Xt 1y ey Xpm1, AX + (1= A) X, X 15 -0 Xn)-

PRroOPOSICION 1.3 ([MOA11], LEMA 2.B.1.). Si x < y entonces x puede ser obtenido de y me-
diante la aplicacion de un niimero finito de T -transformaciones.

La siguiente proposicién nos da la primera caracterizacién del concepto de mayorizacién, la
cual estd basada en matrices doble estocdsticas y cuya demostraciéon resulta de manera sencilla
apoyandonos en los resultados previos.

PROPOSICION 1.4 ([MOA11], TEOREMA 2.B.2.). Si x, y € R" entonces x < y si, y s6lo si, x = yP
para alguna matriz doble estocdstica P

Demostracion. Sean x,y € R™.

(<) Six = yP para alguna matriz doble estocdstica, entonces por la proposicién 1.2, dado que
P es doble estocastica, se sigue que yP < yy, en consecuencia, x < y.

(=) Si x =< yentonces, por la proposicién 1.3, x puede obtenerse de y mediante la aplicacién
de un ndmero finito de T-transformaciones. Por tanto, x = yT; --- T} donde Ti=A;1+(1-
Aj)Qj, j € [k], son las matrices correspondientes a tales T-transformaciones. De manera
que x = yP, siendo P = T; - - - T\ una matriz doble estocdstica al ser el producto de matrices
doble estocdsticas.

O

A continuacion, establecemos una segunda caracterizacion del concepto de mayorizacion
basada en funciones continuas y convexas.

TEOREMA 1.5 ([MOA11], TEOREMA 4.B.1.). Si x, y € R" entonces x < y si, y solo si, para toda
funcién g : R — R continua y convexa se satisface la desigualdad .7, g(x;) < YX7 | g(y:).

Demostracion. Sean x, y € R" tales que x < y.

(=) Vamos a abordar la prueba de esta implicacién mediante un par de casos:

(1) Caso particular: Supongamos que x puede ser obtenido a partir de y mediante la
aplicacién de una sola T-transformacion. Es decir: x = yT siendo T = A1+ (1-1)Q
la matriz de una T-transformacién. Sea g : R — R una funcién continua y convexa y
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supongamos que Q es una matriz de permutacién que intercambia las entradas j y
k. Tenemos que

X=yT=1,.-Yji-1LAYi + A=V Y, Vit1r-- 0 V-1, AV + L=V Y5 Vis1s-- -2 V),
(1.1)
y ademads, se satisfacen las siguientes relaciones

Y glx) =) glx)+gxj)+gxp)
i=1 i#jk
=Y g +8Ayj+(1 -y +8Ayr+1-A)y))
i£jk
Y g +Agyp+ (1 -Ngly) +Agy) + (1 -Ngy) =Y g,
i#j,k i=1

IA

donde, en la segunda igualdad usamos la identidad 1.1 y la desigualdad la tenemos
debido a que g :R — R es continua y convexa.

(2) Caso general: Si x < y entonces, por la proposicién 1.3, x puede obtenerse de y
mediante la aplicacién de un nimero finito de T-transformaciones. De modo que,
tenemos que x = yT;--- Ty, donde Tj = A;1+ (1-2;)Qj, 1 = j <k, son las ma-
trices correspondientes a tales T-transformaciones. Definiendo x; = yT; -+ Ty j»
0<sj<k-1vyx=y tenemos que x = xXg < X] < -+ < Xp_1 =< X; = ), en virtud
de la proposicién 1.2, y notamos que si j € {0,...,k — 1} entonces x; y x;j+1 difie-
ren en solamente un par de coordenadas, ya que x;j;1 Tx—; = x; siendo Tj_; una
matriz de una T-transformacién. Aplicando el caso anterior a las parejas consecu-
tivas de la cadena x = xg < x; < --- < X;_1 < X} = y obtenemos que la desigualdad
Y, 8(x) =X | g(y:) esvdlida para toda funcién g : R — R continua y convexa.

(<) Para k €{1,...,n} fijo, definimos la funcion real g(z) = (z— yx)*, siendo u* = max{u, 0},
con u € R. Dado que yj) = yj, para 1 < j <k, y y|j) < yiip, para k < j < n, entonces
g = yij1 — Yk sil < j < ky, ademas, g(y(;j)) =0 si k < j < n. En consecuencia, se
satisface laigualdad ¥, g(y1)) = Zle yu1—kyik. En vista de que g es continua y convexa
se cumple que >, g(y1) = X1, g(xp;)), lo que junto con g(z) =0y g(2) = z— y[x), nos
permite deducir las desigualdades

1

k
= i

n k k
Vi —kyu =Y 8 = Y. glx) = Y xi — kyix,
i=1 =1 i=1

1

de donde, tenemos que Zle X < Zle ¥ii1» 1 < k < n. Finalmente, tomando g(z) = —zy
aplicando la hipétesis conseguimos Y. | x; = >."" , y;, lo que nos muestra que x < y.

O

La desigualdad que aparece en el teorema anterior se conoce como desigualdad de Hardy,
Littlewood y Pdlya. Sin embargo, dado que este resultado fue demostrado independientemente
por el matematico serbio Jovan Karamata en el afio 1932, también podemos referirnos a esta
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como desigualdad de Karamata. De momento, finalizamos esta seccién con la caracterizaciéon
geométrica de la mayorizacidn clésica, la cual es una sencilla consecuencia de la caracterizacién
matricial y del teorema de Birkhoff.

PROPOSICION 1.6 (TEOREMA DE RADO; [MOA11], PROPOSICION 4.C.1.). Si x, y € R" entonces
x =y si, y solo si, x estd en la envolvente convexa de las permutaciones de y.

Demostracion. Sean x,y € R". El teorema de Birkhoff nos dice que P es una matriz doble esto-
céstica si, y solo si, puede ser expresada en la forma P = Z?il a;?;,donde &2;, i € [n!], son las
matrices de permutacién de tamafio n x n y la suma que aparece arriba es una combinacién
convexa de tales matrices. Por la caracterizacién matricial, tenemos que x < y si, y sélo si, x = Py
para alguna matriz doble estocéstica P si, y sélo si, x = Z?i1 a;(y9;) si, y solo si, x estd en la
envolvente convexa de las permutaciones de y. O

1.1.2. MAYORIZACION DEBIL

El objetivo que nos proponemos en esta seccioén es introducir el concepto de mayorizacién
débil y, posteriormente, establecer algunas caracterizaciones de este concepto similares a las
que fueron presentadas en la seccién anterior para el concepto de mayorizacion.

DEFINICION 1.4 ([MOA11], DEFINICION 1.A.2.). Si x = (x1,...,X5), ¥ = (J1,..., ¥n) € R" enton-
ces decimos que x es mayorizado débilmente por y, lo cual denotamos x<"y, si se satisfacen
las desigualdades Z;‘Zl X[ < Z?:l Y k € [nl.

De la definicion anterior, es claro que si x, y € R” y x < y, entonces x<y. De otra parte, en la
seccion anterior vimos que el concepto de mayorizacion y las matrices doble estocdsticas estan
estrechamente relacionados. No obstante, para el concepto de mayorizaciéon débil, la relacién se
establece con una familia de matrices denominadas matrices doble subestocdsticas, las cuales
definimos a continuacién.

DEFINICION 1.5 ([MOAT11], P. 36). Una matriz P = (p;,j) se denomina matriz doble subesto-
cdstica, si p; ; 20, i, j € [n], y se satisfacen las igualdades 1P <1yPI* <1/ esdecir, P es doble
subestocdstica si sus entradas son no negativas y la suma de sus filas y columnas es menor o
iguala 1.

Claramente, toda matriz doble estocdstica es una matriz doble subestocéstica. Los siguientes
resultados nos mostrardn c6mo, a partir de una matriz doble subestocéstica, podemos obtener
una matriz doble estocastica.

PROPOSICION 1.7 (IMOA11], TEOREMA 2.C.1.). Si P = (p;,;) es una matriz doble subestocdstica
de tamarfio n x n, entonces existe una matriz doble estocdstica D = (d;, ;) de tamario n x n tal que
pi,j < d,',j, i,j € [n].

Demostracion. Si P = (p;,j) es una matriz doble subestocdstica de tamafo n x n, entonces existe
una fila o columna de P cuya suma es menor que 1, de modo que, en cualquiera de los dos
casos, se satisface la desigualdad }_1<; j<, < ny, porlo tanto, existen i y j talesque 3.}, pi,kx <1
y X/, P1,j <1.De manera que, una matriz doble subestocdstica tiene al menos una fila y una
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columna con suma estrictamente menor que 1. Consideremos € = 1-méax{¥.;_, pi,x, L1_, P1,j} >
0y sea Py la matriz que se obtiene de P adicionando ¢ a p; j y manteniendo el resto de entradas
fijas, para la cual el ntimero de filas y columnas con suma estrictamente menor que 1 ha
disminuido al menos 1 con respecto al nimero que tenia P; ademads, cada entrada de P es
menor o igual que la entrada correspondiente de P;. Repitiendo el proceso anterior a lo mas
n veces, obtenemos una matriz doble estocdstica D = (d; ;) cumpliendo las condiciones del
enunciado de la proposicién. O

DEFINICION 1.6 ([MOA11], P. 37). Si P es una matriz doble subestocastica de tamano 7 x n con
vector suma fila R = (ry,...,r,) y vector suma columna S = (sy,..., Sy), entonces la matriz

I-D; P!

donde D, =diag(ry,...,rn) yDs=diag(sy,...,Sn), esunamatriz doble estocastica denominada
la aumentaci6n de P.

Notemos que la aumentacion P de una matriz doble subestocéstica P de tamafio n x 7 es,
por definicién, una matriz de tamano 2n x 2n. De otra parte, la aumentacién de una matriz
doble subestocéstica nos permite establecer la versién del teorema de Birkhoff para matrices
doble subestocadsticas, resultado que fue probado por el matematico ruso Leonid Mirsky en el
ano 1959, véase [Mir59].

PROPOSICION 1.8 ([MOA11], TEOREMA 2.C.2.). El conjunto de matrices doble subestocdsticas
es la envolvente convexa del conjunto de matrices que tienen a lo mds un 1 en cada fila y en cada
columna y todas las demds entradas nulas.

Demostracién. Sean P una matriz doble subestocdstica de tamafio n x n'y P la aumentacién
de P. Por el teorema de Birkhoff, tenemos que P= Zle a;P;, donde P;, i € [k], son matrices de
permutacién de tamano 2n x 2n y la sumatoria que expresa a P es una combinacién convexa.
Si P; es la matriz obtenida de P; eliminando las tltimas 7 filas y n columnas, entonces P =
Zle a;P;, donde P; para i € k], son matrices de tamafio 7 x n que tienen alo mds un 1 en cada
fila y en cada columna y todas las demds entradas nulas. Finalmente, es claro que la envolvente
convexa del conjunto de matrices de tamafio n x n que tienen a lo mds un 1 en cada filay en
cada columna y todas las demés entradas nulas, estd contenido en el conjunto de matrices de
tamano n x n doble subestocdsticas, lo que completa la prueba. O

El siguiente resultado caracteriza la propiedad de ser doble subestocastica mediante el
concepto de mayorizacién débil.

PROPOSICION 1.9 ([MOA11], TEOREMA 2.C.3.). Una matriz P = (p; ;) de tamaiio n x n es doble
subestocdstica si, y solo si, y € R"! implica que yP e R} y yP<"y.

Los siguientes tres resultados corresponden, en su orden, a: (1) la caracterizacién matricial,
(2) la caracterizacién mediante funciones continuas, crecientes y convexas, y (3) la caracteriza-
cién geométrica, conocida como el teorema de Mirsky, para el concepto de mayorizacién débil.
Las demostraciones pueden consultarse en [MOA11]; ademds, en el proximo capitulo, cuando
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estudiemos el permutaedro de mayorizacién débil, haremos una demostracién alternativa del
teorema de Mirsky. Es mds, refinaremos este resultado, reduciendo el conjunto generador del
conjunto {x € R? | x<"y}, donde y € R, que se propone en el enunciado del teorema.

PROPOSICION 1.10 ([MOA11], TEOREMA 2.C.4.). Si x, y € R” entonces x<"y si, y sélo si, x = yP
para alguna matriz doble subestocdstica P.

PROPOSICION 1.11 (TEOREMA DE TomIC; [MOA11], PROPOSICION 4.B.2.). Si x, y € R" enton-
ces x="y si, y sélo si, para toda funcién g : R — R continua, creciente y convexa se satisface la
desigualdad }.!' | g(x;) <X | g(yi).

PROPOSICION 1.12 (TEOREMA DE MIRSKY; [MOA11], COROLARIO 2.C.5.). Si y € R entonces
el conjunto {x € R} | x<" y} es la envolvente convexa de los vectores de la forma (N1 Yx,,...NnYx,)
donde n es una permutaciony cadan; es0o 1.

1.1.3. MAYORIZACION FUERTE

En esta seccién presentaremos el concepto de mayorizacion fuerte, el cual fue introducido
en [Rov16] en el aio 2016. Uno de los resultados principales de esta publicacién es una genera-
lizacién de la desigualdad de Hardy, Littlewood y Pélya. Este resultado lo mostramos, con su
correspondiente demostracion, en la parte final de esta seccion.

DEFINICION 1.7 ([RoV16], DEFINICION 3.). Si x = (x1,...,X,), ¥ = (J1,..., Yn) € R" entonces de-
cimos que x es mayorizado fuertemente por y, lo cual denotamos x < y, si se satisfacen las
desigualdades Zle X X gy VI S ZZ'C:I Vil 25 41 %11, k € [n—1], teniéndose, ademds, la de-
sigualdad Z?Zl X[ = Z?Zl Yii-

A continuacién, presentamos una proposicion que relaciona mayorizacién fuerte con ma-
yorizacién débil. Por el momento, damos la idea principal de la demostracién como aparece
en [Rov16], aunque en el préximo capitulo tal idea la profundizaremos para lograr una ma-
yor comprension del concepto de mayorizacion fuerte mediante el concepto de mayorizacion
clésico.

PROPOSICION 1.13 ([ROV16], PROPOSICION 1.). Si x, y € R? entonces x < y implica x<%y.

Demostracion. Laidea de la prueba es mostrar que si x < y entonces se cumplen las desigual-
dades Zlexm < aZleym, k € [n—1], junto con la igualdad Y7, x;; = a X, ¥, donde

= H, y, debido a que « € [0, 1], se sigue inmediatamente que x=<"y. O

n X1+Xo+-+Xy,

COROLARIO 1.14. Si x, y Ry ya = § 5 =%

=1 entonces x < y es equivalenteax < y.

Demostracion. Six,y € R} y x < y entonces se tienen las desigualdades ZZ.‘ZI X < aZle Vi

ke [n], donde a = H, y si adicionalmente a = 1, entonces se sigue inmediatamente que
n

x < y. Reciprocamente, si x < y tenemos que Zle X[ < Zle Vi1, k € [n], teniéndose la igualdad
para k = n. Consideremos los siguientes casos:

(@ Casol: Six=00y=0,como X/ x; =" yiyyxyecR! entoncesx=0=yy
claramente x < y.
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(b) Caso2: Six,y#0y ke [n—1] entonces se satisfacen las siguientes igualdades

n

Zx[l] Z J’m—ZJ/m Z Xli]

i=1 i=k+1 = i=k+1
k n n
Zx[l] Z J’[l]+2x[l]ZJ’[!]_Zx[l]ZJ’[l]_ZJ’[lJ Z X[i]
i=1 i=k+1 i=1 i=k+1
k n
=me( Z )’m+ZJ/m) ZJ’M(ZX[:H Z x[z])
=1 i=k+1 i=k+1
k n
Z X(i) ) Vi — Z Vi) Z X[ = (Z X — ) J/m) Y X <0,
i=1 = i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

donde, en la primera igualdad hemos sumado Zle X[i] Zle ¥1i1 ¥ su inverso aditivo, en la
segunda igualdad agrupamos convenientemente los factores y, finalmente, usamos las
relaciones Y., x;1 = X1, vl Z L X1 — Zle Yl <0y X, x5 >0, que tenemos debido
aquex=<yy 0# x, yeR!. Lo anterlor nos permite concluir que x <« y.

O

Para terminar la seccién, mostramos un resultado que generaliza la desigualdad de Hardy,
Littlewood y Pélya. Este es el teorema central demostrado en [Rov16].

PROPOSICION 1.15 ([RoV16], TEOREMA 4.). Si x, y € R son dos vectores tales quex <y ya =

+eet ., . .
;i — +;" , entonces para cada funcion convexa f : R, — R se satisface la desigualdad
n

fla) bt fOm) _ f) e+ fm)

n - n

(1-a)f(0)

Demostracion. Si x < y entonces se tienen las desigualdades Zle X<« Z;‘:l Yy keln-1],
junto con la igualdad ¥", x5 = a X", yji), donde a = H, lo cual implica que x < ay
y, aplicando la desigualdad de Hardy, Littlewood y Pélya a la funcién convexa f, obtenemos
que Y.i, f(x;) <X, f(ay;). De otra parte, dado que f es convexay a € [0, 1], entonces, para
cada i € [n], se cumple la igualdad f(ay;) = f(ay; + (1 —a)0) < af(y;) + (1 —a)f(0). Como

consecuencia de lo anterior, concluimos que
fO)+-+ flxp) <a(f(yD)+-+ f(yn)) +n(l—a) f(0),

la cual es una expresién equivalente a la desigualdad del enunciado. O

Si en el anterior resultado anterior suponemos @ = 1, es decir x < y, obtenemos la desigual-
dad de Hardy, Littlewood y Pélya.

1.1.4. MAYORIZACION Y RETICULOS

Los conceptos de mayorizacion < y mayorizaciéon débil <", en general, no definen un orden
parcial sobre R” debido a que no se satisface la propiedad antisimétrica. Sin embargo, si nos
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restringimos a D := {x e R" | x; = --- = x,, = 0} entonces los conjuntos (D%}, <) y (D}, <%) son
conjuntos parcialmente ordenados y, en consecuencia, resulta de interés estudiar algunas pro-
piedades reticulares de estos objetos. En la presente seccién presentamos un par de resultados

demostrados por Bapat en [Bap91].

PROPOSICION 1.16 ([BAP91], LEMA 3.). Si S € R es un conjunto no vacio, entonces existe un
tinico elemento x € D" tal que:

(1) Siye S entonces x<"y.

(2) Siz="y para todo y € S entonces z <" x.

Demostracién. Sea S < R! un conjunto no vacio. Definamos f(y) := X.!_, yj;;, para cada r €
[n] 'y y € S, y consideremos, ademas, a, = infyesf:(y), r € [n]. Dado que, para cada y € S se
satisface f;(y) = f;—1(y) entonces a, = a,_1, r € {2,...,n}, ademds, como y[,—1] = | para cada
re{2,...,n}, tenemos que f;(y) + fr—2(¥) =2 f—1(y) v, en consecuencia, 2a,_; = a, + a,_2. Sea
Xr:=a,—ar_1, T € [n], donde asumimos que a = 0. Claramente, se satisfacen las desigualdades
xr 20y X, < x,_1; por consiguiente, x = (x1,...,x,) € D. Veamos que x satisface (1) y (2) del
enunciado:

(1) Sik e [n] entonces se satisfacen las siguientes relaciones
k k k
Y oxi=) (ai—ai-) = ap=nfesfir(¥) <) -
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto, concluimos que x<"y paracada y € S.

(2) Siz=%"yparatodo y€ S, entonces Zle Z[) < Zle Y11 ¥, €en consecuencia, Zle Z S o=
Z;‘zl X;, razén por la cual, concluimos que z="x.

O

El anterior resultado nos dice que cualquier subconjunto no vacio de R tiene infimo en
el conjunto parcialmente (D”,<"); este elemento lo denotamos mediante AS. El siguiente
resultado garantiza la existencia de supremos en (D}, <) para conjuntos de R no vacios y
acotados.

PROPOSICION 1.17 ([BAP91], COROLARIO 4.). Si S [RZ?_ es un conjunto no vacio y acotado
entonces existe un tinico elemento y € D tal que:

(1) Sixe S entonces x<"y.

(2) Six="z paratodo x € S entonces y <V z.

Demostracion. Sea S <R’} un conjunto no vacio y acotado. Consideremos, ademds, el conjunto
S:={z€ R | x<"z paratodo x € S}, el cual es no vacio debido a que S es acotado. Por la
proposicién anterior existe y = AS. Es sencillo verificar que este elemento satisface (1) y (2) del
enunciado usando la construccién de y. O
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Si S es un subconjunto no vacio y acotado de R entonces su supremo en (D, <"), cuya
existencia garantiza la proposicion anterior, es denotado mediante vS. Ademds, si S = {x, y} < R”,
entonces su infimo y supremo los denotamos x A y y x V y, respectivamente. Para el concepto
de mayorizacién =< los resultados que garantizan la existencia de infimo y supremo fueron
establecidos en [AU82]. Estos resultados son importantes en nuestro trabajo porque dan lugar
a ideales de orden sobre D" inducidos por las relaciones de mayorizacién < y mayorizacién
débil <%, los cuales estudiaremos en el préximo capitulo, aunque no como reticulos sino como
politopos.

1.2. POLITOPOS

En el siguiente capitulo abordaremos un estudio detallado de unos politopos basados en el
concepto de mayorizacién, los cuales hemos llamado politopos de mayorizacién, razén por la
cual, resulta indispensable establecer los conceptos y resultados que usaremos frecuentemente
en dicho estudio. Por lo tanto, en esta parte del presente capitulo nos enfocaremos en establecer
aquellos elementos de politopos que necesitaremos posteriormente.

1.2.1. /#-POLITOPOS Y 7/ -POLITOPOS

La teoria de politopos es la base de nuestra investigacion. Esta nos provee las herramientas
y algunos de sus ejemplos se tornan fuente de inspiracion para nuestra labor, razén por la
cual, nos resulta necesario estudiar algunos de los conceptos y resultados mds importantes
discutiendo en torno a ellos en el camino y, asimismo, mostrando algunos ejemplos que los
ilustren. En este apartado nos proponemos esta tarea y aunque la mayor parte del material es
tomado de [Zie95] y [Tho06], también consultamos otras fuentes para ahondar y contrastar
ciertos elementos y, en consecuencia, poder generar discusion alrededor de los contenidos que
presentamos.

DEFINICION 1.8 ([THO06], DEFINICION 2.2.). Un conjunto K < R” es convexo, si para cua-
lesquiera par de elementos x, y € K el segmento de recta que une x e y, definido mediante
[x,y]:={Ax+ (1 -1y |0<A <1}, estd contenido en K.

Un hiperplano de R” es un conjunto H := {x € R" | ayx; + a2 X + -+ - + anx, = b}, donde
a;,beR, i€ [n]. El hiperplano H define dos semiespacios en R”, definidos mediante

H :={xeR"|ajx; +axxs + -+ ayx, = b},

H =xeR" | ax1+ayxs+--+a,x, < b},

donde observamos que H" := {x e R" | —a; x; — apx» —---— ap X, < —b}, de manera que, todos los
semiespacios pueden ser considerados teniendo la forma de H™. La interseccién de un niimero
finito de semiespacios la podemos expresar como

{xeR" | ajx1 +ajpXo+---+ainX, < b, i € [ml},

el cual escribimos mediante {x € R" | Ax < b}, donde A = [a;j], i€ [mlyje[nl,yb=(by,...,by) €
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R™. Estas consideraciones motivan la siguiente definicion.

DEFINICION 1.9 ([THO06], DEFINICION 2.5.). Un # -poliedro en R” es cualquier conjunto
obtenido como la interseccién de un ndmero finito de semiespacios de R”, es decir, es un
conjunto de la forma {x € R"” | Ax < b}, donde A es una matriz real de tamafio m x ny b € R™.

DEFINICION 1.10 ([THOO06], DEFINICION 2.6.). Un #-poliedro acotado es llamado un -
politopo.

PROPOSICION 1.18 ([THOO06], LEMA 2.8.). Si P es un /C-poliedro entonces P es un conjunto
convexo.

Demostracion. Si P es un #-poliedro en R” entonces existen A una matriz real de tamafio
mxnybeR™tales que P = {x € R" | Ax < b}. Por lo tanto, si x,y € P y A € [0,1] entonces
se satisfacen las relaciones A(Ax+ (1-1)y) = AAx+ (1 -A)Ay < Ab+(1-A)b = b, donde la
desigualdad la tenemos debido a que A € [0, 1]. Por lo tanto, Ax+ (1 - A)y € Py, en consecuencia,
P es un conjunto convexo. O

EjEmpPLO 1.1 ([THOO06], EJEMPLO 2.1.). El cubo unitario de R” lo definimos mediante C}; :=
{xeR"|0=<x; <1,je€ [n]}. En particular: C{* es el segmento de recta que une los puntos 0y
1 en la recta real, C; es el cuadrado de R? con vértices en los puntos (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1),
mientras que, Cj' es el cubo de R3 cuyo conjunto de vértices es

{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0), (1,1, )}.

Dado que C¥ es acotado, entonces C}/ es un .#’-politopo.

DEFINICION 1.11 ([THO06], DEFINICION 2.11.). Una combinacién convexa de py,..., p; € R"
es cualquier elemento de la forma Zle Aipi, donde A; =0 paratodo i € [f] y Zle Ai=1.El
conjunto de todas las combinaciones convexas de py,..., p; es llamado la envolvente convexa
de py,..., ps, y1o denotaremos conv({p,..., ps}).

La siguiente proposicién resume algunos hechos sobre la envolvente convexa de un ntimero
finito de puntos.

PROPOSICION 1.19 ([THOO06], P. 10,11). Si py,..., pr € R" entonces:

(1) conv(py,..., pr}) es un conjunto convexo.
(2) conv(pu,...,p:}) es el conjunto mds pequerio que contiene a los elementos p,..., ;.

(3) conv(ps,...,p:}) es la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen los
elementos py, ..., p:.

Lo anteriores elementos sirven de antesala para la siguiente definicion.

DEFINICION 1.12 ([THOO06], DEFINICION 2.13.). Un 7 -politopo en R” es la envolvente convexa
de un nimero finito de elementos de R", es decir, es un conjunto de la forma conv({py, ..., ps}),
donde p;,...,p: eR™.
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En el siguiente ejemplo presentamos unos 7 -politopos muy importantes en ciertos aparta-
dos de nuestro trabajo; especificamente, mediante estos politopos investigamos una propiedad
conocida como aditividad para los politopos de mayorizacion.

EJEMPLO 1.2 (POLITOPOS DE NEWTON; [NOow16], P. 7,8.). Si K es un anillo conmutativo con
unidad y xy,..., X, son variables, entonces el anillo de polinomios de Laurent en las variables
X1,..., Xn sobre K, el cual es denotado K[xi,...,Xn, x;',..., x,'] 0 simplemente K[X, X~!], con-
siste de los elementos de la forma f =} 70 fo X%, donde f, € Ky X* denota el monomio
xfl ~~~xg” sia = (ay,...,a,) € Z", en particular, X6 = x? . --x,Ol = 1. De otra parte, si f € K[X,X‘l]
entonces el soporte de f, denotado .#(f), lo definimos mediante &#(f) :={a € Z" | f, # 0}, con
lo cual, .#(f) resulta ser un conjunto finito.

El politopo de Newton asociado a f, denotado A (f), es la envolvente convexa de .#(f), es de-
cir, & (f) := conv(F(f)). Este ¥ -politopo satisface que: Si f, g € K[X, X '] entonces A (fg) =
N (f) + AN (g), propiedad cuya demostracién puede consultarse en [Now16] y que nosotros
usaremos en el préximo capitulo.

El siguiente teorema, conocido como teorema principal de la teoria de politopos, nos dice
que los conceptos de #-politopo y de 7 -politopo son equivalentes, es decir, que son sélo
dos maneras distintas de describir a un mismo conjunto de R”. La prueba estd basada en un
proceso de reduccién de variables denominado eliminacién de Fourier-Motzkin, y esta puede
consultarse en [Zie95]. En [Now16] se ofrece una prueba mucho més sencilla pero que involucra
varios resultados previos.

PROPOSICION 1.20 (TEOREMA PRINCIPAL DE LA TEORIA DE POLITOPOS; [THO06], TEOREMA
2.14.). Todo V -politopo tiene una descripcion mediante desigualdades como un #¢-politopo y
todo A -politopo es la envolvente convexa de un niimero minimal de finitos puntos llamados
vértices.

En general, no es sencillo encontrar los vértices de un #-politopo y, tampoco, encontrar
los semiespacios que definen un 7 -politopo. A continuacién presentamos algunos ejemplos
clasicos de politopos con sus correspondientes descripciones como #°-politopo y como 7 -
politopo.

EjEMPLO 1.3 ([THOO06], EJEMPLO 2.15.). El politopo cruzado en R" es el 7 -politopo definido
mediante C,? = conv({te;, tey,...,te,}), donde ey,es,...,e;, es la base candnica de R". En
particular, ClA es el segmento de recta que une los puntos -1y 1l enR, CZA el el diamante de R?
con vértices en los puntos (1,0), (-1,0), (0,1) y (0, 1), mientras que, CS,A es un octaedro de con
conjunto de vértices {(1,0,0), (-1,0,0), (0,1,0), (0,—-1,0), (0,0,1), (0,0, —1)}. El politopo cruzado en
R”" como #-politopo queda descrito mediante la igualdad C,? ={xeR"| Z;‘: Xl =1

EJEMPLO 1.4 ([Z1E95], EJEMPLO 0.4.). El hipercubo en R” es el #-politopo definido como
Cp={xeR"|-1< xj<1, j € [n]}. Particularmente, C; corresponde a un segmento de recta, C»
define un cuadrado de R? y C3 es un cubo. Facilmente, comprobamos que los vértices de Cj,
son los (-1, 1)-vectores de R" y, en consecuencia, C;, como 7 -politopo lo describimos mediante
Chp=conv({xeR| xje{-1, 1}, j € [n]}).

Enla figura 1.1 mostramos una ilustracién de C3 y C3A, la cual tomamos de [Zie95].

EjeMpLO 1.5 ([Z1E95], EJEMPLO 0.3.). El n-simplex candénico, denotado A, es un politopo en
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Figura 1.1: El cubo C3 y el octaedro C5.

R"*! definido mediante A, := {x e R*" | Tx = 1,xj =0, j € [n+1]}, y para el cual su descripcion
como 7 -politopo viene dada por A, = conv({ey,..., e, ex+1}), donde ey,...,e,+1 €s la base
canénica de R"*!. Enla figura 1.2 mostramos una ilustracién de A, la cual es tomada de [Zie95].

L)

T

Figura 1.2: El 2-simplex canénico A en R3.

Lo siguiente que haremos estd orientado a definir la dimensién de un politopo. Para ello
tenemos que discutir algunos elementos basicos de geometria afin.

DEFINICION 1.13 ([TH006], DEFINICION 2.20.). Sean py,...,p; € Ry SCR".

(1) Una combinacién afin de los elementos p;, ..., p; es una combinacién lineal de la forma
Y ,Aipi,donde Y ! A;=1.

(2) La envolvente afin de py,..., ps, la cual denotamos af f({p1,..., ps}), es el conjunto de
todas las combinaciones afines de py,..., p;.

(3) La envolvente afin de S, denotada af f(S), es el conjunto de todas las combinaciones
afines de un niimero finito de puntos en S.

(4) Diremos que S es un conjunto afinsi S=af f(S).

En la siguiente proposicién mostramos que todo conjunto afin no vacio es la traslacién de
un espacio vectorial.
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PROPOSICION 1.21 ([LEE13], EJERCICIO 1.11). Si S € R" es un conjunto no vacio, entonces S es
un conjunto afin si, y solo si, es un conjunto de la forma x+ 'V, donde V es un espacio vectorial y x
es un elemento de R".

Demostracion. Si S es un conjunto afin no vacio de R" entonces existe x € S. Definimos V :=

{s—x|s€ S}, el cual resulta ser un espacio vectorial de R” cumpliendo que S = x + V. En efecto,
dados v;, v2 € V y 1 € R entonces existen s, s, € S tales que v; = s —xy v2 = s — x, de donde

oo g o

Avi=A51=x)=As1 - Ax=As1+x—-Ax)—x=As; +(1-A)x)—x€V,

Vitve=(1—-X)+(s2—x)=[(s1+82)—x]—x= —-xeV,

lo que muestra que V es cerrado para la suma y la multiplicacién por escalar, por lo tanto, V esun
espacio vectorial. Ademds, S = x+ V, ya que, para cada s€ S tenemos que s=x+(s—x) e x+ V.
De otra parte, si S = x+ V, siendo V un espacio vectorial y x un elemento de R”, entonces,
dados sy,...,5: €Sy Ay,...,AreRtalesque Ay + -+ A,;, = 1, existen vy,..., vy € V que satisfacen
sj =X+ vj paracada j €[] y, en consecuencia

s+ +Ansm=M&x+v)+- -+ Anx+vy)=x+Mivi+---+ A vm) €S,

lo que nos permite concluir que todo conjunto de la forma x+V, donde V es un espacio vectorial
y x es un elemento de R", es un conjunto afin. O

El anterior resultado motiva la definicién que presentamos a continuacion.

DEFINICION 1.14 ([TH006], DEFINICION 2.22.). Un espacio afin de R” es cualquier conjunto
de la forma {x € R" | Ax = b}, donde A es una matriz real de tamafio m x ny b e R™.

Notemos que el espacio afin {x € R | Ax = b} es un conjunto afin; ademds, es la traslacion
del espacio vectorial {x € R” | Ax = 0}.

DEFINICION 1.15 ([TH0O06], DEFINICION 2.23.). Sean {x € R" | Ax = b}, donde A es una matriz
real de tamafo m x ny b € R™, un espacio afin y P un politopo en R".

(1) La dimensién de {x € R” | Ax = b} es la dimensién del espacio vectorial {x € R" | Ax = 0}.

(2) La dimensi6on de P es la dimensién de af f(P). Si P tiene dimensién d escribiremos
dim(P) = d o diremos que P es un d-politopo.

El concepto de independencia afin es central en la geometria afin y este tiene un papel
similar al que tiene la independencia lineal en el dlgebra lineal; sin embargo, estos conceptos
estdn relacionados. Enseguida presentamos la definicién de independencia afin y un par de
resultados relativos a esta nocién, donde se aprecia la conexién entre independencia lineal e
independencia afin.

DEFINICION 1.16 ([LEE13], DEFINICION 1.5). El conjunto {x, ..., x;} € R" es afinmente inde-
pendiente, si el sistema Z;’i Vi = 0, Z;’i  Ai =0 tiene solamente la solucion trivial, es decir,
A; =0 para cada i € [m]. En otro caso, diremos que el conjunto es afinmente dependiente.
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PROPOSICION 1.22 ([LEE13], EJERCICIO 1.6). El conjunto S = {x1,...,xn} S R" es afinmente
dependiente si, y solo si, existe k € {1,..., m} tal que xy puede ser escrito como una combinacion
afin de los elementos de S\ {xy}.

Demostracion. Sea S = {xy,..., X} un subconjunto finito de R". Si existe k € [m] :={1,...,m},
tal que x; puede ser escrito como combinacién afin de los elementos de S\ {x;}, entonces
Xi = Xielm\k} @i Xi, donde ¥ ;e(m\ky @i = 1. En tal caso, el sistema }.1" | A1 x; = 6,21’.11/1,- =0
tiene la solucién no trivial A; = a;, si i # k, y Ax = —1, lo cual muestra que S es un conjunto
afinmente dependiente. Reciprocamente, si S es un conjunto afinmente dependiente entonces
existe una solucién no trivial del sistema Z;’i L xi = 0, Z;’i ,Ai =0y, en consecuencia, existe

k € [m] tal que Ay # 0. Por lo tanto, Xi = X je(m)\(k) (_A_kj) Xj es una expresion de x; como una
combinacién afin de los elementos de S\ {x;}. O
PROPOSICION 1.23 ([LEE13], EJERCICIO 1.7). El conjunto {x1,..., x,} S R" es afinmente inde-

pendiente si, y sélo si, el conjunto {xy — xXpm,..., Xm—1— Xm} es linealmente independiente.

Demostracion. Sean xy, ..., X, un nimero finito de elementos de R” y consideremos los conjun-
tos S:=1{x1,..., Xm} v T :={xX1—Xm,..., Xm—1—Xm}. Si S es afinmente independienteyZ?@:_l1 Aj(xj—
Xm) = 0 entonces, al definir a; := Aplsism-lyay:= —Z;”:_ll Aj, tenemos que Z;’il ajx;=0
y X2, @; =0, lo que nos permite concluir que a; = 0, para todo i € [m] y, en particular, 1; =0
para cada j € [m —1]. Asi el conjunto T resulta ser linealmente independiente. Ahora bien, si T
es un conjunto linealmente independiente y tenemos las ecuaciones Z;.i (Aixi = 0 y Z;’i 1 Ai =0,

entonces A, = — Z;?“:_ll Ajy, por consiguiente

m m—1 m—1 m—1 m—1 N
Z/l,-x,- = Z ijj +AmXm = Z )ijj— ( Z Aj)xm = Z Aj(xj_xm) =0,
i=1 j=1 j=1 j=1 j=1

de donde, al ser T linealmente independiente, tenemos que A; = 0 para cada j € [m—1]y, en
consecuencia, concluimos que A,, = 0. Por lo tanto, el conjunto S es afinmente independiente.
O

Consideremos P un politopo de R" y vy,..., v¢41 € P elementos afinmente independientes;
envirtud del resultado previo, concluimos que dim(P) = ¢. Finalizamos esta seccién presentando
algunas construcciones bésicas que generan politopos nuevos a partir de unos previamente
dados.

DEFINICION 1.17 ([Z1E95], EJEMPLO 0.5.). Sean P, Q politopos de R”.

(1) Sixp¢aff(P)entonces la pirdmide sobre P basada en xy, la cual denotamos Pyr (B, xp),
se define como Pyr (B xp) := conv(P U {xp}).

(2) Si x4,x_ € af f(P) son tales que un punto interior del segmento de recta [x_,x;] es
un punto interior de P, entonces la bipiramide sobre P basada en los puntos x_ y xi,
denotada Bipyr(P; x_, x4), la definimos como Bipyr(P;x_,x+) := conv(PU{x_, x;}).

(3) Elproducto de Py Q, denotado P x Q, lo definimos como P x Q:={(p,q) € R2" | pePqge
Q1.
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(4) El prisma sobre P, denotado Prism(P), es el producto de P con un segmento.

(5) La suma de Minkowski de Py Q, denotada P + Q, la definimos mediante P+ Q:={p+¢ |
p € P g € Q}. Denominamos zonotopo a un politopo que podemos obtener como la suma
de Minkowski de un ntimero finito de segmentos.

1.2.2. ESTRUCTURA FACIAL DE POLITOPOS

El propésito de la presente seccion es introducir algunos elementos relevantes para nuestro
trabajo sobre las caras de los politopos. Si P es un politopo de R", iniciamos discutiendo en
torno a la definicién de un cara F de P, para lo cual requerimos introducir conceptos bésicos
de optimizacién; posteriormente, definimos el reticulo de caras de P e introducimos la nocién
de que dos politopos sean combinatoriamente equivalentes para, finalmente, introducir el
concepto de politopo simple, que es uno de los mas importantes en nuestro estudio.

DEFINICION 1.18 ([TH006], P. 15,16). Sean P un politopo de R", c e R" y ¢, : R" — R el funcio-
nal lineal definido mediante ¢.(x) := (c, x).

(1) Elvalor 6ptimo del problema de optimizacién lineal maxyep ¢p.(x), denotado m(P), es el
maximo valor de ¢.(x) cuando x recorre todos los elementos de P.

(2) Parac#0, el hiperplano H.(P) := {x e R" | ¢-(x) = m.(P)} es llamado un hiperplano de
soporte de P.

(3) Para cada m = m.(P), la desigualdad ¢.(x) < m se dice védlida para P, dado que todos los
elementos de P satisfacen esta desigualdad.

Con los elementos introducidos en la definicién anterior, presentamos un primer concepto
de cara de un politopo, el cual es tomado de [Tho06].

DEFINICION 1.19 ([THO06], DEFINICION 3.4.). Sea P un politopo de R” y ¢ € R”. Una cara de
P es la interseccion de P con uno de sus hiperplanos de soporte. De manera mds precisa:

(1) Sic #0 entonces la carade P en la direccion c es el conjunto F,.(P) := H.(P)NP. Las caras
generadas de esta manera se denominan caras no triviales de P.

(2) Sic=0entonces Hy(P) = Ry F;(P) = Hz(P)n P = P. De otra parte, el conjunto @ también
es considerado una cara de P. Las caras Py ¢ las llamamos caras triviales de P.

Si P es un .#-politopo de R”, dado por P = {x € R” | Ax < b}, y c € R"\ {0}, entonces se
satisfacen las igualdades

F.(P)={x€R" | Ax < b,¢p.(x) = m:(P)} = {x e R" | Ax < b,{c, x) = m.(P)}

={xeR"| Ax < b,(c,x) < mc(P),—(c,x) < —m(P)},

lo cual muestra que F.(P) es un politopo, es decir, toda cara de un politopo P es, nuevamente,
un politopo. Veamos un segundo concepto de cara de un politopo, el cual es tomado de [Zie95],
y difiere ligeramente de la definicién anterior.
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DEFINICION 1.20 ([Z1E95], DEFINICION 2.1.). Si P es un politopo de R" y (¢, x) < ¢y es una
desigualdad vélida para P, entonces una cara F de P es cualquier conjunto de la forma {x € R" |
(¢, x) = co}-

Las dos definiciones dadas anteriormente son equivalentes. En efecto, si P es un politopo
de R" entonces todo hiperplano de soporte de P proviene de una desigualdad vélida para P;
en consecuencia, toda cara de P, segtin la definicién 1.19, es también una cara de P acorde a la
definicién 1.20. De otra parte, una desigualdad vélida para P, que no induce un hiperplano de
soporte de P, necesariamente es una desigualdad que satisfacen los elementos de P de manera
estricta. Por consiguiente, la cara generada segtn la definicién 1.20 es la cara trivial P, la cual
también es una cara considerada en la definiciéon 1.19. En conclusién, las definiciones 1.19 y
1.20 son equivalentes.

Si P es un .#-politopo de R”, descrito mediante la igualdad P = {x € R | Ax < b}, entonces cada
una de las desigualdades de Ax < b son desigualdades validas para P, lo cual sugiere que cada
cara F de P podria obtenerse mediante la interseccién de un ntimero finito de hiperplanos indu-
cidos por desigualdades presentes en Ax < b. Justamente, la siguiente es una tercera definicién
de cara de un politopo que recoge lo comentado antes y cuya equivalencia, basada en el teorema
de dualidad de optimizacién lineal, con las ya vistas puede consultarse en [Sch86].

DEFINICION 1.21 ([ScH86], P. 101). Sea P un #-politopo de R", descrito como P = {x € R" |
Ax < b}. Decimos que F es una carade P si F = {x € P | Ax = b}, para algtin subsistema Ax < b
de Ax < b.

El conjunto de caras de un politopo P lo denotaremos & (P), mientras que, el conjunto de
vértices de P lo notaremos mediante 7 (P). La dimensién de la cara de un politopo P, teniendo
presente que ella es también un politopo, queda naturalmente definida. La siguiente definicién
precisa esta observacion y, ademads, introduce un vector muy importante en el estudio de la
estructura facial de un politopo.

DEFINICION 1.22 ([THO06], DEFINICION 3.5.). Sea P un politopo en R” con dim(P) = d.
(1) Ladimensién de una cara de P esla dimension de la cara vista como politopo. Las caras
de P con dimensién k son llamadas sus k-caras. Las 0-caras son llamadas vértices, las

1-caras son llamadas aristas y las (d — 1)-caras son llamadas caras maximales. Para ¢, la
cara vacia de P, se define dim(P) = —1.

(2) Elntimero de k-caras de P es denotado por fi.(P) y es conocido como el k-ésimo niimero
de caras de P.

(3) El f-vector de P es el vector f(P) := (fo(P), fi(P),..., fa(P)).

Un resultado que, en cierto modo, sintetiza las ideas previas pero interpretdndolas desde la
descripciéon dada de un politopo P como 7 -politopo, es el que presentamos a continuacion.
PROPOSICION 1.24 ([Z1E95], PROPOSICION 2.2. Y PROPOSICION 2.3.). Sea P un politopo en
R".

(1) P=conv(¥V(P)), es decir, el politopo P es la envolvente convexa de sus vértices.
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(2) SiP=conv(V)entoncesV(P)< V.

(3) SiF es una cara de P entonces F es un politopoyV (F) = FnV (P).
(4) Las caras de F son, exactamente, las caras de P contenidas en F.
(5) F=Pnaff(F).

EJEMPLO 1.6 ([THO06], EJEMPLO 3.6.). Hemos visto que el conjunto de vértices de C, el
cuadrado unitario de R?, es el conjunto V(C3) =1(0,0),(1,0), (0,1), (1, 1)}; sus aristas son

[(0,0), (1,01, (0,0), (0, D], [(1,0), (1, D], [(0, 1), (1, D);

mientras que la tnica cara de C; es Cé‘ mismo. En la siguiente figura, tomada de [Zie95], apre-
ciamos con mas facilidad lo anteriormente dicho.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

Figura 1.3: C¥, el cuadrado unitario de R?

Algunas consecuencias, relevantes para nuestro estudio posterior, que se siguen de las dis-
cusiones anteriores son las siguientes:

Sea P un #-politopo en R" tal que P = {x e R" | Ax < b}.

(1) x€R"esun vértice de P si, y sélo si, {x} = {x € P | Ax = b} para algtin subsistema Ax < b
de Ax < b.

(2) Six,yeR"son vértices de P entonces, [x, y] es una arista de P si, y s6lo si, existe algiin
subsistema Ax < b de Ax < b tal que x y y son los tinicos vértices de P que pertenecen al
conjunto {x € P | Ax = b}.

(3) x € R" es un vértice de P si, y sélo si, existe ¢ € R” tal que x es la tinica solucién del
problema de optimizacién lineal maxyep{c, x).

(4) Six,yeR"son vértices de P entonces, [x, y] es una arista de P si, y sélo si, existe ¢ € R"
tal que xy y son los tinicos vértices de P que son solucién del problema de optimizacién
lineal maxecp{c, x).

(5) F es una cara de P si, y sélo si, existe ¢ € R" tal que F es la solucion del problema de
optimizacién lineal max,ep{c, x).
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(6) Si(a,x) < by es una desigualdad no redundante de Ax< by F:={x€ P |{a,x) = by} es
una cara no trivial, entonces F es una cara maximal.

(7) Toda cara propia de F la obtenemos como la interseccién de un nimero finito de caras
maximales de F.

El conjunto de caras de un politopo ordenado por la relacién de contenencia da lugar a un
conjunto parcialmente ordenado, de hecho un reticulo, el cual definimos a continuacién.

DEFINICION 1.23 ([THO06], DEFINICION 3.7.). Sean P un politopo en R" y & (P) el conjunto
de caras de P. El reticulo de caras de P, el cual denotamos £ (P), es el conjunto parcialmente
ordenado (& (P),<).

DEFINICION 1.24 ([THO06], DEFINICION 3.9.). Dos politopos P y Q son combinatoriamente
equivalentes si, Z(P) y £(Q) son isomorfos como conjuntos parcialmente ordenados.

EJEMPLO 1.7 ([THOO06], P. 19). En el ejemplo 1.6 vimos las caras no vacias del cuadrado unitario
de R?, denotado Cé‘. A continuacién mostramos un diagrama de Hasse de £ (C2”), el reticulo
de caras de CJ, basado en la figura que presentamos en el mencionado ejemplo. Podemos

{1,2,3,4}

%\

{1,2} {2,3} {3,4} {1,4}

W

{1} {2} {3} {4)

0

Figura 1.4: £(C}), reticulo de caras del cuadrado unitario de R?

ver con facilidad que C} es combinatoriamente equivalente a Cy, hipercubo en R?,ya CZA, el
politopo cruzado en R?, lo cual resulta evidente teniendo presente que C, es un cuadrado y
C2A es un diamante en el plano. En general, C}' es combinatoriamente equivalente a cualquier
cuadrilatero convexo de R?.

DEFINICION 1.25 ([THO06], DEFINICION 3.12.). Un d-politopo P es simple, si todo vértice de
P esincidente a d aristas de P o, equivalentemente, si todo vértice de P estd en exactamente d
caras maximales de P.

El k-esqueleto de un politopo P, tal como se referencia en [Zie95], consiste de la unién de las
k-caras de P. En particular, el 1-esqueleto es la unién de las aristas de P. Una herramienta muy
conveniente para representar el 1-esqueleto es la que presentamos en la siguiente definicién.

DEFINICION 1.26 ([THO06], DEFINICION 4.1.). El grafo de un politopo P es el grafo G(P) :=
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(V(P),E(P)), donde V(P) := ¥ (P) es el conjunto de vértices de Py E(P) es el conjunto de aristas
de P.

EjEMPLO 1.8 ([THOO06], EJEMPLO 4.2.). En la figura siguiente mostramos el grafo de Cs, un
cubo en R3.

6 4

~1

1 2 1 2

Figura 1.5: G(C3), el grafo de un 3-hipercubo

Finalizamos esta seccién con dos elementos: la herramienta teérica, posiblemente mas
importante, para nuestro trabajo, y la cual consiste en un resultado en el cual se caracteriza la
propiedad de ser simple, y, adicionalmente, un ejemplo donde presentamos el permutaedro, que
fue uno de los motivos de esta investigacion y, asimismo, una fuente recurrente de inspiracion.

PROPOSICION 1.25 ([Z1E95], PROPOSICION 2.16.). Un n-politopo P es simple si, y sélo si, toda
(n— k)-cara de P se obtiene, de manera univoca, como la interseccion de k caras maximales de P.

EJEMPLO 1.9 ([Z1E95], EJEMPLO 0.10.). El permutaedro en R"”, el cual denotamos £,,_;, con-
siste en la envolvente convexa de las permutaciones del vector (1,2,...,n), es decir, &,,_; :=
conv({o((1,2,...,n)) | o€ S,}). Este politopo ha sido ampliamente investigado y, aun reciente-
mente, podemos encontrar muchos estudios relacionados a 22,,_;. Es importante mencionar
que £2,,_; es un (n—1)-politopo simple para el cual existe una sencilla descripcién de su reticulo
de caras, a saber, sus k-caras corresponden a particiones ordenadas de [n] en n — k bloques.
En la figura 1.6, la cual tomamos de [Zie95], se muestra una ilustracién de 23 en el espacio
tridimensional.

En el siguiente capitulo estudiaremos el permutaedro de mayorizacién, el cual incluye como
caso particular a 22,,_, y alli, quedara justificado en detalle, la descripcién combinatorial del
reticulo de caras de 27,,_; presentada en el tltimo ejemplo.

1.3. CLASES DE MATRICES COMBINATORIAS

El objetivo principal que nos proponemos en esta seccion es, inicialmente, presentar la clase
de matrices combinatorias con vector suma fila R y vector suma columna S, que denotamos
& (R, S), para, posteriormente, mostrar una prueba del teorema de Gale-Ryser, el cual nos da
condiciones necesarias y suficientes para que </ (R, S) # @ usando el concepto de mayorizacion.

DEFINICION 1.27 ([BRUO6], P. 25). Sean A = [a;;] una matriz no negativa de tamafio m x n,
ri= Z;’zl aij, i € [m],lasuma de los elementos enlafilaide Ay s; = Z;’il aij, j € [n], la suma
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2143

4312

2134

3412

3241 3214

Figura 1.6: Una proyeccién de 2; en R3

de los elementos de la columna j de A. El vector R := (r1,..., ;) lo denominamos vector suma
filade Ayel vector S:= (sy,..., S») lo denominamos vector suma columna de A.

Una consecuencia de la definicién anterior es que R = (r1,...,7m) ¥ S = (S1, ..., Sp) satisfacen
la ecuaciéon fundamental 7} + -+ + 1y, = 51 + -+ - + S5, pues ambos miembros de esta igualdad son
iguales a 7 = 7(A), la suma de los elementos de la matriz A.

DEFINICION 1.28 ([BRUOG6], P. 26). Si R = (r1,...,Tm) Y S = (51,..., S») son vectores no negativos,
entonces denotamos por A (R, S) al conjunto de matrices reales no negativas de tamafio m x n
con vector suma fila R y vector suma columna S.

PROPOSICION 1.26 ([BRUO06], TEOREMA 2.1.1). SiR = (11,...,Tm) ¥ S = (S1,..., Sp) Son vectores
no negativos entonces N (R, S) es no vacio si, y solo si, se satisface la ecuacion fundamental
M+ +rm =8+ +5s,.

Demostracion. Sean R = (ry,...,7,) y S=(s1,..., S,) vectores no negativos.

(=) SiA(R,S) esno vacio entonces existe A = [a;j] € A/ (R, S) y, en consecuencia, r1+-+-+7py =
Z;’ilz;‘:laﬁ =S§1+-+ Sy

(<) Supongamos que se satisface la ecuacion fundamental r; + -+ 1y, = 51 + -+ - + 5. Presen-
tamos, a continuacién, una construccién inductiva de una matriz A € A4 (R, S):

(1) Sim=1entonces A= [sl sn] es la tinica matriz en A4 (R, S).

T
(2) Sin=1entonces A= [rl rm] es la tinica matriz en A4 (R, S).

(3) Supongamos que m, n>1ymin{ry, s} =r11. Sean R = (roy .oy Tm) yS =(851—-71,52,.--,8n),
para los cuales se tienen las igualdades

o+t rm=1+-+rp)—r=(61+--+s)—-rn=(61—-r)+s2+--+sy,
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donde hemos usado, en la segunda igualdad, que ry +--- + ry;, = §1 +--- + 5. Proce-
diendo inductivamente, existe una matriz A de tamafio (m—1) x nen A4 (R, S). La

matriz
n o --- 0

A
pertenece a A (R, S).
(4) Supongamos que m, n > 1ymin{ry, s1} = §1. Sean R = (ri—s1,r2,...,m) yS =($2,...,8n),
lo cuales satisfacen las igualdades
Sttt Sp =01+t Sp)—s1=(n+-+rp)=—s1=1—-S1)+r+-+TIy,
donde usamos, en la segunda igualdad, que ry +---+7,,; = s +---+;,. Procediendo de

manera inductiva, existe una matriz A de tamafio m x (n—1) en A (R, S). La matriz

r 3

$1

pertenece a A (R, S).

O

DEFINICION 1.29 ([BRUOG6], P. 27).Si R = (ry,..., ) Y S = (51,..., S5) son vectores enteros no
negativos, entonces denotamos por Z " (R, S) al conjunto de matrices enteras no negativas de
tamafio m x n con vector suma fila R y vector suma columna S.

PROPOSICION 1.27 ([BRUO6], TEOREMA 2.1.2). Si R = (r1,...,Fm) ¥ S = (s1,...,Sy) Son vectores
enteros no negativos entonces Z* (R, S) es no vacio si, y sélo si, se satisface la ecuacion fundamental
i+ +Tpy=8++5p.

DEFINICION 1.30 ([BRUOG6], P. 27).Si R = (ry,...,Tn) Y S = (s1,..., S,) son vectores enteros no
negativos, entonces denotamos por &/ (R, S) al conjunto de (0, 1)-matrices de tamafio m x n con
vector suma fila R y vector suma columna S.

DEFINICION 1.31 ([BRUO6], P. 16). Sean R = (ry,...,T;;) €s un vector entero no negativo y n
un entero con ry < n para todo k € [m]. El conjugado de R es el vector entero no negativo
R*=(r*,...,r,"),donde ri.* = |{i | r; = k,i € [m]}|, k € [n].

El resultado siguiente es el més importante de la seccién; aqui presentamos una de las
multiples demostraciones existentes para el teorema de Gale-Ryser, la cual es tomada de [Bru06].
En la préxima seccién presentamos una generalizacién de este resultado cuya prueba esta
basada en politopos.

PROPOSICION 1.28 (TEOREMA DE GALE-RYSER; [BRUO6], TEOREMA 2.1.3). SiR = (r1,...,Tm) ¥
S =(s1,..., Sp) son vectores enteros, monotonosy no negativos entonces & (R, S) es no vacio si, y
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solo si, S< R*.

Demostracion. Sean R = (r1,...,Tm) y S = (S1,...,Sp) vectores enteros, mon4tonos y no negati-

VOS.

=)

(<)

SiR=(r1,...,Tm)yS=(s1,...,5,) sonvectores enteros, mondtonos y no negativos tales que
&/ (R, S) es no vacio, entonces existe una (0, 1)-matriz A de tamafio m x n con vector suma
fila R y vector suma columna S. Supongamos que A es particionada como A = [A; | A2],
donde A; es una matriz de tamafio m x k, k € [n]. Se sigue que el niimero de unos en
Aj no excede el nimero de unos en las primeras k columnas de la matriz obtenida de
A corriendo a izquierda todos los unos en cada fila tanto como sea posible. Por lo tanto,
Zle s; < ZZ.CZI r;*, para cada k € [n], teniéndose la igualdad para k = n, lo que muestra
que S< R*.

Supongamos que esta implicacion no se satisface. Es decir, existen R = (ry,...,7n) y S =
(s1,-..,8n) vectores enteros, monétonos y no negativos que verifican S < R* y para los
cuales &/ (R, S) = ¢. Es mds, podemos escoger Ry S con m + n minimal y, de modo que,
para ese m+ n el nimero 7 =rj +--- + 1y, sea minimal. Consideremos el siguiente par de
casos:

(1) Caso1: Zle §; < Zle r;* paraalgun k con 0 < k < n. Los vectores Ry = (7y,..., ) ==
(min{k, r1},...,min{k, r,}) y S1 := (s1,..., S) satisfacen que S; < R;*, y para los vec-
tores Ry := (11— 71,...,'m — Fm) ¥ S2 := (Sk+1,..-,Sn) tenemos que S < R,*. Por mini-
malidad, existe una (0, 1)-matriz A; con vector suma fila R; y vector suma columna
S1, vy existe una (0, 1)-matriz A, con vector suma fila Ry y vector suma columna S,.
De modo que, la matriz [A; | A;] tiene vector suma fila R y vector suma columna S,
lo cual es una contradiccién.

(2) Caso 2: Zile S = Zle r;* paratodo k con 0 < k < n. Por minimalidad, r,,, =1y s, = 1.
Sean R:= (r1,...,Tm-1,Tm — 1) y S:=(s1,...,8n-1, Sn — 1), para los cuales se verifica
S < R*. Por minimalidad, nuevamente, existe una matriz A = [d,' j] de tamano m x n
con vector suma fila R y vector suma columna S. Si @, = 0 entonces cambiando
este 0 por un 1 obtenemos una matriz con vector suma fila R y vector suma columna
S, una contradiccién. Si suponemos @, =1, dado que r,,; — 1 < n— 1, existe g tal
que dmq = 0y, dado que s; = sy, existe p tal que dpq = 1y dp, = 0. Intercambiando
ceros y unos en esta matriz de tamafo 2 x 2 obtenemos una matriz con vector suma
fila R y vector suma columna S, lo cual es, nuevamente, una contradiccién.

De manera que, siempre que R = (r1,...,I'n) ¥ S = (81,..., Sp), vectores enteros, monotonos
y no negativos, verifican S < R* entonces </ (R, S) # @.

EjEmMPLO 1.10. Algunos casos notables en la clase </ (R, S) son:

(1

Los vértices del conjunto de matrices doble estocdsticas Q;, es decir, las matrices de
permutacion, son un caso particular de la clase </ (R, S) tomando R=S = 1.



CAPITULO 1. MAYORIZACION, POLITOPOS Y CLASES DE MATRICES COMBINATORIAS 24

(2) Si R= Sy Rrecorre todos los (0, 1)-vectores, entonces obtenemos aquellas matrices que
tienen a lo mds un 1 en cada fila y columna, es decir, obtenemos los vértices del conjunto
de matrices doble subestocasticas.

ALGORITMO 1.29 (ALGORITMO DE GALE-RYSER; [BRUOG6], P. 46). Si </ (R,S) # @ y A(R,n) es la
(0,1)-matriz de tamario m x n con vector suma fila R que tiene todos sus entradas iguales a 1
justificadas a la izquierda, entonces realizamos lo siguiente:

(1) Comenzamos con la matriz A, = A(R, n) de tamaiio mx n y una matriz vacia 17171 de tamario
m x 0.

(2) Parak=n,n—1,n-2,...,1 hacemos lo siguiente: pasamos a la columna k los unos finales
en aquellas sy filas de Ay con mayor suma, dando preferencia a las filas que estdn mas
abajo (aquellas con el indice mayor) en caso de empate. Esto resulta en una matriz

A1 Ap—ks1

donde Ay_; tiene k — 1 columnas.

Salida: A = A,

EjEmpPLO 1.11 ([BRUOG6], P.46). Aqui ilustramos el algoritmo anterior con R = (4,4,3,3,2) y
S =(4,3,3,3,3). En este caso tenemos que R* = (5,5,4,2,0) y, claramente, se satisface que S <
R*, razén por la cual, en virtud del teorema de Gale-Ryser, concluimos que </ (R, S) # . Las
siguientes son las matrices obtenidas en cada iteracién del algoritmo anterior.

[ 1 1 1 1 0 1 1 1 0]1 1 1 0|1 1]
1 1 1 1 O 1 1 1 0]1 1 1 01 1
1 1 1 0 O ,/1 1 1 00 (,{1 1 O|1 O [,
1 1 1 0 0 1 1 0 0]1 1 1 0|0 1
| 1 1 0 0 O 1 1 0 0|0 ] 1 1 0{0 0O |
[ 1 1|0 1 1 [ 1|1 0 1 1 I 1 1 0 1 1]
1 1|10 1 1 11 0 1 1 1 1 0 1 1
1 oy1 1 O0{,] 1|0 1 1 0], 1 01 1 O
1 01 0 1 110 1 0 1 1 01 0 1
| 1 01 0 O | 01 1 0 O | 0 1 1 0 0|

La ultima matriz A € o/ (R, S).

1.4. POLITOPOS DE MAYORIZACION

Alo largo de nuestro trabajo estudiaremos unos politopos construidos a partir de los con-
ceptos de mayorizacién introducidos previamente. Estos politopos los hemos dividido en dos
familias: permutaedros de mayorizacion e ideales principales de mayorizacién. En parte, nos
inspiramos por resultados encontrados en la literatura matematica alrededor de ellos que, en
primera instancia, deseamos comprender a fondo y, posteriormente, nos sugieren interrogantes
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para ser abordados en investigaciones futuras. Es por ello, que en la presente seccién queremos
presentarle al lector o lectora aquellos resultados que se tornaron motivos para emprender el
presente trabajo. La mayoria de resultados los presentamos sin demostracién, aunque acompa-
fiados de algunos comentarios, para no extender innecesariamente la seccién y, especialmente,
porque estos resultados los demostramos, usando técnicas alternativas a las usadas en las
fuentes consultadas, a lo largo del siguiente capitulo.

1.4.1. PERMUTAEDROS DE MAYORIZACION

En este apartado presentamos aquellos resultados relevantes para nuestro estudio asociados
a los permutaedros de mayorizacion.

DEFINICION 1.32 ([DAH10], P. 3266). Si v = (v,..., V) € R" entonces al conjunto M(v) :={x €
R" | x < v} lo denominamos permutaedro de mayorizaci6n.

Este objeto coincide con el permutaedro clasico si tomamos v = (n,n—-1,...,2,1) y es combi-
natoriamente equivalente al permutaedro clésico si las componentes del vector v son distintas
dos a dos, de manera que, este objeto ha sido ampliamente estudiado. Nuestro interés inicial
por este objeto fue entender la descripcion que podemos hacer del reticulo de caras del per-
mutaedro en términos de particiones ordenadas, el cual es un resultado bastante conocido
pero, curiosamente, en muchos de los textos donde se enuncia tal descripcién no se ofrece una
demostracion, razén por la cual, emprendimos una biisqueda bibliografica tratando de rastrear
este resultado en particular. Segtn se referencia en [BS96] el resultado puede ser encontrado
en [EKK84], aunque, aparece de manera explicita en [BKL85]. En esta tltima publicacién la
prueba se hace usando la caracterizacién de una cara F de M (v) como el conjunto solucién un
problema de optimizacion lineal de la forma méx,cps(1){c, X), no se hace referencia alguna a la
propiedad de ser simple de M (v) y la descripcién del reticulo de caras de M (v) se da mediante
cadenas anidadas de subconjuntos de [n], las cuales estdn en biyeccién con las particiones
ordenadas de [n].

PROPOSICION 1.30 ([BS96], PROPOSICION 1.4.). El reticulo de caras de M(v) es isomorfo ally,.

La demostracion de la proposicién anterior que se hace en [BS96] estd basada en funciones
supermodulares y cadenas anidadas de subconjuntos de [7], y en esta tampoco se hace referen-
cia a que este politopo sea simple. De otra parte, en [Bar02] también se hace una prueba de este
resultado que se apoya en funcionales lineales.

De lo anterior, y conociendo que M(v) es un politopo simple, resulta natural hacer una prueba
de la caracterizacion del reticulo de caras de M(v) basada en la descripcién combinatoria de las
intersecciones no vacias de caras maximales, aprovechando asi, que existe una biyeccion entre
las caras de M(v) con dimensién n — k y las intersecciones no vacias de k de sus caras no vacias,
lo cual haremos en el préximo capitulo.

Ahora bien, teniendo en mente la definicién de M (v) y sabiendo que hay otras relaciones de ma-
yorizaci6n distintas a =, resulta natural definir de manera anéloga politopos basados en <" y <.
De esta observacion, definimos M" (v) := {x e R} | x<" v} y M*(v) := {x e R} | x < v}, los cuales
llamamos permutaedro de mayorizacién débil y permutaedro de mayorizacion fuerte, respecti-
vamente. En cuanto al primero de estos objetos tenemos el siguiente resultado, demostrado por
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Mirsky en 1959.

PROPOSICION 1.31 (TEOREMA DE MIRSKY; [MOA11], COROLARIO 2.C.5.). Si v € R" entonces
el conjunto {x € R} | x<" y} es la envolvente convexa de los vectores de la forma (N1 yx,,...NnYx,),
donde rt es una permutacién y cadan; es0 o 1.

La proposicion anterior nos dice que el conjunto de vectores de la forma (1 yz,,... 011 ¥x,),
donde 7 es una permutaciéon y cada ; es 0 o 1, son un conjunto generador de M (v); sin
embargo, este conjunto no coincide con el conjunto de vértices de M (v) y, en consecuencia,
plantea el problema de describir los vértices de este politopo. Con respecto al permutaedro de
mayorizacion fuerte, en vista de que este concepto fue introducido en [Rov16], solo contamos
con los resultados consignados en [Rov16]. En consecuencia, tenemos el problema de estudiar
los reticulos de caras de MY (v) y M*(v).

A continuacién, presentamos algunos resultados referentes a la aditividad de M(v), los cuales
son tomados de [Dah10].

LEMA 1.32 ([DAH10], LEMA 1). Si a, b y z son vectores de Z" con a y b mondtonosyz < a+ b,
entonces existen vectores enteros x y y satisfaciendox<a,y<byz=x+y.

Basados en este resultado, y definiendo M;(v) := M(v)nZ", podemos demostrar el resultado
principal de [Dah10].

PROPOSICION 1.33 ([DAH10], TEOREMA 3). Si v = (vy,...,Vn), w = (wy,..., w,) € R" son tales
quevy>--->v,>0yw; >--->w, >0, entonces M(v+ w) = M(v) + M(w). Si, ademds, vy w
son vectores enteros, entonces Mi(v+ w) = Mj(v) + M;(w).

Demostracion. Sean v = (vy,...,Vn) y W = (wy,..., Wy) vectores de R” talesque vy >---> v, >0
y wy > > wy >0, M(v) y M(w) los permutaedros de mayorizacién asociados con vy w
respectivamente y, ya que v+ w es mondétono y positivo, consideremos el permutaedro de
mayorizacién asociado con v + w, es decir, el conjunto M (v + w).

(1) Size M(v)+ M(w) entonces z=x+ y, donde x = (x1,...,xp) e MWy y = (y1,..., ¥n) €
M(w). Paracada k € [n] y T < [n] se satisfacen las relaciones

k
_ max . . max . max .
> X+ = 1=k > (xj+y)< IT|=k Y X+ I T|=k YV
j=1 jeT JjeT jeT
k k k k k
= DAt sy vit ) wi= ) wtw)j
j=1 j=1 IS j=1

donde en la dltima desigualdad usamos que x € M(v) y y € M(w); la igualdad final tiene
presente la monotonia del vector v + w y propiedades del méximo. Es claro, ademads, que
si k = n entonces la igualdad se satisface, lo cual nos permite concluir que z=x+y €
M(v + w). Es decir, M(v) + M(w) < M(v + w). De otra parte, si z € M(v + w) entonces
z=v+wy, por la caracterizacién matricial de la mayorizacion, existe una matriz doble
estocdstica P tal que z = (v+ w) P, de modo que, definiendo x := vPy y = wP tenemos
z=x+yconxe M) yye M(w), loque muestra que z € M(v) + M(w). Por lo tanto,
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M(v+ w) € M(v)+ M(w) y podemos concluir que M (v + w) = M(v) + M(w).

(2) En este inciso suponemos que vy w son vectores enteros. Si z € M;(v) + Mj(w) entonces
existen vectores x € M;(v) e y € Mj(w) tales que z = x+ y. Como Mj(v)+ M;(w) € M(v) +
M(w) = M(v+w) entonces z € M(v+w) y, en vista de que z es suma de los vectores enteros
X e y, tenemos que z es un vector entero. Asi, podemos concluir que z € Mj(v + w). Ahora
bien, si z € Mj(v + w) entonces z < v+ w Yy, por el lema 1.32, existen vectores enteros x y y
satisfaciendo x < v, y < wy z = x+y. Por lo tanto, podemos afirmar que z € M;(v)+ Mj(w).
Como consecuencia de lo anterior, tenemos que M;(v + w) = M;(v) + M(w).

O

COROLARIO 1.34 ([DAH10], COROLARIO 4.). Si al,a?,...,a™ € R" son vectores monétonos en-
tonces M (X", a') = X, M(a'). Si, ademds, cada a' es un vector entero, entonces My (X" a') =
m Mi(al).

Del anterior corolario, se sigue como consecuencia una generalizacion del teorema de
Gale-Ryser, la cual presentamos en seguida.

PROPOSICION 1.35 ([DAH10], TEOREMA 5.). Si bV, 6@, ... b y S son vectores enteros, moné-
tonos y no negativos, entonces, existe una matriz A, entera, no negativa y de tamaiio m x n, con
vector suma columna S y tal que las filas a,a?®,...,a"™ de A satisfacen a® <pW je[m],si y
s6lo si, S < Z;’il b,

Demostracién. Sean bV, p@, ... pim y S vectores enteros, monotonos y no negativos. Conside-
remos, ademds, K < R” el conjunto de todos los posibles vectores suma columna para matrices
enteras no negativas que satisfacen a®” < b, i € [m]. Asi, se cumplen las siguientes igualdades
K=Y" M;(b")=M; (X", b"?), donde la primera igualdad se satisface debido a que S € K si,
ysolosi, S=31", a”, mientras que la segunda igualdad la obtenemos como consecuencia del
corolario anterior. Por lo tanto, un vector entero S € K si, y s6lo si, S < Zl’.’i 1 p@. O

En el siguiente resultado mostramos que el teorema de Gale-Ryser es un caso particular de
la anterior proposicion, el cual se sigue escogiendo b9 i€ [m], como un (0, 1)-vector adecuado.

COROLARIO 1.36 (TEOREMA DE GALE-RYSER; [DAH10], COROLARIO 6.). Si R = (11,...,Tim) ¥
S =(s1,...,Sp) son vectores enteros, monotonosy no negativos entonces < (R, S) es no vacio si, y
sélo si, S< R*.

Demostracion. Sean R = (ry,..., 1)y S = (s1,..., S,) vectores enteros, monotonos y no negativos.
En el resultado anterior, escojamos b como el (0,1)-vector de R” que tiene sus primeras
r; componentes iguales a 1 y las demads nulas, para cada i € [m], de manera que, tenemos
P b = R* y, en consecuencia, el teorema de Gale-Ryser. O

1.4.2. IDEALES PRINCIPALES DE MAYORIZACION

En este apartado presentamos aquellos resultados relevantes para nuestro estudio asociados
al ideal principal de mayorizacién. En [Dah01], se estudi6 este objeto en conexién con opti-
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mizacién y se caracterizé su 1-esqueleto mediante unas particiones de [n] conocidas como
particiones intervalo. Iniciamos presentando la definicion del ideal principal de mayorizacién
para, posteriormente, introducir la terminologia necesaria que nos permita enunciar el teorema
principal de [Dah01].

DEFINICION 1.33 ([DAHO1], P. 115). Si b= (by,..., b,) € R" es tal que b; > --- > b, entonces al
conjunto M(b) := {x € D" | x < b} lo denominamos ideal principal de mayorizacién.

A continuacién, introducimos la terminologia usada en [Dah01] para el estudio de M(b).

DEFINICION 1.34 ([DAHO1], P. 115,116).Si n e Ny j,k € [n] son tales que j < k, entonces
[i:k]:=1{],..., k} es el intervalo entero con extremos j y k.

DEFINICION 1.35 ([DAHO1], P. 115,116).Sean n €N, ¢ € [n] y © = (7m3,...,7;) una particién
ordenada de [n] en bloques no vacios 7, j € [¢]. Si existen enteros 0 = ko < ky <--- < k;—1 <
k;=ntalesquem; =[k;j-1 +1:k;], para todo j € [f], entonces decimos que 7 es una particién
intervalo de [n]. Los conjuntos 7, j € [¢], se denominan bloques de la particién 7 y el conjunto
de todas las particiones intervalo de [n] es denotado por II.

DEFINICION 1.36 ([DAHO1], P. 117). Sean 7 = (71,...,7,) €Iy nj:=|n;|, j € []. Al vector b" =
(brys.oorbryy.. s by, .., by,), donde b,,j = nLijE,,j bj, j € [t], 1o denominaremos promedio de b

' ~~

n ne
asociado con 7.

El resultado siguiente presenta una descripcién del 1-esqueleto de M(b), mediante la termi-
nologia anterior y el concepto de mayorizacion.

PROPOSICION 1.37 ([DAHO1], TEOREMA 2.1.). Si f : I1 — D" se define mediante f(m) := b"
entonces:

(1) La funcién f es una biyeccion entre el conjunto de particiones intervaloI1 y el conjunto de
vértices deM(b). Es decir, los vértices de M (b) son los promedios de b.

(2) ElpolitopoM(b) es simple, es decir, cada vértice estd en exactamente n hiperplanos acotados
paraM(b).

(3) Sit cubre am entonces b" y b”™ son vértices adyacentes sobre M(b). Reciprocamente, dos
vértices adyacentes sobre M (b) son imdgenes de dos particiones intervalo donde una cubre
ala otra.

(4) Sim, 7t €Il entonces, t < it enll si, y solo si, bt < b".

El anterior resultado sugiere el estudio del reticulo de caras de M(b) aprovechando la condi-
cién que tiene M(b) de ser simple. Ademds, también resulta natural definir ideales principales
de mayorizacién asociados a <" y <« para, posteriormente, estudiar los politopos resultantes
y, particularmente, su estructura facial. De otra parte, el estudio de la aditividad de los ideales
principales de mayorizacion es, asimismo, de mucho interés en el presente trabajo.

Finalmente, es bien conocido que los vértices de M(v) son las permutaciones del vector v
y, en consecuencia, existe una biyeccion entre estos y las matrices de permutacién de tamafio
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n x n, que no son otra cosa que el conjunto (R, S) donde R = S =1, lo cual motiva la pregunta
sobre la posibilidad de construir una biyeccion entre los vértices de los permutaedros e ideales
de mayorizacién con ciertos subconjuntos de <7 (R, S). Todas estas cuestiones las abordaremos

en el capitulo siguiente.



CAPITULO 2

POLITOPOS DE MAYORIZACION

En este capitulo estudiaremos algunos politopos construidos a partir de los diferentes tipos

de mayorizacién que estudiamos en el capitulo anterior. Varios de estos politopos ya tienen
presencia en la literatura matematica y, en consecuencia, se han estudiado desde distintos
puntos de vista; sin embargo, retomaremos algunos de los resultados conocidos sobre estos
politopos teniendo en mente dos propdsitos: de una parte, queremos mostrarle a nuestros
lectores y lectoras que los estudios que hicimos en este trabajo contintian y complementan
los trabajos realizados previamente por otros autores y, de otra parte, queremos mostrar un
enfoque, en nuestra opinién, més natural, aunque ciertamente, menos elegante, para el estudio
de estos objetos matemadticos. Esperamos que en la lectura de este capitulo el lector o lectora
percibay aprecie el espiritu metodolégico que hemos usado para el estudio de estos bellos e
interesantes objetos combinatorios llamados politopos de mayorizacién.
El capitulo lo dividimos en dos grandes partes. En la primera parte, nos concentramos en
investigar los permutaedros de mayorizacion, donde los protagonistas son el permutaedro de
mayorizacion, el permutaedro de mayorizacién débil y el permutaedro de mayorizacién fuerte;
en la segunda parte, profundizamos en el estudio de los ideales principales de mayorizacion,
que incluyen el ideal principal de mayorizacion, el ideal principal de mayorizacién débil y el
ideal principal de mayorizacién fuerte. Aunque para cada uno de estos politopos investigamos
varias propiedades, el lector o lectora notard que nuestro estudio se concentra en la estructura
facial de cada uno de estos politopos y, especificamente, en nuestra motivacién inicial, la cual
fue describir combinatoriamente el reticulo de caras de cada uno de estos objetos.

2.1. PERMUTAEDROS DE MAYORIZACION

Esta es la primera parte del estudio que haremos de politopos de mayorizacién. Aqui estu-
diaremos tres permutaedros llamados permutaedro de mayorizacién, permutaedro de mayori-
zacion débil y permutaedro de mayorizacion fuerte, los cuales se asocian a las mayorizaciones
<, =%y «, respectivamente, que fueron estudiadas en el capitulo anterior. Ciertamente hay un
enfoque en nuestro estudio, el cual consiste en la descripcién combinatoria de las estructuras
faciales de estos objetos mediante reticulos; sin embargo, a lo largo del estudio exploraremos

30
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otras propiedades como la aditividad, mostraremos conexiones con problemas de optimizacién
lineal, abordaremos relaciones con matrices combinatorias y, usando técnicas bdsicas de conteo,
haremos el célculo explicito de las componentes de los f-vectores de estos politopos.

2.1.1. PERMUTAEDRO DE MAYORIZACION

Alo largo de esta seccién nos proponemos estudiar el permutaedro de mayoricién asociado
con v, el cual denotamos M (v). Aunque este objeto es isomorfo al permutaedro clasico, el
cual es bien conocido y ha sido ampliamente estudiado, vale la pena dedicar esta seccién a
demostrar viejos resultados con técnicas y estrategias que extenderemos, posteriormente, al
estudio de otros permutaedros de mayorizacién, ya que eso ofrece una suerte de continuidad
al estudio que hacemos de estos politopos en el presente trabajo. Aunque a lo largo de esta
seccion exploramos varios elementos de M(v), el objetivo principal es demostrar el resultado
que caracteriza el reticulo de caras de M(v) mediante el reticulo de particiones ordenadas de [n].
También demostramos la igualdad M (v + D) = M(v) + M (D) usando un enfoque con politopos
de Newton, lo cual no fue encontrado en la literatura consultada y, en consecuencia, tiene
cierto interés. De otra parte, encontraremos algunos resultados donde se caracterizan algunos
problemas de optimizacién lineal relativos a M (v).

DEFINICION 2.1 ([DAH10], P. 3266,3267).Si v = (vy,...,Vy) € R" estal que vy > --- > v, >0,
entonces el conjunto M(v) := {x € R"” | x < v} se denomina permutaedro de mayorizacién
asociado con v.

Otros términos con los que se hace referencia en la literatura a M(v) es permutaedro gene-

ralizado asociado con v, véase por ejemplo [Zie95], o también lo encontramos bajo el nombre
de politopo de permutacién asociado con v en [Bar02].
A continuacién desarrollamos en detalle ejemplos concretos que nos daran luces sobre la razén
por la cual se usan los términos anteriores para el permutaedro de mayorizaciéon M(v) y que,
ademads, cumplen la importante funcién de ilustrar las ideas y técnicas bésicas que hemos usado
para investigar M (v).

EJEMPLO 2.1. El permutaedro de mayorizacién asociado con (2,1), el cual denotamos M((2,1)),
lo conforman aquellos vectores x = (x1,X2) € R2 que satisfacen la relacion x < (2,1), es decir,
que cumplen las desigualdades x; <2y x < 1, junto con la igualdad x; + x, =2+1 = 3; esta
es justamente la #°-descripcién de M((2,1)). En la figura 2.1 mostramos una representacion
grafica de M((2,1)), la cual nos permitird hacer algunas observaciones sobre este politopo.

Los vértices de M((2,1)) son (2,1) y (1,2), que son precisamente las dos permutaciones del
vector (2,1). Aunque M((2,1)) es un politopo contenido en R?, su dimensién es 1. Cada vértice
estd contenido en exactamente una arista, lo cual nos muestra que M((2,1)) es un politopo
simple. Las caras maximales de M((2,1)), que en este caso corresponden a los vértices, estdn
determinados por las desigualdades de la .#°-descripciéon de M((2,1)); especificamente, (2, 1)
es el tnico elemento de M(2,1) cumpliendo la igualdad x; = 2 y (1,2) es el tinico elemento
de M(2,1) cumpliendo la igualdad x, = 2. Es maés, existe una biyeccién entre £ (M ((2,1))), el
reticulo de caras de M((2,1)), y I, u {0}, el reticulo de particiones ordenadas del conjunto [2]
adjuntandole un elemento minimo, que mostramos en la tabla 2.1.
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Figura 2.1: M((2,1)), permutaedro de mayorizacién asociado con (2, 1).

M((2,1))
Caras de dimension 1-0
M@D) [ o<il2 | {1,2)
Caras de dimension 1-1
Fy, o e{1} =1{1,2} | ({1}, {2}
Fia =2t «1{1,2} | ({2}, {1}
Tabla 2.1: Caras de M((2,1)).

Aqui, Fyy :={(x1,x2) e M((2,1)) | x1 =2} = {(2, D}y Fizy := {(x1, x2) € M((2,1)) | x2 =2} ={(1,2)},
corresponden a las caras maximales de M ((2,1)). En las figuras 2.2 y 2.3 mostramos los diagramas
de Hasse de £ (M((2,1))) y IT, U {0}, respectivamente.

M((2,1)

/N

{2, D} {2, D}

o)
Figura 2.2: £(M((2,1))), reticulo de caras de M((2,1)).

EjEMPLO 2.2. El permutaedro de mayorizacién asociado con (3,2, 1), el cual denotamos por
M((3,2,1)), estda conformado por los vectores x = (x1, X2, X3) € R3 que satisfacen la condicién
de mayorizacién x < (3,2,1), es decir, que cumplen con las desigualdades x; <3, x, <3, x3 <3,
X1+ X2 =5, x1+x3 <5y X2+ x3 <5, junto con la igualdad x; + x» + x3 = 6. Estas condiciones
conforman la .#7-descripcién del politopo M((3,2,1)). En la figura 2.4 mostramos un grafico
de M((3,2,1)), el cual usaremos posteriormente para hacer algunas observaciones sobre este
politopo.

Los vértices de M((3,2,1)) son (3,2,1), (3,1,2), (2,3,1), (2,1,3), (1,3,2) y (1,2, 3), es decir, co-
rresponden a las permutaciones del vector (3,2,1). A pesar de que M((3,2,1)) es un subconjunto
de R3, 1a dimensién de este politopo es 2. Cada uno de los vértices est4 contenido en tantas
aristas como la dimensién del politopo y, por esta razén, M((3,2,1)) es un politopo simple. Las
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1,2}

/N

({25,{1}) ({1}, {2})

\0/

Figura2.3: T, U {0}, reticulo de particiones ordenadas de [2] con {0}.

Figura 2.4: M((3,2,1)), permutaedro de mayorizacioén asociado con (3,2, 1).

caras maximales de M(3,2,1), que este caso corresponden a sus aristas, estdn en biyeccién con
las desigualdades de su .#°-descripcion. Para precisar, presentamos las caras maximales de
M((3,2,1)) enlatabla2.2.

Ademads, existe una biyeccién entre £ (M((3,2,1))), el reticulo de caras de M((3,2,1)), vy
13U {0}, el reticulo de particiones ordenadas del conjunto [3] adjuntandole un elemento minimo,
la cual presentamos en la tabla 2.3.

Finalmente, en las figuras 2.5 y 2.6 mostramos los diagramas de Hasse de de £ (M((3,2,1)))
y IT3 U {0}, respectivamente, donde se aprecia que estos reticulos son isomorfos.

2.1.1.1. VERTICES DE M(v)

Siv=(vy,...,vy) ER" estal que v; >--- > v, > 0, entonces el permutaedro de mayorizaciéon
asociado con v, el cual denotamos por M(v), consiste de los elementos x = (x1,..., x;) € R"
que satisfacen la condicién x < v, es decir, que cumplen las desigualdades } ;c4 x; < Z'l.’ill vi,
® & A & [n], junto con la igualdad Z?:l X; = Z?:1 v;. Estas restricciones nos dan una /-
descripcién de M (v) y, de hecho, nos permite afirmar que los hiperplanos definidos mediante
Hy:={(x1,..., X)) ER* | Y jcaxi = Zli/ill vi}, ® < A< [n], son los hiperplanos de soporte de M (v).
La interseccién de M(v) con un nimero finito de sus hiperplanos de soporte determina una
cara de M(v), no necesariamente propia, lo cual nos sugiere definir aquellas caras propias
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Cara maximal de M((3,2,1)) Desigualdad
Fpy = {(x1,x2,x3) € M((3,2,1)) | x1 =3} x <3
=conv({(3,2,1),(3,1,2)})
F{z} = {(xl,xz,xg)EM((3,2,1))|x2=3} XZS?)
=conv ({(2,3,1),(1,3,2)})
Fzy  :={(x1,x2,x3) € M((3,2,1)) | x3 =3} X3<3
=conv({(2,1,3),(1,2,3)})
F{LZ} = {(xl,xZ,X3)EM((3,2,1))|X1+X2=5} X1+x2<5
=conv({(3,2,1),(2,3, 1D}
Fa3  ={(x1,x2,x3) € M((3,2,1)) | x1 + x3 =5} X1 +x3=<5
=conv({(3,1,2),(2,1,3)})
F{g,g} = {(xl,xg,x3)€M((3,2,1))|x2+x3=5} Xo+X3<5
=conv({(1,3,2),(1,2,3)})

Tabla 2.2: Caras maximales de M((3,2,1)).

M(3,2,1))
Fp1,2 Fpy Fi1,3 Fi3) Fia3 Fiy

{321 {612} {132} {123} {2L3)} {231}

Ny

Figura 2.5: £(M((3,2,1))), reticulo de caras de M((3,2,1)).

que se obtienen al intersectar M(v) con un sé6lo hiperplano de soporte, es decir, definimos
Fqp:=M(v)n Hy, @ © A< [n]. Ahora bien, dado que toda cara se obtiene como interseccién
de los conjuntos anteriormente definidos, una pregunta natural es la siguiente: ;cudndo estos
conjuntos tienen interseccion no vacia?

PROPOSICION 2.1. Si A y B son dos subconjuntos propios y no vacios de [n] distintos, entonces
FanFp# @ si,ysolosi, A BoB&A.

Demostracion. Sean Ay B dos subconjuntos propios y no vacios de [n] distintos. Supongamos
que existe y = (y1,...,¥Yn) € Fan Fp pero que A\ B # @ y B\ A # @. Por lo tanto, tenemos que
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M((3,2,1))

Caras de dimension 2-0
M(3,2,1)) | ?<(1,2,3] | ({1,2,3)

Caras de dimension 2-1
Fpyy o &{1}<{1,2,3} ({1}, {2,3})
Fy P& {2t <{1,2,3} (23,{1,3})
Fi3) ?<={3t=1{1,2,3} (13},{1,2})
Fy 2 ?<{1,2} <1{1,2,3} (11,2}, {3}
Fi1,3 ?<{1,3t «1{1,2,3} (11,3}, {2}
Fp 3 ?%1{2,3} = 1{1,2,3} ({2,34,{1})

Caras de dimension 2-2
FuynFap | 9«1} <1{1,2} <1{1,2,3} | ({1},{2},{3})
FynFug | o<1 <1{1,31<{1,2,3} | ({1},{3},{2})
FoynFup | 2«2} <1{1,2} <1{1,2,3} | ({2},{1},{3})
FoynFpsy | 2 <{2}<1{2,3} < {1,2,3} | ({2},{3},{1})
FgynFpg | <38} <1{1,3t «1{1,2,3} | ({3},{1},{2})
FgynFps | <81<1{2,3} & {1,2,3} | ({13},{2},{1})
Tabla 2.3: Caras de M((3,2,1)).

|[A\B|=s=1y|B\ Al=t=1.Si|An B| = u entonces se satisfacen las siguientes relaciones:

1A| |B|

Z Yi = Zyz'+zyz'— Z yi:ZVi+ZVi_ Z Yi
i€ AUB i€A i€B i€eANB i=1 i=1 i€AnB
|A\B|+|ANB]| |B\A|+|ANB]| |ANB|
> v; + Vi — Z Vi
i=1 i=1 i=1
stu t+u stu u+t
= ZvﬁZvl Zv, Zv,+Zv,+ Y vi- Zvl
i=u+1
s+u u+t s+u S+u+t S+u+t IAUBI
= Zl}l-i- Z U,>ZU,+ Z Vi = Z Vi:ZVi,
i=u+1l i=s+u+l i=1 i=1

donde en la primera igualdad tenemos presente que y € F4 N Fp, en la segunda desigualdad usa-
mos que Y ;e ang < Z'A Bi v; yenlailtima desigualdad observamos que vy 41 > Ui yt1,---) Yyt r >
Vstu+t, pues s = 1. Hemos llegado a que }_;c aup Vi > Z'AUBl
por lo tanto, si F4 N Fp # @ entonces A< Bo B& A.

Reciprocamente, si A & B entonces cualquier elemento y = (yy,..., ¥») € R” cumpliendo las con-
diciones {y; | i€ A} ={vy,...,vja}, Vil i € B\ Ay ={vja1+1,-- > VB Y{Yi | i € B} ={VB|+1,.--, Un}
pertenece a F4 N Fp y, en vista de que efectivamente existen elementos que satisfacen las con-
diciones anteriores, concluimos que F4 N Fp # ¢. Para el caso en que B & A, se argumenta de
manera similar. O

v, lo cual contradice que y € M(v),

PROPOSICION 2.2. Si v = (vy,..., V) €R" es tal que vy > --- > v, > 0 y M(v) es el permutaedro de
mayorizacion asociado con v, entonces los vértices de M (v) son las permutaciones del vector v.
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({123h)

7\

({12}, {3h ({1},{23h) ({13}, {2h ({34 {12h ({23}, {1h ({2}, {13h

({13, {2}, 131 ({13, 314 ({31 { (133, {2}, {1 ({2}, {3}, {1 ({2}, {1}, {3h

\/

Figura 2.6: I3 U {0}, reticulo de particiones de [3] con 0.

Demostracion. Seav = (vy,...,v,) € R, talque v; > --- > v, >0,y consideremos el permutaedro
de mayorizacién asociado con v, el cual hemos denotado M(v). Un elemento y = (y1,...,¥n) €
R" es un vértice de M(v) si, y solo si, existen Aj,..., Ay subconjuntos de [n] satisfaciendo
las condiciones @ ¢ A} & - ¢ A S [nly ﬂleFAi = {y}. Si en la cadena anidada @ ¢ A; &

‘& Ak & [n] existen un par de conjuntos consecutivos Ay B tales que |B| —|A| = 2 entonces

ZlBl =YieBYi = ZzeB\A VitYieaVi=Xiepali+ Zliill vi, pues y € Fon Fg, lo cual implica
que Yiepali = ZlBl ZlAl ; leB||A|+1 v;. Como consecuencia de lo anterior, cualquier
elemento (x1,...,x,) que cumplalasigualdades {x; | i € B\ A} = {v|4)+1,..., V|B|} Y X; = Vi, Siempre

que i € B\ A, pertenece a ﬂle Fy,;,y dado que |B| - |A| = 2, existen varios de tales elementos,
afirmacién que contradice que y es el tnico elemento de ﬂle Fy,. Por lo tanto, la cadena
anidada @ ¢ A1 &+ Ay & [nlesdelaforma @ < {j1} S {j1,j2} & S {j1,jor--» Jn-1} S M1 Y,
consecuentemente, todo vértice de M(v) es una permutacion del vector v. O

PROPOSICION 2.3. Si v = (vy,..., V) €R" estal que vy > --- > v, > 0 y M(v) es el permutaedro de
mayorizacién asociado con v, entonces el problema de optimizacion lineal maxye pr(y){c, X) tiene
solucién tinica si, y sélo si, el vector c tiene sus componentes distintas dos a dos.

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R", tal que v; > -+ > v, > 0, y M(v) el permutaedro
de mayorizacién asociado con v. Consideremos, ademads, un vector ¢ = (cy,...,¢,) € R" y el
problema de optimizacion lineal max,ep ) (¢, x). En vista de que M (v) es un subconjunto de
R" cerrado y acotado y {(c, x) es continuo, por ser un funcional lineal, entonces el problema de
optimizacién maxep(y) (¢, X) tiene solucion.

(=) Supongamos que el problema de optimizacién lineal méax,eps ;) (c, X) tiene solucién tinica
dada por el elemento y = (y1,...,¥s), €l cual debe ser un vértice de M(v). Si ¢ tuviera
dos componentes iguales ¢; y cj, entonces el elemento que se obtiene a partir de y
intercambiando y; con y; resulta ser una solucién de maxye p(y) (¢, x) distinta de y, lo cual
contradice la unicidad de la solucién de este problema. Por lo tanto, ¢ debe tener todas
sus componentes distintas dos a dos.
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(<) Sictiene todas sus componentes distintas dos a dos entonces existen indices iy, ..., i, € [1]
tales que ¢;, = ¢y, para cada k € [n], y ¢;1) > -+ > [, €n cuyo caso, la unica solucion
del problema de optimizacion lineal maxyep(y){c, x) es el elemento y = (y1,..., yn) € R”
satisfaciendo las condiciones y;, = vy, para cada k € [n].

2.1.1.2. M(v) ES UN POLITOPO SIMPLE

Una de las propiedades mds importantes que tiene el politopo M (v) es la propiedad de ser
simple; en particular, dicha propiedad nos permitird describir su estructura facial mediante
particiones ordenadas de [n]. Asi pues, este apartado lo dedicamos principalmente a demostrar
que M(v) es un politopo simple. Para ello, iniciamos mostrando que M(v) es un n-politopo, es
decir, que tiene dimensién n; posteriormente, caracterizamos los problemas de optimizacién
lineal sobre M(v) cuyo conjunto solucién es una arista de M(v) para, finalmente, y apoyados en
los resultados previos, establecer y demostrar el resultado principal del apartado.

PROPOSICION 2.4. Si v = (v1,..., V) € R" es tal que vy > --- > v, > 0 y M(v) es el permutaedro de
mayorizacion asociado con v, entonces la dimensién de M(v) esn — 1.

Demostracion. Sean v = (v1,...,v,) € R", talque vy > --- > v, > 0, y M(v) el permutaedro de ma-
yorizacién asociado con v. Consideremos, ademads, el hiperplano definido por H := {(x1,...,X,) €
R™ | Z?:l X;= Z?zl v}, el cual tiene dimensién n—1. Si x = (x1,..., x,) € M(v) entonces satisface
la condicién x < v; en particular, cumple la igualdad Z?Zl X;= Z?:l v;, es decir, tenemos que
M(v) € Hy, en consecuencia, dim(M(v)) < dim(H) = n— 1. Paraver que dim(M(v))=n—-1, es
suficiente mostrar que M(v) contiene n vectores afinmente independientes. En concordancia
con lo anterior, consideremos los 7 vectores definidos mediante v° := v y vk ke [n-1],elvector
que se obtiene a partir de v intercambiando los elementos v con v, pero dejando el resto de
sus componentes iguales. Notemos que los n vectores anteriormente definidos son vértices de
M(v), ya que son permutaciones del vector v, y veamos que estos vectores son afinmente inde-
pendientes. Si A1, ..., 4, son niimeros reales satisfaciendo "' | 1; =0y X" | A; v’ =0, entonces
se cumplen las siguientes igualdades:

( Z /ll‘) v+ Ax00 =0, 2.1)
ie[n]\{2}
( Z /11') Vi +ApVk—1 +Aks1Vk+1 =0, 2<k<n-1, (2.2)
i+e[n)\{k,k+1}
( Y Ai) Vn+AnVn-1=0. 2.3)
ie[n]\{n}

Dado que X ;e[n A; = 0 entonces Yje(nnzj Ai = —A2 Y Livernnik k+1) Ai = Ak — Ak41; ademas, al
realizar las respectivas sustituciones en las ecuaciones 2.1 y 2.2, obtenemos que

Aa(v1—1v2) =0, (2.4)
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Ak = Vg-1) + A1 (Vg — Vks1), 2=<k=n-1, (2.5)

por lo cual, en vista de que las componentes del vector v son distintas dos a dos, concluimos
que A; =0 para cada j € [n]. En efecto, de la igualdad 2.4 obtenemos A, =0, al sustituir en 2.5
con k = 2 conseguimos A3 = 0, y reemplazando nuevamente en 2.5 pero con k = 3 llegamos
a que A4 = 0. Continuando de manera sucesiva obtenemos que A; = 0, para cada j € [n] \ {1}

y, finalmente, de ¥ ;c(,; A; = 0 concluimos que A; = 0. Lo anterior muestra que v°,v%,..., "}
forman un conjunto de n vectores afinmente independientes contenidos en M(v), de donde,
concluimos que dim(M(v)) = n—1. O

PROPOSICION 2.5. El problema de optimizacion lineal maxye p(y){c, X) tiene como conjunto so-
lucion una arista de M (v) si, y solo si, el vector c tiene exactamente dos componentes iguales.

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R"?, tal que v; > -+ > v, > 0, y M(v) el permutaedro
de mayorizacién asociado con v. Consideremos, ademads, un vector ¢ = (cy,...,c,) € R"? y el
problema de optimizacién lineal maxeps(){c, x). En vista de que M(v) es un subconjunto de
R" cerrado y acotado y {(c, x) es continuo, por ser un funcional lineal, entonces el problema de
optimizacién max,ep ) (¢, X) tiene solucién.

(=) Supongamos que el problema de optimizacién lineal maxeps(){c, X) tiene como conjunto
solucién una arista de M (v). Por lo tanto, exactamente un par de vértices de M(v) son
solucién del problema. Por la proposicion 2.3, ¢ no puede tener sus componentes distintas
dos a dos; en consecuencia, ¢ tiene dos 0 mas componentes iguales. Ahora bien, si ¢ tuviera
tres 0 mds componentes iguales dadas por ¢;,,...,¢;,, t =3,y y = (y1,...,Yn) € V(M)
es un elemento del conjunto solucién del problema maxyeps){c, x), entonces todos
los vectores que se obtienen a partir de y permutando las componentes y;,,..., y;, son
también soluciones del problema, y como ¢ = 3, hay al menos 6 vértices de M(v) en el
conjunto solucién de méx,ep(){c, X), suceso que es contradictorio con nuestra hipoétesis.
Por lo tanto, ¢ tiene exactamente dos componentes iguales.

(<) Supongamos que c tiene exactamente dos componentes iguales e iy,...,i, € [n] son
indices tales que ¢i; = C[j], para cada j € [n],y ¢y >+ > €k = Cli+1] > -+ > (. Tenemos
que y = (y1,---,yn) ER"y = (J1,..., ¥u) € R" satisfaciendo y;, = yj; = vj, paracada j €
[n]\{k, k+1}, junto con y;, = ¥i,,, = Vk V Vi, = Vi, = Vk+1 son los tnicos vértices de M(v)
que estan en el conjunto solucién del problema de optimizacién lineal méx,eps ) (c, X),
razon por la cual, el conjunto solucién de este problema es una arista de M(v).

O

PROPOSICION 2.6. Si v = (v1,...,V,) € R" es tal que vy > --- > v, > 0 y M(v) es el permutaedro de
mayorizacion asociado con v, entonces M(v) es un politopo simple.

Demostracion. Sea v = (vy,...,v,) € R" tal que v; > --- > v, > 0y M(v) el permutaedro de
mayorizacién asociado con v. En virtud de la proposiciéon 2.3, dos vértices son incidentes en
una arista de M(v) si, y s6lo si, uno de ellos se obtiene a partir del otro al intercambiar las
componentes Vg Y U1, para algin k € [n — 1], de donde, se sigue que cada vértice pertenece a
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exactamente n — 1 aristas de M(v) y, como M(v) tiene dimensién n — 1, concluimos que este
politopo es simple. O

2.1.1.3. ESTRUCTURA FACIAL DE M(v)

En el apartado anterior, mostramos que M(v) es un politopo simple, razén por la cual, existe
una correspondencia biyectiva entre las caras de M(v) con dimensién n — k y las intersecciones
no vacias de k de sus caras maximales, para cada k € [n]. De manera que, si queremos describir
combinatoriamente la estructura facial de M (v), inicialmente, tendremos que caracterizar las
caras maximales de este politopo y, posteriormente, describir las intersecciones no vacias de
estas caras maximales. Con esto en mente, en el presente apartado mostramos, como resul-
tado principal, que £ (M(v)) =1, U {0}, es decir, que el reticulo de caras del permutaedro de
mayorizacién asociado con v es isomorfo al reticulo de particiones ordenadas de [7] con 0.

LEMA 2.7. Siv = (vy,...,vn) € R estal que vy > --- > v, > 0y M(v) es el permutaedro de mayori-
zacion asociado con v, entonces el conjunto Fa:={(x e M(V) | Yjea Xi = Z'l.‘:ll v;}, donde A es un
subconjunto propio no vacio de [n], es la envolvente convexa de los vértices de M (v) que tienen en
las componentes con indices en A los elementos vy, ..., V}4|.

Demostracion. Sean v = (vy,...,vy) ER" tal v; > --- > v, >0, M(v) el permutaedro de mayori-
zacion asociado con v, A un subconjunto propio no vacio de [n] y Fa = {(x1,...,X,) € M(V) |
YieaXi= Z‘i’ill v;}. Supongamos que existe y = (y1,..., ¥n) € R, que es vértice de F4 pero que no
tiene en las componentes con indices en A los elementos vy,..., vj4. Por lo tanto, existe j € A tal
Al-1 Al-1 A
que yj < vja, dedonde, ¥jcayi = Xieavy Vit yj < Zli:|1 Vi +yj < Z‘i:ll Vi) + VA = Zlizll Ul
suceso que contradice que y € M(v). En consecuencia, tenemos que en las componentes de y
con indices en A deben estar los elementos vy, ..., V4. O

PROPOSICION 2.8. Si v = (vy,...,V,) € R" es tal que vy > --- > v, > 0 y M(v) es el permutaedro
de mayorizacién asociado con v, entonces los conjuntos Fy :={(x € M(V) | Yjea Xi = Z'l.’i‘l vil,
@ < A< [n], son las caras maximales de M (v).

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) eR* tal v; > --- > v, >0, M(v) el permutaedro de mayori-
zacion asociado con v, A un subconjunto propio no vacio de [n] y F una cara de M (v) tal que
F, c F. Envista de que toda cara de M (v) se obtiene como interseccién de M(v) con un niimero
finito de hiperplanos de soporte de este politopo, tenemos que existen F4, i € [k], tales que
F= ﬂi.‘leAi cumpliéndose que ¢ « A; & --- & Ar & [n], de donde F4 < ﬂi.‘leAi C Fy,, i € [K].
De lo anterior, tenemos que F4 € F,, , para cada i € [k], y deseamos mostrar que F4 = F, para
lo cual, es suficiente ver que A = A;, para cada i € [k]. Supongamos que existe j € [k] tal que
Fp# Fa;, pero,como FyNFy; = Fy # @, entonces A< Ajo Aj < A. En cualquier caso, existe un
vértice que tiene los elementos v1,..., V)4 en las componentes con indices en Ay, simultanea-
mente, tiene el elemento vj4 ; enun indice fuera de Aj, el cual pertenece a F4 pero no a Fu "
contradiciendo que Fs S Fy,. Por consiguiente, A = A;, para cada i € [k], y, como resultado de
esto, podemos afirmar que F4 = F, es decir, que F4 es una cara maximal. O

Teniendo presente que el nlimero de subconjuntos propios no vacios de [n] es 2" — 2, como
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consecuencia del resultado anterior, podemos afirmar que el nimero de caras maximales de
M(v) es 2" —2. De otra parte, dado que M (v) es un politopo simple de dimensién n—1, para cada
ke{0,1,...,n—1}, existe una correspondencia biyectiva entre las intersecciones no vacias de k
caras maximales de M (v) y las caras de dimension (n — 1) — k de este politopo. Con el siguiente
resultado nos proponemos describir de manera combinatoria la estructura facial de M (v).

TEOREMA 2.9. Si v = (v1,...,Uy) € R" es tal que v1 > --- > v, > 0 y M(v) es el permutaedro de
mayorizacion asociado con v, entonces £ (M(v)) =11, U {0}, es decir, el reticulo de caras de M(v)
es isomorfo al reticulo de particiones ordenadas de [n] con 0.

Demostracion. Sean v = (vy,...,V,) € R" tal que vy > --- > v, > 0y M(v) el permutaedro de
mayorizacién asociado con v. Si F es una cara propia no vacia de M(v) entonces, por la pro-
posicion 2.1, existe k € [n—1] tal que F = ﬂleFAi, donde ¢ ¢ A & -+ & Ax & [n]. Ademas, a
la cadena anidada @ ¢ A; & --- & Ax & [n] le podemos asignar, de manera univoca, la parti-
ciéon ordenada de [n] dada por (A1, A2\ Aj,..., A\ Ar_1,[n]\ Ag). Lo anterior sugiere definir
¥ L(M(v)) — II,, U {0} mediante W (F) := (A1, Az \ Ay,..., Ax \ Ax_1,[n] \ Ag), junto con las
igualdades ¥ (@) = 0 y V(M (v)) = ([n]). Veamos que ¥ es un isomorfismo de reticulos:

(a) ¥ estd bien definida: si F € £ (M(v)) es una cara propia no vacia, entonces existe k €
[n—1] talque F = ﬂi.“zl Fs,,donde @ ¢ A; &--- & A < [n] y esta cadena queda determi-
nada univocamente por F. Asi, tenemos que W (F) := (A1, A2\ Ay, ..., A\ Ap_1,[n]\ Ap) €
I1,, U {0} estd bien definida. De otra parte, es claro que ¥ (@) = 0 y V(M (v)) = (In]) son
elementos de IT, U{0}, con lo cual podemos concluir que ¥ es una aplicacién bien definida.

(b) V¥ esinyectiva: sean F}, F, € £ (M(v)) caras propias no vacias tales que ¥ (F;) = ¥V (F»). Si
Fy =M., Fa, donde @ ¢ A -+ ¢ Ap G [nl,y Fo =2, Fp,, donde ¢ € By & -+ & B € [n],
para algunos enteros ki, k; € [n— 1], entonces ¥ (F;) y W (F>) son particiones de [n] con
k1 y ko bloques, respectivamente, pero, en vista de que ¥ (F;) = ¥ (F»), necesariamente
ki =k, =ky A; =B;,i€[k], razén por la cual, concluimos que F; = F».

(©) ¥Yes sobreyectiva: sim = (my,m2...,mk41) € I, para algin k € [n], entonces definimos
Aj:= ULI mi, jelkl,yF= ﬂ;?:l FA]., para los cuales se verifica que W (F) = . En efecto, en
primer lugar se satisface que @ & A; & -+ & A & [n], debido a que todos los bloques de 7
son no vacios y a la manera como se definieron los conjuntos Aj, j € [k]. Por consiguiente,
tenemos que F € £(M(v)) y se cumplen las igualdades ¥ (F) = ¥ (ﬂ?zl FAj) = (A1, A2\
Aty AR\ Agoy, [N Ag) = (1, 72,. ., Tk, Ti41) = 7. De otra parte, si = ([n]) entonces
7 =Y (M(v))y0 eslaimagen mediante ¥ de la cara vacia. De lo anterior, podemos afirmar
que ¥ es una aplicacién sobreyectiva.

(d) ¥ preserva coberturas: si F y G son caras propias no vacias de M(v) tales que G cubre
a F, entonces F se obtiene a partir de G mediante la interseccién de esta tltima cara
con un hiperplano de soporte de M(v) no considerado en la interseccién que define a
G, lo cual ocasiona que la cadena asociada a F se obtenga a partir de la cadena asociada
a G anadiendo exactamente un conjunto. En este caso, claramente W (F) < ¥ (G) en I1,,.
De otra parte, M(v) cubre a las caras maximales, la cual es, claramente, una relacién
que se preserva a través de V. Finalmente, los vértices de M(v) cubren a la cara vaciay,
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teniendo presente que M (v) es un (n — 1)-politopo simple, sus vértices se obtienen como
la interseccion de n—1 caras maximales, razon por la cual, la imagen de los vértices bajo la
aplicacion ¥ son particiones ordenadas de [n] con n bloques unitarios, las cuales cubren
a0 =¥ (@) en el reticulo IT, U {0}.

(e) p-l preserva coberturas: si 7, € I1,, son tales que 7 < 7 en I1,, entonces 7 y 7 son de
las formas 7 = (By, By,...,Bj,Bj+1,...,Bx-1,Bx) y T = (B1,Ba,...,Bj U Bj1,..., Bx_1, Bg),
respectivamente. En consecuencia, tenemos las siguientes igualdades:

-1

W™ (m) = Fp, N FB,uB,) N+ N F(B,u--uBj) NF(BU--UB;jUBj ) N N EF(B,U-UB; )
—1,~

v (7'[) = FB1 n F(BlUB2) N---N F(BlunququH) N---N F(BlLJ“-UBk_l)’

de las cuales, concluimos que ¥~! () < W~ (/) en £ (M(v)). De otra parte, si 7 € I1,, es tal
que 0 < 7, entonces 7 es una particion ordenada de [n] con n bloques. Por consiguiente,
tenemos que W1 (0) = @ y ¥~ (7r) es un vértice de M (v), razén por la cual, concluimos que
Y1) < W~ () en £(M(v)). Por lo tanto, podemos afirmar que ¥ ~! preserva coberturas.

En conclusién, ¥ es un isomorfismo de reticulos y, en consecuencia, £ (M(v)) =11, U 0. O

En el siguiente resultado, usamos la caracterizacion del reticulo de caras de M (v) mediante
particiones ordenadas de [n] para, apoyados en elementos bésicos de conteo, calcular las
componentes del f-vector de M(v).

TEOREMA 2.10. Si v = (vy,..., V) € R" es tal que vy > --- > v, > 0 y M(v) es el permutaedro de
mayorizacion asociado con v, entonces el ntimero de caras de M (v) con dimension n—k, k € [n],
esk!S(n, k).

Demostracion. Sean v = (vy,...,V,) € R" tal que vy > --- > v, > 0y M(v) el permutaedro de
mayorizacién asociado con v. En vista de que M(v) es un (n — 1)-politopo simple existe una
biyeccién entre el niimero de caras de M(v) con dimensiéon n—k = (n—1) — (k—1) y las intersec-
ciones no vacias de k — 1 caras maximales distintas, k € [n]. Ademads, teniendo presente que la
imagen de estas intersecciones mediante la funcién W, utilizada en el teorema anterior, coincide
con el conjunto de particiones ordenadas de n con k bloques, concluimos que el niimero de
caras de M(v) con dimensién n—k, k€ [n], es k!'S(n, k). O

2.1.1.4. ADITIVIDAD DE M (v)

En este corto apartado mostramos una prueba alternativa de la aditividad de M(v). En
[Dah10] encontramos un par de pruebas: la primera de ellas, estd basada en polimatroides y
funciones submodulares y, la segunda, usa herramientas de mayorizacién. De otra parte, la
prueba que nosotros ofrecemos se basa en la identificacién de M(v) con un politopo de Newton,
asociado a cierto polinomio de Laurent. Aunque esta prueba no la encontramos en la literatura
consultada, resulta muy interesante por su sencillez y, especialmente, porque la idea central la
aplicaremos en la seccién siguiente para estudiar la aditividad de M" (v), el permutaedro de
mayorizacién débil asociado con v.
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TEOREMA 2.11. Si v = (vy,...,Uy), D = (U1,..., Up) € R" son tales que vy > -+ > v, >0y 07 >--- >
U, >0, entonces M(v+ D) = M(v) + M(D).

Demostracion. Definamos los polinomios de Laurent f(X) := 3 ses, X°Wyg(X):= 2 pes, b G
de manera que, £ (f) ={0(v) |0 € Sy} y F(g) = {p(D) | p € Sn}. En consecuencia, tenemos que
N (f)=conv({o) |0 €Sy} = M)y AN (g) =conv({pd) |peSy})=M(D), razén por la cual,
M)+ M) =N(f)+N(g) = N(fg). Nos restaria ver que A (fg) = M(v+ D). Observemos
que se satisfacen las siguientes igualdades

fgX)=fXgX) = Z xoW Z xPD) — Z Z X @W+p(D)

g€eS, PES, 0€S, pES,
— Z Xa(v)+0(17)+ Z XU(U)+p(ﬁ): Z XU(U+17)+ Z Xo(v)+p(17),
g€eS, g,pES, o€eS, 0,0€S,
O#p T#p

de donde, tenemos que A (fg) = conv({o(v+ 0),0(v) + p(D) | 0,p € S, con 0 # p}) y, en vista
de que, M(v+ D) = conv({o(v+ D) | o € Sy}), concluimos que, M(v + D) € A (fg). De otra parte,
para cualesquiera g, p € S, se verifica que o(v) + p(?) < v+ Dy, por lo tanto, se satisface la
contenencia conv ({o(v) + p(?) | 0,p € S, con o # p}) € M(v + D), lo cual nos permite afirmar
que A (fg) € M(v+D).En conclusion, A (fg) = M(v+7),dedonde, M(v+0) = M(v)+M(D). O

2.1.1.5. COMENTARIOS FINALES

Esta seccion, la cual dedicamos al estudio de M(v), el permutaedro de mayorizacién aso-
ciado con v, siendo v = (14, ...,v,) € R" satisfaciendo v; > --- > v, > 0, la hicimos con dos
propositos, los cuales comentamos a continuacion.

(i) El primer propdsito consiste en presentar un tratamiento del reticulo de caras de M(v)

que atienda de manera explicita a la propiedad de ser simple, raz6n por la cual, realiza-
mos un estudio detallado y lento de algunos elementos de M(v) que nos permitieran,
posteriormente, emprender la descripcién combinatoria de las intersecciones no vacias
de caras maximales de M(v). En este proceso, siempre atentos a aquello que fuésemos
necesitando, mostramos un par de caracterizaciones del vector c referidas al problema
de optimizacion lineal méxeps,){c, X), a saber, cuando este problema admite una o dos
soluciones en 7 (M (v)). El espiritu que orient6 el trabajo realizado sobre M (v) nos exigié
mantener una visién enfocada en el detalle junto con una actitud de no admitir por dadas
cosas que, no con poca frecuencia, se consideran obvias; por ejemplo, a pesar de ser bien
conocido que los vértices de M(v) son las permutaciones de v y que su dimensién es
dim(M(v)) = n— 1, nosotros ofrecimos una prueba de estos hechos.
Asi pues, reconociendo que varios de los resultados que presentamos en esta seccién son
bien conocidos en la literatura pero, asimismo, siendo conscientes de que el tratamiento
que dimos de ellos no carece de originalidad, queremos extender la invitacion al lector o
lectora a consultar el tratamiento que se le da a la estructura facial de M(v) en [BKL85],
[BS96] y [Bar02], para apreciar distancias y cercanias entre el tratamiento que alli se hace
y el que nosotros hacemos en esta seccion.
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(ii) El segundo propésito fue presentar una prueba alternativa de la aditividad de M (v). En la
literatura consultada encontramos un par de pruebas: la primera, basada en propiedades
del poliedro base asociado a una funcién submodular, y la segunda, apoyada en técnicas de
mayorizacion, véase [Dah10] para mds detalles. Desde nuestra perspectiva, la prueba que
ofrecemos resulta muy interesante por su sencillez y, ademds, porque fue una herramienta
que pudimos aplicar con facilidad para el estudio de la aditividad en otros de los politopos
que estudiamos en nuestro trabajo. Nuevamente, invitamos al lector o lectora a consultar
las mencionadas pruebas de la aditividad de M (v) para, de esta manera, contrastar el
tratamiento que en estas se realiza con aquel que llevamos a cabo en el presente trabajo.

2.1.2. PERMUTAEDRO DE MAYORIZACION DEBIL

El estudio que emprendemos en esta seccién se enmarca en el mismo espiritu de aquel que
realizamos en la seccién anterior; es decir, nuestro objetivo principal, al igual que entonces,
es la descripcién combinatoria de la estructura facial del permutaedro de mayorizacién débil
asociado con v, que denotamos M¥ (v), para lo cual, usaremos estrategias y técnicas similares a
las utilizadas al estudiar £ (M (v)). Asimismo, mostramos una prueba alternativa de la aditividad
de M" (v) usando politopos de Newton y, al final de la seccién, presentamos una biyeccion entre
los vértices de M (v) y ciertas matrices combinatorias contenidas en </ (R, S), biyeccién, que
en cierto modo, extiende la existente entre los vértices de M (v) y las matrices de permutacion.

En el afio 1959, en una publicacién titulada On a Convex Set of Matrices, el matemdtico ruso
Mirsky present6 resultados en torno al conjunto de matrices doble subestocdsticas y al concepto
de mayorizacién débil, véase [Mir59]. El teorema de Mirsky afirma lo siguiente: si x,y € RY,
entonces x<"y si, y s6lo si, x estd en la envolvente convexa del conjunto {(11Yz,,...,MnYx,) |
e Sy;n; €1{0,1},1 € [n]}, razén por la cual, nosotros denominamos conjunto de Mirsky al con-
junto {(N1Yn,s.--»MnYx,) | T € Sy;n; € {0,1},1 € [n]}. Este resultado sugiere definir el conjunto
{x e R? | x<"y}, objeto que nosotros no encontramos definido en la literatura consultada. En
consecuencia con lo anterior, empezamos presentando al lector o lectora la definicién que
dimos del permutaedro de mayorizacion débil, la cual construimos con base en el teorema de
Mirsky y en la definicién, presentada en la seccién anterior, de permutaedro de mayorizacion.

DEFINICION 2.2, Si v = (vy, V2, ..., Uy) € R" es tal que v; > vp > --- > v, > 0, entonces el conjunto
MY (v) :={x € R} | x<" v} lo denominamos permutaedro de mayorizacién débil asociado con
V.

EJEMPLO 2.3. El permutaedro de mayorizacién débil asociado con el vector (2, 1), el cual deno-
tamos MY ((2,1)), contiene los vectores x = (x1, x») € [Ri que satisfacen la condicién x<%(2,1),
es decir, que cumplen las desigualdades x; = 0, x2 =0, x; <2, xp <2y X1 + X2 < 3. Estas desigual-
dades conforman, de hecho, una #-descripciéon de M*((2,1)) y nos permiten obtener una
representacion gréfica de este politopo en el plano cartesiano, la cual mostramos en la figura
2.7, que usamos posteriormente para hacer algunas observaciones sobre M%((2,1)).

El conjunto de vértices de M ((2,1)) es ¥ (M"Y (2,1)) = {(0,0),(2,0),(0,2),(2,1),(1,2)}; 1a di-
mensién de M ((2,1)) es 2, que corresponde a la dimensién de R?; cada vértice de MY ((2,1))
estd contenido en exactamente dos aristas, lo que nos muestra que M"((2,1)) es un politopo
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0.5 1 1.5 2

Figura 2.7: M"((2,1)), permutaedro de mayorizacién débil asociado con (2,1).

simple. En la figura 2.8 mostramos G(M"Y((2,1))), el grafo del politopo M¥((2,1)).

{2, D)} ———{1,2)}

N\

{(2,0)} (0,2)}

{
{(0,0)}
Figura 2.8: G(M"((2,1))), grafo del politopo M ((2,1)).

Las caras maximales de M ((2,1)) se pueden poner en correspondencia biyectiva con las
desigualdades de la #-descripcién de M ((2,1)). Esta correspondencia la exhibimos en la tabla
2.4.

Dado que M%Y((2,1)) es un 2-politopo simple entonces, para cada k € {0,1,2}, hay una
biyeccion entre las caras de dimensién 2 — k y las intersecciones no vacias de k caras maximales
distintas de M ((2,1)). Asimismo, estas intersecciones pueden ponerse en correspondencia
con parejas ordenadas, donde la primera componente es un subconjunto I de [2], mientras
que la segunda componente es una cadena anidada sobre [2] \ I. En la tabla 2.5 presentamos la
biyeccién existente entre las parejas ordenadas mencionadas y las caras de MY ((2,1)).

EJEMPLO 2.4. El permutaedro de mayorizacién débil asociado con el vector (3,2,1), el cual
denotamos por M ((3,2,1)), contiene los elementos x = (x1, X2, X3) € [R*j’r que cumplen la condi-
ciéon x=<%(3,2,1), es decir, que satisfacen las desigualdades x; =0, x, =20, x3 =0, x; <3, X2 <3,
X3<3,X1+X2<5,x1+Xx3<5, X2+ X3 <5V X1 + X2 + X3 < 6. Estas desigualdades conforman una
A£-descripcion de MY((3,2,1)) y ellas nos permiten visualizar este politopo en R3.Enla figura
2.9 mostramos una representacion grafica de M ((3,2,1)), que usaremos después para formular
algunas observaciones sobre este politopo.
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Cara maximal de M%((2,1)) Desigualdad

F{’f} ={(x1,x2) € MY((2, 1)) | x; =2} X1 <2
=conv({(2,0),(2,1)}

F{gj} ={(x1,X%2) € MY ((2,1)) | xo =2} Xo<2
=conv({(0,2),(1,2)})

Fily =) e MY(2,1D)) [ x1+x2=3} | x1+x<3

=conv({(2,1),(1,2)})

Gy, =1, x) e MY((2,1) | x1 =0} x1=20
= conv({(0,0),(0,2)})

Gl =1{(x1, %) € MY((2,1) | x, =0} =0
=conv({(0,0),(2,0)})

Tabla 2.4: Caras maximales de M¥((2,1)).

Figura 2.9: M ((3,2,1)), permutaedro de mayorizaciéon débil asociado con (3,2, 1).

El conjunto de vértices de M ((3,2,1)) es:

V(M"Y ((3,2,1))) ={(0,0,0),(3,0,0),(0,3,0),(0,0,3), (3,2,0),(2,3,0), 3,0,2),(2,0,3),
©,3,2),00,2,3),8,2,1),,1,2),(2,3,1),(2,1,3),(1,3,2),(1,2,3)}.

La dimensiéon de M ((3,2,1)) es 3, que corresponde con la dimensién de R3; cada uno de
los vértices de M"((3,2,1)) estd contenido en exactamente tres aristas, razén por la cual,
M™((3,2,1)) es un politopo simple. En la figura 2.10 mostramos G(M"((3,2,1))), el grafo del
politopo M*¥((3,2,1)), en donde apreciamos con mds facilidad la propiedad de ser simple de
MY((3,2,1)).

Las caras maximales de M ((3,2,1)) estdn en correspondencia biyectiva con las desigualda-
des de la #-descripcion de este politopo, tal como observamos en la tabla 2.6.

En vista de que M%((3,2,1)) es un 3-politopo simple entonces, para cada k € {0,1,2, 3}, existe
una correspondencia biyectiva entre las caras de M%((3,2,1)) de dimensién 3 — k y las intersec-
ciones no vacias de k caras maximales distintas de este politopo. A su vez, estas intersecciones
no vacias estdn en biyeccién con parejas ordenadas, donde la primera componente es un sub-
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MY ((2,1))
Caras de dimension 2-0
MY(@21) | (8,8<(1,2)\9)

Caras de dimension 2-1
F{’f} (@, 0= {1} {1,2}\ @)
Fj (8,02 c{1,2}\9)
F{L{/,Z} (@,0 <{1,2} ={1,2}\ @)
G{"f} (1L @ < {1,2} \ {1}
G{Lg} ({25 ¢ = 1{1,2}\ {2})

Caras de dimension 2-2
FYNnEYy | (@,0<{ll<{1,20<{1,2))
F{’g’} OF{’{’,Z} (@, 0%2t<{1,2} =1{1,2})
G{Lf} mF{’g} {1}, @ <21 = 1{1,2} \ {1})
G{"z’} ﬂF{'{’} {2L, @ < {1} < {1,2}\ {2})

GE NGl | (1,28 <(1,2)1(1,2))

Tabla 2.5: Caras de M%((2,1)).

conjunto I de [3] mientras que la segunda componente es una cadena anidada sobre [3]\ I.
En las tablas 2.7, 2.8 y 2.9 presentamos la biyeccién entre las parejas ordenadas que hemos
mencionado y las caras de M ((3,2,1)).

2.1.2.1. VERTICES DE MY (v)

El permutaedro de mayorizacion débil asociado con el vector v = (vy,..., v,) € R", tal que
vy >+ > vy, >0, el cual hemos denotado por M (v), consiste de los elementos x = (x1,...,X,) €
R” que satisfacen la condicién x=" v, es decir, que cumplen las desigualdades x =0, jen],
YieaXi < Z'l.’ill Vi, © & A < [n]. Estas desigualdades nos dan una #-descripcion de M™ (v)
y, ademads, nos permiten afirmar que los hiperplanos de soporte de este politopo son H; :=
(1,0 Xn) ER™ | x; = O}, j € [n], Ha = {(x1,...,%0) €R™ | Tjeaxi = ¥4 03}, 6 € A< [n]. En
vista de que toda cara de M"(v) se obtiene como la intersecciéon de este politopo con un
numero finito de hiperplanos de soporte, resulta natural definir las caras obtenidas al intersecar
MY (v) con un tnico hiperplano de soporte, pues toda cara de M (v) se obtiene, a su vez,
intersecando estas caras mas sencillas. Definimos entonces los conjuntos F’f{’ = MY (v) N Hy,
@< Ac(n], G{“]f} := M"(v)n Hj, j € [n], yla primera pregunta que formulamos es ;cudndo la
interseccién de estos conjuntos es no vacia?

PROPOSICION 2.12. Si A y B son subconjuntos no vacios de [n] distintos y j € [n], entonces
(1) G{"jf} mF}f # @ si, ysolosi, j € A.
(2) FYNFY # ¢ si,ysolosi, A BoBgA.

Demostracion. Sean v = (vy,..., vy) € R, tal que vy > --- > v, >0,y MY (v) el permutaedro de
mayorizaciéon débil asociado con v. Consideremos, ademds, A y B dos subconjuntos no vacios
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(2,3,1)} {(1,3,2)}
\ s /
{(2,3,0)} {(0,3,2)}
{(3,2,1)} / \ {(1,2,3)}
{(3,2,0)} {(0,0,0)} {(0,2,3)}

NSNS

{(3,0,0)} {(0,0,3)}
{3,0,2)} — {(2,0,3)}

{8,1,2)} —{(2,1,3)}

Figura 2.10: G(M"((3,2,1))), grafo del politopo M"((3,2,1)).

de [n] distintosy j € [n].

(1) Si j ¢ A entonces cualquier elemento y = (yy,..., yn) € R” cumpliendo las condiciones
{yilie Ay ={vy,...,va} v ¥i =0, siempre que i ¢ A, es un elemento de G{L}f} NFEY,y
como existe al menos un elemento con las caracteristicas descritas, concluimos que
G{L;f} NF} # @.Reciprocamente, si j€ Ay y = (y1,...,¥n) € G{“]f} entonces y; = 0, asimismo,

. . [A\{j}] Al-1
se satisfacen las relaciones } ;e o yi = yj + Lica\ijy Vi = Lieavjy Vi < Zl.zlj Vi = le.zll v; <
Zli’ill v;, teniendo presente que y € M (v), en la primera desigualdad, y que v|4 >0, en la
desigualdad estricta. Por lo tanto, y ¢ F}' y, consecuentemente, G{L;} NFEY=9.

(2) Si A & B entonces cualquier elemento y = (yy,...,y,) € R" que satisfaga {y; | i € A} =
{vi,...,vah Wi li € B\AY = {vjg+1,..., ViB} Y ¥i = 0, siempre que i ¢ B, es un elemento
de F)' n Fg', y como hay al menos uno de tales elementos, concluimos que Fy' N Fp' # @.
De manera similar, para el caso B & A, podemos encontrar un elemento y = (y1,..., Yn) €
FYNFY.Ahorabien,si AZ By B¢ Aentonces A\B# @y B\ A# @y podemos definir
los nlimeros enteros positivos s :=|A\ B|, t := |B\ Al y el entero no negativo u:=|An B.
Supongamos que existe y = (y1,...,y») € Fy' N Fy’, de manera que, ¥.;c4yi = Z'l.‘ill viy
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Cara maximal Desigualdad
F{’{’} = {(x1, X2, x3) € M ((3,2,1)) | x1 =3} X1 <3
=conv({(3,0,0),(3,2,0),(3,0,2),(3,2,1),(3,1,2)})
F{‘z"} = {(x1, X2, x3) € MY ((3,2,1)) | xo = 3} X, <3
= conv({(0,3,0),(2,3,0),(0,3,2),(2,3,1),(1,3,2)})
F{‘?‘)’} = {(x1, X2, x3) € MY ((3,2,1)) | x3 =3} xX3<3
= conv({(0,0,3),(2,0,3),(0,2,3),(2,1,3),(1,2,3)})
Fuljz} = {(xl,xg,x3)€M“’((3,2,l)) | X1 + x2 =5} X1+x2<5
=conv({(3,2,0),(2,3,0),(3,2,1),(2,3, 1)}
Fyg  ={(x1,x2,x3) € M((3,2,1)) | x1 + x3 = 5} X1+x3<5
=conv({(3,0,2),(2,0,3),(3,1,2),(2,1,3)})
Fyy = {(x1,x2,x3) € M"Y ((3,2,1)) | x2 + X3 = 5} X2+ Xx3<5
= conv({(0,3,2),(0,2,3),(1,3,2),(1,2,3)})
F{Lf,z,?,} = {(xl,xg,xg)eM“’((&Z,l)) |X1+XZ+X3=6} X1+X2+Xx3<6
=conv({3,2,1),(3,1,2),2,3,1),(2,1,3),(1,3,2),(1,2,3)})
G{"l’} = {(x1, X2, x3) € M¥((3,2,1)) | x1 = 0} x1=0
= conv({(0,0,0),(0,3,0),(0,0,3),(0,3,2),(0,2,3)})
G{uz/} = {(x1, X2,Xx3) € Mw((3,2, 1) | X2 =0} X220
= conv({(0,0,0),(3,0,0),(0,0,3),(3,0,2),(2,0,3)})
G{‘g} = {(x1, X2, x3) € MY ((3,2,1)) | x3 =0} x3=0
= conv({(0,0,0),(0,3,0),(3,0,0),(3,2,0),(2,3,0)})

Tabla 2.6: Caras maximales de M ((3,2,1)).

YiepYi= Z'fi '1 v;, y se tienen las relaciones

[A| |B|
YO ViE Y Vit Vim ) Vi= ) Uit) Vi— ), Vi
i€ AUB i€A i€eB i€ ANB i=1 i=1 i€ ANB
|A]| |B| |AnB]| st+u u+t

=) vt ) vi— Y, v,_Zv,+Zv, Zvl
=T e —
N S+u u+t

=Z vl+Zv,+ Y vi- Zv,
i=1 i=s+1 i=u+l
s s+u u+t s+u s+u+t
=Y v Zyl+zy,>zy, S v+ Y v
i= i=s+1 i=u+l i=s+1 i=s+u+l
st+u+t |AuB|

i=1

en donde hemos usado que |A| = [A\B|+|AnB|=s+u, |B|=|B\A|l+|AnB|=t+uy
|[AUB|=|A\B|+|AnB|+|B\ Al = s+ u+ t, ademas, el hecho que y € M (v). La tiltima
desigualdad estricta en las relaciones anteriores la obtenemos al sumar las desigualdades
Vyu+i > Ustu+i, | €[], las cuales se satisfacen debidoaque s=1y v, >---> v, >0.Delo
anterior, podemos afirmar que }_;c aup Ji > Z‘AUB ! v;, lo cual contradice que y € M" (v).
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M"Y((3,2,1)
Caras de dimensi6n 3-0
M"((3,2,1)) | (@, 2<11,2,3}\ 9)
Caras de dimensi6n 3-1
Fy (2,0 {1}<{1,2,31\9)
E3 (@, < {2} <{1,2,3}\ 9)
Fig (8,93 =1{1,2,31\ @)
Fly (8,0 <{1,2}<{1,2,3}\ 9)
Fi3 (9,9 <{1,3}<{1,2,3}\ ¢)
Foy (9,0 <12,3}<{1,2,3}\9)
Floq (8,0 <11,2,3111,2,3}\ @)
Gl ({1}, <1{1,2,3}\ {1})
Gp, ({2}, ={1,2,3}\ {2})
GY, ({3}, 8 <11,2,3}\ 3))

Tabla 2.7: Caras de M%¥((3,2,1)). (Parte 1)

De modo que, F’f{’ NnF é" # ¢, con Ay B subconjuntos no vacios de [n] distintos, implica
que AsBoBgA.

O

TEOREMA 2.13. Si y = (y1, ¥2,-..., Yn) € R" entonces y es un vértice de M (v) si, y sélo si, satisface
una de las siguientes condiciones:

(1) y=0.
() y # 0 y tiene exactamente k componentes no nulas ocupadas por los niimeros reales
V1,..., Vg, para algun k € [n].
Demostracion. Sean v = (vy,...,vy) € R, tal que vy > --- > v, >0,y MY (v) el permutaedro de

mayorizacién débil asociado con v. Un elemento y = (yy,...,¥,) es un vértice de M¥ (v) si, y
sélo si, existen G{"l.’}, iel,yFY, je[k], tales que
J

N

(DG{”;} ={y}, o<i<lnl, @CAC - CAChNT

iel

k
M F4
=L

dondel=<k<|[n]\I|.SiI=[n]entonces ye ﬂl’.lzl G{“l.’} y, por lo tanto, y = 0. De otra parte, si I #
[n] entonces [n]\ [ # @ yla cadena anidada @ C A; € --- C Ag € [n]\ I es no vacia. Supongamos
que en esta cadena anidada existen un par de conjuntos By C consecutivos tales que |C|—|B| = 2.
Como, en particular y € Fy' N FY, entonces tenemos que Y ;cp yi = Z'ilill ViVXiecYi= z'l.i'l viy,
en consecuencia, ¥\°\ v; = Yjecyi = Liep Vit Liccn Vi = Loy Vi+Zicc\g Vi, de donde, se sigue
que Y jec\BYi = Z:gll +1 Vi- Por consiguiente, cualquier elemento y = (y1,..., y;,) satisfaciendo las
condiciones y; = y;, siempre que i ¢ C\ B, y {J; | i € C\ B} = {v|B|+1,..., V|B|+} pertenece a los
mismos hiperplanos de soporte de M (v) en los que se encuentra y; ademads, como |C|—|B| =2,
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M™((3,2,1))

Caras de dimension 3-2

w w
FynFyg

(@, 0= {1} &{1,2} ={1,2,3}\ @)

w w
Fy Nk

@,2<{1}<{1,3}<{1,2,3}\9)

w w
FyNFyas

(@,2<{1}<1{1,2,3} ={1,2,3}\ ©)

(2,0« {21 <{1,2} ={1,2,3}\ 9)

w w
Figp Ny

(2,0 <{21<{2,3} ={1,2,3}\ @)

w w
Fg NF,g

(2,021 <{1,2,3} = {1,2,3}\ @)

w w
FigyNFyg

(@,2<81<{1,3}<{1,2,3}\9)

w w
Figy N Ep s

(@,2<81<{2,3}={1,2,3}\9)

w w
Figy N Fp3

(2,2« {31<1{1,2,3} ={1,2,3}\ ©)

w w
Fioy N o)

(@,2<1{1,21<{1,2,3} = {1,2,3} \ @)

w w
Fia N Fos

(@,0%1{1,31<1{1,2,3} = {1,2,3}\ ©)

w w
Flos N Foa)

(0,0 %1{2,31<{1,2,3} ={1,2,3}\ ©)

w w
Gy N Ep)

({1}, @ < {21 = {1,2,3} \ {1})

w w
Gy N g

({1}, 0 < {31 = {1,2,3}\ {1})

w w
Gy N

{152 < {2,3} = {1,2,31\ {1})

w w
Gy N

({2}, 0 < {1} ={1,2,3}\ {2})

w w
Gy N g

({2}, 0 < {31 = {1,2,3}\ {2})

w w
Gy N

2L 2 < {1,3} = 1{1,2,31\ {2})

w w
Gy N

({3hLo e {1l ={1,2,3}\{3})

w w
Gy Ny

{3h, o< {2 ={1,2,3}\{3})

w w
Gy N E g

Bho<{l,2t=11,2,31\{3})

w w
G NGy

({1,2}, 0 ={1,2,31\{1,2})

w w
Gh NGy

({1,359 ={1,2,3}\ {1,3})

w w
G NG

(12,3}, 0 <11,2,31\{2,3})

Tabla 2.8: Caras de M%¥((3,2,1)). (Parte 2)

hay varios elementos cumpliendo las condiciones dadas, suceso que contradice que y sea el

Unico elemento en la interseccion de los conjuntos G{"i’ L I1e], Fg’l, j € [k]. Por lo tanto, si By
7

C son conjuntos consecutivos de la cadena anidada @ C A; € --- C Ag < [n]\ I se debe tener

que |C|—|B| =1, razén por la cual, esta cadena debe ser de la forma @ C {j1} C {j1, jo} T -+-

-

=

{j1,--o» jk-1} S {j1,---, ji} = [n]\ I y, en tal caso, y queda univocamente determinado por las
igualdades y;, =v;, i€ [kl,y y; =0sii&{ji,..., jx}. Es claro que y # 0 y tiene exactamente k
componentes no nulas ocupadas por los niimeros reales vy, ..., V.

O

COROLARIO 2.14. Si v = (vy,...,Vvp) e R es tal que vy > --- > v, > 0 y MY (v) es el permutaedro
de mayorizacion débil asociado con v, entonces |V (MY (v))| = Z:o (Z) k!, dondeV (M% (v)) es el

conjunto de vértices de MY (v).

Demostracion. Por el teorema 2.13, si k € [n] entonces todo vértice y de M™ (v) con k compo-

nentes no nulas lo podemos obtener realizando los siguientes dos pasos consecutivos:
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M™((3,2,1))
Caras de dimension 3-3
EYNFU,nFY, 5 | (@0,0<{1}<{1,20<{1,2,3} <{1,2,3}\ 9)
F{L{’}QF{'{’S}OF{’{’,Z’& (?,0<{1}<1{1,3} {1,2,3} = {1,2,3} \ )

FynEynFY,q | (382 <{1,2<(1,2,31(1,2,3]\9)
FynFy ynFY,, | (3,0<21e2311{1,2,31(1,2,3]\9)
FYnF{ynFY,, | (2,081<{1,31<11,2,311(1,2,3}\ )
FXNnFY, NnFY (0,0 <{31<{2,3} < {1,2,3} = {1,2,3}\ )

3 M3 N os)
w w w

G Ny NEyy

GY NFYNFY., ({1},0 €131 € 12,31 S {1,2,31\ (1)

}

3| }
(2L p < {1} =1{1,3} = {1,2,3}\ {2})

}

}

}

({1}, 0 < 2} < {2,3} = {1,2,3} \ {1})

w w w
G NEFy N Fy 5

G{Lg}ﬁF{g"}ﬂF{’fs} {2}, <« {3} < {1,3} = {1,2,3}\ {2})
G{"g’}mF{Lf}mF{bﬂz} Bhos{l}e{1,21 ={1,2,3}\ {3}
G{%}}OF{%OF{L{"Z} ({3 o<{2l <{1,2} = 1{1,2,3}\ {3})
G{"I’}OG{L‘Z’}OF{%’} (11,2}, o < {31 < {1,2,3}\ {1,2})
GH\ NG NF ({1,3}, ¢ < {2} ={1,2,3} \ {1,3})
G{"z’}mGg}mF{'{’} ({2,3L, p < {1} < {1,2,3}\{2,3})
G{"I’}OG{‘g}ﬂG{’g} ({1,2,3}, 9 ={1,2,3}\{1,2,3})

Tabla 2.9: Caras de M%((3,2,1)). (Parte 3)

(1) definiendo los indices de las componentes no nulas que va a tener y,

(2) asignando un lugar a cada uno de los elementos vy,..., vy en las componentes escogidas
previamente.

El paso (1) puede realizarse de (’,Z) formas distintas y el paso (2) puede hacerse de k! maneras
diferentes, de modo que por el principio fundamental del conteo hay (',:) k! vértices de MY (v)
con k componentes no nulas. Por el principio de la suma, concluimos que el namero total de
vértices de M™ (v) es X7_, (1) k! O

PROPOSICION 2.15. Si v = (v1, V,..., V) € R" es tal que vy > vy > -+ > v, > 0 entonces M"Y (v) =
conv(lo(x)|o €S, x€ B, donde

‘%: {67(1)170!"'70))(1}1’ VZ!OY"')0)7"')(VI)""Vn_170)’v}'

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R" tal que vy > --- > v, > 0y M¥(v) el permutaedro de
mayorizacién débil asociado con v. Dado que M¥ (v) es la envolvente convexa de sus vértices,
es suficiente mostrar que ¥ (M"Y (v)) = {o(x) | 0 € Sy, x € B}. Si y = (y1,-..,Yn) € V(MY (1))
entonces, por el teorema 2.13, y = 0 0 y # 0 y tiene exactamente k componentes no nulas
ocupadas por los elementos vy, ..., Vg, para algin k € [n]. En el primer caso, es claro que y €
{o(x)| 0 €Sy, x € B}, pues 0 € B, y, en el segundo caso, existe o € S,, tal que y = o(x), donde
x = (v1,...,0,0,...,0) € B, y concluimos nuevamente que y € {o(x) |0 € S;;,x € #B}.Si y =
Y1y, yn) €{o(x) |0 € Sy, x € 9B}, entonces y =0 (x),donde 0 € S, yxe %B.Si x = 0 entonces
y =0, y si existe k € [n] tal que x = (vy,..., V%,0,...,0) entonces y # 0 y tiene k componentes



CAPITULO 2. POLITOPOS DE MAYORIZACION 52

no nulas ocupadas por vy,..., Vx. En cualquiera de los dos casos, tenemos que y € ¥ (MY (v)).
En consecuencia de lo anterior, tenemos que MY¥ (v) = conv({o(x) | 0 € Sy, x € AB}), que era
justamente lo que queriamos demostrar. O

Conocer los vértices de M" (v) resulta ttil cuando abordamos problemas de optimizacién
lineal con conjunto factible M (v); en particular, podemos caracterizar todos los problemas
de este tipo que admiten una tnica solucion. El siguiente resultado, justamente, tiene como
propdsito dar una sencilla caracterizacién de aquellos funcionales lineales de R" que alcanzan
sumaximo en un solo vértice de M% (v).

PROPOSICION 2.16. Si v = (vy,...,V,) €eR" estal que v1 > --- > v, > 0 y MY (v) es el permutae-
dro de mayorizacién débil asociado con v, entonces el problema de optimizacion lineal de la
formamax,epw(y){c, x), donde c = (cy, ..., c,) € R", admite solucién tinica si, y solo si, ¢ no tiene
componentes nulas y sus componentes positivas son distintas dos a dos.

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R" tal que vy > --- > v, > 0, MY (v) el permutaedro de
mayorizacién débil asociado con v, ¢ = (cy, ..., ¢,) € R" y consideremos, ademds, el problema
de optimizacién lineal maxyepw () {c, x). Empecemos mostrando que este problema de opti-
mizacion lineal siempre admite solucién. Definamos los conjuntos de indices I, J y K como
sigue:

I'={ien]|¢;>0}, J:={jelnllcj=0}, K:={ke[n]|c<0},

haciendo t=|I|, u=1J| y s=|K|. Sean iy,..., it, j1,..-, ju, k1, ..., ks los elementos de [n] ordena-
dos de modo tal que ¢;; =--- = ¢;,, ¢j, =+~ =Cj, Y Ck, =+ = ¢, con la salvedad de que si alguno
de los conjuntos I, J o K es vacio, entonces sus elementos no aparecen en la lista. Una solucién
al problema maxepw(y){c,x) €s y = (y1,..., ¥n) € MY (v) definido por las igualdades

yiy=v1, paratodo l€{l,...,1}, y;j=0sije], yr=0sikek.

En efecto, si x = (x1,...,X,) es una solucién de max e pw(y) (c, X) entonces las componentes con
indices en el conjunto K deben ser nulas, pues en caso contrario existiria k € K tal que x; > 0,
y el vector X = (i1,..., X,) obtenido de x anulando x; pero dejando el resto de componentes
iguales es tal que

(c,X) = Z cjfj:ckfk—{— Z ij~j=CkX~k+ Z CjXj
jelnl jelnl\ik} Jjelni\{k}
= 0+ Z CjXj>CrpXxi+ Z CjXxj= Z ijj:<C;x>r
jelnl\ik} Jeln\k} JElnl

donde, en la tercera, igualdad hemos usado que X =X, 8] # k,y en la desigualdad tenemos
presente que 0 = ¢ Xy > X Cy en vista de que xi > 0, ¢y <0y X = 0. Lo anterior contradice que x
es solucién de maxyepw(y) {c, x); por lo tanto, concluimos que las componentes de x con indices
en K son necesariamente nulas. De otra parte, como c; = 0 para todo j € J, podemos afirmar que
las componentes de x con indices en J resultan irrelevantes para el problema de optimizacién
max e pmw(y) (C, X). Finalmente, las componentes de x con indices en K deben ser tal que para
todo l€{l,..., 1}, xi, seala [-ésima componente mds grande de un vector en MY (v), es decir,
Xk, = vy paratodo [ € {1,...,}.
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Por lo tanto, el problema de optimizacién lineal maxyeprw(p){c, X) siempre tiene solucién. Abor-
demos ahora si las condiciones de unicidad del enunciado.

=)

(<)

Sea ¢ = (cy,...,cn) € R y supongamos que el problema de optimizacién lineal sobre MY (b)
dado por méxepw(y){c, x) tiene una tinica solucién. Asi, tal solucién necesariamente debe
ser un vértice de M¥ (v). Es mds, las componentes de tal vértice correspondientes a indices
en I deben estar ocupadas por los nimeros vy, ..., V; y las componentes correspondientes
aindices en K deben ser nulas.

Si ¢ tiene una componente nula en un indice j € Jy y = (y1,..., yn) € ¥ (M"(v)) es la tinica
solucién del problema de optimizacién lineal maxyepw(y) {(c, x) entonces tenemos dos
situaciones posibles y mutuamente excluyentes: y; >0 o y; = 0. En el caso que y; > 0 defi-
nimos j = (1, ..., ¥») mediante las igualdades y; = y;,sii ¢ J,y 7; =0, sii € J, y obtenemos
un vértice de M (v) distinto de y pero que también es solucién de max e pyw(y){c, x). Si se
da que y; = 0 entonces definimos y = (¥1,..., y;) mediante las igualdades y; = y;,sii ¢ J,
Vi=vt1yyi=0,sii€J\{j} con lo cual obtenemos un vértice de M (v) distinto de y
pero que también da solucién al problema méxepw(y){c, x). Es decir, en cualquiera de las
dos situaciones se contradice que y es la Gnica solucién de max e v () {c, X), y esto nos
permite concluir que ¢ no tiene componentes nulas.

Si ¢ tiene dos componentes positivas iguales en los indices i}, € [ y ¥y = (y1,...,¥n) €
¥ (M"Y (v)) es la tinica solucién del problema de optimizacién lineal max ey« (y){c, x), en-
tonces y € ¥ (M"Y (v)) obtenido a partir de y al permutar sus componentes i) e iy pero
dejando el resto de componentes iguales, es una solucién de méx,eps«(y){c, x) distinta de
¥, lo cual contradice que y es la tinica solucién de méx,epw(y){c, X) y, en consecuencia,
podemos afirmar que las componentes positivas de ¢ son distintas dos a dos.

Supongamos que ¢ = (cy,..., ;) € R"” no tiene componentes nulas y sus componentes
positivas son distintas dos a dos. En este caso tenemos que | J| = u =0ysiiy,..., iz k1,..., ks
son los elementos de [n] ordenados de modo tal que ¢;; > -+->c¢;, >0 > ¢y, =+ = ¢,
entonces tenemos dos posibles situaciones: (i) si £ > 0 entonces el tinico vértice que da
solucion al problema de optimizacién lineal maxye () {c, x) es y = (y1,..., ¥n), definido
por las igualdades y;, = v;, l € [t],y y; =0, si i ¢ {i1,...,i;}; (ii) si £ = 0 entonces la tinica
solucién al problema es y = 0.

2.1.2.2. M¥(v) ES UN POLITOPO SIMPLE

Tenemos dos propositos en este pequefio apartado: el primero de ellos consiste en ca-
racterizar cuando dos vértices de M¥ (v) son incidentes, es decir, cuando ellos estdn en una
misma arista de M (v); y el segundo propésito es mostrar que M¥ (v) es un politopo simple.
Comenzamos con una proposicién donde caracterizamos los funcionales lineales de R” que se
maximizan en exactamente dos vértices de M (v), o equivalentemente, aquellos funcionales
de R” que alcanzan su maximo en exactamente una arista de M" (v).

PROPOSICION 2.17. Si v = (vy,...,v,) € R" es tal que vy > --- > v, > 0, entonces MV (v) es un
politopo de dimension n.



CAPITULO 2. POLITOPOS DE MAYORIZACION 54

Demostracion. Sea v = (vy,..., ;) € R" tal que vy > --- > v, > 0. Consideremos los politopos
M(v) y MY (v). Por definicién, M(v) € M¥(v) cR" yasi n—1 = dim(M(v)) < dim(M"¥(v)) <
dim(R") = n. De otra parte, los vectores

(Ulyoyn-’o))(vl’V2’0)~-~)0)’-~-)(U1,UZ)""U}'I);(O»"«)O» V])

son n+1 elementos de M" (v) afinmente independientes. En efecto, sean a j, j € [n+1], nimeros

reales tales que Y"1

j:laj:oy

a1(v1,0,...,0) + a2 (v1, 12,0,...,0) +... + a,(v1, V2,..., UVp) + @p+1(0,...,0,v1) =0,

lo que conduce a las ecuaciones (Z;‘:k aj) Vr=0keln-1],y, apvp+ap 1 =0.Sik=1
obtenemos a .1 =0, puesto que v; >0y 27;’11 aj = 0; ademas, a, = 0 de la dltima ecuacion.
Tomando, de manera sucesiva, los valores k = n—1,...,1 obtenemos que a = 0, para todo
k € [n—1], lo que muestra que los n + 1 vectores de M (v) dados son afinmente independien-
tes y, como consecuencia de esto, dim(MY(v)) = n. En conclusién, MY (v) es un politopo de

dimensioén n. U

PROPOSICION 2.18. Si (vy,...,v,) €R" es tal que vy > --- > v, > 0y MY (v) es el permutaedro de
mayorizacion débil asociado con v, entonces el problema de optimizacién lineal

méXxEMw(V)<C)x>) c= (Cl’“-)cn) ER”!

tiene como conjunto solucién una arista de M™ (v) si, y sélo si, se cumple una de las siguientes
condiciones:

(1) c tiene exactamente una componente nula y sus componentes positivas son distintas dos a
dos.

(2) c no tiene componentes nulas pero tiene exactamente dos componentes positivas iguales.

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R" tal que vy > --- > v, > 0, MY (v) el permutaedro
de mayorizaciéon débil asociado con v y consideremos el problema de optimizacion lineal
maxXyepw ()¢, X), donde ¢ = (cy,..., ¢,) € R". Definamos los conjuntos de indices I, / y K como
sigue:

I'={ie[n]|¢;>0}, J:={jelnllcj=0}, K:={ke[n]|c<0},

haciendo t =11, u=1Jy s=IKl|.

(=) Supongamos que el problema de optimizacién maxye s« (y){c, X) tiene como conjunto so-
lucién una arista </ del politopo M™ (v),ysean y = (y1,...,¥n), ¥ = (J1,.--, Vn) € V(MY (1))
los inicos vértices de M"Y (v) que estdn en </. Vamos a mostrar que c satisface alguna de
las condiciones (1) o (2) del enunciado. Para ello, consideremos los siguientes casos:

Caso 1: En este caso asumimos que ¢ no tiene componentes nulas. Si las componentes posi-
tivas de c son distintas dos a dos, entonces se satisfacen las condiciones de la propo-
sicién 2.16 y, en consecuencia, el problema de optimizacién lineal méaxyepsw () {c, x)
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Caso 2:

(<)

tendria una tnica solucién, lo que contradice que el conjunto solucién de este pro-
blema es la arista <. En la situacién en que c tuviese mas de dos componentes
positivas iguales, entonces existirian indices i1, iz, i3 € I tales que ¢;, = ¢;, = ¢i, V,
en tal caso, al permutar las entradas de y con indices en ij,iy € i3 obtenemos seis
vértices de MY (v) distintos dos a dos que son solucién de méxye prv(p) {c, X}, lo cual
nuevamente contradice que el conjunto solucién de max,epw(y){c, x) es la arista
& . De manera que, si ¢ no tiene componentes nulas, entonces ¢ debe tener exacta-
mente dos componentes positivas iguales y, por tanto, ¢ cumple la condicién (2) del
enunciado.

En este caso suponemos que c tiene componentes nulas. Si ¢ tiene més de una
componente nula, entonces existen indices ji, j» € J tales que cj, =0 = cj,, y dado
que y y j tienen sus componentes con indices en I ocupadas por v,..., Vs, en-
tonces cualquier vector x = (xy,..., x,) € R" que cumpla con las igualdades x; = y;
siiel, x;=y;siiekK, x;=0siie]J\{j,j»}y ademads, satisfaga la condicién
()1, %)) €4(Wi1, Vir2), (Wir2, Vis1), (0141, 0), (0, v41), (0,00}, es un vértice de M™(v)
que también es solucién de méxyepw(y){c, X), y, en vista de que hay cinco de tales
vectores, esto contradice que el conjunto solucion de maxyepsw () {c, X) es la arista .
Por lo tanto, ¢ debe tener exactamente una componente nula. Si ¢ tuviese componen-
tes positivas iguales, existirian iy, ip € I tales que c;, = ¢;,, ysi j € J es el inico indice
de c tal que ¢; = 0, entonces cualquier vector x = (xy,..., X,) cumpliendo las igual-
dades x; = y; sii € I\{iy,i2}, x; = y; sii € Ky que, ademads, satisface las condiciones
{xi,, Xi,} ={yi,, ¥i,} ¥ Xj € {0, 441} es un vértice de M (v) que también es solucién
de méaxepw(y) {c, X), y dado que hay cuatro de tales vectores, entonces se contradice
que el conjunto solucién de max,epw(y){c, X) es la arista «. Por lo tanto, si c tiene
componentes nulas debe tener exactamente una y sus componentes positivas deben
ser distintas dos a dos, es decir, ¢ cumple la condicién (1) del enunciado.

En conclusion, si el problema de optimizacién lineal méxepsw(y){c, x) tiene como conjun-
to solucién una arista de M (v), entonces c satisface (1) o (2) del enunciado.

Supongamos que ¢ = (cy, ..., ¢) cumple alguna de las condiciones (1) o (2) del enunciado
y consideremos el problema de optimizacién lineal max,epw(y){c, x). Sean iy,...,i5, j1y
Ju>k1,..., ks los elementos de [n], ordenados de modo tal que ¢;; =---=¢;, >0=c; =--- =
Cj, > Ck, = *+* = Cg,, con la salvedad de que si alguno de los conjuntos I, J o K es vacio
entonces sus elementos no aparecen en la lista.

1

)

Si ¢ tiene exactamente una componente no nula y sus componentes positivas son
distintas dos a dos, entonces J = {j} y las componentes de ¢ ordenadas de manera
no creciente son ¢;, >--->¢;, >0=c¢j > ¢, =+ = ¢,. En esta situacion, un vértice
de M"“(v), y = (y1,..., yn), Qque maximice {c, x) debe satisfacer las igualdades y;, = v,
sile(t],yy; =0,siie€K, pero hay s6lo dos de tales vértices: aquel que tiene su
j-ésima componente nula y aquel que en su j-ésima componente tiene el nimero
v:+1. Por lo tanto, si ¢ cumple la condicion (1) del enunciado entonces el problema
de optimizacién lineal maxyeprwv (1) (¢, X) tiene como conjunto solucién una arista.

Si ¢ no tiene componentes nulas pero tiene exactamente dos componentes positivas
iguales ubicadas en los indices i, i,+; € I entonces u = 0 y las componentes de ¢
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ordenadas de manera no creciente son ¢;, >--->¢; =Cj,,, >+ >Cj, > Cj; = -** = Ck,.
En tal situacion, tenemos que y = (y1,..., ¥n) € ¥ (M"Y (v)) maximiza {c, x) si cumple
las condiciones y;, = v, sil € [(]\{r,r+1}, y; =0,sii € K, y {yi,, yi,.,} = {vr, Vr41},
pero solamente existen dos de tales vértices: aquel que satisface y; = v, yy;,, = Vr41
y aquel que cumple y; ., = v, y ¥;, = Vr41. Por consiguiente, si ¢ cumple la condicion
(2) del enunciado entonces el problema de optimizacién lineal maxyeprw(,){c, X)
tiene como conjunto solucién una arista.

En consecuencia, si ¢ satisface las condiciones (1) o (2) del enunciado entonces el proble-
ma de optimizacién lineal max e psw(y) (¢, X) tiene como conjunto solucién una arista.

O

PROPOSICION 2.19. Si v = (vy,..., V) € R? es tal que v; > --- > v, > 0 y MY (v) el permutaedro de
mayorizacion débil asociado con v entonces dos vértices de M (v) son adyacentes si, y sélo si, uno
de ellos se obtiene a partir del otro aplicando una y solamente una de las siguientes operaciones:

(1) anulando la componente mds pequeria;

(2) permutando vy vj.1 paraalgun j € [n—1].

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R" tal que vy > --- > v, > 0y M¥(v) el permutaedro de
mayorizacién débil asociado con v. Dos vértices de MY (v), y = (y1,--, Yn) Y7 = (J1,..., V), son
adyacentes en MY (v) si, y sélo si, existe ¢ = (cy,...,c,) € R" tal que el problema de optimizacién
lineal méx,epw(y){c, x) tiene como conjunto solucién a la arista conv({y, }). En virtud de la
proposiciéon 2.18, tenemos solamente dos situaciones posibles para c:

(1) que c tenga exactamente una componente nula mientras sus componentes positivas sean
distintas dos a dos, en cuyo caso y y j satisfacen que uno de ellos se obtiene a partir del
otro anulando su componente mds pequeiia;

(2) que c no tenga componentes nulas pero existan exactamente dos componentes positivas
iguales, caso en el cual, y y y cumplen que uno se obtiene a partir del otro permutando v;
y Vj+1, paraalgun j € [n—1].

En conclusion, dos vértices de M¥ (v) estdn en una misma arista si, y sélo si, ellos satisfacen (1)
0 (2) del enunciado. O

Una consecuencia de la proposicién anterior y de la proposicién 2.17, la cual afirma que
dim(M" (v)) = n, es que el permutaedro de mayorizacién débil es un politopo simple. El siguien-
te teorema tiene como propoésito establecer este hecho.

TEOREMA 2.20. Si v = (vy,..., V) € R" es tal que v1 > --- > v, > 0 entonces MY (v) es un politopo

simple.

Demostracion. Sean (vy,...,v,) € R" tal que vy > --- > v, >0, MY (v) el permutaedro de mayori-
zacién débil asociado con vy y = (31, ..., y») un vértice de M (v). Por el teorema 2.13, y =0 o
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y # 0 con k componentes no nulas ocupadas por vy,..., Uk, para algin k € [n]. A continuacién,
abordaremos cada uno de estos casos por separado.

(1) Siy =0, entonces por la proposicién 2.19, los vértices de M (v) que estdn en una misma
arista con y son (v1,0,...,0),(0,,0,...,0),...,(0,...,0,v1,0), (0,...,0, v1).

(2) Siy# 0 y tiene k componentes no nulas ocupadas por vy,..., Vg, para algun k € [n],
entonces tenemos dos situaciones posibles, k = n o0 k < n. En la primera situacién, como
consecuencia de la proposicién 2.19, los vértices adyacentes a y en M (v) son aquellos
que se obtienen de y intercambiando v; y vj+1, para cada j € [n— 1], junto con el vértice
obtenido de y al anular v,. Para la segunda situacion, los vértices de M% (v) que se
encuentran en una misma arista con y son aquellos obtenidos de y al permutar v; y vj41,
para cada j € [k —1], y aquellos que se obtienen al cambiar una de las n — k componentes
nulas de y por vg41, y aquel obtenido al anular la entrada vy del vértice y, tal como lo
indica la proposicién 2.19.

Asi, de lo anterior, concluimos que todo vértice de M (v) se encuentra en exactamente n =
dim (MY (v)) aristas distintas de M (v), lo que nos permite afirmar que M (v) es un politopo
simple. O

2.1.2.3. ESTRUCTURA FACIAL DE M¥ (v)

En la parte final de la seccién anterior mostramos que £ (M (v)) =11, u {0}, es decir, que el
reticulo de caras del permutaedro de mayorizacién asociado con v se puede describir mediante
el reticulo de particiones ordenadas de [n] con 0. La idea general fue codificar las caras de
M(v) através de cadenas anidadas y, posteriormente, establecer una correspondencia biyectiva
entre dichas cadenas y los elementos de II,. En el mismo espiritu, nos proponemos en el
presente apartado construir una biyeccion entre las caras de M" (v) y ciertos objetos andlogos
a las cadenas anidadas y, a partir de esto, describir £ (M"Y (v)). Inicialmente caracterizamos
las caras maximales de M" (v); enseguida, definimos un reticulo cuyos objetos guardan cierta
familiaridad con las cadenas anidadas usadas para el estudio de M (v) y, finalmente, describimos
£ (M" (v)) mediante el reticulo previamente definido.

PROPOSICION 2.21. Siv = (vy,...,V,) ER" estal que vy > --- > v, > 0 y MY (v) es el permutaedro
de mayorizacién débil asociado con v, entonces las caras maximales de M (v) son los conjuntos
GYi={xe M“()|x; =0}, jenl, yFai={xe MY (W) | Licaxi =L 2, vi}, 6 C A< [nl.

Demostracion. Seanv = (vy,...,v,) e R talque vy > --- > v, > 0y M" (v) el permutaedro de ma-
yorizacién débil asociado con v. Consideremos, ademads, los conjuntos G]L." = {x eMY() | x = 0},
jenl, yFa:={xe MY (V) | Xieaxi = Z'l.ill vi}, ® C A< [n], los cuales construimos como la in-
terseccion de M*(v) con uno de los hiperplanos de soporte de este politopo y, en consecuencia,
si F es una cara propia no vacia de M%¥(v) entonces F" es la intersecciéon de un nimero
finito de conjuntos de los tipos F4, ® C A< [nl], y G;.”, j € [n]. Por consiguiente, o bien F%¥
coincide con uno de estos conjuntos o bien F esta contenido propiamente en uno de estos
conjuntos. De lo anterior, concluimos que las caras maximales de M (v) son los conjuntos
GY:={xe MY (v)| x; =0}, je[nl,y Fa:=(x€ MY (1) | LicaXi = YW v e CAcnlL O
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DEFINICION 2.3.Sean € :={(J, C A1 S C Arcnl\N|J<[n,0sk=sn—-|J}yC,Cr€%¥.
Diremos que C, cubre a C; en 6, lo cual denotamos C; <% Cy, si se tiene alguna de las siguientes
situaciones:

(1) Existe i € [n] talque C; = JU{i, S A C - CArSn\JUliNyCo=U,8C A C
-~ CAr<Snl\ ).

2) SiCi=(U,6CB1C - CBr1Snl\NyC=0,8C A1 C QA c [n]\]) entonces

la cadena By C -+ C B4 se obtiene a partir de la cadena A; C --- C Ay afiadiendole

exactamente un elemento.

Al reticulo inducido por <% adjuntdndole el 0, el cual denotaremos Cad([n]), lo llamaremos
reticulo de cadenas anidadas basadas en [7]. Una cadena anidada basada en [n] de la forma
(J, @ C i1} C iy, i} ©--- C{iy, do,..., ik} = [n] \ ]), diremos que es una cadena saturada.

EJEMPLO 2.5. El reticulo de cadenas anidadas basadas en [2], Cad([2]), lo ilustramos en el
siguiente diagrama de Hasse. Apreciamos, en particular, que las cadenas anidadas basadas en

(@,8<21\0)
(2,2 C {2121\ ) (@,2 C{1}c21\9) (@0 C{L,2}c 2]\ @) (1L @ <21\ (1) {@2hoc21\2h
(@,0 S} C (1,21 <(2]\ @) (2,2 C {21 C{1,21<2]\9) Lo Cel2\ 1 @2he e\ 2 (11,2}, 0 <21\ {1,2})

\/

Figura 2.11: Cad([2]), reticulo de cadenas anidadas basadas en [2].

[2] que cubren a 0 son saturadas, lo cual es cierto en general, es decir, las cadenas anidadas
basadas en [n] que cubren a 0 son precisamente las cadenas saturadas de Cad ([n]).

TEOREMA 2.22, Si v = (vy,..., V) ER" es tal que v1 > --- > v, > 0 y MY (v) es el permutaedro de
mayorizacion débil asociado con v, entonces £ (M"Y (v)) = Cad([nl), es decir, el reticulo de caras
de M" (v) es isomorfo al reticulo de cadenas anidadas basadas en [n].

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R" tal que v; > --- > v, > 0y MY (v) el permutaedro
de mayorizacion débil asociado con v. Consideremos, ademas, £ (MY (v)), el reticulo de ca-
ras de M¥(v) y Cad([n]), el reticulo de cadenas anidadas basadas en [n]. Si F* es una ca-
ra propia no vacia de M (v) entonces, por la proposicién 2.12, existen J < [n] y una cade-
na anidada A; C -+ C Ag de subconjuntos no vacios de [n] tales que A; N J = @, para cada
i€lkl,yF¥= (ﬂjg] G]‘.")ﬂ(ﬂ 2;), 1o cual nos sugiere definir Y% : £(MY (v)) — Cad([n])
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mediante Y% (FY) := (J,¢ C Ay € -+ C A¢ € [n]\)), junto con las igualdades ¥%(g) =0y
YWY (MY (v) =(@,0 < [n]\@). Veamos que ¥ es un isomorfismo de reticulos:

(a)

(b)

(©

(d)

(e)

Y'Y estd bien definida: si F* € (MY (v)) es una cara propia no vacia entonces existen
J € [n] y una cadena anidada A; C --- C Ay de subconjuntos no vacios de [n] tales que
AinJ=¢@,paracadaic [k],y F¥ = (ﬂjE] G}”)ﬂ(ﬂf:lFAi), donde tanto J como la cadena
anidada quedan determinados univocamente por F* y, en consecuencia, tenemos que
YWYy = (J,0 C Ay € -+ C Ag < [n]\)) estd bien definido. De otra parte, es claro
que Y¥ (@) = 0 y PY(MY(v) = (@,% < [n]\ @) son elementos de Cad([n]), con lo cual
podemos concluir que ¥ es una aplicaciéon bien definida.

V¥ es inyectiva: sean F,’, F}' € £ (M"Y (v)) caras propias no vacias tales que V" (F,") =
YY(F). Si FlY = (ﬂjej G]‘.”)ﬂ(ﬂfilFAi) donde J < [n]y A; € --- C Ag, es una cadena
anidada de subconjuntos no vacios de [n] tales que A;NJ = @, para cada i € [k1], y
F} = (ﬂjef G}”)ﬂ(ﬂfilFBi), donde J < [n]y By C -+ C By, es una cadena anidada de
subconjuntos no vacios de [n] tales que B; N J = @, para cada i € [k], entonces, en vista
de que ¥ (F)) = Y(F), se satisface la igualdad

JBCACCA,SIn\N=0J,8C B S C By, <Inl\J),

la cual implica que J = J, k; = k» = k' y A; = B;, para cada i € [k]. En consecuencia,
podemos afirmar que F}* = F}*.

Y% essobreyectiva:siC= (J, C A C--- C Ay c[nl\)eCad([n]),donde JZpo k=1,
entonces definimos FY := (mjej G]“’) N (ﬂle FAi) € £ (M"Y (v)), para el cual claramente se
verifica que Y% (F") = C. De otra parte, si C = (¢, < [n] \ @) entonces C =YY (MY (1)) y
0 es la imagen mediante W¥ de la cara vacia. En conclusién, podemos afirmar que W% es
una aplicacién sobreyectiva.

Y preserva coberturas: si F y G son caras propias no vacias de M" (v) tales que G
cubre a F, entonces F" se obtiene a partir de G* mediante la interseccion de esta tltima
cara con un hiperplano de soporte de M (v) no considerado en la intersecciéon que define
a G", lo cual ocasiona que la cadena anidada basada en [n] asociada a F" se obtenga a
partir de la cadena anidada basada en [n] asociada a G, o bien afladiendo exactamente
un elemento al conjunto de su primera componente, o bien afiadiendo exactamente
un conjunto a la cadena anidada de su segunda componente. En este caso, claramente
YW (FW)<WWPW(GY) en Cad([n]). De otra parte, M" (v) cubre a las caras maximales, la
cual es, claramente, una relacion que se preserva a través de W' Finalmente, los vértices
de MY (v) cubren a la cara vacia y, teniendo presente que M" (v) es un n-politopo simple,
sus vértices se obtienen como la interseccién de n caras maximales, raz6n por la cual,
la imagen de los vértices bajo la aplicacion ¥* son cadenas anidadas basadas en [n]
saturadas, las cuales cubren a 0 = ¥% (@) en el reticulo Cad([n]).

(yw)~! preserva coberturas: si C;, C, € Cad([n]) son tales que C;<<" C,, entonces pone-
mos en consideracion los siguientes casos:
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(i) Casol:siexisteie[nltalque Ci=(JU{i},p C A1 C---CArSn\Juli)yC, =
U,8 G A1 G- G Ag S [\ )), entonces ()71 (C1) = G N(Njes GINMZ, Fa,) ¥
(W) H(C2) = (Njes GINN]Z, Fa,)- En consecuencia, (¥*) 7 (C1) < (¥*) 71 (C) en
LMY (V).

(i) Caso2:5iC1=(J,0 CB1C--C B Sn\NyC=U,0 C A1 C---C A S [nl\)),
donde la cadena B; C --- C By se obtiene a partir de la cadena A; C --- C Ay ana-
diendole exactamente un elemento B, entonces (¥%) ™! (C)=Njes G]‘.") ﬂ(ﬂf;l Fp)=
(Njes GINNE, Fa)NEs y (¥)H(C2) = (Njey G¥IN(NE, Fa,)- Por lo tanto, con-
cluimos que (™)1 (C)) < (¥¥)"(Cy) en LMY (v)).

De otra parte, si C € Cad([n]) es tal que 0<*C, entonces C es una cadena saturada en
Cad([n]). En consecuencia, tenemos que (‘I’“’)_l(f)) =@y (\F“’)_I(C) es un vértice de
MY (v), razén por la cual, concluimos que P 10) < (¥¥)"H(C) en LMY (v)). De lo
anterior, podemos afirmar que (¥*) ! preserva coberturas.

Por lo tanto, tenemos que ¥ es un isomorfismo de reticulos y, por consiguiente, £ (MY (v)) =
Cad([n)). O

En el teorema que presentamos a continuacién, calculamos las componentes del f-vector
de M"Y (v). Para ello, usamos técnicas y herramientas elementales de la combinatoria enume-
rativa, junto con la descripcion de la estructura facial de M" (v) via el reticulo Cad([n]), que
establecimos en el teorema anterior.

TEOREMA 2.23. Si v = (vy,...,Vn) ER" estal que vy > --- > v, > 0 y MY (v) es el permutaedro de
mayorizacion débil asociado con v, entonces el niimero de caras de M" (v) con dimensién n— k
eszj?:o(;?)(lc—j)!s(n—]ur Lk—j+1),ke{0,1,...,n}.

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R" tal que vy > --- > v, > 0y M¥(v) el permutaedro de
mayorizacion débil asociado con v. Dado que M" (v) es un n-politopo simple, entonces existe
una correspondencia biyectiva entre las caras de M (v) con dimensién n— k y las intersecciones
no vacias de k caras maximales distintas, para cada k € [n]. Por lo tanto, si F es una cara de
M™ (v) con dimensién n — k, para algtn k € [n], entonces F¥ := (ﬂj€] G}”) N (ﬂf:_lm FA,»)» donde
J < [n] satisface 0 < |J| < ky A1 C --- C Ay es una cadena anidada de subconjuntos no vacios
tales que A;nJ =@, i € [k—|]|]. Como consecuencia de lo anterior, tenemos que la imagen
mediante W%, el isomorfismo definido en el teorema anterior, son las cadenas anidadas basadas
en [n] delaforma (J, C A1 € --- € Ag—j € [n]\ ) y, en consecuencia, el numero de caras de
MY (v) con dimensién n — k corresponde al niimero de tales cadenas. Para realizar el conteo,

consideremos los siguientes casos:

(1) Caso 1:sienlacadenaanidada basadaen [n] delaforma (J, C A; C -+ C Ap_y S [nl\))
tenemos que Ai_j;; = [n] \ ], entonces a la cadena A; C --- C Ay_jj le corresponde de
manera univoca la particién de [n] \ J dada por (A;, A2\ Ay,..., Ag— 15 \ Ak—1j-1), la cual
tiene k—|J| bloques. En consecuencia, para contar el nimero de cadenas anidadas basadas
en [n] con la condicién descrita, procedemos en dos fases consecutivas: en la primera,

escogemos J € [n] cumpliendo 0 < |J| < k, lo cual podemos hacerlo de (l'}l) maneras, y
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en la segunda, construimos una particién de [n] \ J con k — |J| bloques, lo cual admite
(k—=1JN'S(n—1]J1, k—1J]) formas diferentes de hacerse. Asi, por el principio fundamental
del conteo y considerando que j =1J| €{0,1,..., k}, podemos afirmar que el niimero de
cadenas anidadas basadas en [7], en este caso, es Z?:o (7)(k - NS(n—j,k—j).

(2) Caso 2: Si en la cadena anidada basada en [n] de la forma (J,9 C A; € --- C Ag_jj1 €
[n]\J) tenemos que Ay_j;; € [n]\ ] entonces a la cadena A; C -+ C Ak C [n]\ ] le
corresponde de manera univoca la particion de [n] \ J dada por (A1, A2\ Ap,..., Ay \
Ar_iy-1, [\ D)\ Ag—p)), 1a cual tiene k —|J| + 1 bloques. En consecuencia, para contar el
ntmero de cadenas anidadas basadas en [#] con la condicién descrita procedemos en
dos fases consecutivas: en la primera escogemos J < [n] cumpliendo 0 < |J| < k, lo cual
podemos hacerlo de (l';‘) maneras, y en la segunda construimos una particién de [n] \ J
con k —1|J| +1bloques, lo cual admite (k—|J| + 1)!S(n— ]|, k—|]| + 1) formas diferentes de
hacerse, en consecuencia, por el principio fundamental del conteo y considerando que
j=1J1€{0,1,..., k}, podemos afirmar que el niimero de cadenas anidadas basadas en [n],
en este caso, es z?:o (?)(k— j+DIS(n—j,k—j+1).

Dado que los casos anteriores son mutuamente excluyentes, aplicando el principio de la suma
de conteo, tenemos que el nimero de cadenas anidadas basadas en [n] de la forma (J,¢ C A; C
<+ C Ag_p € [n]\J), donde J < [n] satisface 0 < |J| < k, es

k (n k (n

YU Jk=piStn—j k—p+ ) | |k=j+DIS(n—j,k—j+1)
j=0\J j=o\J

k (n
=3 j (k= NStn—j,k—j+k-j+DSn-jk—j+1)]

j=0

k n
=) j (k= 'S(n—j+1,k—j+1),

=0

J

donde usamos laidentidad S(n—j+1,k—j+1)=Sn—j, k—j)+(k—j+1)S(n—j,k—j+1).En
conclusion, el nimero de caras de M" (v) con dimensién n— k es Z’;ZO (D= iStn—j+1,k-
j+1), expresién que es vélida para k € {0, 1,..., n}. O

2.1.2.4. ADITIVIDAD DE M%(v)

Siv=(vy,...,v,), 0= (01,...,U,) € R" son vectores mondtonos, entonces se satisface que
M+ 0)=M()+ M)y Mj(v+ D) = M;(v) + M;(D), es decir, el permutaedro de mayorizacién
tiene las propiedades de aditividad y de aditividad entera. El propésito que tenemos en este
apartado es mostrar que el permutaedro de mayorizacién débil asociado con v también verifica
la propiedad de aditividad, pero lo haremos relacionando el permutaedro de mayorizacién débil
con los politopos de Newton.

TEOREMA 2.24. Si v = (vy,...,Up), D = (U1,..., Up) € R son tales que vy > -+ > v, >0y 07 >--- >

Uy, >0, entonces MY (v + D) = MY (v) + MY (D).

~

Demostracion. Sean v = (vy,...,Vy,), 0 = (U1,...,Uy) €ER* talesque v1 > - > v, >0y ) >+ >



CAPITULO 2. POLITOPOS DE MAYORIZACION 62

Un > 0. Consideremos los conjuntos

21 := {0, (11,0,...,0), (v1,2,0,...,0),..., (V1,..., Uy—1,0), v}

gBZ:: {6,(ﬁ1,0,...,0),(lj1, 1)\2)0»-'-!0)!""(1;1”"’V’;\—I’O)’i)}‘

Si definimos los polinomios de Laurent f(X) := Y scs, xe, XWyg(X):= Y 0€SyeBs XPW) en-
tonces F#(f) ={o(x)|oce€S;,,x€ %1}, L(g) = {p(y) lpeSy e 982} y, en consecuencia, A (f) =
conv({o(x) | g €Sy, xe B} = MY () y N (g) = conv({p(y) | p€Sn yeB}) = MY (D). Por lo
tanto, M" (v) + MY (D) = N/ (f) + N/ (g) = &/ (fg). Nos restaria ver que A (fg) = MY (v + D).
Inicialmente, observemos que se satisfacen las igualdades

feX=fXgx)= Y xW Y xW= ¥ Y xo@eew

0€S,,xeB, PES,YESB, 0€S,,x€%B, pES,,yERB,
— Z xoW+oy) 4 Z xo@+p(y) — Z xOox+y) 4 Z Xa(x)+p(y)’
g€S, o,0€8, g€S, o,peS,
X€PB),yEB: X€PB),yEDB, XE€PB),yEB: XE€B),yEB,
T#p O#p

de donde, tenemos que A (fg) = conv({o(x+y),0(x)+p(Y) | 0,p € Sp,0 # p; x € B,y € Bo})
y, envista de que M¥ (v+0) = conv({o(x+y) |0 € Sy, x € %1,y € B}), concluimos que MY (v+
D) < N (fg). De otra parte, para cualesquiera o,p € Sy, x € B,y y € %o, se verifica que o(x) +
e(N=Yv+ D, razén por la cual

conv({o(x)+p() 1 0,p€Sp,0#p;x€B1,y€Ba}) = MY (v+ D),

lo cual nos permite afirmar que A (fg) € MY (v + D). En conclusion, A (fg) = MY (v + D), de
donde, MY (v + D) = MY (v) + M¥ (D). O

2.1.2.5. PERMUTAEDRO DE MAYORIZACION DEBIL Y MATRICES COMBINATORIAS

En este apartado, exploramos algunas conexiones entre el permutaedro de mayorizacién
débil y las matrices combinatorias; especificamente, establecemos una biyeccién entre los vérti-
ces de M (v) y un subconjunto muy especial de A(R, S). Es bien conocido que los vértices del
permutaedro cldsico de dimensién n—1 corresponden a las permutaciones del vector (1,2, ..., n),
y esto induce una biyecciéon natural entre los vértices de este permutaedro y las matrices de
permutacion de orden 7. Las matrices de permutacién de orden n coinciden con las matrices
A(R, S) de orden n cuando consideramos R = 1 = S; es decir, hay una biyeccion entre los vértices
del permutaedro cldsico y un subconjunto de matrices de la clase A(R, S). Esta fue la motivacién
principal para investigar las relaciones que podrian guardar los vértices del permutaedro de
mayorizacién débil y la clase de matrices combinatorias A(R, S).

Comenzamos recordando un resultado probado en el primer apartado de esta seccién, donde
caracterizamos los vértices del permutaedro de mayorizacion débil. Si v = (vy,...,v,) ER?y
vy > -+ > v, > 0 entonces los vértices de MY (v) son: y = 0o V# 0 con k componentes no
nulas ocupadas por vy, ..., Vx. Antes de enunciar el resultado principal, exhibiremos un par de
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ejemplos que muestran que la biyeccién que pretendemos entre vértices de M (v) y cierto
subconjunto de la clase A(R, S) es, de hecho, bastante natural.

EJEMPLO 2.6. Consideremos el permutaedro de mayorizacién débil M" (2,1). Su conjunto de
vértices viene dado por 7 (M™(2,1)) ={(0,0), (2,0),(0,2),(2,1),(1,2)}, los cuales estdn en corres-
pondencia con matrices binarias de la siguiente manera:

00 10 0 0 10 01
(O,O)H(O 0),(2,0)H(0 O),(o,z)H(O 1),(2,1)H(0 1),(1,.2)H(1 0).

EJEMPLO 2.7. Consideremos el permutaedro de mayorizaciéon débil M (3,2,1), cuyo conjunto
de vértices es

V(M"Y (3,2,1)) =1{(0,0,0),(3,0,0),(0,3,0),(0,0,3),(3,2,0),(2,3,0), (3,0,2),

2,0,3),(0,3,2),(0,2,3),,2,1),3,1,2),(2,3,1),2,1,3),(1,3,2),(1,2,3)},

los cuales podemos poner en correspondencia con matrices binarias como sigue:

0 00 1 00 0 0O 0 0O
0,0,0)—~(0 0 0},3,0,00—~|0 0 0],(0,3,00—|0 1 0(,(0,03)—]0 0 O0f,
0 0O 0 0O 0 0O 0 01
1 00 010 1 00 0 01
3,2,00—(0 1 0},230~(1 0 0}],3,0,2)—|0 0 0}],(2,0,3)—|0 0 0],
0 0O 0 0O 0 0 1 1 0 0
0 0O 0 0O 1 0 0 1 0 0
0,3,2)—~1(0 1 0},0,2,3)~|0 0 1],821)~—|0 1 0},8,1,2)—|0 0 1},
0 0 1 010 0 0 1 010
010 010 0 01 0 0 1
231)~|1 0 0},21,3)~|0 0 1{,(1,3,2)—|1 0 0{,(1,2,3)—]0 1 Of.
0 01 1 00 010 1 0 0

TEOREMA 2.25. Si v = (vy,..., Vy) € R" es tal que v, > --- > vy, > 0 entonces el conjunto de vértices
de MY (v) estd en biyeccion con el conjunto de matrices binarias Ugre,1, < (R, R), es decir, el
subconjunto de </ (R, S) con R = S € {0,1}".

Demostracion. Seay : ¥V (MY (v)) — Ugego,11 A(R, R) definida como sigue:

(1) w(0) = @, donde @ es la matriz nula de orden n.

2) Si y=0n,...,yn) € V(MY (v)) es no nulo y tiene k componentes no nulas ocupadas
por vy, ..., vk, entonces consideremos el conjunto de indices I := {i € [n]|y; #0} y su-
pongamos que ij < --- < iy son los elementos de I ordenados de manera creciente. Si

v AN 4 . . .
o= (vl vk y Ay es la matriz de permutacién correspondiente a o entonces defi-
Lo Ui
nimos y(y) := Ay, donde Ay tiene en la submatriz cuyas filas y columnas estan en I a la
matriz Ay y el resto de entradas nulas.



CAPITULO 2. POLITOPOS DE MAYORIZACION 64

¥ es inyectiva, pues si y; y y2 son dos vértices distintos de MY (v) tales que w(y1) = ¥(y2),
entonces ¥ (y1) y ¥ (y2) deben tener las mismas filas y columnas nulas y, por lo tanto, el conjunto
de indices en los que y; es nulo coincide con el conjunto de indices en los que y» es nulo y
lo mismo aplica para los indices en los que y; ¥ 2 son no nulos. Es mas, si y; y y» tienen k
componentes no nulas y o1, o, son las permutaciones del vector (v, ..., vg) correspondientes
a y1 y y» respectivamente, entonces necesariamente o = 0, puesto que A,, = A,,, de donde
Y1 =Y2.5ea A€Upejo13" 4 (R, R). Si A= 0 entonces A = (0). Supongamos entonces que A # 6.
Los indices correspondientes a filas nulas de A coinciden con los indices correspondientes a
columnas nulas de A, ya que el vector suma fila de A es el mismo vector suma columna de A. Sea
I el conjunto de tales indices. Por la misma razén, los indices correspondientes a filas no nulas
de A coinciden con los indices correspondientes a columnas no nulas de A, y como R € {0,1}",
entonces las filas y columnas no nulas de A suman 1y la submatriz correspondiente a estas filas
y columnas debe ser necesariamente una matriz de permutacion A;. Si A tiene k filas no nulas
entonces A = (y), donde y es el vértice de M (v) que tiene nulas las componentes con indices

en I y en las componentes no nulas tiene la permutacién del vector (vy, ..., vx) correspondiente
ala matriz A,. Por lo tanto, concluimos que la aplicacién  es una biyeccién entre 7 (MY (v)) y
el conjunto de matrices binarias Ugejo,1;7 < (R, R). O

2.1.2.6. COMENTARIOS FINALES

Como lo indicamos al principio de la presente seccion, el concepto de permutaedro de
mayorizaciéon débil asociado con v = (vy,...,v,) € R", donde v, > --- > v, > 0, el cual hemos
denotado M¥ (v), no es un concepto presente en la literatura consultada. Sin embargo, para la
construccién que hicimos de la definicién de M* (v) nos apoyamos, de una parte, en el teorema
de Mirsky, véase [Mir59], donde se caracteriz6é geométricamente el concepto de mayorizacién
débil y, de otra parte, en la definicién que teniamos de M (v). Por lo tanto, la definiciéon que
dimos de MY (v) nos resulté muy natural. Ademds, en términos de M(v) el teorema de Mirsky lo
podemos expresar de la siguiente manera:

xe MY (v) si,ysolosi, x€ conv({(N1Vn,,...,NnVx,) | TESy;N; €10,1},1 € [n]}),

yen virtud de la teoria de politopos presentada en el capitulo 1, podemos concluir que 7 (M (v)) <
{M1Vz,,...,MnVx,) | M€ Sy;n; €1{0,1},i € [n]}. Lo expresado anteriormente, fue la razén principal
para introducir y estudiar M* (v). En los ejemplos presentados en la seccion, se evidencia que
el conjunto de Mirsky no coincide con el conjunto de vértices de M (v) y, en consecuencia,
comenzamos encontrando 7 (M(v)) y, de esta manera, mejoramos el resultado de Mirsky, al
ofrecer un conjunto minimal de generadores para M (v). De otra parte, aprovechando la ex-
periencia que nos dejo el trabajo realizado con M (v), logramos caracterizar la estructura facial
de MY (v) mediante el reticulo Cad([n]), el cual introdujimos para las necesidades de nuestro
estudio. Asi pues, los resultados que presentamos en este seccién, con motivo de la descripcién
de £ (MY (v)), constituyen aportes originales para la comprension de M (v), los cuales, de
una parte, complementan los trabajos de Mirsky sobre mayorizaciéon débil pero, asimismo,
dan continuidad al enfoque explorado en la descripcién combinatoria de £ (M (v)). Finalmen-
te, hemos presentado una prueba de la aditividad de M% (v), la cual resulté muy sencilla al
aplicar la herramienta de los politopos de Newton y; asimismo, motivados por la conocida
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biyeccion entre las permutaciones de un vector y las matrices de permutacién, construimos una
correspondencia biyectiva entre los vértices de M (v) y cierto subconjunto de (0, 1)-matrices
pertenecientes a la clase de matrices combinatorias </ (R, S), la cual resulta interesante porque
extiende la mencionada biyeccién.

2.1.3. PERMUTAEDRO DE MAYORIZACION FUERTE

En la presente seccién, empezamos profundizando en el estudio del concepto de mayo-
rizacion fuerte introducido en [Rov16]; més precisamente, nos proponemos caracterizar de
manera matricial el concepto y, posteriormente, dar una descripcién geométrica del mismo.
En las secciones anteriores, hemos estudiado el permutaedro de mayorizacién y mayoriza-
cién débil asociados con v, los cuales estan definidos mediante M(v) := {x e R" | x < v} y
M"(v) := {x € R} | x<" v}, respectivamente. Esto nos sugiere definir el permutaedro de ma-
yorizacion fuerte asociado con v mediante M*(v) := {x € R"” | x < v}, y abordar un estudio
similar sobre este objeto. Asi pues, en esta seccion investigamos la estructura facial de M*(v),
y el resultado mds importantes e interesantes establece que M*(v) = Pyr(M(v), 0), es decir, el
permutaedro de mayorizacion fuerte es una pirdmide construida a partir del permutaedro de
mayorizacion.

2.1.3.1. UNA CARACTERIZACION MATRICIAL DEL CONCEPTO DE MAYORIZACION FUERTE

En el apartado correspondiente a mayorizacion fuerte mostramos que si x, y € R”, entonces
x <« y implica x<"y. Es mds, como consecuencia de la idea utilizada en la prueba de tal
resultado, tenemos que x < y implica x < ay, donde a = % El propésito de este
apartado es mostrar que, de hecho, x « y es equivalente a x < ay. La importancia de este
resultado consiste en que permite caracterizar de manera matricial el concepto de mayorizacién

fuerte.

TEOREMA 2.26. Si x,y € RY, con y # 0, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1) x<Ky

X1+ Xo++ Xy,

(2) Existe una matriz doble estocdstica A tal que x = y(a A), donde a = e

Demostracién. Sean x = (x1,...,%u),y = (J1,..., yn) € R” tales que y # 0. Veamos inicialmente
que x < y si, y sélo si, x < ay, donde a = H <1

n
Si x <« y, entonces se satisfacen las desigualdades

n

k n k
Yoxa Y Yas<yya Y, Xup keln-1], (2.6)
i=1 i=1

i=k+1 i=k+1

n n
D TEDNT 2.7)
i=1 i=1
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X1+ +Xp <

EE— 1, y para cada

En vista de que y # 0, tenemos que la expresion 2.7 es equivalente a a =
k € [n—1] se verifican las siguientes relaciones:

k k

Z Xji) — @ Z Vil
-1 X0

Z [l] - Z;l l

i=i

E:Jﬁﬂ

1 Vil i=1

~

n
ZJ’[:’]
i=1
k n k k n k
(-Z1y[”+ Z ym)lem—(_lew Z x[i])_zlJ’[i]
1= 1= 1= 1=

i=k+1 i=k+1

n

k
Z Vil Z i+ Z (i) Z Vi1 — Z Vil Z X[i) — Z Yar 2 X
— i=1

i=1 i=k+1 i=k+1

Zym
i=1
n
me Z Y — ZJ’[:’] Z X[i]

i=1 i=k+1 i=1 i=k+1
= <0,

Z il
i=1

donde la tltima desigualdad se sigue de la expresion 2.6. Asf, Zle Xp<a Zle Y = Zle ayu,
y como, ademds, tenemos que Y., x(; = X", @y}, entonces podemos concluir que x < ay.
Reciprocamente, si x < ay entonces se satisface la tiltima desigualdad obtenida, la cual al ser
multiplicada por el ntimero positivo 7", yj;; nos da como resultado la expresion 2.6, que junto
ala desigualdad ;li :i” < 1, nos permite afirmar que x < .

De manera que, si x,y € R?, con y # 0, entonces x < y es equivalente a x < ay, donde a =
H Ahora bien, debido a la caracterizacién matricial del concepto de mayorizacién, x < ay
es equivalente a la igualdad x = y(a A), para alguna matriz doble estocdstica A, lo que concluye

la prueba. O

2.1.3.2. UNA CARACTERIZACION GEOMETRICA DEL CONCEPTO DE MAYORIZACION FUERTE

En el presente apartado, dado v = (vy,..., vy) € R” satisfaciendo v; > --- > v, > 0, definimos
un politopo de dimensién n denominado permutaedro de mayorizacion fuerte asociado con v
y encontramos los vértices de este politopo. Una importante consecuencia de encontrar estos
vértices es que nos permite dar una caracterizacién geomeétrica del concepto de mayorizacién
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fuerte.

DEFINICION 2.4.Si v = (vy,...,V,) € R" es tal que v; > --- > v, > 0, entonces al conjunto
M?*(v) := {x € R" | x < v} lo denominaremos permutaedro de mayorizacién fuerte asociado
con v.

EJEMPLO 2.8. El permutaedro de mayorizacion fuerte asociado con el vector (2, 1), el cual de-
notamos por M*((2,1)), estd conformado por los elementos x = (x1, x2) € R2 que satisfacen la
condicién x <« (2,1), es decir, que cumplen las desigualdades x; < 2x,, xp <2x1 ¥ X1 + X2 < 3.
Estas desigualdades, de hecho, conforman una #°-descripciéon de M*((2,1)), y estas nos per-
miten representar este politopo en el plano cartesiano. En la siguiente figura mostramos una
representacion de M*((2,1)), la cual usaremos posteriormente para hacer algunas observaciones
sobre este politopo.

1.5+

0.5

0.5 1 1.5 2

Figura 2.12: M’((2, 1)), permutaedro de mayorizacién fuerte asociado con (2, 1).

El conjunto de vértices de M*((2,1)) es ¥ (M*((2,1))) = {(2,1),(1,2),(0,0)}, el cual esta confor-
mado por los vértices de M((2,1)) junto con el elemento (0,0). Ademads, debido a que (0,0) no
estd en la envolvente afin de M((2, 1)), tenemos que M*((2,1)) = Pyr(M((2,1)), (0,0)).

EJEMPLO 2.9. El permutaedro de mayorizacién fuerte asociado con el vector (3,2,1), el cual
denotamos por M*((3,2, 1)), estd conformado por los elementos x = (x1, X2, x3) € R3 satisfaciendo
la condicién x « (3,2, 1), es decir, cumpliendo las desigualdades (2+1)x; < 3(x2+x3), 2+ 1Dx2 <
3(x; +.X,'3), 2+ Dx3 < 3(x1+x2), M(x1+x2) < (3+2)X3, (D) (x; +X3) <(3+2)x2, (1) (XZ+X3) <(3+2)x;
y X1 + X2 + X3 < 6. Estas desigualdades nos dan una #-descripciéon de M*((3,2,1)), y ademas
nos permiten representar este politopo en R3. En la figura 2.13 mostramos una representacién
de M*((3,2,1)), la cual nos serd de utilidad para formular algunas observaciones sobre este
politopo.

El conjunto de vértices de M*((3,2,1)) lo conforman las 6 permutaciones del vector (3,2, 1),
que corresponden a los vértices de M((3,2,1)), junto con el elemento (0,0,0). Adicionalmente,
como este ultimo elemento no pertenece a la envolvente afin de M((3,2, 1)), concluimos que
M5((3,2,1)) = Pyr(M((3,2,1)),(0,0,0)).

PROPOSICION 2.27. Siv = (vy,...,v) € R estal que vy > --- > v, > 0 y M*(v) es el permutaedro
de mayorizacioén fuerte asociado con v, entonces M*(v) = |gejo,1) M(av), donde M(av) es el
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Figura 2.13: M*((3,2,1)), permutaedro de mayorizacion fuerte asociado con (3,2, 1).

permutaedro de mayorizacion asociado con a v, es decir, M*(v) se puede expresar como union

disyunta de permutaedros de mayorizacion.
Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R" tal que vy > --- > v, > 0y M*(v) el permutaedro de
mayorizacion fuerte asociado con v. Inicialmente, notemos que si x € M(a;v) N M(a»v), con
R o B
V=X Xi=

a;€[0,1], parai =1,2, entonces x < a,Vy x < a»v, lo cual implica que «a; Z;’ L Vi
azX."" | v;, yporlo tanto, a1 = a. Esto justifica por qué la unién en el enunciado de la proposi-

cién es una unién disyunta.
X1+ 42X, .
o, € [0,1], y asi

(€) Si x € M*(v) entonces x € R? y x < v; luego, x < av, donde a =

i=1

gn L,y por lo tanto x < v.
i=1 Vi
O

x € Laejo,) M(av).
(2) Sixellge1) M(av) entonces existe a € [0, 1] tal que x < a v, lo cual implica en particular

queY? x;=aY! v;conloquea=
Como consecuencia de lo anterior, concluimos que M*(v) = Lzefo,1) M(av).
TEOREMA 2.28. Si v = (v1,...,Vy) € R" es tal que vy > --- > v, > 0 y M*(b) es el permutaedro

de mayorizacion fuerte asociado con v, entonces M*(v) = Pyr(M(v),0), es decir, M*(v) es la
pirdmide construida a partir del permutaedro de mayorizacion asociado con v, M(v), y del vector

0.
Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R tal que vy > --- > v, > 0y M*(v) el permutaedro de
mayorizacion fuerte asociado con v. Analicemos separadamente los siguientes tres casos:
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(1) Caso 1:0 es un vértice de M*(v). En efecto, sean ¥ = (x}, x?, .
nulos en M*(v) y ﬁj, J € [k], nimeros reales en [0, 1] tales que Z;?:l ﬁj =1 yﬁ =p15 +
BoXo+ -+ B X). La proposicion 2.27 garantiza la existencia de elementos a; € (0,1] tales
que Xj < a;v, j € [k], lo que implica que Y7 =a;Y."  v;, j €[k],yen consecuencia,
tenemos las igualdades

.,x]’.l), j € [k], vectores no

ll]

0=P1) xi+P2) x5+--+Pr ) x;. = (frar+ Poaz+---+ Prag) D vi
o1 iz o1 iz

Dado que v # 0, aj€(0,1]y B; €[0,1], para cada j € [k], concluimos que §; = 0 para todo
j € [k]. De esta manera, la inica combinacién convexa para 0 en M*(v) es la trivial, lo que
nos permite afirmar que 0 es un vértice de M*(v).

(2) Caso2:Sixe M(av),cona € (0,1), entonces x no puede ser un vértice de M*(v). En efecto,
si x € M(av) entonces x < av'y, por la caracterizaciéon geométrica de la mayorizacion, x
estd en la envolvente convexa de las permutaciones de av. Sean v}, j € [n!], las permuta-
cionesde vy x = Z;l!:l Bjla v /) una combinacion convexa de x. En el caso que x sea un
vértice de M(av) entonces existiria j € {1,...,n!} talque x = av; yasi x = (1 - a)0 + avj
seria una combinacién convexa no trivial de x en M*(v), lo que muestra que x no es un
vértice de M*(v). En el caso de que x no sea un vértice de M(av), entonces necesariamen-
te x = 27!:1 Bj(av;) es una combinacion convexa no trivial, y nuevamente concluimos
que x no es un vértice de M*(v).

(3) Caso 3:Sea x € M(v). Claramente, en el caso de que x no sea un vértice de M(v), podemos
concluir que x no es un vértice de M*(v). Veamos que los vértices de M (v), es decir las
permutaciones de v, son vértices de M*(v): sean x una permutaciéon de vy x = 1% +
BoX + -+ + B X una combinacién convexa de x en M*(v), donde )E’j = (xl. x?, . x]’.l) €

M(a] v) con a; € (0,1]. Dado que x es una permutacion de vyzl 1 ] “12?21 Vi, ] =
., k, tenemos que

M:
||

Zx{+,322x§+“'+.3klel<=(ﬁ1“1+ﬁ2“2+"'+ﬂkak)zvi’
= i=1 =1

i 1 i=1

lo que implica que fya; + fraz + -+ + Bray = 1, pero como fj, j € [k], son nimeros
reales en [0, 1] tales que Z?zl B ji= 1, entonces, necesariamente, tenemos que a ji= 1 para
todo j € [k], lo que muestra que fj € M(v), j € [k], ademas, al ser x un vértice de M (v),
concluimos que x = 1 ¥] + B21> + -+ - + B Xk €s una combinacién convexa trivial. Asi, x es
un vértice de M*(v).

Lo anterior muestra que los vértices de M*(v) son las permutaciones de v junto con el vector 0 Y,
debido a que 0¢ M(v), podemos afirmar que M*(v) = Pyr(M(v),ﬁ). O

Una consecuencia inmediata de la proposicién anterior es el siguiente resultado, el cual, de
hecho, nos da una caracterizacién geométrica del concepto de mayorizacion fuerte.

TEOREMA 2.29. Si v = (v1,..., V) € R" es tal que vy > --- > v, > 0 entonces M*(v) = conv({o(x) |
€S, xeRB}), donde B = {0, v}.
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Demostracion. Sean v = (vy,..., V) € R" tal que vy > --- > v, > 0y M*(v), el permutaedro de
mayorizacion fuerte asociado con v. En el teorema anterior mostramos que ¥ (M*(v)) = {o(v) |
o € Sy} U {0}y, ya que todo politopo es la envolvente convexa de sus vértices, concluimos que
MS(v) = conv({o(x) | o € S, x € B}), donde 2 = {0, v}. O

2.1.3.3. ESTRUCTURA FACIAL DE M*(v)

De lo mostrado en el apartado anterior tenemos que M*(v) = Pyr(M (v),0), el cual es un
resultado que tiene algunas implicaciones en la descripcién de la estructura facial de este
politopo, las cuales abordaremos en el presente apartado. Comenzamos mostrando que cada
una de las caras de M(v) es también una cara de M*(v) y, enseguida, demostramos que una
cara F de M(v) con dimensién j, j € {0,1,...,n— 1}, permite construir de manera univoca una
cara Fy de M*(v) con dimensi6n j + 1, més precisamente, Fj = conv(F U {0}). Finalizamos el
apartado describiendo £ (M*(v)), para lo cual hacemos uso de los elementos anteriores.

PROPOSICION 2.30. Si v = (vy,...,V,) € R" es tal que vy > --- > v, > 0 y M(v), M*(v) son los
permutaedros de mayorizacion y mayorizacion fuerte asociados con v, respectivamente, entonces
toda cara de M(v) es también una cara de M*(v).

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R" tal que vy > --- > v, > 0y M(v), M’(v) los permutae-
dros de mayorizacién y mayorizacién fuerte asociados con v, respectivamente. Si F es una
cara de M(v) entonces existe ¢ = (cy,...,¢,) € R" tal que el problema de optimizacién lineal
mAax e pm(v){C, X) tiene como conjunto solucion, justamente, a F. Es mds, podemos elegir el vector
¢ de modo tal que maxyep(y){c,x) = b > 0. Si x = (x1,...,x,) € M*(v) entonces x < vy, por el
teorema 2.26, existe una matriz doble estocéstica A tal que x = v(a A), donde a = H €[0,1]
y, en consecuencia, se verifican las igualdades (c, x) = (¢, v(a¢ A)) = a{c, vA). Por la caracteriza-
cién matricial del concepto de mayorizacién, tenemos que vA € M(v) y, asi, (¢, vA) < b. En el
caso que a =0, tenemos que x = 0 y {c¢,x) =0 < b, de otra parte, si se da que «a € (0,1) entonces
(¢,x) < ab < b, yenlasituacién en que «a = 1 resulta que, de hecho, x € M(v) y {(c,x) = bsi, y
sélo si, x € F. Es decir, el problema de optimizacién lineal maxe ps(y){c, x) tiene también como
conjunto solucién a F, lo que muestra que F es también una cara de M*(v). O

TEOREMA 2.31. Si v = (vy,...,U,) € R" es tal que vy > --- > v, > 0 y M(v), M*(v) son los permu-
taedros de mayorizacién y mayorizacion fuerte asociados con v, respectivamente, entonces, para
cada k € [n], hay una biyeccion entre las caras de M*(v) de dimension k que contienen a0 y las
caras de M(v) de dimensiéon k—1.

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R" tal que vy > --- > v, > 0y M(v), M*(v) los permutae-
dros de mayorizacién y mayorizacién fuerte asociados con v, respectivamente. Consideremos
el conjunto

Lo(M* () := (Fo € L(M*(v) | 0 € Fo},

donde £ (M*(v)) es el reticulo de caras de M*(v), y definamos, ademds, la funcion ¥ : £ (M(v)) —
ZLo(M? (v)) mediante ¥ (F) := conv(F U {0}). Veamos que V¥ es una biyeccion entre el reticulo de
caras de M(v), L(M(v)),y Lo(M*(v)).
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(1

(2)

3)

¥ estd bien definida: Si F € £ (M (v)) entonces existe ¢ = (cy,...,c,) € R" tal que el pro-
blema de optimizacién lineal max,eps(y){c, X) tiene como conjunto solucién a F. Es mds,
escogemos al vector ¢ de manera tal que maxye p(y){(C, X) = b > 0.

Definamos ¢:= ¢ — T‘Lv,i = (cl - ﬁ, ces Cp— ”Lvi)’ y consideremos el problema de
optimizacién lineal rlﬁé’lxxe M) (G, ijISi x = (x1,... :;n) € M*(v) entonces, por el teorema
2.26, existe una matriz doble estocdstica A tal que x = v(a A), donde a = ’,ﬁ::;‘z € [0,1].
Por lo tanto, tenemos las igualdades

(6, x)=(C,v(aA)) =all,vA)=«a <c— nb 1, vA> =a ((c, VA) - < nb 1, UA>)
L Vi Yio Vi

=al|{c, VA)—

n
i=1 Vi

a, vA)) =a(c,vA)—Db),

donde en la tltima igualdad hemos usado que (I, Av) = ', Vi, lo cual se tiene al ser
A una matriz doble estocdstica. Si @ = 0 entonces x = 0 y (¢, x) = 0; si @ = 1 entonces
x =vAe€ M(v) y tenemos que (¢,x) = 0 si, y s6lo si, x € F; si a € (0,1) entonces x =
avA+(1—a)0y se verifica que (¢, x) = 0 si, y s6lo si, vA € F;y, finalmente, si a € (0, 1] pero
vA ¢ F entonces {c, VA) < b, y en consecuencia (¢, x) < 0. Es decir, maxyeps (1) (¢, x) =0y
su conjunto solucién es ¥ (F) = conv(F U {5}), lo que nos permite afirmar que W (F) es una
cara de M*(v) que contiene a 0y, por lo tanto, ¥ es una funcién bien definida.

Y es inyectiva: sean F, F, € £ (M(v)) tales que W (F;) = ¥(F»). Por definicién de ¥, tene-
mos que conv(F, U {0 = con v(F U {0}, lo cual sucede si, y s6lo si, ¥ (conv(Fy U on) =
¥ (conv(F, u{0})). Ahora bien, si i € {1,2} entonces ¥ (conv(F; U {0})) corresponde al con-
junto de vértices de M*(v) contenidos en F; U {0} y, por el teorema 2.28, todo vértice de
M((v) es tambien un vértice de M*(v), de donde se sigue que ¥ (conv(F; uion) = V(F;) u{o},
i €{1,2}, yen consecuencia ¥ (F;) = 7 (F»). Asi, concluimos que F; = F», lo que muestra
que ¥ es una funcién inyectiva.

¥ es sobreyectiva: sea Fy € £y(M*(v)), luego Oe Fy y existe ¢ € R" tal que el problema
de optimizacién lineal méx,epss () (c, X) tiene como conjunto solucién a Fy. Dado que
M(v) € M*(v) entonces el problema de optimizacidn lineal méaxyeps(y){c, X) tiene como
conjunto solucién a Fy N M (v) = conv(V (Fy) \ oy, yasi F:=conv(¥V (Fy) \ 0hH e LMW)).
Veamos que Y (F) = Fp.

(©) sixeW(F)=conv(Fu{0}) entonces existen X € FyAij,A2€(0,1] talesque A1+ 15 =1
yxX=A1X+ /126, y en vista de que F = conv (¥ (Fp) \ {0}) tenemos que X = Zle Biyi,
donde {y; | i € [k]} € ¥ (Fy) \ {0} y los ntimeros B; € [0,1], i € [k], satisfacen que
Zle Bi = 1. De manera que, x = Zle (A1B1)yi + A20, la cual es una expresién para
x como combinacién convexa de elementos de 7 (Fp), y por lo tanto nos permite
concluir que x € F.

(2) Sixe Fyentonces existen y; € 7/(F0)\{6}, i € [k], ynimeros reales ; € [0,1], i € [k+1],
satisfaciendo Zf:ll Bi=lyx= Zle Biyi+ Brs10.
En el caso que B = 0 tenemos que x € F y, en consecuencia, x € conv(F U o) =
W(F).SiBr+1 = 1entonces x = 6yasi x € W(F).Encaso tal que B € (0,1), definimos
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=X pk yi € conv(¥V (Fp) \ {0}) = F, de donde

Vi |+ Brs10= (1 = Brs1) X+ Prs10 € conv(F U {0}) = ¥ (F).

= (1~ Pr+1) (Z

1- :Bk+

De modo que, en cualquier caso, tenemos que x € WV (F).

De lo anterior, se sigue que W (F) = Fy, lo cual nos muestra que ¥ es una funcién sobreyec-
tiva.

Hemos mostrado que ¥ : £ (M (v)) — £ (M?*(v)) definida mediante W (F) := conv(F U {0}) es
una biyeccién. De otra parte, si F € £(M(v)) es una cara de dimensién j, j € {0,1,...,n—
1}, entonces ¥ (F) = conv(F U {0}) € %0(M?*(v)) tiene dimension j + 1. En efecto: si existieran
Vi = (yjl,...,yj”) € F, j € [k], y numeros reales ;, j € [k], satisfaciendo que Zleﬁj =1y
0= ZI;:1 p;y; entonces

n n n n
0=P1 Y yi++Pr Y y=PBr++B) Y vi=) v;>0,
i=1 i=1 i=1 i=1
donde hemos usado que la suma de las entradas de cualquier vector de Fes 3., v;, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto, 0 no estd en la envolvente afin de F y como consecuencia de
esto tenemos que dim (¥ (F)) = j + 1, siempre que dim(F) = j, j € {0,1,...,n—1}, lo que concluye
la demostracién. O

Consideremos F;, F; € £(M?*(v)). Definimos la relacién de cobertura en M*(v), la cual
denotamos <*, mediante los siguientes casos:

(1) Caso 1:si F}, F; € £(M(v)) entonces F; <°F; si, y solo si, F} < F; en £(M(v)).

(2) Caso 2:5si Fy, F; € £y (M*(v)) entonces existen Fy, F» € £ (M(v)) tales que F; = conv(F; U
on y FZS = conv(F, U {0}). En tal circunstancia, Ff<SF25 si, y sélo si, F; < F, en £ (M(v)).

(3) Caso3:siF} € L(M(v))yF, € £,(M°*(v)) entonces Fy <*F; si, y s6lo si, F; = conv(F} U
o).

Debido a que no es posible que un elemento de £ (M (v)) cubra un elemento de £ (M°*(v)),
ya que 0 ¢ M(v), afirmamos que en los anteriores tres casos queda completamente descrito el
reticulo de caras de M*(v). De otra parte, aprovechando la descripcién hecha de £ (M*(v)) y
teniendo presente el clculo de las componentes del f-vector de M(v), que realizamos en el
teorema 2.10, a continuacién encontramos el f-vector de M*(v).

TEOREMA 2.32. Si v = (v1,...,V,) €R" es tal que vy > -+ > vy, > 0 y M*(v) es el permutaedro de
mayorizacion fuerte asociado con v, entonces el ntimero de caras de M*(v) con dimension n— k,
kef{0,1,...,n—-1},esk!S(n+1,k+1).

Demostracion. Sean v = (vy,...,v,) € R tal que vy > -+ > v, > 0y M*(v) el permutaedro de
mayorizacion fuerte asociado con v. De los resultados anteriores tenemos que, para k € [n—1],
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el nimero de caras de M*(v) con dimensién n — k lo obtenemos adicionando el namero de
caras de M (v) con dimensiones n—ky n—k—1, de las cuales, en virtud del teorema 2.10, hay
k!S(n, k) y (k+1)!S(n, k + 1), respectivamente. Por lo tanto, el nimero de caras de M*(v) con
dimensiéon n — k es

KIS(n, k) + (k+DIS(n, k+ 1) =kl(S(n, k) + (k+1)S(n, k+1)) =kIS(n+1,k+1),

donde usamos la identidad S(n+1,k+1) = S(n, k) + (k+1)S(n, k+ 1). En conclusién, el nimero
de caras de M*(v) con dimensién n—k es k!S(n+ 1,k + 1), expresidon que es valida para k €
{0,1,...,n—1}. O

2.1.3.4. COMENTARIOS FINALES

El concepto de mayorizacién fuerte es de aparicién reciente en la literatura. Mds precisamen-

te, este fue introducido en el afio 2016 por Roventa, véase [Rov16]. En [Rov16], el concepto de
mayorizacién fuerte, denotado <, es usado para establecer una generalizacién de la desigualdad
de Hardy, Littlewood y Pélya; no obstante, algunos resultados sobre el concepto mismo son
presentados. Sin embargo, muchos interrogantes en torno al concepto de mayorizacién fuerte
quedan abiertos; por ejemplo, cuestiones sobre la posibilidad de caracterizar este concepto
matricial o geométricamente.
En consecuencia, partiendo de los estudios de Roventa sobre « e inspirados por las caracteri-
zaciones existentes para los conceptos de mayorizacién y mayorizaciéon débil, véase [MOA11],
en esta seccion le presentamos al lector o lectora una caracterizacién matricial de <, la cual es
muy similar a la existente para <y <. Ademds, establecimos una caracterizacién geométrica,
para la cual introdujimos, de manera natural, una definicién del permutaedro de mayorizacién
fuerte, que denotamos M*(v), y demostramos la igualdad M*(v) = Pyr(M(v)). En conclusion,
los resultados mostrados en esta seccién aportan nuevas perspectivas sobre el concepto de
mayorizacion fuerte, que complementan los estudios hechos en [Rov16] sobre este concepto.

2.2. IDEALES PRINCIPALES DE MAYORIZACION

En esta segunda parte de nuestro estudio de politopos de mayorizacién, nos concentraremos
en unos objetos llamados ideales principales de mayorizacion. En general, los conceptos de
mayorizaciéon no definen 6rdenes parciales sobre R”, pues la propiedad antisimétrica no se
satisface. Sin embargo, si nos restringimos a D” = {x € R" | x; = --- = x,}, entonces las relaciones
de mayorizacidn si definen 6rdenes parciales y, en consecuencia, podemos considerar los ideales
generados por un elemento b en dichos 6rdenes. Estos objetos, ademds de ser ideales de orden,
resultan ser politopos, y en los apartados que siguen investigaremos algunas de las propiedades
que estos tienen.
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2.2.1. IDEAL PRINCIPAL DE MAYORIZACION

Sib=(by,...,by) ER" estal que b; >--- > b, > 0, entonces definimos el ideal principal de
mayorizacién asociado con b, denotado por M(b), el cual resulta ser un politopo de dimensién
n— 1. El presente apartado lo destinamos al estudio del ideal principal de mayorizacién, es-
pecificamente al estudio de su estructura facial. En [Dah01] se realizé un estudio de M(b) en
conexion con optimizacidn lineal y cuadrdtica y, en particular, se caracterizo el 1 - esqueleto de
M (b) usando unas particiones ordenadas de [n] denominadas particiones intervalo. Nosotros
adoptamos la terminologia y notacién usada en [Dah01], pero hacemos unas pruebas alternati-
vas para algunos de los resultados que alli se presentan. Asimismo, usando el hecho de que M(b)
resulta ser un politopo simple, junto con la descripcion de vértices y caras maximales de este
politopo, damos una descripcién combinatoria de £ (M(b)).

DEFINICION 2.5 ([DAHO1], P. 115). Si b= (by,...,b,) € R" es tal que by > --- > by, > 0, entonces

el conjunto M(b) := {x € D" | x < b} se denomina ideal principal de mayorizacién asociado con
b.

EJEMPLO 2.10. Elideal principal de mayorizacién asociado con el vector (2, 1), el cual denotamos
por M((2,1)), consiste de los elementos x = (x1, x2) € D2 que satisfacen la condiciéon x < (2,1),
es decir, que cumplen las desigualdades x; = x, y x; < 2 junto con la igualdad x; + x, = 3.
Estas restricciones nos dan una /-descripcién de M((2, 1)), la cual nos permite visualizar este
politopo en R2. En la figura 2.14 mostramos una representaciéon de M((2,1)) que usaremos
posteriormente para hacer unas observaciones sobre este politopo.

1.5
1.4
1.3
1.2

1.14

15 1.6 L7 18 19 2

Figura 2.14: M((2, 1)), ideal principal de mayorizacién asociado con (2,1).

El conjunto de vértices de M((2,1)) es 7' (M((2,1))) = {(2,1), (%, %)}, los cuales corresponden,
en este caso, a las caras maximales del politopo; aunque M((2, 1)) es un politopo contenido en
R? su dimensién es 1; cada uno de los vértices de M((2, 1)) estd en exactamente una arista, razén
por la cual, podemos afirmar que M((2, 1)) es un politopo simple y, en consecuencia, existe una
biyeccion entre las intersecciones no vacias de caras maximales de M((2, 1)) y las caras de este
politopo.

Las caras maximales de M((2,1)) son Fy; := {(x1,x2) € M((2,1)) | X3 = 2} = {(2,1)} y Gy :=
{(x1,x2) e M((2,1)) | X1 = X2} = {(%, %)}. En la siguiente tabla presentamos una correspondencia
entre las caras de M((2,1)) y las parejas ordenadas de subconjuntos de [1] cuyas componentes

son disyuntas.
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M((2,1))
Caras de dimension 1-0
M(2,1) | (2,9
Caras de dimension 1-1
Fy (@,{1})
Gy ({1}, @)
Tabla 2.10: Caras de M((2, 1)).

EjEMPLO 2.11. El ideal principal de mayorizacién asociado con el vector (3,2, 1), el cual deno-
tamos por M((3,2,1)), contiene a los elementos x = (x1, X2, X3) € D3 que satisfacen la condicién
x =(3,2,1), es decir, que cumplen las desigualdades x; = x», x2 = x3, X1 <3, X1 + X <5 junto con
la igualdad x; + x, + x3 = 6. Estas restricciones conforman una .#°-descripciéon de M((3,2,1)), y
ellas nos permiten visualizar este politopo en R®. En la figura 2.15 mostramos una representa-

cién de M((3,2,1)) en el espacio euclidiano 3-dimensional, la cual nos permitird hacer algunas
observaciones sobre este politopo.

Figura 2.15: M((3,2, 1)), ideal principal de mayorizacién asociado con (3,2,1).

El conjunto de vértices de M((3,2,1)) es 7 (M((3,2,1))) = {(3,2,1),(3,3,1),3,3,3),(2,2,2)}.
Aunque M((3,2,1)) es un politopo contenido en R® su dimensién es 2, pues este politopo estd
contenido en el hiperplano H := {(x;,x2,x3) € R3 | x; + x2 + x3 = 6}. Cada uno de los vértices
estd en exactamente 2 aristas, lo que nos muestra que M((3,2,1)) es un politopo simple. En
la tabla 2.11 presentamos la correspondencia entre las caras maximales de M((3,2,1)) y las
desigualdades de su #-descripcién.

En vista de que M((3,2,1)) es un politopo simple, existe una correspondencia biyectiva,
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Cara maximal Desigualdad
Fry = {(x1, X2, x3) € M((3,2,1)) | x; =3} x1 <3
= conv({(3,2,1),3,3,3)})
[F{z} = {(x1,X2,Xx3) € M((3,2,1)) | X1 + x2 =5} X1+ X2=<5
= conv({(3,2,1),(3,2,1)})
Gy ={(x1,x2,x3) €MI((3,2,1)) | x1 = x2} X1 =X
=conv({(3,2,1),(2,2,2)})
Gy ={(x1,x2,x3) €MI((3,2,1)) | x2 = x3} X2 = X3
=conv({(3,3,3),(2,2,2)})

Tabla 2.11: Caras maximales de M ((3,2,1))

para cada k € {0,1,2}, entre las intersecciones no vacias de k caras maximales distintas de
M((3,2,1)) y las caras de dimension 2 — k de este politopo. En la tabla 2.12 mostramos una
correspondencia biyectiva entre las caras de M((3,2, 1)) y parejas ordenadas de subconjuntos de
[2] cuyas componentes son disyuntas.

M((3,2,1))
Caras de dimension 2-0
M(3,2D) | (2,9
Caras de dimension 2-1

Fy (@,{1})
Foy (@,12)
Gy ({1}, @)
Gz ({2}, 2)

Caras de dimension 2-2
Fay Ny (%,{1,2})
Fiuy NGy ({2}, {1}
Fi2y NGy ({1}, {2}
Gy NGy (11,2}, @)
Tabla 2.12: Caras de M((3,2,1)).

EJEMPLO 2.12. El ideal principal de mayorizacién asociado con el vector (4,3,2,1), el cual de-
notamos mediante M((4,3,2, 1)), consiste de los elementos x = (X1, X2, X3, X4) € D* que cumplen
con la condicién x < (4, 3,2, 1), es decir, que satisfacen las desigualdades x; = xp, x2 = X3, X3 = X4,
X1 <4, x1+Xx2 <7, X1+ X2+ X3 < 9junto con laigualdad x; + x» + x3+ x4 = 10, las cuales conforman
una /-descripcion de M((4, 3,2, 1)).

Aunque M((4,3,2,1)) es un subconjunto de R?, este politopo también estd contenido en el
hiperplano H := {(x1, X2, X3, X4) € R* | x; + X2 + X3 + x4 = 10}, el cual tiene dimensién 3, lo que
nos permite visualizar M((4,3,2,1)) en el espacio euclidiano 3-dimensional. En la figura 2.16
mostramos una representacion de M((4,3,2,1)) en R3, que usaremos para formular algunas
observaciones sobre este politopo.

El conjunto de vértices de M((4,3,2,1)), denotado por ¥ (M((4,3,2,1))), corresponde a



CAPITULO 2. POLITOPOS DE MAYORIZACION 77

Figura 2.16: M((4,3,2, 1)), ideal principal de mayorizacién asociado con (4,3,2,1).

{4,3,2,),(%,%,2,1),4,3,3,1),4,3,3,3),(3,%,3,3),3,3,3,1),4,2,2,2,3,3,3, ).

La dimension de M((4,3,2,1)) es 3 y cada uno de sus vértices estd contenido en exactamente 3
aristas, lo cual nos permite afirmar que M((4, 3,2, 1)) es un politopo simple y, consecuentemente,
existe una correspondencia biyectiva, para cada k € {0, 1,2, 3}, entre las intersecciones no vacias
de k caras maximales distintas y las caras de dimensién 3 — k de M((4, 3,2,1)). Adicionalmente,
cada una de las desigualdades de la #-descripcién determina una cara maximal de este politopo,
tal como mostramos en la tabla 2.13.

Cara maximal Desigualdad

[F{l} = {(xl,XZ,X3,X4) eM((4,3,2,1)) | x1 4} xX1<4
conv({(4 3,2,1),4,3,3,1,4,3,3,3),4,2,2,2)})

[F{g} ={(x1, X2, X3, x4) € M((4,3,2,1)) | X1 + x, =7} X1+X2=7
conv({(4 3,2,1),4,3,3,3),(Z,1,2,1),(2,%,3,3))

[F{g} = {(xl,xg,xg,x4) eM((4,3,2,1)) | X1+ X2+ X3 =9} X1+ X2+ X3 <9
conv({(4 3,2,1),%,1,2,1),4,2,2,1),3,3,3,1)})

Gpy = {(xl,xz»xs,x4) eM((4,3,2,1)) | x1 = xz} X1 = X2
conv({(z,z,z D,(£,1,2,3),3,3,3,1,3,2,3,2))

Gy :={(x1, X2, x3,X4) €M((4,3,2,1)) | x2 = x3} X2 = X3
conv({(4,2,2,1) (3,3,3,1),4,2,2,2),(3,3,3,3)})

G = {(xl,xz,x3,x4) eM((4,3,2,1)) | x3 = x4} X3 = X4
conv(i(4, 3,2,2),(£,2,3,3),(4,2,2,2),3,2,2,2)}

Tabla 2.13: Caras maximales de M((4,3,2,1))

Teniendo presente que M((4, 3,2, 1)) es un politopo simple, podemos establecer una corres-
pondencia biyectiva entre las caras de M((4, 3,2, 1)) y las parejas ordenadas de subconjuntos de
[3] con sus componentes disyuntas, la cual presentamos en las tablas 2.14, 2.15y 2.16.
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M((4,3,2,1))
Caras de dimension 3-0
M(4,3,20) | (2,9)
Caras de dimension 3-1

Fy (@,{1})
Fio (@,{2h)
Fi3) (@,13)
Gy ({1}, @)
Gy ({2}, 9)
Gy ({3}, 2)

Tabla 2.14: Caras de M((4,3,2,1)). (Partel)

M((4,3,2,1))
Caras de dimension 3-2
Fy Ny (2,{1,2})
Fy Nz (®,{1,3})
Fioy N3 (®,12,3h
Fiy NGy ({23,{1)
Fiy NGy ({3},{1})
Fi2) NGy ({1}, {2)
Fio) NGy ({3}, {2)
Fi33 NGy ({1}, 43}
Fi33 NGy (123,{3})
G NGy | (1,2}, )
Gy NGg | (1,34, 9)
Gy NG | (12,3}, 9)

Tabla 2.15: Caras de M((4,3,2,1)). (Parte 2)

Como consecuencia de la definicién de M(b), tenemos que una .#-descripciéon de este
politopo viene dada por las relaciones x; = xj11, j € [n—1], Zle X < Zle bi,keln-1],y
Z?:l Xi = Z?:l b;. Cada una de las desigualdades que conforman esta .#’-descripcién define una
cara maximal, como veremos posteriormente. A continuacion, introducimos la terminologia
usada en [Dah01] para el estudio de M(b).

DEFINICION 2.6 ([DAHO1], P. 115,116).Si n € Ny j, k € [n] son tales que j < k, entonces
[i:k]:=1{],..., k} es el intervalo entero con extremos j y k.

DEFINICION 2.7 ([DAHO1], P. 115,116).Sean n € N, t € [n] y & = (7y,...,7;) una particion
ordenada de [n] en bloques no vacios 7, j € [£]. Si existen enteros 0 = ko < ky <--- < k1 <
k; = ntales que n; = [k;j-1 +1: k;], para todo j € [¢], entonces decimos que 7 es una particion
intervalo de [n]. Los conjuntos 7 j, j € [£], se denominan bloques de la particién 7 y el conjunto
de todas las particiones intervalo de [n] es denotado por II.

DEFINICION 2.8 ([DAHO1], P. 117). Sean 71 = (ny,...,71,) €1y nj:=|m;l|, j € []. Al vector b" .=
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M((4,3,2,1))

Caras de dimension 3-3
FiynFgynkg | (2,{1,2,3})
FiynFynGgy | (13}4,{1,2})
FiynFinGpy | (123,{1,3})
FioynF3y NGy | ({13,{2,3})
FynGpnGg | (12,34{1})
FignGuynGg | (1,3}, {2)
FignGuynGyy | (1,2}, {3})
Gy NGy NG | ({1,2,3},9)

Tabla 2.16: Caras de M((4,3,2,1)). (Parte 3)

(bnl,...,b_m,...,b_nt,...,b_nt), dondeb_nj:: nLijezr,- bj, j € [t], 1o denominaremos promedio de b

m n
asociado con 7.

2.2.1.1. VERTICES DE M(b)

El objetivo principal de este apartado es demostrar que si b = (by,..., b,) € R” es tal que
by > --- > by, >0y M(b) es el ideal principal de mayorizacién asociado con b, entonces los
promedios del vector b, que se consiguen recorriendo todas las particiones de I1, son justamente
los vértices de M(b). Este resultado ya fue establecido en [Dah01]; sin embargo, nosotros lo
demostramos siguiendo razonamientos similares a los usados para el estudio de los vértices de
los permutaedros de mayorizacién y mayorizacion débil.

Teniendo presente la #-descripcion dada de M(b), definimos los conjuntos [ j := {x € M(b) |
Xj=Xj+1}, JE€n—1], yGg:={x e M(b) | Zle X; = Zle b;}, k € [n], los cuales obtenemos como
la intersecciéon de M(b) con un tnico hiperplano de soporte de M(b). El resultado que sigue
establece condiciones suficientes y necesarias para que F; NGy # @.

PROPOSICION 2.33. Si b = (by,...,b,) e R" es tal que by > --- > b, > 0, M(b) es el ideal principal
de mayorizacion asociado con by j, k € [n—1], entoncesFj NGy # @ si, y s6lo si, j # k.

Demostracion. Sean b = (by,..., b,) € R" tales que by > --- > b, >0 y M(b) el ideal principal de
mayorizacion asociado con b. Consideremos, ademads, los hiperplanos de soporte de M(b), F; y
Gy, donde j, k€ [n—1].

(=) Si j = kysuponemos que existe x = (xi,..., Xn) € F; NGy, entonces x € M(b) y se satisfacen

las igualdades xg = xX¢41V Zle Xj= Zle b;. En consecuencia, se cumplen las relaciones

k+1 k+1 k k

k k
bi+Xks1= ) Xi+Xps1= ) Xi< Y bi=) bi+brs1 <) bi+bg,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

donde en la tltima desigualdad hemos usado que by > by41. Por lo tanto xi = X4+ < by, vy
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de aqui resultan las siguientes relaciones:

k k-1 k-1 k-1 k
in= in+xk5 Zb,-+xk< Z bi+bk:Zbir
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

lo que contradice que Zle X; = Z;‘:l b;. De manera que, si j = k, entonces F; NGy = @.

(<) Sij # k entonces x = (x1,...,X,) € R"?, definido mediante las igualdades x; = b;, si i €

.. bj+b;, )
(RN, j+ 1}y Xj = Xj1 = % pertenece a [F; N G,. En efecto, en el caso que j <k,
entonces j + 1 < k'y tenemos que

Y bi si t<jot>k,
i— b;+b; . .
N = TR
le - Jj+1 . .
izl Zi:l b; si t=j+1,
Zle b; si t=k,

) . . 2b; bi+b; 2b;
y como, ademds, se satisfacen las relaciones bj_; > b; = - > ’T’“ > é“ = bj1,

podemos concluir que x € F; N Gg. En el caso que k < j, entonces se satisface que

, Y bi si t<jor>j+l1,
i—1 bj+b; . .

D Xi= Z{:l bi+ - s t=17

=l I b si t=j+1,

. . 2b; _ bi+b; 2b;
y, teniendo presente las relaciones bj_; > bj = —* > ’T’” > 5” = bj+1, nuevamente

podemos afirmar que x € F; N Gg. En consecuencia, si j # k entonces F; NGy # @.

O

TEOREMA 2.34 ([DAHO1], TEOREMA 2.1(1)). Si b= (by,...,by) eR" estalque b, >---> b, >0y
M(b) es el ideal principal de mayorizacion asociado con b, entonces V (M(b)) = {b”" | m € TI}.

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b,, > 0 y M(b) el ideal principal de
mayorizacion asociado con b. Veamos que 7 (M(b)) = {b" | & € TT}.

(©) Six=(x1,...,x,) es un vértice de M(b), entonces x es el tiinico punto de interseccién
de M(b) con un nimero finito de hiperplanos de soporte y, en consecuencia, tenemos
que x € (NjesF;) N (NkexGr), donde J, K < [n] satisfacen que J N K = @. Analicemos los
siguientes casos:

(a) Caso 1:Si J = ¢ entonces K = [n—1]. En efecto, si suponemos que el minimo ele-
mento de K es un entero k > 1, entonces cualquier vector y = (y1,..., ¥n) € R” sa-
tisfaciendo las condiciones y; = x;, i € {k+1,...,n},y Zle Vi= Zle b; pertenece a
los mismos hiperplanos de soporte a los que pertenece x y, como k > 1, hay varios
de tales vectores; en consecuencia, suponer k > 1 contradice la unicidad de x. Por
lo tanto, el elemento minimo del conjunto K es 1. De otra parte, si k € K pero el
siguiente elemento k € K es mayor que k + 1 entonces y = (y1,..., ) cumpliendo
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(b)

(©

con las condiciones y; = x;, i € [n] \ {k + 1,....k}, Y Yk+1+ o+ Vi = by + -+ by
pertenece a los mismos hiperplanos de soporte a los que pertenece x y, en vista
de que k > k + 1, hay varios de tales vectores, luego, nuevamente se contradice la
unicidad de x. En sintesis, el minimo elemento de K es 1 y no existen elementos en
K no consecutivos, por lo tanto, K = [n — 1] y, en tal circunstancia, concluimos que
x=h.

Caso 2: Si K = ¢ entonces J = [n — 1]. Inicialmente, si suponemos que n—1¢ K
entonces consideramos las particiones intervalo = = ({1,...,n}) y p = ({1,...,n—
1}, {n}), de modo que, tanto b* como b pertenecen a los mismos hiperplanos de
soporte a los que pertenece x, lo cual contradice la unicidad de x. Por lo tanto,
n—1¢€ Ky, en consecuencia, tenemos que x,_; = X,. Ahora bien, al suponer que
n—2 ¢ K entonces podemos considerar las particiones intervalo = = ({1,...,n})
y u=(1,...,n-2},{n-1,n}), de manera que, b" y b* pertenecen a los mismos
hiperplanos de soporte a los que pertenece x, contradiciendo la unicidad de x.
Luego, n -2 € K y, recopilando, tenemos que x, = x,-1 = X;—2. Procediendo, con
argumentos similares a los anteriores, en un ntimero finito de pasos, concluimos
que J = [n— 1]y, en consecuencia, x = b”".

Caso 3: Si /,K # @ entonces JU K = [n — 1]. Efectivamente, definimos una particién
de J, 22 ={]1,...,Js}, de tal manera que los elementos de cada bloque sean enteros
consecutivos y la diferencia entre el minimo elemento de J;; y el mdximo elemento
de J; sea al menos 2, para i € [s— 1], es decir, organizamos los elementos de J de
manera creciente y agrupando cadenas mdaximas de enteros consecutivos. Sea k
el minimo elemento de [n — 1]\ J y supongamos que k no pertenece a K, ademads,
consideremosjc, el minimo elemento perteneciente a K, por lo tanto, k < ky tenemos
la igualdad Zle X;= Zle b;. En estas circunstancias, los vectores

* Dreeor b7 24 » = DNe+1? yAn
\kl:l ki J‘k_kl:k*'l k—k ik "
k Pk
y
1 & 1k
= bi,...,:Zbi,X,‘c 1,...,xn
ki=1 kiz "

~ J
v~

k

pertenecen a los mismos hiperplanos de soporte a los que pertenece x y, en conse-
cuencia, se contradice la unicidad de x. De manera que k = k, es decir, el minimo
elemento de [n—1]\ J coincide con el minimo elemento de K, lo cual determina com-
pletamente las primeras k componentes de x. Con un argumento andlogo al anterior,
obtenemos que el segundo menor elemento de [n— 1]\ J coincide con el segundo
menor elemento de K y, procediendo de manera sucesiva en un ntmero finito de
pasos, llegamos a mostrar que los elementos de [ —1]\ J son elementos de K, de ma-

nera equivalente, JU K = [n—1]. Para finalizar, si [n—1] = KjU J; U - UK U JoU K41,
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donde Uf:% K; = Ky K1, K41 pueden ser eventualmente vacios, entonces un ele-
mento x € (N jegF j) N (NkexGxr) queda completamente determinado y pertenece al
conjunto {b" | m € IT}.

(2) Sean te€ [n], m = (7y,...,7;) una particion intervalo de [n] y b” el vector promedio de b
asociadocon . Simy ={1,..., i1}, w2 ={i1 +1,...,02},...,m, ={i;—1 +1,..., n} son los bloques
de 7, entonces

]:i1+1

|l

( iﬁl [Fj)ﬂGiz

( rﬁl [Fj)ﬂGn :

J=i+l

Es mads, b” es el tinico vector en la interseccién de hiperplanos de soporte de M(b) involu-
crados en la expresion anterior. En efecto, si x = (x,..., x,) € R" es tal que

X €

e

( iﬁl [Fj)ﬂGiz

j:i1+1

( nﬁl Fj)ﬂ‘@n‘»

j:it—l +1
entonces se satisfacen las igualdades

xj=xj+1,j€[1,i1—1]u[i1+1,i2—1]u---u[it,1+1,n—1],

il i1 iz ig n n

Y xi=) bi, Y xi=) bi,..., Y xi=)_ b

i=1 =1 i=1 i=1 i=1 i=1
asi, las componentes de x, de hecho, cumplen con las igualdades

XL = = X X4l =000 = Xigy oy Xip 11 =000 = X

iz n

i] il iz n
Yxi=) by, Y Xi= ) bi.., Y xi= ) b
i=1 i=1 i=i;+1 i=i;+1 i=i; 1+1 i=i;1+1
las cuales nos permiten concluir que x = b”. Es decir, b” es el tinico punto de interseccién
de un ntmero finito de hiperplanos de soporte de M(b), en consecuencia, b” es un vértice
de M(Db).

O

PROPOSICION 2.35 ([DAHO1], P. 115). Si b = (by,...,by) € R" estal que by > --- > by, > 0 entonces
M(b) es un politopo de dimension n— 1.

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > -+ > b, > 0y M(b) el ideal principal
de mayorizacién asociado con b. En vista de que el permutaedro de mayorizacién asociado
con b, M(b), satisface que M(b) € M(b), podemos afirmar que M(b) es un politopo tal que
dim(M (b)) = dim(M(b)) y, como dim(M (b)) = n— 1, concluimos que dim(M(b)) < n—1. De
otra parte, consideremos b, b, b, ..., b los promedios del vector b asociados con las
particiones ordenadas z! := ({1},{2},13},...,{n}), 7% := ({1,2},{3},...,{n}), 7% := ({1,2,3},..., {n}),
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.., 1":=({1,2,3,...,n}), respectivamente. Sean 11,1,,13,...,1, € R tales que Zl’.’zl A,-b”i =0 y

1 Ai =0, lo cual nos determina las siguientes ecuaciones:

bi+b bi+by+b bi+by+bs+---+b
/11171+ﬂ2( : 2)+/13(% Feort Ay, 1Th27hs n)_o
n
b1 +b bi+b,+b bi+bo+bat--+b
Albzmz(l 2)+A3(% N LIS A AR
n
bi+by+b bi+b,+bs+---+b
11b3+/12b3+/13($ ot Ay, 1+ 02+ b3 A
n
bi+by+bs+---+b
Albn+A2bn+A3bn+...+An 1 2 3 n -0
n

Igualando la primera y segunda ecuacién obtenemos A; (b; — b2) = 0, de donde concluimos que
A1 =0, yaque b; > b, > 0. Similarmente, igualando la segunda y tercera ecuacion conseguimos
A (% - bg) = (w) =0, de donde deducimos que A, = 0, pues b; > by > b3 > 0.
Continuando reiteradamente de esta manera obtenemos en n pasos que 1 =A; = A3 =---=

n = 0. Es decir, la tinica solucién de ¥, A" =0, X ,Ai=0,es A; =0 para todo i € [n],
lo cual nos muestra que los vectores b, b, b, ..., b"" son afinmente independientes. Por
lo tanto, dado que M(b) tiene n vectores afinmente independientes, podemos afirmar que
dim(M(b)) = n— 1y, en consecuencia, M(b) es un politopo de dimensién n — 1. O

2.2.1.2. M(b) ES UN POLITOPO SIMPLE

En este apartado, el objetivo principal es mostrar que M(b) es un politopo simple. Sin em-
bargo, previamente haremos una descripcion de las caras maximales de M(b) para, apoyados en
la descripcion de los vértices de M(b), poder aproximarnos de una manera sencilla al resultado
principal.

PROPOSICION 2.36. Si b= (by,...,b,) eR" es tal que by > --- > by, > 0 yM(D) es el ideal principal
de mayorizacion asociado con b, entonces las caras maximales deM(b) son los conjuntosF  :=
xeM®) | xj=xjn} jeln-11,yGr:={xeM®) | L x; =Xk b} ken-11.

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b,, > 0 y M(b) el ideal principal de
mayorizacion asociado con b. Consideremos, ademads, los conjuntos [ := {x e M(b) | x; = xj+1},
jeln—-1],yGr:={xeM(b) | Zle Xj= Zle b;}, k € [n]. Hemos visto que una .#°-descripciéon de
M(b) esta descrita mediante las relaciones x; = xj11, j € [n—1], Z;‘:l X < Zile b, keln-1],y
Y, xi=X" b;,de maneraque, cadauna delas desigualdades presentes en esta .-descipcién
es una desigualdad vélida de M(b) y se satisfacen las siguientes igualdades:

[Fj=l\/[|(b)ﬂ{x€|Rn|x]' =xj+1},].€ [n—1].

k k
Gk =MD N{xeR"|Y x;=) b}, ke(nl.

i=1 i=1
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Por lo tanto, F;, j € [n—1], y Gg, k € [n—1], son caras de M(b). Es més, tenemos que toda
cara de M(b) se obtiene como la intersecciéon de M(b) con un ntimero finito de hiperplanos de
soporte del tipo {x € R" | x; = xj11}, j € [n—1], o del tipo {x e R" | Zle X; = Zle b;}, k € [n]. Por
consiguiente, si F es una cara maximal entonces [ = [, para algin j € [n—1], o, F = Gy, para
algan k € [n — 1]. En efecto, las caras de los tipos [ y Gy, j, k € [n— 1], son caras propias no
vacias de M(b), y si G es cualquier otra cara propia y no vacia de M(b) entonces G se obtiene
como la interseccién de este politopo con dos o mds de sus hiperplanos de soporte y, en
consecuencia, G no seria maximal. En conclusion, las caras maximales de M (b) son los conjuntos
Fji={xeM®)|xj=xju1}, jen-1],yGr:={xeM®) | L5 xj =X* b}, keln-1l. O

PROPOSICION 2.37. Si b = (by,...,b,) € R" es tal que by > --- > b;,, > 0, entonces M(b), el ideal
principal de mayorizacion asociado con b, es un politopo simple.

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R™ tal que by > --- > b, > 0 y M(b) el ideal principal de
mayorizacién asociado con b. Consideremos, ademads, & = (7y,...,7;), t € [n], una particién
intervalo de [n] y b" el vértice de M(b) asociado con . Veamos que b”" estd en exactamente n— 1
caras maximales de M(b), hecho que mostraria que M(b) es un politopo simple. Si |7 ;| = nj,
para j € [t], entonces las primeras n; componentes de b” son iguales entre si, las siguientes n,
componentes de b”" son iguales entre si, y asi sucesivamente, razén por la cual, concluimos que
b" e€Fj,paracada je€[n —1]Uln+1:n+np—-1Ju---Ulm+--+ny+1:n+---+n,—1],
donde n; +---+n; = n. De lo anterior, b”™ pertenece a, al menos, n— t caras maximales del tipo F i
j € [n—1]. De otra parte, por definicién de b”, tenemos que b" € Gy, NGy, 41, N+ NGy 4y teeetny_y»
lo que nos permite afirmar que b" es un elemento de, al menos, ¢ — 1 caras maximales del tipo
Gy, k € [n—1]. Por lo tanto, el vector b”™ pertenece minimo a n — 1 caras maximales. Finalmente,
en virtud de que F; NGy # @ si, y s6lo si, j # k, concluimos que b”" solo pertenece alas n—1
caras maximales mencionadas antes, lo que culmina la prueba. O

2.2.1.3. ESTRUCTURA FACIAL DE M(b)

La descripcién combinatoria de la estructura facial del politopo M(b) requiere encontrar un
reticulo £ tal que £ (M(b)) = %. Para el caso del permutaedro de mayorizacion, el reticulo que
permiti6 hacer la descripcién de su estructura facial fue el reticulo de particiones ordenadas
de [n] con 0, es decir, IT,, U 0. Sin embargo, en lo que respecta a M(b) nos apoyaremos en un
reticulo que, aunque hemos sugerido en los ejemplos mostrados al principio de la seccién, no
es un reticulo referenciado en la literatura consultada y, por consiguiente, debemos definir al
comienzo de este apartado de manera precisa.

DEFINICION 2.9. Si 6 :={(A,B) | A,B< [n]A AnB = @} y < es unarelacién de cobertura definida
sobre € mediante

(A,B)< (A,B)< (Axe[n]\(AUB) (A= AAB\B={x}) V(B=BAA\A={x}),

entonces el reticulo inducido por < adjuntandole el 0, el cual denotaremos Bip([n]), lo llamare-
mos reticulo de biparticiones ordenadas sobre [7].
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EJEMPLO 2.13. El reticulo de biparticiones ordenadas sobre [2], Bip([2]), lo representamos en el
siguiente diagrama de Hasse:

(2,9)

NN

({1}, @) ({2}, 2) (2,12} (@,{1})

AKX

(1,2,L,9) ({142 @L{1)  (2,{1,2})

NN

Figura 2.17: Bip([2]), reticulo de biparticiones ordenadas sobre [2].

En el siguiente teorema presentamos la descripcién combinatoria del reticulo de caras de
M(b), el cual denotamos £ (M (b)), a través del reticulo de biparticiones ordenadas sobre [ —1].

TEOREMA 2.38. Si b = (by,...,by) eR" es tal que by > --- > b, > 0 yM(D) es el ideal principal de
mayorizacion asociado con b, entonces £ (M(b)) = Bip([n — 1]); es decir, el reticulo de caras de
M(b) es isomorfo al reticulo de biparticiones ordenadas sobre [n—1].

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b, > 0 y M(b) el ideal principal de
mayorizacién asociado con b. Consideremos, ademads el reticulo de caras de M(b), £ M(b)),
y el reticulo de biparticiones ordenadas sobre [n — 1]. Si F es una cara propia no vacia de M(b)
entonces existen J,K < [n—1] tales que JNK = @ yF = (NejF;) N (NkexGi), lo cual nos sugiere
definir ¥ : Z(M(b)) — Bip(In —1]) mediante ¥ (F) := (K, J), junto con las igualdades ¥ (@) = 0 y
Y (M(b)) = (@, ). Veamos que ¥ es un isomorfismo de reticulos:

(a) ¥ esta bien definida: siF = (mjef[Fj) N (NkexGr), donde J,K < [n—1] son tales que J N
K = ¢, entonces ¥Y(F) = (K, ]) € Bip([n—1]). Ademas, claramente ¥ (@) y ¥(M(b)) son
elementos de Bip([n—1]).

(b) ¥ esinyectiva: sean F = (N je;F ;) N (NkexGr), donde J,K < [n—1] son tales que JN K = @,
yG= (mjej[Fj) N (NkeGk), donde J, K < [n—1] son tales que Jn K = @, caras propias no
vacias de M(b) que satisfacen ¥ (F) = (K, J) = (K, J) = ¥(G). Porlo tanto, J = Jy K=K, de
donde, concluimos que F =G.

(c) W es sobreyectiva: si (K, J) € Bip([n—1]) entonces (K, J) = ¥(F), donde F = (njeF;) N
(NkexGr), siendo J,K < [n— 1] tales que JN K = ¢. Ademas, 0 = V(@) y (@, ®) = ¥ (M(D)).

(d) ¥ preserva coberturas: siF y G son caras propias no vacias de M(b) tales que G cubre a I,
entonces [ se obtiene a partir de G mediante la interseccién de esta tiltima cara con un
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hiperplano de soporte de M(b) no considerado en la interseccién que define a G, bien del
tipo [, j € [n—1], o bien del tipo Gy, k € [n —1]. En este caso, claramente ¥ (F) < ¥(G).
De otra parte, M(b) cubre a las caras maximales, relacién que se preserva a través de
Y. Finalmente, los vértices de M(b) cubren a la cara vacia y, en vista de que M(b) es un
politopo simple con dimensién n — 1, los vértices se consiguen como la interseccién de
n—1 caras maximales, razén por la cual, la imagen de los vértices bajo la aplicacion ¥ son
particiones ordenadas de [n — 1] de tamafio 2, las cuales cubren a 0 = ¥ (@) en el reticulo
Bip([n—1]).

(e) p! preserva las coberturas: si (K, J), (K, e Bip([n—1]) son tales que (K, J) < (K,]) en
Bip([n—1]), entonces se presentan un par de situaciones que analizamos, de manera
separada, a continuacion:

(i) Casol:si K=Ky J=Jul{i}, paraalginie [n—1]\(KU]J), entonces ¥~ ((K,])) =
Fin(NefF) N (NgegGr) Y YK, ) = (NjejF j) N (Mg Gr)- Por lo tanto, tenemos
que ¥~ (K, ) <P H(K, ) en L(M(b)).

(ii) Caso2:si J=]yK=Ku/{i}, paraalginie [n-1]\ (KU ]J), entonces Y"1 ((K,))) =
(Ne7F) N (NkegGR) NG y WK, D)) = (NjejF j) N (N Gy). Por consiguiente, tene-
mos que ¥~ (K, ))) < ¥71((K, ))) en L(M(b)).

De otra parte, si (4, B) € Bip([n—1]) es tal que 0<(A,B) en Bip([n—-1]), entonces AUB =
[n— 1]. En consecuencia, tenemos que ¥~ (0) = @ y ¥~ ((4, B)) es un vértice de M(b),
razén por la cual, ¥~ (0) < ¥~ ((4, B)) en ZL(M(b)).

Lo anterior nos permite concluir que ¥ es, efectivamente, un isomorfismo de reticulos y, por
consiguiente, afirmamos que £ (M(b)) = Bip([n—1]). O

El siguiente resultado nos da una expresioén general para el nimero de caras de M(b) de
cualquier dimensién. Su prueba esta fuertemente basada en el anterior teorema, en particular,
en el isomorfismo V.

TEOREMA 2.39. Si b = (by,...,by) ER" es tal que by > --- > b, > 0 yM(D) es el ideal principal de
mayorizacion asociado con b, entonces el niimero de caras de M(b) con dimensionn—k—1 es

("2

Demostracion. Sean b = (by,...,by) € R" tal que by > --- > b;, > 0 y M(b) el ideal principal de
mayorizacion asociado con b. Dado que M(b) es un n — 1-politopo simple, hay una biyeccién
entre sus caras de dimensién n — k — 1 y las intersecciones no vacias de k caras maximales
distintas de M (b). Por lo tanto, la imagen mediante W, el isomorfismo de reticulos descrito en
el teorema anterior, son aquellos elementos (K, J) € Bip([n — 1]) tales que |K| +|J| = k. Estos
elementos los podemos conseguir en dos fases: en la primera fase, escogemos un subconjunto J
de [n—1] de tamafo j, 0 < j < k, lo cual podemos hacerlo de (";1) maneras, mientras que, en
la segunda fase, escogemos el subconjunto K de [n— 1]\ J de tamaifio k — j, lo cual podemos

hacerlo de ((n;i)j_j ) formas. De manera que, por el principio fundamental del conteo, el ntimero



CAPITULO 2. POLITOPOS DE MAYORIZACION 87

n—l) ((n—l)—j

k . .. .
de tales elementos es ). i=0 ( i k- j ) v, en vista de las siguientes igualdades

n-1|(n-1)-j|  (n-1D! (n—=1-j)!
j k=j | jln-1-) (k= Hin-k-1)!

K (-1 [k)(n-1
k- kn-1-k! | k)

tenemos que Z?:o (”]_1)((”]2)]_1) = (”zl)zfzo (’;) = (".")2¥, donde hemos usado la identidad

2k = Z5?:0 (I;) =

En particular, el nimero de vértices de M(b) es 2"~1 e] cual obtenemos considerando k =
n—1Yy, corresponde, al nimero de particiones intervalo de [#n], tal como se referencia en [Dah01].
Sin embargo, los teoremas anteriores, al describir de una manera sencilla el reticulo £ (M(b)),
extienden la descripcién del 1-esqueleto de M(b), que es uno de los resultados principales de
[Dah01] referentes a este politopo.

2.2.1.4. ADITIVIDAD DE M(b)

En este apartado, vamos a demostrar que el ideal principal de mayorizacién satisface la
propiedad de aditividad, es decir, si b = (by,...,b,) eR" y b= (61,...,15n) € R" satisfacen que
by>-->b,;>0y 151 > > 5,1 > 0, entonces se cumple la igualdad M(b) +M(b) = M(b + b).
La estrategia utilizada sera la misma que hemos usado para investigar esta propiedad en los
permutaedros de mayorizacion, a saber, los politopos de Newton. Sin embargo, el caso del
ideal de mayorizacién demanda la justificacién de algunas desigualdades, las cuales abordamos
mediante un lema previo al resultado principal.

LEMA 2.40. Si cy, ..., c; son niimeros reales satisfaciendo que ¢, > --- > c¢; > 0, entonces se satisface
. Yo

la desigualdad s (%’ <Y’ _,ci,paracadase [t].

Demostracion. Sean ci,...,c; numeros reales satisfaciendo ¢; > --- > ¢; > 0. Analicemos los

siguientes casos:

Y o¢ . . .
%’ = le ¢; y, en consecuencia, se satisface la desigualdad

(1) Caso 1:Si s = t entonces s(
del enunciado.
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(2) Caso 2: Si s < t entonces tenemos las siguientes equivalencias:

t

t s t s s S
( i=1 ) Z sZcisthiés(Zcﬁ > c,-)sth,-
i1 iz -1 i-1

i=1 i=s+1

(oc)

@sZc,+s Z ci<(t- s)Zcﬁsch

i=s+1

1

@sch<(t S)ZCIQ_ch<_ch)
i=s+1 zs+1 S

-

B

razén por la cual, para justificar la desigualdad (a) es suficiente justificar la desigualdad
(B), la cual se satisface debido a las relaciones

t

! 1 1 scs 18
Y ocis— Y c=——(t-S)cs=cs=—=<-) ¢,
' [=$8is I=s s 8o

donde, en la primera desigualdad hemos usado que c¢; < ¢, paratodo s€ {s+1,...,t},vla
p 8 q p y
ultima desigualdad se basa en que c; < ¢j, para cada j € [s].
C .
De lo anterior, concluimos que s (@) <) }_,ci, paracada s € [f], siempre que cy, ..., c; sean
nuameros reales satisfaciendo ¢; > --- > ¢; > 0. O

TEOREMA 2.41. Si b = (bl,...,bn),15= (151,...,15,1) € R" son tales que by > --- > by, > 0yl51 > >
by > 0, entonces M(b + b) = M(b) + M(b).

Demostracién. Sean b= (by,...,by),b = (by,..., b,) € R" tales que by >--->b, >0y by>->
Bn > 0. Definimos los polinomios de Laurent f(X) := Y ;en xv" v 8(X) =3 gen X" entonces
L(H={b"|nell}, L(g = b | o € I} y, en consecuencia, JV(f) =conv({b™ | mell}) = M(b)
y N (f) = conv({b? | o € T1}) = M(D). Por lo tanto, M(b) + M(b) = A (f) + .4 (g) = N (fg). Nos
restaria ver que .4 (fg) = M(b + b). Inicialmente, observemos que se satisfacen las igualdades

fg(X):f(X)g(X): Z Xbﬂ Z Xi)” — Z anXijn+ Z XbHXI;U:

mell oell mell m,0€ell
T#0
T T T, o T T o
— Z Xb +b + Z Xb +b7 _ Z X(b+b) + Z Xb +b
mell m,0€ell mell m,0€ll
T#0 T#0

de donde, tenemos que .4 (fg) = conv({(b+ b)",b"™ + b° | m,0 € I, # 0}) y, en vista de que
M(b + f?) =conv{(b+ IAa)” | w € IT}), concluimos que M(b + 13) c N (fg). Paraver que & (fg) <
M(b + b) es suficiente mostrar que b™ + b° < b+ b, para cualesquiera 7,0 € I1. Consideremos
7w =(my,72,..., ) YT =(01,02,...,0¢) elementos de II, tales que

m :{1,...,]61},7'[2={k1+1,...,k2},...,7'[s={ks_1+1,...,l’l},

o1 = {17~-~)j1})02 :{jl+1)~-~)j2}7~-~)0t:{j5—1+1)~-~7n})
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donde, deﬁnlmos ko:=0,ks:=ny jo:=0, j; := n. Consideremos los vectores b" = (b7, b3, ..., by,
y bo = (b9, be s b‘f), de manera que, dado h € [n] analizamos los siguientes casos:

(1) Caso 1:Si h = k; = j; para algunos i € [s] y [ € [¢], entonces Zh 1(b” b") = Z? 1(b + b ).

(2) Caso 2:Si h = k;, para algin i € [s], pero h # j;, para todo [ € [¢], entonces, suponiendo
que h € 0, se satisfacen las relaciones

h R h h Ju* -1 h .
Y " +b) =) b"+) b7 = Zb +(Z i+ Y b;’)
i=1 i=1 i=1

i= j(l*—l)+1

h Jax-n h .
— 5 g
=2 bi+ Z bi+ Y b
i=1 i= j(1*71)+1
. jl* »
h [ h 2 b;
N i=jgx_pn+1
D B i
i=1 i=1 i=jgr_p+1\ JIr T Jar -1
Jix 7
h ](1* 1 b
i= ](l* 1)+1
=Y bi+ | Y bi+(h—jgp) | ———
i=1 i=1 Jir = Jur-1
h Jar- h . h R
<) bi+ Z bi+ Y, bi|=Y (bi+by,
i=1 i=jgr 1+l i=1

donde, en la desigualdad hemos aplicado el lema 2.40. En efecto, si hacemos el cambio de
variable i = i — j+_1), obtenemos la igualdad de expresiones siguiente

i P, Zjl* —Jur-n A(, )
. i=jgx_p+1 . i=1 Jax-1)+i
(h—jp_) | ————— = (h—jo-1) | —/— - ,
Jie = Jas-1 Jir = Jax-1

la cual, teniendo presente que j;- — ji+—1) = h — jy+—1), pues h < j-, evidencia la aplicabi-
lidad del lema 2.40. De otra parte, las demés igualdades estdn basadas en separaciones
de las sumatorias o en la definicién de promedio de un vector basado en una particién
intervalo.

(3) Caso 3:Si h = j;, para algtin [ € [t], pero h # k;, para todo i € [s], entonces, asumiendo



CAPITULO 2. POLITOPOS DE MAYORIZACION 90

que h € j+, se cumplen las relaciones

h . h ho ) h ho
Z(bi”+bf):2bi”+2b?:(z > bi”)+Zbi
i=1 i=1 = =1 i=kge_p+1 i=1

i*-1) h h R
=(Zb+ > bi”)+Zbi
i=kgx_p+1 i=1
[ Ky h Zl K ho
=| X b+ Y | Z bi
i=1 i=kgr_1)+1 ki = ki=-1) i=1
k1) Zk* b; h
_ Z b+ (h—kgo—1) i=kgx_1+1 + Z b,
= kix = ig--1) i-1
1) h ho o h A
< Z Z bi +Zbi=Z(bi+bi),
i=1 i=kgx_1)+1 i=1 i=1

donde, al igual que en el caso anterior, la argumentacién que las justifica la apoyamos en
ellema 2.40, en la separacién de sumatorias y en la definiciéon de promedio de un vector
basado en una particién intervalo.

(4) Caso4:Si h# k;yh# j;, paracualesquiera i € [s] y [ € [¢], entonces, suponiendo h € 7;- y
h € o+, se satisfacen las relaciones que presentamos enseguida

h X h ho
Y (bi"+bY) = Zb~”+2b"
i=1 i=1
(k(t*l) ) (J(in - i Aa)
b’ b’
i= k(z’ -ntl l

i= ](l* 1)+1

||M

||[\/]

( f E;’)+(§ b; + Z b,-”)

i=jar-n+l i=kgx_1+1
Jt* ki
Jur-n h k=1 h Y. bi
l *_ i=ki*_1+1
— Z b + Z ](l nt Z b; + Z (i*-1)
i=jor 1\ Jir=Jur-n = ik 1| Kir = K-
[ Jrx b ki
Jar-v ks 1y ; b;
7 . i=jax- 1)+1 i=kgx_p+1
=| Y bi+(h—jo-y)|————||+| ) bi+(h—ki-1)|———
i=1 Jire = Ju=-n i=1 kis = ig-1)

IA

Jax-n h R k= 1) h h R
Z bi+ Y bi|+| Y bi+ Y bi|=Y i+ by,
i=juax-n+1 i=1 i=kg+_1y+1 i=1
donde, en la desigualdad hemos aplicado nuevamente el lema 2.40 y, en las igualdades,

realizamos separaciones de sumatorias o aplicamos la definicién de vector promedio
basado en una particién intervalo.

Lo anterior nos muestra que Zf‘zl(b” bU) < Zh 1(b + b /), para todo h € [n], de donde con-
cluimos que b” + b® < b+ b, para cualesqulera 7,0 € II. Por lo tanto, tenemos que A (fg) <
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M(b) + M (D), lo cual culmina la prueba. O

2.2.1.5. COMENTARIOS FINALES

Nuestro antecedente y motivacién para el estudio de M(b) fueron los estudios realizados so-
bre este politopo en [Dah01], trabajo en el cual, en particular, se investigé el 1-esqueleto de M(b)
mediante el reticulo de particiones intervalo de [n]. En [Dah01] también se exploraron algunos
problemas de optimizacién que involucran M(b) y, ademds, ciertas clases de matrices fueron
investigadas alli. Por estas razones, el reticulo de caras de M(b) no fue estudiado suficientemente
en [Dah01] y, en consecuencia, nosotros asumimos la labor de describir combinatoriamente
£ (M(b)), para lo cual adoptamos la terminologia usada en la mencionada publicaciéon pero
trabajando con la misma metodologia que hemos usado para los estudios realizados sobre
L(M)y L (MY (v)) en la primera parte de este capitulo. En una primera aproximacion, bus-
camos encontrar una correspondencia biyectiva entre las intersecciones no vacias de caras
maximales de M(b) y reticulos similares a I1,, U {0} y Cad([n]) pero, posteriormente, nos dimos
cuenta de que la codificacién de estas intersecciones requeria un objeto distinto y, en cierto
modo, mds sencillo. Por lo tanto, después de algunas semanas de reflexién construimos el
reticulo que hemos denominado Bip([n]), el cual no encontramos en la literatura consultada;
no obstante, se nos presentaba como el objeto ideal para la descripcién combinatoria del re-
ticulo de caras de M(b). En ese sentido, los resultados que presentamos en la presente seccion
son aportes originales que contribuyen al entendimiento de £ (M (b)) desde una perspectiva
combinatoria. De otra parte, teniendo presente los estudios precedentes sobre la propiedad
de aditividad de M(v) y M¥ (v), nos result6 natural cuestionarnos sobre la aditividad de M(b) y
abordar tal cuestiéon usando la misma herramienta, a saber, los politopos de Newton. Este fue el
origen del tltimo resultado que le mostramos al lector o lectora en la presente seccion.

2.2.2. IDEAL PRINCIPAL DE MAYORIZACION DEBIL

El ideal principal de mayorizacién asociado con b, denotado por M(b), que fue estudiado
en la seccion anterior satisface la igualdad M(b) = M(b) ND". Una pregunta natural que surge
de esta observacion es ;como es el politopo resultante de la interseccién de M" (b) con D"*?
Pues bien, este politopo lo llamaremos ideal principal de mayorizacién débil asociado con b, lo
denotaremos MY (b) y, en la presente seccién, nos proponemos investigar algunos elementos
que lo describen.

DEFINICION 2.10. Si b = (by,...,b,) € R" es tal que b; > --- > b, > 0, entonces el conjunto
MY (b) := {x € D! | x<"b}, lo denominamos ideal principal de mayorizacién débil asociado
con b.

EJEMPLO 2.14. El ideal principal de mayorizacién débil asociado con el vector (2,1), el cual es
denotado por MY ((2,1)), consiste de los elementos x = (x1, x2) € ID?r que satisfacen la condicién
x=<"(2,1), es decir, que cumplen las desigualdades x; = x, x» = 0, x; <2y x1 + X, < 3. Estas
desigualdades nos dan una .#°-descripcién de M ((2, 1)), la cual nos permite visualizar este po-
litopo en el plano cartesiano. En la siguiente figura mostramos una representacion de M ((2,1))
en R?, que nos permitira realizar algunas observaciones sobre este politopo.
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0.5 1 15 2

Figura 2.18: M"((2,1)), ideal principal de mayorizacién débil asociado con (2, 1).

El conjunto de vértices de M ((2,1)) es ¥ (M ((2,1))) = {(0,0), (2,0), (2, 1), (3,3)}; la dimen-
sion de MY ((2,1)) es 2, es decir, la dimensién de R?; cada uno de los vértices estd contenido en
exactamente 2 aristas, razén por la cual, podemos afirmar que M" ((2, 1)) es un politopo simple.
Existe un correspondencia biyectiva entre las desigualdades presentes en la .#-descripciéon de
M™((2,1)) y las caras maximales de este politopo, que en este caso corresponden a sus aristas, la
cual presentamos en la siguiente tabla.

Cara maximal Desigualdad

[FH} = {(x1, %) e MY ((2,1)) | x1 =2} X1 <2
=conv({(2,0),(2,1)})
= {(x1,x2) eMY((2,1)) | x1 + xp = 3} X1+x2<3
=conv({(2,1),(3,3)})
= 1{(x1, x2) e MY ((2,1)) | x1 = x2} X1 = X2
= conv({(0,0), (3, 3)})
= 1{(x1, x2) eMY((2,1)) | x2 = 0} X220
=conv({(0,0),(2,0)H

Tabla 2.17: Caras maximales de M¥((2, 1))

w
":{2}

w
G3’{1}

w
G{Z}

Dado que M*((2,1)) es un politopo simple, para cada k € {0, 1,2}, existe una biyeccién entre
las intersecciones no vacias de k caras maximales distintas de M ((2,1)) y las caras de dimension
2 — k de este politopo. En la tabla 2.18, exhibimos una correspondencia biyectiva entre las caras
de MY((2,1)) y las parejas ordenadas de subconjuntos de [2] cuyas componentes son disyuntas.

EjEMPLO 2.15. El ideal principal de mayorizacién débil asociado con el vector (3,2,1), el cual
denotamos por M¥((3,2,1)), contiene a los elementos x = (x1, X2, X3) € I]]>3+ que satisfacen la
condicién x<"(3,2,1), es decir, que cumplen las desigualdades x; = x2, x2 = x3, x3 =0, x; <3,
X1+ X2 <5y X1 + X2 + x3 < 6. Estas desigualdades conforman una H-descripcién de M"((3,2,1))
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M¥((2,1))
Caras de dimension 2-0
MY(2,1) | (2,9)
Caras de dimension 2-1

Fir (2,11])
Fo, (2, 12])
6l (1}, 8)
Gl (12}, 9)

Caras de dimension 2-2
w w
el (2,{1,2})

FY NGy | (2501

Fo nGY | (12D

64 NGY | (1,2,9)

Tabla 2.18: Caras de M%((2,1))

y nos permiten visualizar este politopo en el espacio euclidiano tridimensional. En la figura 2.19
mostramos una representacion de M%((3,2,1)) en R, la cual nos sera de utilidad para formular
algunas observaciones sobre este politopo.

El conjunto de vértices de M ((3,2, 1)), el cual denotamos por ¥ (M*((3,2,1))), correspon-
de al conjunto {(0,0,0), 3,0,0),3,2,0),(3,3,0),(3,2,1),(3,3,1),3,3, 3),(2,2,2)}; la dimension de
M™((3,2,1)) es 3, es decir, la dimensién de R?; cada uno de los vértices de M ((3,2,1)) est4 con-
tenido en exactamente 3 aristas, hecho que nos muestra que M((3,2, 1)) es un politopo simple;
existe una correspondencia biyectiva entre las desigualdades presentes en la #°-descripcién de

M™((3,2,1)) y las caras maximales de este politopo, la cual mostramos en la tabla 2.19.

Cara maximal Desigualdad
[F{“l’} = {(x1, X2, x3) e M™((3,2,1)) | x1 =3} X1 <3
= conv({(3,0,0),(3,2,0),(3,2,1),(3,3,3)})
[F{uz/} = {(xl,xz,xg)el\/[lw((?),Z,l)) | X1 + x2 =5} X1 +x2<5
= conv({(3,2,0),(3,3,0),3,2,1),(3,2,1)})
[F;‘é} = {(x1, X2, x3) e M™((3,2,1)) | X1+ X2 +X3=6} | X1 +X2+X3<6
=conv({(3,2,1),(3,3,1),3,3,3),(2,2,2)})
Gy =0, x2,x3) €MY((3,2,1)) | X1 = X} X1 = X2
= conv({(0,0,0),(3,3,0),(3,2,1),(2,2,2)})
G =1{(x1,x2,x3) €M™ ((3,2,1)) | x2 = X3} X2 = X3
= conv({(0,0,0),(3,0,0),(3,3,3),(2,2,2)})
G{";} = {(x1, X2, x3) € M™((3,2,1)) | x3 = 0} x3=0
= conv({(0,0,0), (3,0,0),(3,2,0), (3, 3,0)})

Tabla 2.19: Caras maximales de M%((3,2,1))

Debido a que M%((3,2,1)) es un politopo simple, para cada k € {0, 1,2, 3}, existe una biyecciéon
entre las intersecciones no vacias de k caras maximales distintas de M" ((3,2,1)) y las caras de
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Figura 2.19: M¥((3,2, 1)), ideal principal de mayorizacién débil asociado con (3,2, 1).

dimensién 3 — k de este politopo. En la tablas 2.20, 2.21 y 2.22 exhibimos una correspondencia
biyectiva entre las caras de M ((3,2,1)) y el conjunto de parejas ordenadas de subconjuntos de
[3] cuyas componentes son disyuntas.

M™((3,2,1))
Caras de dimension 3-0
M¥(3,2,1) | (2,9)
Caras de dimension 3-1

FE (2,11)
FY (2, 12)
FY (2,13])
G, )
Gy, (121, 2)
Y, (131, @)

Tabla 2.20: Caras de M%¥((3,2,1)). (Parte 1)

2.2.2.1. VERTICES DE MY (b)

La definicién de MY (b) nos permite afirmar que x = (x3,...,X;) € R"” es un elemento de
M™ (b) si, y s6lo si, x € D} y x<"b, es decir, si se satisfacen las desigualdades x; = x1, para cada
jeln-1],x,=20y Zle X; < Zle b;, para cada k € [n]. Por lo tanto, estas desigualdades son
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MY((3,2,1))
Caras de dimension 3-2
[F{"l’} m[Fg‘z’} (2,{1,2})

FYnFY | (8.01,3D

i nFE) [ @230
FY NGy | (251D

F9nGY | (3L

Fio NGl | (112D

F4 NGy | (3hi2D)

F4nGY | ({1,6D
F4nGY | (2),6D

Gl NGy | (1,21,9)

Gl NGy | (1,3,9)

64 NGY | (23,9

Tabla 2.21: Caras de M%¥((3,2,1)). (Parte 2)

MY ((3,2,1))

Caras de dimension 3-3
FynFonFg | (8,{1,2,3)
[FE‘I’} N [F{Lg} N G{Lg} ({34, {1,2h
[F{“l’} N [Fg‘é} N Gg‘z’} ({2},{1,3})
[F{"Z’} OIF{”S’} ﬂ@ﬁ} ({11,12,3})
[F{“I’} mG{L‘Z’} ﬂ@fg} (2,3}, {1}
[F;‘z’} ﬁGﬁ/} nGé’} (11,3}, {2}
Fia NG NGy | ({1,2},3)

6% NG NGY | (1,2,31,9)

Tabla 2.22: Caras de M%¥((3,2,1)). (Parte 3)

vélidas para M" (b) y, en consecuencia, las caras de este politopo obtenidas como la interseccién
de MY (b) con los hiperplanos de soporte inducidos por estas desigualdades corresponden
a [F;“ ={xeM¥b) | xj=xj1}, jeln-1],F; :={x e M¥() | x, =0} y GZ’ = {x e M¥(b) |
Zle X; = Zle b;}, k € [n]. En este apartado iniciamos estudiando las condiciones bajo las
cuales la interseccion finita de conjuntos de los tipos [F}?’, jelnl, G,’g’, k € [n], resulta no vaciay,
posteriormente, caracterizaremos los vértices de M¥ (b).

PROPOSICION 2.42., Si b = (by,...,by) ER" estal que by > --- > b, > 0, MY (b) es el ideal principal
de mayorizacion débil asociado con b y j, k € [n], entonces [F}” NG # @ si,ysolosi, j # k.

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que b; > --- > b,, > 0, M¥(b) el ideal principal
de mayorizacién débil asociado con b. Consideremos, ademds, los conjuntos [F}?’, G,LC”, donde
j, keln].
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=)

(<)

Supongamos j = ky[F}”mG,’:’ # @. Porlo tanto, existe x = (x1,..., xp) €F}/NG,”. Sik € [n—1]
entonces se satisfacen las igualdades x = x4y Zle Xi = Zle b; y, en consecuencia,
tenemos las siguientes relaciones:

k k k1 k1 k k
Y bi+Xps1 =) Xi+Xps1= ) X< Y bi=) bi+br1 <) bi+bg,
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

donde en la desigualdad estricta hemos usado que by > by ;. Por lo tanto, al restar Zle b;
en la primera y ultima expresion, obtenemos que xi = x4+ < by y de aqui podemos
expresar las relaciones siguientes:

k k-1 k-1 k-1 k
in= Zx,-+xks Zb,-+xk< Z bi+bk=2bi,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

las cuales contradicen que Zle X; = ZZ.CZI b;. De modo que, si j = k € [n— 1] entonces
[F;.” NG} = ¢. Ahora bien, si j = k = n entonces Y., x; = ¥.7_, b; y x, = 0, de donde,
n

L Xi = X" x; y, por consiguiente

n n-1 n-1 n n
Y bi=Y bi+by= Y Xi+by=Y Xi+by=Y bi+by,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

de donde, obtenemos que b, < 0, hecho que contradice que b, > 0. En conclusién, siem-
pre que j = k, donde j, k € [n] entonces [F;.” OG;C” =Q.

Si j # k, donde j # n, entonces x = (x1,...,x,) € R", definido mediante las igualdades
xi=bpsiiem\{j,j+1},yxj=xj41 = bj+2bj“ pertenece aF’ NG!. En efecto, si j < k

entonces j + 1 < k'y tenemos que

Y bi si r<jor>k,
i—1 bj+b; . .
S B U T
Z Xi = j+l . .
i=1 Y, bi si t=j+1,
Zle b; si t=k.
. . 2b; bj+b; 2b;
Ya que se satisfacen las desigualdades bj_, > bj = 5 > L=~ > == = b;,;, podemos

concluir que x € [F;f’ NG}’. Si k < j entonces se satisfacen las siguientes igualdades:

, Y bi si t<jor>j+1,
i—1 bi+b; . .
D xi=4 L bi+ L5 si t=7
= +1 . .
=1 Z{:l b; si t=j+1,
. . 2b; _ bi+b; 2b;
de donde, teniendo presente las relaciones bj—1 > b; = —* > ’T’” > % =bj41, nue-

vamente podemos afirmar que x € [F;?’ n G,‘C". En consecuencia, si j # k, siendo k # n,
entonces [F}f’ NG, # @. Finalmente, si j = n entonces k necesariamente es menor que ny,
en consecuencia, el elemento x = (by,...,b,—1,0) perteneceaF}Y N G,LC“.
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En el siguiente teorema caracterizamos el conjunto de vértices de MY (b), el cual es el
objetivo principal de este apartado. Sin embargo, antes de enunciar este resultado, definimos
algunos elementos que nos faciliten la descripcién precisa de la forma que tienen los elementos
de 7 (M (b)).

DEFINICION 2.11. Sea b = (by, by,...,b,) e R" talque by >--- > b, > 0.

(a) Paracada k € [n], el conjunto de particiones intervalo de [k], lo denotaremos por 1. En
particular, IT" =TI.

. k .
(b) Sike(nly ¥ e IT*, entonces b™ denotara el vector de R” cuyas primeras k componentes
las ocupa el promedio de bk .= (by,..., by) asociado con 7% mientras que las demds
. . n k
componentes son nulas. En particular, si k = n entonces 7" =7y b* = b". El vector b”"

lo llamaremos k-ésimo promedio de b asociado con 7.

TEOREMA 2.43. Si b = (by,...,by) ER" es tal que by > --- > b, > 0 yMY(b) es el ideal principal de
mayorizacion débil asociado con b, entonces ¥V (MY (b)) = {b”k | 7k eIk ke [n]} U0},

Demostracion. Sean b = (by,..., b,) € R™ tal que by > --- > b, > 0y M¥(b) el ideal principal de
mayorizacion débil asociado con b. Veamos que 7 (MY (b)) = {Io”]c | 7% e IK, k € [n]} U {0}.

(©) Six=(xg,...,Xx,) esun vértice de M" (b) entonces x es el tinico punto de interseccién de
M*™ (b) con un ntiimero finito de hiperplanos de soporte y, en consecuencia, x € (ﬂ je ][F}?’) N

(NkexGY), donde J N K = @. Analicemos los siguientes casos:

(a) Caso 1:si J = @ entonces K = [n]. En efecto, si suponemos que el minimo elemento
de K es un entero k > 1 entonces cualquier vector y = (y1,..., ¥,) € R" satisfaciendo
las condiciones y; = x;, i e {k +1,...,n}, yZi.‘ZI Vi= Zi.czl b; pertenece a los mismos
hiperplanos de soporte a los que pertenece x y, como k > 1, hay varios de tales
vectores. Por consiguiente, suponer que k > 1 contradice la unicidad de x. Por lo
tanto, el elemento minimo del conjunto K es 1. De otra parte, si k € K pero el
siguiente elemento k € K es mayor que k + 1 entonces y = (1,..., ) que cumple
con las condiciones y; = x;, i € [n] \ {k+ 1,...,k, Y Vi1t + Vi = Dy + - + by,
pertenece a los mismos hiperplanos de soporte a los que pertenece x y, ya que
k> k + 1, hay varios de tales vectores, en consecuencia, nuevamente se contradice
la unicidad de x. En sintesis, el minimo elemento de K es 1 y no existen elementos
en K no consecutivos; por lo tanto, K = [n] y, en tal circunstancia, concluimos que
x=h.

(b) Caso 2: si K = ¢ entonces J = [n]. Ciertamente, si suponemos que n ¢ K y con-
sideramos la particién intervalo 7 = ({1,...,n}) entonces tanto b® como el vector
cero pertenecen a los mismos hiperplanos de soporte a los que pertenece x, he-
cho que contradice la unicidad de x. Por lo tanto, n € K y, por consiguiente, tene-
mos que x, = 0. Ahora bien, si suponemos que n—1 ¢ K entonces, considerando
" l=({1,...,n—1}) €e1"! tenemos que 0y b pertenecen a los mismos hiper-
planos de soporte a los que pertenece x, contradiciendo la unicidad de x. Luego,
n—1 e Ky, recopilando, tenemos que x, = x,—; = 0. Procediendo, mediante un
argumento similar al anterior, concluimos que J = [n] y, en consecuencia, x = 0.
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(c) Caso 3:5si J,K # ¢ entonces JU K = [n]. Efectivamente, definamos una particién
de J, 22 =1{]1,...,Js}, de tal manera que los elementos de cada bloque sean enteros
consecutivos y la diferencia entre el minimo elemento de J;; y el mdximo elemento
de J; sea al menos 2, para i € [s— 1], es decir, organizamos los elementos de J de
manera creciente y agrupando cadenas maximas de enteros consecutivos. Sea k
el minimo elemento de [n] \ J y supongamos que k no pertenece a K, ademads,
consideremos k, el minimo elemento perteneciente a K; por lo tanto, k < kyse
satisface la igualdad Zle X; = Zle b;. En tales circunstancias, los vectores

IZb lib L i b L i b;, x X
- 15] y 5 i = 12 y = DNe+1? y n
\kl:1 ki= . k—k ;i k—k iz *
k fk

y

1 & 1 &

TZbi, ,:Zbi,xl'c IERRD Xn

\kizl kim ) i

I

pertenecen a los mismos hiperplanos de soporte a los que pertenece x y, en conse-
cuencia, se contradice la unicidad de x. De manera que k = k, es decir, el minimo
elemento de [n] \ J coincide con el minimo elemento de K, lo cual determina com-
pletamente las primeras k componentes de x. Con un argumento andlogo al anterior,
obtenemos que el segundo menor elemento de [#]\ J coincide con el segundo menor
elemento de Ky, de manera sucesiva en un nimero finito de pasos, llegamos a mos-
trar que los elementos de [n] \ ] son elementos de K, o equivalentemente, JUK = [n].
Finalmente, si [1] = K UJy U---UK U JsUKy,1, donde UST 1 K; = Ky K1, K41 pueden
ser eventualmente vacios, entonces un elemento x € (m je ][F}”) N (ﬂ ke KGZ’) queda

. . k
completamente determinado y pertenece al conjunto {b" | ¥ € I, k € [n]}.

(2) Seaxe {b”]C | 7% e TT*, k € [n]}u{0}. Si x = 0 entonces x es un vértice de M¥ (b) pues es el tini-
co elemento perteneciente al conjunto N ;l:l [F;”. Si x = b™, paraalgtin k € [n], y siendo ¥ =
(n]f, ...,n%) e TI¥, donde ki, ..., ks son los elementos mas grande de los bloques n’f, e 13

respectivamente, entonces x es el tinico elemento del conjunto (m je[n]\{kl,...,ks}[F}U) N

(mleG,LC‘f ), lo cual nos permite concluir que x es un vértice de M™ (b).

2.2.2.2. M%¥(b) ES UN POLITOPO SIMPLE

El propésito principal de este apartado es demostrar que M™ (b) es un politopo simple. Para
ello, comenzamos estableciendo que MY (b) es un n-politopo; posteriormente, mostraremos
que los conjuntos de los tipos [F;.” y [F,’;’, donde j, k € [n], son las caras maximales de M (b) para,
finalmente, abordar el resultado principal.
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PROPOSICION 2.44. Si b = (by,..., b,) € R" es tal que by > --- > b;, > 0, entonces MY (b) es un
politopo de dimension n.

Demostracion. Sean b = (by,..., b,) e R" tal que by > --- > b, > 0 y M¥(b) el ideal principal de
mayorizacion débil asociado con b. En vista de que MY (b) € M¥ (b) y dim(MY (b)) = n, podemos
afirmar que MY (b) es un politopo satisfaciendo la desigualdad dim(M™ (b)) < n. De otra parte,
consideremos los vectores

b°:=(0,...,0),b' ;= (b1,0,...,0),b% := (b1, b,,0,...,0),...,b" V := (by,...,bp_1,0),b" := b,

ysean Ag, A1,...,1, € Rtales que Z?:o A;bt = 5y2?:0 A; = 0,lo cual nos conduce alas ecuaciones

n n
(Z ﬂi) by =0, (Z /11') b, =0,...,(Ap-1+Ap)by-1=0,1,b, =0,
i=1 i=2

cuya tnica solucién es, claramente, A; = 0 para cada i € {0,1,...,n}. Por lo tanto, b°, b', ..., b"

son n+ 1 vectores de M%(b) afinmente independientes y, en consecuencia, tenemos que
dim(M™ (b)) = n, lo que concluye la prueba. O

PROPOSICION 2.45. Sib = (by,...,b,) eR" estal que by > --- > by, > 0 yMWY (b) es el ideal principal
de mayorizacion débil asociado con b, entonces las caras maximales deM™ (b) son los conjuntos
FY:= {x e MY (b) | xj = x4}, j€ [n], Y6} = x eMY (D) | T, xi = X5, bid, k€ [l

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) e R" tal que by > --- > b, > 0 y M"(b) el ideal principal de
mayorizaciéon débil asociado con b. Consideremos, ademds, los conjuntos [F}?’ ={xeM¥(b) |
Xj=Xjnt jelnly G,’g’ = {x € M¥(b) | Zilexi = Zle b;}, k € [n], los cuales construimos
como la intersecciéon de M" (b) con los hiperplanos de soporte inducidos por las desigualdades
presentes en la #°-descripcion de este politopo. Asimismo, si F? es una cara propia no vacia
de M (b), entonces F? es la intersecciéon de un niimero finito de conjuntos de los tipos [F;.“
y FY, j, k € [n]. Por consiguiente, o bien F coincide con uno de estos conjuntos, o bien F%
estd contenido propiamente en uno de estos conjuntos. De lo anterior, concluimos que las
caras maximales de M" (b) son los conjuntos [F}f’ ={xeM™ )| xj=xju1}, je[n], yG,’é’ ={xe€
MY (b) |25 xi = X5 b, kelnl. O

TEOREMA 2.46. Si b = (by,...,by) € R" es tal que by > --- > by, > 0, entonces MY (b), el ideal
principal de mayorizacién débil asociado con b, es un politopo simple.

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b, > 0y M"(b), el ideal principal
de mayorizacion débil asociado con b. Consideremos, ademads, un elemento x € ¥ (M¥ (b)) y
veamos que x estd contenido en exactamente »n caras maximales de M (b). Analicemos esto
por casos:

(a) Caso 1: Si x = 0 entonces x € [F}?’ para cada j € [n] y, dado que [F;.” NG/ =@sij=k
concluimos que x no puede pertenecer a ninguna otra cara maximal de M (b).
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(b) Caso 2: Si x # 0 entonces existen k € [n] y 7% € 1% tales que x = b”k, de manera que,

si 7k = (n’f,...,nf), donde k;,..., ks siendo los elementos mds grande de los bloques

k k : w N w
TTy,..., g, respectivamente, entonces x € (mje[n]\{kl,...,ks}":j ) n (miZIGki) y nuevamente, en
vista de que [F}?’ NG’ = @ si j = k, concluimos que x no puede pertenecer a ninguna otra

cara maximal de M¥ (b).

De lo anterior, vemos que cualquier vértice de MY (b) pertenece a exactamente n de sus caras
maximales y, debido a que dim(M™ (b)) = n, podemos afirmar que M* (b) es un politopo simple.
O

2.2.2.3. ESTRUCTURA FACIAL DE M% (b)

La descripcién combinatoria de £ (MY (b)), el reticulo de caras de MY (b), estd intimamente
relacionada con la descripciéon que hicimos de £ (M(b)) en la seccién anterior. De hecho, ambas
se apoyan en el reticulo de biparticiones ordenadas sobre [#], que denotamos Bip([n]), y que
introdujimos en aquella seccién. Es mds, al final del presente apartado mostraremos que M(b)
y M¥(b) son combinatoriamente equivalentes a C,,— y C;, respectivamente, donde C; es
el hipercubo de dimensién d. Este es el resultado principal de este apartado, el cual es una
consecuencia inmediata de describir de manera combinatoria las estructuras faciales de C,, y
MY (b).

TEOREMA 2.47. Si b = (by,...,by) ER" es tal que by > --- > b, > 0 yMY(b) es el ideal principal de
mayorizacién débil asociado con b, entonces £ (MY (b)) = Bip([nl), es decir, el reticulo de caras
de MY (b) es isomorfo al reticulo de biparticiones ordenadas sobre [n].

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b, > 0 y M"Y (b) el ideal principal
de mayorizacién débil asociado con b. Consideremos, ademas, el reticulo de caras de M" (b),
denotado £ (M(b)), y el reticulo de biparticiones ordenadas sobre [#]. Si F" es una cara propia
no vacia de M" (b) entonces existen J,K < [n] tales que JNK =@ yF"¥ = (ijJ[F;.“) N (NkexGY),
lo cual nos sugiere definir Y% : £ (MY (b)) — Bip([n]) mediante ¥*(F¥) := (K, J), junto con las
igualdades W% (@) =0y ¥* (MY (b)) = (@, ). Veamos que ¥¥ es un isomorfismo de reticulos:

(a) V¥ estdabiendefinida:siF¥ = (njej[F;f’)n(nkeKG;C”), donde J, K < [n] son tales que JNK =
@, entonces Y (FY) = (K, J) € Bip([n]). Ademas, claramente Y% (@) y Y% (M (b)) son
elementos de Bip([n]).

(b) WY esinyectiva: sean F%¥ = (ﬁjg_][F;?’) n (ﬁkeKGZ/)» donde J,K < [n] son tales que JNK = @,

y6Y= (ijf[F;U) N (NkegGY), donde J,K < [n] son tales que /N K = @, caras propias no
vacias de M¥ (b) que satisfacen W¥ (F¥) = (K, J) = (K, J) = ¥ (G¥). Por lo tanto, J = J y
K =K, de donde, concluimos que F¥ = G%.

(c) Y'Y essobreyectiva: si (K, J) € Bip([n]) entonces (K, J) = V¥ (FY), donde F¥ = (ijJ[F;.”) n
(NkexG}Y'), siendo J,K < [n] tales que JNK = @. Ademas, 0 = ¥ (@) y (p,8) = ¥ (M" (b)).
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(d) WY preserva coberturas: si F y G" son caras propias no vacias de M (b) tales que G
cubre a F%, entonces F se obtiene a partir de G mediante la interseccién de esta l-
tima cara con un hiperplano de soporte de M* (b) no considerado en la interseccién
que define a G%, bien del tipo [F;?’, j € [n], o bien del tipo GY, k € [n]. En este caso, cla-
ramente Y% (F¥) < ¥ (GY). De otra parte, M™ (b) cubre a las caras maximales, la cual
es, claramente, una relacion que se preserva a través de W*. Finalmente, los vértices de
M™ (b) cubren a la cara vacia y, en vista de que M" (b) es simple, los vértices se consiguen
como la interseccién de n caras maximales, razén por la cual, la imagen de los vértices
bajo la aplicacién W% son particiones ordenadas de [n] de tamafio 2, las cuales cubren a
0 =YY% (@) en el reticulo Bip([n]).

(e) (¥¥)~! preserva las coberturas: si (K, J),(K,]) € Bip([n]) son tales que (K, ) < (K, ])
en Bip([n]), entonces se presentan un par de situaciones que analizamos, de manera
separada, a continuacion:

(i) Caso1:si K = Ky] =Jufil, para algin i € [n] \ (KU J), entonces (‘P“’)_l((K,])) =
Fin(NjesF )N (NiegGr) y WK, D) = (NjesF )N (NgegGr)- Por lo tanto, tenemos
que () (K, 1)) < (¥*) (K, ) en L (MY (D).

(ii) Caso2:siJ=]yK =Ku{i}, paraalgtn i € [n]\ (KU ]J), entonces (¥¥)"1((K,))) =
(NjefF ) N (NG NGy (PR, D) = (N je7Fj) N (NgegGr)- Por consiguiente,
tenemos que (¥*) 71 ((K, ))) < (™) ((K, ])) en LMY (D).

De otra parte, si (A, B) € Bip([n]) es tal que 0 < (A, B) en Bip([n]), entonces AU B = [n].
En consecuencia, tenemos que w0 =g y (P¥)~L((A, B)) es un vértice de MY (b),
razén por la cual, W) L(0) < (P¥)"L((A, B) en LMY (b)).

De lo anterior, nos permitimos concluir que ¥ es, efectivamente, un isomorfismo de reticulos
y, por consiguiente, afirmamos que £ (M" (b)) = Bip([n]). O

El siguiente resultado nos da una expresién general para el nimero de caras de M" (b) de
cualquier dimensién. Su prueba estd fuertemente basada en el anterior teorema; en particular,
nos apoyamos en el isomorfismo W%,

TEOREMA 2.48. Si b= (by,...,by) ER" es tal que by > --- > b, > 0 yMY(b) es el ideal principal de
mayorizacion débil asociado con b, entonces el ntimero de caras de M"™ (b) con dimension n—k es

(k2"

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b, > 0 y M"(b) el ideal principal
de mayorizaciéon débil asociado con b. Dado que MY (b) es un n-politopo simple existe una
biyeccidén entre sus caras de dimensién n — k y las intersecciones no vacias de k caras maximales
distintas de M(b). Por lo tanto, la imagen mediante W%, el isomorfismo de reticulos descrito en el
teorema anterior, son aquellos elementos (K, J) € Bip([n]) tales que |K|+|]| = k. Estos elementos
los podemos obtener en dos fases consecutivas: en la primera, escogemos un subconjunto J de
[n] de tamafio j, 0 < j < k, lo cual podemos hacer de (?) maneras, mientras que, en la segunda

fase, escogemos el subconjunto K de [n]\ J de tamafio k — j, lo cual podemos hacer de (Z:j)
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formas diferentes. De manera que, por el principio fundamental del conteo, el niimero de tales
elementos es Z?:o (7) (Z:j) y, en vista de las igualdades siguientes:

n\(n—-j\ _ n! (n—j! 3 k! n! _[k)[n
i\k=j] jltn-prik-plin-k!  jltk— pliin—-k! \jl\k|

tenemos que Z?:o (?)(Z:;) = (%) Z?:o (’]C) = (})2*, donde hemos usado la identidad 2% = Z?:o (I]C)

En particular, el nimero de caras maximales de M (b) es obtenido haciendo k=1 en la
expresion del teorema anterior; por lo tanto, existen 2(}) = 2n caras maximales en el ideal
principal de mayorizacion débil asociado con b. Este nlimero es consistente con el resultado
donde mostramos que los conjuntos [F}?’ yGY, j, k € [n], son todas las caras maximales de M" (b).

PROPOSICION 2.49. Si C, = {x e R" | -1 < x; < 1,i € [n]} es el hipercubo de dimensién n en-
tonces £(Cy,) = Biplnl, es decir, el reticulo de caras del n-hipercubo es isomorfo al reticulo de
biparticiones ordenadas sobre [n].

Demostracion. Sea C, = {x e R" | -1 < x; < 1,i € [n]} el hipercubo de dimensién n. Una -
descripcion de C, viene dada por las desigualdades x; <1, j € [n], xx = —1, k € [n], cada una de
las cuales corresponde a una desigualdad vélida para C,,. Es més, las desigualdades presentes
en la #-descripciéon de C, determinan las caras maximales de C,,, que corresponden a los
conjuntos &;:={x€ Cy, | xj =1}, j € [n], 9 := {x € Cy | xp = —1}, k € [n], los cuales verifican que
FiNF # @ si,ysolosi, j # k. De otra parte, tenemos que 7 (Cy,) = {x e R" | x; € {~1,1},i € [n]}
y, en consecuencia, cada vértice de C, estd contenido en exactamente n caras maximales;
por lo tanto, podemos afirmar que C,, es un politopo simple. En consecuencia, existe una
biyeccién entre las caras de C, con dimensién n — k y las intersecciones no vacias de k de
sus caras maximales, por consiguiente, si & es una cara propia no vacia de C, entonces F =
(NjesFj) N (Nkek%r), donde J,K < [n] satisfacen J N K = @, hecho que nos sugiere definir ¥ :
Z(Cp) — Bip([n]) mediante ¥ (&) = (K, J), junto con las igualdades ¥ (@) = 0 y¥Y(Cy) =(2,9).
Veamos que ¥ es un isomorfismo de reticulos:

(a) ¥ estabien definida: si & = (mjejgj) N (Nrex%i), donde J, K < [n] satisfacen JN K = @,
entonces Y (&) = (K, J) € Bip([n]). Ademas, claramente ¥ (@) y ¥(C,) son elementos de
Bip([n]).

(b) V¥ esinyectiva: sean F = (Nje;F;) N (Nkex%i), donde J,K < [n] son tales que JnK = @,
y¥ = (mjejézj) N (mkef(fgk), donde J, K < [n] cumplen JnK =@, caras propias no vacias
de C,, que satisfacen V(&) = (K, J) = (K, J) = V(¥9). Por lo tanto, ] = J y K = K, de donde,
concluimos que & = 4.

(c) ¥ es sobreyectiva: si (K, J) € Bip([n]) entonces (K, ]) = V(&¥), donde & = (mjejffj) N
(Nkex%y), siendo J, K < [n] satisfaciendo JN K = @. Ademds, 0 = V(@) y (@, @) = ¥(C,).

(d) ¥ preserva coberturas: si & y ¢ son caras propias no vacias de C, tales que ¢ cubre a
Z, entonces & se obtiene a partir de ¢ mediante la interseccién de esta tltima cara con
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un hiperplano de soporte de C,, no considerado en la interseccién que define a ¢4, bien
del tipo &;, j € [n], o bien del tipo %, k € [n]. En este caso, claramente V(%) < VY (¥)
en Bip([n]). De otra parte, C, cubre a las caras maximales, la cual es, claramente, una
relacién que se preserva a través de V. Finalmente, los vértices de C,, cubren a la cara
vacia y, teniendo presente que Cj, es un n-politopo simple, sus vértices se obtienen como
la interseccion de n caras maximales, razén por la cual, la imagen de los vértices bajo la
aplicacién W son particiones ordenadas de [n] de tamafio 2, las cuales cubren a 0 = ¥ (@)
en el reticulo Bip([n]).

(e) ¢! preserva las coberturas: si (K, D, K, ] e Bip([n]) son tales que (K, ]) < (K,]) en
Bip([n]), entonces se presentan un par de situaciones que analizamos, de manera separa-
da, a continuacién:

(i) Caso 1:si K = I?y J=Juli, para algtin i € [n] \ (KU J), entonces vk, ) =
Fin (N7 F NN (Neg @) y ¥ (K, D) = (0¢;F)) N (Neg%i)- Por lo tanto, tenemos
que ¥~ (K, D) < ¥~H(K, ) en Z(Cy).

(ii) Caso 2:si J = Jy K = Ku{i}, para algtin i € [n] \ (KU J), entonces ¥~} ((K, ])) =
(NjefF ) N (Nieg ) NGi y YK, ) = (N7 F) 0 (N g%5). Por consiguiente, te-
nemos que Y1 (K, ))) < ¥ 1((K, ))) en Z(Cp).

De otra parte, si (A, B) € Bip([n]) es tal que 0 < (A, B) en Bip([n]), entonces AU B = [n].
En consecuencia, tenemos que ¥~!(0) = @ y W1 ((A, B)) es un vértice de C,, razén por la
cual, ¥71(0) < ¥~1((4,B)) en Z(Cp).

Como consecuencia de lo anterior, concluimos que ¥ es, en efecto, un isomorfismo de reticulos
y, por consiguiente, podemos afirmar que £ (C,) = Bip|n]. O

En el apartado anterior y en lo que va del presente apartado, hemos investigado la estruc-
tura facial de los ideales principales de mayorizacién y de mayorizacién débil con el objetivo
fundamental de encontrar una descripcion combinatoria de sus reticulos de caras. El siguiente
teorema nos muestra que estos objetos resultan ser combinatoriamente equivalentes a hipercu-
bos.

TEOREMA 2.50. Si b = (by,...,b,) € R" es tal que by > --- > by, > 0 yM(b), MY (b) son los ideales
principales de mayorizacién y mayorizacion débil asociados con b, respectivamente, entonces
LM(D)) = L(Cp-1) y LMY (D)) = L (Cp).

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b, > 0y M(b), M (b) los ideales
principales de mayorizacion y mayorizacién débil asociados con b, respectivamente. En los
teoremas 2.38 y 2.47, y en la proposicién 2.49, hemos mostrado que £ M(b)) £ Bip[n—1],
LMY (b)) = Bipln]l y £(Cy) = Bipln], lo cual nos permite concluir que £ M (b)) = L(Cp-1) y
LMY (b)) = L(Cy). O

2.2.2.4. ADITIVIDAD DE MY (b)

En el apartado referido a la aditividad de M(b) mostramos esta propiedad apoyados en los
politopos de Newton y, en aquella ocasion, establecimos un lema que nos facilit6 el andlisis.
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Para el caso de M% (b), la investigacion de la propiedad de aditividad la basamos nuevamente
en politopos de Newton y, al final, la apoyamos en ciertas propiedades de la mayorizacién que
son facilmente verificables.

TEOREMA 2.51. Si b = (bl,...,bn),fa= (151,...,15,1) € R" son tales que by > --- > by, > 0yl51 > >
by, > 0, entonces M™ (b + b) = MY (b) + M (D).

Demostracion. Sean b = (bl,...,bn),l} = (Bl,...,iyn) € R" tales que by > --- > b, >0y 151 >
N ok

-++> by > 0. Definimos los polinomios de Laurent f(X) := ¥}, (anenk xb ) +1ygX):=

2 (Sorew X7 ) +1, entonces #(f) = (™ | n* e 1%,k e [n} U 0}, #(8) = (b 10T € TV, j €

[n]} U {0} y, en consecuencia, A (f) = conv({b”k | 7% € 1% k € [n]} U 0}) = MY (b) y N(f) =
conv({h?’ | o7 e 7} U {0}) =M™ (D). Por lo tanto, M¥ (b) + M™ (b) = N (f) + N (g) = N (fg). Nos
restaria ver que .4 (fg) = M¥ (b + b). Inicialmente, observemos que se satisfacen las igualdades

f8X) = f(X)g(X) = [Z( Y ank)+1

k=1 \rkerik

i( y dej)+1

j=1\giell/

n n a i n ~ gk
i R ol DRt P R
k=1 \zkerIk j=1\ogierni k=1 \gkerIk

n ks k k  ~5
JT g JT (g
+ Z Z Xb +b + Z Z Xb +b +1,
k=1| z* gkertk jrkeln] | nkenk
ﬂkf(fk ];ék O'jEHj

de donde, tenemos que
ak rol a7k ak | 2ol k i i k k i i =
N (fg) =conv({b™ ,b” ,(b+Db)" ,b" +b” |n",0! €ll;j, kenl;n" ell*, 0/ eI/} U{0}

y, en vista de que M(b+b) = conv({(b + B)nk | 7% € TTF}U{0}), concluimos que MY (b+b) < A (f ).
Para justificar que M¥ (b + b) 2 ¥ (fg), es suficiente justificar las siguientes relaciones: (i)
P <Why b, (ii) b <wh+ b y (iii) P b < py b, para todo j, k € [n] y para cualesquiera ke
Hkly o/ € I/, las cuales resultan validas, teniendo presente que b < (by,...,b,0,...,00=¥h,
b’ < (b, ..., Bj, 0,...,00<%b, b<"b+by b="b+b, junto con la transitividad de la mayorizacién
y el hecho de que mayorizacién implica mayorizacién débil. En consecuencia, podemos concluir
que MY (b + b) = MY (b) + M (b). O

2.2.2.5. COMENTARIOS FINALES

Los estudios sobre MY (b) realizados en la presente seccién constituyen una suerte de
continuidad a aquellos estudios que hicimos en la seccién anterior. El préposito que buscamos
fue la descripcién combinatoria de £ (M"Y (b)), lo cual implicaba, inicialmente, describir de
manera precisa el conjunto de vértices de M (b), para lo cual fue suficiente generalizar la
terminologia sobre particiones intervalo de [Dah01]. Como notard el lector o lectora, el espiritu
metodolégico es el mismo que hemos venido usando a lo largo de nuestro trabajo. Sin embargo,
algo que nos resulto sorprendente y, hasta cierto punto, inesperado, es que los ideales principales
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de mayorizaciéon resultaran combinatoriamente equivalentes a hipercubos. Este fue uno de los
altimos resultados que establecimos en nuestro proceso de investigacion y, sin duda alguna, el
elemento que result6 determinante para llegar a tal resultado fue la introduccién del reticulo
Bip([n]), pues, tal como observara el lector o lectora, este objeto es el que conecta los politopos
M(b), MY (b) y Cy,. Finalmente, la propiedad de aditividad de M™ (b), que fue el resultado con el
que terminamos la seccion, solamente reafirma la utilidad que tienen los politopos de Newton
en la investigacién de la propiedad de aditividad de los politopos que fueron objeto de estudio.

2.2.3. IDEAL PRINCIPAL DE MAYORIZACION FUERTE

La presente seccion esté fuertemente inspirada por la seccién dedicada al estudio del permu-
taedro de mayorizacién fuerte asociada con v, en la cual mostramos que M*(v) = Pyr(M (v),0).
Si definimos, de manera natural, el ideal principal de mayorizacién fuerte asociado con b me-
diante la igualdad M*(b) = M*(b) D", entonces indagamos, también de manera natural, si se
satisface la identidad M*(b) = Pyr(M(b), 0), lo cual efectivamente se cumple y en la presente
seccion la justificamos.

DEFINICION 2.12.Si b = (by,...,by) € R" es tal que b; > --- > b, > 0, entonces al conjunto
M?3(b) := {x € D" | x < b} lo denominamos ideal principal de mayorizacién fuerte asociado
con b.

EjEMPLO 2.16. El ideal principal de mayorizacién fuerte asociado con el vector (2,1), el cual
denotamos por M*((2, 1)), contiene a los elementos x = (x1, X2) € D? que satisfacen la condicién
X < (2,1), es decir, que cumplen las desigualdades x; = x», x; <2x» y X1 + X < 3. Estas desigual-
dades conforman una #-descripcién de M*((2, 1)) y nos permiten visualizar este politopo en el
plano cartesiano. En la figura 2.20 mostramos una representaciéon de M ((2,1)) en R?, la cual
nos permitird hacer algunas observaciones sobre este politopo.

1.4+

1.2 4

0.8
0.6 4
0.4 1

0.2 1

0.5 1 1.5 2

Figura 2.20: M*((2, 1)), ideal principal de mayorizacién fuerte asociado con (2, 1).
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El conjunto de vértices de M*((2,1)) es ¥ (M™((2,1))) = {(2,1), (5, 3), (0,0}, los cuales corres-

ponden a los vértices de M((2, 1)) junto con el elemento (0,0). Dado que (0,0) no pertenece ala
envolvente afin de M((2, 1)), podemos concluir que M*((2,1)) = Pyr(M((2, 1)), (0,0)).

EJEMPLO 2.17. El ideal principal de mayorizacion fuerte asociado con (3,2, 1), el cual denotamos
por M*((3,2,1)), consiste de los elementos x = (x1, X2, X3) € D3 que satisfacen la condicién x «
(3,2,1), es decir, que cumplen las desigualdades x; = x2, X2 = x3, 3x1 < 3(x2 + X3), X1 + X2 <5x3y
X) + X2 + x3 < 6. Estas desigualdades nos dan una .#°-descripcién de M*((3,2, 1)) y nos permiten
visualizar este politopo en el espacio euclidiano tridimensional. En la figura 2.21 mostramos

una representaciéon de M¥((3,2,1)) en R3, la cual nos sera de utilidad para formular algunas
observaciones sobre este politopo.

Figura 2.21: M*((3,2, 1)), ideal principal de mayorizacion fuerte asociado con (3,2,1).

El conjunto de vértices de M*((3,2,1)), el cual denotamos 7 (M*((3,2,1))), corresponde
al conjunto {(3,2,1), (%, g, 1),(3, %, %), (2,2,2),(0,0,0)}. Este conjunto estd conformado por los
vértices de M((3,2,1)) junto con el elemento (0,0,0) y, en vista de que (0,0,0) no estd en la

envolvente afin de M((3,2,1)), podemos concluir que M ((3,2,1)) = Pyr(M(3,2,1),(0,0,0)).

2.2.3.1. DESCRIPCION GEOMETRICA DE M*(b)

El objetivo principal que nos proponemos en este apartado es demostrar que M*(b) =
Pyr(M(b),0), lo cual ha quedado sugerido en los ejemplos con los que comenzamos la seccién.
Con este propésito en mente, comenzamos estableciendo un resultado que afirma que el ideal
principal de mayorizacién fuerte lo podemos descomponer como una unién disyunta de ideales

principales de mayorizacién. Posteriormente, probamos el teorema principal y, finalmente,
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mostramos una descripcién geométrica de M*(b), la cual se sigue naturalmente de aquella
conexién entre hipercubos e ideales principales de mayorizacion que fue explorada en la seccién
anterior.

PROPOSICION 2.52. Si b = (by,..., by) e R" estal que by > --- > b, > 0 yM*(b) es el ideal principal
de mayorizacion fuerte asociado con b, entonces M*(b) = | ye(0,1 M(ab), dondeM(ab) es el ideal
principal de mayorizacién asociado con ab.

Demostracion. Sean b= (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b, > 0y M*(b) es el ideal principal de
mayorizacion fuerte asociado con b. De la proposicion 2.27 tenemos que M*(b) = | zef0,1) M(ab),
donde M(ab) es el permutaedro de mayorizacién asociado con ab, hecho que nos permite
establecer las siguientes igualdades

MS(b):MS(b)nD":( L] M(ab))m[l])”: L] Ma@b)nD™= || Mab),
a€l0,1] a€l0,1] a€l0,1]

en las cuales tenemos presente que M*(b) = M*(b) nD" y M(ab) = M(ab) nD", las cuales se
siguen de las definiciones del ideal principal de mayorizacién y de mayorizacién fuerte asociados
con aby b, respectivamente. O

TEOREMA 2.53. Si b= (by,...,by) € R" es tal que by > --- > b;,, > 0 yM*(b) es el ideal principal de
mayorizacion fuerte asociado con b, entonces M?*(b) = Pyr(M(b),0), es decir, M* (D) es la pirdmide
construida a partir del ideal principal de mayorizacion asociado con b, M(b), y del vector 0.

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b,, > 0y M*(b) el ideal principal de
mayorizacién fuerte asociado con b. Consideremos, ademas, el politopo M(b), el ideal principal
de mayorizacién asociado con b. Vamos a demostrar que ¥ (M*(b)) = ¥ (M (b)) u {0}, para lo cual
analizamos los siguientes casos:

(a) Caso 1: 0 es un vértice de M*(b). En efecto, sean )Z’j = (x},x?,...,x]’.‘), j € [k], vectores
no nulos en M*(b) y B, j € [kl, nimeros reales en [0,1] tales que Z?zlﬁj =1y0=
P1X1+ P2X2+---+ B Xy. La proposicion 2.52 garantiza la existencia de elementos «; € (0,1]
satisfaciendo que fj <a;b, j € [k], lo cual implica que 2?21 x;. = ajZ;.’zl b;, jelkly en
consecuencia, se satisfacen las igualdades

Ozﬁlzx{+,322x§+---+ﬁk2x,’c:(,61041+ﬁ2a2+---+,6kak)2b,-,
i=1 i=1 i=1 i=1

y, en vista de que b # 0, aj€(0,1]y B €[0,1], j € [k], podemos concluir que §; = 0 para
todo j € [k]. Por lo tanto, la inica combinacién convexa para 0 en M*(v) es la trivial, razon
por la cual, podemos afirmar que 0 es un vértice de M*(v).

(b) Caso 2:Si x € M(ab) con a € (0,1) entonces x no puede ser un vértice de M*(b). En efecto,
si x e M(ab) entonces x < aby, usando la caracterizaciéon geométrica del concepto de
mayorizacion, x pertenece a la envolvente convexa de las permutaciones del vector ab.
Sean b j» ] € [n!], las permutacionesde by x = Z;.”:l Bj (ab j) una combinacion convexa de
x. En la situacién en que x sea un vértice de M(ab) entonces existiria j € {1,..., n!} tal que
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x=ab j ¥, por consiguiente, x = (1 — a)0+ab ;j seria una combinacion convexa no trivial
de x en M*(b), lo cual nos muestra que x no es un vértice de M*(b). Si x no es un vértice
de M(ab) entonces, necesariamente, x lo podemos expresar como una combinacién no
trivial, es decir, tenemos que x = 27!:1 ﬂj(an), donde g, j € [n!], no son todos nulosy,
debido a esto, podemos concluir nuevamente que x no es un vértice de M*(b).

(c) Caso 3: Sea x € M(b). Claramente, en el caso de que x no sea un vértice de M(b), conclui-
mos que x no es un vértice de M*(b). Veamos que los vértices de M(b), es decir, aquellos
vectores de la forma b”, m € I1, son vértices de M*(b): seamr e [1y b" = 15 + BoXa + -+ +
B X una combinacién convexa de b" en M*(b), donde Xj= (le., x?, . ..,x]’.l) € M(ab) con
a; € (0,1]. Dado que b”" es el promedio de b asociado con 7 y se cumple la identidad

" x;. =a;XY" | b;, j € [k], entonces se satisfacen las igualdades

M=

bi=P1d xi+Pod xp+-+ P xp.=(fra1+ Paaz+--+ Prag) Y bi,
o1 izl o1 iz

i=1 =

lo que implica que fia; + f2az +--- + frar = 1, debido a que §; ,j € [k], son nimeros
reales en [0,1] tales que Z?:l B =1, razon por la cual, tenemos que a; = 1 para cada
Jj € [k], lo que muestra que x; € M(b), j € [k], y al ser b" un vértice de M(v) concluimos
que b" = B1x] + P2Xs +--- + B Xk es una combinacién convexa trivial. Por lo tanto, b” es
un vértice de M*(b).

Como consecuencia de lo anterior, concluimos que ¥ (M*(b)) =7 (M(b)) U {0} y, ya que 0¢M(b),
podemos concluir que M*(b) = Pyr(M(b),0). O

TEOREMA 2.54. Si b = (by,...,b,) e R" es tal que by > --- > b, > 0 yM?*(D) es el ideal principal de
mayorizacion fuerte asociado con b, entonces £ (M° (b)) = L(Pyr(Cp-1,a)), donde ae R"\ C,,.

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b, > 0y M’(b) el ideal principal de
mayorizacion fuerte asociado con b. Consideremos, ademads, el ideal principal de mayorizacién
asociado con b, M(b), y el hipercubo de dimensién n—1, C,_;. En el teorema 2.50 mostramos
que M(b) y C,—1 son combinatoriamente equivalentes, por consiguiente, si a es un elemento
de R" no contenido en C;,—1, tenemos que £ (M*(b)) = ff(Pyr(M(b),ﬁ)) = L(Pyr(Cy-1,a), en
vista de que M*(b) =Pyr(M(b),6)yaE[R”\Cn. O

2.2.3.2. ESTRUCTURA FACIAL DE M*(b)

Como vimos en el apartado anterior, tenemos que M*(b) = Pyr(M(b),0), hecho que tiene
algunas implicaciones para la descripcion de la estructura facial de este politopo, las cuales
exploraremos en el presente apartado. Inicialmente, mostramos que cada una de las caras de
M(b) es también una cara de M*(b) y, posteriormente, demostraremos que una cara [F de M(b)
con dimension j, j €{0,1,...,n— 1}, induce univocamente una cara [F(S) de M (b) con dimensién
j+1; esmds, tenemos que [F(s) =conv(Fui{0}).Enla parte final, describiremos £ (M* (b)) haciendo
uso de los elementos anteriores.
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PROPOSICION 2.55. Si b = (by,...,b,) € R" es tal que by > --- > b, > 0 y M(b), M*(b) son los
ideales principales de mayorizacién y mayorizacion fuerte asociados con b, respectivamente,
entonces toda cara de M(b) es también una cara de M*(b).

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b, > 0 y M(b), M*(b) los ideales
principales de mayorizacién y mayorizacién fuerte asociados con b, respectivamente. Si F
es una cara de M(b) entonces existe ¢ = (cy,..., ¢;) € R” tal que el problema de optimizacién
lineal max e p) {c, x) tiene como conjunto solucién, precisamente, a [F. Es mds, escogemos el
vector ¢ de modo tal que maxyepp) (¢, x) = ¢o > 0. Si x = (x1,...,x,) € M*(b) entonces x < b
y, en virtud del teorema 2.26, existe una matriz doble estocdstica A tal que x = b(a A), donde
iiifﬁiiﬁ € [0,1] y, en consecuencia, se verifican las igualdades (c, x) = (¢, b(a A)) = a{c, bA).
Debido a la caracterizacién matricial del concepto de mayorizacion, tenemos que bA€ M(b) y,
por consiguiente, (c, bA) < cy. En el caso que a =0, tenemos que x = 0 y, por lo tanto, {c, x) =
0 < ¢p. De otra parte, si a € (0,1) entonces {c, x) < acp < ¢y y, finalmente, en la situacién en que
a =1 resulta que x € M(b), razén por la cual, {c, x) = ¢y si, y s6lo si, x € F. Es decir, el problema
de optimizacion lineal méx,eps(3){c, X) tiene como conjunto solucién a F, lo que nos muestra
que F es también una cara de M*(b). O

a =

TEOREMA 2.56. Si b = (by,...,by) € R" es tal que by > --- > by, > 0 yM(b), M*(b) son los ideales
principales de mayorizacion y mayorizacion fuerte asociados con b, respectivamente, entonces,
para cada k € [n], hay una biyeccion entre las caras de M*(b) de dimensién k que contienen a 0 y
las caras de M (b) de dimension k— 1.

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R" tal que by > --- > b, > 0 y M(b), M*(b) los ideales prin-
cipales de mayorizacién y mayorizacién fuerte asociados con b, respectivamente. Consideremos
el conjunto

LoM* (b)) := {F§ € L(M°(b)) | 0 € Fg},

y definamos, ademds, la funcion ¥ : LM (b)) — £ (M*(b)) mediante W*(F) := conv(FuU o).
Veamos que ¥* es una biyeccion:

(a) ¥° estd bien definida: si F € £ (M(b)) entonces existe ¢ = (cy,..., c,) € R" tal que el proble-
ma de optimizacion lineal méx,epmp){c, X) tiene como conjunto solucién a F. Es mds,
podemos escoger al vector ¢ de manera tal que max,epp) (¢, X) = ¢p > 0. Definamos
Ei=c— 1= (cl — =l O — ,f—") y consideremos el problema de optimiza-

L bi i1 bi Lisy bi
cién lineal max,epgs(p) (G, X). Si x = (x1,..., x,) € M*(b) entonces, por el teorema 2.26, existe
una matriz doble estocdstica A tal que x = b(aA), donde a = "% ¢ [0, 1]. Por lo tanto,

~ bi+-+b,
tenemos las igualdades

(&,x) = (&, b(@A)) = a(é bA) = a <c— _“% 3 bA> e ((c, bA) - <Li, bA>)
Z?:I b; ?:1 bi
_ ¢t

i=1"1

=a|{c,bA) - a, bA>) =a({c,bA) - cp),

donde en la dultima igualdad hemos usado que d,Aby = Z?:l bi, lo cual se tiene al ser A
una matriz doble estocéstica. Si a = 0 entonces x = 0y, en consecuencia, (¢,x) =0.Sia = 1
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entonces x = bA € M(b) y tenemos que (¢, x) =0 si, ysélo si, x e F. Si « € (0, 1) entonces
x=abA+(1-a)d y se verifica que (¢, x) = 0 si, y s6lo si, bA€F, es mds, si a € (0,1] pero
vA ¢ entonces (c,bA) < ¢y y, por consiguiente, (¢, x) < 0. De lo anterior, tenemos que
MA&Xcents (1) {6, X) = 0y su conjunto solucién es W*(F) = conv(F U {0}), lo cual nos permite
afirmar que W*(F) es una cara de M*(b) que contiene a 0 y, por lo tanto, ¥* es una funcién
bien definida.

(b) ¥ esinyectiva: sean [F;,F, € £(M(b)) tales que W¥(F;) = W*(F2). Por definiciéon de V5,
tenemos que conv(F, U {0} = con v(F,u {01, lo cual sucede si, ysolosi, ¥ (conv(Fu o) =
V(conv(FauU {01)). Ahora bien, para i € [2], el conjunto ¥ (conv(F; U on) corresponde al
conjunto de vértices de M*(b) contenidos en F; U {0} y, por el teorema 2.53, todo vértice de
M (b) es también un vértice de M*(b), de donde se sigue que ¥ (conv(F; U {0h) = 7 (F;) u{0},
i € [2], razén por la cual, 7 (F;) = 7 (F»). Por lo tanto, concluimos que F; = [, lo cual nos
muestra que ¥* es una funcién inyectiva.

(c) ¥° es sobreyectiva: si [FS € %y (M*(b)) entonces 0 € [F y existe ¢ € R” tal que el problema
de optimizacién lineal méaxeps(p){c, x) tiene como conjunto solucién a Fj. Dado que
M(b) < M*(b) entonces el problema de optimizacién lineal méax,enp) (¢, X) tiene como
conjunto solucién a Fg NnM(b) = con U(7/([F )\ {0}) y, en consecuencia, F := con vV ED\
{0}) € £ (M(b)). Veamos que ¥5(F) =

(S) SixeWS(F) = conv(FuU{0}) entonces existen ¥ € FyA,A2€[0,1] talesque A; + 12 =1
yx=A1X+ Agﬁ y, en vista de que F = conv(V([Fg) \ {0}), tenemos que X = Zle Biyi,
donde {y; | i € [k]} < V([Fg) \ {0} y los nimeros B; € [0,1], i € [k], satisfacen que

f , Bi =1. De manera que, x = Zf TByi+ 1,0, la cual es una expresion para x
como combinacién convexa de elementos de ¥ (IF;) y, por consiguiente, concluimos
que x € F3.

(=) Sixe lFS entonces existen y; € 7/([F N0}, i € [k, ynumeros reales §; € [0,1],7 € [k+1],
satlsfac1endo Zk“ Bi=lyx= Zl 1\ Biyi+ Bi+10. Si Br.1 = 0 entonces tenemos que
x € F y, en consecuencia, x € conv(Fu 0) = WS(F). Si Br+1 = 1 entonces x 0 y
claramente x € W(F). En caso tal que B¢ € (0,1), definimos X := =yk 1T ,Bk+1 Vi €

conv(¥ (F)\ {0} =F, de donde

x=(1- ﬁkH)(ZI b 1y,)+ﬁk+1o (1 - PBrs1) X+ Brs10 € conv(F U {0}) = WS (F).
+

De manera que, en cualquier caso se satisface que x € ¥*(F).

De lo anterior, concluimos que W*(F) = [Ff), razon por la cual, podemos afirmar que ¥* es
una funcién sobreyectiva.

Hemos mostrado que ¥° : L(M(b)) — £ (M*(b)) definida mediante W*(F) := conv(FuU {on
es una biyeccion. De otra parte, si F € £ (M(b)) es una cara de dimensioén j, j € {0,1,...,n -1},
entonces V*¥(F) = conv([Fu{ﬁ}) € % (M*(b)) tiene dimensién j+1. En efecto, si existieran vectores
Vi = (yjl,.‘.,yj”) € F, j € [k], y nameros reales 3;, j € [k, satisfaciendo que Z?Zlﬁj =1y
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0= ZI;:1 py; entonces

n o noo. n n
0=P1Y yi++Pr ) ye=PB1++PK) D bi=) b;>0,
i i s R |

donde hemos usado que la suma de las entradas de cualquier vector de Fes Y., b;, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, 0 no estd en la envolvente afin de F y, como consecuencia de
esto, tenemos que dim(¥*(F)) = j + 1 siempre que dim(F) = j, j € {0,1,...,n— 1}, lo que concluye
la demostracién. U

Consideremos [Fi, [F; € £ (M5 (b)). Definimos la relacion de cobertura en M (b), la cual deno-
tamos <*, mediante los siguientes casos:

(1) Caso 1:5i[Fj,F; € Z(M(b)) entonces ] <°F; si, y s6lo si, [} <[ en £ (M(b)).

(2) Caso2:silF},F5 € £)(M°(b)) entonces existen F1,F, € £ (M (b)) tales que F} = conv(F; u{oh
yF5 =conv(F2U {0}). En tal circunstancia, [F} <°F3 si, y s6lo si, F1 <[> en £ (M(b)).

(3) Caso 3:silF] € ZM(b))y[F; € £ (M* (b)) entonces [ <°F; si, y s6lo si, F3 = conv(F; U o).

En vista de que no es posible que un elemento de £ (M (b)) cubra un elemento de £ (M?*(b)),
ya que 0 ¢ M(b), podemos afirmar que los anteriores tres casos describen completamente el
reticulo de caras de M*(b). De otra parte, teniendo presente la descripcién del reticulo de caras
de M*(b) y aprovechando el estudio que realizamos, en el teorema 2.39, del f-vector de M(b),
enseguida establecemos las componentes del f-vector de M*(b).

TEOREMA 2.57. Si b = (by,...,b,) e R" es tal que by > --- > b, > 0 yM?*(D) es el ideal principal de
mayorizacion fuerte asociado con b, entonces el niimero de caras de M*(b) con dimensién n—k,
ken—1l,es |(1)+ ("] 2%

Demostracion. Sean b = (by,...,b,) € R™ tal que by > --- > b, > 0y M*(b) el permutaedro de
mayorizacion fuerte asociado con b. De los resultados anteriores tenemos que, para k € [n—1],
el nimero de caras de M?*(b) con dimension n — k lo obtenemos adicionando el niimero de
caras de M(b) con dimensiénes n—ky n—k — 1, de las cuales, en virtud del teorema 2.39, hay
(~1)2k1y (" ")2¥, respectivamente. Por lo tanto, el nimero de caras de M*(b) con dimensién

el

donde usamos la identidad (Z) (Z:}) + (",;1) En conclusién, el nimero de caras de M*(b) con

2k—1 — 2](?—1’

dimension n - k es [(Z) + (";1)] 2k=1, expresién que es vélida para k € [n - 1]. O

2.2.3.3. COMENTARIOS FINALES

Esta secci6n, como habré notado el lector o lectora, se inspir6 fuertemente en los estudios
realizados del permutaedro de mayorizacién fuerte. Es mds, solamente tuvimos que adaptar las
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técnicas usadas en las demostraciones de la seccidn correspondiente a M*(v), para establecer
los resultados que presentamos en la presente secciéon. De manera que, nuestro resultado
principal en esta seccion, a saber, la igualdad M*(b) = P yr(l\/l](b),ﬁ), resulté de manera natural.
Algo interesante que podemos encontrar en las demostraciones de las igualdades M*(v) =
Pyr(M(v),0) yM*(b) = Pyr(M(b),0), es que ellas se apoyan en la caracterizacién de los vértices
de un politopo como aquellos puntos que no admiten expresién como combinacién convexa
no trivial. Las otras pruebas del presente trabajo donde se caracterizan vértices usan alguno
de los siguientes hechos: (i) que un vértice es el tinico punto de interseccién de un ntimero
finito de hiperplanos de soporte, o (ii) que un vértice es la tinica solucién de un problema de
optimizacion lineal sobre el politopo. Asimismo, los teoremas donde caracterizamos £ (M*(v))
y £ (M?*(b)) estan apoyados en la caracterizacién de una cara F como el conjunto solucién de
un problema de optimizacién lineal, mientras que, a lo largo de nuestro trabajo usamos que
una cara F es la interseccion de un nimero finito de caras maximales. A manera de conclusion,
las secciones referidas a M*(v) y M*(b), ademads de contribuir con conocimientos sobre estos
objetos, fueron una oportunidad para explorar técnicas y herramientas de la teoria de politopos
que no habian sido suficientemente exploradas en las demads secciones del capitulo.



APENDICE A

COMBINATORIA ENUMERATIVA

En este espacio realizamos un breve recorrido por ciertas temdticas elementales de la com-
binatoria enumerativa. Los temas abarcados son los principios bdsicos de conteo, algunos
nameros de aparicién frecuente en combinatoria, las particiones de conjuntos y los nimeros de
Stirling de segunda especie. La mayor parte del material lo tomamos de [BS19], el cual comple-
mentamos con conceptos, resultados y ejemplos relevantes para nuestro trabajo.

Cuando abordamos problemas de conteo es conveniente tener ciertos principios que orienten
nuestra accién y que, ademads, contribuyan de manera significativa a la configuracién de ciertos
modos de pensar la situacién de conteo, los cuales faciliten la soluciéon del problema. Aunque
los principios que presentamos a continuacién son intuitivamente validos y se usan frecuente-
mente en problemas de conteo, aun sin hacerlo de manera explicita, es necesaria su expresion
precisa y la presentacién de algunos ejemplos en donde ellos apliquen.

DEFINICION A.1 (PRINCIPIOS BASICOS DE CONTEO; [BS19], P. 6). En problemas de conteo te-
nemos los siguientes principios:

(1) Principio de la suma: Si hay p formas de realizar la tarea Ay g formas de realizar la tarea
B, entonces hay p + g formas de realizar A o B.

(2) Principio del producto: Si hay p formas de realizar la tarea A e, independiente ala manera
escogida para realizar A, hay q formas de realizar la tarea B, entonces hay p x g formas de
realizar la tarea Ay, posteriormente, la tarea B.

El principio del producto también es llamado principio fundamental del conteo.

El primer ejemplo nos permite introducir, para cada n € N, el factorial de n, que es un
primer nimero de frecuente aparicién en combinatoria.

EjempPLO A.1 ([BS19], EJEMPLO 1.). Sean [n] := {1,2,...,n} y a, el nimero de maneras de
ordenar los elementos de [n] en una disposicion lineal. Por ejemplo, los vectores (1,2,...,n—1,n)
y(n,n—-1,...,2,1) simbolizan dos maneras diferentes de ordenar los elementos de [n] en una
disposicion lineal. En general, cualquier orden de [n] se puede presentar mediante un vector

113
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(b1, bo,...,by,), donde b,..., b, son elementos de [n] distintos dos a dos. Asi, podemos proceder
de la siguiente manera para contar el numero de tales vectores: el elemento b, tiene n formas
distintas de ser escogido; independiente a la seleccion de by, el elemento b, tiene n — 1 formas
distintas de ser escogido; independiente a la seleccién de b; y by, el elemento bs tiene n — 2
formas distintas de ser escogido; si continuamos de manera sucesiva, el elemento b,_; tiene 2
formas distintas de ser escogido, independiente a la seleccién de by, ..., b,_1, y; finalmente, el
elemento b, puede ser escogido de una tinica forma, pues para entonces ya se han escogido
bi,...,b,y_1. De manera que, por el principio fundamental del conteo, hay n x (n—1) x---x2x 1
formas de ordenar los elementos de [#] en disposicién lineal. Al nimero nx (n—1) x---x2x 11o
denominamos factorial de 1, el cual denotamos n!, y todo ordenamiento lineal de los elementos
de [n] es una permutacién de [n]. En consecuencia, lo anterior nos muestra que el niimero de
permutaciones de [n] es n! En general, el nimero de permutaciones de un conjunto A con n
elementos es nl.

Una notacion de uso frecuente para las permutaciones de [n] es la notacién de una linea.
Por ejemplo, las permutaciones de [3] en notacién de una linea son: 123, 132, 213, 231, 312y
321; mientras que, las permutaciones de [4] son: 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143,
2314, 2341, 2413, 2431, 3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312 y 4321.

DEFINICION A.2 ([BS19], P. 7). Sean S un conjunto con n elementosy k € {0,1,...,n}.

(1) El conjunto de partes de S, el cual denotamos 25092(9), es el conjunto de subconjuntos
de S, es decir, (S) :={A| Ac S}.

(2) El conjunto partes de S con tamaiio k, el cual denotamos (i), es el conjunto de subcon-
juntos de S con tamafio k, es decir, (}) := {A| A< S,|A| = k.

De la definicion anterior, tenemos la igualdad 2(S) = U;_, (2) A manera de ejemplo, para
el conjunto [3] tenemos que 22 ([3]) = {®, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2, 3}, [3]}. Ademds, tenemos que
(S =1eh (V) = tiuy, 25,131, () =141, 2}, 11,3},42, 31} y (') = {131} En la proposicién siguiente
abordamos el problema de calcular el nimero de elementos de los conjuntos Z?([n]) y ([Z]),
donde k€{0,1,...,n}.

PROPOSICION A.1 ([BS19], PROPOSICION 1.). SineNy k€ {0,1,...,n}, entonces |22 ([n])| = 2"
[n]
y (k)

_ n!
— kl(n-k)!"

Demostracion. Sean neNy ke {0,1,...,n}. Consideremos, ademds, los conjuntos 2([n]) y (/).

(1) Parte 1: definamos ¢ : 2([n]) — {x e R" | x; € {0, 1}, i € [n]} mediante
P(A) := (x1(A), x2(A),..., xp(A)),

donde x;(A) =0,sii¢ A,y x;(A) =1,siie A. Claramente la aplicacién ¢ es una biyeccién
y, por consiguiente, contar el nimero de subconjuntos de [n] es equivalente a contar el
numero de (0, 1)-vectores de R". Si (ay,..., a;) es uno de tales (0,1)-vectores, entonces
a; tiene dos formas distintas de ser seleccionado; a, tiene dos formas distintas de ser
seleccionado, independiente de la seleccion hecha para a;. En general, cada a; tiene
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dos posibilidades: a; =0 0 a; = 1, para cada i € [n]. Por lo tanto, en virtud del principio
fundamental del conteo, el nlimero de subconjuntos de [7] es 2". Es decir, tenemos la
igualdad |22 ([n])| = 2".

(2) Parte 2: Apoydndonos en la biyeccién existente entre (0,1)-vectores de R" y los sub-
conjuntos de n, nuestro problema consiste en calcular el niimero de (0, 1)-vectores con
exactamente k componentes iguales a 1. Dada la tarea de definir un (0, 1)-vector con las
condiciones descritas, tenemos lo siguiente: el nlimero de formas de asignar la primera
componente igual a 1 es n; el nimero de formas de asignar la segunda componente igual
a 1, independiente a la primera asignacion, es n — 1; continuando de manera sucesiva,
el nimero de formas de asignar la k-ésima componente igual a 1, independiente a la
asignacidn de las primeras k asignaciones, es n— (k—1) = n— k+ 1. Como consecuencia
del principio fundamental del conteo, el nimero de formas de definir un (0, 1)-vector con

n!

k componentes igualesa 1 es nx (n—1) x--- x (n— k+ 1), nimero que es igual a =;.

De otra parte, esta misma tarea puede hacerse de otra forma: inicialmente, selecciona-

mos un subconjunto A de [n] con tamano k, lo cual puede hacerse de ‘([Z])‘ k! formas

y, posteriormente, asignamos el orden en que ubicaremos las k componentes iguales a
1 en el (0,1)-vector, seleccionando una permutacién de A, lo cual puede hacerse de k!
maneras. Por lo tanto, debido al principio del producto, la tarea puede ser realizada de

(['Z]) k! formas. En consecuencia, se satisface la identidad )([Z])‘ k!l = (n%!k)!’ lo que culmina
la prueba.

O

DEFINICION A.3 ([BS19], P. 8). Sean 7, k € N. El nlimero (Z) esigual a ([Z]) ,parake{0,1,...,n},
eiguala 0, para ke N\{0,1,..., n}. Este nimero lo leemos n combinado k, y es conocido como

coeficiente binomial o niimero combinatorio.

Una consecuencia inmediata de la igualdad 22 ([n]) = Z:O ([Z]), en vista de que esta unioén es
disyunta, es la identidad 2" = ¥7_  (}), la cual también podemos establecer de manera sencilla
usando el principio de la suma. Asimismo, mediante este principio de conteo, se puede justificar
la identidad (§) = (77}) + (" "), la cual dejamos como un bonito ejercicio para el lector o lectora.
Las pruebas de identidades que estdan basadas, de una parte, en interpretar los elementos
que aparecen en la identidad de manera combinatoria y, de otra, en el establecimiento de
biyecciones con conjuntos més sencillos de trabajar desde el punto de vista combinatorio, son
llamadas pruebas combinatorias. A continuacién mostramos un ejemplo en el cual planteamos

un problema combinatorio que tiene particular interés para nuestro trabajo.

EJEMPLO A.2. Una cadena anidada de [n] es una cadena de subconjuntos de [n] que tiene la
forma@ C Ay C Ay € --- C Ar C [n], para algtin k € [n], o es la cadena @ C [n]. Asi, las cadenas
anidadas de [3] son las que presentamos a continuacién:

{1} C{L2}C 3], 2SI CHL3IC B, @& {20 & {1,2) & (3],
{212,318, & BIC{L3CBL, &8 1{2,31 & (3],
pC{ICBL, oC21CBL, oS BICBL & {1L,21C 3],

2 {L31C B, 24 {2,31C 8], @& I8l
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El problema combinatorio consiste en encontrar el nimero de cadenas anidadas de [n].

Ahora, vamos a presentar algunos elementos referidos a particiones de [n]. Veremos par-
ticiones no ordenadas de [n], las cuales se relacionan con los ntimeros de Stirling de segunda
especie, y particiones ordenadas de [n], que guardan una estrecha relacién con las cadenas
anidadas de [n].

DEFINICION A.4 ([BS19], DEFINICION 4.). Sean n € Ny k € [n]. Una k-particién no ordenada
de [n] es una coleccién {Aj,..., Ay} de k subconjuntos de [n] que satisfacen las siguientes
condiciones:

M UL, 4i=nl
(i) AjnA;=¢,paratodo i, j € [k] tales que i # j.

(iii) A; # ¢ paratodo i € [k].

Los subconjuntos A;, i € [k], se denominan partes o bloques de la particién.

A manera de ejemplo, las particiones no ordenadas de [3] son: {[3]}, {{1},{2,3}}, {{2},{1,3}},
{{3},11,2}}, {{1},{2}, {3}}. De manera que, el conjunto [3] tiene una tnica 1-particién no ordenada,
tres 2-particiones no ordenadas y solo una 3-particion no ordenada.

DEFINICION A.5 ([BS19], P.13). Sea n e Ny k € [n]. El nimero de k-particiones no ordenadas
de [n], denotado por S(n, k), se denomina ntimero de Stirling de segunda especie.

Asi pues, para las particiones no ordenadas de [3], tenemos que S(3,1) =1, §(3,2) =2y
S(3,3) = 1. Los niimero de Stirling de segunda especie satisfacen una relacién recursiva, la cual
presentamos en la siguiente proposicion.

PROPOSICION A.2 ([BS19], PROPOSICION 4.). Sin € Ny k € [n] entonces, se satisface la igualdad
S(n, k) =S(n—1,k-1)+kS(n—1, k), donde se tienen las condiciones iniciales S(0,0) =1y S(n,0) =
5(0,n) =0, paran > 0.

Demostracion. Sean n e Ny k € [n]. Si{A;,..., Ax} esuna k-particién no ordenada de n, tenemos
un par de circunstancias mutuamente excluyentes: en la primera, A; = {n}, para algin i € [k]
y, en la segunda, el bloque de {Ay, ..., A} al que n pertenece tiene mds de un elemento. Si se
da la primera circunstancia, entonces los restantes bloques conforman una (k — 1)-particién
no ordenada de [n — 1]; mientras que, en caso de darse la segunda circunstancia, entonces al
remover el elemento n de su bloque conseguimos una k-particién no ordenada de [n —1]. De
otra parte, al adjuntar el elemento n a un bloque de una k-particién no ordenada de [n — 1]
se construye una k-particién no ordenadas de [n] y, ya que hay k bloques, podemos afirmar
que cada k-particién no ordenada de [n — 1] induce k diferentes k-particiones no ordenadas
de [n]. Por lo tanto, aplicando el principio de la suma y teniendo presente la discusién anterior,
concluimos que S(n, k) =S(n—-1,k—-1)+ kS(n—-1,k). O

DEFINICION A.6. Sean n € Ny k € [n]. Una k-particién ordenada de [n] es un vector de la forma
(Ay,..., Ag), cuyas componentes son subconjuntos de [n], tales que la coleccion {Ay, ..., Ay} es
una k-particiéon no ordenada de n.
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De la definicién anterior, tenemos que una k-particién no ordenada de [n], dada por la colec-
cién {Aj,..., A}, induce n! distintas k-particiones no ordenada de [n], las cuales corresponden
a las permutaciones del conjunto {A;,..., A¢}. La anterior observaciéon nos permite afirmar que
el niimero de k-particiones ordenadas de [n] es k!S(n, k).

EJEMPLO A.3. Las particiones ordenadas de [3] se pueden poner en correspondencia biyectiva
con las cadenas anidadas de [3], tal como ilustramos a continuacién:

¢ ¢ {1} C{L2} ¢ Bl — ({1}, {2}, {3D), @ & {1} & {1,3} & [3] — ({1}, {3}, {2}),
@20 1,2 C B — ({2}, {1}, {3), @& {2} C 12,3} & (3] — ({2}, {3}, {1}),
2 < B H{L3 S Bl — (8L {1},{2), @& {3} &1{2,3} & [38]— ({3}, {2}, {1}),
¢ < {1} ¢ Bl—({11,1{2,3), @< {2} < [38]— ({2},{L,3)),

¢ 38¢ BI—{3L{1,2), oC {21 ¢ [8]— ({1,213},

@ {31 ¢ 8] —(L,3L{2h), @& {2,31 ¢ [B]— (2,3}, {1}),

@ < (31— ([3D).

De modo que, el nimero de cadenas anidadas de [3], es Z?C:l k'S(n, k).

La funcién ¥, que aplica el conjunto de cadenas anidadas de [n] en el conjunto de particio-
nes ordenadas de [n], definida mediante

W(@CAICAC ARG [n])i= (A, A2\ Al A\ Agy, [n]\ Ap),

junto con W (¢ C [n]) := ([n]), es una biyeccién. En consecuencia, el ntimero de cadenas anidadas
de [nles X;_, k!S(n, k).



APENDICE B

CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS Y RETICULOS

En este espacio realizamos un breve recorrido por ciertas tematicas elementales sobre
conjuntos parcialmente ordenados y reticulos. Algunos de los temas tratados son: conceptos
bésicos de posets, el dlgebra de Boole sobre [7], los posets de particiones ordenas y no ordena-
das de [r], funciones entre conjuntos parcialmente ordenados, posets graduados y conceptos
iniciales sobre reticulos. La mayor parte del material lo tomamos de [CG19] y [Aco16], el cual
complementamos con conceptos, resultados y ejemplos relevantes para nuestro trabajo.

DEFINICION B.1 ([CG19], DEFINICION 1.1.). Un conjunto parcialmente ordenado es un par
(P, <), donde P es un conjunto y < es una relacién de orden, es decir, una relacién que satisface
las siguientes propiedades:

(1) Reflexiva: paratodo x € P se satisface que x < x.
(2) Antisimetrica: para cualesquiera x, y € P satisfaciendo x < yy y < x, se tiene que x = y.

(3) Transitiva: para cualesquiera x,y,z€ P,si x < yy y < z entonces x < z.

Un conjunto parcialmente ordenado también es denominado poset.

Un ejemplo clésico de conjunto parcialmente ordenado es (¢, <), donde €6 es una coleccion
de conjuntos. Es claro que en (€, <) existen conjuntos Ay B tales que A QZ ByB QZ A, caso en el
cual diremos que Ay B son incomparables.

DEFINICION B.2 ([CG19], P. 2). Sean (£, <) un conjunto parcialmente ordenado y x, y € P.

(1) Cuando x £ yy y £ x decimos que x y y son elementos incomparables en (P, <).

(2) Cuando x < y pero x # y escribimos x < y.

A manera de ejemplo, para (£2([3]), <) tenemos que los elementos {1,2} y {2,3} son incompa-
rables, asimismo {1} c {1, 2}.

DEFINICION B.3 ([AC016], DEFINICION 2.4.). Sean (B, <) un conjunto parcialmente ordenado
y Q un subconjunto de P.

118
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(i) Decimos que Q es un intervalo si para todo x, y € Qyparatodo z € P, si x < z < y entonces

z€Q.

(ii) Decimos que Q es una cadena si paratodo x,y € Q setieneque x<y o y < x.

El subconjunto Q = {@,{1,2}, (3]} de Z2([3]) es una cadena en el conjunto parcialmente
ordenado (22([3]),<). Sin embargo, Q no es un intervalo, ya que @ < {1} < {1, 2} pero {1} ¢ Q. De
otra parte, si (B, <) es un conjunto parcialmente ordenado y x, y € P son tales que x < y, entonces
los siguientes conjuntos son intervalos:

[x,y]:={z€Plx<z=<y}, (x]:=={zeP|z=<x}, [x):={zeP|x=<2z}.

DEFINICION B.4 ([AC016], DEFINICION 2.5.). Sean (P, <) un conjunto parcialmente ordenado
y x, y € P. Diremos que y cubre a x si x < yy [x, y] = {x, ¥}, lo cual denotaremos x < y.

Si P es un conjunto finito entonces la relacion de orden estd completamente determinada por
larelacién de cubrimiento. Esta observacidon nos permite representar conjuntos parcialmente
ordenados finitos de la siguiente manera: asignamos un punto o pequeiio circulo por cada
elemento de P y unimos dos elementos por un segmento de recta solamente si uno de ellos
cubre al otro, siempre situando el elemento cubierto en un nivel inferior que el elemento que
cubre. La representacion de (P, <) que resulta se denomina diagrama de Hasse de (B, <).

EjempLO B.1 ([CG19], EJeMPLO 1.2.). El conjunto parcialmente ordenado (Z?([n]), <) lo deno-
minamos algebra de Boole sobre [1], el cual denotamos mediante B,,. A continuacién presenta-
mos el diagrama de Hasse de Bs.

3]

{1,2} {1,3} 2,3}
AKX
{1} {2} {3}
?

Figura B.1: Diagrama de Hasse de Bs.

EJEMPLO B.2. Una particién no ordenada de un conjunto S es una coleccion {Bj,..., By} de
subconjuntos disyuntos, llamados bloques, cuya unién es S. Sean I1,, el conjunto de particiones
no ordenadas de [n] y 7,7 € [1,,. Decimos que 7 es un refinamiento de 7, si para cada bloque
B € 7 hay un bloque B € 7 tal que B € B. La relacion de refinamiento es una relacién de orden
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sobre I1,, la cual determina el poset de particiones no ordenadas de [n], que denotaremos
simplemente por IT,,. En la siguiente figura presentamos el diagrama de Hasse de IT3.

{31}

{1}, 12,34} {{1,2}, {3} {{1,3H2}}

{1}, {2}, {34}

Figura B.2: Diagrama de Hasse de IT;.

El conjunto parcialmente ordenado que presentamos en el siguiente ejemplo es de suma
importancia en nuestro trabajo; en particular, mediante este poset, podemos describir de
manera combinatoria la estructura facial del permutaedro.

EJEMPLO B.3. Una particién ordenada de un conjunto S es una vector (Bj,..., By), donde sus
componentes son subconjuntos disyuntos, llamados bloques, cuya unién es S. Sean II, el
conjunto de particiones ordenadas de [n] y 7, % € I1,,, decimos que 7 es cubierto por 7, si 7T se
obtiene uniendo dos bloques consecutivos de 7. La relacién de cubrimiento sobre I1,, determina
el poset de particiones ordenadas de [n], que denotaremos simplemente por I1,,. En la siguiente
figura presentamos el diagrama de Hasse de I13.

({123}

_—/\

({12}, {3 ({1},{23}) (13}, {2h) ({31, {12h) ({23}, {11 ({2}, {13h)

({1},{2},43) ({13,431, 12D ({35, {1},42) ({35,425, 1) ({2}, 33,41) ({2},{13,43)

Figura B.3: Diagrama de Hasse de II3.

Ahora, vamos a definir funciones entre conjuntos parcialmente ordenados y, en particular,
introducimos la nocién de isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados.

DEFINICION B.5 ([AC016], DEFINICIONES 2.6. Y 2.7.). Sean (P, <p) y (Q, <¢) conjuntos parcial-
mente ordenados y f: P — Q una funcion.

(i) Diremos que f es is6tona, si para todo x, y € P se tiene que x <p y implica f(x) <q f ().
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(ii) Diremos que f es un isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados, si f es biyec-
tivay tanto f como f~! son isétonas.

Si (B =p)y (Q,=() son isomorfos, escribiremos (P, <p) = (Q,<q) o, simplemente, P = Q.

Las funciones isé6tonas también son conocidas como funciones monétonas, funciones
que preservan orden o morfismo de posets. Es sencillo ver que la composicién de funciones
isotonas es nuevamente una funcion isétona. Ademds, es inmediato que si (B <p) y (Q, <@) son
conjuntos parcialmente ordenadosy f : P — Q es una funcién biyectiva, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) fy f!sonisétonas.
(i) x<p ysi,ysolosi, f(x) <q f(y), para cualesquiera x, y € P.

DEFINICION B.6 ([CG19], DEFINICION 1.15.). Sean (P, <p) y Q,<¢) conjuntos parcialmente
ordenados.

(1) (Q,=q) es un subposet débil de (P, <p), si Q < P y paratodo x,y € Q tenemos que x <q y
implica x <p y. Si, ademads, Q = P entonces P es un refinamiento de Q.

(2) (Q,=q) esun subposet de (B, <p), si Q< Py para todo x, y € Q tenemos que X < ¥ si, y
solosi, x<p y.

Si (P <) es un conjunto parcialmente ordenado y x,y € P son tales que x < y, entonces el
intervalo ([x, y], <) es un subposet de (B, <).
DEFINICION B.7 ([CG19], P. 6). Sean (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y ¢ una cadena

finita de (P, <).

(1) Sino existe z€ P\C tal que € U{z} es una cadena, entonces decimos que % es una cadena
maxima.

(2) Sino existe z€ P\ C tal que x < z < y, para algunos x,y € €, y € U{z} es una cadena,
entonces decimos que € es una cadena saturada.

(3) Lalongitud de ¥, la cual denotamos /(%), se define mediante [(€) :=|€| - 1.

(3) La longitud de P, la cual denotamos [(P), se define mediante [(P) := max{|€| | € <
P es una cadena}.

(4) Sitodas las cadenas maximas tienen la misma longitud »n entonces diremos que (B, <) es
un poset graduado de longitud 7.

Notemos que, acorde a la definicién anterior, toda cadena maxima es una cadena saturada.
En el siguiente ejemplo, ilustramos algunos de los conceptos que acabamos de presentar.
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EJEMPLO B.4. Sea (B3, <) el dlgebra de Boole sobre [3]. La cadena €6 = {®, {1}} es una cadena
saturada que no es méaxima, pues tanto C ={p,{1},{1,2}} como C = {®,{1},{1,3}} son cadenas
obtenidas de ¥ agregando un elemento. De otra parte, las cadenas maximas de Bs son las
siguientes:

61 =19,{1},{1,2}, 381}, <€2=1{o,{1},{1,3}, (81}, 63=1{%,{2},{1,2},[31},
c64 = {¢) {2}’ {2’3}’ [3]}) (65 = {¢»{3}){1)3}) [3]}) (66 = {®) {3}) {21 3}1 [3]}'

En vista de que todas las cadenas anteriores tienen la misma longitud, igual a 3, podemos afirmar
que B3 es un poset graduado de longitud 3

En general, tenemos que B,, es un poset graduado de longitud [#], lo cual es consecuencia
inmediata de notar que toda cadena méaxima de B;, es de la forma

@, {nb U jeh . ol Jor oo juaat, [0},
donde ji € [n], para cada k € [n — 1]. Otros ejemplos de posets graduados son I, y II,;, cuya
justificacion la dejamos a cargo del lector o lectora.

DEFINICION B.8 ([CG19], P. 6). Sean (£, <) un conjunto parcialmente ordenado y x € P.

(1) Sino existe z € P tal que z < x, decimos que x es un elemento minimal de P. El conjunto
de los elementos minimales de P lo denotaremos Min(P).

(2) Sino existe z € P tal que x < z, decimos que x es un elemento maximal de P. El conjunto
de los elementos maximales de P lo denotaremos Max(P).

PRrOPOSICION B.1 ([CG19], PROPOSICION 1.16.). Si (P, <) es un poset finito graduado, entonces
existe una funcion bien definida p : P — N, llamada funcién de grado, tal que p(x) = 0 siempre
quex € Min(P) ysix <y entonces p(y) = p(x)+ 1.

DEFINICION B.9 ([CG19], P. 6.). Sean (P, <) es un poset graduado con funcion de grado p y
x€P.

(1) Elgrado de x es p(x).

(2) Lafuncién generadora de grados de P es el polinomio

F(R1):=) t°PW.
xeP
EjempPLO B.5 ([CG19], EJEMPLO 1.17.). A continuacién mostramos las funciones generados
de grados de algunos posets graduados.

(a) Lafuncion generadora de grados del dlgebra de Boole sobre [n] es F®,, 1) = Y. _, (Z) tk =
(t+ D)™

(b) Lafuncion generadora de grados del poset de particiones no ordenadas de [n] es F (I, 1=
Zz;é S(n,n—k), donde S(n, n— k) simboliza el nimero de particiones no ordenadas de
[n] con n — k bloques.
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()

La funcién generadora de grados del poset de particiones ordenadas de [n] es F(I1,, t) =
Zz;é (n—Kk)!S(n,n—- k), donde (n - k)!S(n, n — k) corresponde al nimero de particiones
no ordenadas de [n] con n — k bloques.

Los nimeros S(n, k), k € [n], los denominamos niimero de Stirling se segunda especie.

A continuacién vamos a introducir elementos bésicos de teoria de reticulos, algunos de los
cuales usamos a lo largo de nuestro trabajo.

DEFINICION B.10 ([CG19], P. 7). Sean (P, <) un conjunto parcialmente ordenado, AS Py ueP.

(1
(2)

3)
4

®)
(6)
()

Decimos que u es una cota superior de A, si x < u para todo x € A.

Si u es cota superior de A y para cualquier otra cota superior z se cumple u < z, deci-
mos que u es una cota superior minima, supremo o juntura de A. La juntura de A la
denotamos V A, ademds, en caso que A = {x, y} escribiremos x Vv y.

Decimos que u es una cota inferior de A, si u < x para todo x € A.

Si u es cota inferior de Ay para cualquier otra cota inferior z se cumple z < u, decimos
que u es una cota inferior maxima, infimo o concurrencia de A. La concurrencia de Ala
denotamos A A, ademds, en caso que A = {x, y} escribiremos x A y.

Si VP existe lo denotamos 1 y se denomina elemento tope de P.
Si AP existe lo denotamos 0 y se denomina elemento base de P.

Si (P, <) tiene elemento base y elemento tope, diremos que P es un poset acotado.

EJEMPLO B.6. Consideremos, nuevamente el diagrama de Hasse de I13, el cual ilustramos en
la siguiente figura: En el diagrama observamos que la juntura de cualquier par de particiones

({123}

_—/\

(12}, {3 ({1},{23}) ({13}, {2 ({31, {12h) ({23}, {11 ({2}, {13h)

({1},42},43) ({13,431, 42D ({3}, {1},42) ({35,425, 41D ({2}, 33,41) ({2},{13,43)

ordenadas con 2 bloques es la particién ordenada ({123}); es mds, esta particion es el tope de
I13. En consecuencia, para cualquier par de elementos de I13 existe una juntura. De otra parte,
no es cierto que todo par de elementos de I3 tengan concurrencia; por ejemplo, tenemos que
({123}, {3}) A ({1}, {23}) = ({1}, {2}, {3}); sin embargo, los elementos ({12}, {3}) y ({1, 3}, {2}) no tienen
concurrencia. Las particiones que se encuentran en la parte més baja del diagrama de Hasse
corresponden a los elementos minimales de P; asi, cualquier subconjunto de estos elementos
carece de concurrencia. Ademads, el poset I13 no tiene elemento base.
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DEFINICION B.11 ([Ac016], DEFINICION 3.1.). Un reticulo L es un conjunto parcialmente
ordenado no vacio en el cual todo par de elementos tiene una juntura y una concurrencia.

EJEMPLO B.7. El poset de particiones no ordenadas de [3], que denotamos I3, es un reticulo.
Esto se aprecia en su diagrama de Hasse, el cual ilustramos en la siguiente figura: En general, el

{31}

{1},{2,34} {{1,2}, {3} {{1,3H2}}

{{1},{2}, {3}

poset I1, es un reticulo. En efecto, si 7, 7 € [1,,, entonces 1 A7 ={BNB | Ben, B € it} yrVvitesla
particién no ordenada mas fina con la siguiente propiedad: si B € #, B € i y BN B # @, entonces
existe X € (1Vv7) talque B XyBc X.

Aunque I1,, el poset de particiones ordenadas de [n], no es un reticulo, podemos adjuntar
un elemento 0, tal que todo elemento minimal de I1,, cubra a 0. El poset resultante, el cual
denotamos IT,, U {0}, es un reticulo que llamamos reticulo de particiones ordenadas de [12] con
0 o, simplemente, reticulo de particiones ordenadas de [7].

DEFINICION B.12 ([AC016], DEFINICION 3.4.). Una funcién a : L — M es un homomorfismo,
si para todo par de elementos x,y € Lsetiene a(x A y) =a(x) Aa(y) ya(xV y) =a(x) Vv a(y).

DEFINICION B.13 ([AC016], DEFINICION 3.5.). Un homomorfismo « : L — M es un isomorfis-
mo, si existe un homomorfismo f: M — L tal que a y  son uno el inverso del otro.

Si (L,<1) y (M, <p) son dos reticulos y @ : L — M es una biyeccién, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Paratodo par de elementos x,y € L, setiene a(xAy) =a(x)Aa(y) ya(xVy) =a(x)Va(y).
(ii) Paratodo par de elementos x, y € L, se satisface x < y si, y s6lo si, a(x) <ps a(y).
A pesar de que la justificacién de que (i) y (ii) son equivalentes es sencilla, una discusion sobre

este hecho puede consultarse en [Grl]. En nuestro trabajo, nosotros recurrimos a la condicién
(i) cada vez que requerimos probar que una funcién entre reticulos es un isomorfismo.

DEFINICION B.14 ([AC016], DEFINICION 3.8.). Sea (L, <) un reticulo. Un subconjunto no vacio
I de L sellamaun ideal de L, si

(i) paratodo x,y€ IsetienequexV yel,

(ii) paratodo xe Lytodo y€I,six< yentonces x€ I.
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EJjEMPLO B.8. Si (L, <) es un reticulo y y € L, entonces el conjunto I(y) :={xe€ L| x < y} es,
claramente, un ideal de L, el cual es denominado ideal principal de L generado por el elemento

Y.

En la segunda parte del capitulo 2 del presente documento, nosotros estudiamos ideales
principales de mayorizacién, los cuales son ciertamente ideales en el sentido de la definicién
anterior. Sin embargo, nuestro estudio de los ideales de mayorizacién se hace desde el punto
de vista de la teoria de politopos. No obstante, es importante reconocer que su nominacién
proviene de la teoria de reticulos y, en consecuencia, que un estudio desde esta perspectiva
resulta natural.
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Basados en la experiencia que hemos tenido al estudiar los politopos de mayorizacion,
especificamente, la descripcion combinatoria de los reticulos de caras de estos objetos y la
exploracion de la propiedad de aditividad, planteamos las siguientes conclusiones:

1. Abordar la descripcién del reticulo de caras de los permutaedros e ideales principales
de mayorizacién y mayorizacién débil, enfatizando la propiedad de ser simples que
estos politopos tienen, ofrece una buena aproximacién al problema al reducirlo a la
caracterizacién combinatoria de las intersecciones no vacias de un namero finito de caras
maximales.

2. El hecho de que el permutaedro de mayorizacién fuerte M (v) sea una pirdmide del
permutaedro de mayorizacién M(v) permite concluir que M (v) no es més interesante,
desde el punto de vista combinatorio, que M(v). Sin embargo, en el proceso de justifica-
cién de la identidad MY (v) = Pyr(M (V),0) se amplié la comprension del concepto de
mayorizacion fuerte aportando perspectivas matricial y geométrica del mismo.

3. Que los ideales principales de mayorizacién y mayorizacién débil resultaran combinato-
riamente equivalentes a cubos, y que a su vez, el ideal principal de mayorizacién fuerte
sea una piramide del ideal principal de mayorizacién, muestra que estos politopos no
son mas ricos, desde el punto de vista combinatorio, que los cubos. Aun asi, es notable la
conexion de los ideales de mayorizacién con los cubos.

4. La estrategia de investigar la propiedad aditiva de los permutaedros e ideales de mayori-
zacion y mayorizacién débil mediante la propiedad A (f) + A (g) = A (fg), que tienen
los politopos de Newton, result6 una alternativa efectiva distinta a las encontradas en
la literatura. De esta manera, los politopos de Newton se muestran como una buena
herramienta para el estudio de la propiedad aditiva.
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Asimismo, nuestro trabajo tuvo algunas premisas y se enfatizaron ciertos objetos y aspectos
que, indiscutiblemente, repercuten en el olvido o descuido de otros. Esto nos deja algunas cosas
por explorar en el futuro que comentamos a continuacion:

1. Para el estudio de los permutaedros de mayorizacion M(v), MY (v) y M*(v) y, asimismo,
para el estudio de los ideales de mayorizaciéon M(b), M" (b) y M*(b) nosotros asumimos
que v = (vy,...,Up) y b= (by,..., by) satisfacen vy > --->v, >0y by >--- > b,, >0, res-
pectivamente. Sin embargo, podriamos admitir repeticiones en las componentes de v
y b, o permitir componentes negativas. De manera que, una posible exploracién es el
estudio de la estructura facial de los permutaedros e ideales en estas circunstancias menos
restrictivas. En [BS96] se realiz6 un estudio combinatorio de unos politopos denominados
multipermutaedros, que son aquellos que se obtienen como la envolvente convexa de las
permutaciones de un vector v con componentes repetidas. Por lo tanto, [BS96] podria
ofrecer herramientas para emprender esta empresa.

2. Nosotros estudiamos la propiedad de aditividad para permutaedros e ideales de mayoriza-
cién y mayorizacion débil; no obstante, la propiedad de aditividad entera no la trabajamos.
En [Dah10] muestran la aditividad entera de M(v), es decir, la igualdad

Mw+d)nZ"=Mw)nZ"+MD)nZ™),

cuando vy D son vectores enteros y monétonos, para lo cual ofrecen una aproximacion
basada en funciones submodulares y polimatroides y otra en mayorizacién entera. Un
posible trabajo futuro es explorar esta propiedad para el ideal de mayorizacién débil, ya
sea usando las técnicas de [Dah10] u otras herramientas como los politopos de Newton
que hemos usado en nuestro trabajo.

3. Otros posibles problemas para ser investigados en el futuro son aquellos relacionados con
el nimero de puntos enteros de los permutaedros e ideales de mayorizacién. Al respecto,
en [DF13] se estudié el numero de puntos enteros del permutaedro de mayorizaciény
también se present6 un algoritmo para calcular este nimero recursivamente.

4. Finalmente, en [DM98] definieron el concepto de k-mayorizacién de la manera siguien-
te: si x = (x1,...,xX2) V¥ = ()1,..., ¥n) son elementos de R" y k € [n], entonces x estd
k-mayorizado débilmente, lo cual se simboliza x<yy, si X.;_, x{5 < X.7_, yi), para cada
r € [k]. En particular, si k = n obtenemos el concepto de mayorizacién débil. En [DM98]
definieron y estudiaron el #-poliedro P(y, k) := {x € R" | x<gy}; en particular, descri-
bieron sus vértices y exploraron conexiones con optimizacién. Aunque P(y, k), al ser
no acotado, no es un politopo, podemos definir P(y, k) + := {x € R? | x<;y}, obteniendo
asi una coleccién de politopos de mayorizacién que puede ser un interesante objeto de
estudios futuros.
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