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Dedicatoria

Cuando Arquimedes descubrié la gravedad de
los cuerpos prest6 un servicio al género humano;
pero ;de qué nos sirve encontrar tres nimeros
tales que la diferencia de los cuadrados de
dos de ellos sumada al cubo del tercero forme
siempre un cuadrado y que la suma de las tres
diferencias sumada al mismo cubo forme otro

cuadrado?

Voltaire
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Resumen

En este trabajo, se presenta una descripcion general sobre el stomachion de Arquimedes, su
historia, aplicaciones y algunas de sus propiedades. Mostramos también la teoria bésica para
la ensenanza de la resolucion de tridngulos mediante los teoremas basicos de la trigonometria.
De igual forma ilustramos el Teorema de Pick, tomando como base las figuras obtenidas a
partir del stomachion. Finalmente, proponemos algunas actividades para el trabajo con es-

tudiantes de grado décimo.

Palabras Clave: Teorema de Pitagoras, Teorema de Pick, Triangulos, Stomachion,

Formula de Heroén.
Abstract

In this work, we present a general description on Archimedes stomachion, it’s history,

applications and some of it’s properties. We present the basic theory for teaching of resolu-
tion of triangles by using the basic theorems of trigonometry. In the same way we illustrate
the Pick Theorem taking into account the figures obtained from stomachion. Finally, we give

some activities for 10th degree students.

Keywords: Pitagoras Theorem; Pick Theorem; triangles; stomachion; Heron formula
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1. Introduccion

La ensenanza de la matematica se ha constituido en un factor indispensable para el apren-
dizaje o rechazo por parte de quien tiene el acceso a ella. Es por esto, que el agrado hacia
el conocimiento mateméatico y el deseo por disenar herramientas ttiles para su compren-
sion, nos han impulsado a usar el stomachion como base para disenar algunas propuestas
de trabajo, en el estudio de la resolucién de triangulos y otros aspectos relacionados con la

trigonometria.

En la ensenanza de ciertos conceptos geométricos y trigonométricos, se ha evidenciado la
dificultad que tienen los estudiantes al momento de resolver problemas asociados con esta
materia. Asi por ejemplo, en la resolucién de tridangulos mediante la aplicacién de los teoremas
bésicos de la trigonometria como son el Teorema del seno y el Teorema del coseno, una de
las principales dificultades con las que se encuentran los estudiantes, es precisamente en
qué momento utilizar el uno o el otro, o cuando se pueden utilizar ambos. De la misma
manera, cuando se trata de resolver tridngulos usando los criterios de semejanza (LLL),
(LAL),(AAA) y congruencia (LLL), (LAL),(ALA), los estudiantes encuentran dificultades
al momento de elegir cual de los teoremas usar, y al mismo tiempo, se observan dificultades
al momento de verificar si sus resultados son validos o no. Precisamente, en el presente
trabajo, veremos como el stomachion (o cuadrado de Arquimedes) junto con el Teorema de
Pick, y algunas herramientas computacionales como el Geogebra y el uso de otros programas
facilita esta tarea. Asi como el uso del Tangram y otros rompecabezas de diferentes formas
has sido usados para la ensenanza de muchos conceptos algebraicos y geométricos, veremos
que el stomachion de Arquimedes puede ser considerado como el mas importante de todos

los rompecabezas usados para este fin.



El presente trabajo esta distribuido de la siguiente manera: En el Cap.Il, se presentan los
fundamentos historicos del stomachion desde la creacién por parte de Arquimedes hasta
su reciente descubrimiento. De la misma manera, presentamos una breve descripcion de
los aportes méas importantes de su creador, siendo el stomachion uno de los mas olvidados
durante muchos anos. En el Cap.III, se presentan los principales fundamentos de la geometria
y trigonometria que usaremos en el presente trabajo, como son los teoremas de congruencia,
semejanza asi como las principales relaciones trigonométricas, pasando por los teoremas
del seno, coseno y Pitagoras, también se presenta en el el Cap.Ill, el Teorema de Pick
que relaciona el area de ciertas figuras geométrias con el nimero de vértices, y el nimero
de puntos interiores cuando ésta es colocada sobre una cudricula regular. en el Cap.IV,
proponemos algunas actividades a realizar con los estudiantes de grado 10, relacionadas con
el stomachion, el Teorema de Pick, algunos aspectos geométricos y trigonométricos. En los
Anexos, planteamos otras actividades relacionadas con las propuestas en el capitulo anterior
y vemos cémo el uso del geogebra y otros programas, ayudan a la solucion de las actividades

propuestas. Finalmente, algunas conclusiones son dadas.



2. Resena Historica

Arquimedes de Siracusa (ca.287a.C. 212 a.C.), es sin lugar a duda uno de los hombres mas
prolijos para el mundo de la ciencia. Es reconocido por sus aportes a la astronomia, la
matematica y la fisica. Fue un inventor, pero ante todo, un hombre cuya creatividad, in-
teligencia y capacidad para resolver problemas, no tenia limites. Precisamente, su nombre
esta literal e intimamente relacionado con las ciencias exactas y naturales pues estd com-
puesto por las raices de las palabras griegas: arche: que significa principio, regla o supremo
y de medos: que significa mente, sabiduria, ingenio. En este contexto Arquimedes significa
mente suprema[10].

Son escasos los datos de Arquimedes en cuanto a su vida personal [15], pero se sabe que
estudié en Alejandria (Egipto) y que su padre fue Fidias, un astrénomo reconocido de la
época. Arquimedes dedicé su existencia haciendo toda clase de inventos, que posteriormente
fueron usados en las guerras, las cuales fueron el comin denominador durante gran parte de
su vida, y desarrollando teorias en diversos campos de las ciencias. Precisamente, muchas
de las ideas brillantes de Arquimedes fueron usadas posteriormente por Galileo, Newton,
Descartes y Leibniz para entender los principios que gobiernan el universo.

Las matematicas infinitesimales, la aplicaciéon de modelos matematicos a la fisica, aportes a
la geometria y la astronomia, son apenas algunos de los aspectos que hacen de Arquimedes
acreedor del calificativo cientifico mds importante que jamds haya existido[10]. Sus tratados
mas importantes conocidos hasta hoy son numerosos. A continuacién mencionamos algunos

de ellos:
s F] método.

= Principio de la hidrostatica o principio de Arquimedes.



= Explicacién del principio de la palanca.

» La constante matemadtica m: aproximacién al nimero Pi (7 ~ 3.1416)
» Célculo del area bajo una curva.

= Serie geométrica.

= Kl problema del ganado.

= El stomachion.

= La cuadratura de la pardbola.

» El contador de arena.

= Tratados escritos sobre: esferas, cilindros, conos, poliedros, reflexién y refraccién de la

luz, espirales, pardabolas, entre otros.

Segun el historiador y ensayista Griego Plutarco (46-122. d.C) acerca de las poleas creadas
por Arquimedes escribio:

" Un barco no podia ser deslizado del muelle a no ser que se emplease un gran esfuerzo y
muchos hombres. Tras cargarlo con numerosos pasajeros y mercancias a tope, un hombre se
sento a una cierta distancia y, sin gran esfuerzo, solo sosteniendo el cabezal de la polea en
su mano y tirando de las cuerdas gradualmente, arrastro el barco en linea recta, de forma
suave y de igual manera como si se estuviera moviendo en el mar” [12].

Dentro de los inventos mecanicos méas destacados de Arquimedes, se encuentran el tornillo,
el brazo mecénico, la palanca y el espejo céncavo (sin embargo, algunos autores tienen atn
duda de este 1ltimo).

Algunos de los relatos que contienen mayor informacién sobre los inventos, la produccién
intelectual y la muerte de Arquimedes se deben a escritores como: Prolibio, Tito Livio y
Vitruvio. En el siguiente relato, Plutarco hace referencia a la excepcionalidad de Arquimedes:
”...sus palancas, poleas y catapultas fueron naderias en comparacion con los bellos teoremas

que descubrid. Arquimedes poseia un espiritu tan elevado, un alma tan profunda y con tales
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tesoros de conocimientos cientificos que, aunque estos inventos le han traido hasta ahora el
renombre de una gran sagacidad sobrehumana, no se ha dignado dejarnos ningin comentario
o escrito sobre estas materias; sino que repudiando como sordido e innoble el mundo de
la wngenieria y toda clase de técnica que solo sirve para mero uso y provecho, situd sus
afectos y ambiciones en aquellas especulaciones mds puras en las que no puede caber ninguna

referencia a las vulgares necesidades de la vida...”[12]

El siguiente relato se debe a Vitrubio, donde nuevamente se exalta la genialidad de Ar-

quimedes:

" Hieron, el rey de Siracusa, dio una cantidad de oro a un orfebre para que hiciera una
corona. La corona se hizo y poseia el peso correcto, pero se presumia que el artesano se habia
quedado con algo del oro y lo habia reemplazado por plata. A Arquimedes le fue comunicado
este dilema. Poco después, cuando se encontraba en los banos publicos se dio cuenta que
su cuerpo era afectado por una fuerza ascendente la cual aumentaba hasta un mdrimo que
se producia cuando se encontraba completamente sumergido. Arquimedes reconocié el valor
de esta observacion, salio de la banera y desnudo corrio por las calles gritando jeurekal,
jeureka! (EUREKA=lo encontré)”[16]. Dicha situacién le permitié realizar mediciones sobre

el volumen de la corona y al final concluyé que la corona no era totalmente de oro.

En la actualidad, no se tiene informacion precisa sobre su muerte. Sin embargo, a pesar de

diferencias en lugares y algunos detalles, se ha llegado siempre a la misma conclusion:

Arquimedes se encontraba resolviendo un problema con la ayuda de un dia-
grama, y sin percatarse de la invasion de los Romanos, fue abordado por un
soldado, quien le pidié que lo acompanara; de inmediato Aquimedes se nego a
hacerlo hasta no tener resuelto el problema; después de esta respuesta el soldado

enfurecido tomé su espada y lo maté.

Esto demuestra que incluso hasta sus tultimos dias de existencia, Arquimedes fue hombre
cuya dedicacién y amor a la ciencia, estuvo por encima de cualquier cosa, incluso sobre
su propia integridad fisica. Durante su vida, e incluso después de su muerte, desed que
sus descubrimientos, figuras y pensamientos lo acompanaran, es por ello que pidié a sus

amigos, que en su tumba le acompanara una esfera inscrita en un cilindro que conservara la
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proporcion de sus volimenes, ésto es 3:2.

2.1. Descubrimiento del Stomachion

El método es sin lugar a dudas uno de los manuscritos mas importantes asociados a Ar-
quimedes. Sin embargo, no fue sino hasta el 28 de Octubre del afio de 1998, cuando en
una subasta de documentos asociados a autores reconocidos por su brillantez y genialidad,
de manera circunstancial se descubrié lo que hoy se conoce como el Stomachion de Ar-
quimedes. En ese momento fue subastado un manuscrito muy deteriorado, casi ilegible
que contenia una serie de plegarias cristianas. Se descubrié que debajo de dichas plegarias
aparecian algunos parrafos escritos por Arquimedes de Siracusa. El pergamino de piel animal
habia sido usado varias veces, Arquimedes habia escrito varios de sus tratados entre ellos
(El stomachion), los cuales habian sido borrados con el fin de escribir las plegarias cristianas
(Por tal razén, este pergamino es conocido como Palimpsesto de Arquimedes). La labor de
desencriptacién de este pergamino, terminé en Noviembre del 2000, después de lo cual se
publicé el libro El cddigo de Arquimedes [10], que contiene tanto el método como el stoma-
chion. Cabe anotar que no se conoce el nombre de la persona que compré este pergamino,
pero se sabe que lo don6 al Museo de Arte Walters en Baltimore, donde fue consevado y
sometido a tecnologia de punta de donde se logré descifrar todo lo que habia debajo de las

oraciones cristianas a través de los 174 folios que conformaban el manuscrito.
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. J

El resultado final del palimpsesto de
Arquimedes, libro que contiene el
método, el stomachion, la descrip-
ciéon de la historia del manuscrito,

anécdotas, responsables del proyecto

F

y la tecnologia usada.

A
13
e
o

e .

Figura 2-1.: Portada: El Cédigo de Arquimedes

2.1.1. Descripciéon del stomachion

El stomachion de Arquimedes es considerado el rompecabezas mas antiguo de la hu-
manidad. Consiste en la division de un cuadrado en 14 piezas distribuidas de la siguiente
forma: 11 triangulos, 2 cuadrilateros y 1 pentagono. Al parecer, Arquimedes queria averiguar
el nimero de formas en que se puede encajar cada una de las piezas en el cuadrado. Este
problema, sélo fue resuelto hasta el ano 2003, cuando Bill Cutler [10], usando técnicas com-
putacionales, obtuvo que salvo rotaciones y reflexiones hay 536 formas diferentes de armar
el cuadrado usando las 14 piezas. Algunas de ellas se pueden ver en la figura 2-2.

A partir de su descubrimiento, ha sido notable el interés de muchos matematicos por pro-
fundizar en el estudio y andlisis del stomachion. Muchas propiedades importantes que se
han encontrado, algunas de las cuales mencionaremos a través de los proximos capitulos,
han puesto de manifiesto nuevamente la inmensa genialidad de Arquimedes para resolver y

plantear problemas matematicos.



2.1 Descubrimiento del Stomachion

Figura 2-2.: stomachion de Arquimedes



3. Construcion del stomachion y algunas
relaciones geométricas y

trigonomeétricas

Uno de los principales objetivos del presente trabajo, es usar la piezas del stomachion con
el fin de realizar actividades que permitan mejorar la ensenanza de algunos aspectos de la
geometria y trigonometria para los estudiantes de grado noveno y décimo. Es claro que los
conceptos de congruencia, semejanza asi como el Teorema de Pitagoras y otras relaciones
trigonométricas como son el teorema del seno y el teorema del coseno, son de gran impor-
tancia en la formacién matematica elemental de cualquier estudiante de secundaria. Hay que
reconocer la dificultad que los estudiantes presentan al momento de enfrentar el aprendizaje
de estos conceptos y otros relacionados. Precisamente, se quiere usar las piezas del stoma-
chion con el fin de que el aprendizaje y manejo de los conceptos anteriormente mencionados
puedan verse con agrado y facilidad. En esta seccién, se presenta una introduccién acerca
de la forma como se construye el stomachion, y de algunas relaciones importantes que se
obtienen del mismo. Se enuncian y se exponen con su respectiva demostracion, algunos de
los resultados més importantes de la geometria y trigonometria los cuales seran de utilidad
para el diseno de las actividades que se presentardn en los ultimos capitulos del presente

trabajo.
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3.1. Sobre como se contruye el stomachion

Para la construccion del stomachion, pueden seguirse cada uno de los pasos descritos a
continuacion, los cuales, para facilidad en su comprensién pueden visualizarse en la grafica

3-1:

Partimos de un rectdngulo ABCD. Hallamos el punto medio de BC'y lo marcamos con E.
De la misma manera, el punto medio de AD lo marcamos con Z. Se traza EZ. Dibujamos
las diagonales AC'y BZ, denotando el punto de interseccién entre éstas por L. El punto de
interseccién entre AC'y ZE lo denotamos por F. Sea H el punto medio de BE. Se traza
un segmento perpendicular en H y su punto de interseccién con BZ lo denotamos por 7.
A continuacién, trazamos el segmento que va desde H hasta el punto de insterseccién (que
denotaremos por K) con BT determinado por HA. Llamamos M el punto medio de AL. Se
traza BM. Sea N el punto medio de DC. De la misma manera, sea G el punto medio de
ZC'. Trazamos EG y su punto de insterseccién con FC lo denotamos por (. Trazamos el
segmento que comienza en G e intersecta a DN en el punto que notaremos por O, y que es
determinado por por la proyeccién del segmento BG. Se traza ademés GN. De esta manera,

se ha dividido el rectangulo ABC'D en 14 piezas.

Por la misma construccién, puede verse que los dos rectangulos obtenidos de ABC'D con
ZE, cada uno tiene siete partes, claramente obtenidas con construcciones diferentes, pero de
las cuales se pueden obtener relaciones importantes, algunas de las cuales serdan mencionadas
dentro de las actividades programadas al final de este trabajo. Puede notarse ademas que da-
da la forma de la construccion, igualmente podriamos tener divisiones diferentes, incluso, en
vez de 14 piezas, podriamos obtener un nimero mayor. Por ejemplo, en el trazo del segmento
HK podemos por ejemplo tambien trazar AK, obteniendo més piezas. Lo mismo ocurre si
por ejemplo consideramos el trazo del segmento BG. Notemos ademas que todos los trazos
hechos, estan bien definidos, en el sentido que se han obtenido considerando unicamente

diagonales, perpendiculares y puntos medios.
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Figura 3-1.: Construccién del stomachion

Si bien es cierto el stomachion habia sido conocido en los siglos IV a.C, XIX y XX de nuestra
era, fue considerado como un juego o un simple rompecabezas sin mucha relevancia. Sobre
Arquimedes, también eran escasos los datos que se conocian. Como lo mencionamos en el
capitulo anterior, s6lo hasta el ano 2003, Netz et.al. [10], demostraron con el descubrimiento
del palipmsesto, que el stomachion fue creado por una de las mentes mas brillantes de la
antigiiedad. Asi mismo, fue este manuscrito el que permitié describir algunas cuestiones
sobre lo que pretendia Arquimedes con la construccion de dicho rompecabezas. Vale la pena
observar, que debido a la dificultad en resolver dichos problemas (ver Cap.2), el rompecabezas
fue llamado stomachion, que literalmente significa dolor de estémago. Otras expresiones
con las cuales es identificado el stomachion son: nicho o caja de Aquimedes.

Es de notar, que debido a la forma como fue construido el stomachion, suele asociarse con
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bien conocidos postulados de la geometria. Algunos de ellos pueden identificarse claramente:

1. Postulado de la distancia: A cada par de puntos diferentes, le corresponde un nimero

positivo unico.

2. Postulado de la regla: Podemos establecer una correspondencia entre los puntos de una

recta y los niimeros reales de manera que:
» (a) A cada punto de la recta corresponde un tinico niimero real.
= (b) A cada numero real corresponde exactamente un punto de la recta.

» (c) La distancia entre dos puntos cualesquiera es el valor absoluto de la diferencia

de los nimeros correspondientes.

3. Dados dos puntos cualesquiera hay exactamente una recta que los contiene.

4. Todo plano contiene al menos tres puntos que no estan alineados.

5. El espacio contiene al menos cuatro puntos que no estdan en un plano.

De la misma construccién, se pueden derivar algunas relaciones entre las figuras que lo
forman. Asi por ejemplo, facilmente se puede ver que el area de los tridngulos AABZ,
ANZBE, AEZC y ANZDC son iguales a un cuarto del area del rectangulo original. Muchas
otras relaciones entre cada una de las figuras con respecto al area del rectangulo original se
pueden obtener. De la misma manera, muchas relaciones importantes pueden obtenerse, si
en vez de las areas de las figuras, consideramos sus perimetros. Algunas de estas relaciones
seran propuestas como actividades de clase en el iltimo capitulo de este trabajo con el fin
de que el estudiante maneje definiciones y resultados de la geometria elemental.

Una de las mayores riquezas del stomachion, y que puede ser usada para el desarrollo de la
capacidad espacial en los estudiantes, es precisamente la de construir diversas figuras entre
las que se pueden encontrar: la corona, el ave, el hexdgono y muchas otras (ver 3-2), usando

todas las piezas del stomachion.
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Figura 3-2.: Figuras para armar usando las 14 piezas del stomachion

Esta es precisamente, otra de las actividades programadas para la secciéon final del presente

trabajo, para lo cual se ha implementado la construccion de varios de estos rompecabezas.

La parte final de este capitulo, esta dirigida a la presentacion de algunos elementos impor-
tantes, tanto de la geometria como de la trigonometria, que hacen parte de los estandares
curriculares de los grados noveno y décimo, y para los cuales, usaremos las figuras del

stomachion con el fin de disenar actividades didacticas que permitan a los estudiantes obtener

un mejor manejo y comprension de los mismos.
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3.2. Teoremas basicos

3.2.1. Teorema de Pitagoras

Teorema 1. En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual

a la suma de los cuadrados de cada uno de los catetos.

& =a®+ b (3-1)
C
c
a
B
o
b
a‘+bP=c?

Figura 3-3.: Teorema de Pitagoras

Demostracion[4]: Sobre un cuadrado de longitud a+b, dibujamos cuatro tridngulos rectangu-
los de catetos a y b respectivamente, los cuales resultan ser congruentes, de donde se obtiene

ademads que el paralelogramo interno de lado ¢, resulta ser un cuadrado (ver3-4):
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b a

a b

Figura 3-4.: Demostracion: Teorema de Pitagoras

Se obtiene entonces

1
(a+b)2:02+4*§ab,

de donde se deduce

a® + b =2

3.3. Relaciones trigonométricas

En un tridangulo rectangulo, si 0 < o < 7, definimos:



3.3 Relaciones trigonométricas

Figura 3-5.: Relaciones trigonométricas

i opuesto b
sinqg = ——— = —.
hipotenusa ¢
adyacente a
cosaqy = —— = —,
hipotenusa ¢
opuesto b
tanqg = —— = —.
adyacente  a
adyacente  a
cotag = —— = —,
opuesto b
hipotenusa ¢
csco = ——— = -,
opuesto b
hipotenusa ¢
secqg = ———— = —.

adyacente a



18 3 Construciéon del stomachion y algunas relaciones geométricas y trigonométricas

3.3.1. Teorema del Seno

Teorema 2. Para un triangulo con lados a, b, ¢ y dngulos opuestos a3,y respectivamente

entonces se tiene:

sina  sinf8  sinvy

= 3-2
a b c (3-2)
Demostracion [14]:
Figura 3-6.:
En el tridngulo de la figura 3-6 , si h es la altura entonces:
h=asinvy, y h=csina
de donde
sin «v _ sinv. (3-3)
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Figura 3-7.:

Si usamos la altura h’, como se muestra en la figura: (3-7), entonces obtenemos

De las expresiones (3-3) y (3-4) se deduce (3-2).

3.3.2. Teorema del Coseno

Teorema 3. Para un tridngulo con lados a, b, ¢ y dngulos opuestos o, 3, 7y, respectivamente,

entonces se cumple:

¢ =a®>+b* — 2abcosy (3-5)

b = a® + ¢ — 2accos 3 (3-6)

a’> =b* + c¢* — 2bccosa (3-7)
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Demostracion[14]: Usamos los tridngulos de la figura 3-8:

B=(acosy, aseny) B=(-aggs (180°-y)la sen( 180°-y))
B
2

B=(a cogy, a seny)

[0 R ettt

Figura 3-8.:

Por simplicidad, hallaremos solamente (3-5). En este caso, usando la férmula de la distancia

entre dos puntos tenemos

> = (b—acosy)®+ (0 — asiny)?
= b? —2abcosy + a’ cos® v + a’ sin® y
= a*(cos®y +sin®7) + b* — 2abcosy

= a*+b* —2abcosy

y se deduce (3-5).

Recordamos que el area de un triangulo es definida por

1

donde b es una base, y h es la altura respectiva. Esta férmula se puede obtener como la mitad
del area de un paralelogramo de base b y altura h, siendo a el otro lado del paralelogramo.

Si 7 es el angulo opuesto a h entonces
1
A= §ab sin . (3-10)

Una férmula alternativa es dada por el siguiente teorema:
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Teorema 4. (Formula de Herén) El drea de un triangulo con lados a, b, c es:

A=/s(s—a)(s—b)(s—c) (3-11)

a+b+c

donde s = 5

Demostracion: Si 7 es el angulo opuesto al lado ¢ entonces
& =a®>+b* — 2abcos~,

y por las férmulas de dngulos medios,

57 l4cosy . 5,7 1-—cosy
- = — S _—

cos in® —
2 2 2 2
obtenemos
1 a2+b2—c2
o2 = 1+ cosvy _ + 5
2 2 2
_a®H2ab+ 0 - (a4b)? -
N 4ab B 4ab
_ (a+b—c)lat+b+c) 2(s—c)-25 (s—c)
N 4ab B 4ab - ab
(3-12)
De igual manera se obtiene,
— —b
qin? J_ M. (3-13)

2 ab

Usando la féormula 3-10 para el area se deduce

%absin v = absin%cos% = ab\/(s — a;és — b)\/s(sa; 2 = /s(s—a)(s—b)(s —c)

3.4. Algunos resultados de semejanza y congruencia

A continuacién, mencionamos los principales postulados de la geometria, relacionados con
los conceptos de congruencia y semejanza de tridngulos [2], [4], los cuales haran parte de las

actividades que diseniadas con el stomachion para su manejo y aprendizaje.
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3.4.1. Criterios de Semejanza

La semejanza y la proporcionalidad van de la mano, pero es interesante ver la forma como

el stomachion permite verificar los postulados mas importantes y los criterios de semejanza:

Teorema 5. Teorema fundamental de la proporcionalidad: Si una recta paralela a un
lado de un triangulo interseca en puntos distintos a los otros dos lados, entonces determina

sobre ellos segmentos que son proporcionales a dichos lados

Definicién: Dos poligonos son semejantes si hay una correspondencia entre los vértices
tal que los angulos correspondientes sean congruentes y los lados correspondientes sean

proporcionales.

Teorema 6. Semejanza AA: Si dos dngulos de un tridngulo son congruentes con dos

angulos de otro triangulo, entonces los triangulos son semejantes

Teorema 7. Semejanza LLL: Si tres lados de un tridngulo son proporcionales a los tres

lados de otro tridngulo, entonces los dos tridngulos son semejantes.

Teorema 8. Semejanza LAL: Si un dngulo de un tridngulo es congruente con un dngulo
de otro tridngulo, y si los lados correspondientes que incluyen al dngulo son proporcionales,

entonces los dos triangulos son semejantes.

Teorema 9. Dos tridngulos rectangulos son semejantes si un dngulo agudo de uno es con-
gruente con un dngulo agudo del otro.
Areas de triangulos semejantes

Teorema 10. Si dos tridngulos son semejantes, entonces la razon de sus dreas es el cuadrado

de la razon de dos lados correspondientes cualesquiera.

3.4.2. Postulados de la congruencia
Postulados de la congruencia LAL

Si dos lados y el &ngulo comprendido de un tridngulo son respectivamente congruentes con dos

lados y el angulo comprendido de otro tridangulo, entonces los dos tridngulos son congruentes.
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Postulados de la congruencia ALA

Si dos dngulos y el lado comprendido de un tridngulo son respectivamente congruentes con dos

angulos y el lado comprendido de otro triangulo, entonces los dos tridngulos son congruentes.

Postulados de la congruencia LLL

Si los tres lados de un triangulo son respectivamente congruentes con los tres lados de otro
triangulo, entonces los dos tridangulos son congruentes.

Con los postulados anteriores es posible verificar que sélo puede resultar un triangulo dados
los tres lados LLL, o dos lados y el angulo comprendido entre ellos LAL o dos dngulos y el

lado comprendido entre ellos ALA.

3.5. Teorema de Pick

Unos de los resultados méas sorprendentes y sencillos de la matemaética, el cual relaciona el

area de un poligono con el ntimero de vértices que hay en el borde y el interior del mismo,

cuando éste es colocado sobre una rejilla o cuadriculada uniforme, es conocido como Teorema

de Pick.

George Alexander Pick: matematico Austriaco nacido
en Viena (1859), hijo de padres Judios, fue un hombre
dedicado a la produccién académica, que murié en un
campo de concentracion nazi durante la segunda Gue-
rra Mundial (1942). Es reconocido por su produccién
intelectual. Algunos aportes son: matrices de Pick, In-
terpolacion de Pick-Nevanlinna, algunos escritos sobre

areas como: variable compleja, ecuaciones diferenciales,

analisis funcional, geometria diferencial, entre otros.

Pick, fue profesor durante gran parte de su existencia. Se sabe que fue amigo cercano de
Albert Einstein. Uno de sus mayores reconocimientos se debe al teorema que lleva su nombre

(1899)[11]. El teorema se enuncia de la siguiente manera:
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Teorema 11. Sea P un poligono simple cuyos vértices tienen coordenadas enteras. Si B es
el numero de puntos en el borde, I el numero de puntos en el interior del poligono, entonces

el drea del poligono A(P) se puede calcular por la formula:
B
AP)=T1+ 5~ 1. (3-14)

Por razones de espacio, no presentamos la demostracién de dicho Teorema. Para ésta, pueden
consultarse las referencias [7], [5]. De todas maneras, la misma forma como fue construido
el stomachion (usando un cuadrado, sobre el cual se puede dibujar una rejilla rectangular
uniforme) permite establecer una fuerte relacién entre el stomachion y el Teorema de Pick.
Mas exactamente, ésta sera evidenciada en las actividades propuestas al final del presente
trabajo.

El siguiente ejemplo, en cual utilizamos una corona (una de las figuras que se puede formar

con las partes del stomachion), ilustra la genialidad, brillantez y belleza del Teorema de Pick:

. F A »
k -7
1‘\‘_\“\ ,.—'f:_r'r
\.x \\\_\ _.-/ _r'r
\.“-. :h“\ -"' ’/Ir :II
", o 2 .-r"'f B
W -\\\\: f " :}{_}/ .-"f
b ., ~ d
“ [t v z o 5 i
L ] oy L ] L] . 'y
e \\ __.-" & .'r
; \\\\ .-'{f z"/ -"'r
. i I'. ’-’_’_f i
Y ., I i r
5, d K Y u 4 R H
'-_‘_II - 1‘li"’- - - tl:'/ - - _.F
,
Y i
l"‘a.__ £
L L] H o P a
b L] ] [ ] L] [ ] . 4
k' y
b ’
, !
\.'-\. "_I'.
i /
l"il— -I- o — Pt —i't‘
b
Figura 3-9.:

Notemos que en la figura 3-9, el nimero de puntos (de la reticula usada) es 19, y el nimero

de vértices en el borde de la corona es 11. Asi que, usando el Teorema de Pick, se tiene que
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el area viene dada por:

11
A(P) =19+ o —1=235.

Precisamente, el uso de todas las partes del stomachion con las cuales se pueden formar
diversos poligonos y figuras especiales sin traslapar las piezas (ver figura 3-2), y de las
cuales se conoce el drea de cada figura (dependiendo de la longitud del rectdngulo usado

para formar el stomachion), pueden verificarse dichas dreas usando el Teorema de Pick (ver

figura 3-10).
o ° ® [ ] L] (o] L] [ ] L] [ ] ° o
M

o ° ° { ] ] { ] ® ° ° ]

o [ ] L ] L] ° [ ] L L ] L L] L ] Q
O

(o] [ ] [ ] L] L] o L L] L] L ] )]

L] [ ] L] [ ] ° o L] ° L] [ ] L] °]
L N

[ ] [ ] L] L] L] L] L] p

o L] ° L] ¢ [ ] L] [ ] L] °]

(o] [ ] [ ] L] [ ] L] L] L ] p

=] [ ] L] (] L] ¢ L] (] [ ] L] >

(o] L] [ ] L] o [ ] ° o

o [ ] L] ° ® { ] ® ° L] [ ] ]
H E G

Figura 3-10.:



4. Actividades

Este capitulo muestra diversas actividades usando los referentes historicos y tedricos men-
cionados en los apartes anteriores. Las actividades se presentan como una propuesta introduc-
toria para la ensenanza de diversos conceptos geométricos y trigonométricos. Es importante
aclarar que los estdndares del ministerio de educacién nacional [9], hacen énfasis en el pen-
samiento espacial y los sistemas geométricos; los cuales sugieren un trabajo en los triangulos
y sus propiedades desde la bésica primaria (ciclo 2 ). En los ciclos 4 y 5, se hace referencia

a:

= Reconozco y contrasto propiedades y relaciones geométricas utilizadas en demostracion

de teoremas béasicos

= Uso representaciones geométricas para resolver y formular problemas en las matematicas

y en otras disciplinas.

= Uso argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos matematicos

y en otras ciencias

En la geometria plana los estudiantes del ciclo 5, presentan dificultades entre las cuales se

encuentra:

= Reconocimiento de las propiedades de los triangulos y el calculo de su éarea.
= El manejo del teorema de Pitagoras

= El uso de razones trigonométricas y aplicaciones de los teoremas del seno y coseno.
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Por otra parte en la formacién previa se presentan concepciones erréoneas, Campanario y
Otero (2000) [1] afirman que: "los alumnos mantienen un conjunto diverso de ideas previas
o preconcepciones sobre los contenidos cientificos que casi siempre son erréneas” (p.2).

Respecto a los tridngulos en la secundaria, sucede por parte de los estudiantes, asumir que
es posible aplicar indiscriminadamente (a cualquier tridngulo no rectangulo) el teorema de
Pitagoras. Por este motivo surge la necesidad de implementar nuevas estrategias basadas
en un diagnoéstico inicial que permitan superar estos problemas. En el anexo B, se pueden

encontrar algunas actividades iniciales sugeridas.

El objetivo principal de este capitulo, es plantear algunas actividades relacionadas con el
stomachion de Arquimedes, que permita a los estudiantes asimilar plenamente algunos de los
mas importantes conceptos geométricos y trigonométricos algunos de los cuales mencionamos
anteriormente y algunos de los conceptos mencionados en el capitulo III y que hacen parte

de los estandares programaticos, en especial para los grados 9 y 10.

Dentro de los conceptos basicos que deben usar los estudiantes para el desarrollo de las
actividades, estan los relacionados con algunos elementos geométricos como son el concepto
de: punto, recta, plano, segmento, semirecta, punto medio, bisectriz, cuadrildtero, triangu-
lo, poligono, congruencia, semejanza, drea, etc. Entre los conceptos trigonométricos que los
estudiantes deben manejar estan los de: dngulo agudo, dngulo recto, complemento, suple-
mento, seno, coseno, tangente, teorema del seno, teorema del coseno, teorema de Pitdgoras,
entre otros. Los objetivos fundamentales estan enfocados, por una lado a que el estudiante
pueda ademads de manejar adecuadamente todos los conceptos anteriormente mencionados,
identificar los elementos que necesita para resolver un determinado problema, verificar sus
resultados de una manera sencilla, aprender a usar elementos computacionales para ayudarse
en la solucién de problemas, fortalecer su capacidad de razonamiento espacial, y por otro la-
do, el solo manejo del stomachion, puede llevarlo a crear sus propios resultados, motivandolo

de esta manera, a una primera etapa de investigacion que pueda madurar con los anos.

En este sentido, los tinicos elementos que necesita son: lapiz, hojas (pueden ser cuadricu-
ladas), regla y compés. Claramente, pueden ayudarse de sofware libre y matematico como

lo es el Geogebra, para lo cudl necesitaria de una computadora. Sin embargo ésta ultima
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necesidad no es requisito para llevar a buen término el desarrollo de las actividades que se

proponen en lo que sigue de este capitulo.

4.1. Construccion

El objetivo de esta primera actividad, es la construcién del stomachion siguiendo los pasos
descritos en el capitulo III, donde claramente, el estudiante debe manejar los conceptos de
diagonal, punto medio y perpendicular. Notese que para la elaboracién del stomachion, el
estudiante requerira de papel y lapiz, asi como del uso de una regla y un compas.

A £ D

Después de su construccion, el estudiante podré completar la siguiente tabla:

Poligonos Cantidad

Triangulos

Cuadrilateros

Pentagonos
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Posteriormente, se solicita al estudiante que repita la construccién sobre rectangulos (no
cuadrados). En particular, uno en el cual, un lado sea el doble del otro. (El estudiante
puede deducir que la construccién no depende de las dimensiones del rectdangulo usado).
Para finalizar esta actividad, el estudiante debe tratar de armar el cuadrado (o rectangulo)
original usando las piezas de la tabla, pero usando una distribucion de las piezas diferente a

la forma como se obtuvieron (ver figura 2-2).

4.2. Areas

Despiies de haber logrado la construccién del stomachion, el estudiante debe tratar de obtener
una relacion entre las dreas de cada una una de las figuras de la tabla anterior con el cuadrado
original. Lo mismo debe hacer con las figuras obtenidas al usar el rectangulo donde un lado es
el doble del otro. Puede deducir alguna regla general?. Notese por ejemplo, que con respecto
a la figura (3-1) el cuadrildtero ZDCE es la mitad del cuadrado original, y como ZC' es
la diagonal de dicho cuadrado, entonces los triangulos AZEC y AZDC son congruentes,
tienen la misma area, la cual equivale a un cuarto del area del cuadrado original. Siguiendo,
este proceso, el estudiante debe tratar de completar esta actividad. Para poder desarrollarla
completamente, el estudiante debe tener muy claro el proceso de construccion, y manejar el
concepto de area. Otros conceptos de proporcionalidad, semejanza y congruencia, deben ser

usados para lograr el objetivo.

4.3. Areas y congruencias

Esta actividad estd relacionada con la figura siguiente:
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El estudiante debe desarrollar los siguientes procedimientos:

1. Justificar adecuadamente, usando los criterios que considere necesarios, que las figuras

de igual color son congruentes.

2. Usando la piezas, construya dos figuras de igual area.

3. Construya dos tridngulos, de tal manera que el area del uno sea el doble de la del otro.

Que el area de uno sea el triple del otro.

4. Reparte las 14 piezas para formar tres tridangulos de manera que la superficie del A

sea un tercio de la del Az y un medio del As.
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4.4. EIl stomachion y el Teorema de Pick

En esta actividad el estudiante, a partir de ciertas figuras y conceptos basicos, debe llegar
a deducir el Teorema de Pick, y pueda verificar sus resultados, usando las areas concocidas
de las partes del stomachion (dependiendo del recténgulo usado para la construccién) y la

aplicacién de la férmula a las figuras del stomachion (ver figura 3-2).

Considere las figuras:

» Hallar el area, puntos del borde (B) y puntos internos (I).

= Suponiendo que el teorema de Pick tiene la forma:

A=zl+yB+ =z

con: x, y , z constantes, ;Cual es el valor de estas constantes?

= ;Has encontrado que los valores de las constantes son: 1, % y —17?

1. Hallar las dreas de cada figura del Stomachion (ver4-1)) usando el Teorema de Pick.

Comparelas con las obtenidas en la actividad anterior. Obtenga sus conclusiones.
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Figura 4-1.: stomachion de Arquimedes

2. ;jPara qué longitudes del cuadrado las areas de las partes del stomachion son enteras?

3. Usa las imagenes (4-2,4-3,4-4)para registrar tus predicciones sobre las areas de las
figuras. Discute con tus companeros, realizando las estimaciones o usando las técnicas

que consideren necesarias.

. Cual de las siguientes parejas de figuras crees que tiene mayor area?
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A D J P
| R
(e s

Figura 4-2.:

A B

Figura 4-3.:

Figura 4-4.

4. Usa las figuras en la cuadricula para determinar su area, luego contrasta nuevamente

con las predicciones realizadas.



34 4 Actividades

L5 T ) [

5. ;En cudles de las figuras no es posible usar el teorema de Pick?

4.5. Rompecabezas

Armar rompecabezas siempre es una actividad que ayuda al desarrollo del pensamiento
espacial. En esta actividad, se pretende que el estudiante trate de armar el cuadrado, del cual
se han tomado las partes del stomachion, de varias maneras diferentes (sin incluir rotaciones).

Como lo mencionamos en un capitulo anterior, existen al menos 536 formas diferentes de
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hacer esta tarea. De la misma manera, como un complemento de esta actividad, el estudiante
debe tratar de armar usando todas las piezas del stomachion, la mayor cantidad de las figuras
que aparecen en la grafica, de la cual, la corona, que hemos mencionado anteriormente, es la

mas facil. Esta actividad puede ser desarrollada con ayuda del computador (ver Anexo A.2).

4.6. Teoremas del seno y del coseno

Como lo mencionamos en la introducciéon del presente trabajo, los teoremas del seno y del
coseno, revisten importancia en la resolucion de tridngulos. En esta actividad, se pretende
reforzar estos dos teoremas haciendo su verificacion a partir de algunas piezas del stomachion,
y por otro lado, resolver todos los tridngulos que aparecen en el mismo. Esta actividad, reviste
la importancia que nos permitira verificar los resultados con ayuda software mateméatico. Mas

exactamente usando Geogebra (ver Anexo A.1).
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Usa las medidas de la figura para resolver los ejercicios 1, 2, 3 y 4:

1. Halla la medida de las hipotenusas de cada uno de los tridngulos:
» NAZL

ABHT

» NAZE

AGNC

AGNO

2. ;A qué conjunto numérico (racionales o irracionales) pertenece la medida de las hipotenusas

de los tridngulos?
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3. Calcula el valor de las seis relaciones trigonométricas para los siguientes triangulos

rectangulos.

ANAZL

ABHT

NAZE

AGNC

AGNO

4. Usar las relaciones anteriores para hallar el valor de los angulos de los triangulos

anteriores.
5. Verificar los resultados del punto 3 usando calculadora.

6. Realizar los puntos anteriores para la siguiente version del stomachion cuya construc-

cién esta sobre un rectangulo de 23 x 15.

NC =75

Las siguientes figuras han sido tomadas del stomachion formado por un cuadrado de longitud
12 x 12. Resolverlos completamente, indicando el teorema que se usa en cada caso. En

lo posible, compare sus resultados con aquellos que se pueden obtener directamente del
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stomachion armado. Posteriormente, puedes usar Geogebra para comparar tus resultados

(ver anexo A).

“V15.26°
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5. Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

El uso del stomachion como un rompecabezas clasico proporciona fundamentos necesarios,
para el estudio de conceptos basicos de la geometria elemental y otros aspectos mas avan-
zados de la matematica. Su implementacion en el aula de clase, por medio de herramientas
tecnoldgicas puede constituirse en una alternativa ttil para la comprensién de conceptos,
el desarrollo de competencias y habilidades que permiten al estudiante contrastar sus re-
sultados, aclarar dudas y asi enfrentarse posteriormente a una gran variedad de situaciones
problema. Con la implementaciéon de las actividades y el uso de los materiales sugeridos
(stomachion, Geogebra y W-peces) se espera que el estudiante demuestre que ha adquiri-
do los conceptos tedricos, el desarrollo del pensamiento espacial y formacion requerida en
aspectos geométricos y trigonométricos basicos.

Las actividades disenadas para el aprendizaje usando el stomachion, son una herramienta
de evaluacién permanente, en las cuales los estudiantes pueden interactuar, exponer, valorar

sus ideas y estimular su potencial intelectual.

5.2. Trabajo Futuro

Un trabajo futuro puede centrarse en el diseno de diversos rompecabezas obteniendo un
nimero mayor o menor de piezas, asi como la cantidad total de maneras en que pueden
acomodarse todas las piezas para formar la corona, el ave, el hexdgono, el paralelogramo.
Como se menciond en este trabajo, hay una gran variedad de figuras para armar y seria

interesante ver qué otro tipo de figuras se pueden formar.



A. Anexo:Complemento de actividades,

y ayudas computacionales

A continuacién se presentan dos programas computacionales para el desarrollo del pen-
samiento espacial y la capacidad de abstraccion geométrica, que pueden ser usados para
la verificacion de los resultados obtenidos en las actividades propuestas en el capitulo IV.
Ambos son de uso libre y para su descarga puede verse [3] y [6]. Su uso crea la posibilidad
de apoyar el aprendizaje no sélo de los conceptos que hemos tratado en este trabajo, sino en

muchos campos, como el calculo y el algebra.

A.1. Geogebra

Geogebra es un software de geometria dindmica que permite realizar graficos interactivos.
Su entorno es amigable y sus herramientas fundamentales pueden visualizarse en el siguiente

grafico:
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Figura A-1.

Una aplicacion metodolégica relacionada con el capitulo IV, estda dada por la facilidad que

tiene el programa para arrojar las longitudes de las angulos o segmentos, asi como el célculo

de 4reas.
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Figura A-2.:
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Figura A-3.

Asi por ejemplo, en la imagen (A-2) puede verse como el programa arroja el perimetro, area
y el valor de algunos angulos internos y externos. La herramienta ademés proporciona la
posibilidad de arrastrar puntos de una construccién, de modo que al variar la ubicacion del
punto, también lo hace la longitud del segmento y las areas que dependan de él.

Una de las preguntas formuladas en el capitulo IV, fue: ; Para qué longitudes del cuadrado,
las piezas del stomachion tienen areas enteras?. Detrds de esta pregunta hay un tratamiento
algebraico, ya que es posible optar por diversos caminos que conducen a la solucién deseada,
sin embargo, la solucién puede ser obtenida, verificada o contrastada mediante la Geogebra.

En la figura A-3, se muestra el desplazamiento de los vértices del stomachién, la variacién

de areas y angulos.

A.1.1. EIl Geogebra y el stomachion

1. Construye el stomachion en geogebra, sobre una cuadricula de 12 - 12.

2. Usa las herramientas de Geogebra para hallar la medida de cada uno de los lados de
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las figuras del stomachion.

3. Usa las herramientas de Geogebra para hallar la medida de los angulos exteriores e

interiores de las figuras del stomachion.

4. Calcular las areas de cada una de las figuras y su relacion respecto al cuadrado original.

A.1.2. Areas

1. Determine la longitud (entera) del lado del cuadrado de la cual se pueden obtener areas
enteras para las partes del stomachion. Sugerencia: tenga en cuenta la relacion del area

de cada figura respecto al cuadrado.

2. (Existen otras longitudes no enteras del lado del cuadrado, que determinen areas en-

teras de las figuras?

3. Verifique usando geogebra las soluciones posibles.

A.1.3. Geogebra y el teorema de Pick

Geogebra calcula el drea de manera inmediata, sin embargo también es posible recrear el
teorema de Pick como se muestra en el applet (A-4) desarrollado y autorizado para su uso

en este trabajo por el profesor espafiol Ignacio Larrosa [8].
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Halla el area del poligono de la figura descomponiéndolo en partes menores, cuya area sepas calcular.
Afade para ello los puntos y segmentos adicionales que sean precisos.
Comprueba el resultado marcando la casilla "Area =" Mueve los puntos y prueba de nuevo.
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El Teorema de Pick nos dice que silos vértices de un poligono estan situados en una reticula regular
de puntos, como en este caso, su area es igual al nUmero de puntos en el interior, mas la mitad de los
que estan en el perimetro (no solo los vértices), menos uno. Compruebale modificando las posiciones
de los vértices, pero de manera que al seguirlos en orden alfabético, se recorra el perimetro en sentido
contrario a las agujas del reloj.

W Puntos interiores P,=27
: 2 S 30
W 'Puntos en el perimetro P =30 Area= Pi + T 1:=27 + 5 -1=41
Figura A-4..

A.2. W-peces

W-peces es un programa bajo licencia GPL, desarrollado por I. De Marchi [3], es un soft-
ware que permite usar diversas variedades de rompecabezas, entre ellas el stomachion de

Arquimedes. Sus principales caracteristicas son:

= Tiene 33 modalidades de juego, de las cuales 6 han sido inventadas por el autor del
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programa.

Presenta diversos niveles de dificultad.
Incluye la posibilidad de crear figuras y guardarlas para préximas sesiones del juego
Tiene la posibilidad de crear concursos

Contabiliza el tiempo que transcurre para armar determinada figura.

Es posible seleccionar una gran diversidad de rompecabezas, asi mismo como un conjunto

abundante de figuras para armar. Los niveles de dificultad hacen posible realizar traslaciones,

rotaciones y reflexiones de cada pieza.
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Figura A-5.:

Una de las actividades presentadas en el capitulo anterior, se relacioné directamente con

armar diversas figuras usando las 14 piezas del stomachion. El apoyo que proporciona el

programa W-peces para esta actividad se da usando el nivel 1 en el juego del stomachion, ya
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que al arrastrar alguna de las piezas hacia la figura, éste las ubica dentro de ella posibilitando

su soluciéon de manera inmediata como se observa en la imagen A-6.
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Figura A-6.:

El interés de esta técnica se centra en el uso del programa para proporcionar ayuda ubicando
algunas piezas, de modo que el estudiante pueda obtener la solucién ubicando por si solo

las demaés.

A.3. Actividad

1. Recorta el stomachion, coloréalo y usa el material de tu preferencia para su construccion

(carton, cartulina, foamy, madera).

2. Intenta armar cada una de las siguientes figuras usando las 14 piezas.
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Figura A-7.:

3. Si no has conseguido ubicar las 14 piezas para formar las figuras anteriores, usa el
W-peces en el nivel 1, en el rompecabezas stomachion, selecciona una de las figuras del
punto 2 y mueve una pieza de modo que quede dentro de la figura que deseas armar
(automaticamente el programa la ubicard en el lugar apropiado). Ahora intenta de

nuevo armar la figura con el stomachion que recortaste.
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diagndstico

El objetivo de la actividad de diagndstico es determinar las fortalezas o las dificultades que

tienen los estudiantes en preconceptos y procedimientos geométricos.

A demés de verificar los conceptos fundamentales se pretende observar el nivel de abstraccion

y motivar a la solucién de acertijos que permitan la discusion.

B.1. Légica y geometria

1. Unir los nueve puntos de la figura B-1 usando solamente 4 lineas, sin levantar el 1lapiz,

ni repetir linea.

o (o} o
() () (o}
o o o

Figura B-1.:
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2. Pedro tiene un hijo y ha decidido regalar dos pasteles de forma cuadrada B-2, con la
condicién de que antes de comerlos, deberd unirlos de modo que obtenga nuevamente

un cuadrado pero con el doble de area.

Figura B-2.:

., Como lo conseguira?

3. Nombra la mayor cantidad de triangulos equilateros en la figura B-3, sabiendo que el

triangulo ABC' es equilatero y cada uno de sus lados se divide en segmentos iguales.

Figura B-3.:

Ejercicio tomado de [2].

4. ;Cudl de los tridngulos tiene mayor area uno cuyos lados miden 10cm, 10cm, 8cm o

uno con lados 10cm, 10cm, 6ecm
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5. Maria tiene tres pedazos de tela (figura B-4), cada uno de los cuales tiene forma de
cuadrado. El mas pequeno mide 2 - 2, el siguiente 3 - 3, y el mas grande 6 - 6. Maria
quiere cortar los tres pedazos de tal manera que pueda unirlos otra vez para formar un
cuadrado de 7 - 7. ;Cudl es el menor nimero de pedazos en que debera cortar Maria

los tres pedazos de tela?

Figura B-4.:

6. En alfagonia, un diminuto pais semitropical que queda en o, una de las lunas habitadas
de Jupiter, las unicas baldosas que se consiguen tienen la forma que aparece en la figura
B-5.;Cuél es el nimero de de baldosas de este tipo que se necesitan para poder cubrir

una superficie rectangular?

Figura B-5.:

7. El viejo Arturo era el dueno de un terreno perfectamente cuadrado, en cada una

de cuyas esquinas habia un pozo inagotable de agua. Poco antes de morir, Arturo
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mandé construir cuatro casas idénticas (A, B, C, D), una seguida de la otra, tal y
como se muestra la figura B-8. Era su deseo que a cada uno de sus hijos le quedara
una de las casas, y una cuarta parte del terreo, con uno de los pozos (a, b, ¢, d) en
cada una de ellas. No s6lo eso. En su testamento Arturo estipulé que las cuatro partes
del terreno deberian tener la misma area, sino exactamente la misma forma. ;Cémo

debi6 dividirse el terreno de Arturo para cumplir sus deseos?

Figura B-6.:

Ejercicios 5, 6 y 7, tomados del [13].

B.2. Construcciones

Materiales:Compéds, transportador, lapiz, hojas blancas

1. Dibujar los tridngulos ABC determinados por cada grupo de medidas dadas. Indicar

si hay mas de una posibilidad o ninguna, explica por qué:
a) BC =5cm. CA =6em. y LZACB = 40°.

b) BC =8cm. CA="Tem.y AB = bem.
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¢) LBAC =60°. AB =4cm. y LZABC = 100.
d) BC =Tem. CA=4em.y AB = 2em.

e) LBCA=45°. CB =T7cm.y LABC = 65.
f) £BAC =50°. ZABC =30.y ZABC = 100.
g) LBAC =60°. AB =6cm. y ZABC = 120.

h) AB = 15¢m. CA =8cm. y LABC = 45°.

2. ;Cual es la medida de los angulos exteriores de los triangulos anteriores?

3. Realizar la clasificacion de los tridangulos anteriores segin sus lados y angulos.

4. Construir el teorema de Tales

B.3. Calculos

1. Si MN es paralelo a PQ demostrar que APQO es semejante a AOM N

/ ///
Figura B-7.:

2. Hallar el area de la siguiente figura:
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Figura B-8.:

3. Una fotografia de un terreno triangular tiene longitudes 6cm, 8cm y 10cm, si el lado
mayor del terreno original mide 300m ;Cuanto mide el terreno original?;Cual es la

relacién entre las dreas de los terrenos?

4. Un observador desea calcular la altura de un arbol. Para ello, ubica un espejo plano en
el piso a 60 metros del arbol y él se ubica a 3 metros del espejo, de tal forma que puede
ver la copa del arbol a través del espejo. Son semejantes los dos triangulos formados

por los rayos de luz? Si los ojos del observador estan a 1,5 m del piso. ; Cuél es la altura

del arbol?
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