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Titulo en espanol

Modelamiento de Procesos Autorregresivos de Umbrales Estacionales.

Title in English
Modeling of Seasonal Threshold Autoregressive Processes.

Resumen: Fluctuaciones estacionales frecuentemente se hallan en muchas series
de tiempo. En adicién, la no linealidad y la relacién con otras series de tiempo
son comportamientos prominentes de muchas de tales series. En este articulo,
consideramos el modelamiento de procesos autorregresivos de umbrales estacionales
multiplicativos con entrada exégena (TSARX), los cuales incorporan en forma
explicita y simultanea estacionalidad multiplicativa y no linealidad de umbrales.
La estacionalidad es modelada a ser estocastica y dependiente del régimen. El
modelo propuesto es un caso especial de un proceso autorregresivo de umbrales
con entrada exégena (TARX). Desarrollamos un procedimiento basado en métodos
Bayesiano para identificar el modelo, estimar parametros, validar el modelo y
calcular prondsticos. En la etapa de identificaciéon del modelo, presentamos una
prueba estadistica de estacionalidad multiplicativa por regimenes. La metodologia
propuesta es ilustrada con un ejemplo simulado y aplicada a datos empiricos
econdmicos.

Abstract: Seasonal fluctuations are often found in many time series. In addition,
non-linearity and the relationship with other time series are prominent behaviors
of several, of such series. In this paper, we consider the modeling of multiplicative
seasonal threshold autoregressive processes with exogenous input (TSARX),
which explicitly and simultaneously incorporate multiplicative seasonality and th-
reshold nonlinearity. Seasonality is modeled to be stochastic and regime dependent.
The proposed model is a special case of a threshold autoregressive process with
exogenous input (TARX). We develop a procedure based on Bayesian methods to
identify the model, estimate parameters, validate the model and calculate forecasts.
In the identification stage of the model, we present a statistical test of regime
dependent multiplicative seasonality. The proposed methodology is ilustrated with
a simulated example and applied to economic empirical data.

Palabras clave: Andlisis de series de tiempo, entrada exdgena, estacionalidad
multiplicativa, estadistica Bayesiana, modelos TSARX, no linealidad de umbrales.

Keywords: Bayesian statistics, exogenous input, multiplicative seasonality, thres-
hold nonlinearity, time series analysis, TSARX models.
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Introduccion

Los modelos autorregresivos de umbrales (TAR) propuestos por Tong (1978) y
Tong y Lim (1980) han tenido una amplia aplicacién en diversas areas, inclu-
yendo economia, finanzas, hidrologia, meteorologia y biologia. Los modelos TAR
asumen que los valores de un proceso estocastico {Z;} (proceso de umbrales)
determina tanto los valores del proceso estocastico {X;} (proceso de interés)
como su dinamica. Si el proceso de umbrales es el mismo proceso de interés pe-
ro rezagado, el modelo recibe el nombre de SETAR (Self-Exciting TAR, Tong, 1990).

El uso de métodos Bayesianos y técnicas MCMC aplicados a los modelos TAR y
SETAR, pueden hallarse entre otros trabajos en: Chen y Lee (1995) para realizar
inferencia en modelos SETAR, Chen (1998) para modelos SETAR con entradas
exégenas (SETARX), So, Chen y Liu (2006) para la seleccion de modelos TARX
con errores heterocedasticos, Nieto (2005) para la estimacién de pardmetros y datos
faltantes en forma conjunta en modelos TAR con ruido Gaussiano, Nieto (2008) y
Vargas (2012) en el cdlculo de prondsticos en modelos TAR. Mientras que, Nieto,
Zhang y Li (2013) proponen un procedimiento para identificar y estimar modelos
TAR siguiendo la técnica MCMC de saltos reversibles, Zhang y Nieto (2015) para
la estimacién de parametros, datos faltantes y el calculo de prondsticos en modelos
TAR con ruido t-Student. Ademés, Nieto y Moreno (2016) presentan nuevas carac-
teristicas de los modelos TAR en términos de tres tipos de distribuciones marginales
condicionales, Calderén y Nieto (2017) proponen una metodologia para ajustar un
modelo TARX multivariado a series de tiempo con datos faltantes, Hoyos (2006)
y Vivas (2011) implementan la metodologia propuesta en Nieto (2005) ajustando
modelos TAR a series de tiempo econémicas Colombianas. Adicionalmente, Hansen
(2011) y Chen, So y Liu (2011) dan una revisién de teoria y aplicaciones de los
modelos TAR en economia y finanzas, respectivamente.

Los modelos TAR han resultado ttiles para datos no estacionales o ajustados
estacionalmente que exhiban no linealidad de umbrales. Sin embargo, por ejemplo
las tasas de crecimiento de muchas series de tiempo econdémicas trimestrales o
mensuales presentan cierto comportamiento estacional. Ademas, la no linealidad
de umbrales y la relacion con otras series de tiempo son caracteristicas tipicas de

VII



INTRODUCCION VIII

muchas de tales series.

Tong (2015) da un compendio de lo desarrollado respecto a los modelos TAR,
desde su aparicién y posibles temas a investigar entre los que se considera el
estudio de la estacionalidad. En muchas ocasiones, resulta conveniente estudiar
la dinamica estacional presente en las series de tiempo, ya que pueden llevar
informacion relevante sobre el comportamiento de agentes econdmicos. Diversos
estudios empiricos muestran que muchos métodos de ajuste estacional, llevan a
distorsionar los datos en forma severa, las fases del ciclo econémico y no linealidad
son afectados por dicho ajuste. Estas discusiones aparecen en Hylleberg, Jorgensen
y S¢rensen (1993), Ghysels (1994), Franses (1996), Franses y Paap (1999), entre
muchos otros. En el caso de usar datos sin ajuste estacional, existe la posibilidad
que las fluctuaciones estacionales cambien sobre el tiempo y quizds cambien de
acuerdo a las fases del ciclo econémico como lo sugieren Canova y Ghysels (1994).
Por consiguiente, para un mayor conocimiento de ciertas variables econémicas se
requiere cuidadosamente el modelamiento de su comportamiento estacional.

Una amplia variedad de modelos de series de tiempo lineales para capturar la
dinamica estacional se encuentran en la literatura. Entre los modelos mas populares
de estacionalidad son los modelos con un patrén estacional deterministico usando
variables dummies, con raices unitarias estacionales, con diferenciacion estacional
y autorregresivos periddicos, véase Ghysels y Osborn (2001) para una revisién de
los modelos en mencién. En el modelamiento de la estacionalidad también se puede
direccionar por los modelos ARIMA estacionales propuestos por Box y Jenkins
(1970), donde la estacionalidad es caracterizada por coeficientes autorregresivos y
promedios moviles, ambos estacionales.

Usando un enfoque frecuentista y datos sin ajuste estacional, Franses, De Bruin
y Van Dijk (2000), Franses y Van Dijk (2005) examinan el funcionamiento de
diversos modelos de series de tiempo lineales y autorregresivos de transiciéon
suave (STAR), considerando estacionalidad deterministica en series de datos de
produccién industrial trimestral. Crespo (2001) contempla la estacionalidad como
deterministica y dependiente del régimen en modelos SETAR y usa su modelo
en series de tiempo de tasas de desempleo trimestral. Mientras que, De Gooijer
y Vidiella-i-Anguera (2003) definen un modelo SETAR estacional, donde cada
régimen tiene la forma de un modelo autorregresivo estacional multiplicativo. Ellos
realizan el estudio de series de tiempo de tasa de inflacion mensual de varios paises
encontrando caracteristicas dinamicas mas realistas que al aplicar un SETAR usual
o un SAR (procesos autorregresivos estacionales).

En este trabajo, proponemos un modelo estadistico denominado modelo autorre-
gresivo estacional multiplicativo con entrada exdgena de umbrales (TSARX) el
cual incorpora explicitamente y simultdneamente estacionalidad multiplicativa por
regimenes, que surgen de estructuras de autocorrelacion periddicas y no linealidad



INTRODUCCION IX

de umbrales. El modelo propuesto, surge de imponer ciertas restricciones sobre los
pardametros de un modelo TARX. Se usan métodos Bayesianos y técnicas MCMC
para determinar la presencia de estacionalidad multiplicativa por regimenes, para
obtener la estimacion conjunta de parametros, calculo de residuales generalizados
y el cdlculo de prondsticos. La metodologia desarrollada es evaluada e ilustrada
con diversos modelos TSARX simulados y con una aplicacion empirica analizando
las tasas de crecimiento del desempleo total mensual y del indice de seguimiento
econémico mensual en Colombia.

Este trabajo esta organizado como sigue: en el capitulo 1, se presenta el modelo
TSARX y la metodologia propuesta. En el capitulo 2 se muestra el estudio de simu-
lacién. Una ilustracién de la metodologia propuesta se da en el capitulo 3 con datos
de series de tiempo econdémicas. Finalmente, se dan las conclusiones en el capitulo

4.



CAPITULO 1

El modelo TSARX

1.1. La especificacion del modelo.

Sean {X;} y {Z:} procesos estocdsticos relacionados por la ecuacién

k; K; ki K qj
Xt:a(()]) + Z az('])Xt—i + Z brgj)Xt—su - Z Z agj)bgj)Xt—i—su + Z ng)Zt—v + h(j)eta
i=1 u=1

i=1 u=1 v=1

(1.1)
st rj_y < Zy_q < r;, para todo t € Z (Z es el conjunto de los nimeros enteros) y
algin j = 1,...,[, d es un entero no negativo. El modelo asume [ regimenes definidos
por los valores umbrales r; que satisfacen —co =ro <r; <... <11 <r =00y la
variable de umbrales rezagada d periodos Z;_4. Ademas, se considera la variable de
umbrales como una entrada exdgena, en el sentido de que no hay retroalimentacion
de {X;} hacia {Z;}. Los numeros reales agj), b, 9y po), = 0,1,...,kj,
u=1,...,K;,v=1,...,¢;; denotan, respectivamente los coeficientes autorregre-
sivos no estacionales, autorregresivos estacionales, autorregresivos de la entrada
exégena y las ponderaciones de las varianzas para cada régimen 5 = 1,...,[; vy
reciben el nombre de parametros no estructurales del modelo. Los ntimeros enteros
no negativos ki, ..., k; son los érdenes autorregresivos no estacionales, K1, ..., K
son los ordenes autorregresivos estacionales; mientras que, ¢,...,q representan
los 6rdenes autorregresivos de la entrada exégena. El numero de regimenes junto
a los érdenes autorregresivos, los valores umbrales » = (ry,...,7_1)" y d llamado
parametro de rezago, conforman el denominado conjunto de parametros estructu-
rales del modelo. Se tiene que s es el periodo estacional del modelo que se asume
conocido, donde en forma usual se toma s = 4 para series de tiempo trimestrales y
s = 12 para series de tiempo mensuales. Ademads, el modelo (1) podria ser usado
para series de tiempo que exhiben comportamientos estacionales diarios, semanales,
anuales, entre otros. Se consideran k; < s para todo j (j=1...,1).

Adicionalmente, {¢} es un proceso de ruido blanco Gaussiano con media ce-
1



CAPITULO 1. EL MODELO TSARX 2

ro y varianza uno (RBG(0,1)). {&} vy {Z:} son mutuamente independientes,
E(Xue) = 0 para w < t 'y Z, con el conjunto {X;, X;_1,...} son mutuamente
independientes para todo w > t. Para describir el comportamiento estocéastico de
{Z;}, en forma adicional se asume que {Z;} es una cadena de Markov homogénea
de orden m > 1, con funcién de densidad inicial f(-) y funcién de densidad
kernel f,,(+]), con respecto a una medida de Lebesgue. La cadena de Markov {Z;}
converge débilmente a una distribucién F. Para mayores detalles sobre cadenas de
Markov con espacio de estado general, se puede consultar Meyn y Tweedie (2009).
La ecuacién (1.1) describe un sistema dindmico sin retroalimentacioén, con entrada
observable {Z;} y salida observable {X;}, que es presentado en Tong (1990) pero
sin considerar el modelamiento de la estacionalidad multiplicativa por regimenes.

Se wusa el simbolo TSARX(l;ky,...,k; Ky,....,K;q1,...,q)s, para denotar
(1.1)) y se dice que {X;} es un proceso autorregresivo estacional multiplicativo con
entrada exégena de umbrales, con {Z;} como su proceso de umbrales y s su periodo
estacional. Se define el vector de parametros no estructurales del modelo TSARX

como B, = (A}, A, Bi, ..., B],C},....Cl,h), donde A; = (af,ai, ... a}))),
Bj:(bgj)""7b%§)’ C]:(C:([])""7C¢(I‘§) )’ jzl""7l y h:((h(l))27“"(h(l))2)
y 0. = (ki,... .k, Ky,....K;, q,..., q,7,d1) es el vector de pardmetros
estructurales del modelo. Se denota 8 = (6,,0,) como el vector de pardmetros

' .,0.) es el vector de pardmetros del modelo TSARX y 6,
el vector de parametros de la cadena de Markov.

completo, donde 8, = (0!

Siguiendo resultados tedricos sobre los modelos TAR, dados en Nieto y Mo-
reno (2016), y haciendo una extensién a los modelos TSARX, se tienen las
siguientes consideraciones:

(i) La funcién de distribucién acumulativa condicional de X; dados @1 ;-1 =
(w1 5., 2 1), ZL,t-1 = (#1,...,2¢—1) ¥ Zt—a € R; = (Tj—lyrj]» pa-
ra algin j = 1,...,l, t > K = méximo { k; + sKj, ¢;, j = 1,...,0},
Fio1j (@ ®i4-1, Z1,4-1,%1—a € Rj ) es una normal con media

A ki K ki Koo qj
aé]) + Z az(])mt—i + Z bg)xt—su - Z Z az(])br(uj)xt—i—su + Z Cg;j)zt—v
=1 u=1 =1 u=1 v=1
y varianza (hU))? para cada j=1,...,1[.

(ii) La funcién de distribuciéon acumulativa condicional de X; dados @1 ¢ 1, 21,4—1,
t > K, esta dada por

l

Fi(z|®i -1, 21,0-1) = Zpt,thq,j (@] @1,0-1,21,0-1, 2¢—a € Rj)
j=1

donde ppj = Pr(z-a € R), S ipy=1y Fay(+|)G=1....0
es dada en (i). Ahora, ya que {Z;} converge débilmente a F, p;; — p; =
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F(rj) — F(rj—1) cuando t — oo para todo j = 1,...,l. Por supuesto, si {Z;}
es un proceso estrictamente estacionario, entonces la funcion de distribucién
acumulada de Z; es F' para todo t y, asi, p,; = p; para todo t y para todo
j=1,...,1L

Las consideraciones tedricas (i) y (ii) anteriores, se tendran en cuenta para el calculo
de los residuales generalizados del modelo TSARX.

El modelo (1.1)) puede considerarse como un caso especial de un modelo TARX,
como se describe a continuacién. Sea un TARX(l; ki +sKy, ..., ki+sK; ¢, ..., q1)
de la forma

‘ kj+sK; ‘ q;
X, = aé]) n Z CLEJ)thi + Z CS,J)thv + hWe,, (1.2)
i=1 v=1

sirj1 < Zi_q <r;paratodot e Z alginj=1,...,1, k; < s paratodo j, y {e} ~
RBG(0,1).

Se define en forma conveniente el vector de parametros completo del modelo

TARX, 0, = (0.,,.,0.) siendo 0,,. = (Ay,..., A}, ALy, ..., A}y, C1, ..., Cl R (vec-
tor de pardmetros no estructurales) donde A;; = ( a(()j), agj), . ,a,(i_), a, ... ,ag)(j),
A= (a1 a®ya@ DD a0
), Co= (el G = 1 k= (W) (h0))y

0.= (k1 +sKy,....,ki+sK,q1,...,q,7",d,1) (vector de pardmetros estructurales)
donde r = (rq,...,7-1)".

Si A = (0,...,0, —agj)agj), e —ag)agj), ..o, 0,...,0, —agj)ag)g, ey —ag)agﬁj),
para cada j = 1,...,[, el modelo TARX dado en (1.2) se convierte en el modelo

TSARX dado en ({.1). Relacionado a las restricciones dadas sobre los coeficientes
de Ajo de un modelo TARX, en una seccién posterior se presentara una prueba
estadistica para determinar estacionalidad multiplicativa por regimenes.

1.2. La funcion de verosimilitud condicional.

Sean 17 = (z1,...,27 ) y 21,7 = (21,...,2r ) vectores de datos observados
para los procesos {X;} v {Z;} respectivamente, donde T es la longitud del periodo
muestral. Se asume que el mecanismo probabilistico que genera z; 7 no depende
de 0, y la distribucién conjunta de x; p condicional sobre z; y 6, no depende
de 0,. Con estas condiciones se puede ver, que es posible estimar inicialmente los
pardmetros de {Z;}, y luego condicional sobre estos parametros, se procede a estimar
los pardmetros del modelo TSARX considerando la funcién de verosimilitud

f(fBLT, Z1,T| 9) = f(zl,T| 0., Bz)f($1,T|Z1,T, 0., 92) = f(zl,T|92)f(iB1,T|Z1,T7 096)-
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Investigaciones futuras, pueden direccionarse a obtener estimaciones conjuntas de
los parametros 6, y 0.. Nuestro interés, es calcular la funcién de verosimilitud
condicional de un modelo TSARX(l; k1, ..., k; K1, ..., K;;q1,...,q)s dado en ((1.1));
es decir, f( 1 7| z1r, 0, ). Adicionalmente se asume que los primeros K valores
de @y 1; es decir, 1 k = (x1,..., xx ) son fijos y conocidos con K = maximo
{kj+sKj, qj, 7=1,...,1}; por consiguiente,

f(eri1ir|1 K, 217, 02) = fekpil|2K, .- 21, 217,02) - flep|er—1,..., 21,217, 02).

Ahora, como {&} ~ RBG(0,1) se tiene que para t=(K+1),...,T,

f(ze] i1, ..., 21, 217, 0;) se distribuye como una normal con media
43¢
_ () § ’ (Jt § : E :2 : (G0)p, } :
M = Qg + Ty—i+ bjt Tt — su — a; xtfzfsu_._ Cjt Zt—w
=1 =1 u=1

y varianza ( h\"))2. La sucesién {j;} es la serie de tiempo observada para el proceso
estocastico {J;}, siendo una sucesion de variables indicadoras definidas como J; = j

sirj_1<z_q < rjparaalgin j =1,...,[; asi,
_(T-K) T Ge)y—1 1 T Tt — Ut 2
f@riirle g, zir,0:) = @2m) 2 [ (B9) Texp 3 > N
t=K+1 t=K+1
IS PeLE 1< .
=@2m) "z [J(9) " exp -3 > (X5 — A3B3) (WY) 2L, ) (X — A3B3) p, (1.3)
j=1 J=1
donde
CLI = ( 17 LTt—1y---» xt—kja 0 PRI 0 y Lt—s, xt7(1+s)7 AR Jit,(kj+s) [
07 -0 y Lt—sK;» mt—(l—l—sKj)v SRR xt—(kj—&-sKj)a Rt—1y + -+ Rt—g; )a
A5 = (ai, g di ),
By = (a0 a0, 0.0, o bl eD
©)) (7) () () @) () j
0,. ..,O,bléj7 —alj blgj,..., —akjj blgj, clj e cg,) ),
Xi = (@4 jy--s Tty j )'s{ tij,---s tn,; } son los indices en el tiempo, donde
ri—1<2z—q=<71jy njesel numero de observaciones en el régimen j, j=1,...,[.

Para el caso de un modelo TARX(l; k1 + sKi,...,k + sKi;q1,...,q) dado en (1.2)), se
tiene que

kj +sKj, i
it)\2
f(xt’xt—la'”7‘7:17Z1,T70a:) ~ + Z Jit Z+Z (5) Zt—vs Jt)) ,

con la sucesion {j;} definida previamente; luego, la funcién de verosimilitud condicional
de un modelo TARX(l; k1 + sK1,...,k + sK;,q1,...,q) es dada por
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fexi17|1 K, 217, 02) =

o) [ e -2 (0 ABY )L )0 - 4B b, (1)
=1 =1
donde

af = (L, @1, s Ttk Ty (14ky)s -+ -9 Tt (s—1)s Tt—ss To— (1) - - s Tt (kybs)s - - 5
Lt—[(1+k;)+s(K;—=1)] = = s Lt—[(s—1)+s(K;—1)]» Lt—sKjs Tt—(1+4sK;)s * =+ » Vt—(k;+sK;)s
700 P Ta §

A =(ag, j»- - ,afnj’j),

B = .ol aly a0 ool
“[(5371)+3(Kr1)]a ag]})(j v agj})sKj’ e ’al(c]]'-)—l-sKj o 7051?))/7

X = (x4, 5, - - - ,xtnj’j)’ con {t1j,...,tn; ;v nj, j =1,...,1, definidos anteriormente.

1.3. Estimaciéon de parametros de un modelo
TSARX.

Se usan ideas de busqueda estocastica, en particular el método Gibbs de seleccién de
variables dado en Dellaportas, Forster y Ntzoufras (2002) y denotado por GVS para
identificar los 6rdenes autorregresivos en un modelo TSARX con [ regimenes. Con este
método se logra la estimacion de los dérdenes autorregresivos en una sola etapa y se
pueden involucrar estas estimaciones en el esquema muestral MCMC junto con el resto
de estimaciones de los pardmetros, asumiendo conocido el nimero de regimenes.

El método GVS es un hibrido entre el método para la seleccién de variables, propuesto
por Kuo y Mallick (1998) y se denota por KM, y el de busqueda estocédstica para la
seleccién de variables (SSVS) dado por George y McCulloch (1993). Estas y otras técnicas
de seleccién Bayesiana de modelos pueden revisarse en O’hara y Sillanp&é (2009).

So y Chen(2003) utilizan el método SSVS para determinar los érdenes autorregresivos
y el resto de pardmetros, conociendo el nimero de regimenes en los modelos SETAR.
Mientras que, Calderon y Nieto (2017) emplean los métodos KM y GVS en modelos
TARX multivariados.

El método GVS para un modelo TSARX con [ regimenes, es descrito como sigue: Se
definen las variables indicadoras latentes 0-1, s;5, myj, nyj, @ = 0,1,. .., k;f, u=1,... ,K;‘,
v=1,...,q;,conk}, K7 yq;,j=1,...,1 érdenes autorregresivos mdximos considerados.
()

Se tiene que si s;; = 1, el pardmetro asociado a;”’ se incluye en el modelo, y si s;; = 0,

(4)

el pardmetro asociado a;”’ no se incluye. Si m,; = 1 el pardmetro asociado bq(f ) debe
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incluirse en el modelo, y si m,; = 0 el pardmetro asociado bgj )
()

si nyj = 1 el pardmetro asociado ¢y
dicho parametro.

no debe incluirse. Mientras,

se incluye en el modelo, y si n,; = 0 no se incluye

— / _ !/ _ /
Sean S; = ( 504, Sij;--- ) SkEj ), M; = (mlj,...,mK;_sj) y N;j = (ny,.. nq]])
7 =1,...,1, vectores de indicadores latentes asociados a los coeﬁmentes autorregreswos
no estacionales, estacionales y de la entrada exdgena, respectivamente.

Se reescribe el modelo (1.1) con los vectores S;, M; y Nj, j=1,...,1 como

kx K*
X —ao 80]+Za i Xi— z+2b1 M Xi—su ZZaU 5,] M Xt—i—su

=1 u=1
4
+ chj) nijt_v + h(j)ét, sioTj_1 < i _ g < rj,
v=1
para algin j = 1,...,l y que se cumpla el resto de especificaciones dadas en la seccién

1.1., excepto que el vector de parametros estructurales del modelo, ahora es

96 = (Sl,...,Sl,Ml,...,Ml,Nl,...,Nl,T,,d,l)/.

Para usar el método GVS, es necesario asumir que:

sy~ (1= )N (O,1/93) + 513N (0,1 /105,
bq(f)|muj ~(1- muj)N(O, 1/X12Lj) + mujN(O 1/512LjXq2Lj) y
D nyj ~ (1= ny )N (0,1/92) + 1y N(0,1/A2,02),
donde Pr(s;j = 1) = mj, Pr(my; = 1) = Ayj y Pr(nyg = 1) = wy;; ademds, se eligen

valores especificos 7;; > 1, & > 1, Ayj > 1, ;5 > 0, xuj >0y ¥y; > 0,0 = 0,1,...,1@;,
uzl,...jKJ’-‘,vzl,...,q;,j:1,...,l.

Las anteriores mezclas de distribuciones normales se pueden llevar a una estructura mul-
tivariada como sigue:

Aj| Sj ~ Niz11(0,( Ds;jVa, Dsj )71,
Bj| Mj ~ Ni+(0,(Dagj Vi, Dy )71 )y y
Cj| Nj ~ Nz (0, (Dn;Ve, Dng ) )y

donde Va,o, VB,y v Vey, son matrices de covarianzas a priori, Dg, es una matriz
diagonal diag{l/aojgooj,...,1/ak;jg0k;j} con a;; = 1sis;; =0y ay; =mjsisy =1,
DMJ' = diag{l/bljxlj, NN 1/bK;‘jXK;j} con buj =1si Myj; = 0 y buj = fuj si Myj; = 1,
y Dnj = dz'ag{l/cljwlj,...,l/cq;jiﬁq;j} con Cyj = 1si ny; =0y cyj = Ayj 81 gy = 1
lo anterior asumiendo independencia a priori de las s;;, Mmy;, Nyj, @ = 0,1,...,]4:;‘,
uzl,...,KJ’-k, vzl,...,qj,jzl,...,l.
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La funcién de verosimilitud condicional de un modelo TSARX con [ regimenes conside-
rando los vectores Sj, M; y N;, j=1,...,1 es la dada en (1.3), excepto que ahora,

BJ* = (a(()J)SOj, agj)slj, ey al%)sk;j, 0, e ,O, bgj)mlj, —agj)bgj)sljmlj, ey —a,%)bgj)sk;jmlj,
(9) (4) 3 (3) (7)) (9) ©) /
..,0,...,0, bK;mK;j, —ay bK;sljmK;j, e —ak; bK;Sk;jmK;j,cl nij,. .. ,cq; nq;j) , con
k;, K7,y ¢;,j=1,...,1 definidos anteriormente.
Una vez se obtienen muestras MCMC a posteriori para S;, M; , N;, j = 1,...,1, se

pueden identificar los érdenes autorregresivos del modelo considerando una combinacién
particular de Sj, M; y Nj, j =1,...,1 la cual posea la probabilidad a posteriori mas
alta. Es decir, aquel evento con mayor frecuencia en las muestras MCMC.

Se asume independencia a priori para A;, B; y Cj asi que Vy,, = |k;+1, VB, =1 Kr Y
Ve = Iq;s, j=1,...,1 (I es la matriz identidad). También, se asume que cada coeficiente
autorregresivo tiene igual probabilidad de incluirse o no en el modelo; luego, m;; = 1/2,
Ay =1/2 y wy; =1/2,i=0,1,...,kj,u=1,... . Kj,v=1,....¢;,j=1,....,1L

Las distribuciones a priori para los grupos de pardmetros A;, Bj, Cj, (h(j))Q, j=1,...,1,
ry d son:

(i) Para A;|S; una distribucién normal multivariada con media Ok, y covarianza
(DSjDSj)_l, j=1,...,1

(ii) Para Bj;|M; una distribucién normal multivariada con media 0O K: Y covarianza
(D]WjD]wj)_l7 j=1,...,1

(iii) Para Cj|N; una distribuciéon normal multivariada con media 04+ y covarianza
(DNjDNj)_l, j=1,...,1

(iv) Para (h)? una distribucién gamma invertida (IG) con pardmetro de posicién v;/2
y pardmetro de escala vjA;/2, j =1,...,1.

(v) » = (r1,...,m_1) sigue la distribucién a priori constante f(r) = £I(A) donde
C=/[...[ dri...dr_1, y A es una regién que satisface:

(1) a<r;<...<r—1 <b, conay b cuantiles convenientes de Z;_g4, y
(2) cada régimen contiene al menos un H % de la muestra de Z;_4 (esto para

asegurar inferencia valida). El valor de H es preestablecido.

I(A) es la funcién indicadora de A sobre R!™!. Para el caso particular de dos regime-
nes, f(r) es una uniforme continua definida en (a, b).

(vi) d sigue una distribucién uniforme discreta, con funcién de masa de probabilidad
Pr(d=1i)=1/(dy+ 1), parai=0,1,...,dp, siendo dp un rezago maximo dado.

Se asumen los hiperpardmetros {vij, 7ij, Xujs &ujr Yujs Avjs Vi, Aj, @ = 0,1,..., ki u =
L....Kj,v = 1,...,¢,] = 1,...,l,a,b,dp} conocidos. Combinando la funcién de
verosimilitud condicional para un modelo TSARX, considerando los vectores S;, M; y Nj,
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j=1,...,1, con cada una de las distribuciones a priori dadas en (i) a (vi), se obtienen las
distribuciones a posteriori de los parametros desconocidos del modelo. Muestras MCMC
de A;, Bj, C, (h(j))27 Sj, Mj, Nj, j = 1,...,1, r y d son generados de distribuciones
condicionales completas convenientes como sigue:

Algoritmo 1.

1. Iicializar: AL, B, 9 ((00)2©, $O M@ N j=1,. 0, r©, 40

2. Generar A; (independiente de A;, i # j ) de
fCAjlzyr, 210, 02—y ) ~ Nirga (04, VA_].I )

donde '
Va, = [1/(h9)?]87'S5 + Dg, Ds,

y

0.4, = Vi ' [1/(hD)?)S (X; — M Bj — N; Cy),

K K
¥ ‘ .
sy = (805, 81jT¢—1— E b9 s11m0j 1 —sus - - T E bg)sk;jmujmtfk;fsu)a
u=1 u=1

* * / w
Sj = (Stl,j7~'-73t;§j,j ) y My = (mljl‘tfs’ Mot —s2y-- -, mK;j!Et—sK; ),
* * * ok ) ) (o k * /
Mj = (mtl’j, .. 7mtnj,j) ,ny = (n1jze—1,... ,nq;]zt_q;), Nj = (nthj, .. ,ntn]_’j) ,
/ 7 . ;. . .
Xj = (24, T, j)" ¥y nj el nimero de observaciones en el régimen j, j =1,...,L

Aqui 6,4, es el vector de parametros 6, sin el subvector A;.

3. Generar B; (independiente de B;, i # j) de
f(Bjlzyr, 217, 02-p,; ) ~ Nk (03, VB_J.1 )

donde '
Vg, = [1/(]1(]))2]{]‘; T} + Da Dy,

y

On, = Vi [1/(9 1T} (X; — U A; = Nj ),

J

' ) Zk; ()
%! J J
ty = (mljxt—s— g ;" SijM1jTt—j—s, - - - ;mK;‘jxtsz;_ a; Sijij’.‘jxtfisz]’f)v
i=1 i=1
% (g% * / ! ) ) . * * * /
Tj = (ttl,jv PN 7ttnj7j) y Uy = (8()], S15Tt—15- -+, sk}jxt,k;), Uj = (/J,thj, “. 7Mtnj7j) ;
N;, Xj ymnj, j=1,...,1 son definidos anteriormente.

4. Generar C; (independiente de Cj, i # j) de

f( C]‘ wl,Ta zl,Ta ex—Cj) ~ qu*( Hij VCTJI )
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donde ‘
Vo, = [1/(hY) )2 INY' N + Dy, Dy,

00, =V [1/(WD) INS (X5 — FfE; —UjA; — M;By),

*
ft = (05”'707 S15M1jTt—1— sy -+ Sk;jmljxt—k;—sa Oa‘°'aoa

S1jMK S jTt—1— 5Ky -+ Sk;jmK;jxt—k;‘sz;)y

F; - (ft*l,j7 e '7ft>;j,j>/7

@) @ _ @) _ )y (4)
EJ—(aHk;,...,as_l, a; by, ..., ak;b1 ""’a(l—i-k;-‘)-i-s(K]’-‘—l)’
(4) ()3 () (7))
e a(js_1)+8(K;_1), —ay b;{;,..., —ak%blg; ),
N;‘, Uji", M;‘, Xjynj,j=1,...,1 son definidos anteriormente.

. Generar (h9)? (independiente de (h(")2,i # j) de

; Vi +n; VN + n;s2
f( (h(]))2| mI,T, zl,Ta 017(}1(1))2) NIG( ! 2 a d j) ;

2 2
donde njs? = (Xj — A5B; ) (X;— AiBY),j=1,...,1.

. Generar r de

f(rlxir, 217, Op—r ) X f(Tri17| 1K, 21,7, 02)1(A)

donde f(-]-) es la funcién de verosimilitud condicional del modelo TSARX teniendo
en cuenta S;, M; y Nj;, j=1,...,1 variables indicadoras latentes y A es la regién
especificada en la a priori para 7.

. Generar d de la distribuciéon multinomial, con funcién de masa de probabilidad

flexrirl ik, 2117, Op—q, d=1)Pr(d=1)
Sh_ f@xrle i, 217,00, d = m)Pr(d =m)’

Pr(d=ilzyr, 21,1,02-a) =

i =0,1,....do.

. Generar el vector S; = (soj, 515, - - .,sk;j)’ (independiente de S;, M; y N;, i # j),
obteniendo muestras de s;;, ¢ = 0,1,...,k;, 7 = 1,...,1 individualmente de la
distribucién Bernoulli, con funcién de masa de probabilidad

Qs

Pr(s;;=1lx z 0, . )= —7r—
( 1] | 1,7y 1,7, Yz s”) Oé@'j + ,813’

donde

aij = f(xryir| Tk, 2175 Oo—sy, 5ij = 1) (A Sjosiyy sij=1) 5 y
Bij = f(xx1,71T1,K, 21,75 Ou—s,;, Sij = 0) f (A4S, 805 = 0)(1 — mi5)
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9. Generar el vector M; = (my;, may, ..., mK;j)’ (independiente de M;, S; y Ni, i # j),
obteniendo muestras de my;, u = 1,...,K]’-k, 7 = 1,...,1 individualmente de la
distribucién Bernoulli, con funcién de masa de probabilidad

Tu, J

Pr(my; =1 @11, 2170 Osm.. ) = — 19
( uj | 1,7 1,7 T mu]) '7uj+Quj

donde

Yuj =f(Tr1r| T, 2175 Ocmy;s Mg = 1) (Bl Mj—m,,;, muj =1) Auj ¥
Ouj :f( z':"KJrl,T| L1,K, 21,1, a-l’_muj7 Myj; = 0 )f( Bj| Mj_muj7 Myj; = 0 )( - )\uj)'

10. Generar el vector Nj = (nij,ngj,. .., ng: )" (independiente de N;, S; y M;, i # j),
obteniendo muestras de n,;, v = 1,2,... ,q}‘, j = 1,...,1 individualmente de la
distribucién Bernoulli, con funcién de masa de probabilidad

Svj

Pr(ny, =1|x z 0, ., )= —2>"—
( vj ’ 1,7y, 21,7y YUz nvj) gvj“‘(t—vvj’

donde

ml,l(a zl,T) O:L“fnuja Nyj; = 1 )f( CJ’ Nj*nvjv Nyj; = ]')wv] y

ml,Ka zl,T) OI—HUJ" n’Uj = O )f( Cj’ Nj—nuj7 n'Uj = 0 )( ]‘ _wv])

Svj =f(xri1,T

&vj =f(Tri1T

Todas las distribuciones a posteriori del Algoritmo 1, excepto la de r son estandar. Para
simular valores de r, se emplea el algoritmo de Metropolis-Hastings MH (Metropolis
etal, 1953), en particular un MH de caminata aleatoria con distribucién instrumental
Gaussiana. Denotando f(r|xi 7, 21,7, 02—y ) por f(r), el algoritmo para generar muestras
de r es descrito como sigue.

Algoritmo 2.

1. En la iteracién i, un candidato r* se extrae del kernel de la caminata aleatoria

r* =0 4 (£} ~N_1(0,%).

donde ¥ = diag(c?,...,02 )y (=1 es la (i — 1)-ésima iteracién de 7.

2. Genere u de una uniforme (0,1), si u < minimo{1, f(r)/f(r¢~)}, 7* es aceptado
como el nuevo estado 7®; en otro caso, r® = (=1,

Se fijan y monitorean los tamanos de paso o,,,...,0, , para producir una répida
convergencia de las muestras MCMC. Valores adecuados de oy,,...,0,_, con buenas
propiedades de convergencia se pueden lograr al tener una tasa de aceptacién entre el
25% al 50 % (Gelman, Roberts y Gilks, 1996). Se obtienen los resultados a posteriori
del muestreador de Gibbs incorporando el algoritmo MH, usando los Algoritmos 1 y
2. Detalles del muestrador de Gibbs y del algoritmo MH se pueden hallar en Casella
y George (1992) y Chib y Greenberg (1995), respectivamente. Se toma un tamano de
muestra MCMC suficientemente grande N, se descartan las iteraciones del llamado
periodo de calentamiento M, luego se queda con G = N — M iteraciones para realizar
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inferencia a posteriori.

Se calculan las medias y desviaciones estdndar de las distribuciones a posteriori de
Aj, Bj, Cj, (h(j))Q, j=1,...,1 y r para obtener estimaciones puntuales y una medida
de incertidumbre de dichos estimaciones, respectivamente. Ademds, con las muestras
generadas se obtienen intervalos creibles 100(1 — «) %, para algin «, 0 < o < 1, donde
tales intervalos son dados por (¢q/2; ¢1—q /2), con ¢, el a-ésimo cuantil muestral, o regiones
de densidades altas 100(1 — ) %. Para el caso, de la estimacién del pardmetro de rezago
d se toma es la moda a posteriori y para las estimaciones de los vectores de ceros y unos,
S;, Mj;, Nj, j =1,...,1 se toman las probabilidades de ocurrencia mas altas.

Con el fin de examinar cada uno de los pardmetros, si las muestras MCMC obtenidas
convergen a la distribucién a posteriori, se usa el grafico Z-score de Geweke (Geweke,
1992) de la funcién geweke.plot de coda en R (Plummer, Best, Cowles y Vines, 2006). Para
obtener el Z-score de Geweke se construye el equivalente a una prueba ¢, para verificar la
igualdad de las medias de la primera y dltima parte de las muestras MCMC, y la gréafica
muestra los valores de los Z-score donde se eliminan sucesivamente un mayor nimero (a lo
sumo la mitad de la cadena) de iteraciones desde el inicio de la cadena. Ademads, se revisa
la evolucién de la estimacién puntual (medias a posteriori) de cada uno de los pardmetros,
cuando el numero de iteraciones se va incrementando, a través del grafico cumuplot de
coda en R. Este grafico presenta los cuantiles muestrales 0.025, 0.50 y 0.975, como una
funcién del nimero de iteraciones (promedios acumulados) de las cadenas de Markov.

1.4. La prueba Bayesiana de estacionalidad multi-
plicativa por regimenes.

En esta seccién se presenta una prueba estadistica Bayesiana para decidir entre un modelo
TSARX y un TARX. De Gooijer y Vidiella-i-Anguera (2003), utilizando un enfoque
frecuentista, presentan un modelo que captura estacionalidad multiplicativa por regimenes
y no linealidad de umbrales en forma simultanea, el cual es un caso especial de un modelo
SETAR usual, al imponer ciertas restricciones sobre los coeficientes autorregresivos en
cada régimen del SETAR. De Gooijer y Vidiella-i-Anguera (2003), introducen dos pruebas
estadistica relacionadas a las restricciones sobre los coeficientes autorregresivos de un
modelo SETAR. Las pruebas estadisticas son del tipo Wald con distribuciones asintéticas
chi cuadrado, los cuales forman la base de una prueba de estacionalidad multiplicativa
por regimenes.

En este trabajo, para probar la presencia de estacionalidad multiplicativa en cada uno
de los regimenes de un modelo de la familia TARX; se propone una prueba estadistica
Bayesiana donde se emplea, una técnica aproximada para el cdlculo del factor Bayes, en
particular se hace uso de la razon de distribuciones de Savage-Dickey, dado en Dickey
(1971).

La metodologia consiste en comparar el modelo de umbrales con estacionalidad multipli-
cativa por regimenes (TSARX) con un modelo donde no se capture dicha estacionalidad
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TARX); es decir, que el vector de parametros Ao definido para el modelo TARX dado
J
en (1.2), sea igual al vector

Ajoo = 0,...,0, —agj)agj), e —algjj,)agj), ...,0,...,0, —agj)ai‘?{j, e —al(é)agjl)(j),
para cada j = 1,...,l, siguiendo las restricciones sobre los pardmetros, para que un

modelo TSARX sea un caso especial de un TARX, dados en la secciéon 1.1. Asumiendo
conocido o estimado en forma preliminar el nimero de regimenes, se requieren estimacio-
nes del resto de pardmetros del modelo TARX, para implementar la prueba estadistica.

Se desea probar la hipétesis Hoj : Ajo = Ajag versus Hyj @ Ajo # Ajoo, 7 = 1,...,1. El
factor de Bayes para Ajo = Ajop es dado por

_ ff(mK+1,T’331,K’zl,Taax)f(ex)dax
[ e rle ik, 21,7, 000) f(020)d0z,

FB; (1.5)

donde f(-) y f(:|) denotan respectivamente, la distribucién a priori y funcién de
verosimilitud condicional del modelo TARX(l;k1 + sKi,...,k + sKj;q,...,q),
K = méax{k; +sKj,q;,j =1,...,1} y 0, resume los pardmetros del modelo TARX en el
caso que Ajs = Ajgg para j =1,...,1.

Para calcular este factor de Bayes se usa la razon de distribuciones de Savage-Dickey, como
una aproximacién del mismo (véase, Verdinelli y Wasserman (1995)). El factor de Bayes
(1.5) es igual a

f(Aj2’$1,T7 ZLT)‘A]Q:AjQO

FB; =
/ f(Aj2)|Aj2:Aj20 ’
para j = 1,...,[; es decir, la razén de los pesos de la distribucién a posteriori condicional
de Ajs y los pesos de la distribucién a priori de Az, ambas evaluadas en Ajo,7 =1,...,1.

Koop y Potter (1999) utilizan la razén de distribuciones de Savage-Dickey para crear
una prueba de no linealidad de umbrales; mientras que, Fok, Franses y Paap (2007)
la emplean para proponer una prueba de estacionalidad deterministica para modelos
Bayesianos jerarquicos de dos niveles.

El peso de la distribucién a posteriori marginal de Ajo en Ajpo puede obtenerse con el
célculo del promedio de la distribucién a posteriori condicional de Ajz sobre las muestras
MCMC de los otros pardametros; asi,

G

1 @
f(Ajlerr, 21.7)|A10=A,00 = el Z f(Ajlerr, 21,0, 0,° 4 ) Aj2= 4205
i=1
para j = 1,...,l, si la distribucién a posteriori condicional completa de A;» tiene una

distribucién estdndar conocida (véase, Gelfand y Smith, 1990) y 6,4, es el vector de
pardmetros 8, sin el subvector A;s.

Aqui es necesario obtener muestras MCMC de la distribucién a posteriori de Aj2, meto-
dologias que se presenta a continuacién:
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Dado el nimero de regimenes [ y o6rdenes autorregresivos k; + sKj, qj, j = 1,...,1,
se estiman el resto de pardmetros de un modelo TARX definido en (1.2). Se asume
independencia a priori entre los grupos de pardmetros y métodos Bayesianos estandar, en
el que se incluye distribuciones a priori conjugadas.

Las distribuciones a priori para los bloques de parametros son:

(1) Aji ~ Niji;11( 0510, Vig ), 3 =1, L.
(2) Aj2 ~ Nigj(s-1)( 0520, Vigy ) 3 =1, L.

(3) C] NNq](OJ()vV;Bl )a]: 1.0

(4) (hD)2 ~ TG( %, WY, j=1,...,1L

(5) 7 = (ri,....,r-1) ~ f(r) = £I(A), con Cy A definida en (v) de la seccién
1.3. Se requieren cuantiles convenientes a y b de Z;_.

(6) d ~Uy{0,1,2,...,do}, una uniforme discreta, recalcando que dy es un rezago maxi-
mo dado.

Los hiperpardmetros (6,10, Vj10, 8520, Vj20,0j0, Vjo, vj, Aj,a,b,dy) se asumen conocidos.
Teniendo en cuenta la funcién de verosimilitud condicional para un modelo TARX dado
en (1.4) y cada una de las distribuciones a priori dadas en (1) a (6), se obtienen las
distribucones a posteriori de los pardmetros A;1, Aj2, Cj, (h(j))Q, j=1L...,Lrydy
se logran conseguir muestras de los parametros en mencion, a través del siguiente esquema:

Algoritmo 3.
1. Inicializar: A9, A%, €10 [(h@)2)©), 5 =1,...,1,r®, 0.

2. Generar Aj; (independiente de A;1, i # j) de

f(Aslzrr, 217,00 A55) ~ Nijarc;41(051, V}Il)
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donde

Vi =[1/(hY)?)S}S; + Vi y

0,1 =V '([1/

(WD) S5(X; = M;Ajs = N;C) + VioB;10)

~
St :(17 LTt—1y--- )xt—k]’7$t—57 B litszj)v
[ > /
Sj =St1,js- -+ Stnj:j) )
~y
my —(xt—(1+kj)» s T (s—1)y Tt—(14-5)s + -+ » Pe—(kjts)r -+ >

xt—[(s—l)—i—s(Kj—l)]a xt—(l—&-sKj)’ v 7xt—(k:j+sKj))7

Mj :(ﬁlt17j7 e 7ﬁlt7lj ’j)/,

y =(2t-1, - - ) Zt—q;);

Nj =(ngy 5, - - .,ﬁtnﬁj)', Xj = (24, 45 - - ,.I‘tnj’j)/, y nj es el nimero de observa-
ciones en el régimen j, j=1,...,1[.

3. Generar Ajy (independiente de A;p, @ # j) de

donde

f(Ajelz1r, 21,0, 02-45,) ~ Nk (s-1) (052, ngl)

Vie <[/ ("D VIMIM; + Vi y
02 =Vi5 ' ([1/(hD)2IMI(X; — S;Aj1 — N;Cy) + ViaoBiao).,

con ]\Ajj, §j, ]\ij y Xj,j=1,...,1 definidos anteriormente.

4. Generar C; (independiente de Cj,i # j) de

donde

f(0j|$1,T7 Z1,T, 01‘—0]') ~ Nij (0.7’ Vj/)

Vi =[1/ (WD ININ; + Vo y
0; =V, H([1/(h9)?INJ(X; — SjAj — M;Ajs) + VioBo),

con ],\Zj, Sj, Nj

y X;, j =1,...,1 definidos anteriormente.

5. Generar (h\9))? (independiente de (h(9)2, i # 5) de

f((h(j))Qlil?l,T,21,T7‘9z—(h<”)2) ~IG (

v; +nj ViAj+n;sj

2 7 2

)

donde n;s? = (X; — A;BY) (X; — A;Bj), con Ay B} j =1,...,1, definidos en la

ecuacion (|1.4)).

6. Generar r = (r1,...,7_1) de

frlzir, 21,7, 00—r) < fxxi17|T1,K,21,7)I(A),
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donde f(+|-) es la funcién de verosimilitud condicional dado en (1.4), que depende
de los valores umbrales 7, a través del niimero de observaciones n; de cada régimen,
j=1,...,ly A es laregion especificada en la distribucién a priori para 7.

7. Generar d de una distribucién multinomial, con funcién de masa de probabilidad

fersrleK, 21,7, 05-4,d = 1) Pr(d = 1)
Zf,;’:o fer1,7|C1 K, 21,7, 05—a,d = m)Pr(d = m)

Pr(d= i’w17T, 21T, 0:-a) =

i=0,1,....do.

Se logran muestras de las distribuciones a posteriori dadas en el Algoritmo 3, usando un
muestreador de Gibbs incorporando el algoritmo MH para r (Algoritmo 2). Para moni-
torear la convergencia de las cadenas MCMC y obtener estimaciones de los pardmetros
desconocidos del modelo TARX, se sigue una metodologia similar a la descrita en la
seccion 1.3.

Regresando al calculo del factor Bayes, debido que
A ~N@BY, (Vah D), i=1,...,G, =1,

se utilizan los pardmetros 6,2, V)2 de la a posteriori y 6,20, Vj20 de la a priori para Ajs;
para el cdlculo del factor de Bayes por regimenes, dado en la ecuacién (1.5). Por lo tanto,

X\ O exp{=5(Ajzo — 033V (Aja0 — 03}

FB; :
1/ |(Vj§é)| exp{—12(Aj20 — 0j20)'Vja0(Aj20 — 0j20)}

j =1,...,1. No se rechaza Hy; : Ajo = Ajoo si 2In(FB;) > 6, (evidencia fuerte o muy
fuerte a favor de Hy;) para cada j = 1,...,[, segin el criterio de decisién dado por Kass
y Raftery (1995).

Se decide utilizar un modelo TSARX(l; k1, ..., k;; K1,..., K541, ..., q)s para ajustar los
datos, en lugar de un modelo TARX(l; k1 + sK1, ...,k + sKj;q1,...,q), si en todos los
regimenes j, Ho; no se rechaza, j =1,...,1[.

1.5. Estimacion del nimero de regimenes.

El identificar el nimero de regimenes [ en un modelo TSARX, puede verse como un
problema de seleccion Bayesiana de modelos via técnicas MCMC. La decisién entre
modelos Mj;, j = 1,...,lp, siendo M; un modelo TSARX con j regimenes y [y un
nimero maximo de regimenes considerado, es realizada por el célculo de probabilidades
a posteriori, donde se elige el modelo M; si Pr( Mj| k417, z1,7 ) €s un maximo
sobre 5 = 1,...,lg. Para estimar estas probabilidades para cada modelo se involucran
integraciones multiples sobre cada espacio de parametros del modelo. Varias técnicas
MCMC han sido propuestos para la seleccién de modelos, tales como el de Carlin y
Chib (1995) aplicado para determinar el ntmero de regimenes en modelos TAR en
Nieto (2005), el muestrador de saltos reversibles RIMCMC propuesto por Green (1995)
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y utilizado en Nieto, Zhang y Li (2013); mientras, los métodos de aproximacién de la
verosimilitud marginal dado por Chib (1995) y la versién metropolizada del algoritmo de
Carlin y Chib mencionada en Dellaportas, Forster y Ntzoufras (2002), son aplicados en
Calderén y Nieto (2017) para modelos TARX multivariados. Sin embargo, todos estas
técnicas involucran extensiones MCMC, asi que el tiempo computacional requerido es
usualmente grande o se requiere la especificacién de distribuciones a priori de enlace, cuya
escogencia pueden afectar la seleccion del modelo final en forma significativa. En este
trabajo, se emplea una técnica MCMC propuesto por Congdon (2006) el cual con algunas
condiciones, no presenta las dificultades de las técnicas anteriormente mencionadas.

Congdon (2006) desarroll6 el siguiente estimador de probabilidad a posteriori, que requiere
muestras MCMC separadase independientes para cada uno de los modelos candidatos
y denotado como {B(i) = (0@,..., Gl(;)), i = 1,...,G}. Una estimaciéon Monte Carlo
apréoximada de Pr(M;| xx 11, 21,1) €s

1 < (i) 1 ¢ So(i)
Pr(Mjlzg+11r; 217) = > Pr(Mjlzkiar, 211,0)") = el o (16
i=1 i=1 2 k=1 Pk

donde 4 A A
wg) = f(xx11,7| 1K, 21T, 9;(;), M) f( 9;(;)\ My, )Pr(My),

0. son los parametros del modelo k, 0,(;) es la i-ésima iteracién MCMC de la distribucion

a posteriori del modelo k, Pr(Mj) se elige como Pr( My, ) = %, para reflejar ignorancia a
priori en la seleccién del modelo, f( 0,(5)| My, ) es la distribucién a priori para el modelo

ky f(ex+17| 1K, 21T, 0,(5) ) es la funcién de verosimilitud condicional para My, para
algfm k= 1,...,[0.

Para eficiencia numérica, en la préctica el cédlculo de (1.6]) es basado sobre versiones escala-
das de las logverosimilitudes. La escala emplea el mdximo L _ . «:) de las logverosimilitudes
en cada iteracion y sustrae este de cada modelo de logverosimilitud, es decir

<p,(;) = e$p(L,(;) — L&éx)f(ﬁl(f”Mk)Pr(Mk), i=1,...,G, para algin k= 1,...,lp.
Algunos resultados soportan que el método es bastante preciso y potente para selecciéon
de modelos. Por ejemplo, Chen, Gerlach y Lin (2010) comparan modelos TARX con

errores GARCH con diferentes regimenes; mientras, Gerlach y Chen (2008), lo usan en
modelos STAR con errores GARCH.

Se examina la efectividad de esta aproximacién, comparandolo con el criterio de informa-
ci6n de la devianza (DIC), el cual se describe a continuacién. Spiegelhalter et al. (2002)
proponen un criterio de comparacion Bayesiano de modelos definido como:

DIC = 2E9]‘|GL‘17K,Z1’T(D(0]')) - D(EOj‘:I:LK,ZLT (0]))7 (17)

donde

D(6;) = —21n f(@cy17|®1 10, 217, 0;),
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con f(-]-) la funcién de verosimilitud condicional del modelo TSARX con j regimenes,
i=1,...,1.

Si 051), ce 0§G) son muestras MCMC de la distribucién f(0,|x1,7, z1,7), entonces el DIC

puede aproximarse via Monte Carlo por
2 5= 1) LS o)
DIC = EZD(Oj ) — D(EZBj ),
i=1 i=1

donde 0 @

~1 ~1
D(0;") = —2In f(zx41,7|®1,K0, 21,7, 0 ),
i=1,...,G,7=1,...,lp. Se elige el modelo M;, j =1,...,ly cuyo correspondiente DIC
sea el minimo entre los modelos candidatos.

1.6. Diagndsticos con los residuales del modelo.

Probar la adecuacién de un modelo es una parte importante de cualquier andlisis de
una serie de tiempo. Usualmente, se utilizan los residuales estandarizados, dados por
er = (Xy — Xt|t,1)/h(3), sirj_1 < Zi_q <rjparaalgin j =1,...,[, donde

. ki K ki Koo %o
Xij—1 = a(()]) + Z aE”XH + Z b X gu — Z Z agj)bﬁj)thifsu + Z 2y
i=1 u=1 v=1

i=1 u=1

es el predictor un paso adelante de X; para un modelo TSARX, donde t = (K +1),...,T
con K = maximo{k; + sK;,q;,7 = 1,...,1} y T la longitud del periodo muestral. {e;}
debe aproximarse al comportamiento dindmico estocéastico de un ruido blanco Gaussiano,
si el modelo considerado es el correcto. Nieto (2005) considera el grafico CUSUMSQ para
chequear heterocedasticidad marginal en los residuales y el grafico CUSUM para determi-
nar la especificacién de un modelo TAR. Ahora, basado sobre técnicas MCMC e inferencia
Bayesiana, es natural considerar estas técnicas que logre incorporar la incertidumbre de
la estimacién de los pardmetros del modelo en el cdlculo de los residuales. En este tra-
bajo, se emplea el método de Gerlach, Carter y Kohn (1999), el cual es basado sobre
técnicas MCMC, muestreo por importancia y la serie de tiempo u; = Fy(x¢|®1 -1, Z14-1),
t =(K+1),...,T, donde Fi(- |-) es la funcién de distribucién condicional acumulada
dada en la seccién 1.1, y K = méaximo{k; + sKj,qj,j = 1,...,l}. Gerlach, Carter y Kohn
(1999) muestran que para k > t, el estimador

4 = SC L F( | ®1so1, 2161, Q;Ei))/f(ﬂﬁt,k\ T14-1, Z1,¢-1, 0;(:))
=

Z. (1.8)
ZiG:1 1/ f(xe] 1 4-1, 21,6-1, 9;(,3) )

converge a u; cuando G — oo. Aqui 0,(;) es la i-ésima iteracion muestral MCMC de
la distribucién a posteriori f(@y|x1k,21%) para un k dado y f(- | -) es la funcién
de verosimilitud condicional para el modelo TSARX con [ regimenes. Debido que la
varianza de u; en la ecuacién se incrementa con (k — t), se requiere calcular
con t razonablemente cercano a k. Esto puede ser alcanzado incrementando k en forma
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secuencial, digamos 100, 200,...,7T y evaluar 4; usando la ecuacién con (k —t) no
més grande que los incrementos. Basado sobre las propiedades de la convergencia de iy,
los residuales generalizados 9y = ®~1(7;) (® es la funcién de distribucién normal estandar
acumulada) son apréximadamente independientes e idénticamente distribuidos N(0,1),
bajo el modelo correcto. Pruebas diagnésticas estandar pueden aplicarse a o, tal como
la prueba de Ljung y Box para determinar no autocorrelacién, la prueba estadistica de
Jarque y Bera para verificar normalidad, los graficos de sumas acumuladas (CUSUM)
para evidenciar la especificacion correcta del modelo y de sumas acumuladas al cuadrado
(CUSUMSQ) para indicar presencia o no de heterocedasticidad marginal en {X;}, entre
otros.

Chen y So (2006) y Chen, Gerlach y Lin (2010) conducen el chequeo de diagnésticos en
modelos TARX con errores GARCH, usando residuales generalizados siendo muy efectivos
en determinar la adecuacion del modelo.

1.7. El calculo de pronésticos.

En esta seccion se desarrolla la etapa de pronésticos con los modelos TSARX con [ regime-
nes. Para ello, se requiere hallar )?TJrh = E(X7yn|zi7,21,7), donde h > 1 es el horizonte
de prediccién, 17 = (z1,...,27), 217 = (21,...,27) ¥y T es la longitud del periodo
muestral. )?T+h es la mejor prediccién en el sentido del minimo error cuadratico medio,
cuya expresién analitica es dificil o imposible de obtener en el contexto de las series de
tiempo no lineales (véase, Franses y Van Dijk, 2000). Por tal razén, se aborda el problema
de calcular XT+h a través del enfoque Bayesiano mediante el calculo de las distribuciones
predictivas f(@rin|®1,7, 21,7) para h > 1. Las distribuciones predictivas de interés pueden
obtenerse en forma marginal de la distribucién predictiva conjunta

f(xT-i-l) <o s TT4hy RT+15 - -+ 5 RT+h; 0I7 oz‘wl,Ta zl,T)7 (19)

con 0, el vector de parametros del modelo TSARX y 0, el vector de pardmetros de la
variable Z;. Trabajos previos en esta direccién son dados en Nieto (2008) y Vargas (2012),
entre otros.

Se supondra en lo que sigue, que las especificaciones dadas en secciones anteriores, respecto
al modelo elegido se cumplen. Se requiere obtener muestras de (|1.9), basado sobre la
descomposicion de la distribucién predictiva conjunta:

f(xT—i-b co oy T 4hy RT+1y - -+ 3y RT+h; 01’7 0z|$1,T7 ZI,T) -

F@rsts - X4y 27415 - - -5 27410, 02|00, T1 7, 21,7) (02|17, 217)
h
= {H flerilzirtio, 02) f (il 2144, T114i-15 21,74i-1, 02) } f (02|21 7, 21.7),
i=1

donde

(i) f(zr4ilzi,14+i-1,02) es la funcién de densidad kernel de la cadena de Markov {Z;}.
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(ii) f(zr4il2r+i, T1,74i-1,21,7+i—1, 02) es una distribucién normal con media

)+Z xT—H m+zb TT4i—su — Zza b(] TT+i—m— su+zc ZT+i—v)

u=1 m=1u=1
y varianza (hU)2 si rj_1 < zp4i_q < rj, para algin j = 1,...,1.

(ili) f(@z|x1,7,21,7) es la distribucién a posteriori de los parametros del modelo TSARX;

ademé,s, L1, T+i—1 = ($1,...,$T+i,1) Yy 21,7+i-1 = (Zl,...,ZT+i,1). ASi,
de la distribucion predictiva conjunta mediante simulacién, se puede extraer
ZT41s BT 41y 2T4+2, TT42, - - - 2T7+hs T74+h  (Congdon, 2001) en forma secuencial como
sigue:

Algoritmo 4.

1. Generar una muestra MCMC de Hék) de la distribucién a posteriori f(0|x1 7, z1,7).

2. Generar Zg:)_l de f(zr41lz1,1,0>).

3. Generar :cgcll de f(xT+1\z(TkJ)rl,w17T,zlyT,ng)).

(k) (k) (k)

4. Generar z; de flertilzir, 2P gs e BT 6.).
(k) (k) (k) (k) (k) (k) (k)
5. Generar zpy; de f(Triil2py, T1LT, Tpy gy Tpyi 15 BT 2pys -+ 2phie1, O )-

6. Repetir los pasos 4y 5 parat=2,3,...,h.

Con las muestras {zé@rh, :Egﬁ)rh}, k=1,...,G, con G la longitud de la cadena y h > 1, se
calcula las medias (prondsticos puntuales), desviaciones estandar (medida de incertidum-
bre), y cotas inferior y superior de intervalos a posteriori Bayes (intervalos creibles), o
regiones de credibilidad del 100(1 —a) % (0 < o < 1), tanto para la variable de umbrales,
como para la variable de interés.

El procedimiento descrito en esta seccién, incluye la incertidumbre de la estimacién de
los pardmetros del modelo en el célculo de prondsticos como lo trata Vargas (2012) en
modelos TAR.

1.8. La metodologia propuesta.

La metodologia propuesta para ajustar y pronésticar con un modelo TSARX dada en
(1.1), es dado por los siguientes pasos:

Paso 1. Se realiza un analisis exploratorio de las variables de interés y de umbrales bajo
objeto de estudio, para determinar en forma preliminar la presencia o no de
estacionalidad multiplicativa. Para ello, se aplican pruebas de raices unitarias
y de raices unitarias estacionales a las series de tiempo, el cdlculo de raices de
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Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

los polinomios caracteristicos por regimenes y se usan graficas de las series de
tiempo, correlogramas, graficas de las series de tiempo por meses o trimestres
segun sea el caso, entre otras.

Se fijan ordenes autorregresivos maximos, los cuales se obtienen ajustando
modelos candidatos ARX a los datos y eligiendo aquel modelo con DIC minimo.
Se procede a realizar la prueba de no linealidad de umbrales propuesta por Tsay
(1988) y se prueba la presencia de estacionalidad multiplicativa por regimenes,
usando la prueba estadistica propuesta en la seccién 1.4. Dados el niimero de
regimenes y érdenes autorregresivos maximos, son necesarios valores intrinsicos
del resto de pardmetros de un modelo TARX dado en (1.2), para implementar
la prueba estadistica.

Segun los resultados obtenidos en el paso 2, se decide ajustar los datos a un
TARX o un TSARX. Se procede a estimar el nimero de regimenes, érdenes
autorregresivos y el resto de pardmetros del modelo TSARX siguiendo lo des-
crito en las secciones 1.3 (método GVS) y 1.5 (método de Congdon (2006)). Es
de anotar, que los métodos de Congdon (2006) y GVS se pueden implementar
en modelos TARX, siguiendo una metodologia similar a la presentada para los
TSARX.

Se valida el modelo seleccionado, mediante la aplicacién de pruebas diagnodsti-
cas a los residuales generalizados, descrito en la seccién 1.6.

Se hace uso del modelo seleccionado, con el célculo de prondsticos h pasos
adelante, de las variables de interés y de umbrales, aplicando la metodologia
presentada en la seccién 1.7.



CAPITULO 2

Un estudio de simulacion

En este capitulo se evalua el funcionamiento de la metodologia propuesta, dada en la
seccion 1.8. Se conduce un estudio de simulacién bajo las especificaciones de dos modelos
TSARX, que se definen a continuacién.

2.1. Modelo 1.

Se asume que {X;} sigue el modelo TSARX (2;1,1;2,1;1,3)12 dado por

2.34 +0.50Xy_1 + 0.20X;_120 — 0.10X;_13 + 0.10X;_24

—0.05X;_95 + 1.237;_1 + €, St Ly_o <1,

X, = (2.1)
—4.504 0.60X;_1 +0.10X;_10 — 0.06X;_13 — 1.157; 4
+3.30Z;_9 — 1.92Z;_3 + 4eq, 8t Ly_o >,

donde {Z;} obedece un modelo AR(1), Z; = 1.80 + 0.60Z;—1 + a¢, con {a;} ~ RBG(0,1),
mutuamente independientes de {¢;} y r = 4.46, siendo r la mediana de Z;_5. Note que
{Z;} es una cadena de Markov homogénea de primer orden, y un proceso estocdstico
estrictamente estacionario.

2.1.1. Analisis exploratorio de los datos.

En el paso uno, se realiza el andlisis exploratorio de las series de tiempo involucradas en la
ecuaciéon . Se hace uso de pruebas de raices unitarias y raices unitarias estacionales,
y de graficos de las series de tiempo, autocorrelacién muestral (FAC), autocorrelacién
parcial muestral (FACP) y el indice de informacién mutua promedio (IMP), para
determinar en forma preliminar la presencia o no de estacionalidad multiplicativa, en las
series de tiempo en mencién. El IMP mide la dependencia mutua entre las variables W;
y Wi, 7=0,1,...,7% siendo 7* un numero de rezagos maximo especificado. Si W; y
W;_. son independientes, entonces conocer W; no da informacién sobre W;_. y viceversa,

21
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por lo que su informacién mutua es cero. Se usa la funcién mutual de tseriesChaos en R
(Hegger, Kantz y Schereiber, 1999) para estimar el IMP.

Se calcula la prueba de raices unitarias de Dickey y Fuller aumentada (DFA) dado en
Dickey y Fuller (1979). La prueba rechaza la hipétesis nula de raiz unitaria al nivel del
5% para X; y Z;; ademds, se calcula la prueba de raices unitarias estacionales de Osborn,
Chui, Smith y Birchenhall (1988) denotada por OCSB. La hipétesis nula de raiz unitaria
estacional, se rechaza con un valor critico al nivel del 5%, para las dos series de tiempo
consideradas. En la Tabla se reportan las estadisticas, valores p y valores criticos de
las pruebas de raices unitarias en mencion.

(@)
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v ]
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Figura 2.1. (a) X; variable de interés, (b) Z; variable de umbrales, modelo 1.

En la Figura se muestran las dos series de tiempo simuladas dadas en , con
un tamano muestral de T' = 600 observaciones. Se puede ver, cierto comportamiento
estable en ambas series y no evidencia a simple vista un comportamiento estacional. Para
{X:} (véase Figura se observa que se logra identificar autocorrelaciones significativas
en los primeros rezagos y el rezago 12 esencialmente en el FACP; ya que, el IMP solo
muestra los primeros tres rezagos ser significativos. Mientras, para {Z;} (véase Figura
solo es significativo el primer rezago, segin muestran las graficas FAC, FACP e IMP.
Comportamientos esperados en dichas series simuladas.

Tabla 2.1. Pruebas de raices unitarias y raices unitarias estactonales para el modelo 1.

Xy Zy
Estadistica DFA -4.716  -6.185
Valor p 0.010 0.010

Estadistica OCSB  -18.991 -22.325
Valor critico del 5% -1.803  -1.803
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Figura 2.2.

Para Xy, (a) FAC muestral,

(b) FACP

muestral, (¢) IMP muestral, modelo 1.
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modelo 1.
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Siguiendo con el anélisis gréfico exploratorio, para {X;} (Figura se tiene que el mejor
modelo que se ajusta a los datos es un posible AR(13) multiplicativo, segin el criterio
BIC minimo; ademas, los diagramas de caja por meses indican que la funciéon de medias
de la serie no es constante y la variabilidad difiere entre meses.

(b)
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Figura 2.4. Para X;, (a) AR multiplicativo con BIC minimo,
(b) diagramas de caja por meses, modelo 1.

Ahora correspondiente al modelo dado en la ecuacién (2.1), algunas de las raices de los
polinomios caracteristicos ¢1(w) = 1 — 0.50w — 0.20w'? + 0.10w'® — 0.10w?* + 0.05w?> del
primer régimen, y ¢s(w) = 1 — 0.60w — 0.10w? + 0.06w'? (w € C, donde C es el conjunto
de los nimeros complejos) del segundo régimen, le corresponden periodos de longitud 6,
12, 24 y 6, 12, respectivamente. Lo que lleva a suponer, presencia de ciclos estocésticos
estacionales en la serie de tiempo {X;}.

2.1.2. Resultados de la estimacion.

En el paso dos y tres para ilustrar la metodologia propuesta, se generan 100 conjuntos de
datos separados de tamano muestral T=600, del modelo . Para el conjunto de datos
replicado, el muestreador MCMC se corre para 12.000 iteraciones y las primeras 6.000
iteraciones son descartadas como el periodo de calentamiento. La inferencia a posteriori
es basada sobre las restantes 6.000 iteraciones. Se procede a evaluar el funcionamiento
en la identificacién de la presencia de estacionalidad multiplicativa por regimenes,
identificacion del nimero de regimenes, de los érdenes autorregresivos y estimacién del
resto de pardmetros de un modelo TSARX. En la prueba Bayesiana de estacionalidad
multiplicativa por regimenes se requiere estimar parametros de un modelo TARX con dos
regimenes, con kj = k3 =2, Kj = K5 =2, q] = ¢5 = 3, érdenes autorregresivos maximos
considerados y s = 12 el periodo estacional.

Se tomd valores para los hiperpardmetros 619 = Ok;+K;+1, Vito = diag{O.lO}k;JrK;H,
0jo0 = OK;(S_l), Vioo = diag{O.lO}K;(S_l), 00 = 0g, Vio = diag{().lO}q;, j=1,2
ademds, v; = 3, A = %2, donde G2 es la varianza muestral de {X;}, j = 1,2;
a = minimo{Z;_4}, b = maximo{Z;_4}, H= 10 (asegura al menos 60 observaciones en

cada régimen) y dy = 5. Las distribuciones a priori son seleccionadas a ser razonablemente
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Tabla 2.2. Probabilidades medias a posteriori y DIC promedio para seleccion
del nimero de regimenes para el modelo 1 (100 repeticiones).

=1 =2 [=3 =4 l=5
Prob. media  0.00026 0.95415 0.03290 0.00429 0.00840

a posteriori
DIC promedio 3569.24 2603.58 2608.90 2700.77 2704.05

no informativas, asi que la verosimilitud domine la inferencia.

(0)
1
A = 005 (1), O = 0.5, [(B9)2® = 0.20, j = 1,2 d© = 3, el tamaiio de
paso o, = 0.025 para ejecutar el Algoritmo MH (Algoritmo 2), para generar muestras
de r y r© el cuantil 0.50 de Z,_4. Al realizar la prueba Bayesiana descrita en la
secciéon 1.4, para los 100 conjuntos de datos simulados que siguen la ecuacién ,
se tiene que el niimero de aciertos de la prueba en detectar la presencia de estaciona-

lidad multiplicativa en cada uno de los dos regimenes es dada en todas las 100 repeticiones.

Los valores iniciales para cada uno de los pardametros fueron: A = 0.05k;+K;+1,

Tabla 2.3. Los mejores tres modelos identificados usando el
método GVS, para el modelo 1 de 100 repeticiones.

et 1101 1]100

ejor 11010111
(0.1801)

Seoundo me 1101 1]101

egun omejor 1 1 O 1 0 1 1 1
(0.1379)

- . 1101 1]110

ercermejor 1 1 O 1 0 1 1 1
(0.1156)

Los paréntesis muestran las correspondientes probabilidades
a posteriori. Los tres modelos estin asociados con d = 2.

En la identificaciéon del niimero de regimenes en modelos TSARX siguiendo la metodologia
dada en la seccién 1.5, se requieren muestras MCMC separadas e independientes para los
modelos candidatos TSARX con [ = 1,2,3,4,5 regimenes, siendo [y = 5 el nimero de
regimenes maximo considerado. Se consideran valores para los hiperparametros: aparte
de los ya dados en la seccién 1.3, para A;, Bj, C;, se tiene que ¢;; = 25, n;; = 1.50
para todo i,J, xu; = 25, &; = 1.50 para todo u, j, 1,; = 25, A\,; = 1.50 para todo v, j,
1 =0,1,2,u =12, v=123,vj5 =123,4,5. Estas constantes son las mismas que
eligieron Calderén y Nieto (2017), para implementar el método GVS en modelos TARX
multivariados.
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Adicionalmente, v; y Aj, 7 = 1,2,3,4,5; a, b, H y dy son los mismos hiperpardme-
tros que se asumieron para el modelo TARX usado en la prueba de estacionalidad.
Ahora, los valores iniciales para cada uno de los pardmetros fueron: AS_O) = O.O5k;+1,

B = 0.055:, C\¥ = 0.05q], s\ = Lps 41, MY = s, NO = 1, (1 es el
vector de unos), [(h9)2© = 020, 5 = 1,2,3,4,5; ademids, d© = 3, r© = g5
{Z;_4} para dos regimenes, r® = (ri,m2) = (qo25{Zt—a},q0.75{Z+—q}) para tres
regimenes, 10 = (r1,re,13) = (qo25{Zi—a}, @0.50{Zt-a}, @0.75{Zi—a})’ para cuatro,
regimenes y r0 = (r1,79,73,74)" = (g0.20{Zt—a}, 90.40{Zt—a}, 20.60{ Zt—a}» 20.80{ Zi—a})’
para cinco regimenes, siendo ¢o{Z;_4} el cuantil x de Z;_4. Los tamanos de paso
or1 = 0p2 = 0p3 = 0pq = 0.025 del Algoritmo 2 de la seccién 1.3, para generar muestras

de 7.

Tabla 2.4. Estimacion de pardmetros para el modelo 1 de 100 repeticiones.

Pardmetro Verdadero Estimacion D.E. I1.C. 95 % Cobertura

all) 2.34 2.66 0.19  (2.29, 3.01) 96
al! 0.50 0.50 0.01  (0.49, 0.51) 93
bV 0.20 0.19 0.01  (0.17, 0.21) 97
bV 0.10 0.10 0.01  (0.08, 0.11) 96
Y 1.23 1.15 0.04  (1.06, 1.24) 95
al? -4.50 -4.32 1.40  (-7.08, -1.45) 98
al? 0.60 0.57 0.02 (0.52, 0.61) 94
b\ 0.10 0.09 0.03 (0.03, 0.15) 97
) -1.15 -1.15 0.18 (-1.49, -0.81) 97
) 3.30 3.23 027 (2.72, 3.76) 95
e -1.92 192 020 (-2.32,-1.53) 94

(R1)? 1 1.08 0.07 ( 0.96, 1.24) 97

(h?)? 16 16.14 1.01  (14.28, 18.22) 96
r 4.46 4.46 0.01 (4.30, 4.72) 04
d 2 2(96)*

* Numero de veces (de un total de 100) donde el rezago 2 es elegido.

Los resultados de la estimacion del nimero de regimenes son mostrados en la Tabla
Los niimeros muestran la media de las probabilidades a posteriori dadas en ,
sobre las 100 repeticiones del modelo , y como otra referencia también, se calculd
el promedio de las medidas DIC estandar dadas en . FEl modelo verdadero, un
TSARX con dos regimenes obtuvo la probabilidad a posteriori promedio més alta y el
criterio DIC promedio més pequeno. Igualmente, se calcul6 el nimero de veces que cada
uno de los modelos TSARX con j = 1,2,3,4,5 fue seleccionado de los 100 conjuntos
de datos simulados. El modelo verdadero fue seleccionado 98 de las 100 repeticiones
consideradas, usando el método de Congdon (2006) y 85 de las 100 repeticiones con
el criterio DIC. Ahora, para estimar los 6rdenes autorregresivos del modelo, se emplea
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el método presentado en la seccién 1.3. Considerando [ = 2 y érdenes autorregresivos
maximos k] = k3 =2, Ki = K5 =2y ¢ = ¢5 = 3 fijos, el modelo verdadero puede ser
expresado como

S| My | Ny 1 1T0/11{100
Sy | My | Ny 1 10/10{1 11

)

donde los unos significan que los coeficientes asociados a dichas variables latentes estan
presentes en el modelo. Se reporta en la Tabla [2.3] los tres mejores modelos seleccionados,
basados sobre las probabilidades a posteriori de ocurrencia del evento mas alta, y que son
definidas en la seccién 1.3. Note que el mejor modelo seleccionado usando el método GVS
coincide con el modelo verdadero con una probabilidad a posteriori de 0.1801 y el segundo
y tercer mejor modelo difieren al mejor modelo, solo en la presencia o no de algunos
coeficientes de la entrada exdgena en el primer régimen. Los tres modelos seleccionados
estan asociados con d = 2. En forma adicional se registra el nimero de veces de las 100
repeticiones que el modelo verdadero es declarado como el mejor modelo o el mejor o
segundo mejor modelo, llegando al 88 % y el 95 % de los ensayos, respectivamente.
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Figura 2.5. Grdficos cumuplot para: (a) agl), (b) bgl), (c) bgl), (d) cgl),
(¢) ag”, (F) 057, (9) (WD), () (KDY2, (i) r, modelo 1.

Se procede ahora, a estimar el resto de parametros del modelo TSARX. La estimacién
de los parametros autorregresivos en cada régimen, las ponderaciones de las varianzas de
cada uno de los regimenes, el valor umbral y rezago de las 100 repeticiones son resumidas
en la Tabla mostrando cada uno de los valores verdaderos, mas el promedio,
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desviacion estandar, los cuantiles 0.025 y 0.975 de las 100 medias a posteriori para cada
uno de los parametros. Ademds, se da el porcentaje de cobertura, que es el nimero de
veces que el verdadero valor del pardametro cae en el intervalo creible. Para d, la moda de
las 100 modas a posteriori es dada.

Todos los promedios de las medias a posteriori son cercanas a los valores verdaderos y los
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Figura 2.6. Grdficos Z-score de Geweke: (a) agl), (b) bgl), (c) bgl), (d) cgl),
(¢) ag”, (F) 057, (9) (WD), () (KD)2, (i) r, modelo 1.

intervalos de confianza del 95% de las medias a posteriori cubren los valores verdaderos.
Los porcentajes de cobertura son razonables y muy cercanas al 95 %. También, el rezago
d = 2 es correctamente identificado con el esquema muestral considerado.

En orden de asegurar que para cada parametro, las muestras MCMC convergen a la
distribucién a posteriori, se usan los graficos cumuplot y Z-score de Geweke en una de las
cien series de tiempo simuladas. Debido que existe una gran cantidad de parametros en
el modelo, solo se muestran algunas de ellas (Figuras y , donde se observan que la
convergencia es alcanzada en cada caso.

2.1.3. Diagnésticos del modelo.

En el paso cuatro de la metodologia propuesta, se conducen pruebas de residuales de
adecuacién del modelo. Para ello, en cada una de las 100 series de tiempo simuladas que
siguen el modelo dado en (2.1), se estiman w;, ¢ = 101,...,600, (ver la ecuacién (L.8)).
Esto se hace estableciendo el valor de k& en forma secuencial en 150,200, 250, ...,600 y
estimando wu; con (k—t) < 50 para cada k; luego, se calcula 0; los cuales son los residuales
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generalizados del modelo.

En la Tabla se listan las probabilidades empiricas de no rechazo de las pruebas de
Ljung y Box para los rezagos 1, 12 y 24 y de Jarque y Bera, obtenidas de las 100 series
simulados de la ecuacién . Se hace el cdlculo de los residuales generalizados y se
comprueba si ellos son independientes e idénticamente distribuidos como una normal y
asi determinar si el modelo considerado es el apropiado. Las probabilidades empiricas
estan entre 0.92 y 0.96, valores cercanos al valor nominal de 0.95 (nivel de significancia
de 0.05).
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Figura 2.7. (a) FAC muestral, (b) FACP muestral,
restduales generalizados del modelo 1.
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Figura 2.8. (a) Grdfico CUSUM, (b) grifico CUSUMSQ,

residuales generalizados del modelo 1.
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Tabla 2.5. Porcentajes de 100 repeticiones, para el cual el modelo ajustado es
hallado ser adecuado para el modelo 1, usando residuales generalizados.

LB, LBy, LBy JB
096 0.96 0.92 0.94

El nivel de significancia es 5 %.

Seguido, tomando una de las cien series de tiempo simuladas, se realizan graficos de
autocorrelaciéon muestral y autocorrelacion parcial muestral de los residuales generaliza-
dos (véase Figura [2.7), donde se verifica no autocorrelacién serial en dichos residuales.
Ademas, se presentan graficos CUSUM y CUSUMSQ), dados en la Figura indicando
que no hay evidencia de una especificacién incorrecta del modelo y de presencia de
heterocedésticidad marginal en {X;}, respectivamente.

2.1.4. Calculo y evaluacién de prondésticos.

Finalmente en el paso cinco, se ilustra el procedimiento de prondsticos desarrollado en la
seccion 1.7. El periodo muestral considerado fue 1-587, y el horizonte de pronéstico fue
588-600. En la Tabla se muestran los valores simulados, los prondsticos puntuales,
desviaciones estandar e intervalos creibles del 95 % promedios para X; y Z;, de las 100
series de tiempo simuladas del modelo , con h = 1,2,3,11,12 y 13; en la ultima
columna de la tabla, aparece el porcentaje de cobertura.

Para las variables X; y Z;, los valores de los prondsticos son muy cercanos a los
valores simulados; también, puede verse que todos los valores simulados caen en los
correspondientes intervalos creibles del 95 %, las desviaciones estdndar se incrementan a
medida que aumenta el horizonte de prondstico, y el porcentaje de cobertura son cercanos
al 95 %.

Ademads, se muestran las distribuciones predictivas para X; y Z;, (véase Figuras y
2.10) estimadas usando métodos kernel no paramétricos estdndar para una de las cien
series simuladas descritas anteriormente. Las distribuciones predictivas de las variables
de interés y de umbrales, se caracterizan por ser simétricas y unimodales, excepto para
h =11,12 y 13 de X;, que muestran asimetrias en forma negativa.



CAPITULO 2. UN ESTUDIO DE SIMULACION

31

Tabla 2.6. Prondsticos para las vartables Xy y Zy del modelo 1 con 100 repeticiones.

Horizonte (h) Xryn Xrsn D.E  1.C.95%  Cobertura
1 649 580 2.88 ( 0.10, 11.30) 94
2 576 574 348 (-1.12,12.51) 96
3 709 636 5.39 (-4.62,15.19) 95
11 6.72 6.35 854 (-11.96, 17.80) 100
12 748 641 856 (-11.89, 17.89) 100
13 6.12 634 860 (-12.05, 17.97) 100
Horizonte (h) Zpyn Zrsan D.E.  1.C.95%  Cobertura
1 425 436 099 (239, 6.32) 93
2 439 441 116 (213, 6.69) 95
3 414 444 121 (2.06, 6.83) 99
11 459 449 124 (205, 6.94) 98
12 472 449 125 (2.05, 6.93) 100
13 456 450 1.25  (2.04, 6.95) 100
(a) (b}
5 *
(c) (d)
= P N B N
(e} (i
I N B B N

Figura 2.9. Distribuciones predictivas para la variable Xy modelo 1, (a) h=1,

(b) h=2, (¢c) h=3, (d) h=11, (e) h=12, (f) h=13, pasos adelante.
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Figura 2.10. Distribuciones predictivas para la variable Zt modelo 1, (a) h=1,

(b) h=2, (¢) h=3, (d) h=11, (e) h=12, (f) h=13, pasos adelante.

2.2. Modelo 2.

Ahora se asume que, {X;} sigue el modelo TSARX(3;1,2,1;1,1,2;2,1,0)4 dado por
1.32 - 0.20X;_1 +0.60X;_4 + 0.12X;_5 +2.322;_4
—2.00Zt_2 + 3615, st Zt—l S 1,

1.92 +0.20X; 1 + 0.30X; 2 + 0.50X; 4 — 0.10X;_5
—0.15X; ¢ — 1.50Z; 1 + ¢, st < Zi—1 <71,

—2.34+0.50X;_1 +0.20X¢—4 — 0.10X¢_5 + 0.10.X;_g
—0.05X¢_9 + 2¢, 8t Ly_1 > 1o,

donde {Z;} es un modelo AR(5) multiplicativo, Z; = 1.8040.60Z;_140.50Z;_4—0.30Z;_5+
2ay, con {a;} ~ RBG(0,1) mutuamente independientes de {e;}, r1 =8.22, ro =10.77 son
respectivamente, el primer y tercer cuartil de Z;_;1. Es bien conocido que {Z;} es una
cadena de Markov homogénea de orden cinco.

2.2.1. Analisis exploratorio de los datos.

En el paso uno, el andlisis exploratorio con la aplicacién de raices unitarias y graficos
a las series de tiempo {X;} y {Z;} dadas en (2.2)), son realizadas. En la Tabla se
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presentan las pruebas DFA y OCSB para X; y Z; del modelo 2. En los dos casos, no
hay evidencia de presencia de raices unitarias y raices unitarias estacionales en las series
de tiempo simuladas, considerando un nivel de significancia del 5%. En la Figura
se exhiben las dos series simuladas, con 600 observaciones. En las gréaficas de las series
se detalla cierto comportamiento estable y no hay evidencia de un comportamiento
estacional, por lo cual se requieren de otras herramientas para asegurar o descartar la
presencia de estacionalidad en las dos series. Para ello, en la Figura para {X;} se
logra identificar autocorrelaciones significativas en los primeros dos rezagos, seguido de
los rezagos cuatro y ocho; mientras, para {Z;} (véase Figura las autocorrelaciones
son significativas hasta el rezago cinco. El IMP para las dos series muestran mayor
significancia en las dependencias mutuas entre W; y W;_4, que lo presentado en el mode-
lo dado en , para el rezago 12. Los anteriores hallazgos son los esperados para X; y Z;.

Tabla 2.7. Pruebas de raices unitarias y raices unitarias estactonales para el modelo 2.

X, Zy
Estadistica DFA -3.824  -4.385
Valor p 0.017  0.010

Estadistica OCSB  -9.926 -13.150
Valor critico del 5% -1.893 -1.893

(a)

o

e —

e

o

Al T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600

(b)

E -

o
T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600

Figura 2.11. (a) X; variable de interés, (b) Z; variable de umbrales, modelo 2.
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Figura 2.13. Para Z;, (a) FAC muestral, (b) FACP

muestral, (¢) IMP muestral, modelo 2.
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Figura 2.15. Para Z;, (a) AR multiplicativo con BIC minimo,
(b) diagramas de caja por trimestres, modelo 2.

Un analisis complementario se da en la Figura m para {X;}, y la Figura para
{Z,}. En las dos series se pueden apreciar un ajuste de un modelo de series de tiempo
lineal mediante un posible SAR(5) multiplicativo usando el BIC minimo; ademés, en las
graficas de diagramas de caja presentan casi medias iguales entre trimestres, pero distinta
variabilidad.

También se puede ver, correspondiente al modelo dado en la ecuacién (2.2), que algunas
raices de los polinomios caracteristicos ¢(w) = 1 4 0.20w — 0.60w* — 0.12w® para el
régimen uno, ¢o(w) = 1 — 0.20w — 0.30w? — 0.50w* + 0.10w® + 0.15w’ para el régimen
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dos, y ¢3(w) = 1 — 0.50w — 0.20w* + 0.10w> — 0.10w® + 0.05w? para el régimen tres, le
corresponden un periodo de longitud 2 y 4, lo cual indica presencia de ciclos estacionales
en {X;}.

2.2.2. Resultados de la estimacion.

En el paso dos y tres de la metodologia propuesta, se usan 100 repeticiones con tamaio
de muestra T' = 600 del modelo . Para cada conjunto de datos, se corre 12.000
iteraciones MCMC y un periodo de calentamiento de 6.000 iteraciones. Aqui se evalua
el funcionamiento de la prueba Bayesiana de estacionalidad propuesta en este trabajo,
y también, la identificacién del modelo y estimacién de parametros del modelo dado en
. En la prueba Bayesiana de estacionalidad multiplicativa por regimenes se requiere
estimar parametros de un modelo TARX con tres regimenes, con ki = k3 = ki = 2,
K} = K5 = K3 =2, ¢f =¢5 = q; =2 6rdenes autorregresivos maximos y s = 4.

Los hiperpardmetros y valores iniciales para cada uno de los parametros, son los mismos
que se consideraron para el modelo 1 de la seccién 2.1, salvo que se extienden a tres
regimenes. Tal es el caso, para r(®) = (r1,72) = (go.25{Zi—a}, 90.75{Z1—a})’ v los tamanos
de paso 0,1 = o9 = 0.025 del Algoritmo 2, para generar muestras de r. El nimero de
aciertos de la prueba estadistica Bayesiana es como minimo 94 de las 100 repeticiones,
en los tres regimenes. Si 2In(FB;) > 6, j = 1,2,3 se considera un acierto de la prueba
en cada régimen (véase seccién 1.4). Para la identificacién del nimero de regimenes,
se consideran modelos candidatos TSARX con [ = 1,2,3,4,5. Se tienen en cuenta los
hiperparametros y valores iniciales para cada uno de los modelos candidatos dados en la
seccién 2.1.

Tabla 2.8. Probabilidades medias a posteriori y DIC promedio para seleccion
del nimero de regimenes para el modelo 2 (100 repeticiones).

[=1 [ =2 [=3 =4 [=5
Prob. media ~ 0.00000 0.00037  0.983  0.0161  0.00053

a posteriori
DIC promedio 4105.37 3430.56 2225.89 2576.93 2636.60

En la Tabla se muestran las probabilidades a posteriori promedio y DIC promedio de
los TSARX candidatos. Se puede observar que el nimero de regimenes asociado con la
probabilidad a posteriori més grande es tres, coincidiendo dicha elecciéon con el valor DIC
promedio més pequeno. En forma adicional, se calculd el nimero de veces que cada modelo
candidato fue elegido de las 100 repeticiones. El modelo verdadero fue seleccionado 93 de
las 100 series simuladas, usando el método de Congdon (2006) y 82 de las 100 series con el
DIC. Lo cual indica que el método de Congdon es eficiente en la identificacion del ntimero
de regimenes en los dos ejemplos simulados bajo objeto de estudio.

Seguido, se estimé los érdenes autorregresivos del modelo TSARX empleando el método
GVS descrito en la seccién 1.3. Se consider6 | =3y ki =k = k3 =2, K] = K; = K3 =2
Yy ¢i = ¢5 = q3 = 2 fijos, luego el modelo verdadero se puede expresar en forma matricial
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Tabla 2.9. Los mejores tres modelos identificados usando
el método GVS, para el modelo 2 de 100 repeticiones.

0101 01 1
Mejor 1 1 11 01 0
11 0{1 1{0 0

(0.1456)
1 1 0|1 01 1
Segundo mejor 11 1(1 0|1 0
1 1 0|1 110 0

(0.0973)
0101 01 1
Tercer mejor 01 1/1 01 0
1 1 0(1 1/0 0

(0.0651)

Los paréntesis muestran las correspondientes probabilidades
a posteriori. Los tres modelos estdn asociados con d = 1.

Ccomo
S| M| Ny 1 10/1 011
SolMs [Ny =111 1/1 010
S3 | M3 | N3 1 1 0/1 1/00

Se presentan en la Tabla los tres mejores modelos seleccionados, segtin las probabi-
lidades a posteriori de ocurrencia mas alta. Se tiene que el segundo modelo elegido por
el método GVS es el modelo verdadero, con una probabilidad a posteriori de 0.0973 y el
primer y tercer mejor modelo difieren del modelo verdadero, solo en los coeficientes de
los interceptos del primer y segundo régimen del modelo. Los tres modelos seleccionados
estan asociados con d = 1. También, se llega a que 80 de las 100 repeticiones, el mode-
lo verdadero es declarado como el mejor modelo y 96 de las 100 repeticiones, el modelo
verdadero se elige como el mejor o segundo mejor modelo. El método GVS posee buenos
resultados, en las dos series de tiempo simuladas dadas.

A continuacién, se estiman el resto de pardmetros del modelo TSARX simulado. Esti-
maciones Bayesianas son presentadas en la Tabla la cual contiene los promedios de
los valores verdaderos de los parametros, medias a posteriori, errores estandar, intervalos
creibles del 95 % junto con el porcentaje de cobertura, de las 100 replicaciones del modelo
dado en (2.2). Las estimaciones puntuales no son significativamente diferentes de sus
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Tabla 2.10. Estimacion de pardmetros para el modelo 2 de 100 repeticiones.

Pardmetro Verdadero Estimacién D.E. I.C. 95 % Cobertura

al 1.32 1.25 1.08  (-0.87, 3.36) 95
al” -0.20 020  0.02 (-0.24,-0.15) 96
bV 0.60 0.60 0.01 ( 0.57, 0.62) 98
Y 2.32 2.31 017 (1.97, 2.64) 95
SV -2.00 198 012 (-2.22,-1.74) 99
al? 1.92 1.85 0.72  (0.42, 3.28) 96
al? 0.20 0.20 0.01 (0.18, 0.22) 99
al? 0.30 0.30 0.01 (0.28, 0.32) 98
b\ 0.50 0.50 0.01 (0.48, 0.52) 99
2 -1.50 -1.49 0.08 (-1.65,-1.33) 98
al? -2.34 -1.73 159  (-4.80, 1.40) 97
al? 0.50 0.50 0.02  ( 0.47, 0.54) 98
b\ 0.20 0.20 0.02 ( 0.16, 0.25) 96
bsY) 0.10 0.10 0.02 (0.06, 0.14) 97
(R1)? 9 9.41 0.51 (8.08, 10.01) 98
(R)? 1 1.22 0.11  (0.21, 1.90) 95
(R3))? 4 3.95 1.36  (3.32, 4.75) 96
r 8.22 7.53 0.01 (7.50, 8.94) 08
re 10.77 1046 0.01 (10.23, 11.45) 97
d 1 1(100)*

* Namero de veces (de un total de 100) donde el rezago 1 es elegido.

valores verdaderos, cada intervalo creible del 95% contiene el valor verdadero y los
porcentajes de cobertura parecen bastante razonables, en su mayoria cerca al 95%.
También, el rezago d = 1 es correctamente identificado de todas las 100 repeticiones del
modelo. En resumen, las estimaciones de los parametros parecen trabajar bien para los
modelos TSARX usando la metodologia propuesta.

En seguida, se presentan graficos cumuplot y Z-score de Geweke, de algunos de los pardme-
tros del modelo dado en (2.2), (véase las Figuras y [2.17)), con el fin de verificar con-
vergencia a las respectivas distribuciones a posteriori. Se observa que el esquema muestral
propuesto genera iteraciones MCMC que convergen rapidamente a las distribuciones a
posteriori deseadas.
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2.2.3. Diagnésticos del modelo.

En el paso cuatro, se verifica la adecuacién del modelo a través de los residuales
generalizados. Para cada una de las 100 series de tiempo simuladas del modelo dado en la
ecuacion , se estiman v; = ® 7! (wy), t = 101,...,600 y seguiendo la metodologia dada
en la secciéon 1.6. En la Tabla se dan las probabilidades empiricas de no rechazar
normalidad (prueba de Jarque y Bera) y no autocorrelacién (prueba de Ljung y Box)
para los rezagos 1, 4 y 8, logradas de las 100 repeticiones. Las probabilidades empiricas
mencionadas estan entre 0.93 y 0.97, las cuales son valores cercanos al valor nominal de
0.95, indicando que las pruebas estadisticas aplicadas a los residuales generalizados son
utiles en la validacién de los modelos TSARX.

-0.10 0.00
I

-0.10 0.00
I

Figura 2.18. (a) FAC muestral, (b) FACP muestral,
residuales generalizados del modelo 2.

Ahora, usando solo una de las series de tiempo simuladas del modelo dado en (2.2)), se
procede a determinar independencia, especificacion correcta del modelo y no presencia de
heterocedasticidad marginal en el modelo, mediante el andlisis de las Figuras y
las cuales corroboran un adecuado ajuste del modelo.

Tabla 2.11. Porcentajes de 100 repeticiones, para el cual el modelo ajustado es
hallado ser adecuado para el modelo 2, usando residuales generalizados.

LB, LBy LBs JB
0.95 096 097 0.93

El nivel de significancia es 5 %.
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Figura 2.19. (a) Grdfico CUSUM, (b) grdfico CUSUMSQ,
restduales generalizados del modelo 2.

2.2.4. Calculo y evaluacion de prondésticos.

Por 1ltimo en el paso cinco, se usa el método de prediccién Bayesiana dado en la seccion
1.7, para generar prondsticos de X; y Z; de las distribuciones predictivas, para unos
valores h determinados. El periodo muestral fue 1 — 594, y el horizonte de prondstico
fue 595 — 600. En la Tabla se listan los promedios de los valores simulados,
prondsticos puntuales, desviaciones estandar, intervalos creibles del 95% y porcentajes
de cobertura de las 100 repeticiones de las series de tiempo {X;} y {Z;} dadas en (2.2)),
con h =1,2,3,4,5,6. Se puede concluir que, los prondsticos puntuales son muy cercanos
a los valores simulados, las desviaciones estandar se incrementan a medida que aumentan
el valor de h y los porcentajes de cobertura son cercanos al 95 %.

Adicionalmente, se calcula las distribuciones predictivas de X; y Z;, de una serie del con-
junto de cien series simuladas, que se presentan en las Figuras[2.20]y respectivamente.
Se puede notar que, las distribuciones predictivas en ambas series, son simétricas y unimo-
dales para todos los h tomados. Lo anterior, nos lleva a decir, que la metodologia propuesta
posee buenos resultados para realizar prondsticos en los modelos TSARX.
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Tabla 2.12. Prondsticos para las variables Xy y Z; del modelo 2 con 100 repeticiones.

Horizonte (h) Xryn Xryn D.E.  LC.95%  Cobertura
1 10.08 -9.98 274 (-15.34, -4.47) 98

2 1049 -11.58 6.80 (-22.96, 0.12) 94
3 -12.02 -11.83 7.64 (-24.68, 1.42) 95
4 1027 -11.03  8.08  (-25.59, 3.08) 98
5 -10.50 -10.83 849  (-26.56, 3.97) 93
6 -11.23 -11.95 9.04 (-30.09, 4.25) 100
Horizonte (h) Zryn Zron D.E.  LC.95%  Cobertura
1 9.03 929 200 (5.37, 13.21) 93
2 856 895 233 (4.38,13.52) 95
3 834 888 243 (4.09,13.65) 99
4 8.66  9.13 247 (4.27,13.97) 98
5 881 917 277 (3.72, 14.60) 100
6 861 899 287 (3.35, 14.63) 100
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Figura 2.20. Distribuciones predictivas para la variable Xy modelo 2, (a) h=1,
(b) h=2, (¢c) h=3, (d) h=4, (e) h=5, (f) h=06, pasos adelante.
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Figura 2.21. Distribuciones predictivas para la variable Z; modelo 2, (a) h=1,
(b) h=2, (¢c) h=3, (d) h=4, (e¢) h=5, (f) h=6, pasos adelante.



CAPITULO 3

Una aplicaciéon en economia

En este capitulo se aplica la metodologia propuesta a series de tiempo econémicas men-
suales.

3.1. Analisis exploratorio de los datos.

Las series de tiempo iniciales son la tasa de desempleo total mensual Colombiana, TDy,
y el indice de seguimiento econémico mensual Colombiano con base 2005, ISE;. La tasa
de desempleo es la relacion porcentual entre el nimero de personas que estan buscando
trabajo y el ntimero de personas que integran la poblacién econdémicamente activa
(DIMPE, 2016); ademds, la tasa de desempleo es un indicador muy importante para el
analisis macroeconémico, ya que tiene la caracteristica de indicar las principales senales
del estado de la economia (véase, Leamer, 2009).

Una caracteristica principal de la tasa de desempleo es la dinamica contraciclica asimétrica
en las fases del ciclo econémico; es decir, el comportamiento dindmico de la tasa de
desempleo es generalmente caracterizado, por etapas de incremento durante recesiones y
disminuciones lentas, durante las expansiones (véase, Skalin y Terdsvirta, 2001). De otro
lado, el ISE; es un indice sintético cuyo fin es proporcionar una medida de la evolucién
de la actividad real de la economia Colombiana en el corto plazo, el cual se ajusta a la
metodologia utilizada en las cuentas nacionales trimestrales, compuesto por un conjunto
heterogéneo de indicadores mensuales representativos de las actividades econdémicas
(DSCN, 2016). En la Figura (a) y (b), se dan las gréficas de las series de tiempo TD;
e ISE;, respectivamente; donde se puede ver, que la relacién dindmica inversa entre las
dos variables es clara y se evidencia cierto comportamiento estacional en las dos series de
tiempo.

Multiples trabajos en estudios empiricos se han orientado al analisis de la dindmica
contraciclica asimétrica y no linealidad de umbrales de la tasa de desempleo; entre
los que se cuentan, Rothman (1998) quien comparé el desempeno en prondsticos de

44
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algunos modelos de series de tiempo lineales con modelos SETAR y STAR, ajustadas a
la tasa de desempleo de Estados Unidos, superando en precisién los modelos no lineales
a los lineales. Koop y Potter (1999) usaron un modelo SETAR con dos regimenes
para ajustar la tasa de desempleo de Estados Unidos, a partir del cual encontraron
mejores resultados en prondsticos en comparacién con un modelo ARMA. Skalin y
Terdsvirta (2001) modelaron la asimetria observada en la tasa de desempleo de varios
paises Europeos mediante un STAR; mientras que, Vivas (2011) estudia la dindmica
del crecimiento anual de la tasa de desempleo trimestral Colombiano y el indice de
confianza industrial trimestral para Colombia, en el periodo de 1985 hasta 2011 con
un modelo TAR, hallando que el crecimiento anual de la tasa de desempleo trimes-
tral se caracteriza por seguir una dindamica inversa a la evolucién de la confianza industrial.

C)
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Figura 3.1. (a) TD,, tasa de desempleo total mensual Colombiana, (b) ISE;, indice
de sequimiento economico mensual Colombiano, con base 2005.

En nuestro analisis, nos enfocamos en el crecimiento de la tasa de desempleo mensual
Colombiana, X; = T Dy — TD;_1 como variable de interés y el crecimiento mensual de
la transformacién logaritmica del indice de seguimiento econémico mensual Colombiano,
Zy = (In(ISE:)—In(ISE:_1)) x 100 (en porcentaje) como variable de umbrales. El periodo
muestral es desde Febrero 2001 hasta Diciembre 2016 (191 observaciones). Los datos son
suministrados por el DANE, entidad encargada del estudio y difusién de las estadisticas
oficiales de Colombia.

En la Tabla se muestran resultados de las pruebas de raices unitarias DFA y raices
unitarias estacionales OCSB, para las variables de interés y de umbrales de los datos
empiricos. Solo la hipétesis nula de raiz unitaria estacional no se rechaza para Z; con un
valor critico al nivel del 5%. Las series de tiempo {X;} y {Z;} son dadas en la Figura
(a) y (b), respectivamente. {X;} presenta picos positivos anuales (eneros); mientras,
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Tabla 3.1. Pruebas de raices unitarias y raices unitarias
estacionales para los datos empiricos.

X Zy
Estadistica DFA -8.202 -8.000
Valor p 0.010 0.010

Estadistica OCSB  -3.562 -1.449
Valor critico del 5% -1.803 -1.803

{Z;} presenta picos negativos muy pronunciados anuales (eneros). Esto indica cierto
comportamiento estacional en ambas series, heredadas de las series de tiempo originales.
También puede observarse que las series no tienen tendencias, pero si ciclos estacionales.
Por lo tanto, las series no son estacionarias.

(a)

2000 2005 2010 2015

(b)

5 0 5
|

2000 2005 2010 2015

Figura 3.2. (a) Xy, crecimiento de la tasa de desempleo total mensual Colombiana,
(b) Z:, crecimiento mensual de la transformacion logaritmo del ISE;.

En las Figuras y se muestran autocorrelogramas y el IMP para {X;} y {Z;},
respectivamente. En los dos casos, las FAC muestral, muestran rezagos estacionales que
no terminan de descender y las FACP e IMP se identifican correlaciones significativas en
los primeros rezagos y en los rezagos 12, 24 6 36. Seguido, en la Figura para {X;} y
Figura para {Z;}, se observan un ajuste de un posible modelo AR(26) multiplicativo,
en las dos series de tiempo, siguiendo el criterio BIC minimo. En cuanto a los diagramas
de caja, para {X;} presenta una distribucién con valores mas altos en los meses de enero,
y una distribucién con valores més bajos en los meses de marzo; en cambio, para {Z;} se
observa una distribucién con valores més bajos en los meses de enero, y una distribucién
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con valores mas altos en los meses de octubre. En resumen, el analisis exploratorio
realizado a las series de tiempo, llevan a deducir que {X;} requiere un modelo que capture
las estacionalidad detectada.

0.0

-04

070 085 1.00

Figura 3.3. Para X, (a) FAC muestral, (b) FACP
muestral, (¢) IMP muestral, datos empiricos.

-04 00 04 -0.4 02 06

070 0.80 090 1.00

Figura 3.4. Para Z;, (a) FAC muestral, (b) FACP
muestral, (¢) IMP muestral, datos empiricos.
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Siguiendo las evidencias de ciclos estacionales que muestran las Figuras [3.4] y [3.6] para la

variable de umbrales, se ajusta un modelo AR(26) multiplicativo a Z;, segin el criterio
BIC minimo.
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Figura 3.5. Para X, (a) AR multiplicativo con BIC minimo,
(b) diagramas de caja por meses, datos empiricos.
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Figura 3.6. Para Z;, (a) AR multiplicativo con BIC minimo,
(b) diagramas de caja por meses, datos empiricos.

La Tabla exhibe las estimaciones de los pardmetros del modelo AR en mencién. Se
puede notar, en los parametros estimados, que el crecimiento mensual de la transformacién
logaritmica del ISE;, se encuentra afectado en forma inversa por los dos anteriores meses
y en la componente estacional por uno y dos anos anteriores, afectado en forma directa.
Los residuales del modelo ajustado poseen un buen comportamiento, ya que se asemejan
a un proceso de ruido blanco Gaussiano (véase Figura .
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Tabla 3.2. Ajuste de un modelo AR(26) multiplicativo para la variable de umbrales.

*Criterio de informacion de Akaike del modelo AR(26) multiplicativo sin intercepto.

1

04 08

00

Parametro Estimacion E.E. Valor ¢ wvalor p

ap 0.20 0.99 0.21 0.83
ax -0.53 0.07 -7.17 0.00
as -0.21 0.06 -2.87 0.01
by 0.60 0.07  8.51 0.00
by 0.38 0.07  5.39 0.00
h? 1.565
AIC 720.03
*AlC si 718.07
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Figura 3.7. Residuales del modelo AR(26) multiplicativo para Z,

(a) series de tiempo, (b) FAC muestral, (c) QQ-norm y
(d) estadisticas de Ljung y Box con diferentes rezagos.



CAPITULO 3. UNA APLICACION EN ECONOMTA 50

3.2. Resultados de la estimacion.

Los 6rdenes autorregresivos maximos preespecificados k*, K*, y ¢*, son elegidos de un
modelo ARX(k + sK, q) que mejor se ajuste a los datos empiricos, de acuerdo al criterio
DIC minimo. Se toman modelos ARX candidatos, con £ = 0,1,2,3,4,5, K =0,1,2,3, y
q=0,1,2,3,...,15 y s = 12. Se obtuvo los valores k* = 3, K* = 2 y ¢* = 2. Estos valores
se fijan para aplicar la prueba de no linealidad de umbrales de Tsay (1998), la prueba
estadistica Bayesiana de estacionalidad propuesta, el método de Congdon y la técnica GVS.

A continuacién, se procede a aplicar la prueba de no linealidad de umbrales para rezagos
d=0,1,...,10, érdenes autorregresivos k + sK = 27 y ¢ = 0,2 y 15. La hipétesis nula
de linealidad de umbrales ARX(k + sK, q) es rechazada para diferentes rezagos al 1 %; en
particular, parad =0, k +sK =27, q=0y parad =3, k+ sK =27, ¢g =0y 2. Estos
resultados se muestran en la Tabla 3.3

Tabla 3.3. Prueba de no linealidad de umbrales (Tsay, 1998) para los datos
empiricos, considerando diferentes drdenes autorregresivos y valores d.
k+sK=27y q=0
d 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Estadistica F 2.54 1.37 096 158 1.01 1.51 1.67 1.06 1.18 1.19 1.52
Valor p 0.00 0.13 0.53 0.05 0.46 0.07 0.03 0.40 0.26 0.25 0.07

k+sK=27y q=2
d 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Estadistica F 247 1.39 0.87 186 0.86 1.52 132 0.93 145 1.51 1.85
Valor p 0.00 1.39 0.67 0.001 0.68 0.06 0.14 0.58 0.08 0.06 0.01

k+sK=27y q=15
d 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Estadistica F 1.32 1.12 1.13 1.08 0.64 1.13 099 1.12 0.84 0.72 1.53
Valor p 0.14 0.32 031 037 095 031 0.50 0.32 0.74 0.88 0.05

Lo anterior, permite considerar un modelo TARX dado en (1.2) con minimo dos
regimenes, que se precisa en la prueba de estacionalidad dada en la seccién 1.4. Para la
prueba Bayesiana de estacionalidad multiplicativa por regimenes, se consider6 [ = 2 y 3
regimenes en un modelo TARX. Se requiere en forma intrinsica estimar pardmetros de
un modelo TARX(2; 3, 3;2,2;2,2) maximal y de un modelo TARX(3;3,3,3;2,2,2;2,2,2)
maximal, para nuestros datos empiricos.

Las salidas MCMC para el andlisis a posteriori son de nuevo basadas sobre 6.000
iteraciones después de un periodo de calentamiento de 6.000. Los hiperparametros y
valores iniciales para cada uno de los parametros de los modelos TARX, son los mismos
que se usaron para los modelos 1 y 2 simulados, del capitulo 2. En la Tabla se lista
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los resultados de la prueba de estacionalidad. Un modelo TSARX multiplicativo con dos
regimenes es el opcionado, de acuerdo a la prueba de estacionalidad. Para el caso de [ = 3
regimenes, el segundo régimen no evidencia presencia de estacionalidad multiplicativa
dado en (1.2).

Tabla 3.4. Prueba de estacionalidad multiplicativa
por regimenes para los datos empiricos.

[ =2 =3
2In(FBy) = 321.20 2In(F B;) = 9.464 x 10%
2In(F' By) = 240611.40 2In(FBy) = 1.698 x 1072

2In(FBs) = 1.649 x 1028

Se prosigue a estimar el ntimero de regimenes y ordenes autorregresivos de un modelo
TSARX. Valores de los hiperpardmetros y valores iniciales de los parametros para cada
modelo TSARX candidatos, son iguales a los descritos en la seccién 2.1. La probabilidad a
posteriori del nimero de regimenes de un TSARX con j = 1,2, 3,4, 5 regimenes ajustados
a los datos empiricos, es dada en la Tabla donde se puede ver que el ntmero de
regimenes asociado con la probabilidad a posteriori més grande es dos. Este resultado se
corrobora con el valor DIC més pequeiio y con lo obtenido en la prueba de estacionalidad.

Tabla 3.5. Probabilidades a posteriori y DIC para la seleccion del nimero
de regimenes de un modelo TSARX para los datos empiricos.

=1 =2 [=3 =4 =5
Prob. a posteriori 0.00021 0.91054 0.00138 0.00168 0.08619
DIC 2088.29 1304.98 1830.86 1838.24 1312.73

En la Tabla se observan los tres mejores modelos basado sobre las probabilidades a
posteriori para la matriz de variables latentes formada por S;, M; y Nj, j = 1,2. Las
probabilidades de los mejores tres modelos TSARX con dos regimenes para los datos
empiricos son 0.2122, 0.1536 y 0.1078. Los tres modelos estdn asociados con d = 3.
Los tres modelos, se ven muy similares. En efecto, ellos tienen la misma estructura en
el segundo régimen y difieren principalmente en las entradas de los coeficientes agl) y
bgl). Se elige el mejor modelo y se estiman el resto de pardmetros (estimacién puntual,
desviaciones estandar e intervalos creibles del 95 %), los cuales se presentan en la Tabla

Siguiendo los resultados de las Tablas v 3.7, el modelo TSARX multiplicativo es dado
en forma explicita por

—0.22 = 0.47X;_1 +0.53X;_12 + 0.25X;_13 + v 0.36¢;, st Zi—3 < 1.80,

X —0.70X;_1 — 0.58X;_9 — 0.47Xy_3 + 0.40X;_10 + 0.28 X;_13
4+0.23X: 14 + 0.19X;_15 + 047Xy _o4 + 0.33X_o5 + 0.27X;_96

40.22X;_97 + v/ 0.46¢;, st Zy_3 > 1.80,
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siendo Z; = —0.53Z;_1 — 0.21Z;_9 + 0.60Z;_12 + 0.32Z;_13 + 0.13Z;_14 + 0.38Z;_24 +
0.20Z;_925 4+ 0.08Z;_26 + V1.57a;. Algunas raices de los correspondientes polinomios
caracteristicos de los regimenes del modelo TSARX hallado, poseen un periodo de
longitud 3, 6, 12 6 24, indicando ciclos estacionales.

Una interpretacion del modelo TSARX ajustado a los datos empiricos es el siguiente: ante
todo, solamente dos regimenes para el crecimiento de la tasa de desempleo total mensual
Colombiana son detectadas, lo cual podria denominarse como regimenes del crecimiento
mensual de la transformacion logaritmo del ISE;, bajo y alto. En el régimen bajo, también
se incluye los picos negativos mds pronunciados. Ademds, es interesante notar que (1)
para el primer régimen, el intercepto es negativo y afecta las épocas de recesién de la
economia en un 22 %, esto refleja el impacto economico que posee el crecimiento de la
tasa de desempleo en dicho periodo; por el contrario, en las épocas de expansién de la
economia que es modelado por el segundo régimen, el intercepto es nulo evidencia de una
rapida recuperacién econémica, (2) el modelo SAR multiplicativo del segundo régimen es
de 6rdenes autorregresivos méas altos que las del primer régimen, (3) los coeficientes de
la componente no estacional son de signos negativos, y los coeficientes de la componente
estacional son de signos positivos y de magnitud similar, en los dos regimenes del modelo.

Esto indica que, existe una relacién inversa del crecimiento de la tasa de desempleo total

Tabla 3.6. Los mejores tres modelos identificados usando
el método GVS, para los datos empiricos.

\Meior 11001 0]00

€Jo 01111 1]00
(0.2122)

Serundo me 11001 1]00

egun OmeJOI' 0 1 1 1 1 1 O O
(0.1536)

- . 11011 0]00

ercer mejor 0 1 1 1 1 1 O O
(0.1078)

Los paréntesis muestran las correspondientes probabilidades
a posteriori. Los tres modelos estdn asociados con d = 3.

mensual, con los meses inmediatamente anteriores, maximo de tres meses y una relaciéon
directa con uno o dos anos atras, en ambos regimenes. (4) las varianzas de los regimenes,
son similares, y (5) el crecimiento mensual de la transformacién logaritmica del indice de
seguimiento econémico, afecta el crecimiento de la tasa de desempleo, lo que le suceda
tres meses antes.

En las Figuras y se muestran los graficos cumuplot y Z-score de Geweke,
respectivamente, para algunas de las cadenas MCMC de los pardmetros estimados.
La convergencia, a las distribuciones a posteriori, es casi inmediata y claramente bien
alcanzadas, después del periodo de calentamiento en cada caso considerado.
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Tabla 3.7. Estimacion de pardmetros para los datos empiricos.

Parametro Estimacién D.E. I.C. 95 %

al -0.22 0.06 (-0.35, -0.09)
alV 047  0.07 (-0.61,-0.33)
bl 0.53 0.08 (0.37, 0.68)
al? 070 013 (-0.94, -0.44)
al? 058 014 (-0.84,-0.31)
al? 047 013 (-0.73,-0.21)
b\ 0.40 0.09 (0.22, 0.58)
b 0.47 0.09 (0.30, 0.66)
(h(D)2 0.36 0.05 (0.27, 0.48)
(R)2 0.46 0.07 (0.34, 0.63)
r 1.80 0.09 (1.56, 1.94)
d 3(96 %)*

* Frecuencia porcentual del rezago estimado.
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Figura 3.8. Grdficos cumuplot para: (a) a((]l), (b) agl), (c) bgl), (d) a§2), (e) bgz),
(f) bgz), (9) (K2, (h) (K®)2, (i) r, datos empiricos.
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Figura 3.9. Grdficos Z-score de Geweke: (a) a(()l), (b) agl), (c) bgl), (d) a?), (e) b(12),
(1) 0, (9) (W)2, (h) (M2, (i) 7, datos empiricos.

3.3. Diagnésticos del modelo.

Para conducir el chequeo de diagnésticos para el modelo que se ajusté a los datos empiricos,
se produce los residuales generalizados oy = ® (i), t = 51,...,203. Para aplicar la
prueba de Ljung y Box para rezagos 1, 2, 3, 12 y 24 y la prueba de Jarque y Bera, 153
0¢ fueron obtenidos. Las estadisticas de prueba y el valor p correspondientes son dadas en
la Tabla En todos los casos, no se rechaza las hipotesis nulas de no autocorrelacién
cero y normalidad, tomando un nivel de significancia del 5%. Estos resultados sugieren
que el modelo TSARX con dos regimenes elegido ajusta los datos empiricos bajo estudio
bastante bien. Las Figuras y muestran los autocorrelogramas, graficos CUSUM
y CUSUMSQ, los cuales corroboran un adecuado ajuste del modelo.

Tabla 3.8. Pruebas de Ljung y Box para diferentes rezagos (LB) y de Jarque y Bera (JB)
aplicada a los residuales generalizados del modelo TSARX ajustado a los datos
empiricos. El valor p de la prueba estd en paréntesis.

LB, LB, LB; LB, LBoy JB
1.01313  1.06389  1.33908  8.35656  16.56653 38.55404
(0.31415) (0.58746) (0.71987) (0.75668) (0.86655) (0.25323)
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Figura 3.10. (a) FAC muestral, (b) FACP muestral, residuales
generalizados de los datos empiricos.
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Figura 3.11. (a) CUSUM, (b) CUSUMSQ residuales

generalizados de los datos empiricos.
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3.4. Calculo y evaluacion de pronésticos.

Finalmente, se procede a obtener algunos prondsticos para las variables X; y Z;. Hay un
total de 6.000 iteraciones MCMC de Zryn y X7yn, h = 1,2,3,11,12, y 13 simuladas de
las distribuciones predictivas, que surgen de usar el Algoritmo 4 de la seccién 1.7.

En la Tabla se presentan los prondsticos en mencién, iniciando en enero de 2017
(h = 1) hasta enero de 2018 (h = 13). En la Tabla se incluyen los valores verdaderos,
estimaciones puntuales, desviaciones estandar y estimaciones por intervalo del 95 %, de
los diferentes h. Se puede notar que en ambas variables (1) las estimaciones puntuales de
los prondsticos son muy cercanas a los valores observados, (2) las desviaciones estdndar
aumentan con valores de h mas grande, y (3) todos los valores observados caen en los
intervalos creibles.

Tabla 3.9. Prondsticos para las variables de interés y de umbrales de los datos empiricos,
mediante un TSARX.

Horizonte (h) Xrpn Xrpn D.E. LC.95%

1 299 216 076 ( 0.67, 3.66)
2 123 -0.99 080  (-2.64, 0.81)
3 2080  -0.36  0.80  (-2.10, 1.31)
11 2019 -0.74 085  (-2.47,0.91)
12 026 096 090 (-0.76, 2.79)
13 313 242  1.08  (0.28, 4.56)
Horizonte (h)  Zryn Zpyn D.E. LC.95%
1 15.64 -1479 125 (-17.23,-12.32)
2 564 -4.95 140 ( -7.74, -2.18)
3 346 297 141 ( 019, 5.75)
11 217 146 143 (-1.32, 4.25)
12 226 210 145 (-0.67, 4.89)
13 1478 -14.77 161 (-17.93, -11.61)

Adicionalmente, de las distribuciones predictivas para el horizonte de prondstico h tomado
para las dos variables X; y Z;, se pueden concluir que estas son unimodales y simétricas
(véase Figuras y . También se puede decir que, las estimaciones puntales y
por intervalo siguen un patron estacional que se repite cada doce meses, capturando la
dindmica de los datos empiricos, caracteristica que se puede observar en la Figura |3.14
En resumen, los prondsticos obtenidos para la variable de interés y de umbrales son
eficientes.
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Conclusiones

En este trabajo se propone un modelo autorregresivo de umbrales, denominado TSARX,
el cual puede usarse para capturar estacionalidad multiplicativa dependiente del régimen.
El modelo propuesto es un caso especial de un modelo TARX al imponer ciertas
restricciones sobre los coeficientes autorregresivos del modelo.

La metodologia propuesta para ajustar un modelo TSARX a series de tiempo, estd
basada sobre métodos Bayesianos y técnicas MCMC y consiste en las fases de (i) explorar
la presencia de estacionalidad multiplicativa por regimenes y no linealidad de umbrales
en los datos, a través de gréaficos y pruebas estadisticas. Una prueba de estacionalidad
multiplicativa por regimenes es propuesta. (ii) Estimar el nimero de regimenes, érdenes
autorregresivos y el resto de pardmetros del modelo, en forma simultdnea, (iii) validar el
modelo, examinando los residuales generalizados y (iv) hacer uso del modelo, mediante el
céalculo de prondsticos.

El funcionamiento de la metodologia desarrollada es satisfactoria en datos simulados,
donde la variable de umbrales también puede presentar un comportamiento estacional
o de ciclos estocdsticos no necesariamente estacionales. Los datos empiricos utilizados
fueron, el crecimiento de la tasa de desempleo total mensual Colombiana como variable
de interés y la diferencia logaritmica del indice de seguimiento a la economia mensual
para Colombia como variable de umbrales, en el periodo muestral desde Febrero, 2001
hasta Diciembre, 2016. Un modelo TSARX con dos regimenes captura muy bien las
caracteristicas intramuestra y en prondsticos de las series de tiempo econdémicas en
mencién.

En futuras investigaciones, se podria considerar la extension al caso multivariado del mo-
delo TSARX propuesto; ademas, se puede investigar la caracterizacién y modelamiento, de
distintas formas de estacionalidad presentes en series de tiempo, en el contexto de la fami-
lia de los modelos TAR. También, seria interesante la comparacién de prondsticos usando
otros modelos de series de tiempo no lineales en presencia de estacionalidad, estudiar la
potencia de la prueba de no linealidad de umbrales de Tsay ante presencia de estacionali-
dad en los datos, considerar herramientas diagnésticos adicionales para validar el modelo
e investigar modelos TSARX cuando el proceso de ruido no sigue una distribucién normal.
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