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Resumen y Abstract IX

Resumen

Asociar la nocion de funcién y sus diferentes representaciones para la construccién de
leyes empiricas de las ciencias naturales ha sido un dolor de cabeza para el docente, y
sin duda para los estudiantes. En efecto, la funciéon es asociada a manipulaciones
algebraicas, desconociendo su papel como instrumento de modelaciéon en ciencia. La
propuesta didactica planteada en este trabajo se centra en cinco funciones de uso
general en ciencia: lineal, cuadratica, cubica, exponencial e inversamente proporcional.
La idea principal es partir de una situacion o un fenémeno de las ciencias naturales que
se pueda describir con una funcion, y utiliza esta situacién como ejemplo para identificar
algunas propiedades. La propuesta se implementd con estudiantes de grado 11 del
colegio Eliseo Pinilla Rueda, del municipio de Villanueva- Santander, en un esquema
pre-experimental con pretest y postest. El analisis estadistico de los resultados muestra
un aumento notable en el desempefio de los estudiantes, y el desarrollo de las
actividades condujo a crear un ambiente propicio para entender la obtencién de leyes

empiricas en las ciencias naturales a partir de la nocién de funcién.

Palabras clave: Modelacion, pensamiento variacional, funciones.
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Abstract

Bouilding up the notion of function and his many representations for the construction of
empiric laws in natural sciences has been a headache, not just for the teacher, but also
for the students. Actually, the function is usually associated to algebraic manipulations,
disregarding its use as modeling tool in science. The didactic proposal of the present
work centers on five functions of general use in sciences: lineal, quadratic, cubic,
exponential and inverse proportional. The main idea is to start from a situation or
phenomenon in natural sciences that can be described by one of these functions and to
use it as an example to identify its properties. The proposal was implemented with 11™
graders of the Eliseo Pinilla Rueda school in Villanueva-Santander (Colombia) in a pre-
experimental scheme with pre- and posttest. The statistical analysis of the results show a
notable increase in the performance by the students and the designed activities created a
proper environment to understand the construction of empirical laws from the notion of
function.

Keywords: Modeling, variational thinking, functions
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Introduccion

La nocién de funcidén y sus diferentes representaciones son la forma mas empleada en
ciencia para expresar las relaciones entre las variables de estudio, y sirve no sélo para
comunicar sus ideas y dar precisién a sus resultados, sino también para modelar y
predecir sus fendmenos de estudio. En efecto, usamos funciones para describir el
comportamiento de un sistema, pero también para argumentar la validez de un modelo y
para contrastarlo con otros o con datos experimentales. Sin embargo, asociar la nocién
de funcién y sus diferentes representaciones para la construccion de leyes empiricas de
las ciencias naturales ha sido un dolor de cabeza para el docente, y sin duda para los
estudiantes. El profesor de ciencias suele utilizar funciones, bien sea en representacion
grafica o algebraica, como parte de su lenguaje, presuponiendo que los estudiantes
entienden ese lenguaje, cuando para ellos las funciones no suelen asociarse mas que
con ejercicios de manipulaciones algebraicas. El profesor de matematicas suele
introducirlas como expresiones algebraicas y representaciones graficas, desconociendo
su papel como instrumento de modelacion en ciencia, que podria ser fuente de
significacion y motivacion para su aprendizaje. El estudiante, por su parte, no suele tener
la intuicion para unir las dos visiones cuando se enfrenta a la construccion de leyes
empiricas y a la modelacion en ciencia, y en los cursos de ciencias no se suele hacer
esfuerzo alguno para posibilitarle que la pueda construir.

La idea, por lo tanto, es introducir las funciones en situaciones contextualizadas y
trabajando con variables concretas para la construccion de leyes empiricas en ciencias
naturales. Histéricamente, el concepto de funcién nace a partir del estudio de fenémenos
de cambio, y se expresa a través de diversas representaciones (verbal, tabulado, grafico
y algebraico). Una articulacion coherente de las diferentes representaciones se convierte
en un elemento esencial de la comunicacion cientifica y de la construccion de modelos
como herramienta basica para la comprension y el manejo de la realidad. Ademas, este
esquema de trabajo puede dotar a los estudiantes de instrumentos que les permitan

interpretar informaciones del mundo que les rodea y analizar y modelar su realidad,



2 Introduccion

utilizando para ello la forma de pensar combinada de las matematicas y las ciencias
naturales.

Son numerosos los trabajos que se presentan acerca de la nocién de funcién y los
problemas que se tienen con el aprendizaje de las funciones matematicas en sus
diversas representaciones, pero muy pocas las que proponen una ensefianza integrada.
Por una parte, en las investigaciones realizadas acerca de cémo los docentes de
matamaticas ensefian el concepto se evidencia un excesivo hincapié en procedimientos
algebraicos, desconociendo las primeras definiciones dadas a través de la historia, que
tienen su origen en las nociones de variabilidad y dependencia. Por otra parte, no hay
mucha evidencia en cuanto al modelado de situaciones en el aula usando diversos
contextos de las ciencias. Los pocos trabajos que se han realizado se basan en observar
la forma como los estudiantes perciben el concepto, planteando una sola situacién o
usando un solo tipo de funcién, desconociendo, asi, la diversidad de situaciones que se
pueden modelar.

Por ejemplo, Téllez & Osorio (2008) caracterizan las condiciones de una actividad de
aprendizaje para la resignificacion del concepto de funcién en un entorno escolar. En
particular, se estudia el uso de las graficas para describir el cambio y la variacion en
cuatro situaciones: un cuerpo que se enfria, un baldén en caida libre, una persona que se
aleja y regresa al punto de origen, y el ir y venir de un ascensor a lo largo del dia. Sin
embargo, la publicacién no presenta resultados significativos de la propuesta didactica
aplicada, sino que se limita a proponer un modelo cualitativo de como los estudiantes
aprenden a construir modelos. Hines (2002) analiza los procesos utilizados por un
estudiante de octavo grado para interpretar una funcion lineal procedente de un modelo
fisico. Por medio de una entrevista al estudiante, el autor describe la manera en que el
estudiante utiliza funciones y lo orienta para la toma de datos y su posterior analisis, pero
es evidente que los resultados no se pueden generalizar para un grupo de estudiantes.
Por dltimo, Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2003) realizan un estudio similar al
anterior con veinte estudiantes de alto desempefio de un curso de célculo (una vez
terminado el curso). En este caso, el experimento a modelar es el llenado con agua de un
recipiente esférico. Sin embargo, el modelo fisico se usa aqui mas como herramienta de
evaluacion del curso que como entorno significativo para el aprendizaje del concepto.
Este trabajo presenta una propuesta para la ensefianza combinada de las funciones y
sus propiedades y del modelado de situaciones de las ciencias a través de la
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construccion de leyes empiricas. La propuesta se centra en cinco funciones de uso
general en ciencia: lineal, cuadratica, clbica, inversa y exponencial. La idea principal es
partir de una situacion o un fenémeno de las ciencias naturales que se pueda describir
con una de estas funciones, y utilizar esta situacién para identificar dependencias entre
variables y proponer una funcién que las modele a través de construcciones verbales,
tablas, graficas y formulas. Al terminar, se espera que los estudiantes estén en la
capacidad de aplicar las funciones estudiadas a la descripcién y modelado de otros
fendmenos. El objetivo principal de la propuesta no es buscar que el estudiante verbalice
una definiciéon de funcion; por el contrario, se espera es que los estudiantes estén en
capacidad de matematizar diferentes situaciones de la forma mas intuitiva posible. Es por
ésto que se ha escogido la metodologia de aprendizaje activo como estrategia didactica,
pues potencializa el aprendizaje autbnomo y el pensamiento variacional, asi como el
desarrollo de competencias como la modelacién y la solucién de problemas en diversos
contextos de las ciencias.

La propuesta se implementé con estudiantes del colegio Eliseo Pinilla Rueda, del
municipio de Villanueva- Santander, en un esquema pre-experimental con pretest y
postest. El andlisis estadistico de los resultados muestra un aumento notable en el
desempefio de los estudiantes, y el desarrollo de las actividades cre6 un ambiente
propicio en el que los estudiantes se sintieron motivados y deseosos por aprender las
propiedades de las funciones estudiadas, su papel como instrumentos de modelacién en

ciencias y, a la larga, el concepto de funcién de manera empirica.

La estructura del trabajo se organizé de la siguiente manera: En el capitulo 1 se hace un
recorrido histérico de la nocién de funcion, resaltando, los principales aportes en el
campo de las ciencias, el capitulo 2 describe, a través de ejemplos, algunas funciones
elementales y Utiles para la obtencion de leyes empiricas, ademas, se describe el
concepto de modelo y modelacion vista desde las aulas escolares, en el capitulo 3 se
describe la importancia de la modelacion y su inclusién en las aulas escolares y se hace
un analisis a partir de los estandares basicos de competencias en matematicas y ciencias
naturales, en el capitulo 4 se presenta la propuesta didactica y se describe de forma
general cada una de las guias, el capitulo 5 muestra los resultados cualitativos y
cuantitativos obtenidos y finalmente el capitulo 7 resalta las conclusiones vy

recomendaciones del trabajo.
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1.Aspectos historicos y epistemologicos

1.1 Aportes a la ciencia a partir de la nocion def  uncion a
traves de la historia

El concepto de funcion se ha venido gestando a lo largo de la historia. Si bien es cierto
que la idea abstracta de variable no existia en la época antigua’, en dicho periodo se
desarrollan algunas ideas implicitas que contienen la nocién de funcién (Vazquez, Rey, &
Boubée, 2008). Segun Azcarate & Deulofeu (1996), los babilonios (2000 a.C — 500 a.C),
dentro de sus numerosos estudios de astronomia, estudiaron sistematicamente los
periodos de visibilidad de cada planeta y el angulo que éste formaba con El Sol. Para ello
utilizaban tablas para la compilacion de los datos empiricos, y métodos de interpolacion y
extrapolacion para la busqueda de regularidades, pero no existe evidencia de algun tipo
de generalizacién. Entre los avances mas significativos de la civilizacion babilénica se
gestd la llamada “Algebra retérica”, en la que los problemas se enunciaban y
solucionaban sin utilizar notaciones algebraicas como las actuales. De igual manera,
resolvian en lenguaje verbal lo que actualmente se conoce como ecuaciones cuadraticas,
cubicas y bicuadréticas, y sistemas de ecuaciones de varios tipos con dos incégnitas,
que incluian una ecuacién lineal y una ecuacién de segundo grado (MEN, 2004). Aunque
la idea de funcién aun no es clara, los babilonios aportaron el lenguaje verbal como una

manera de representar la nocion de funcion.

Méas adelante, los griegos trataron con problemas que tenian implicita la nocién de
funcion. Segun Vazquez et al.(2008) se establecieron relaciones entre magnitudes
geométricas variables de la misma naturaleza, es decir: comparaban longitudes con
longitudes o areas con areas. La busqueda de proporcionalidad era la relacion
privilegiada entre magnitudes variables. Los griegos también intentaron buscar relaciones

'La Epoca Antigua, desarrollaba en las antiguas civilizaciones de Egipto, Mesopotamia, China e
India.
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cuantitativas, como la relacion entre las longitudes de las cuerdas y los tonos emitidos al
pulsarlas, y registraron en tablas la longitud de las cuerdas en funcién del angulo central
correspondiente. Adicionalmente, introdujeron los primeros conceptos de limite asintético,
como en el trabajo de Arquimedes para estimar el area del circulo. Para ello, inscribia y
circunscribia respecto al circulo poligonos regulares de n lados con superficie conocida,
y luego duplicaba iterativamente el nimero de lados de los poligonos inscritos y
circunscritos hasta que la diferencia entre sus areas era aceptablemente pequefia. Asi,
Arquimedes aproximé la superficie del circulo utilizando poligonos de noventa y seis
lados. Con este método, se llegaron a calcular areas de figuras, volimenes de cuerpos y
longitudes de curvas. Asi, de alguna manera, los griegos identificaron algunas de las
primeras relaciones funcionales y sentaron las primeras bases para sus métodos de

andlisis.

En la Edad Media® se dan los primeros intentos por dar una explicacién cuantitativa de
los fénomenos naturales. La nociéon de funcién se asocia al estudio del cambio, en
especial, del movimiento. Uno de los principales aportes para la representacién grafica
de las funciones fue el de Oresme®. En su obra “Tractatus de latitudinibus formarum”, las
funciones aparecen dibujadas por primera vez. Por ejemplo, para representar la
velocidad de un mévil a lo largo del tiempo, Oresme traza un segmento horizontal cuyos
puntos representan los sucesivos instantes de tiempo (longitud), y para cada instante
traza un segmento perpendicular (latitud) cuyo largo representa la velocidad en aquel
instante (Figura 1-1). De esta forma, Oresme logra representar graficamente que la
velocidad de un cuerpo en caida libre que parte del reposo es proporcional al tiempo
transcurrido desde que inicio su caida. El trabajo de Oresme va a ser fundamental para el
modelo de la caida libre desarrollado por Galileo y para su comporbacion empirica, que
es el nacimiento mismo del método experimental, tal como lo conocemos.

% La Edad Media (476-1453), comienza con la caida del Imperio Romano y termina con la caida
de Constantinopla.
% Nicolas Oresme (1323-1382), principal representante de la escuela francesa.
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Figura 1-1: Representacion grafica de cambio segin Oresme

d
/>
d

Velocidad , (Latitud)

Velocidad ; (Latitud)

tiempo 1 (Longitud) tiempo , (Longitud)

Con el aporte de Oresme se tiene un gran avance en lo que hoy se conoce como
representacion grafica de una funcion sobre unos ejes cartesianos. La idea fundamental
era plasmar en una figura la naturaleza de la relacion entre los cambios de dos variables,
ya sean cuantitativos o cualitativos, de forma que fuese posible entenderlas de manera
mas facil y rapida (MEN, 2004) .

Hasta esta época de la historia se podia evidenciar que la nocién de funcién se aproxima
mas a representaciones de tipo verbal, tabla 6 gréfica. La falta de otras herramientas
matematicas no permitid transcender en el concepto. Durante el siglo XVI, con la
aparicion del algebra simbolica de Viéte, los cambios al respecto no se hicieron esperar.
El lenguaje simbélico, que usaba letras para las cantidades y signos para las
operaciones, contribuyé al avance en los trabajos adelantados por pensonajes como
Galileo, Newton, y Leibniz, entre otros.

Sin embargo, el paso decisivo para la representacién grafica de las funciones es la
construccién de la geometria analitica realizada por Fermat y Descartes en la primera
mitad del siglo XVII. Fermat, en su obra “Ad locos planos et solidos isagoge”, trato
lugares geométricos sencillos, comenzando por la linea recta, y eligié un sistema de
coordenadas muy parecido al que se usa en la actualidad. Por su parte, Descartes, en su
obra “La Géométrie”, se dedica a describir la interrelacion entre el algebra y la geometria

con la ayuda de un sistema de coordenadas. Es aqui donde por primera vez se sostiene
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la idea de que una ecuacién en x y y es un medio para introducir una dependencia entre
dos cantidades, de manera que a partir de ella es posible calcular los valores de una
variable que corresponden a determinados valores de otra. Sin duda, la principal
contribucion de Descartes fue su visién de que un punto cualquiera del plano geométrico
podia representarse por medio de un par ordenado (x,y). Para la representacion de las
funciones, escoge una recta en posicion horizontal y sefiala en ella un punto fijo. Luego
toma un segmento de recta perpendicular a él (un meridiano), cuya longitud es igual al
valor y de la funcién y=f(x) que se desea representar. De esta manera la posicién de los
puntos de la curva quedaba especificada por los nimeros de las longitudes de los dos

segmentos determinados, tal como se muestra en la Figura 1-2.

Figura 1-2: Representacion de una funcion en el plano segin Descartes

Mx, =0

_—_

6_ X

Esto fue el principal conector entre el lenguaje geométrico y el lenguaje algebraico, ya
gue permitio relacionar una ecuacion con una curva formada por todos los puntos cuyas
coordenadas (x,y) fueran soluciones de la ecuacién. Esto representd para el campo de
las ciencias un avance muy significativo, pues a partir de este momento todas las
variables fisicas se comienzan a representar mediante graficas en el plano cartesiano, y
las relaciones entre ellas, mediante curvas expresadas en forma de ecuaciones. El
impacto fue de tal magnitud que actualmente este tipo de lenguaje es utilizado de forma
natural e intuitiva para comunicarse en ciencias, cuando se desea expresar la relacion

entre variables, sus valores particulares y sus comportamientos asintoticos.

Durante el Siglo XVII, con la aparicién del Calculo y sus promotores: Newton y Leibnitz, la
forma de hacer ciencia cambia, pues entonces se contaba con una herramienta poderosa

para el estudio de los fenémenos de la Naturaleza. Asi, se introducen las variables y la
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relacion entre las misma por medio de ecuaciones. De Newton se conoce el estudio de
funciones mediante desarrollos en series de potencias. El considera las cantidades
variables como dependientes del tiempo, y define lo que se conoce como razén de
cambio. Newton introduce también el método de las fluxiones, que es lo que hoy se
conoce con el nombre de derivadas (como veremos mas adelante). Con Leibnitz aparece
por primera vez el término funcion, por ejemplo “una tangente es una funcion de una
curva” (Ponte, 1992). También introdujo las palabras: constante, variable, coordenadas
y parametro en términos de un segmento de constante arbitrario o cantidad.

Newton imaginaba una curva como una ecuacion f(x,y) = 0, donde x y y eran funciones
del tiempo; es decir, partia de la imagen cinematica de curva como trayectoria de un
movil. A estas funciones las denomind fluentes. La velocidad en cada punto tenia como
componentes las velocidades X' y y', segun las direcciones de los ejes; funciones que él
denominaba fluxiones. Se pretendia resolver dos problemas: el primero, determinar la
velocidad de movimiento en un momento de tiempo dado un segun camino dado, que
equivale al problema de la diferenciacién implicita de funciones; el segundo, dada la
velocidad de movimiento determinar el camino recorrido en un tiempo dado, es decir, la

busqueda de funciones primitivas, lo que equivale al concepto actual de integracion.

A mediados del siglo XVIIl, Leonhard Euler formaliza y generaliza los conceptos
trabajados por Descartes, Fermat, Newton y Leibniz. En su obra: “Introductio in analysis
infinitorum” (1748), Euler define las cantidades variables. En la definicion que propone
Euler del concepto de funcion, citado por Vazquez et al. (2008), se remplaza el término
cantidad por el de expresion analitica: "la funcién de una cantidad variable es una
expresion analitica compuesta de cualquier manera a partir de esa cantidad variable y de
nameros o cantidades constantes”, que es en esencia el concepto que se utiliza en

ciencias naturales.

A finales del siglo XIX y principios del siglo XX y gracias al desarrollo de la teoria de
conjuntos iniciada por Cantor (1845 - 1918), se produce una nueva evolucion del
concepto de funcién, extendiéndose la nocién como: “toda correspondencia arbitraria que
satisfaga la condicién de unicidad entre conjuntos numéricos 0 no numéricos” citado por
Véazquez et al. (2008), de esta manera se nota que la nocion de funciéon se independiza
de las expresiones analiticas, y da pie para que mas adelante un grupo de matematicos
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que se hacian llamar “Nicolas Bourbaki” definieron el concepto de la siguiente manera:
“Una funcion es una regla de correspondencia entre dos conjuntos de tal manera que a
cada elemento del primer conjunto le corresponde uno y sélo un elemento del segundo
conjunto”, y es esta definicibn la usada actualmente por los libros de textos y

reproducidas en las aulas escolares por parte de los docentes.

De aqui en adelante, la definicion de funcién sigue evolucionado a través de la historia,
con una tendencia cada vez mas marcada hacia el estudio y el avance propio de la
matematica. La funcion es el concepto basico de muchos de los desarrollos posteriores
en matematicas, como: la variable compleja o la geometria diferencial. Su papel central
en las ciencias actuales es innegable, pues es la herramienta mas utilizada para dar
precision a las relaciones entre variables.

Como vemos, desde sus inicios, la nocion de funcion se asocio al estudio de las leyes de
la naturaleza. La conexion con un problema concreto del mundo fisico se convierte en
una motivacién para que el estudiante pueda comprender diversas situaciones de la
ciencia. Por lo tanto, el papel de la historia es brindar un medio para llegar a los
estudiantes de forma didactica. Las dificultades y la forma como estudiaban los
fenémenos fisicos sirven de guias para replantear y transformar las metodologias

implementadas en el aula de clase.



2.Aspectos disciplinares

2.1 Nocion de funcidn

Dar una definicion formal de la nocion de funcién implica observarla desde una teoria
particular. Por ejemplo, desde la teoria de conjunto desarrollada por Cantor a finales del

siglo XIX, como lo cita (Jaimes, 2012), la definicién seria:

Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Una funcion f definida en un conjunto X y
con valores en Y es una ley mediante la cual se hace corresponder a cada

elemento de X un elemento de Y (p. 37).
O de esta forma, segin el grupo Buorbaki (1939), citado por Jaimes (2012):

Sean E y F dos conjuntos, que pueden o no ser distintos. Una relacién entre un
elemento variable x de E y un elemento variable y de F se llama relacién funcional
eny si para todo x en E existe un Unico y en F que esta en la relacién dada con x.
Damos el nombre de funcién a la operacion que, de esta forma, asocia cada
elemento x en E con el elemento y en F que esta en relacion con x. Se dice que y
es el valor de la funcién en el elemento x, y se dice que la funcién esta definida
por la relacién dada. Dos relaciones funcionales equivalentes determinan la

misma funcion (p. 37).

Estas definiciones siguen vigentes, en especial en los libros de texto utilizados en los

cursos de calculo. Revisando algunos de ellos, se puede encontrar lo siguiente:

“Una funcién f es una regla de correspondencia que asocia a cada objeto x en un
conjunto —denominado dominio- un solo valor f(xX) de un segundo conjunto”
(Purcell, 2007).

Pero la idea central de este trabajo no es abordar y profundizar en el concepto formal de
funcién. Al contrario, el objetivo del presente trabajo es seguir la linea de los inicios

histéricos de la nociéon de funciéon y del uso que se le daba para representar las
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relaciones entre variables en ciencias. En este sentido, me centraré, a través de ejemplos
en la nocion de variabilidad y dependencia, y en diferentes formas de representar de la

funcion (verbal, gréfica, numérica y férmula) basica secundaria y media.

En el lenguaje cotidiano, la palabra funcién “se aproxima a la nocién de dependencia’
(Connaly, Hughes-Hallett, gleason, 2007). Por ejemplo, un nifio puede invitar a comer
dulces a sus amigos en funcién del dinero que trae consigo, lo que significa que
dependiendo del dinero que se tenga en el momento se puede comprar una cantidad de
dulces para brindar a los amigos. Otra persona que se dedica a las labores del agro
puede alegar que el pasto necesario para alimentar las vacas es funcién de la cantidad
de animales que se tenga, por lo anterior, a un mayor nimero de vacas se tendria que

disponer de mas cantidad de pasto para su alimentacion diaria.

En matematicas, el significado de una funcién de una variable es mas preciso, pero se
asemeja a la idea intuitiva que hemos descrito. Desde el punto de vista didactico, una
funcién matematica se puede describir como una ley que regula la relacion entre
cantidades u objetos variables (Azcarate & Deulofeu, 1996). El concepto se puede ilustrar
COmMo una maquina, una caja negra que ejecuta una transformacion sobre un dato, para
convertirlo en otro. En la Figura 2-1 se muestra una caja negra que toma una cantidad de
entrada y con base en ella genera una cantidad de salida. Se puede decir que la salida

es funcién de la entrada. A estas cantidades de entrada y salida se les llama variables.

Figura 2-1: La funcion como un modelo de entrada-salida

Cantidad » Cantidad
d Funcion o
e de
entrawla modelo sakila

En contextos diversos de las ciencias, las funciones se usan para representar fenébmenos
reales, y por lo tanto con frecuencia se dice que son modelos. Es asi que obtener una
funcién que actie como modelo es la clave para comprender situaciones de la fisica,

biologia y quimica, y de ahi su importancia.
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2.2 Como se describen las funciones en el colegio

Desde el punto de vista didactico, las funciones de una variable se suelen describir de

cuatro formas:

* Verbalmente
* Numéricamente
* Graficamente

» Algebraicamente

Cada una de las cuatro representaciones aporta de manera diferente para entender y
poder describir una determinada situaciéon. Por ejemplo, piense en un carro nuevo que,
segun el vendedor, tiene un consumo en gasolina de 12km/l. Eso quiere decir que, por
cada litro de combustible disponible, es posible recorrer una distancia de 12km. De lo
anterior se puede inferir que entre mas combustible se tenga mayor sera la distancia a
recorrer, en otras palabras la distancia (variable dependiente) es funcién de la cantidad
de gasolina (variable independiente). De alguna manera, se ha descrito la situacion
verbalmente. Asi, el lenguaje verbal se usa para poder comunicar las observaciones que
se hacen de las situaciones de variacién. Un estudiante debe ser capaz de comunicar por
escrito sus propias ideas de la relacion entre dos variables, tal como sucede con el

ejemplo.

Esta situacion, se puede reproducir numéricamente. Para ello, se usa la tabla como

instrumento para organizar los datos, como se puede apreciar en la Tabla 2-1.

Tabla 2-1: Representacién numérica del ejemplo

Cantidad de gasolina(g) [I ] | Distancia Recorrida (d) [k m]

0 0
1 12
2 24
3 36
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Para la elaboracién de la tabla, hay que contar con datos numéricos que, dependiendo
del contexto, se pueden medir o simplemente predecir. La mediciéon se realiza con

instrumentos simples como: cronémetros, reglas o sensores.

Una vez obtenida la tabla, los datos se pueden presentar graficamente en un plano con
un sistema de coordenadas cartesianas. En la Figura 2-2, se muestra la grafica del

ejemplo en estudio.

Figura 2-2: Representacion grafica del ejemplo

Lapyn | Distanciatkm)
36km
24km |
12km|

Cantidad de

gasolina[L]
dkm

LY
L L L Cd

1L 2L 3L 4L

La grafica, ademéas de reproducir la tabla, también permite obtener una descripcion
verbal del problema en estudio. Para nuestro caso, se puede detallar la dependencia que
tiene la distancia (Eje vertical) con la cantidad de gasolina (Eje Horizontal). En efecto, por
cada litro de gasolina el auto podra recorrer una distancia de 12km. Adicionalmente, la
grafica permite apreciar las caracteristicas globales de la funcion: sus variaciones, sus

periodos, su tendencia, su continuidad, sus puntos maximos y minimaos, entre otros.

Para obtener la expresién algebraica de la funcion, se busca algin patrén de regularidad
en la tabla o se identifica en la grafica el comportamiento caracteristico de una forma
funcional conocida, cuyos parametros se ajustan, por ejemplo, mediante método de
regresion. En nuestro ejemplo, observando la tabla de datos se encuentra que

Distancia recorrida (d) = 12 x Cantidad de combustible (g)
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Alternativamente, de la tabla se observa que los datos se pueden describir por medio de
una linea recta que pasa por el origen, con pendiente 12, que corresponde a la ecuacion

d=12g

donde hemos omitido las unidades (por simplicidad). Es facil comprobar que esta
ecuacioén aproxima (en este caso de manera exacta) los datos contenidos en la tabla, y
gue representa de manera analitica la relacion entre las dos variables. El estudio
detallado de la expresién algebraica contribuye de manera significativa al desarrollo del
pensamiento cientifico y variacional del estudiante y brinda, ademas, una herramienta
para la solucién de problemas y la verificacion de predicciones. Por ejemplo, si se quiere
determinar cuanta distancia se recorre si cuenta con 27 | de combustible, simplemente se

sustituye la variable conocida en la expresion algebraica, asi:
d =12[(27)=324

Resumiendo, todas las descripciones dadas en el ejemplo nacen de la misma
informacion, pero cada una juega un papel diferente. Verbalmente, se puede realizar una
descripcion cualitativa de la relacion entre variables que interviene en una situacion. La
Tabla 2-1, es usada para condensar los datos que se predicen acerca de la distancia
que puede recorrer un auto que cuenta con una cantidad de combustible. La Figura 2-2,
reproduce la tabla y brinda una informacion mas visual del comportamiento en la
situacion, revelando algun tipo de patrén existente. Finalmente, la formula tiene la ventaja
de ser compacta y precisa. Sin embargo, la forma compacta se convierte en desventaja a
la hora de conocer un comportamiento, que tal vez la gréfica y la tabla revelan de mejor
manera. Lo que realmente importa es que el estudiante interrelacione de manera

correcta estas cuatro formas de representar la funcién que relaciona las dos cantidades.
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2.3 Algunas funciones utilizadas con frecuencia par ala
modelacidon de fendbmenos en ciencias naturales

2.3.1 Funcion lineal

Las funciones lineales son usadas con mucha frecuencia para modelar situaciones del
mundo real, pues es tal vez la dependencia mas sencilla que se puede proponer entre
dos variables. Una funcién lineal puede ser descrita en términos de un punto de partida y
una cantidad de cambio incremental. La salida de la funcién lineal se incrementa en una
cantidad constante (o0 se decrementa en una cantidad constante) cada vez que la entrada
se incrementa en una unidad. La gréafica de una funcion lineal es una linea recta, que es
muy facil de identificar por el ojo humano. Por ejemplo, la relacién entre presion bajo el
agua del mar y la profundidad se puede describir con una funcién lineal, que

numéricamente genera la Tabla 2-2 y graficamente, Figura 2-3.

Figura 2-3: Grafica presion[atm] vs

Tabla 2-2: Presion bajo el agua profundidad[m]
Profundidad (m) Presion (atm) Trresion am
0 1 .
10 2 .
20 3 ,
30 4 \
40 5 o Frofundidad {m)
a 10 20 30 40

Esta situacion se puede describir verbalmente asi: a nivel del mar la presién atmosférica
es de 1 atm, y por cada 10 m que se descienda en el mar, la presibn aumenta en una
atmosfera. Finalmente, la funcién que relaciona las dos variables se puede expresar de

manera analitica como
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1
d)=—[d+1
p(d) =

donde p es la presion y d es la profundidad bajo el nivel del mar. La notacién p(d)
significa que la presién depende de la profundidad.

En general, todas las funciones lineales se pueden representar algebraicamente usando

el modelo dado por la expresion

f(x)=alk+b
Este modelo queda determinado si se conocen dos cantidades: un valor inicial b y una
rata constante de cambio a, que se conoce como la pendiente de la linea recta. Para el
ejemplo, el valor inicial b es 1 atm, que corresponde a la presién en la superficie, y la
cantidad constante de cambio a es 1/10 atm/m. La pendiente de la linea recta se puede

hallar a partr de la tabla o de la gréfica: basta con conocer dos puntos

(%, (%)), (X, f (X,))., y calcular el valor de a como

NRICORRICY
%%

Siguiendo con el ejemplo, si se toman dos puntos cualesquiera (10,2) y (20,3), la
pendiente de la linea recta es

3-2 1

20-10 10

El comportamiento asintético de la funcién lineal se determina de acuerdo con el signo de
la pendiente a. Por ejemplo, para valores de x cada vez mas grandes (cercanos a infinito)
la funcion crece sin limite (tiende a infinito) cuando a es positivo. En caso contrario, si a

es negativo la funcién decrece sin limite (tiende a menos infinito). Por otro lado, para

valores 4o y cada vez mas pequefios (mas cercanos a cero), la funcién tiende a un valor

finito, en este caso b, que corresponde a punto de corte con el gje y.



18 Modelado de funciones: Una propuesta didactica mediada por diversos

contextos de las ciencias naturales

2.3.2 Funcidén cuadratica

De las funciones cuadraticas se puede decir que tienen una amplia aplicacién en el
mundo real. Por ejemplo, en la cinematica son Utiles para describir un movimiento con
aceleracion constante. Ademas, como su representacion gréafica en el plano cartesiano
es una pardbola, describen la forma de espejos parabdlicos y antenas satelitales y

ayudan a explicar su funcionamiento.

Tabla 2-3: Posicién en un lanzamiento

vertical Figura 2-4: Gréfica altura[m] vs tiempol[s]
Tiem pO 304 ‘Altura (metros) .
altura (metros)
(segundos) .
0 10
1 25,1 1)
2 30,4 10,
3 25,9 :
Tiempo (segundos) |
4 11,6 S E - . poeopunios)

Un ejemplo de funcién cuadrética, es, el lanzamiento vertical de una pelota que parte de
una altura inicial de 10 [m]. La representacion numérica se puede ver en la Tabla 2-3. La
grafica correspondiente es una parabola (Figura 2-4). Las funciones cuadraticas se
caracterizan porque crecen a lo largo de un intervalo y decrecen a lo largo de otro. Para
representar algebraicamente la funcion se hace uso de la siguiente expresion:

f(x)=alX*+bX+c

Para el ejemplo en discusion, la expresion que reproduce la tabla y que corresponde a la

gréfica es:

h(t) = -4.90° + 200 + 1C
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El comportamiento asintético de la funcion cuadratica queda determinado por el signo de
“a". Por ejemplo, si a es positiva, para valores de x cada vez mas grandes (cercanos a
infinito o menos infinito) la funcién crece sin limite (tiende a infinito). En la gréafica azul de
la Figura 2-5 se puede detallar que a lo largo del intervalo J-o0,-40[ la funcién decrece, y
en el intervalo ]-4,00[ la funcién crece sin limite. Cabe agregar que en esta grafica la
pendiente aumenta a ritmo constante. En contraste, si a es negativo la funcion decrece
sin limite (tiende a menos infinito). Si se observa la gréfica roja de la Figura 2-5, a lo largo
del intervalo ]-o,-4[ la funcién crece, y en el intervalo ]-4,o] la funcién decrece sin limite,
en este caso la pendiente disminuye a ritmo constante. Ahora, si analizamos la funcién
para valores de x cada vez mas pequefios (mas cercanos a cero), la funcion tiende a un

valor finito, en este caso c, que corresponde a punto de corte con el gje y.

Figura 2-5: Parabola con “a” positiva (azul), parabola con “a” negativa (roja)

[x.y1

Por otro lado, la parabola se puede definir como el lugar geométrico de los puntos de un
plano que equidistan de una recta fija y de un punto fijo. A la recta fija se le denomina
directriz y al punto fijo, foco. Ademas, la curva es simétrica con respecto a la recta que
pasa por el foco y es perpendicular a la directriz. Esta recta se llama eje de simetria, y el
punto donde esta recta intersecta a la parabola se llama vértice. Por ejemplo, en la
Figura 2-6 (y para simplificar) se muestra una parabola con vértice en el origen, que se
puede representar con la expresion

X’ =4py
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donde p es la distancia del foco al vértice. Para esta parabola, las coordenadas del foco
son (0,p) y la ecuacién de la recta directriz es y=-p. De forma general, para un vértice
diferente al origen con coordenadas (h,k), la ecuacion quedaria

(x=h)* =4pLy-k)

En este caso, las coordenadas del foco serian (h, p+k), y la ecuacion de la directriz es

y=-p+k.

Figura 2-6: Propiedades geométricas de la parabola

-------- Eje-dfe--sinﬁetrié

................................

.

¥

Una propiedad muy importante de la parabola, conocida por Apolonio y que Arquimedes

utilizé en el 212 a.C. para crear con ella artificios para prender fuego a los barcos desde

lejos, es la propiedad de reflexién. Cuando la luz incide en una superficie plana, el angulo
con que sale es igual al angulo con que entra. ¢Y qué pasa con una parabola?
Imaginemos que dibujamos una parabola en el piso y ponemos espejos, perpendiculares
al piso, que vayan dando la forma de la parabola. Cualquier rayo de luz que venga
perpendicular al eje de la pardbola se reflejard en algin espejo y llegara al foco. (Figura
2-7). Asi funcionan las antenas parabdlicas, o los telescopios, que no son mas que las
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superfcies que se obtienen girando una parabola alrededor de su eje. Las emisiones de
luz de una estrella lejana se acercan a la tierra como rayos paralelos, y el espejo
parabdlico del telescopio los concentra todos en el foco. Usando el espejo parabdlico al
revés, todos los rayos que salen del foco se reflejan paralelos. Asi funcionan, por
ejemplo, las linternas y las luces de los autos, que no son mas que espejos parabdlicos
con un bombillo en el foco. Todos los rayos que salen del bombillo salen paralelos del

espejo.

Figura 2-7: Propiedad reflectante de la parabola

A
4 y A 4

2.3.3 Funcion exponencial

Al igual que las funciones lineales, las funciones exponenciales describen funciones que
crecen (o decrecen) constantemente a partir de un valor inicial de salida. En el caso de
las funciones lineales, al valor de salida inicial se le suma una constante cada vez que la
entrada se incrementa en una unidad. En el caso de las funciones exponenciales, la
salida se multiplica por una constante positiva cada vez que la entrada se incrementa en
una unidad. Si la constante es mayor que 1, la funcion crece; si es menor que 1, la
funcidén decrece. Las funciones exponenciales son muy utiles, por ejemplo, para describir
el crecimiento de una poblacién de bacterias con infinidad de comida disponible o la
descarga de un condensador.
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Tomemos como ejemplo el nimero aproximado de bacterias de una colonia en

crecimiento, calculado cada hora a partir de la primera observacién (Tabla 2-4 ).

Figura 2-8: No bacterias vs Tiempo

Tabla 2-4: Crecimiento de bacterias 50T -de bacterias millan L

Tiempo (horas)

No de bacterias

(millones)

3

12

24

0 Tiempo (horas) |

0 i ) 3 4

48

De la Tabla 2-4 se puede observar que:

Para t=1
Para t=2
Para t=3
Para t=4

6=3x2
12=3x4=3x2x2=3x2?
24=3x8=3x2x2x2 =3x2°
48=3x16=3x2x2x2x2 =3x2*

De esta manera, se puede llegar al siguiente modelo: n(t) =32, donde t es la variable

independiente, y representa el tiempo dado en horas; y n es la variable dependiente, y

representa en numero de bacterias dado en millones. La representacion grafica se puede

ver en la Figura 2-8. Note que para este caso la funcién crece cada vez mas a medida

gue el tiempo aumenta.

Las funciones exponenciales también sirven para modelar cosas que inician en cierto

valor, y van decreciendo suavemente, acercandose cada vez mas a cero. Por ejemplo, el

voltaje medido en un condensador que se descarga va disminuyendo con el tiempo, y da

datos como los de la Tabla 2-5.



Aspectos disciplinares 23

Figura 2-9: Voltaje vs Tiempo

Tabla 2-5: Descarga de un condensador S N
Tiempo (s ) Voltaje (V) §
0 12 |
1 8.48 y
2 6.05 |
3 4.29 y
: Tiempo [3]
4 3.05 L s

De la Tabla 2-5 se puede observar que:

Para t=1 8,48 =12x 0,707

Para t=2  6.05=12x0,500 =12 x 0,707 x 0,707 = 12 x 0,707°

Para t=3 4,29 =12x0,353=12x0,707 x 0,707 x 0,707 =12 x 0,707°

Para t=4  3,05=12x0,250 = 12 x 0,707 x 0,707 x 0,707 x 0,707 =12 x 0,707*

De esta manera, se puede llegar al siguiente modelo: v(t) =12[0,707, donde t es la

variable independiente, y representa el tiempo dado en segundos; y v es la variable
dependiente, y representa el voltaje en el condensador. La representacion gréafica se
puede ver en la Figura 2-9. Note que para este caso la funcién decrece cada vez mas a

medida que el tiempo aumenta.

En general, las funciones exponenciales se pueden representar como
f(x) =alb*

A diferencia de la demas funciones, la variable independiente x se encuentra como

exponente, de ahi el nombre de funcién exponencial.

Para la funcién exponencial existe un incremento caracteristico de la variable de entrada
que duplica la salida (para exponenciales crecientes) o divide la salida a la mitad (para
exponenciales decrecientes). En el primer ejemplo, la salida se duplica si incrementamos

la entrada en una unidad: por lo tanto este tiempo caracteristico seria igual a 1 hora. En
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el segundo ejemplo, el voltaje del condensador disminuye aproximadamente a la mitad
cada 2 segundos, que seria el tiempo caracteristico. En el ejercicio profesional se suele
tomar como incremento caracteristico de la entrada el que multiplica (o divide) la salida
por el factor e=2,71828, que se conoce como la constante de Euler, y que toma el papel
del nimero 2 de nuestros ejemplos. La existencia de un tiempo caracteristico hace que la
forma de la grafica cambie si multiplicamos la escala de los ejes x y y por una constante
cualquiera. (Figura 2-10)

Figura 2-10: Gréfica sin amplificar (azul) - Grafica amplificada en un factor de 2 (roja)

124

10 |

Ahora miremos cémo se comporta la funciéon exponencial en los limites. Por ejemplo,
note que para una entrada cero, la salida tiene un valor finito. Asi:

Crecimiento de bacterias Descarga del condensador
n(t) =32 v(t)=12[0,707
n(0)=31 = 2 v(0)=12[0,707 =12
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Ahora bien, si la entrada crece mas y mas, la salida crece cada vez mas rapido hacia
infinito, si es creciente (crecimiento de bacterias), o disminuye mas y mas, acercandose a
cero, si la exponencial es decreciente (descarga del condensador).

Crecimiento de bacterias Descarga del condensador
n(t) =32 v(t)=12[0,707
N(o0) =3[2° =0 V(o) =12[0,707 =0

2.3.4 Funcion de proporcionalidad inversa

Existen, sin duda, muchas situaciones que responden a un modelo de funcién inversa,
por ejemplo, en la fisica, la ley de la palanca, la ley de Boyle entre otras. Para ilustrar el
comportamiento de este tipo de funcién, suponga que los nifios del salén quieren
comprar un balén que cuesta veinte mil pesos, y que el costo se divide entre todos los
nifios que quieran participar. Entre mas nifios haya, menos paga cada uno. La Tabla 2-6,

muestra la representacion numérica de la situacion.

Tabla 2-6: Precio a pagar por persona en
la compra de un balén
Precio a pagar

No de Nifios Figura 2-11: Gréfica precio vs No. de nifios
(miles de pesos) Preio (Miles
20) depesosh.
1 20 15)
2 10 10
3 6,67 .
0 MNoide nifios
4 5 0 : 1 H 2 i 3 i 4 i 5 7
S 4

Note que, a medida que se suma un nifio a la causa, el dinero que cada uno debe

colocar disminuye (Figura 2-11). La representacion grafica corresponde a una hipérbola

o . - k
equilatera. El modelo que se ajusta a la tablay a la graficaes f(x)=—
X
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La constante k se puede determinar observando que f (X)X =Kk. En nuestro ejemplo, el

valor que se obtiene es k=20 (Tabla 2-7).

Tabla 2-7 Célculo de la constante k

Precio a pagar

No de Ninos ]
(miles de pesos)
1 20 == 1x20=20
2 10 > 2x10=20
3 6,67 > 3x667=20
4 S5 :} 4x5=20
3 4 [ = 5x4=-20

Por lo tanto, el modelo que reproduce la tabla y se ajusta a la gréfica es

(n) = 20 p —» es el precio a pagar en miles de p
P n n — Ndmero de nifios.

Al observar con detalle la expresion, se puede notar que a medida que n se hace cada
vez mas grande (mas cercano a infinito), el precio a pagar por el balén se hace casi cero,
mientras que al acercarse a cero, el valor de la funcién se vuelve infinito. En general, la
funcion de proporcional inversa se parece a la funcidon exponencial decreciente,
precisamente en que va hacia cero cuando x tiende a infinito, pero se diferencia de ella
en que a x=0 tiende a infinito, mientras que la funcién exponencial tiende un valor finito a
x=0.

Ademas, la funcién de proporcionalidad inversa tiene una propiedad muy especial que no
tiene la funcién exponencial, y es que es libre de escala. En efecto, si se multiplican los
ejes x e y por una constante, la curva resultante cae justo sobre la anterior. En realidad,
todas las leyes de potencia de la forma y=Ax" tienen esta propiedad (para la funcién de
proporcionalidad inversa, m=-1). Como consecuencia, no existe un tiempo caracteristico,

es decir un incremento caracteristico de la entrada que duplique la salida.
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2.3.5 Funcion polinémica de orden tres

La funcién polindbmica de orden tres o clbica es utilizada con frecuencia en los campos
de la economia y la fisica. Esta funcion es generalmente utilizada para relacionar
volimenes en determinado espacio o tiempo. Otro ejemplo caracteristico podria ser el
hecho de relacionar los vientos o la energia eélica con respecto a su intensidad o su
tiempo de duracién. Para ilustrar el comportamiento de este tipo de funcién, suponga que
se construye una caja sin tapa a partir de un cuadrado de cartén, recortando cuatro
cuadrados en sus esquinas, y se quiere determinar el volumen de la caja en funcién de

su altura. La Tabla 2-8, muestra la representacién numérica de la situacion.

Figura 2-12: Volumen vs altura

Tabla 2-8: Volum.en de una caja sin tapa 200 | Volumenfema]

Altura de la caja Volumen de la |
[cm] caja [cm 3] 500 |
1 324 400
2 512 300 |
3 588 200 |
4 576 100

5 500 V] Altura [cm]

0 " "2 '3 T4 's "6

Note que, a medida que la altura de la caja crece, la grafica también crece hasta cierto
punto. A partir de alli, cambia la direccion y empieza a decrecer (Figura 2-12). El modelo

gue se ajusta a latablay a la gréfica es
f(x) =ax’ +bx*+cx+d

Determinar el modelo de forma experimental no es tarea facil. Para lograrlo, es necesario
ayudarse de un programa como Excel. Primero se debe realizar un grafico de dispersion,
y luego empezar a buscar la mejor curva que se ajuste a los datos de la tabla. Para

nuestro caso da como resultado la expresion
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f(X) = —4x° — 80 + 400+ (

Todas las funciones cubicas tienen un punto de inflexion, pero no todas las funciones

cubicas tienen un cambio de direccién. El signo del coeficiente a determina la direccion

de la funcibn y su comportamiento asintético. En la Tabla 2-9 se muestra una

comparacion de la funcion cubica de acuerdo al signo del coeficiente a

Tabla 2-9: Comparacion de funciones cubica de acuerdo al signo de "a "

Funcién cibica con a positiva

Funcién cubica con a negativa

La funcién crece al inicio y al final.

La funcién decrece al inicio y al final.

La funcion inicia concava hacia abajo y

finaliza concava hacia arriba.

La funcién inicia céoncava hacia arriba y

finaliza cdncava hacia abajo.

Para valores de x positivos y cada vez mas

grandes la funcion tiende a infinito.

Para valores de x positivos y cada vez mas

grandes la funcion tiende a menos infinito

Para valores de x negativos y cada vez
mas grandes la funcion tiende a valores
cada vez de mayor tamafo, pero negativos

(a menos infinito).

Para valores de x negativos y cada vez
mas grandes la funcion tiende a valores
positivos, cada vez mas grandes (a

infinito).

Para valores pequefios de x (cercanos a
cero, la funcién tiende a un valor finito,
este valor corresponde al corte con el eje

y.

Para valores pequefios de x (cercanos a
cero, la funcién tiende a un valor finito,
este valor corresponde al corte con el eje

y.

En la Figura 2-13 se muestra un ejemplo

con a>0 (izq).

En la Figura 2-13 se muestra un ejemplo

con a<0 (der).
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Figura 2-13: Funcién cubica con a>0 (izq), funcién cubica con a<o (der)

2.4 Modelo

El concepto de modelo matematico ha estado presente en todas las areas de las
ciencias, dado que la matematica tiene una amplia aplicacion en la resolucién de
problemas. Al respecto, el Ministerio de Educacién Nacional (MEN), con la publicacién de
los estandares basicos de competencias (2006), ha querido profundizar en el concepto

de modelo, el cual entiende en los siguientes términos:

Un modelo puede entenderse como un sistema figurativo mental, grafico o
tridimensional que reproduce o representa la realidad en forma esquematica para
hacerla mas comprensible. Es una construccion o artefacto material o mental, un
sistema —a veces se dice también “una estructura” — que puede usarse como
referencia para lo que se trata de comprender; una imagen analdgica que permite

volver cercana y concreta una idea 0 un concepto para su apropiacion y manejo.
(p.52)

De acuerdo a esta definicion se entiende que un modelo se produce a partir de unos
procedimientos experimentales sobre un conjunto de situaciones reales o simuladas,
para apoyar la formulacion de conjeturas. En otras palabras, es un conjunto de
imagenes, de simbolos, de mecanismos o0 de relaciones matematicas que intentan

explicar, predecir y solucionar algunos aspectos de un fenémeno o situacion.

Dentro del aula de clase, la obtenciéon de un modelo, se puede lograr como hemos

indicado, utilizando las representaciones: verbal, tabla, grafica y féormula (Figura 2-14
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Representaciones para obtener un modelo), en un camino que va continuamente de lo

intuitivo a lo concreto y a lo abstracto.

Figura 2-14: Representaciones para obtener un modelo

Descripcion Tabla de - .
[ Verbal ][ Valores ][ Grafica ][ Férmula ]

Cada una de las representaciones, juegan un papel importante en la obtencién de la

formula, no se puede llegar a un resultado, sin antes pasar por cada una de las

representaciones.

2.4.1 La modelacion vista desde las aulas escolares

La modelacién en las aulas escolares es aquella actividad cientifica que se encarga de
aplicar y construir modelos matematicos para explicar fendmenos o resolver problemas
de otras ciencias (Villa, Jhony; Ruiz, 2009). La modelacidon puede ser vista como un
proceso (Figura 2-15 La modelacion vista como un proceso), que se inicia con la
definicion de un problema del mundo real que se quiere comprender. Por ello es
necesario, observar, experimentar, interpretar y abstraer lo realmente importante. En este
parte, se recolectan los datos para su posterior andlisis y ajuste. Luego, para construir el
modelo se requiere identificar qué variables son significativas para modelar el fenébmeno
y cudles se pueden descartar, y en esto es fundamental la intuicion del que modela. Una
vez construido el modelo, se tiene una solucién matematica lista para su validacién e

interpretacion.
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Figura 2-15: La modelacion vista como un proceso

eDeducir

Solucién | ePredecir
Matematica | o\/erificar

e|nterpretar

Construccion

del Modelo
e|dentificar
eRecolectar Fenémeno o
eGraficar problema del
mundo real
*Observar

eExperimentar
eInterpretar
eAbstraer

Desde la publicacién de los lineamientos curriculares de matematicas (1998) y
posteriormente las estandares basicos de competencias en rnatematicas, la modelacién
puede entenderse como “la deteccién de esquemas que se repiten en las situaciones
cotidianas, cientificas y matematicas para reconstruirlas mentalmente” MEN (2006, p.
53). De alguna manera, se invita a la construccién mental de ideas dentro del aula de
clase. Con lo anterior, la modelacion mas que un proceso, pues se puede ver como una
competencia a desarrollar en el estudiante. En efecto, el objetivo es que él adquiera una
capacidad para formular problemas a partir de situaciones dentro y fuera de la
matematica y para traducir la realidad a una estructura matematica Acevedo, Montafiéz,
& Huertas, (2007).

Por lo anterior, el proceso de modelacion en el aula de clase debe tener un propésito,
gue ademas de despertar una motivacién e interés por la matematica, también permita
gue los conceptos matematicos emerjan de forma intuitiva, enmarcados dentro de
actividades contextualizadas que se puedan desarrollar dentro de un aula de clase (Tabla
2-10).
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Tabla 2-10: Modelacién vista desde el aula de clase

Propésito del modelo

El modelo se elabora para construir un
concepto matematico dotado de un
significado y con la intensién de despertar
una motivacioén e interés por la matematica

debido a su caracter aplicativo

Los conceptos matematicos

Contextos

Emergen de la situacion a través de un
proceso de abstraccion y simplificacion del
fenémeno

Se presenta dentro del aula de clase, bajo
una motivacién propia de contextos
cotidianos y de otras ciencias




3.Aspecto didactico

3.1 La importancia de la modelacion de funciones en el
contexto de las ciencias naturales

La historia de la ciencia es la historia de la construccién de modelos que den explicacién
a fendmenos del mundo real, utilizando para ello las herramientas y los lenguajes a su
disposicion. Asi, los matematicos y fisicos se han inspirado en la realidad y en otras
ciencias para construir teorias y modelos, incluso de su propia ciencia (Villa, Jhony; Ruiz,
2009). Todos los problemas estudiados por la fisica han sido verdaderos motores para el
desarrollo de las matematicas, y son muchos los desarrollos matematicos (el calculo, la
teoria de distribuciones, el algebra lineal, la teoria de sistemas dinamicos, etc) que han
nacido de una necesidad en fisica. Como comentamos en el capitulo 1, la misma nocién

de funcién nace a partir del estudio de fendmenos de cambio.

Una de las maneras mas sencillas de modelar un fenébmeno es la de representar las
relaciones entre sus variables de importancia por medio de funciones, y dentro de ellas,
las funciones de una variable son las mas sencillas. Por lo tanto, aprender a modelar con
funciones sencillas es una competencia esencial para la comunicacion cientifica y la
construccion de modelos como herramienta basica para la comprension y el manejo de la
realidad. Al mismo tiempo, la modelacién con funciones sencillas brinda una motivacion
importante para aprender estas funciones desde el punto de vista matematico, y por lo
tanto en un aliciente para el aprendizaje de las matematicas.

(Deulofeu, 2002) recomienda la introduccidn de situaciones contextualizadas y el trabajo

con variables concretas para la elaboracion de modelos por las siguientes razones:

- La importancia de las matematicas como instrumento de andlisis de la realidad. A
través de un proceso de modelacion, se parte de una situacidn concreta para
pasar a un modelo matematico adecuado. Este modelo desarrolla para luego

compararlo con la situacion de inicio, con miras a su resolucién o interpretacion.
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- La necesidad de dotar a los alumnos de secundaria de unos instrumentos que les
permitan interpretar y criticar informaciones del mundo que les rodea, asi como
construir sus propios resultados y poder comunicarlos, utilizando los distintos
lenguajes del campo de las funciones.

- La propia génesis del concepto de funcidn ligada a la generalizacion de las leyes
gue expresan la relacién de dependencia entre diversas variables en los distintos

campos de la ciencia.

Asi, el papel del docente es el de promover la elaboracién e interpretacién de
modelos, para asi construir un concepto matematico dotado de significado. Ademas,
este proceder despierta la motivacion e interés por la matematica, al encontrar la

relacion directa que tiene con la vida diaria.

3.2 La modelacion y el desarrollo del pensamiento
cientifico en los estandares de competencias

Con la publicacion de los estandares basicos de competencias en matematicas en el
2006, el Ministerio de Educacién Nacional (MEN) establece la necesidad de “relacionar
los contenidos de aprendizaje con la experiencia cotidiana de los alumnos, asi como
presentarlos y ensefiarlos en un contexto de situaciones problematicas y de intercambio
de puntos de vista”. Esto implica un cambio en la forma tradicional de orientar la
matematica, que se puede lograr relacionandola con las ciencias naturales.
Adicionalmente, integrar el trabajo de estas dos areas fomenta una mejor coherencia de
los contenidos y un mejor tratamiento a las tematicas, dejando a un lado el aprendizaje
de los conceptos matematicos como algo aislado y descontextualizado.

Para plantear una secuencia de aprendizaje de las funciones, en especial, el tratamiento
de sus diversas representaciones, surgen algunas preguntas: ¢Por qué ensefar las
funciones? ¢Cémo introducir y relacionar los distintos lenguajes relacionados? Para dar
respuesta a estos interrogantes, se hara una reflexion desde los estandares basicos de
competencias de las areas de matematicas y ciencias naturales, con el objetivo de

plantear una propuesta en coherencia a las directrices dadas por el MEN.

En el caso concreto de las funciones, surge una dificultad fundamental al ensefiar el
concepto como un proceso, donde se hace énfasis en procedimientos algebraicos



Aspecto didactico 35

centrados en las matematicas, pues ésto no potencializa en el estudiante el desarrollo del
pensamiento variacional. EI MEN (2006) define este tipo de pensamiento como “el
reconocimiento, la percepcion, la identificacion y la caracterizacion de la variacion vy el
cambio en diferentes contextos, asi como con su descripcion, modelacion y
representacion en distintos sistemas o registros simbdélicos, ya sean verbales, icénicos,
gréaficos o algebraicos” (p. 21). El aprendizaje del concepto de funcién es necesario por
lo tanto para el desarrollo de este pensamiento. En efecto, uno principales propésitos de
la educacién en secundaria es construir desde el aula distintos caminos para la
comprension y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones. Asi, este
pensamiento cumple un papel preponderante en la resolucién de problemas sustentados
en el estudio de la variacién y el cambio, y en la modelacién de procesos de la vida

cotidiana, las ciencias naturales y las matematicas mismas.

El pensamiento variacional se desarrolla en estrecha relacion con otros tipos de
pensamiento mas propios de otras ciencias, en especial a través del proceso de
modelacion de situaciones naturales por medio de modelos matematicos. Asi se tiene
una excusa para desarrollar en el nifio habilidades cientificas para explorar hechos y
fendmenos, analizar problemas, observar, recoger y organizar informacion y utilizar

diferentes métodos de analisis que conduzca a evaluar los resultados obtenidos.

3.3 ;Qué se ha hecho por ensefiar el modelado de
funciones?

Son numerosos los trabajos que se presentan acerca de la nocién de funcién y los
problemas que se tienen con el aprendizaje de las funciones matematicas en sus
diversas representaciones. En cuanto al modelado de situaciones usando diversos
contextos, los trabajos que se han realizado se basan en observar la forma como los
estudiantes perciben el concepto, dejando en evidencia la falta de un modelo didactico
exitso que aproxime al estudiante a la comprensién de la forma funcional que utilizan.

Como ejemplos, se resumen a continuacion tres trabajos en el area.

Téllez & Osorio (2008) caracterizan las condiciones de una actividad de aprendizaje para
la resignificacion del concepto de funcién en un entorno escolar. En particular se estudia
el uso de las gréaficas para describir el cambio y la variacion de cuatro situaciones:
descenso de temperatura de un cuerpo que esta previamente calentado a 30 grados
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centigrados, movimiento de un balén que cae libremente, movimiento de una persona
gue se aleja 500 metros de un punto de partida para regresar a él después de 9 minutos,
movimiento de un elevador de un edificio habitacional a lo largo del dia. En la publicacién
no presentan resultados significativos de la propuesta didactica aplicada, sino que
simplemente proponen un modelo cualitativo acerca de como aprenden los estudiantes a

la hora de construir modelos en la escuela.

Hines (2002) analiza los procesos utilizados por un estudiante de octavo grado para
interpretar una funcién lineal procedente de un modelo fisico que usa un sistema de
elevacion por carrete. Por medio de una entrevista al estudiante, el autor describe la
manera en que el estudiante utiliza funciones para describir sus ideas acerca del
movimiento del carrete. Posteriormente lo guia en la toma de datos y en su analisis para
contrastar sus predicciones originales. A pesar de que el sistema es bueno para
contrastar hipétesis, el estudiante no logra utilizar la funcién lineal para construir su
representacion mental del fenébmeno observado.

Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu (2003) realizan un estudio similar al anterior con
veinte estudiantes de alto desempefio de un curso de calculo (una vez terminado el
curso). En este caso, el experimento a modelar es el llenado con agua de un recipiente
esférico. El objetivo es evidenciar si los estudiantes construyen correctamente razones
de cambio. Al describir las acciones mentales realizadas por los estudiantes para
describir el proceso, hallan que la mayoria de construyen las razones de cambio
correctamente, pero que algunos de ellos no la identifican con la pendiente de la funciéon
en su interpretacion grafica. En resumen, el modelo fisico se usa aqui mas como
herramienta de evaluacién del curso que como entorno significativo para el aprendizaje

del concepto.



4.Propuesta didactica

El objetivo principal de la propuesta no es buscar que el estudiante verbalice una
definicion de funcion, al contrario, como primera medida nos aproximaremos a la nocion
de funcién a través de la caracterizacion del mayor nimero de posibles situaciones a las
cuales sea factible aplicar un modelo de funcién. El éxito de la propuesta se dara en la
medida que los estudiantes puedan matematizar diferentes situaciones de la forma mas
intuitiva posible. Por lo anterior, la metodologia de aprendizaje activo como estrategia
didactica, potencializara el aprendizaje autbnomo y el pensamiento variacional, asi como
el desarrollo de competencias como la modelacién y la solucién de problemas en

diversos contextos de las ciencias.

4.1 Guias didacticas

La propuesta se centra en cinco funciones de uso general en ciencia: lineal, cuadratica,
polinémica de orden tres, inversa y exponencial. La idea principal es partir de una
situacion o un fenédmeno de las ciencias naturales que se pueda describir con la funciéon
correspondiente, y utilizar esta situacion como ejemplo para identificar las propiedades
de la funcidn, que se ilustran con construcciones en tablas, en graficas y como ecuacion
algebraica. Al finalizar, los estudiantes deberan estar en la capacidad de aplicar las

funciones estudiadas a la descripcién y modelado de otros fenébmenos.

La propuesta didactica se basa principalmente en la elaboracion de un conjunto de guias
para para trabajar las funciones escogidas. La metodologia escogida es la de aprendizaje
activo. La propuesta se disefia dirigida a estudiantes de décimo y undécimo grado entre
los 15 y 17 afios de edad. Algunas practicas tienen el soporte de practicas
experimentales, y otras, el de nuevas tecnologias como simuladores o software para la

elaboracion de graficas. Las guias se resumen en la Tabla 4-1.
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Tabla 4-1 Resumen de las practicas

No Funcién Guias de trabajo
Lineal Guia 1: La funcién reproduce la tabla
1 y Guia 2: Carrera de nifios
constante

Guia 3: Movimiento vertical

2 Cuadréatica Guia 4: Espejo parabdlico

Polinémica | Guia 5: Volumen de una caja sin tapa

Inversa Guia 6: Modelo cuantitativo de la Ley de Boyle

Exponencial | Guia 7: Crecimiento de bacterias

4.1.1 Guia 1: La funcion reproduce la tabla

Suele suceder con frecuencia que los estudiantes aprenden la funcion lineal como
“v=mx+b” y no son capaces de abstraer que x y y pueden representar a dos variables
cualesquiera. El objetivo es que los estudiantes repasen sus conocimientos acerca de la
representacion cartesiana de la linea recta, y que entiendan que pueden utilizarla para
relacionar dos variables cualesquiera, que asumen el rol de x e y. Para ello se realizaran
tablas de datos con situaciones cotidianas: invitar a lo amigos a comer, entrar a cine con
la abuelita, pagar una carrera de Taxi, etc. Luego, las tablas se grafican como puntos, se
pasa una linea recta que los aproxima y se halla su expresion como funcion algebraica.
Finalmente, se comprueba que esta expresion reproduce de manera aproximada los
datos de la tabla. Esta practica es esencial para construir la representacién gréfica de

funciones. La guia para esta practica se muestra en el Anexo B.

4.1.2 Guia 2: Carrera de niilos

El objetivo de esta guia es describir graficamente el movimiento de un nifio, que pasa
caminando por al menos por tres o cuatro puntos de referencia. Es esencial que en
algunos puntos de su movimiento el nifio permanezca en reposo o, incluso invierta el
sentido de su movimiento. Otros estudiantes registran los tiempos al pasar por los
diversos puntos de referencia o, alternativamente, su posicion cada tantos segundos. A
renglén seguido se iniciara con la construccion de las graficas. Basandose en los
resultados, el estudiante debe obtener un modelo que describa la situaciéon planteada, y
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a partir de ella lograr predecir o dar respuesta a diversos interrogantes. Esta practica es
esencial para que los estudiantes dibujen correctamente funciones dependientes del
tiempo y manejen adecuadamente la situacion cuando el tiempo es el eje horizontal de la
representacion grafica. En la Figura 4-1 se muestra una de las graficas obtenidas de la

experiencia, la guia se encuentra en el anexo C.

Figura 4-1: Gréficas carreras de nifios
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4.1.3 Guia 3: Movimiento vertical

En esta guia los estudiantes graban, con la ayuda de una camara, la trayectoria de una
pelota lanzada verticalmente hacia arriba. Luego, con ayuda de un programa llamado
“Logger Pro”, marcan la trayectoria de la pelota con el objetivo de obtener una funcién
que describa el movimiento. Para ello se sigue el mismo procedimiento de guias
anteriores: tabular, graficar, aproximar por una curva y reproducir los datos de la tabla.
En este caso, se calculan también pendientes para evidenciar que en una pardbola la
pendiente cambia a ritmo constante.

En la Figura 4-2 se tienen algunas evidencias de la practica, la guia se muestra en el
anexo D.
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Figura 4-2: Actividad movimiento vertical

GRAFICA DE POSICION TIEMPO PARA EL MOVIMIENTO VERTICAL
DE UNA PELOTA DE PING-PONG
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4.1.4 Guia 4: Espejo parabdlico

En esta guia se propone la construccién de un espejo parabdlico con una lata de
aluminio doblada, que se coloca dentro de un bloque de gelatina y se ilumina con un
laser de bolsillo para evidenciar el foco. La idea de esta practica es identificar la parabola
como el lugar geométrico de los puntos que equidistan del foco y de una recta directriz, y
que, como consecuencia, la parabola enfoca en un solo punto la luz proveniente de un
sitio. La practica se complementa con el experimento demostrativo de un micréfono
acustico con reflector parabdlico. La Figura 4-3 muestra algunas evidencias de la
actividad, la guia se encuentra en el anexo E.

Figura 4-3: Espejo y micréfono con reflectores parabodlicos
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4.1.5 Guia 5: Volumen de una caja sin tapa

Cada grupo cuenta con siete hojas de carton paja, y con ellas construye siete cajas sin
tapa de diferentes alturas. Con un vaso, que sirve como unidad de volumen arbitraria, se
determina el volumen de la caja, llenandola con vasos de arena. Con cada medida se
registra también la altura de la caja. Haciendo uso del programa Excel se obtiene una
funcién polinémica de tercer orden que sirve para predecir el volumen de cualquier caja
en funcion de su altura. En la Figura 4-4, se tienen algunas imagenes de la realizacion de
la actividad. En el anexo F se puede obtener la guia.

Figura 4-4: Construyendo y determinando en volumen de las cajas

4.1.6 Guia 6: Modelo cuantitativo de la ley de Boyl e

En esta guia se busca reproducir de manera cuantitativa la Ley de Boyle. Para eso se
cuenta con ayuda de un simulador, disponible en
http://phet.colorado.edu/es/simulation/gas-properties El objetivo de la guia es la

construccion de la grafica y la obtencién de una funcién de proporcionalidad inversa que
modela el comportamiento de un gas de un nimero fijo de particulas a temperatura
constante en términos de su presion y su volumen. El resultado se utiliza para ilustrar las
propiedades de la funcion inversa: sus comportamientos asintoticos y el hecho de que el
producto xy se mantiene constante sobre toda la curva. En la Figura 4-5 se muestran
algunas evidencias del desarrollo de la actividad. La guia se puede ver en el anexo G.
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Figura 4-5: Analisis cuantitativo de la ley de Boyle

Descripcion

Datos - <
GRAFICO PRESION -

§ VOLUMEN
Volumen | Presion Prediccion R
Lo

318 1,15 loas
265 1,35 138 '
212 1,75 172
159 2,28 23 . ,
1272 294 2.87 L e s @ |

YOLUMEN

PRESION
— o

&

o

4.1.7 Guia 7: Crecimientos de bacterias

Haciendo uso de elementos simples como lentejas y un plato, y por denotacién y
connotacion, se simulara el crecimiento de una poblacion de bacterias (lentejas). A cada
paso del proceso, que se asemeja a los pasos de tiempo, por cada lenteja presente en el
plato se debe agregar una mas. Los estudiantes deberan registrar al menos 10
observaciones. Los datos obtenidos se grafican y se aproximan a mano por una curva.
Luego, se construye por razonamiento su forma funcional. A continuacién, se utiliza el
programa Excel para comprobar que esta forma funcional reproduce los datos de la
experiencia. La practica enfatiza en identificar las caracteristicas fundamentales de la
funcién exponencial creciente: su inicio en un valor diferente de cero, su crecimiento no
acotado y el hecho de que avanza multiplicando su valor por una cantidad constante. Al
final, se le pide al estudiante que identifique, de un conjunto de fendbmenos, cuales
pueden ser descritos con una funcién exponencial. Algunas evidencias se muestran en la

Figura 4-6. En el anexo H se puede observar la guia.

Figura 4-6: Simulacion crecimiento de bacterias




5.Aplicacion y resultados

5.1 Contexto de aplicacion

La propuesta esta dirigida a treinta y cuatro (34) estudiantes de undécimo grado del
Colegio Eliseo Pinilla Rueda de Villanueva-Santander. Las edades de los jévenes estan
entre los 15 y 16 afios. La actividad econdémica principal del pueblo es la agricultura (frijol
y tabaco). Los estudiantes viven en la zona rural, en su mayoria. Los padres trabajan
como jornaleros y las madres se dedican basicamente al hogar. El grado de escolaridad
de los padres esta entre primaria y bachillerato. Algunos no estudiaron y una minoria
(10%) tienen estudios profesionales. A pesar de que la madre pasa el mayor tiempo en
casa haciendo sus labores, el acompafiamiento que puede hacer desde el hogar es
minimo, y deja en manos de los docentes del colegio la educacion de los hijos.

El colegio no cuenta con laboratorios para las practicas. Hay dos salas de sistemas: la
primera, con 40 computadores nuevos y acceso a internet, que es usada para las clases
Unicamente de informatica, y la segunda, que fue adaptada con 20 computadores para
las clases de fisica, y matematica con algunos programas de distribucién gratuita, que

han servido para realizar simulaciones y practicas virtuales para determinados temas.

5.2 Prueba cuantificadora

La propuesta se pondra a prueba con treinta y cuatro estudiantes del grado undécimo del
Colegio Eliseo Pinilla Rueda del municipio de Villanueva (Santander), en un esquema
pre-experimental con pretest y postest. Como test se disefidé una prueba especifica de 18
preguntas de seleccidn mdultiple con Unica respuesta tipo ICFES. Para evidenciar si hay

cambios significativos en la comprension de las diferentes formas de representacion de
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las funciones, se aplicé la misma evaluacion tanto al inicio como al final. La prueba
cuantificadora se presenta en el anexo A.

Para su disefio, se construyé la matriz que se presenta en la Tabla 5-1, donde se
especifica las evidencias que el estudiante debe mostrar acerca de la modelacion en
diversos contextos y con diversas formas de representacion de algunas funciones usadas

para tal fin.

Tabla 5-1: Matriz para el disefio de las preguntas de la prueba cuantificadora

Evidencias Tareas No. Preg

Dado un enunciado verbal o gréfico,
Obtengo un modelo que se | » _
; » identifica la  expresion que 1,5
ajuste a una funcion o
reproduce la situacion presentada

Analizo en representaciones o ,
o ) Dado wuna gréafica, explico el
gréficas cartesianas los _ _ »
) ] comportamiento de la situacion 3,4,7
comportamientos de cambio
) - planteada
de funciones especificas

Obtengo una gréfica a partir ) »
o Dada una situacion en forma verbal, | 6,8,9,10,15,
de descripciones verbales,
5 tabla o formula, la representa de | 18
tablas o formulas .
forma gréfica.

) ) Dada una situacion representada
Interpreto  la informacién
) con una tabla, encuentro 13,14,17
registrada en tablas _ .
regularidades y saco conclusiones

o ) Dada wuna férmula, responde
Hago predicciones a partir _ ) _
numéricamente a una situacion 2
de una féormula _
determinada.

) Dado un problema, encuentra la
Registro resultados en _ _
mejor tabla para registrar resultados 11,12,16
tablas
de forma ordenada
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5.3 Resultados cualitativos

Durante el desarrollo de cada una de las actividades, se observd el cambio de actitud de
los estudiantes. La motivacién y el interés por comprender y describir matematicamente
las diferentes experiencias se sintieron hasta la culminacion de la propuesta. Salir de la
rutina del salén de clase, y tener que realizar tareas de medicion, registro y elaboracion
de graficas redundaron en un alto grado de comprension en lo referente a la
interpretacion grafica de movimientos. La experiencia de grabar un video y usar el
software “Logger pro” para encontrar la grafica que describe un movimiento vertical
resulté ser algo divertido y sorprendente para ellos, ya que lograron comprender cémo se
puede representar el tiempo y la variacion de la posicion de un pelota de ping-pong en

movimiento vertical.

Por su parte, las experiencias del espejo y micréfono parabdlico, gustaron en un 100%.
El hecho de ver caracteristicas como el foco, visualizado con la luz laser, y una aplicacién
real del uso de las parabolas con el micréfono motivaron las preguntas de varios, que con
algo de incredulidad se resistian a creer. La construccién de las diversas cajitas y la
medicion del volumen de forma artesanal tomaron con sorpresa a algunos, ya que
inicialmente pensaban encontrar el mismo volumen con una férmula mas sencilla. El uso
del simulador para el estudio cuantitativo de la ley de Boyle sirvid, no sélo para que
jugaran un rato, sino también para construir el concepto de una manera facil y lidica con
la diversidad de herramientas que ofrece el simulador. Finalmente, la experiencia de la
funcién exponencial, que inici6 como algo aburrido y monétono, terminé por gustar, ya
que no se imaginaban como un cultivo inicial de bacterias (las lentejas en este caso)

podian crecer de una manera tan rapida.

En general, el uso de diversos recursos enriquecié enormemente el ambiente de
aprendizaje dentro y fuera del aula de clase. Los estudiantes plasmaron los resultados de
estas experiencias en presentaciones que fueron mostradas a la comunidad educativa en
el dia de logros, que es una actividad institucional que tiene lugar al finalizar el afio
escolar.
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5.4 Resultados cuantitativos

Como ya se menciond, para la evaluacion cuantitativa de la propuesta se utiliz6 como
instrumento, una prueba cuantificadora que consta de 18 preguntas de seleccion multiple
con Unica respuesta. El test pretende evaluar la competencia de modelacién en diversas
situaciones y contextos de la vida y la ciencia, y a la vez evidenciar si hay cambios
significativos en la comprensién de las diferentes formas de representacién que tiene la

funcion. Los puntajes de las pruebas se cuantificaron en una escala de 0 a 100.

Tabla 5-2. Estadisticos descriptivos para el pretest y postest

N Minimo Maximo Media Desv. tip.
Total pre 34 0 88,89 49,16 20,52
Total pos 34 27,78 100 69,36 22,14

La Tabla 5-2 y la Figura 5-1 muestran las estadisticas descriptivas para el pretest y el
postest. De acuerdo a estos resultados, es notable un incremento en el desempefio de
los estudiantes, pues el promedio aumenta de 49,16 en el prestest a 69,36 en el postest.
Se observa que en los resultados del post-test aumenta levemente la dispersion de los
datos, pero también aumenta el porcentaje de los estudiantes que obtienen puntajes

mayores.

Figura 5-1: Diagrama de cajas para el pretest y postest
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Las distribuciones de los puntajes en el pretest y en el postest se presentan en Figura
5-2. Los resultados del pretest se distribuyen alrededor de 40, concentrandose la mayoria
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de los datos entre 20 y 60. En comparacion con el postest, los datos se concentran
alrededor de 80. Esto nos hace presuponer que la diferencia entre el pretest y el postest

es estadisticamente significativa.

Figura 5-2: Histogramas para los puntajes obtenidos en el prestest (izq) y el postest (der)
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Para comprobar si la mejora es significativa se debe determinar primero si las

distribuciones son normales, para lo cual nos valemos de la prueba de Shapiro-Wilk.

Tabla 5-3 Prueba de normalidad para el pretest y el postest

Kolmogorov-Smirnov Shapiro-Wilk
Estadistico df Sig. Estadistico df Sig.
pretest ,142 34 ,079 ,971 3 ,488
postest ,148 34 ,057 ,920 31 ,016

La Tabla 5-3 nos muestra que este estadigrafo para el pretest es 0,488, siendo mayor a
0,05, por tanto, la distribucién es normal. El caso contrario sucede con el postest, donde
el nivel de significancia es de 0,016, muy bajo, que no nos permite asumir que la

distribucién es normal.

Como consecuencia del resultado anterior, no podemos aplicar pruebas paramétricas,

como la distribucion t de Student, para definir si hay una diferencia significativa entre los
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desempefios de los estudiantes en el pretest y en el postest. En su lugar, se emplea la
prueba de Wilcoxon. El valor de Z=-3.974 obtenido para esta prueba (Tabla 5-4),

evidencia una diferencia significativa entre el pretest y el postest.

Tabla 5-4 Prueba de Wilcoxon

postest - pretest
V4 -3,974°
Asymp. Sig. (2-tailed) ,000
Exact Sig. (2-tailed) ,000
Exact Sig. (1-tailed) ,000
Point Probability ,000

Para obtener los resultados detallados en el prestest y postest, se puede dirigir al anexo
l.



6.Conclusiones y recomendaciones

Este trabajo presenta una propuesta para la ensefianza combinada de las funciones y
sus propiedades y del modelado de situaciones de las ciencias a través de la
construccion de leyes empiricas. La idea principal fue partir de una situacion o un
fenémeno de las ciencias naturales que se pueda modelar con una funcién sencilla de
una variable, y utilizar esta situacion como oportunidad para identificar las caracteristicas
de dicha funcion a través de construcciones verbales, tablas, graficas y férmulas.

La propuesta desarrollada esta orientada a potenciar el pensamiento variacional usando
la nocién funcién y sus diferentes representaciones para determinar leyes empiricas en
diversos contextos de las ciencias naturales. Para ello se disefiaron e implementaron un
total de siete guias didacticas, cada una de ellas mediada por un contexto diferente de
las ciencias naturales. Las guias profundizan en cinco tipos de funcién: lineal, cuadratica,
proporcionalidad inversa, cubica y exponencial. Las guias enfatizan en la construccién de
modelos. Esto implica pasar por cada una de las siguientes representaciones de la
funcion: verbal, numérico, gréfica y formula. En efecto, a partir de experiencias sencillas,
reales o simuladas, los estudiantes obtienen una coleccion de datos (tablas posicion-
tiempo, presidn-volumen, poblacién-tiempo, etcétera), que luego grafican para establecer
su forma general y sus comportamientos asintéticos. Luego, a partir de las graficas, el
estudiante debe extraer informacién para manipularla numéricamente, y obtener una
relacion entre variables mediante una expresion algebraica, una férmula. Esta se
convierte entonces en un instrumento potente para pasar de un valor a otro, y del cual se
puede volver a obtener una representacién grafica y, eventualmente, una tabla de
valores. En cada uno de los pasos, el estudiante, debe describir verbalmente la situacion.
Como recursos se utilizaron elementos sencillos y faciles de conseguir (celulares con
camaras y cronémetros, cartdén paja, gelatina, latas de aluminio, entre otros), ademas de

herramientas tecnoldgicas de uso general o de acceso libre, como: Excel, Logger Pro y
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un simulador disponible en la pagina de la Universidad del Colorado. Estas herramientas
fueron Utiles para obtener las relaciones funcionales en cada una de las experiencias. De
esta manera los estudiantes no sélo comprenden lo que significa una funcion, sino cémo

se puede utilizar para modelar fendmenos reales.

La propuesta didactica se desarrollé con 34 estudiantes de undécimo grado del colegio
Eliseo Pinilla Rueda, del municipio de Villanueva — Santander, en un esquema pre-
experimental con pretest y postest. La prueba cuantificadora constaba de 18 preguntas
de seleccién multiple con Unica respuesta, que se disefio para este fin. Analizados los
resultados de la prueba inicial y final, se observé una mejora notable del desempefio al
finalizar la propuesta didactica, que se evidencia, por ejemplo, en el incremento del
puntaje medio obtenido de 49,16 en el pretest a 69,36 en el postest (en una escala de 0 a
100). Para verificar si realmente el incremento fue significativo, se empleé la prueba de
Wilcoxon, obteniendo un valor de Z=-3.974 que evidencia una diferencia significativa
entre el pretest y el postest. Por tanto, se puede concluir que la propuesta ayudoé a que
los estudiantes mejoraran su comprension del concepto de funcién en sus diversas

representaciones.

El desarrollo de las actividades condujo a crear un ambiente propicio para la
comprension del concepto de funcion, sus diferentes representaciones, y su utilidad para
modelar diversas situaciones presentes en las ciencias. Salir de la rutina del salon de
clase y tener que realizar tareas de medicién, registro y elaboracién de graficas generé
una gran motivacion, que se vio reflejada en un alto grado de comprension. Esto permitio,
hacer un acercamiento a la aplicaciébn y construccién colectiva del conocimiento
cientifico, que fue a lo largo de la historia un motivante principal para el desarrollo del

concepto de funcion.

Los resultados obtenidos motivan a proponer e implementar una serie de estrategias
didacticas que busquen, en los estudiantes, la construccion de un catalogo de funciones
(lineal, inversa, cuadratica, polinGmicas, exponenciales, logaritmicas, circulares entre
otras) que permitan la solucién matematica de situaciones presentes con frecuencia, no
solo en las ciencias naturales, también en las ciencias sociales. Para ello se podia
pensar en desarrollar proyectos transversales e interdisciplinares en las instituciones

educativas. Esto ayudaria a demostrar que los contenidos y los conocimientos adquiridos
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en cada una las asignaturas de forma independiente se pueden interrelacionar para la
construccién del conocimiento, y en especial para hacer ciencia.

Desde mi perspectiva como docente, la propuesta didactica para la ensefianza de las
funciones haciendo énfasis en el proceso de modelaciébn brinda un espacio
particularmente motivante para enriqguecer mi creatividad, y mis capacidades para
interpretar contextos con el objetivo de ponerlos en practica dentro del aula de clase. De
igual manera, la ejecucion de la propuesta me permitid desarrollar herramientas para
interpretar, describir, explicar y comunicar los niveles de comprension de los estudiantes.
Ademas, las guias propuestas pueden ser un punto de partida para todo aquel que desea
implementarlas y enriquecerlas con otras situaciones que busquen mayor profundidad,
por ejemplo, en el estudio de caracteristicas especificas de cada funcion. Espero, por lo
tanto, que este haya sido un aporte valioso al desarrollo de la didactica de las funciones
en la ensefianza media.






A. Anexo: Pretest y postest

COLEGIO ELISEO PINILLA RUEDA
VILLANUEVA SANTANDER
AREA DE FISICA Y MATEMATICA
Pretest — Postest
Doc. Alexander Medina Rojas

11

1. La depreciacion es el valor que pierden
algunos bienes como consecuencia del
desgaste por uso durante su vida util o
debido a la desactualizacion causada por
cambios tecnoldgicos. En una empresa
un articulo es comprado en $20.000, cada
afio se deprecia $1.800 y se sabe que la
depreciacion es directamente
proporcional al tiempo transcurrido desde
la compra. La vida util de este articulo es
de 10 afos.

El precio P del articulo al cabo de t afios,
para t entre 0 y 10 afos, esta
representado por la expresion

A. P (t) = 1.800t — 20.000
B. P (t) = 1.800t + 20.000
C. P (t) = -1.800t — 20.000
D. P (t) = -1.800t + 20.000

2. En un experimento se toman dos
muestras E y F de una misma poblacién
de bacterias en condiciones ambientales
distintas. Inicialmente, en la muestra E
hay 4.000 bacterias y en la muestra F hay
500 bacterias.

E = 40002
F =500

Las expresiones representan las
cantidades de bacterias que hay en las

muestras E y F, respectivamente cuando
han transcurrido t horas. Las muestras E
y F tendran la misma cantidad de
bacterias para tigual a

Al B.3 C. 4 D.8

3. La siguiente grafica representa el
proceso de llenado y vaciado, en cada
uno de los intervalos de tiempo en los que
esto sucede.

Volumen de
agua (Litros)

1500

Tiempo
{horas)

3 G i
De esta grafica, se puede afirmar que

A. el volumen de agua del tanque siempre
varia de manera constante

B. el tanque se llena de manera constante
a razén de 1 500 litros por hora

C. el tanque se llena de manera constante
a razén de 500 litros por hora

D. el tanque se vacia de manera
constante a razén de 1 500 litros por hora




54 Modelado de funciones: Una propuesta didactica mediada por diversos

contextos de las ciencias naturales

4. La siguiente es la grafica de la
temperatura de 1 kg de helio como
funcion del calor que éste absorbe a
presion atmosférica.

T

‘ Q(KJ)
25 45 65 85 105

De la gréafica se puede concluir que a 4k
la muestra de helio

A. absorbe calor sin elevar su
temperatura.
B. absorbe calor y, asi mismo, eleva su
temperatura.

C. mantiene constante el calor absorbido
y Su temperatura.

D. mantiene constante el calor absorbido
y aumenta su temperatura.

5. Se realizaron unas pruebas con esferas
de un metal experimental. Se descubrié
gue si se deja caer a una determinada
altura una esfera de volumen V se divide
en dos esferas de volumen V/2 y luego
estas esferas, al caer desde la misma
altura, se dividen en cuatro esferas de
volumen V/4 y asi sucesivamente. A
continuacién se muestra un dibujo que
representa la prueba planteada:

E=calon
]

Escalon
1

Escaldn

Escalon
3

Escalon

Se encontrd6 una regularidad frente al
aumento de esferas por escaldén, la
expresion que muestra el nimero de
esferas en un escalon a partir del nUmero
del escal6n es

A. 2" porque si n es el nimero del
escalon se logra 1, 2, 4, 8,16... esferas,
empezando desde el escaldn cero

B. 2 x n, debido a que se logra el nimero
de esferas esperadas en los escalones 1
y 2 si n representa el nUmero del escalon
C. 2n-1, ya que representa el numero de
esferas de un escalon, siendo n el
namero del escalon siguiente al deseado
D. 2% porque representa el nimero de
esferas en el escalén dos

6. Se realiza un experimento para medir
el voltaje en funcién de la corriente para
un material que tiene una resistencia (R)
de 40 Q y que cumple la ley de Ohm (V =
IR). La grafica que representa el voltaje
(V) en funcion de la corriente (l) es:
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De acuerdo con el grafico la_Unica
afirmacién falsa_ es:

Voltaje (V)

A. Elvehiculo B es mas veloz que A.

B. Los vehiculos A y B se encontraron a
2 las 9:00 am.

Corriente (1) C. El vehiculo A hizo un recorrido mayor
que el B.

D. A las 9:00 am. el vehiculo A habia
recorrido la misma distancia que el B.

T a0 e ot iy e

|
1
1
1 1
|
1
T

B. B4 === == === =

Voltaje (3

8. En un recipiente a volumen constante,
O se realiza un experimento variando la

Corriente (1) temperatura (T) de un gas tomando datos
de Presion (P). Los resultados se
muestran en la siguiente tabla:

d
I
1
L1 3 el ]
I
I
L

Voltaje (V)

Temperatura (K) 100 | 200 | 300 | 400

Presion (mm Hg) | 300 | 600 | 900 | 1200

Voltaje (V)

La grafica que representa los datos consignados
en la tabla es

Corriente (4

A. B.
7. El gréfico muestra el recorrido seguido P P
por dos vehiculos A y B que parten del
mismo lugar. El vehiculo A sali6 a las 6:00
am. y el B a las 8:00 am.
kl’llh
160 penssnnnnnnnnnnnfnn T T
140 A
120
100 e sssmssssssmm C D.
80 " e .
60 :
40 -
20
5 7 8 S 10 1112 Nempoe

(horas)
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9. La fuerza responsable del cambio de

direccion del movimiento circular es la
2

. nmv
fuerza centripeta fc, cuyo valor es R

donde m es la masa del cuerpo, v el valor
de la velocidad y R el radio de la
trayectoria. La gréfica que representa
mejor el valor de fc en funcién de la
rapidez v (my R constantes) es:

A. B.

T r

10. A 20°C, un recipiente contiene un gas
seco X. En el siguiente dibujo se muestra
el volumen del gas a diferentes presiones.

1 atm

Embolo>

5 atm

10 litros

Embolo >

Embolo > 2 litros

20 litros

La grafica que mejor describe la variacién
del volumen cuando cambia la presién es

A. B.
P P
>V ! >V
C. D
P P \

v —>V

11 Un estudiante quiere fabricar un
paracaidas de tal forma que cuando se
suelte verticalmente desde una misma
altura, el tiempo que se demore en llegar
al suelo sea mayor. El encuentra el
modelo que muestra la figura: un trozo de
plastico circular atado a un cubo de
madera.

El estudiante le realiza diferentes
modificaciones a este modelo para lograr
su objetivo. ¢ Cual de las siguientes tablas
de datos le permitira al estudiante
registrar sus datos para evaluar sus
disefios?



A

Modelo | Masa del cubo | Longitud de las cuerdas | Area del plastico | Tiempa de caida
1
2
3

B

Modelo | Masa del cubo | Longitud de las cuerdas | Forma del plastico | Grosor de las cuerdas
1
2
3

C

Modelo | Lado del cubo | Peso del cubo | Masa del cubo | Tiempo de caida
1
2
3

D.

Modelo | Grosor de las cuerdas |Area del plastico | Altura de lanzamiento | Grosor del plastico
1
2
3

12. Unos investigadores decidieron llevar a cabo un experimento para probar la hip6tesis
de que la temperatura del agua influye sobre la velocidad de desplazamiento de unas
tortugas. La temperatura donde viven estas tortugas normalmente es 18°C. Para llevar a
cabo el experimento, deciden medir el tiempo que tardan en recorrer una misma distancia
a diferentes temperaturas. La tabla que les permitira a los investigadores registrar la
informacion para realizar un analisis confiable es:

A. Tiempo
w
Individuo
1
2
3
4
5
6
B. Temperatura Tiempo
T (°C)
Individuo
Repeticion 1
1 Repeticion 2
Repeticion 1
2 Repeticion 2
3 Repeticion 1
Repeticion 2
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C. Temperatura

Tiempo

T (°C)
Individuo

L | ) Lad | M)

Tiempo

T (°C
Individuo Q)

Repeticion 1

1 Repeticion 2

Repeticion 1

: Repeticion 2

3 Repeticion 1

Repeticion 2

13. La radiacion es un proceso de transferencia de energia mediante la transmisién de
ondas electromagnéticas. Los cuerpos calientes, como el Sol, transmiten energia en
forma de radiacion térmica. Un objeto a una distancia x del Sol recibe una cantidad de
energia directamente proporcional a su area transversal A, e inversamente proporcional a

X2,

La siguiente tabla muestra el area transversal y la distancia al Sol de cuatro satélites de

Japiter.
Satelite Area transversal (km?) | Distancia al sol (millones de km)
Io 20.846.743 800
Europa 15.310.370 799
Ganimedes 43.453.220 801
Calisto 35.508.513 802

Con base en la informacién anterior, se
puede concluir que

A. Calisto recibe menos radiacién porque
es el mas lejano del Sol.

B. Ganimedes recibe mas radiacion del
Sol porgue tiene mayor area.

C. Europa recibe mas radiacion porque es
el mas cercano al Sol y tiene menos area.
D. los cuatro satélites reciben la misma
radiacion porque la distancia al Sol es
similar.

14. Se desea construir una caja a partir
de una lamina de papel rectangular, para

ello se cortan cuadrados en las esquinas
como lo ilustra la figura. El volumen de la
caja esta determinado por la expresién V
= h.x.y

T h+

h i
X

h h

L L




Anexo A. Pretest y postest

59

Si se determina que el area de la lamina
de papel es de 400 cm? entonces de
acuerdo con la ecuacién inicial, el
volumen de la caja construida

A. es Unico, porque el area determina un
Gnico valor para x

B. es Unico, porque los valores de y, x, h
se pueden hallar dada el &rea 400 cm?

C. varia, porque el volumen depende
Unicamente del valor de x y no del valor
del area de la lamina

D. puede variar, asi el area de la lamina
sea constante

15. Las figuras representan dos soélidos
rectangulares cuyas bases son cuadrados

—_

—1cm——
Figura 1

—X—
Figura 2

La grafica que corresponde a la relacién
entre los valores de x y los volimenes de
los sélidos, es

A. B.
Volumen Volumen Fig. 2
Fig. 2
Fig. 1
Fig. 1
X X
C. D
Volumen Volumen
Fig,2
Fig, 2 Fig. 1
Fig.1
X
X

16. El docente les pide a sus estudiantes
analizar cémo cambia el periodo de este
péndulo si se le maodifica la longitud de la
cuerda. ¢Cual seria la tabla mas
apropiada para registrar sus datos?

A. Longitud Periodo
B. Longitud | Periodo | Masa
C. Longitud
Masa Periodo
D. Longitud | Periodo | Peso

17. Andrés introduce una cantidad inicial de aire (volumen inicial) en un recipiente con un
émbolo movil. Luego, pone libros sobre el émbolo y registra el cambio de volumen
observado, (volumen final). A continuacion se observan los datos obtenidos:
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Numero | Volumen | Volumen Diferencia de volumen
de libros |inicial (mL) | final (mL) | (volumen inicial - volumen final) (mL)
0 6,0 6,0 0,0
1 6,0 5,4 0,6
2 6,0 4.8 1,2
3 6,0 4,2 1,8
4 6,0 3,6 2,4

De acuerdo con lo anterior, una conclusién que puede sacar Andrés sobre el cambio de
volumen en el experimento es que

A. la presion ejercida por los libros siempre es la misma y el volumen aumenta.
B. a mayor nimero de libros hay mayor presion y el volumen disminuye.

C. la presién ejercida por los libros siempre es la misma y el volumen disminuye.
D. a menor nimero de libros hay mayor presion y el volumen aumenta.

18. En la empresa se ha disefiado un plan para lograr que haya un aumento en el
nimero de personas que usan un producto a partir de un aumento en el nimero de
compradores. El plan garantiza que cada dia se incrementard la cantidad de
compradores en uno mas que el dia anterior a partir del primer dia. Para ilustrar los
efectos del plan, tomando como base los resultados del estudio, se ha construido la
gréfica

a0

No de compradores
0 A G G G

u
SLENNUUAATNA0IIRDE S
7

L

123456189 DUBRBIUBEE  ———————————— T
0012 345678 9101112131415 18

327

326 Py

—

322 — = o~
, = — 7
g s1=2 Pl /
S 3 o
537 7 el
] -
E S15 , /

No de compradores

SRS ERPEEEREREE

e e e e e e e e e 012346678 2101M1213141518
0123464678 910111210141318




B. Anexo: Guia 1 La funcion
reproduce la tabla

COLEGIO ELISEO PINILLA RUEDA
VILLANUEVA SANTANDER
AREA DE FISICA Y MATEMATICA
GUIA 1: LA GRAFICA REPRODUCE LA TABLA
Doc. Alexander Medina Rojas

Objetivo: Construir gréaficas a partir de situaciones cotidianas.
Actividad 1

De acuerdo al recibo de luz, una familia de Villanueva paga un cargo fijo aproximado de
$ 12.000, es decir gaste 0 no gaste energia debe pagar esa cantidad. Adicional, por cada
Kw/h que consuma debe pagar $ 400.

Completa el siguiente cuadro:

KW/h de consumo(x) Costo en $(400x + 12000)

G WN|IFL O

Con esta tabla, realizo una gréfica en donde el eje horizontal representa el nimero KW/h
y el eje vertical representa el costo en pesos. ¢ Qué clase de curva obtengo? Escribo una
funcién que me describa esta situacion.

Actividad 2

Una idea de emprendimiento de un grupo de estudiantes, se trata de un criadero de
pollos. Inicialmente los estudiantes tienen en depésito 90 Kilogramos de maiz. Los pollos
requieren de 1.5 Kilos de maiz para su alimentacion diaria
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Dias (x) Cantidad de maiz en
depdésito dado en
Kg(90 — 1.5 x)
0
1
2
3
4
5

Con esta tabla, realizo una grafica en donde el eje horizontal representa el nimero dias y
el eje vertical representa la cantidad de maiz que queda en depdsito. ¢Qué clase de
curva obtengo? Escribo una funcién que me describa esta situacion.

Actividad 3

El papa de Martha le da $2000 para las onces en el colegio. Martha siempre ahorra y
guarda de sus onces $500 todos los dias. La siguiente tabla muestra lo que gasta en una
semana:

Dia Galletas($500) Chocolatina($500)
1 0 3
2 1 2
3 2 1
4 3 0

Con esta tabla, realizo una gréfica en donde el eje horizontal representa el nimero del
dia y el eje vertical representa el costo que pagé por la compra que hizo. ¢Qué clase de
curvas obtengo? Escribo una funciéon que me describa cada situacion.

Actividad de analisis

e ¢Puedo predecir un valor préximo para cada ecuacion que encontré? Explico
cémo lo hago y lo calculo.

« ¢COmo sé que una curva estd ascendiendo o descendiendo? Describo en
palabras.

» ¢ Qué significa que una curva sea horizontal?

* Una variable es independiente cuando es la variable que Yo puedo controlar,
mientras que una variable independiente es aquella que desconozco el valor que
yo voy a obtener. De acuerdo a las anteriores actividades, identifico cuales son
las variables dependiente e independiente.

» ¢Puedo determinar otras situaciones que tengan el mismo comportamiento?
Redacto la situacion, elaboro la tabla, realizo una grafica y encuentro la formula.



C. Anexo: Guia 2 Carrera de ninos

COLEGIO ELISEO PINILLA RUEDA
VILLANUEVA SANTANDER
AREA DE FISICA Y MATEMATICA
GUIA 2: CARRERA DE NINOS
Doc. Alexander Medina Rojas

Objetivo: Representar graficamente el movimiento de una persona que realiza un
desplazamiento a diferentes velocidades.

Descripcion de la experiencia.

La experiencia consiste en realizar un recorrido no menor a 2 minutos. El recorrido debe
tener al menos 3 6 4 puntos de referencia. El estudiante debe realizar el recorrido a
diferentes velocidades haciendo paradas en los puntos de referencia o incluso,
devolviéndose. Con la informacion obtenida se debe construir una gréafica que permita
interpretar el movimiento realizado, ademas de una expresibn matematica que
reproduzca cada uno de los movimientos.

Materiales

Cronoémetro (Puede ser un reloj o un
celular con dicha funcion)

Lapiz, papel milimetrado

Procedimiento

- Se organizan en grupos de tres estudiantes.

« Un estudiante se mueve caminando a diferentes velocidades y durante 2 minutos
pasando por al menos tres o cuatro puntos de referencia. Utilicen elementos
como cuaderno, bolsos u otro que tengan a mano para marcar cada una de las
referencias. Mida en pasos la distancia entre referencia y referencia. Por ejemplo:
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Entre la referencia 1 y la referencia 2 pueden haber 15 pasos, 0, entre la
referencia 2 y la referencia 3 una distancia de 10 pasos. Ver figura 1

Es esencial que en algunos puntos de su movimiento el estudiante permanezca
en reposo o, incluso invierta el sentido de su movimiento.

- o —@

o®

Referencia Referencia Referencia
Figura 1

Otros estudiantes registran los tiempos al pasar por los diversos puntos de
referencia o, alternativamente, su posicién cada tantos segundos.

Actividad de anélisis

1. Con los tiempos , registro en el siguiente cuadro

Tiempo (s) Posicion (pasos)
0 0

Explique, con palabras, cémo se realiz6 el recorrido realizado por el estudiante.

En una hoja de papel milimetrado, ubico y uno los puntos obtenidos teniendo en
cuenta:
0 Escalaequivalente 1cm=1pasoy0.5cm=1s
0 Eje horizontal representa el tiempo medido en segundos y el eje vertical
representa la posicion dada en pasos.

Comparando la informacién dada en la tabla y en las lineas trazadas, ¢En cual
intervalo de tiempo se mueve mas rapido? Explica tu respuesta.

Considerando la informacion representada por las lineas rectas, de que manera
puedes diferenciar, si esta en reposo, desplazandose a la derecha 6 a la
izquierda.
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6. Explique, con palabras, como varia la posicion (x) con respecto al tiempo (t), en
cada uno de los intervalos

7. ¢Puedo expresar matematicamente la variacion de (xX) con respecto a (t)?
Expliquelo. ¢ Qué significa esta variacion?

8. Propongo una relacion matematica que reproduzca la tabla y explique el
movimiento. ¢ Cémo puedo confirmarla?






D. Anexo: Guia 3 Movimiento
Vertical

COLEGIO ELISEO PINILLA RUEDA
VILLANUEVA SANTANDER
AREA DE FISICA Y MATEMATICA
GUIA 3: MOVIMIENTO VERTICAL
Doc. Alexander Medina Rojas

Objetivos :

Modelar matematicamente el movimiento de objetos cotidianos a partir de las fuerzas que
acttan sobre ellos.

Descripcién de la experiencia

La experiencia consiste en construir la grafica y la expresién matematica del movimiento
vertical de una pelota de ping-pong a partir de los datos recolectados usando el software
“Logger Pro”.

Observacion: los estudiantes deben manejar el software, previa orientacion del docente.

Recursos:

Camara digital, o celular con camara.
Pelota de ping-pong
Software Logger PRO

Actividad 1

1. Graba con tus compafieros un video, donde lanzas verticalmente hacia arriba una
pelota de ping-pong. Nota: deja una referencia con una medida conocida (Una
regla u otro elemento que se permita ver en el video), te servira para realizar el
andlisis mas adelante.

2. Discute con tus compafieros acerca de como quedarian las gréaficas para la
posicién (y) como funcién del tiempo (t). Realiza tus predicciones y anoétalas.
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3. Sigue las instrucciones de tu profesor, para el andlisis del video. Realiza los

pasos y obtén los puntos para la construccion de las gréficas.

Actividad de analisis

4. Una vez obtenida la gréfica y el modelo matematico. Explique, con palabras,
¢,Cémo varia la posicion (y) como funcién del tiempo (t)?

5. ¢Cual es el intervalo de tiempo en que la pelota de ping-pong permanece en el
aire? ¢ Cual es el intervalo de variacion de la altura?

6. De acuerdo a la grafica. ¢ Cual es el intervalo de tiempo en que la pelota de ping-
pong sube? Explique, con palabras, ¢Como es el comportamiento de la curva en
este intervalo?

7. ¢Cual es el intervalo de tiempo en que la pelota de ping-pong desciende?
Expligue, con palabras, ¢(Cémo es el comportamiento de la cuerva en este
intervalo?

Actividad 2

8. Consigna los datos arrojados por el programa en la tabla.

Tiempo t (s)

Posicién y (cm)

0

0

9. Divido los datos en diferentes intervalos y determino de variacion de la posicion
(y) con respecto al tiempo (t). Anoto los datos en la tabla 2. Nota: EI cambio en el

tiempo At debe permanecer constante

Mientras

sube

t. = =

’ At = Yo Ay = varl - 4y _
t = =

' At = % Ay = varzqﬂ:
t2 = Y, = At

var 2— varl=
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t. = y, = var 3— var 2=
2 At = ® Ay = var3 - 4y
t3 = Y = At
t, = Y, = var4- var 3=
’ At = ° Ay = vard - Y =

s | L= Ya=

3 t = y, = 5 4=

= = varb5- var 4=

@ 4_ At = ‘o Ay = vars_, &Y -

% t5 - Ys = At

S | = = var 6- var5=
° At = y5_ Ay = var6_.—y:
t6 = yG -

Actividad de analisis

10.

11.

12.

De acuerdo con los datos consignados en las tabla 1. Explique, con palabras,
¢,Como varia la posicion (y) como funcion del tiempo (1)? ¢Cual es la altura
maxima alcanzada por la pelota de ping-pong? ¢ Cuanto tiempo tarda en alcanzar
esta altura? ¢ Cuanto es el tiempo total de vuelo?

De acuerdo con los datos calculados en la tabla 2 ¢Qué significa la variacion

Ay . . . o

AL ? Explique, con palabras, el comportamiento que tiene la variacién mientras la
pelota de ping-pong sube y mientras baja. Como se puede interpretar esta
variacion?

Con respecto a la dltima columna de la tabla 2. ¢ Encuentro alguna regularidad en
estos resultados? Explique, con palabras, el significado de esta regularidad.







E. Anexo: Guia 4 Espejo parabdlico

COLEGIO ELISEO PINILLA RUEDA
VILLANUEVA SANTANDER
AREA DE FISICA Y MATEMATICA
GUIA 4: ESPEJO PARABOLICO
Doc. Alexander Medina Rojas

11

Objetivo. Construir un espejo parabdlico casero para determinar algunas propiedades

geométricas de la parabola

Descripcion de la experiencia

En esta experiencia, se construye un espejo parabdlico con una lata de aluminio doblada,
que se coloca dentro de un bloque de gelatina y se ilumina con un laser de bolsillo para
evidenciar el foco. La idea de esta practica es identificar la parabola como el lugar
geomeétrico de los puntos que equidistan del foco y de una recta directriz y que, como
consecuencia, la parabola enfoca en un solo punto la luz proveniente de un sitio. Como
actividad ladica, se elabora un micr6fono parabdlico, con el fin de conocer algunas

aplicaciones practicas que evidencia el uso de la parabola.

Materiales

- Lata de aluminio

- Gelatina sin sabor

- Puntero laser

- Micro6fono parabdlico casero.

Preparacion del espejo parabdlico  (trabajo para la casa)

- De una lata de gaseosa, quito las tapas y dejo la parte lateral.

- Dibuja una parabola en un papel y dale a la lamina de aluminio la forma de la

parabola.

- Usando masilla, sujeto la parabola construida dentro de un molde plastico,

transparente. Me aseguro que no se pierda la forma dada.

- Preparo una cierta cantidad de gelatina siguiendo las instrucciones de la caja.
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- Relleno con la gelatina el molde plastico hasta cubrir en su totalidad la parabola.
- Enfriar hasta que la gelatina tenga consistencia. Observacion: No olvide traerla a
clase.

Actividad 1

1. Con el puntero laser vamos a ver como se reflejan los rayos de luz en el espejo
parabdlico. Dirijo el rayo de luz desde distintas posiciones para que se refleje en
el espejo y observa lo que ocurre.

2. Si quieres ver mejor el efecto, pido a otros comparfieros un puntero laser de mas.
Dirijo paralelamente los rayos. Observo y usando un alfiler de cabeza, marco el
punto donde se cortan los rayos reflejados. Determino la distancia desde este
punto al vértice del espejo parabdlico. A esta distancia la vamos a llamar p.

3. Encuentro una expresién matematica. Para ello, tengo en cuenta la siguiente
expresion:

X =40pLy

4. Reproduzco la férmula en la siguiente tabla

x (cm) y (cm)

5. Dibujo la gréfica a partir de los datos consignados en la tabla. Para mayor
precisién me ayudo de un programa (Excel o geogebra)

6. Trazo una recta a una distancia p desde el vértice de la parabola. A esta recta la
llamaremos directriz. Enseguida, escojo un punto de la parabola y trazo una recta
desde este punto al foco, y otra recta desde el punto a la recta directriz. Ver figura

FOCO
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~ DISTANCIA PF
1 N
\\ . /
4 3 2 1 0 1 2 3 4
g DISTANCIA PD
DIRECTR
1Z &

7. Elijo 5 puntos mas, y mido las distancias de acuerdo a la siguiente tabla

Punto | Distancia PF | Distancia PD

QB WINF

Actividad de analisis

8. Explico, con palabras, ¢ Qué observo cuando inciden los rayos paralelos en el
espejo? ¢, Como puedes interpretar el punto llamado foco?

9. Cuando reproduzco la tabla, la grafica obtenida se aproxima a la parabola usada
inicialmente para construir el espejo.

10. ¢ Qué regularidad observo en la tabla de las distancias? ¢Puedo definir la
parabola? Hazlo.

Actividad 2

11. Como demostracion, jugaremos con un micr6fono parabdlico. Observo e intento
dar una explicacién de su funcionamiento. Discuto con mis comparieros.

12. Puedo encontrar mas aplicaciones de la parabola. Nombro algunos y los pongo a
consideracién con mis compaifieros.






F. Anexo: Guia 5 Volumen de una
caja sin tapa

COLEGIO ELISEO PINILLA RUEDA
VILLANUEVA SANTANDER
AREA DE FISICA Y MATEMATICA
GUIA 5: VOLUMEN DE UNA CAJA SIN TAPA
Doc. Alexander Medina Rojas

Objetivo. Modelar el volumen de una caja sin tapa.
Descripcion de la experiencia

A partir de 7 hojas de cartdn paja, se construird 7 cajas sin tapa de diferentes alturas.
Con un vaso, que servira como unidad de volumen arbitraria, se determinara el volumen
de la caja, llenandola con vasos de arena. Cada medida se registrara, junto con la altura
de la caja. Con esta informacion se construird un modelo matematico.

Observacioén: los estudiantes deben manejar el programa Excel y Geogebra para
elaborar graficas

Recursos

- 7 laminas de cartén paja 20x15 cm
- Bisturi
- Unvasoyarena

Actividad preliminar

1. Explique, con palabras, como espera que varie el volumen (V) de la caja en
funcion de la altura de la caja (h).
2. Dibuje una grafica de h vs V, de la dependencia esperada.

Procedimiento
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3. Elaboro las cajas, para ello corto cuadrados en sus cuatro esquinas y levanto
los cuatro rectangulos resultantes, formando los laterales de la caja (como se
muestra en el dibujo).

15 cm =

4. Determino el volumen de cada una de las siete cajas construidas. Para ello,
uso los vasos llenos de arena. Registro el volumen aproximado en la siguiente
tabla

h (cm) Volumen (V)
1

oo bhlWIN

7
5. Dibujo los puntos y encuentro la expresién analitica que relaciona la altura
h con el volumen V. Intento aproximando una funcién polindmica de orden 3.
(Excel)

Actividad de analisis

6. ¢Como varia el volumen de la caja V con la altura de la caja? ¢Esta de
acuerdo con lo que esperaba? ¢ Como demuestro que la relaciéon encontrada
reproduce los datos de la tabla?

7. Puedo usar la grafica y la expresion analitica para determinar volimenes que
estén dentro y fuera del rango de alturas. Explica detalladamente. ¢Para que
valores de altura tiene sentido la férmula encontrada.

Actividad 2

8. Con ayuda de Geogebra, gréfico la férmula obtenida en Excel.
9. Determino los puntos de corte de la gréafica con los ejes de coordenadas e
identifico los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Actividad de analisis



Anexo B. Guia 1 La funcién reproduce la tabla

77

10.

11.

12.

13.

¢,Cuando es positiva la funcion? ¢Y negativa? ¢ Como lo interpreto en la
gréafica?

¢, Coémo identifico que la grafica crece o decrece? Si aplico la funcién a un
contexto como el de la experiencia, ¢ Es util esta informacion? Explico.
Comparo con la gréafica obtenida en Excel. ¢ Qué diferencias o semejanza
encuentro?

¢, Cuanto tiene que medir la altura para que el volumen sea maximo?






G. Anexo: Guia 6 Modelo
cuantitativo ley de Boyle

COLEGIO ELISEO PINILLA RUEDA
VILLANUEVA SANTANDER
AREA DE FISICA Y MATEMATICA
GUIA 6: MODELO CUANTITATIVO LEY DE BOYLE
Doc. Alexander Medina Rojas

Obijetivo
Encontrar un modelo que relacione la presion y el volumen dentro de un gas
Actividad 1

Accede al siguiente link,
http://phet.colorado.edu/new/simulations/sims.php?sim=Gas_Properties

En el podras jugar con las diferentes variables, en este caso, se tendra en cuenta una
temperatura constante y una cantidad de particulas constante, con el objetivo de estudiar
el comportamiento de la presion y el volumen de un gas ideal.

File Help

Pump the
handle! -

Procedimiento
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1. En el cuadro de opciones de la esquina superior derecha, selecciona
"Parametros constante" y selecciona "Temperatura”. Esto se asegurara de que la
temperatura no cambie significativamente en el desarrollo.

2. Vamos a necesitar una forma de medir el volumen. Pulse el botén de
"Herramientas de medicion". Seleccione la opcion "Regla" del cuadro de
opciones; una regla debe aparecer en la parte superior de la pantalla. La regla se
puede mover para que pueda medir el tamafio de la caja. Esto sera una buena
manera de medir el volumen.

3. Para ver cémo la relacién entre la presion y el volumen cambian, la temperaturay
el nimero de moles debe ser constante. La temperatura puede mantenerse
constante mediante la seleccion del cuadro en la esquina de temperatura
constante.

4. Bombea para obtener un nimero constante de particulas.

5. Ahora varia el volumen, arrastrando el hombrecito. Registra los datos en la tabla 1

Tabla 1. Volumen y presiéon de un gas a temperatura constante de y ndmero de

particulas constante de

Medidas | Volumen (V) | Presién (P) | K, =PV K = P
,=—
V

Andlisis

a. ¢Cual es la variable independiente?, ¢ Cual es la variable dependiente?

b. Cuéando se dice que la temperatura y el nUmero de particulas se mantiene constante.
A qué se refiere? Explica

c. Con los datos obtenidos en la tabla, realice un grafico donde relacione el volumen
con la presion Escriba la relacion que observas en la gréfica. Es importante que
utilice los términos presion, volumen, temperatura y nimero de particulas.

d. ¢Que sucede con la presion del gas, a medida que el volumen se hace mas grande?

e. De acuerdo a los valores calculados k1 y k2 ¢ Se puede decir si alguno permanece
constante?
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f. ¢Puedes determinar una formula que permita reproducir la tabla y predecir para
valores futuros? Si es asi, escribe una ecuacion que relacione las variables
g. Use esta formula para reproducir la tabla y realizar los siguientes célculos.

- Si un gas tiene un volumen de 1,25 L y una presién de 1,75 atm, lo que va a ser
la presion si el volumen se cambia a 3,15 L?

- Un recipiente tiene un volumen de 5,85 L y una presion de 4,25 atm. ¢ Cual sera
el volumen que si la presion del recipiente se cambia a 2,75 atm?






H. Anexo: Guia 7 Crecimiento de
bacterias

COLEGIO ELISEO PINILLA RUEDA
VILLANUEVA SANTANDER
AREA DE FISICA Y MATEMATICA
GUIA 7: CRECIMIENTO DE BACTERIAS
Doc. Alexander Medina Rojas

Objetivo: Por medio de la observacién de una secuencia simulada, determinar la grafica
y la regularidad que se establece a través de una tabla

Materiales:

 1Plato
e 1 libra de lentejas g

Actividad 1

Teniendo en cuenta una cantidad inicial en el plato, se procede a simular el crecimiento de las
bacterias. Para cada paso del proceso, que se asemeja a los pasos de tiempo (1 hora), se debe
hacer lo siguiente. Por cada lenteja presente en el plato se debe agregar una mas. Registra al
menos 10 observaciones en la siguiente tabla.

Tiempo t, t, t, t, tg ty t, ts ty Lo

Cantidad
de lentejas 1
(bacterias)

Andlisis

a. Realice una grafica del tiempo con respecto a la cantidad de lentejas en cada
uno de los pasos ¢ Cual es el comportamiento de esta grafica?

b. Observando la regularidad encontrada en la tabla, halla la férmula que permita
reproducir la tabla y predecir para valores futuros
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c. Ahora, dibuje la grafica y encuentre una férmula usando Excel. ¢, Que diferencia
encuentras entre las formulas encontradas

d. Reproduzca la tabla, haciendo uso de las formulas encontradas. ¢Que puedes
concluir?

e. ¢Cuantas bacterias tendras el plato al cabo de 15 horas, 1 dia?
f. ¢Sise conoce el nimero de bacterias a una hora determinada como determinas
las que habra una hora después? ¢ Y una hora antes?
g. Ahora si se cambia el valor inicial de bacterias. ¢ Qué cambia en la formula?
Si en lugar de doblar la cantidad de bacterias para cada instante de tiempo, se triplica.

¢, Cémo queda la nueva formula?



|. Anexo: Resultados pretest y postest

PRETEST | POSTTEST
88,89 88,89
33,33 61,11

50 94,44
44,44 94,44
72,22 72,22

50 88,89
38,89 72,22
38,89 27,78
33,33 83,33

50 88,89

50 27,78
27,78 50
55,56 66,67
55,56 88,89
77,78 55,56
33,33 72,22
66,67 83,33
55,56 77,78
44,44 55,56
27,78 83,33
33,33 33,33
72,22 83,33
55,56 77,78

0 77,78
22,22 44,44
27,78 44,44
22,22 38,89
55,56 94,44
72,22 83,33
83,33 100
55,56 44,44
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38,89 33,33
88,89 100
49,2 69,4
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