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RESUMEN La molificacion discrela e un procedimionto bien conocido para la
repularizackin de problemas mal condicionadoes. En este artfeulo, mostrames que
tambifn ey una becnica promisoria pars la cstabilizacidn de ezquemas explicitos
ineslables pare varios problemas unidimensionales, Mas precisamentea, el fxito del
wetodo como estrategin estabilizadora se muestra al ponerlo en practica con esgue-
mas cxplicitos inestables tipicos para una ecuacidn de Burger no lineal y para Lres
couaciones lineales que son parabdlica, hiperhdlics v de comveceitn-dilusidn respec-
fivamente,

ABSTTILACT  Discrete mollification is a well known procedure for the regular-
ization of ill-posed problems Inothis paper, we show that diserete mollification is
also a promising technigue for (e slabilization of unstable explicit schemes for a
variety of onedimensional problems. More precisely, the succeas of the method as
stabilizalion strategy is shown by dealing with typical explicit unstable schemes for
a wonlinear Burger’s equation and for three linear squatioms which are parabolic,

Iyperbolic and comection-difusion respectively,

1 INTRODUCCION

Los esquemas explicitos son muy utilizados
para solucionar distintos tipos de ecuaciones
dilerenciales. Entre sus principales vertajas se
pueden mencionar su facil ¥ rdpida imple-
mentacidn que hace que este tipo de esque-
mas sean muy utilizados. Sin ernbazpes, son bien
conocidas lag restriceiones que estos mélodos
ticnen para su estabilidad. Se encuentra que el
tamafio de la malla espacial ¥ ¢l intervalo de
cileulo temporal deben estar relacionados en-
tre s para cumplir con la restriceidn necesaria
de estahilidad, conocida como la condicién de
Courant-Friedrichs-Tewy (CFL).

Falas resiricciones hacen que en algunos ca-
sos 14 soluckdn numérica de las ecuaciones dife-
renciales requiera un gran minlero de pasos de
calenln, limitados por la restriccidn en el paso
lemporal. De esta mancra el avance de la solu-
citn en ol ticmpo es lento.

Estos problemas han sido solucionados con
la. utilizacién de esquemas implivitos o seri-

102

i plicitos, gque logran independizar el paso tem-
poral de la malla espacial. Sin embargo, estos
mitados tienen una mayor dificultad en su im-
plementacién y exigen un gran esfuerzo com-
pulacional.

El método de la molificacidn es un procedi-
micnto regularizante, que puede ser utilizado
para la cstabilizacion de esquemas inestables.
Recientemente ha sido utilizado para la esta-
bilizacién de problemas mal propuestos como
presentan Murio (1993), Zhan y Murio (1999),
Mejia (1996), Murio, Mejfa y Zhan (1998) y
Mejfa, y Murio (1996). También ha sido oti-
lizado en estabilizacion de problemas parabili-
cos inestables bien propuestos como o presen-
tan Murio y Zhan (1999). El trabajo de Murio y
Zhan (1999), al lograr estabilizar esquemas ex-
plicitos inestables usando la molilicacidn, ins-
pira este lrabajo. Se busea reproducir los re-
sullados obtenidos por Murio ¥ Zhan y ex-
tenderlos a olro tipo de problemas utilizados
en la ingenierfa, en los cuales las restricclones
de estabilidad son aun mas severas, como los
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problemas de Hpo hiperbdlico. Se busea, estabi-
lizar también la ecuacidn de lransporte en la
gue, ademds de la restriceidn e estalilidad,
aparcce una restriceidn adicional relacionada
con la fisica del problema y asociada con el
cardcter advectivo o dilusivo de B ecuacion.
Finalmente s aplica la molificacidn a un pro-
blema no lineal, usando el esquema de diferan-
cia central aplicado a la ecuacidn de Burger.

Una diferencia importante entre &l Lrabajo
de Murio ¥ Zhan ¥y éste, o que ademss de la
catabilizacion de las derivadas espaciales he-
chas por ellos, aguf se intentara la estabilizacicn
de las derivadas temporales mediante la molifi-
cacidn, lo cual constituye un aporte original ¥
un avance en la aplicacion de la molificacion
corne herramienca regularizante,

2 CONDICIONES DE ESTABILIDAD
PARA DISTINTAS ESQUEMAS

Es importante presentar la causa de las ines
tabilidades en log esquemas explicitos que se
van a utilizar, para de esta forma entender con
rnayor claridad la formes en la gue actia Ta inoe-
lilicacion como herrainisnta repularizante, En
el tlesarrolle que se presenta o condinnacion,
se defing lnonolificacion v ose presentan sin
themostracicn alpunas de sus propiedades Gliles
para el prasenle estudio. Posteciormenbe se pre-
senta ba aplicacidn e la molilicacion s dislin-
tos problemas noidimensionales, a ecnaciones
de tipo parabdlico, hiperbdlico, de Lransporie
(conveccidn-difusion) ¥ a la conacién de Burger.

2.1 BECUACTONES PARADOLICAS

Teorema: 5i se considera un esquema exph-
cito, con diseretizacidn adelante en el tiempo y
central en el sspacio para lo ecoacicn parabadlica
g = b e la Torma

W = (1= 2y) el oy () + i)

At A F
hm, una condicion necesaria
para la catabilidad ez ¢ < L

La demostracidn de este toorerna, se cnenen-
tra cn Murio ¥ Zhan (1999}, Abbott ¥y Basco

(19807 v en Strikwoerda (1989).

con Y =

A diferencia de las ccuaciones hiporhali-
cas, en las que no es posible encontrar csque-
mas explicitos consistentes con la ecuacion e in-
condicionalimente estables, para las ecuactones
parabidlicas a1 es posible hacerlo ¥ un ejemplo
de esto lo constituye el esquema de Du Fort-
Frankel. Sin embargo, en estos problemas ae re-

t
gliere L I tienda a cern cuandodAd ¥ A

tiendan a cero para que el esguema sea consis-
tente.

2.2 ECUACIONES HIPERBOLICAS

Teorema: Para un esquema explicilo de una
ceuacion hiperbdlicn wg | e, = U de la forma

' A = A | 4 A 4 At

M
cor n:i— = A con N constante, una condi-

cidn necesaria para la estabilidad es 1o condi-
cidn (CT'L) (ver detalles en Strikwerda, 1089},

Adicionalmente, se ha podido demostrar
que no existen eagquenias explicitos consistontos
con una ecuacion hiperbdlica gue sean incondi-
cionalmente estables (ver, por gjemplo, Strik-
werda, 1989

2.3 ECUACION DE THANSPORTE
(CONVECCION-DIFUSION)
FESQUEMA QUICKEST

Considerando 1o eenacidn de conveccldn-

diftesioon vy 4 iy, = e 80 poeden encontrar

diferentes discrelizaciones que resallan de -

Lerda, L primera e ellas es Ta discrebizacion

ventral, e la que la decivada, lemyporal se dis-

cretiva adelante y las darivacdas espaciales se
diserelizan centrales asf:

gt = (=290 by (1 — )+
{1+ R
At A% 7]
eon Y = b—s ¥y 8 = --—;f Haciendo un

snalisis e i:bt-:ﬂ.?lllddri de Von Nﬂmmcm se ol
liene el sipuiente factor de estabilidad,

g8 ={1—2y) +2ycostl —isind
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_ FAY
con (0 = 276 = oa—, el mimero de
(] ﬂx
Clourant.

L midxima restriceidn se obtiene que para
f = wr, el maximo anpulo de fasze posible v se
ancientra que gy = -%

Sin erbargo, esta no os la unica condicidn
necesaria para la estabilidad, Un andlisis de-
tallado de la estabilidad en este tipo de dis-
crebizacidn, junto con el planieamicento de los
miétodes QUICK v QUICKEST como una posi-
Lile solocidn o los problemas de estabilidad re-
sultantes, se encuentra en Leonard (1979).

Apareer, entonces, otra condicion de esta-
biliclad e restrictiva, dada por el mimero de
Peclet, P = chﬁT“l: o= ; = i, Para la ese
Labiliclacd (ver Abboto v Bail‘.li:o, 1989, Leonard,
1979 v Gresho v Lee, 18981) se requiere P < 2,

Usamnlo un esquema contracorrientoe  so
pruede sebrepasar la anterior restriccidn, pero
a costa e introdocir una pran dispersidn
METEricH,

Leouard (1979) encuentra que la diferen
via enl los drdenes de aproximacion entre las
tlerivaclas de primero v segundo orden ¥ la in
sengibilicdad de 1o aproximacion de la pritnera
derivada a cambios en el nodo central som
las principales canzas de sstos problemas, Adi-
cionalmente, Gresho y Lee {1981) encuentran
problemas adicionales propios de la aproxi-
macion nmérica, asociados a o misins wato-
raleza del problema, en cercanfas a la restric-
cidn de Peclet antes mencionacla.

Por las anferiores rawones se presenta e
andlisis con el métodn QUICKEST, que Liene
mejores rangns de estabilidad, Un esbudio de la
cstabilidad de este eaguema se poede enconlear
enn Leonard (15979) y Abbott y Baseo (14989).

La di&-u ctizacidn que hace el método
QUICKEST es la siguiente:

Hhy = "‘Ml e 2 = (7 -3¢, + 2)_
My = — [’f{'@' —3Cr) - % ({I;-’ 20 l)J
Qa = |71 —30) — % ((:,:._ﬂ. o q)

0 i [ ()

L (r‘ﬂ ~ 1)]

el s o T T
vy g A+ Qg 4 Qg ) + Qe

24 ECUACION DE BURGER.
La ecuacién unidimensional de Burger es:
thp i — iy, = 0

Esta ecuacién es no lincal, lo que la hace
aiin mas compleja.

Para su solucién se utiliza una dis-
cretizacidn adelante en el tiempo y central en
el espacio

At o

gl 1 S _1_( b

Tt }
g0 '*"rl)-
DMt

T T S
angs (151 =207+
Pura este caso no se puede hacer con ab-
seduter ripor un andlisis de estabilidad de Von
Maupann, y# que éste es para ecuaciones line
ales, Sin embarpo, se asame como condicidn de

< 1 (ver Fletcher, 1990).

agtabilidad

'L-na'-c

3 DEFINICION Y PROPIEDADES
NE LA MOLIFICACION

Low suteriores esgquernas suministran la solu-
cidn aproximada de la ecuacidn diferencial en
s werie discreta de purtos, Debido a que
la solucidn que se quiers estabilizar esta dada
comu ina funcicn disereta, se presenta la defini-
vidinn e la molificacion para funciones discretas,
Fara la delinicidn de la moelificacidn para fun-
vionas conlimes o leeter puede consultar Mu-
rie (1993), Zhan y Murio (1999), Mejia (1996),
Murio, Mejin y Zhan (1898) y Murio y Zhan
(1999),

Sea I un intervalo dividido en n valores a;,
1 — 1.2, ..., nordenados en forma ascendente Lal
fue ) < W < ... <@, ¥ en los cuales se conooe
¢l valor de la funcién . En dichos puntos la fun-
vidn discreta serd = { fi} ({ = 1,2, ...,n).

Ademnds  se  definen A = max
J=1,...n—1

Ii?.l—| — iy ],} Hy i [:717;1 -|—:I-’_-|..|.1}; J=L2..n
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El filtro de la molificacién para dicha fun-
cidn discreta se deline comao:

L L 5§
PR [([ pete—s)as) 1)
=1 L\
El micleo para la anterior convolucion se
define de la siguiente forma:

N Apé™ 1 exp (—%;) si || < pé
i 0si [t = pd
donde p > 0, § =
, =5
(/2 exp (5% ds) .

Drebido a que A, varfa muy poco para valo-
res de p mayores que 3, se asumme, en este tra-
bajo, p = 3. El anlerior niiclen es conservativo
Va gue

i(j;il;}&{a:—s}dﬂ) =]

T=1

ﬂ}rAr,

El pardmetro § se conoce como ¢l radio de
molilicacidn. La molificacién discreta satisface
conocidos eslimados de consistencia y estabili-
dad como puede verse en Murio (1993) y en
Murie, Mejin y Zhan {1998),

Las principales dificultades que se encuen-
tran al implementar la molificacidn son el
tralamiento e las fronteras v la seleccidn
del radio de molificacidn, La primera dificul
tad se soluciona, en este trabajo, ajustando
¢l pardmetrn p oen carcanfa s las fronteras
de tal forma que sdlo se utiliza informacion
“dentro del dominie”. La sepunda dificultad
se soluciona mediante la seleccidn, por tan-
teo mianual, del pardmetre 8. Una discusion
mis amplia de cstos aspectos Léenicos de im-
plementacién puede encontrarse en Montova
(2000), Is sabido que cuando § tiende a caro, e
error de regularizacion disminuye pero el error
de perturbacién erece. La scleccidn automética
e & es por tanto un procedimiento descable so-
bre el cual se trabaja actualmente. Dos métodos
promisorios de seleccidn automdtica, aparccen
explicados e implementados en Acosta (2000).
La prictica Indica que en caso de mallas regu-
lares, es suficiente Lomar el valor del pardmetrao
4 del orden de una a dos veces el parfimetro de
discretizacidn Az, En mallas irregulares, «l uti-
lizar la anterior recomendacidn puede generar

dispersidn numérica v "amortiguacidn” en las
zonas de menor espaciamiento,

4 ESTABILIZACION DE
ESQUEMAS NUMERICOS
UNIDIMENSIONALES
MEDIANTF LA MOLIFICACION

Se presenta s continuacion la aplicacidn de la
molificacion s una serie de problemas de los
tipos antes mencionados,

Se  tantean  mediante  experimentacién
numérica los benelicios vy dificultades de la
aplicacién de la molilicacidn en la repulari-
zacidn de couaciones diferenciales. Para ello se
aplica la molificacién a los anteriores esquenas
en los que se tiene alguna idea de la restriceidn
de estabilidad y sc viola dicha restriceidn para
comprobar hasta donde os posible, con el uso
de la molificacién, relajar dichas condiciones
de estabilidad, Queda pendiente un andlisis
mds peneral del problema, donde se cuantifique
con certeza la capacidad de regularizacién que
tiene la molificacion,

Para hacer real la cuantificacion, sc han se-
leccionado problemas simples que tengan solu-
ciones analiticas para hacer una comparacidn.
Fin caso de no disponer de soluciones analfti-
cas, la comparacidn se hace contra solucioncs
abtenidas por aplicacidn de esquemas numéri-
oo bmplfeibeos,

4.1 ECUACIONES PARABOLICAS

Para una mejor comprension del efecto de la
molificacidn considérese la solucién numérica
dal siguienle problemma:

ty, = tyep 0z <10, > 10
T
' = gin|== <= 10
u(x, 1) gin (IU) (IR

w0 = wflil s =01510

Cuya solucidn analftica es la siguiente:

v~ (-Gt ()
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4.2 ECUACIONES HIPERBOLICAS
Clomsidérese la siguicnte couacidn hiperbdlica:

g == aity (1«2 < U, £ > 10

1 Bl iy
Lo, =
w(a0) = 4 Fes + L@, <0<
a—':T'i"'l‘:ilJb‘i o
[ty ]
T e
R T .
Con Ly — ‘—4 y by = _2 ¥ e =

M, vy = 00y a, = 100, 0 = 1.0

La solucidn del anterior problema puede
obtenerse mediante ol uso del matode de las
caracterfsticas con las que se obtiens que, para
egte caso, la solucidn inicial se branslada en el
espacio sin dispersarse una disbancia af.

La solucidn numérica de la ecnacidn se ob-
tiene usando el esquema de Lax-Wendroll

1 i -5 i Tt [asFl
1.-';:,,1- '"t'l;:l + 1"I|‘11---]. i"m—l _ (.'.2.*‘: lll'I:-n+| ‘h‘"ru Il‘l'lf_ﬂ =1 __ “_

LY T i L

4.3 ECUACION DE TRANSPORTE,
ESQUEMA QUICKEST

Se analizard ol siguicnte problema:

ey — Katee =00 <o <10, ¢t = 10

LN
oy = L o8l a@ <, = Bt

(:{”:)ﬂ] ™ { U sl LBy = = -;-.‘1:

wo = 0.0 o = 1L w =10, Kz =001,
Cuya solucidn analftica es (Zoppou ¥
Knight, '!‘.-]'HT}:
o= rrfr lﬂ“’—m] +
"{3 wlw- s 2 — =Tk
EHK]? [—‘j{z— JJ f'l."' lr? '];':‘.-—Tjl J

4.4 RCUACION DE BURGERS

Para aplicar la molificacidn al anterior es-
quermna, se escribe de la siguiente forma

fu.;-“"l = ,f;ru*-‘ -
Mt
2& .'r;ﬁu (:.Irﬁ'ﬂ,f-?_l_] - :Iﬁu?_l} +
Mtv

SAT2 (!,gu,j, 1 QJ,EH? | fruﬂ;)

En este coso no se dispone de soluciones
analfticas, por lo que sélo se presenta o maners
de ilustracion.

5 RESULTAIMIS Y ANALISIS

Las Figuras 1 y 2 presentan la solucidn del
problama parabdlico deserito en el mimeral 4.1.
Se presentan las comparaciones con distintos
valores del Taclor de estabilidad A = (.5, (.75,
1.0 vy 1.20% Clomo se pucde wver, solamente en
el primer caso el esquema es cstable. Se toman
distintos radios de molificacion é = a{Az) (con
Az = (.1) para & = 1.0 ¥ 3.0. Se logra apre-
ciar claramente el efecto estabilizador de la mo-
lificacidn para este caso, Obsérvese también la
dispersicn numérica originada al "usar la mo-
lificacién en excesa”,

Las Triguras 3 ¥ 4 presentan las soluciones
estabilizadas para los problemas hiperbdlicos
enunciados en el murmeral 4.2, Nue-wamente se
presenta la solucidn con distintos Factores de es-
tabilidad, C' = 1.0, L5, 2.0 ¥ 2.5 ¥ se ukilizan
dos radios de molificacion distintos § = ea(Ax),
Axr = 0.1 ¥ se presentan los resultados para
e = L0y 200 81 s¢ ticue en cusnta el cardcoler
no dispersive del proliema, se puede observar
facilimente el error en el que.se incurre con el
esquema molificado, Musvamente, se observa el
efecto repularizante y dispersivo del filtro.

Lax Figuras 5 y 6 mnestran los resultados
para ¢l problema de conveccién-difusion. Pre-
sentan el problema, con distintos factores de es-
tabilidad € = 1.0, 1.5, 2.0y 2.5 y con dos radios
de molificaciin & = af{dx), (Ax=0.1) o = 2.0
y 0. En cste caso os importante sefialar, que
adernds de la restriceion de estabilidad aparece
una restriccion asociada al mimero de Peclet,
Los casos presentados, 2 = 10, superan tam-
bién la restriccién requerida para el esquemnsa
central.

Las Mpuras 7 v 8 ilustran la solueidn de la
ecuaciin de Burper, Nuswvamente se Lienen dis-
tintos pardmetros de estabilidad A = L0, 1.5,
2.0y 250 = 8L g = ¥Bheon y = 0.000001.
Tennandy distintos radios de melificacidn § =
celAx), Ax = (L1, s¢ presentan los resultados
para o = L5 v 2.5, En cstos dos ultimos ca-
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s0s s¢ ha introducido, ademss, el problema de
la. discontinmuidad inlroducida por la onda de
chogue inicial, que hace mds diffeil Ta solucion
numérica ¥y aumenta la necesidad del efscto re
gularizador del Gltro de 1o maolificacisn,

6 CONCLUSIONLS

s Fl mérodo de la molificacion se presenla
come una buena herramienta para eslabi-
lizar esquemas numdéricos. En esle sentido
8 presonta como una buona harearnients
para el control de las oscilaciones.

e La molificacidn ha mestrade que ofrece
buenocs resultados para cstabilizar csque-
maE numéricos unidimensionales en las que
s viola la restriceion de cstabilidad. Ha
mstrade resultados satisfactorios en prob-
lemas parabdlicos en una dimensidn, en
problemeas hiperbdlicos unidimensionales,
w0 T ecuacidn unidimensional de transporte
mecliante el esquems QUICKEST v en la
eciacidn de Bureer, Ademds, en algunos
tle los casos anteriores es posible demostrar
analflicamente que Ia restriceidn al efectuar
el proceso de meliffeacidn cambia v oes posi-
ble enconlrar una, nueva pestriceidn para la,
catabilidad.

o Duscar esquemas munéricos penerales infal-
ibles al problema de las oscilaciones es has-
tante diffeil, sobre Lodo i se requiers tratar
distintos Lipos de problemas con un mismo
modelo. Por ello es recomendable pars, cada
caso de estudio buscar el método que mejor
responda o la situacidn.

e Aunque los filtros matemdticos, en al-
gunos casos, pueden ocultar clertos resulla-
dos o distorsionar los mismos, usarlos con
cuidado puede ser una buena alternativa
para solucionar problemas de oscilaciones
numéricas espiireas. En todo caso, se debe
ser consciente de que estos filtros regular-
iwant la informacién y con ello dificultan
e g laaparicidn de irrepularidades, so-
bre todo si eslas se encuenlran muy Io-
calizadas. Sin embargo, facilitan la deter-
minacién de informacidn mas general, sin
tener que detenerse en los problemas partic-

ulares y Llener que prestar una especial aten-
citn a pegquenas sonas donde pueden apare-
cer las irregnlaridades. Aparece entonces un
problema, asociado o la escala en que tra-
baja el filtro vy & la escala en que se de
sea conocer la informacion. De esta forma
sl Lo informacidn requerida es de una es
cala menor que la del fillro, este puede re-
sultar inadecuado. Por ello, es recomend-
able poder ajustar la escala del lilteo de tal
forma que se ajuste al nivel de inlformacidn
requerida,

s Se ha DOdidﬂ obscrvar que al anmendar -
cho el radio de molificacidn, éale Liene un
efecto dispersivo; por otro lado. si el ra-
dier de molificacion es muy pequeno, pusds
ser insuficiente para controlar las oscila-
cicres, Se puede intuir, entonces, 1o exis-
Lemein e un punto dptimo para ¢l radio de
malificacidn. La demostracion rigurosa de
la existencia v unicidad de dicho punto 6p-
Limo para I estabilizacidn de esquemas de
soluciin de ecuaciones diferenciales se deja
comao recormendacidn para posteriores tra,
bajos al respecta.

e La molificacidn s un filbro conservativo,
cont ¢l que as evitan ks problomas aso-
clados a la wvielacidn de principios fisicos
que gobicrnan ciertas ecukciones: la ley de
conservacion de masa, por gjemplo. Fsla
€5 una enorme ventaja saobre oteos Jillros
matemdaticos que puedan ser mas alician es.
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Solucion dal problema parabolico u=u, para distintos tiempos
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Solucion del problema parabelico u=u, pora distintos tiempos
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Solucion del problema hiperbolice u+a+u,=0 para distintos tiempos
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Solucion del problema hiperboelico uto*u,=0 paro dislintos tiempos
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Solucion del problema de tronsporte unidimensional udosu,~K2u,=0 para distintos tiempos
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Solucion del preblemao de transporte unidimensional udosu—K#u, =0 para distintos Hampaos
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Solucion de |la ecuacion de Burger uqu+u,—ru,=0 para distintfos tiempos
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Solucion de la ecudgcion de Burger u+u=u,—vu,.=0 para distintos tiempos
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