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Estas notas pretenden servir de motivacion e introduccién al estudio de la ge-
ometria algebraica. Se ha escogido un enfoque intermedio que hace uso de métodos
tanto abstractos como computacionales. No se supone ningin conocimiento pre-
vio del tema por parte del lector, sélo alguna familiaridad con el lenguaje basico
del élgebra moderna.

En el primer capitulo se hace un repaso rdpido de algunos conceptos del dlgebra
abstracta, tales como anillos, médulos, dlgebras, etc. Se introduce la nocién de
médulos y anillos Noetherianos y se demuestra el teorema de la base de Hilbert.
Se introduce el concepto de variedad algebraica y se muestran algunas correspon-
dencias elementales entre nociones algebraicas y geométricas.

En el segundo capitulo se enuncia el Nullstellensatz de Hilbert, en sus formas
débil y fuerte. Se introduce la nocién de orden monormial, bases de Groebner y se
discute el algoritmo de la divisién generalizado.

En el capitulo tercero se definen los S-polinomios y se demuestra el algoritmo
de Buchberger, que permite el célculo de bases de Groebner para ideales. Al final
hay una discusién del problema de la minimalidad y la unicidad de las bases de
Groebner, en la cual se demuestra que éstas son tinicas si son reducidas.

En el cuarto capitulo se discute el problema de la extensidn. Se introduce la
nocién de resultante y se da una demostracién del Nullstellensatz de Hilbert, en
su forma, débil.

El quinto capitulo comienza con una prueba de la forma fuerte del Nullstellen-
satz. Se pasa luego a discutir la nocién de dimensién de una variedad algebraica, y
de dimensién de Krull de un anillo conmutativo. Se prueba el teorema de normal-
izacién de Noether, el teorema del “ going up” y se muestran algunas aplicaciones
a la teoria de la dimensién.

En el sexto y ultimo capitulo se muestra cémo la teoria desarrollada en los
capitulos anteriores puede ser usada para disenar algoritinos que permiten hacer
pruebas mecdnicas de teoremas de la geometria euclidea elemental.

Gran parte del material que conforma estas notas puede encontrase en [1] y

[2]. Para una discusién de estos topicos a un nivel mas avanzado el lector puede
consultar [3].!

1Este Trabajo ha sido parciamente apoyado por COLCIENCIAS, contrato No. 212-96, cédigo
1118-05-096-95
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1. Clase 1

1.1. Introduccién

Supondremos a lo largo de estas notas que todos los anillos son conmutativos, con
elemento identidad, 1, y que todos los homomorfismos preservan la identidad. Los
modulos serdn unitarios, es decir, 1 - m = m, para cada elemento m del modulo.
En particular, B C T se considera un subanillo de T si el elemento identidad de
R y T es el mismo.

1.2. Conceptos Basicos

Sea M un mdédulo y A un subconjunto de M. El submddulo generado por A,
(A), es el subconjunto de M formado por todas las combinaciones lineales de
elementos de A, con coeficientes en R. Si A = {m,, ..., m,}, se tiene que (A) =
Rm; + -+ -+ Rm,. En particular, si consideramos a R como un mdédulo sobre
si mismo, el conjunto de sus submaodulos coincide precisamente con el conjunto
de sus ideales, y en este caso, el ideal generado por r..,7, se denotard por
(1, ..-y7). Un submddulo generado por un tnico elemento se denomina ciclico.
En el caso de ser un ideal se denomina principal.

Recordemos que un anillo D se denomina un dominio entero si 1 # 0, y
ademsés se tiene que para cada par de elementos a y b en D , ab = 0 implica que
a=00b=0. Unideal P C R se denomina ideal prime st R/P es un dominio
entero. Un dominio D se denomina principal o dominio de ideales principales,
DIP, si cada ideal de D es generado por un unico elemento. Los enteros, Z, y el
anillo de polinomios en una variable, k[z], son ejemplos de DIP.

Si un anillo S tiene ademas definida una estructura de médulo sobre un anillo
R, decimos que S es un dlgebra sobre R o que S es una R—dlgebra. En este caso la
funcién que envia cada r € R a rlg es un homomorfismo de anillos; denominado
homomorfismo estructural del 4lgebra. Recfprocamente, dado un homomorfismo
de anillos f : R — S existe una manera natural de dotar a S de una estructura
de R—mddulo via este homomorfismo: basta definir la R—multiplicacién en S
como 7§ = f(r)s. En particular, vemos que cada anillo R es naturalmente una Z
-algebra: el morfismo estructural envia el elemento 1 € Z en 1, la identidad de
R. El nuicleo de este homomorfismo canénico es un ideal principal, cuyo generador
n es Unico, si se toma positivo. Este entero se denomina la ceracteristica de R.
Si S, T son R—4dlgebras, un homomorfismo de anillos f : § — T se denomina un




R—homomorfismo, si f(rs) = rf(s).

Decimos que un dlgebra S es finitamente generada sobre un anillo R, si existen
elementos #,...,0, tales que cada elemento de S se puede expresar como una
combinacién lineal, con coeficientes en R, de monomios 8 = 7 - - - §» i; > 0.
Enelcasoenel que RC Sy#, ..., 0, €5, denotaremos por R[f ..., #,] el subanillo
maés pequeno de S que contiene a 8;,..., #,. Segiin la definicién anterior R[f;,..., 0]
consiste en todos los polinomios en 8, ...,8,, con coeficientes en R.

Como es costumbre, dado un anillo R, el anillo de polinomios sobre R, en las
variables zy, ..., Z,, se denotard por Rlzi,...,z,]. Dada una R—élgebra S, y ele-
mentos 8, ...0, € S, existe un tinico R—homomorfismo de R{zi,...,z.] en S, que
envia z; en ;. A este homomorfismo se le denomina homomorfismo evaluacion.
En caso de ser inyectivo, el homomorfismo evaluacién define un isomorfismo en-
tre Rlzy,...,2,] ¥y R[01,...,0,], y en este caso 8y,...,8,, se denominan elementos
algebraicamente independientes.

Los anillos que encontraremos a lo largo de estas notas tiene la propiedad de
ser Noetherianos (en honor a Emmy Noether). Un anillo se llama Noetheriano
s1 cada uno de sus ideales es finitamente generado. Claramente, todos los campos
y todos los DIP son Noetherianos. Si R es Noetheriano entonces R/I también
es Noetheriano, para cada ideal I de R: dado un ideal Z de R/I existe una base
para su preimagen en R la cual es enviada por el homomorfismo candnico en una
base para Z en R/I.

De manera similar, un modulo M se denomina Noetheriano si cada uno de sus
submédulos es finitamente generado. Las siguiente propiedad es equivalente a la
propiedad Noetheriana.

1.2.1. Propiedad de cadena ascendente (CCA)

Un médulo M satisface la condicion de cadena ascendente si para cada cadena de
submoédulos M, C My C --- C M, C - - existe un entero ¢ a partir del cual la
cadena se estabiliza, es decir, tal que M; = M,,; para todo 7 > 0.

1.2.2. Proposicién

M es Noetheriano si y sélo si M satisface la condicién de cadena ascendente.

Demostracién.



Supongamos que M es Noetheriano y sea {M;}; una cadena ascendente de
submédulos de M. Definamos
M., =U M;.
7

Por hip6tesis M, es finitamente generado. Luego existen elementos my, ..., m, que
generan a M,,. Ahora, estos elementos deben estar todos contenidos en M, para

un cierto £. Veamos que la cadena se estabiliza a partir de este punto. Sim € M4,
entonces m debe ser una combinacién lineal de los m;, que estd nuevamente en
M, ya que todos los m; lo estdn.

Reciprocamente, si M satisface la condicién de cadena ascendente, todo submédulo

N debe ser finitamente generado, ya que si este no fuera el caso, podriamos en-
contrar infinitos elementos n; € /N con los cuales se podria formar la cadena

(nl) C (TLI,TLQ) C--- C (nl,ng,...,ng) C -

la cual seria estrictamente ascendente, y por lo tanto violaria la condicién CCA.
En particular, vemos que R es Noetheriano si y sélo si sus ideales satisfacen

la condiciéon de cadena ascendente. La siguiente proposicion nos sera de gran -
utilidad.

1.2.3. Proposicién

Si M es un R—médulo Noetheriano y N es un submdédulo de M, entonces N y
M/N son también modulos Noetherianos.
Reciprocamente, si N y M/N son Noetherianos, entonces M también lo es.

Demostracion.

La primera afirmacién se deduce del hecho de que los submédulos de N son
también submddulos de M. Ahora, dado U, un submédulo de M/N, podemos
escoger un niimero finito de generadores para ¢~ (M), donde ¢ denota el homo-
morfismo canénico ¢ : M — M/N. Las imagenes de estos generadores bajo ¢
generan a U.

Supongamos ahora que N y M /N son Noetherianos, y sea U un submddulo
de M. Sean wuy, ..., u, elementos de U tales que U estd generado por %y, ..., Un.
Entonces, cada elemento v € U puede escribirse como v = ¥ rju; + n, para un
cierto elemento n € N. De aqui se obtiene

U=Ruj+ -+Ru, + NNU.
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NNU es finitamente generado por ser un submédulo de N. Luego existen ny, ..., n,
tales que NNU = Rny + - - - + Hn,. De aqui se deduce que uy,...,u, ¥ 71, ..., Nr
generan a U.

1.2.4, Teorema de la base de Hilbert

51 S es un dlgebra finitamente generada sobre un anillo Noetheriano R, entonces
S también es un anillo Noetheriano.

Demostracion.

Como S es un dlgebra finitamente generada sobre R, se puede definir un ho-
momorfismo sobreyectivo de Rlzy,...,z,] en S. Esto permite escribir a S en la
forma Rz, ..., z,]/I, para un cierto ideal I de R[zy, ..., z,). Luego para demostrar
que S es Noetheriano basta demostrar que R[zy, ..., z,] también lo es. Razonando
por induccién en el nimero de variables basta ver que esto es cierto para el caso
en el cual aparece una tnica variable. Supongamos entonces que S = R[z]. Sea
J un ideal de R[z]. Definamos J;, como el conjunto formado por todos aquellos
elementos deV de grado < t, v a [, como el ideal de R formado por todos aquellos
elementos que aparecen como coeficientes de z* en algiin elemento de J,. Primero
notemos que I; C [,,; vaquesi f € J; entonces zf € Jiq, como R es Noetheriano
existe un entero n a partir del cual la cadena {I;} se estabiliza. Sean a1 ..., as &)
generadores de I; para cada ¢, n > t > 0. Para cada a;; escojamos f,; € J de tal
manera que el coeficiente z* de fi; sea a, ;. Veamos que J estd generado por f ;,
conl<t<n, j=1,..,k(). Sieste no fuera el caso existiria en J un polinomio
de grado minimal ¢

g = az' + términos de menor grado,

que no estaria en el ideal generado por los f; ;. Ahora, el coeficiente lider de g esté
en [; y por lo tanto sabemos que existen ry, ..., 7.en R tales que

a =Ty + - Tr)Qe k()

en el caso en el que t < n. (Sit > n se tiene la misma ecuacién anterior en donde
n reemplaza a t.) Sea h el polinomio Ie

h=g ~F1 for— — rfr .
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9. F g-x ¢
J J I
Entonces, el grado de f =~ A (sit < n) ode f—~ #“"h (si t > n) serfa menor que
g y tampoco estaria contenido en .J. Esto contradice la minimalidad de g, con lo
cual se concluye la demostracion del teorema.
a

1.3. Variedades Algebraicas

Dado un conjunto de polinomios A = {fi}ies C R = klz1,..., 24, la variedad
algebraica determinada por A, V(A) C k", se define como el conjunto de todas
aquellas n-tuplas que son ceros comunes a todos los polinomios de A. Es decir,

V(A) = {a = (ai,...,an) € k" : fila) =0, para todo f; en A}.

1.3.1. Observaciones

1) V(A) = V(I) donde I es el ideal de R generado por A. Primero, observemos
que si A C B entonces se tiene que V(B) ¢ V(A). En el caso en el que B =1 se
tiene también la contencidn en el sentido contrario ya que si @ es un cero comun
de todos los polinomios de A también lo es de cualquier elemento que sea una
combinacién lineal de elementos de A con coeficientes en R.

2) Para todo par de ideales I, J en R se tiene que V(I) NV {(J) = V({IJ), y que
V(I UV(J) = V(I +J). Aqui, IJ denota ¢l conjunto de todos los elementos
que son sumas de productos de elementos de J y J. Como IJ esta incluido en 7,
y en J entonces V(IJ) deberd estar incluido en V(I) y en V(J). Esto prueba la
inclusién V(1) NV (J) D V(IJ). Ahora, si 6 € V(I)NV(.J) se tiene que & debe ser
un cero comun a todos los elementos de I y J, y por lo tanto de cualquier suma
h=3 figi,con f; € I y g; € J. Esto demuestra la otra inclusién.
La demostracién de la otra igualdad es similar.

3) Por el teorema de la base de Hilbert vemos que existen fi, ..., fn € I tales que

V(A) G V(fl: ---:fn) = V(fl) M V(fi&) n---n V(fn)y

de donde se ve que cada variedad algebraica se puede expresar como la interseccién
de hipersuperficies en k™.

Uno de nuestros objetivos serd el de estudiar en detalle esta corresponden-
cia entre objetos geométricos y objetos algebraicos. Empezaremos por definir el
anillo coordenado asociado a una variedad. Dada una variedad X = V() ¢ k™,
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consideremos el conjunto k[X] de todas las funciones polinémicas definidas sobre
X: cada funcién f en k[X] se obtiene como la restriccién a X de una funcién
definida por un cierto polinomio f € k[zy,...,z,). Esto nos permite definir un
homomorfismo sobreyectivo de anillos

@kl . za] — k[X],

que envia cada polinomio f en la funcion definida por la restriccién de f a X. Al
nicleo de este homomorfismo lo denotaremos por I(X). Este ideal estd formado
por todos aquellos polinomios que son idénticamente cero cuando se piensan como
funciones sobre X. El anillo de coordenadas de X se define como

K[X) 2 K[z ..., )/ T(X).

Este anillo es claramente un algebra finitamente generada sobre %, donde los
generadores son precisamente las coordenadas de X, o sea las variables z; ..., z,
vistas como funciones sobre X.

Las propiedades algebraicas de k[X] y las propiedades geométricas de X estdn
intimamente relacionadas. Para dar un primer ejemplo de ello introduzcamos
primero la nocién de variedad irreducible. Una variedad X se llama irreducible,
si no se puede expresar como la unién de dos variedades propias. Es decir, en el
caso en el que X = X; U X3, con X, X, variedades, se debe tener que X; = X o
Xp = X. Esta nocién estd en correspondencia con la nocién algebraica de dominio
entero. Mas precisamente:

1.3.2. Teorema

Sea X C k™ una variedad algebraica. Entonces X es irreducible si y sélo si su
anillo coordenado, k[X], es un dominio entero.

Demostracion.

Supongamos que X estd definida como el conjunto de ceros de un cierto ideal
I C R = klz,...,z,), vy que X es irreducible. Sean f,g € k[X] dos funciones
polinémicas tales que fg = 0 en k[X]. Definamos X; = V(I + Rf),y X =
V(I + Rg). Para cada o € X se tiene que f(a) = 0 o g{e) = 0, luego o € X,
0 @ € X,, de donde se deduce que X es la union de X; y X3. Como X es
irreducible se tiene que X; = X o X; = X. La primera igualdad nos dice que f
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uestra que k[X] es un dominio entero.
rocamente, supongamos que k£[X| es un dominio entero y veamos que X

I) subvariedades propias de X. Tomemos dos puntos o, € X tales
(1,y B ¢ X,. Esto nos dice que existe al menos un polinomio f € I,
fla) # 0. De forma similar, existe g € I tal que g(8) # 0. Ahora, el
visto como una funcién polinémica sobre X, es la funcién idéntica
ara todo punto 8 de X se tiene que f(#) =0,si 8§ € X, o g(f) =0,
Pero f y g no son cero en k[X]; esto contradice el hecho de que k[X]
1inio entero.

= C es el campo de los mimeros complejos, la nocién de dimensién
ene su andlogo puramente algebraico. Es posible definir una nocién de
en cualquier anillo Noetheriano, la dimension de Krull, de tal manera
irreducible la dimensién de Krull de C[X] coincide con la dimensién
como una variedad compleja. Ista dimensién es igual a un medio de
topoldgica de X. Por ejemplo, si la dimensién de Krull de C[X]
entonces X tiene dimensién compleja = 1 y X en este caso se
L una curva. Vista como una variedad topoldgica su dimensién es igual

curvas algebraicas sobre € son entonces superficies (posiblemente con



1. Clase 2

1.1. El teorema de los ceros de Hilbert (INullstellensatz)

Habiamos visto que a cada conjunto de polinomios {fi,..., fo} C R = k{z1, ..., 2]
se le puede asociar una variedad X =V (fy, ..., f,) C &™, que consiste en todas las
n— tuplas que son ceros comunes de todos los polinomios f;. También habiamos
visto como establecer una correspondencia entre variedades de &™ y dlgebras de la
forma kfz, ..., z,]/I(X), donde F{X) denota el conjunto de todos los polinomios
que se anulan sobre X. En general podria ocurrir que F{X) fuera estrictamente
mayor que I. Por ejemplo, tormando I = (22 4*) C k[z, y| se obtiene la variedad

V(a®,y") = V(z,9) = {(0,0)},

que consiste exactamente en el punto origen. Pero obviamente (X} = (z,y) con-
tiene propiamente a I. Esto nos muestra que al ideal I = (z%,4?) y al ideal (z,y)
les corresponde el mismo conjunto algebraico, y por lo tanto, que la corresponden-
cia entre ideales y variedades no es uno a uno. Sin embargo, esta correspondencia
resulta ser biyectiva si nos restringimos al caso de ideales radicales, y si exigimos

ademas que k sea algebraicamente cerrado. Recordemos que I se denomina un
ideal radical si Rad(7) = I, donde

Rad(/) = {z € R:exste n > 0 tal que z" & I}.

Al teorema que afirma la existencia de esta biyeccién se le conoce como el teorema
de los ceros de Hilbert, o Nullstellensatz.

En geometria algebraica es natural exigir que el campo £ sea algebraicamente
cerrado. Si f(z) es un polinomio en una variable, con coeficientes en k, la exis-
tencia de raices para f depende de este hecho. En el caso de tener méas de una
variable puede ocurrir, por ejermaplo, que ¢, el conjunto vacio, esté representado
por varios ideales entre los cuales no existe ninguna relacién natural, como ocurre
en el caso de las variedades V(2? + 4 + 1 = 0) y V((1)). Ambas definen a ¢ en
Rz, y], en donde R denota el conjunto de los niimeros reales. El teorema de los
ceros de Hilbert también proporciona un criterio sencillo para determinar cuando
X = V(I) es una variedad no vacfa. Basta verificar que 7 sea un ideal propio



de R. Esta afirmacion se conoce como el teorema débil de los ceros de Hilbert,
debido a que se puede derivar de la primera version que enunciamos mds arriba.
Sin embargo, €l camino que seguiremos serd el contrario. Empezaremos por de-
mostrar la versién débil, y usando ésta, probaremos la versién fuerte. La versién
débil que probaremos es la siguiente.

1.2. Nullstellensatz (forma débil)

Sea R el anillo de polinomios &z, ..., z,| en n variables sobre un campo alge-
braicamente cerrado k. Entonces, dados polinomios fi,..., fn en R, la variedad
V(fi,..., f) €s no vacia si y s6lo si el ideal I = (fi, ..., fn), generado por los poli-
nomios f;, es un ideal propio. Es decir, existe al menos un ideal maximal m en R
que contiene a [.

La versién fuerte es la siguiente.

1.3. Nullstellensatz {(forma fuerte)

Sea R el anillo de polinomios k(z, ..., Z,] en n variables sobre un campo alge-
braicamente cerrado k. Entonces existe una correspondencia biyectiva entre las
variedades algebraicas X = V(I) en k™ e ideales radicales de R, en la cual X se
corresponde a J(X). Mds aln, en este caso [{X) es exactamente el radical del
ideal I. -

De estos dos teoremas daremos pruebas que difleren en algunos sentidos de las
demostraciones que usualmente se encuentran en la literatura. Nuestro enfoque
serd méas bien de tipo computacional. No sélo demostraremos estos dos teoremas
sino que también daremos un algoritmo que nos permitird efectivamente decidir
cuando el ideal generado por los f; es un ideal propio. Este método involucra el
concepto de base de Groebner, que pasaremos a discutir a continuacién.

1.4. Bases de Groebner

1.4.1. Motivacién

Nos proponemos resolver el siguiente problema: dado un ideal I = (f, ..., f) en
el anillo de polinomios R = k[z), ..., Z,), ¥ un polinomio f € R, ;cémo sabemos si
f€I?Enelcasoenel quen =1 (R es el anillo de polinomios en una variable), la
respuesta puede obtenerse mediante el algoritmo usual de la divisiéon. En primer
lugar, como R es un DIP, el ideal I es generado por un unico elemento. Este
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generador resulta ser g =mcd{f1, ..., fu}, €l mdximo comin divisor de
omios generadores f;. Ahora, para saber si f € I = (g) basta dividir a f
g y ver si el residuo es igual a cero. En el caso en el que f es un polinomio
de una variable, existe un procedimiento similar basado en una algoritmo
ivisién generalizado. Sin embargo, la situacién con més de una variable
cho m4s compleja. En general no es verdad que f esté en I si y sélo si el
 de la divisién de f por {fi,..., fu} es cero. Esto sf ocurre, sin embargo,

Definicidn.

aremos por definir la nocidén de orden monomial. En primer lugar, podemos
ficar el conjunto de todos los monomios de k[z), ..., z,] con Z%, , el conjunto
as las n-tuplas con entradas no negativas. El monomio z§'z$? - - 28 el
lenotaremos por %, se identificard con la n-tupla o = (), .., an). Un orden
ial en Z%, es una relacién de orden total la cual satisface las siguientes

i o > [ entonces o + 6 > [+ 6, para todo monomio 8.

Toda secuencia estrictamente decreciente de monomios #;, > &, > +--6; > -
terminar necesariamente.

nplos de 6rdenes monomiales 1) El orden lexicografico.

> orden es andlogo a la manera como vienen organizadas las palabras en
ionarios (de ahi el nombre). Sean a = (oy,..,00) y 3 = (B, ..., F,) dos
nios. Decimos que & > 3 si en el vector diferencia « — J la primera entrada
a de cero, de izquierda a derecha, es positiva. En este caso escribiremos
8. Por ejemplo

® &
b 2%y’ >pee T°, ©°Y°2 1o Y725, ete.

) El orden graduado lexicogréfico. En este orden o > glez O 81 || > |B],
o de ser |a| = |8, si & > [, donde para un monomio cualquiera @ las
1@ |, denotan el orden de 4, o sea la suma 6, 4 - - - + @,. Por ejemplo

6 2,3 2,2 2
Y Zglex TTY , TTY” Zgles TTYZ.
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= Y~ a,z® un polinomio no nulo en &z, ..., z,], y > un orden monomial. El
f se define como el méaximo de los monomios no nulos de f. El término
, que denotaremos por T'L(f), se define como a,z%, en donde o = grado

\lgoritmo de la divisién en k|z) ..., z,]

objetivo es dividir f ¢ R = k[z;, ..., z,] por polinomios fi ..., f,. Como
esto significa que f se pueda escribir en la forma

f=afit - +afs+m,

24y, ..., 0,, I son polinomios en R los cuales satisfacen la siguientes propiedades:
o de (a;f;)< grado de f

0, o bien r es una combinacién lineal de monomios en donde ningun
o es divisible por ninguno de los términos lideres de los f;.

es de probar formalmente la existencia de un algoritmo con estas propiedades
un ejemplo: :

1 0 el de f;. Usemos nuevamente a f) : escribamos a x + zy% + 3° en al

sttty =yley— 1) +z+y+y

, podemos ver que el término lider de z + y + ¥% no es divisible ni por
por T'L{ f5) (esta es una situacién que no ocurre en el caso de polinomios



orden lexicografico, que son y y y*. Vemos que y tampoco es divisible, pero
1o es. Dividimos nuevamente, en este caso por fs :

cHy+y'=1-(~1)+z+y+1

| llegar a este punto podemos ver que ninguno de los monomios de z +y + 1
visible por TL(f|) o TL(f»). Este tltimo polinomio ha de ser entonces el
uo. Poniendo todo esto junto vemos que hemos escrito a f como

f=z+y) it L (- D+z+y+1,
S—— —_—

a) az T

n donde grado(a) f1) < grado f, grado(asf2) < grado f, y en donde ningin
omio de 7 es divisible ni por TL(f1), ni por TL(f,).

semos a dar una demostracién rigurosa de este procedimiento.

Teorema (Algoritmo de la divisién)

un orden monomial en R = kfz,...,z,) y sea FF = {f1,..., fu} una lista
da de polinomios en R. Entonces, cada f en R puede escribirse en la forma

f=afi++afatr,

\a;,T € k[z), ..., Z,), y en donde se satisfacen las siguientes dos condiciones:
do (a;f;) <grado(f)

0, o 7 es una combinacién lineal de monomios en donde ninguno es divisible
s términos lideres de fi, ..., fa.

ostracion.

M el conjunto formado por todos aquellos monomios de f que son divisi-
por el término lider de algin f;. Si ningin monomio de f tiene esta propiedad
s podemos tomar a 7 como el mismo polinomio f, y a todos los a; iguales a
Por otro lado, si M no es vacfo, nos fijamos en el menor i tal que TL({;) di-
in monomio de f, y de todos los posibles monomios divisibles por T'L( f;),
os el mayor de todos ellos, digamos aquel cuyo término lider es cpz’.

pongamos que cgz’ = T'L{ f;)m. BEscribamos a f como f = cpz? + f/,




 cualquier monomio de f7, divisible por T'L(f;), es necesariamente menor
Podemos escribir nuevamente a f en la forma.:

f=fm—-g+f

la demostracién por induccién.

servaciones

no de la divisién en varias variables difiere en varios aspectos del algo-
en una variable. En primer lugar, los coeficientes a;, y el residuo r
del orden monomial escogido. En general, tampoco se va a tener unici-
coeficientes a; ni para el residuo r. Por ejernplo, tomando nuevamente
oy +y?, fi=xy—1, fo =9 -1,y dividiendo a f primero por f; en

f=+)fo+afi+2c+1.

estra que para mis de una variable sélo se obtiene una generalizacién
. del algoritmo de la divisidn usual en una variable. Ademads, a diferencia
una variable, este algoritmo no resuelve el problema que nos propusi-
nente. Por ejemplo, puede ocurrir que al dividir a f, un elemento
y ideal I = (fy, fa), por fi ¥ fa, se obtengan dos residuos distintos,
del orden escogido al efectuar la divisién: por ejemplo, si

f=:cy2—$, fi=zy+1, fg=y2—1
se ve que
f=yfH+0fi+(—z—y),

f=xfs+0f +0.

i6n es sin embargo remediable. Para ello necesitamos la siguiente



nicion

- klzy, ..., 2] un ideal diferente de cero. El ideal de términos lideres
enotaremos por (T'L(I)), se define como el ideal generado por todos
108 lideres de fodos los polinomios de [. Es decir,

ideal generado por el conjunto { ez’ : tal que existe f € I con TL(f) = cz’}.

nos seflalar que si [ = (fy, f2) entonces (TL(I)) no es en general igual

erado por los términos lideres de f; v fa. por ejemplo, si I = (z° —

: 2% + z), y tomando el orden lexicogrifico graduado, se observa que
2? = z(a?y — 29° + z) — y(a® — 2ay),

embargo 2% ¢ (z°,2%).

ituacion no va a ocurrir si los generadores del ideal I forman una base
ner. Mds precisamente:

finicién

1 cierto orden monomial. Un conjunto ordenado {fi, .., f»} de gener-
se denomina una base de Groebnersi (TL(I)) = (TL(f1), ..., TL(f.)).
siente teorema nos muestra una de las propiedades fundamentales de las

residuo de la divisidn es igual a cero es claro entonces que f se puede
como una combinacién lineal de los f;, con coeficientes polindmicos. Esto

gamos ahora que f € I. Usando el algoritmo de la divisidn podemos
a f en la forma

f:alfl"'_"""anfn_!"rs

7



wdarkes

= 1, ...n. Ahora, es claro que » también pertenece a I, luego su término
n el ideal (TL{I)}. Esto obliga a que r tenga que ser cero, de otra
tendria al menos un monomio divisible por alguno de los TL{f;).




s de Groebner (continuacién)

se anterior vimos como las bases de Groebner nos permiten decidir de
roritmica el problema de la pertenencia para ideales. Si disponemos de
Groebner G, para un ideal I en un anillo de polinomios R, entonces,
ber si un cierto polinomio f estd contenido en I, basta dividir a f por los
de G y mirar si el residuo de la divisién es igual a cero. Sin embargo,
r llevar a cabo este procedimiento necesitamos saber como se puede
de manera efectiva una base de Groebner para I. Notemos primero
ema de la base de Hilbert implica la existencia de al menos una base
er para I. Sabemos que el ideal geuerado por los términos lideres de
nios de [ tiene una base finita. Supongamos que esté formada por los
es de polinomios f;, ¢ = 1,...s. Ahora, si tomamos f, un elemento
I, vy lo dividimos por los f; (en cualquier orden) debe obtenerse
al a cero ya que de otra manera este residuo también estarfa contenido
su término lider no serfa divisible por ninguno de los 7°L( f;) (por ser
‘ninguno de sus términos lo es). Esto prueba la siguiente proposicién:

osicion
fi, .., fs} un conjunto de elementos de [ con la propiedad de que sus
ideres generen a (1T'L([)), el ideal de términos lideres de I. Entonces F

de Groebner para I.
palabras, esta proposicién nos dice que en la definicién de base de

nimos el minimo comun maltiplo de los monomios z® y 7, el cual
0s por mem(x®, z7), como el monomio z° en donde § =(4,,...,8,) con

e



a )ﬁ‘i)'
yolinomio de f y ¢ se define como

z? z?

S(f9)=m7rm [~ g

V9= gy T T

te polinomio est4 disefiado para producir la cancelacién de términos lideres.
' ema nos dice que todo tipo de cancelacién de términos del mismo
rriv de esta manera.

inacién lineal de S—polinomios

U=y ez’ "*S{g;, gi),
5.k

término lider de ¢; y definamos p; = % g;/d;. La summa U puede
telescopica de la siguiente manera:

= adi{py —pa)+ -+ (ady + -+ ardi Hpeor — D)+
+(Cld1 + - 'Cg_ldt_1 + c;dt)(pt).

ple cdlculo nos muestra que
2~ S(g;,9x) = p; — Di-

as dos ecuaciones anteriores se obtiene

U= ijl 217':1 C"dim& UJJHS(QJ‘:QJ'H)




e dado que el grado mas alto de I/ es menor que 6 se debe tener que
por lo tanto el término {—ésimo desaparece de la suma anterior).
— i tiene grado < & ya que en esta diferencia los términos de

nte teorema nos proporcionard un método para construir bases de

iy ¥

deal en un anillo de polinomios R = &{z;,...,z,). Un conjunto G =
ara I es una base de Groebner si y sdlo si para cada par de elementos
que el residuo de la division de S(g;, g;) por G es igual a cero.

base de Groebner el resultado se tiene ya que S(g;,¢;) es un

ente, debemos mostrar que si f € I entonces el término lider de f
n el ideal generado por los términos lideres de los g;. Escribamos a
h;g; de tal manera que § = méximo(wm(i)), en donde (i) = grado
intmal. Claramente, la conclusién del teorema se da si grado(f) = 6
e caso TL(f) = X Tl{h;)TL(g;). Veamos entonces que f no puede
nor que J. Si esto fuera cierto podriamos escribir a f en la forma:
— Z TL{h:)gi+ }: (hy — TL{h;))g:+ }: hig;.

m(i)=4 m{i)=6 m{i)<b

omios de la segunda y tercera sumatoria tienen grados menor que
deber4 ser cierto para la primera sumatoria. Por el lema anterior
ibir esta sumatoria como una combinacion lineal de términos de la
95, 9x), donde cada uno de estos térininos tiene grado menor que 4.
emos que al dividir S(g:, g;) por G se obtiene S{g;, ;) = ¥ aijrgr,
nino de esta suma tiene grado < grado(S{g:, g;)). Multiplicado por

(95,95) = D_beg, ,donde b, = z°~%*ay,, y grado(bug,) < 6.

rmite reescribir a 3. T L(h;)g; como una combinacién lineal de
mi)=6

12 3 b,gr, v por lo tanto expresar a f como una suma Y hlg;,

3



<imo de los grados de hlg; es estrictamente menor que 4. Esto wltimo
 minimalidad de é.

e ejemplo muestra la manera de usar el teorema anterior para con-
e de Groebner para un ideal generado por dos polinomios en k[z, y].

2 en k[z,y] el orden graduado lexicogrifico, y tomemos

I = (z® = 2zy, 2%y — 2y° + 7).
e —

h J2

. producir una base de Groebner para [ consiste en ir aumentando
e polinomios de la base Gy = {fi, fo}, afladiendo paso a paso los
necesarios, hasta lograr que el residuo de cualquier S-polinomio sea
irlo por la nueva base asi obtenida. Usemos .____ o para denotar el
ivisién por . En este ejemplo particular vemos que S(f, fo) = —z?

—_———————— 1

S(fl)f3) = —2-"‘3@/:

0s que G debe ampliarse a Gy = {f1, fa, f3, fi}- [gualmente, debe-
luir en G al polinomio

' mprobar ficilmente que G = {fi, ..., fs} satisface la hipdtesis
erior, es decir, que



punto es natural preguntarse si existe una unica base de Groebner para
fijado un determinado orden monomial. Es facil ver que en general
cierto. En el ejernplo anterior, el ideal generado por los términos lideres
ado por:

(TL(I)) = ($3,$2y, —$21 _22’@': "'23}2 + 1’)

te, los monomios —z%, —2zy, —2y* + z también generan a este ideal, y
posicion 1.2 se tiene que los polinomios

f3 = $3 - 23’@}') f4 = $2y - 2?J2 +z, fS = —3;2

forman una base de Groebner. Esto nos muestra que la base formada
fi, ..., fs} no es minimal, ya que se puede encontrar un subconjunto de
también una base de Groebner para I. Esto naturalmente nos lleva

ciente del término lider de g; es igual a 1.

mino lider de g; no pertenece al ideal (T L(g;});2: generado por todos
con j # i.

vacion.

e de Groebner G siempre es posible extraer de ella una base min-
er lugar, multiplicando cada ¢; por el inverso de los coeficientes
uno de los g; obtenemos otra base de Groebner en donde cada
vos g; satisface la condicién (1) de la definicién anterior. Ahora, del
nos lideres T = (T L{g;)) podemos eliminar todos aquellos monomios
sean redundantes, es decir, todos aquellos T L(g,) que sean divis-
otro TL(g;), con i # k , y de esta manera obtenemos un conjunto
generadores para T. Renombrando los g; podemos suponer que

G ={g1,.- s, 8 <1}

3



conjunto de G en donde los términos lideres de los g;,7 = 1,...5, generan
Proposicién 1.2 nos garantiza que G’ también es una base de Groebner
cual es claramente minimal.

do al ejemplo anterior, podemos ver que si cambiamos a f; = z° — 2zy
—f3 + azy, los polinomios f}, f4, f5 estan en I, y sus términos lideres
L(I)). Esto nos muestra que ni atin en el caso de tener bases minimales
idad. La unicidad sélo se da para bases que tengan la propiedad de
5. Estas estdn definidas de la siguiente manera.

inimal G = {g1,...,9n} se llama reducida, si ningiin monomio de g;
or TL{g;), con j # 1.

= k[X,, ..., X,] existe una dnica base de Groebner reducida para /.

residuo de dividir a g; por los polinomios gs, ..., g, (en el orden natu-
| término lider de g; no es divisible por ninguno de los términos lideres
éste debe aparecer en €l residuo, y debe ser precisarzente su término
TL{g;) = TL(g1)- De aqui se sigue, aplicando la Proposicién 1.2,
. gn} también es una base de Groebner para /. Volvemos a repetir
10 procedimiento esta vez dividiendo a g2, con respecto a los polinomios
de donde se obtiene un nuevo g5 en donde ninguno de sus monomios
or TL(g;) = T'L(g1), TL(g2), .., TL(gn), y tal que T'L(g}) = T'L(ga)-
te procedimiento con gs, ..., ¢». Vemos pues que cada nuevo g; tiene
de que cada uno de sus monomios no es divisible por ninguno de los
j < i, y tampoco es divisible por T'L{g;) con j > 4, y como ademas
L(gi), para k = 1, ...n, se tiene que (T'L(g}),...,TL(g},)) = (TL(I)),
s On} €5 una base de Groebner para /[, y ademds, por la manera
truida, es una base reducida.

ahora la unicidad. Supongamos que G y G’ son dos bases de
cidas para {. En primer lugar, para cada g; ¢ (G debe existir un
que T'L(g;) divide a T'L(g:), y reciprocamente, deberd existir un



que T'L(gs) divide a TL(g}). De aqui se obtiene que TL(gx) divide
como ambos monomios tiene coeficiente igual a 1, se deberd tener
=TL(g;). Como G es reducida, y en particular minimal, concluimos
luego T'L(g;) = TL(g;). Esto muestra que los términos lideres de los
e G’ estan incluidos en los términos lideres de los elementos de G. De
ar se demuestra la inclusién en el sentido contrario. Vemos pues que
lideres de los elementos de G y G’ son iguales.

os términos lideres de g; y g; por ser iguales se cancelan en g; — gg. Por
este polinomio resulta ser una combinacién lineal de monomios, ninguno
isible por los términos lideres de G (esto ultimo ya que G es una base
los polinomios de G’ y G tienen los mismos términos lideres) luego
1 elemento g; — g; € [ cuyo término lider no es divisible por ningtin
,.-y M, 10 cual obliga a que g; = g;. Esto nos muestra que G y G’ son




iscusion.

anterior desarrollamos un algoritmo que nos permitié calcular una base
r para cada ideal I de un anillo de polinomios R = k[z, ..., z,,]. Nuestro
50 ahora serd utilizar este algoritmo para dar una prueba constructiva del
lensatz.

¢ un campo algebraicamente cerrado y supongamos que el sistema de
polinémicas

{fi(xla aoTn) = 0},':1,,_,5 (1)

compatible, es decir, el elemento 1 no pertenece a I = (fy,..., fu)R, el
R generado por los polinomios f;. El Nullstellensatz afirma que en este
uacién (1) tiene por lo menos una solucién. Las bases de Groebner

ran no solo demostrar que (1) tiene solucién, sino ademds encontrar
nente todas sus soluciones. La idea es resolver (1) por induccién sobre
de variables. Empezamos por ordenar las variables z; en orden lexi-
de tal manera que z; > x9 > - - - > z,. Usando este orden construimos
de Groebner G = {g,,...,9-} para el ideal /. Bajo este orden el ideal
cion Iy, definido como I N k[zkyy, ..., Tn), resulta generado por aquellos
de G en los que no aparecen las primeras & variables z,, ..., . Mds atn,
emos que estos elementos forman a su vez una base de Groebner para
, como [ también esta generado por g1, ..., g, €l conjunto de soluciones
ma (1) coincide con e] conjunto de soluciones del sistema

{gi(zl) veey E'n) = O}i:l,...,r (2):

ydemos entonces restringirnos al caso en el que el sistema original esta
ado por elementos de una base de Groebner. Denotemos por G, al con-
e todos aquellos g; que no contienen la variable z)(este conjunto podria
o). Si suponemos por induccién que sabemos encontrar las soluciones del

{gin (@2, -y 20) = 0}n (3),



por los elementos de (1, entonces basta saber como “completar” estas
a soluciones del sistema original. Para resolver (2) necesitamos en-
un mecanismo que nos permita saber cuando el problema de extensidon
ucién, es decir, saber cuando una solucién parcial ¢ = (g, ..., ¢,) de (3)
e extender a una solucién (¢, c) del sistema (2). Como veremos, esta ex-
empre es posible, después de cambiar adecuadamente al sistema (2) por
ma equivalente.

ncemos por demostrar la siguiente proposicién.

Proposicién

na base de Groebner para un ideal [ € R = k[, ..., %), con el orden
fico obtenido después de ordenar las variables z; en la forma siguiente:
> .- > z, Sea I el k—ésimo ideal de eliminacién (definido en el
mterior). Entonces una base de Groebner para /; estd dada por aquellos
de G en donde no aparecen las variables x1, ..., Ty.

tracidn.

ando la numeracién de los g;, en caso de ser necesario, podenios suponer
junto aquellos polinomios de G en donde no aparecen las variables
ta formado por los primeros ¢ polinomios de G. Tomemos un elemento
ebemos probar que el término lider de f es una combinacidén lineal de
0s lideres de g, ..., g:- Como G es una base de Groebner para [ se tiene

TL(f) =mTL(g) + - +mTL{ge) + > mTL(gs),
it

tos mondmios m; # 0. La segunda suma, a la derecha esta formada por
Uyos Monomios son necesariamente mayores que todos los monomios
os de la primera suma, y mayores que el monomio lider de f a la
sto ultimo es cierto por contener cada uno de estos términos al menos
ariables 1, ..., z;. Esto obliga a que esta segunda suma sea cero, lo
a la proposicién.



)l problema de extensién

n tiene solucion.

Teorema de extensién

.y fn polinomios en R = k[zy, ..., z,], definamos I = (f, ..., fa), el ideal
por los f;, y sea I} = I Nk[zy, ..., %,) el primer ideal de eliminacién de
amos cada f; como un polinomio en z; :

N L
fi=gi(z2, ...zn)z;" + términos de menor grado en ;.

(€2, ...,cn) un punto de la variedad V(I,). Entonces, si ¢ ¢ V(g;), se
ntrar ¢; € k tal que (cy,¢a, ..., ) pertenece a V (I).

de la variedad V(1)) son precisamente las soluciones del sistema de
que se obtiene después de eliminar a xz, del sistema formado por los
fi. El teorema anterior nos dice que una solucién parcial ¢ = (¢, ..., ¢,)
tema se puede extender a una solucién del sistema original, sierpre y
0 sea un cero comun a todos los coeficientes g;.

ricamente esto significa lo siguiente. Sea p : k™ — k™! la funcidn de
que envia cada (ci,...,¢a) en (¢z,...,¢,). Denotemos la variedad V(I)
mente se ve que p(X) C V(I;). Ahora, el teorema de exfensién nos
a punto en V(J;) que no esté contenido en V(gy,...,g5) se puede
a un punto de X, es decir,

V(L) = p(X) U (Vg1 9.) NV (1)),

elante veremos que en la topologia de Zariski la variedad V' (/) resulta
ente la clausura del conjunto p(X), o sea, el mas pequeilo de los
a topologia que coutiene a este conjunto.

+a x4+ +azty g=by+bz+-- +bz* dos polinomios en D[z]
7 k respectivamente, en donde D denota un dominio de factorizacién



ultante de f y g se define como el determinante de la matriz cuadrada
+ m siguiente:

—CLO . . - R b[} . . . W
m e oo by by o
ag a; ag - - - by by by
res(f, g) = det
a a- - - - by
a; .
. . . . b br:
| C e by

erminante es claramente un elemento de D. Por ejemplo, si tomanios
f=ag+a1z+ax? +a3z® y g = by + bz + bya?,

de f, g estd dado por:

ag 0 bg 0 O W
a) Qg bl bo 0
det | ag ay by b by
az ao 0 b2 b]
0 a3 0 0 bg J

siguiente nos proporciona un criterio que nos permite saber cuando
n factor en comun.

4 tartyg=by+bz+-+ bez® dos polinomios en Dz
# 0. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

nen un factor comnin no constante en D{z).

olinomios A y B en D[z], distintos de cero, y de grados estricta-
ue k y I respectivamente, tales que Af + Bg =0

4




sultante de f y g, res(f, g), es igual a cero.
ostracidn.

.Supongamos que h es un polinomio no constante que divide a f y
le existen fi y g1 tales que f = fih,g = gi1h. Claramente se ve que
)g = 0, con grado(g1) < k, y grado(f)) < {. Luego podemos tomar

fi-

| —

Supongamos por el contrario que f y g son relativamente primos en
ecuacién Af = —Bg vemos que f divide a Bg, pero como D[z] es un
factorizacion vinica, y f v g son relativamente primos, se debe tener
a B. Pero esto obligaria a que | =grado(f) <grado (B), lo cual
hecho de que grado(B) es estrictamente menor que [.

A=Ap+-- + Az 125 B=By+ -+ B, dos polinomios
es indeterminados. Resolver la ecuacién Af + Bg = 0 es equivalente
iguiente sistema de & + { ecuaciones lineales:

‘.-_-q N l . + bOBO — 0
bi ek G'»lA() + bUBl -+ blBU = 0
, + ad +

a3Ag + BBy + 0B, + BBy = 0,

P OB, 0

s A; B; son k + [ incégnitas. Este sistema se obtiene después de
ntes a ambos lados de la ecuacién Af + Bg = 0. Escribiendo este
ma matricial se obtiene una ecuacién de la forma CV = [0], en
a la matriz

.k bo . i
by by
ag by b1 b
b
by by
o - - - by




L By

sideramos este sistema de ecuaciones como un sistema con coeficientes
ampo de fracciones de D, entonces, sabemos por dlgebra lineal que el
e una solucién no trivial en F' si y sdlo si el determinante de C, que es
ente el resultante de f y g, es igual a cero. Pero de toda solucidn no trivial
uede obtener, después de multiplicar por un elemento apropiado de D,
on no trivial en D, Este elemento se puede escoger, por ejemplo, como el
omiin muiltiplo de los denominadores de cada entrada del vector solucién
se deduce entonces la equivalencia entre 2) y 3) lo cual concluye la

es(f,g)=Af+Bg (1)
ostracion.

) que en la prueba de la proposicién anterior: sean A = Ag-4---+ Ap_ 25!
= By+ -+ B 1zt7! dos polinomios con coeficientes indeterminados. La



(1) es equivalente al sistema de ecuaciones

res(f, g)
0
CV = : (2)
0
Ag
] _.=iﬁ V=1 - |,yen donde a diferencia de la proposicién anterior, el
By

a derecha tiene su primera entrada distinfa de cero e igual al resultante
ea ahora C* la adjunta formal de C. Esta matriz se define de igual
e en dlgebra lineal, lo cual corresponderia al caso en el que D = &k es una
,matriz C* se obtiene de C, primero transponiendo filas y columnas, y
plazando cada entrada ¢, j por el inenor obtenido después de eliminar
J- De igual manera a como se hace en dlgebra lineal, se puede ver que
ropiedad siguiente:

CC*=C"C=det(C)  (#).
cando a ambos lados la ecuacién (2) por C* se obtiene la ecuacién:
res(f,g)V = res(f,9)C" 5y,

le F; denota el vector columna unitario con 1 en la primera posicién y
estantes. Ahora, si res(f,g) = 0, estamos en el caso de la proposicién
emos que en este caso existe una solucidn no trivial de la ecuacién
o lado, si res(f,g) # 0, entonces de la propiedad (#) se deduce
nte que V' = C*F es solucidn de (2), y es no trivial, ya que de ser
o irplicaria que el resultante es también igual a cero. Esto concluye
: Ja proposicién.

hora a demostrar el teorema de extensién para el caso en el que el
nerado por 2 polinomios.



g) €l ideal generado por

f= aflzo,....,z)sh + -+ + ap(To, ..., Tn),
g = bk(wg,...,In)lJf + - - - + bo(IQ,...,En),

nillo de polinomios R = k[, ..., z,], en donde k es una campo algebraica-
errado. Sea [y = I Nklao, ...;z,) el primer ideal de eliminacién de /. En-
(co,...,cn) € V(I) — V{ay, by), existe ¢; € k tal que (¢1,¢2,...¢.) € V(I).

stracion.

c=(cg,....,cn) & V(a,by) se tiene que ai(c) £ 0, o bien que bg(c) # 0.
0s que si logramos probar el teorema en el caso en el que simultdneamente
v bi(c) # 0, entonces el teorema queda demostrado también en el caso
razén para. ello es que siempre es posible transformar los polinomios
alterar el ideal [, y de tal manera que ambos términos lideres no se
evaluarlos en ¢. Por ejemplo, si a;(c) # 0, basta cambiar a f y g por
ios fy z¥f + g, donde N es un entero tal que N + [ > k. De esta
btiene que el término lider de z¥ f + ¢ sea el mismo que el de [ y que

f+9).

mos entonces que a;(c2) # 0y be(c) # 0. Substituyendo ¢ = (cg, ..., ;)
e obtienen dos polinomios

flaie)= ale)zy + - - - + aofe)

g(zr,c) = bilc)at + - - - + bolc)

], de grados | y k respectivamente. Por la Proposicién 1.3.1 estos dos

f,9) = Af + Bg de donde se deduce que res(f,g) € I. Pero como
emos que res(f,g) € D, se obtiene que res(f, g) estd contenido en I,

res(f, g)(c) = 0.



Pasemos ahora a demostrar el Teorema 1.2.1.

Demostracién de 1.2.1.

Adjuntemos variables wus, ..., us, al anillo R, y veamos a fi,..., fy como poli-
en el anillo S = k[zy, ..., Zp, U2, ..., Uy). Definamos g =ugfo + -+ usfs y
eribamos a f) v g como polinomios en z; :

fl=a£($21”-3$n)$l + o+ 0,0(.'172,---,.’1,".,1)
g = blug. . us, T2, xn)x] + - - - 4+ bo{ug,.., Us, T, ., Tn).

dida de generalidad supongamos que @;{cs, ..., ¢;;) # 0. Siguiendo el mismo
ento que en el teorema anterior podemos ademds suponer que

b,.('u,g,..us, Coy ey Cn) 7é 0.

. logra después de cambiar a f), ..., f, por polinomios

fl:f2+${v:f23“-)fn=

nde N se escoge suficientemente grande de tal manera que haga que el
ider de g coincida con el término lider de fi.
D = klug, ..., Un, T2, ..., T,] ¥ escribamos a res(f;,g) € D en la forma

res(f1,9) = 9 ha(T2, .20 )u%, (3)

, COmo una suma de monomios u®. Sabemos por la Proposicién 1.3.2 que
n A=Y Au* B =Y By’ € D tales que

res(fi,9) = Afi+Bg =) fiAu"+ Y Bgfalte, (4)

en donde e; denota el monomio uj - - - u}

! Y. Comparando coeficientes en
y (4) se obtiene que hy = Aqsfi + X Bafi, donde la suma recorre todos los
2 los cuales 3 + e; = . Esto nos muestra que cada b, € I, v por lo tanto

.y C) = 0. Si denotamos a (cg,...,¢,) por ¢, deducimos de (3) y de lo
ior que

res(fi(c, z1), L u; fi{c, z1)) = res(f1, g)(c) = 0.
cando la Proposicién 1.3.1 (recordemos que a,{c) # 0,b.{u,c) # 0) se
e la existencia de un polinomio F' € D el cual divide a f, v a g. Ahora,
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il ver que si F' divide a f) entonces F' tiene que estar contenido en k[z,].
bién es facil ver que F|g = F'|fi(z1,¢), para todo ¢, de donde se deduce que
“es una raiz cualquiera de F, entonces ¢ también tiene que ser raiz de f;(c, z).
lecir, fi(c;,¢) = 0 para i = 1,...,8, lo cual es precisamente lo que se queria

asemos a demostrar el Nullstellensatz.

Demostracién del Nullstellensatz (forma débil 1.2).

primer lugar, escojamos gy, ..., g5, Una base de Groebner para /. Como vi-
comienzo de esta clase, aquellos g; en los cuales no figura z; forman una
e Groebner para el primer ideal de eliminacién Iy = INk{z,, ..., z,]. Sin per-
generalidad supongamos que estos elementos son precisamente {g, ..., g},
s. Claramente /; es también un ideal propio de klzo,...,z,), luego, ra-
o por induccién sobre n podemos suponer que sabemos como encontrar
€y Cn) € V(I1). Para concluir la prueba aplicamos el teorema de ex-
n. Si escribimos cada g; como un polinomio en x, el inico problema podria
en el caso en ¢l que ¢ fuera una solucién connin a todos los polinomios
coeficientes de los términos lideres de cada uno de los g;. Pero como vere-
en el lema siguiente, dado un g(z,...,z,) € k[z1, ..., 2,) en el cual aparece la
21, siempre es posible encontrar ® = (¢, . ¢n), un k—automorfismo del
e polinomios, de tal manera que ¢’ = ®{(g) se convierta en un polinomio

g’ = cz¥ + términos de grado menor en ;. ()

ra, SUpongamos que encontramos una solucién d = (dy, ..., d,,) para el ideal
). Entonces tenemos para cada g; se tiene que

0= gi(dy, ..., dn) = gi(d:1(d), ..., ¢n(d)),

r lo tanto ®(d) serfa una solucién para I.

emos suponer entonces, sin perdida de generalidad, que al menos uno de
nomios g; es de la forma (*). En este caso los coeficientes de los términos
de los g; no tienen ninguna solucién en comin y por lo tanto se puede
teorema de extensién, el cual garantiza la existencia de ¢; € k tal que
) es una solucién de /.

10



DEFA-
Cumrcin Ao

jue todas las entradas de todas las n—tuplas que aparecen en g. Sea $ el
ot

automorfismo de kz,,...,T,] que envia z; en z; + 7" para i > 1y que
Entonces el término lider de ®(g) es de la forma cz?, en donde ¢ € k.
nostracién,

homomorfismo que fija z; y que envia a z; en z; — z7°, para cada i > 1,
ramente el inverso de ¢. Ahora, ¢ aplicado a g es igual a

(i +2{")¥]a",

—=

®(g) = a4

j=2

Il

o se expande esta expresidn se ve que hay un tnico término de mas alto
, el cual es precisamente a;z;’, en donde

B; =i +iB*+ - +1i,B™

”é.cil ver que para dos n— tuplas distintas 7y J' se tiene que 5; # G
isamente la unicidad de la escritura de un enteros en base B) y por

te un Unico 7 que hace el grado de =7’ méximo. De aqui se sigue que
cxf" como término lider.
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1. Clase 5.

1.1. Nullstellensatz (continuacién).

Recordemos que para cada variedad X = V(f1, ..., fa) C k™ existe una manera
candnica de asociarle a X un algebra finitamente generada sobre k, que denotamos
- por K[X], v que consiste en el conjunto de todas las funciones polinémicas en %
restringidas a X. Si

[ KXy, ..., Xy » K[X]

estd definido como el homomorfismo del anillo de polinomios en n—variables
que envia cada variable X; a la funcién coordenada z; definida sobre X, entonces,
~ es claro que el ntcleo de f consiste precisamente en todas aquellas funciones
polinémicas que son idénticamente cero cuando se evaliian sobre los puntos de X.
~ Denotemnos el Kernel de f por I(X). El homomorfismo f induce un isomorfismo

KXy, . X/ I(X) 2 K21, .y za).

La versién fuerte del Nullstellensatz nos da una manera de calcular a /(X)) en

- el caso en el que k es un campo algebraicamente cerrado. Este ideal resulta ser
precisamente el Radical del ideal I = (fi,..., fa).

Demostracién del Nullstellensatz (versidn fuerte).

La prueba se basa en el siguiente truco. Sea f un polinomio en /(X). Adjun-
temos una variable mds al anillo k[X), ..., X,]. Sea R = k[X},..., X, Y], y sea J
el ideal de R generado por los polinomios

J = (1 - f0Y3f1>f2= "'1fn)'
Si (e1, ..., n, ) fuera un punto de V(J) entonces se tendria que
foler, yen)e—1=0,

v foley, .y en) = 0, lo cual implicarfa que —1 =0, absurdo. Esto nos muestra
~ que V(J) es vacio y por lo tanto, usando la versién débil del Nullstellensatz, que
J = R. Luego existen polinomios gg, ..., g. € R tales que

=gl - foY)+afi+ 4+ gufn



ey

Substituyendo en la ecuacién anterior a ¥ por 1/ fy se obtiene una ecuacién
de la forma

1= Zg‘i(mlw R 1/f0)f,

Si ambos lados de esta ecuacién se multiplican por una potencia N > 0 de fj
lo suficientemente grande (por ejemplo, igual al maximo de los méximos grados
de la variable Y en cada g; ) se obtiene una ecuacién de la forma

fé\r = Zgi(ml;---smn)fi:

en donde g = ¢;f3* € k[z1, ..., @], 7: > 0. Esto nos muestra que una potencia
de fy estd contenida en /, que es precisamente lo que queriamos demostrar.
0

1.2. Variedades afines y teoria de la dimension.

1.2.1. Topologia de Zariski

Sea X = k™ el espacio afin n—dimensional. Denotemos por F el conjunto de todos
los conjuntos algebraicos de X. Este conjunto consiste en todos los conjuntos de
la forma V'(I), donde I denota un ideal de R = k[z, ..., 2,|. Claramente X € F,
ya que X = V(0). El conjunto vacio también estd contenido en F ya que este
se puede definir como V((1)). Ahora, si X, = V(I.) es una familia cualquiera
de elementos de F, entonces es facil ver que su interseccién también estd en F.
Denotemos por I =3 I, el ideal suma de los I,., definido como el conjunto de todos

los elementos que son sumas finitas de la forma 3, f., con f, € I.. Claramente,
para cada 7 se tiene /. C Iy por lo tanto V(1) C V(L), luego V(I) C N X,.
Reciprocamente, si ¢ € X, para cada r, entonces para cada elemento f = ¥, f,
se tiene f(c) = 3, f- (¢) = 0, y por lo tanto ¢ € V(I). De aqui concluimos que
V(I)= n Xe.

Podemos entonces definir una topologia sobre X en donde los conjuntos cer-
rados son precisamente los elementos de F. Ahora, sobre cada conjunto cerrado
Z C X podemos inducir una topologia en donde cada cerrado se define como la



interseccién de un cerrado de X con Z. A esta topologia se le denomina topologia
de Zariski, y sus conjuntos cerrados son precisamente las subvariedades de Z.

En general esta topologia no es Hausdorff. Por ejemplo, tomando X = £k,
en donde & es un campo infinito cualquiera, todo ideal I de R = &{X] es de la
forma I = (f), para un cierto polinomio f{X) € H. Entonces, el conjunto V(I)
consiste precisamente en todos los ceros de f, y por lo tanto es un conjunto finito.
Reciprocamente, todo conjunto finito es naturalmente el conjunto de ceros de
un cierto polinomio de donde vemos que los cerrados en la topologia de Zariski
son precisamente los conjuntos finitos. Ahora, si O y (O son abiertos no vacios,
entonces O N Q' no puede ser vacio, ya que de serlo la unién del complemento
de O y O seria todo %k , un conjunto infinito. Esto nos muestra que todo par de
abiertos no vacios de X tienen interseccién no vacia.

Resulta sorprendente que todo conjunto algebraico con la topologia de Zariski
es compacto.

1.2.2. Proposicién.

Sea Z un conjunto cerrado en k™. Entonces Z con la topologia de Zariski es un
espacio compacto.

Demostracion.

Si suponemos que Z C k™ para un cierto n, entonces como Z es cerrado,
para demostrar que Z es compacto basta demostrar que X = &™ es compacto.
Supongamos entonces que

F={X,: X, =V(L)}

es una familia de cerrados de Z con la propiedad de que cualquier interseccién
finita de elementos de F' es no vacia, y demostremos que la interseccién de todos
los elementos de la familia es no vacia. Como vimos en el parrafo anterior N X,

T
= V(¥ I,). Para demostrar que N X. es no vacio basta demostrar que } I, #

k[zy, ..., z,). Pero esto es claro, ya que si el elemento unidad se pudiera expresar
como una swna finita de elementos 1 = f,, + - -+ f;, se tendria que

le V(L +- -+ 1.},

y por lo tanto X, N--. N X, seria vacio.
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