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“Oculto en el cambiante esquema de las cifras, en lo mas recondito del nimero irracional,
se hallaba un circulo perfecto, trazado mediante unidades dentro de un campo de ceros.
El universo habia sido creado ex profeso, manifestaba el circulo. En cualquier galaxia
gue nos encontremos, tomamos la circunferencia de un circulo, la dividimos por su
diametro y descubrimos un milagro: otro circulo que se remonta kildmetros y kilometros
después de la coma decimal. (...).. Por encima del hombre, de los demonios, de los
guardianes y constructores de tuneles, hay una inteligencia que precede el Universo. El
circulo se ha cerrado. Eleanor encontro, por fin, lo que buscaba.”

“Contact”, Carl Sagan (s. XX)
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Resumen y Abstract Vi

Resumen

El circulo ha sido posiblemente la figura geométrica plana que mas ha seducido a los
matematicos y al mundo a través del tiempo. Su importancia en la ensefianza de la
Geometria en la educacién basica y media en nuestras escuelas se ve limitada por
aspectos curriculares y pedagogicos. El presente trabajo se fundamenta en una
propuesta didactica que utiliza la geometria dinamica, la visualizaciéon y el Modelo de Van
Hiele para mejorar los procesos de ensefianza-aprendizaje en el aula de clases para la
apropiacion del concepto de circunferencia por parte de los estudiantes y un aporte a la
profundizacion del tema para los docentes. El desarrollo del enfoque utiliza la geometria
sintética como base para abordar la circunferencia, sus nociones, proposiciones y
teoremas basicos. La construccion del concepto se realiza desde una perspectiva
historico-epistemologica y disciplinar, fortaleciéndolo con la aplicacion de teorias y
Modelos didacticos que facilitan el desarrollo del pensamiento geométrico, convirtiéndose
es una herramienta didactica para que los docentes potencien e innoven las practicas

pedagdgicas en la escuela.

PALABRAS CLAVE: Circunferencia, historia circunferencia, pensamiento geométrico,

Visualizacion, Modelo Van Hiele, Geometria Dinamica, Unidad Didactica.



VIiI La Circunferencia. Una propuesta didactica usando Modelo de Van Hiele y

Geometria DinAmica

Abstract

The circle has been the most seductive plane geometric figure for mathematicians and
the rest of the world across the time. Its importance in geometry teaching in basic and
middle education in our schools is limited by curricular and pedagogical matters. This
work is based on a didactical proposal, which use the dynamic geometry, visualization
and the Van Hiele model in order to improve the teaching-learning process in the
classroom to get the appropriation of the circumference concept by the students and a
contribution for a deep study of the topic for the interested teachers. The development of
the approach uses the synthetic geometry as base for addressing the circumference, their
notions, proposals and basic theorems. The construction of the concept is done from an
historic-epistemological and disciplinary perspective, improving by the application of
theories and didactical models which facilitate the development of the geometric thinking,
becoming in a didactical tool for teachers who enhance and innovate their pedagogical
act in the school.

KEY WORDS

Circumference, history Circumference, geometric thinking, visualization, Van Hiele Model,
Dynamic Geometry, teaching unit.
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Introduccidén

Actualmente la enseflanza de las matematicas esta condicionada por el enfoque
establecido en el curriculo, diferenciando los tipos de pensamiento matematico, que en la
practica se traduce en la fragmentacion de la disciplina en ramas de aprendizaje como el
Algebra, la Estadistica, la Geometria, la Trigonometria, el Calculo, siendo un problema
disciplinar y didactico la relacién entre éstas.

En la escuela basica y media en Colombia la Geometria constituye un aspecto relevante
de estudio, dado que el pensamiento geométrico esta estrechamente vinculado a los
otros tipos de pensamiento matematico y de manera particular el pensamiento
variacional. Los métodos tradicionales como la clase magistral y la investigacion en
fuentes bibliograficas de textos guia presentan deficiencias en el proceso ensefianza-
aprendizaje, hecho que puede mejorarse de manera sustancial si se utilizan herramientas
y métodos pedagdgicos-didacticos que enriguezcan el ambiente de aprendizaje,
estableciendo normas o protocolos acordados entre el docente y sus estudiantes,

regulando esta interaccion mediante un “contrato didactico” o un “contrato pedagdgico

siendo indispensables para mejorar los ambientes de aprendizaje.

En el desarrollo del pensamiento geométrico toma particular importancia el estudio de la
circunferencia como lugar geométrico, su representacion, relaciones, propiedades y
Teoremas, permitiendo afianzar en los educandos dichos conceptos para potenciar las
relaciones espaciales. La ensefianza de los elementos de la circunferencia en el aula
presenta dificultades para su apropiacién y vinculacibn en diferentes contextos
matematicos, limitAindose en algunos casos a representaciones mediante regla y
compas. Por otro lado, la metodologia (que incluye al docente y su saber) utilizada en
su ensefianza produce errores que se traducen en dificultades en el momento de aplicar
el concepto en geometria analitica, el reconocimiento de sus propiedades para resolucion
de situaciones-problema, las caracteristicas de lugar geométrico, entre otras. Es
necesario establecer estrategias en el aula que permitan dar el salto de la ensefianza

tradicional a la utilizacion de Modelos Computacionales y herramientas didacticas que
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permitan afianzar el concepto y potenciar su aplicacion de manera significativa
desarrollando competencias y habilidades matematicas.

El Modelo de Van Hiele como Herramienta didactica permite la interrelacién del saber
disciplinar y su apropiacién por parte del estudiante, partir de los conocimientos
concretos y mediante unas estructuras conceptuales jerarquicas dar saltos en la
construccion del pensamiento geométrico. Comprender el concepto de circunferencia a
través de los Niveles de razonamiento de Van Hiele, empezando con el reconocimiento
de las figuras (visualizacion), avanzando hacia el descubrimiento de sus propiedades y
atributos principales (andlisis y deduccion), llegando a niveles de demostracion (rigor),
optandose por la construccion conceptual en forma recursiva, las Fases de Aprendizaje

permiten secuenciar y orientar al estudiante y permitir su salto cognitivo al siguiente nivel.

El software de Geometria Dinamica Regla y Compas (R y C) de uso gratuito es sencillo
de utilizar, sus comandos permiten un trabajo rapido y eficaz para representar y visualizar
propiedades geométricas de Objetos Virtuales de Trabajo, en el caso especifico de la
circunferencia algunas de sus propiedades y Teoremas, permitiendo el uso de
herramientas didacticas para experimentar, analizar, inferir, refutar resultados, hacer
demostraciones desde situaciones geométricas que permitan la relacidon entre la
definicibn y su salto epistemolégico en situaciones que involucran sistemas
computacionales (software geométrico) , encuentran como vehiculos de expresién a los
llamados micromundos computacionales (Balacheff & Kaput, 1996), utilizando
herramientas modernas que superen la Regla y el Compas incorporando al aula y al
proceso de aprendizaje la Geometria Dinamica y las potencialidades de la Visualizacion.

Ampliando el conocimiento de los docentes, estructurando y consolidando las
potencialidades de los estudiantes mediante las herramientas tecnolégicas, se fortalece
el trabajo de la Geometria euclidiana de regla y el compas usando los ultimos avances
de los software dinAmicos (Bartolini y Bussi 2000), la utilizacién de la Unidad Didactica
como herramienta pedagégica debe permitir que la ensefianza este orientada en la
adquisicidn de conceptos y propiedades, el aprendizaje significativo en contextos reales,
el desarrollo de habilidades y competencias en el estudiante, permitiendo el
reconocimiento y apropiacion de la teoria en los diferentes tipos de pensamiento

matematico.
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JUSTIFICACION

La Geometria ha sido histéricamente base fundamental para el desarrollo de las
matemdticas, recordemos que la Matematica Moderna intenté desaparecer casi por
completo del curriculo la Geometria en la década de los afios 60 y 70 del siglo XX.
Posteriormente se le relego al igual que la Estadistica, a una simple Unidad de
contenidos en los libros de Mateméticas. En Colombia, las experiencias internacionales
de trabajos con sistemas computacionales se desarrollo paralelo al impulso del
pensamiento geométrico desde el enfoque de sistemas.

La Ley General de Educacion de Colombia (115/94) en su articulo 78 solicita orientar el
curriculo en la escuela sobre la base de los lineamientos curriculares, ratificando la
matematica como asignatura basica. Los Lineamientos Curriculares de Matematicas
(MEN, 1998) le dan la importancia y peso pedagogico a la Geometria, especificamente
en lo referente al pensamiento espacial y sistemas geométricos, esto ha generado que la
investigacion del proceso ensefianza-aprendizaje de la geometria sea uno de los campos
de mayor interés en la Educacion Matematica, aclarando que existen problemas de orden
curricular, epistemolégicos en la formacién y practica docente, asi como la disposicion
de los estudiantes hacia la aprehensién del conocimiento.

En el orden curricular, pese a que los Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas (MEN, 2002) reafirman el pensamiento espacial y los sistemas geométricos
como un proceso general de las matematicas, su implementacion en las escuelas ha sido
deficiente, evidenciado con la baja o nula intensidad horaria a la geometria como
asignatura y en su defecto limitandola a una o varias unidades tematicas al final del
curso. Por otro lado, la formacién de los docentes y su practica pedagdgica se enfrentan
a los cambios e innovaciones de orden curricular, generando en muchos casos
resistencia a la implementacién de las nuevas tendencias, ya sea por cuestiones de
orden personal como sus creencias, métodos o enfoques pedagdgicos o por falta de
formacion y capacitacion para entender y aplicar dichas innovaciones. Romberg y Price
(1983) sustentan las repercusiones de las innovaciones, tanto las “mejoradas” como las
‘radicales” que cuestionan las tradiciones pedagdgicas y culturales en la escuela, y esto
se traduce en la forma como se construye el conocimiento.

Consistente con lo anterior, el eje de éste trabajo, la circunferencia presenta serios
inconvenientes en la planificacion curricular, ya sea como contenido de la asignatura de

Matematicas o de Geometria. Los Estandares Basicos de Matematicas no hacen
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referencia al estudio de sus propiedades y los libros de texto en su gran mayoria limitan
a una unidad tematica muy reducida, otros textos asumen sus propiedades desde la
Geometria Analitica dentro de las secciones conicas, pasando por alto las definiciones y
teoremas bésicos sobre la circunferencia, importantes en el estudio de la geometria
euclidiana. La utilizacion de herramientas didacticas y Modelos de ensefianza
innovadores y creativos en el aula, son elementos de estimulacion de actitudes vy
competencias tanto en docentes como en estudiantes, en éste campo existen amplias
investigaciones de la incidencia del Modelo de Van Hiele en el aprendizaje de la
Geometria, estos niveles proponen describir el dominio y comprension de nociones
espaciales (Godino y Ruiz 2004).
En lo referente a las posibilidades de la Geometria dinamica y la integracion de las TIC'S
al aula de clases, permiten afianzar y potenciar habilidades y destrezas mediante la
interaccion de la geometria de forma dinamica, asi como la actividad y la
individualizacion del proceso (Batanero y Diaz 1985), de la misma manera sirven como
elementos mediadores de en el aprendizaje de los estudiantes, en la construccion de
conocimientos y en la comprension de lo que hacen (MEN, Incorporacion de Nuevas
Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacién basica secundaria y media de
Colombia 2000). Visualizar los elementos y conceptos fundamentales de la
circunferencia, construirlos de manera interactiva mediante el software de Regla y
Compas, realizar conjeturas de los teoremas basicos y establecer una conexién didactica
entre el procedimiento y su visualizacion en entornos computacionales, generando la
transposicion didactica entre la geometria y la informética (Balacheff 1994), deben
permitir mejoras en el proceso ensefianza-aprendizaje.
OBJETIVO GENERAL
Revisar conceptos, relaciones y propiedades basicas de la circunferencia desde la
geometria euclidiana disefiando una Unidad Didactica fundamentada en el modelo de
Van Hiele y el uso de geometria dinamica.
OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Profundizar en conceptos basicos relacionados con la circunferencia desde un

analisis histdrico y epistemoldgico.
2. Analizar el modelo de Van Hiele e investigaciones recientes relacionadas con su
implementacion para la ensefianza de la geometria.
3. Estudiar el software regla y compas e investigaciones relacionadas con su uso

para trabajar conceptos relacionados con la circunferencia.
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4. Disefiar e implementar una unidad didactica fundamentada en el Modelo de Van
Hiele utilizando herramientas del programa Regla y Compés para trabajar
conceptos relacionados con la circunferencia.

METODOLOGIA

En la ensefianza de la geometria es fundamental el enfoque didactico aplicado que
permita el desarrollo del pensamiento geométrico. Desarrollar un concepto, en éste caso
la circunferencia, sus elementos y propiedades desde el punto de vista disciplinar
requiere una serie de acciones que permitan lograr lo planteado en el objetivo.

FASE 1: Revision bibliografica histérica, epistemolégica y del componente disciplinar de
la circunferencia. Debido a la importancia histérica del concepto y los saltos en la
construccion del pensamiento geométrico, se profundizé en el estudio de la
circunferencia permitiendo elaborar los capitulos correspondientes al componente
histérico-epistemoldgico, el de componente disciplinar y brindé herramientas necesarias
para la elaboracién de la Unidad Didactica.

FASE 2: Una revision y andlisis a los planteamientos del Ministerio de Educacién
Nacional a través de los Lineamientos y Estandares Curriculares para el desarrollo del
pensamiento geométrico y la incorporacién de las tecnologias de la Informacion en el
aula, especificamente la Geometria Dinamica. En el componente pedagdgico se hizo
énfasis en las teorias del Modelo de Van Hiele con sus respectivos Niveles de
Razonamiento y Fases de aprendizaje aplicadas a los elementos y propiedades de la
circunferencia. La geometria dinamica como herramienta didactica y la teoria de la
visualizacién potenciaron el dominio conceptual y la adquisicibn de habilidades de
razonamiento como fruto de las experiencias propias. El software Regla y Compas es de
facil adaptabilidad a las necesidades planteadas en la propuesta.

FASE 3: Se disefid la Unidad Didactica dividiéndola en varias actividades que dieron
cuenta del avance logrado por los estudiantes en la construccion del concepto de
circunferencia, sus elementos y propiedades. Se aplicé una prueba diagnéstica para
establecer los Niveles de razonamiento en un grupo de 35 estudiantes de grado 9°
haciéndose su respectivo analisis. Sobre la base de la clasificacion del grupo segin
Niveles de razonamiento, se disefiaron los talleres y actividades utilizando R y C de
manera que la orientacion dirigida como Fase de aprendizaje, permitiera el avance
gradual dentro del Modelo de Van Hiele. Una vez aplicados los talleres a 5 estudiantes
seleccionados de manera aleatoria, se hizo el respectivo andlisis, permitiendo establecer

los saltos cognitivos generados por la aplicacion de las herramientas didacticas.



1.REVISION HISTORICAY
EPISTEMOLOGICA

De las figuras geométricas planas el circulo es la méas regular, hecho notoriamente
conocido y desarrollado por los matematicos a través de la historia, no solo por su
seduccion y propiedades sino por sus aplicaciones practicas. La circunferencia es el
perimetro mas corto que encierra una superficie plana. La esfera es la menor superficie
gue encierra un volumen, la perfeccion, armonia y belleza del circulo, la circunferencia y
la esfera han incidido de manera fundamental, inclusive en la concepcién de las formas
del universo y del mundo.

Sobre el andlisis epistemoldgico de objetos matematicos, Castafieda (2008), escribio:
Los estudios de caracter epistemologico, ofrecen explicaciones de la naturaleza de los
objetos matematicos al analizar su origen y desarrollo de los criterios y condiciones de su
validez, su consistencia logica, entre otras (Albert, 1998). Para los matematicos
educativos (Sierpinska y Lerman, 1996) este tipo de estudios provee explicaciones
detalladas de los procesos por los que se desarrolla una idea matematica, observando
las condiciones de desarrollos pasados, los momentos en los que se negocian y agregan
significados amplidndose campos de estudio o los puntos en la historia en los que se
descartan ideas y nociones asociadas a los conceptos en cuestion. (P 868).
Posiblemente uno de los descubrimientos mas importantes en la historia de la humanidad
ha sido la rueda, inicialmente los rodillos y los trineos sirvieron a los Sumerios (8.000
a.n.e.) para desplazar objetos de gran peso, con el tiempo entendieron que el rodillo
podia ser sustituido por un eje que uniera las ruedas. Se encuentran diagramas en tablilla
en la region de Ur (3.500 a.n.e.) y los Egipcios junto a la cultura Andronovo mejoraron su
técnica (2.000 a.n.e.) expandiendo su uso a la India y a Europa (1.400 a.n.e.).

Las maquinas construidas durante y después de la Revolucién Industrial en el siglo XVIII
utilizan en diferentes grados de complejidad la rueda y en la actualidad los sistemas

mecanicos utilizan componentes simétricos circulares desplazandose alrededor de un
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eje. Por algun tiempo se compararon los aportes de las culturas Mesopotamicas y
Egipcias dando un rango mayor a la Ultima, sin embargo las tablilas de Susa
encontradas en 1936 darian cuenta de los aportes de los Mesopotamicos,
especificamente para los babilonios la razén del perimetro del hexagono regular a la
longitud de la circunferencia circunscrita era tan aceptable como la de los egipcios, es
mas, también daban valores con dos cifras decimales correctas en algunas de las
comparaciones entre las areas y los cuadrados de los lados de los poligonos regulares
de tres, cuatro, cinco, seis y siete lados. (Maza 2001). Los Babilonios obtuvieron la
apotema a partir de la cuerda y el radio de la circunferencia, con el uso de la Astronomia
aproximaron el afio solar a 360 dias y dividieron la circunferencia en 360 partes iguales
obteniendo el grado sexagesimal. Los Egipcios trazaban las circunferencias mediante
una cuerda atada a un punto fijo, a mayor cuerda mayor era la circunferencia obtenida
asi como el area del circulo que esta delimitada. Tomaron la longitud de la cuerda y la
superpusieron sobre la circunferencia y aproximaron cuantas veces cabia en ella,
llegando a la conclusion de mas de 6 y un cuarto de veces, independientemente de la
circunferencia y su cuerda. Plantearon un valor aproximado de la longitud de la
circunferencia de 6.28 veces mayor gque el radio. En cuanto al area del circulo tomaron
como base el area de un cuadrado que ya conocian y observaron cuantas veces cabia
en el area del circulo, con la condicién que el lado del cuadrado coincidiera con el radio
de la circunferencia, llegando a una aproximacion entre 3 y 4, mas exactamente 3 y un
séptimo, es decir, mas o0 menos 3,14 veces. Concluyendo entonces que el area de un
circulo equivale al &rea de un cuadrado construido sobre la longitud del radio multiplicado
por 3,14.

Los griegos no escaparon al encanto de la circunferencia y se dejaron atrapar no solo en
las discusiones de orden matematico sino trascendieron al plano filoséfico y teoldgico. Le
dieron a la Astronomia una importancia cientifica, los filésofos griegos tenian una
concepcion geocéntrica del Universo construyendo un modelo cosmolégico completo en
el que la Tierra estaba rodeada concretamente de ocho esferas concéntricas donde se
engarzaban la Luna, Mercurio, Venus, el Sol, Marte, Japiter, Saturno, la esfera del
Zodiaco y las estrellas fijas.

La escuela Pitagorica (Pitagoras de Samos, siglo VI a.n.e.), sustentaba la esfericidad de
la tierra, en su modelo las estrellas estaban fijas en una esfera de cristal que daba una
vuelta diaria en torno a su eje y que los 7 planetas conocidos en esa época-Sol, Luna,

Marte, Mercurio, Jupiter, Venus y Saturno- poseian cada uno su propia esfera movil, idea
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gue seria tomada en el siglo XVI en la teoria del movimiento de los cuerpos celestes.

En el siglo V a.n.e., En6pides de Quios habria, segun Heath y Szabd entre otros
estudiosos del tema, establecido el uso de la regla y compas como el idéneo en las
construcciones geométricas, adjudicando a si el rango de figuras elementales, de
elementos bésicos, a la recta y al circulo. (Montesinos, 2000).

Anaxagoras (siglo V a.n.e.) contemporaneo de Pericles, Euripides y de otros tantos
filosofos de la escuela jonica no sélo se intereso en su planteamiento filoséfico “la razén
gobierna el mundo”, adelantd investigaciones en matematicas que lo llevarian a escribir
sobre el problema de la cuadratura del circulo, uno de los 3 grandes problemas de los
matematicos griegos. Proveniente de Jonia, en Grecia revolucioné la época con sus
planteamientos, sustenté que el Sol, no era una deidad sino una enorme piedra
calentada al rojo y que la luna era una tierra deshabitada que recibié su luz del sol, a raiz
de esto fue puesto en prision, Pericles intercedié para su liberacion. Las escuelas
Griegas estaban motivadas por el deseo del saber, hecho fundamental para el desarrollo
de las ciencias en diferentes areas.

Hipocrates de Quios (siglo V a.n.e.) intento hallar la primera solucién al problema
geomeétrico de la cuadratura del circulo usando una construccion plana para encontrar un
cuadrado con éarea igual a la de una figura con lados circulares, construyo semicirculos
en los tres lados de un triangulo recto is6sceles y mostré que la suma de las lunas asi
formadas es igual al area del triangulo mismo: las famosas “lunulas de Hipdcrates”
(Morales, 2002).

Los Sofistas contempordneos de Hip6crates plantearon el problema desde otra
perspectiva. Antifanes planted el siguiente raciocinio: “si se inscribe en un circulo un
cuadrado y después, bisectando los arcos respectivos, se inscribe un octagono y asi
sucesivamente se llegara a un poligono cuyos lados seran tan pequefos que el poligono
podra confundirse con el circulo y, como todo poligono puede transformarse en un
cuadrado equivalente, queda demostrada la posibilidad de encontrar un cuadrado
equivalente al circulo”.

Bris6n (450 a.n.e.), tom6 como base el argumento de Antifanes agreg6 y lo mejoré
inscribiendo poligonos en un circulo y también circunscribiéndolos, concluyendo que el
circulo es mayor que todos los poligonos inscritos y menor que los circunscritos, por lo
tanto el &rea del circulo estd comprendida entre la de los poligonos inscritos y

circunscritos. A él se atribuye el agregado erroneo de que el &rea del circulo estaba dada
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por el valor medio proporcional entre las &reas de los cuadrados inscrito y circunscrito;
esto equivale a adoptar para 1T la grosera aproximacion de 2 V2=2.828 (Morales, 2002)
Aryabhata Nacié en Pataliputra (actualmente Patna) en el 476, y murié en el 550; fue
astronomo y matematico indio. Sus escritos ejercieron una influencia considerable sobre
la ciencia arabe. En su obra el Aryabhatiya, plantea una serie de reglas y propuestas
astronémicas y matematicas escritas en sanscrito; es uno de los textos matematicos
hindies més antiguos que se conocen. El area del circulo se calcula correctamente como
la mitad del producto de la circunferencia por la mitad del diametro, pero el volumen de
una esfera viene expresado incorrectamente como el producto del area de un circulo
maximo por la raiz cuadrada de esta area. (Sanchez, 2004). “La esfera de las estrellas es
inmovil; la Tierra, haciendo una revolucion, produce el nacimiento y el ocaso cotidiano de
las estrellas y de los planetas.”

Hipias de Elis, Peloponeso (siglo IV a.n.e.) y Dinostrato (siglo IV a.n.e.) hermano de
Menecmo y discipulo de Platon se asocian para resolver el problema de la cuadratura del
circulo utilizando una curva mecanica llamada Cuadratriz. Sin embargo, esta curva se
construye con métodos mecanicos y fue también muy criticada por suponer, en primer
lugar, como conocida la propiedad buscada, ya que se requeria saber la relacion entre
una linea y un arco de circulo. Esta claro que Dinostrato nunca proclamé que la
cuadratriz fuera un método plano para cuadrar el circulo.

Aristoteles (siglo IV a.n.e.) en su obra De Caelo sustenta el porqué de la esfericidad de la
tierra y cita un valor muy cercano al real, en sus palabras “Ademas, todos deben ser
similares a uno de ellos, y a simple vista se comprueba que la luna es esférica: si no, en
efecto, no creceria ni menguaria adoptando la mayor parte de las veces forma de linula o
biconvexa, y una sola vez, de semicirculo. ....... De modo que, si uno de los astros lo es,
estd claro que también los otros seran esféricos.”

Euclides (300 a.n.e.) en su Libro Los Elementos en el volumen Il trata los Teoremas
relativos a la circunferencia, las cuerdas, las tangentes y la medicién de angulos. Consta
de 11 definiciones y 37 proposiciones, 5 de las cuales son problemas y las otras
teoremas. Soélo por citar algunos de los Teoremas: Encontrar el centro de un circulo
dado, la linea trazada entre dos puntos, tomados sobre la periferia del circulo, caera
dentro del circulo, si una recta por el centro del circulo divide a otra (que) no (pasa) por el
centro en dos partes iguales, también la corta en angulos rectos, y, si la corta en angulos
rectos, también la corta en dos partes iguales, si en un circulo se cortan dos rectas que

no pasan por el centro, no se cortan en dos partes iguales, si dos circulos se cortan entre
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si, no tienen el mismo centro. El Libro IV tiene 16 proposiciones. Aqui hay figuras
inscritas y circunscritas en circulos.

Para Platén (siglo IV a.n.e.), en el Timeo, la esfera es la figura mas perfecta y mas
uniforme, porque todos los puntos de la superficie equidistan del centro; Olof Gigon
(Ursprung der griechischen Philosophie, 183) (Borges, 1952), para él todos los astros son
esferas que se mueven en circulos perfectos asignandole inclusive a Dios una forma
esferoide por la perfeccion del sélido. “La figura y el movimiento del mundo contribuyen a
darle armonia; la figura, porque siendo esférica y semejante a si misma en todos
sentidos puede encerrar en si todas las demas figuras regulares; el movimiento, porque
describe eternamente un circulo”.

Parménides (siglo IV a.n.e.) fortalecio las posturas filosoéficas de Platon afirmando “E/ Ser
es semejante a la masa de una esfera bien redondeada, cuya fuerza es constante desde
el centro en cualquier direccién.”. A pocos afios de su muerte, el siciliano Empédocles de
Agrigento (siglo IV a.n.e.) urdié una laboriosa cosmogonia; hay una etapa en que las
particulas de tierra, de agua, de aire y de fuego, integran una esfera sin fin, "el Sphairos
redondo, que exulta en su soledad circular". (Borges, 1952).

Una obra andénima de la época Han en China, “Kieu chang suan chu*, (“El arte de
calcular en nueve capitulos”), nos da los conocimientos matematicos de la época. Sobre
superficies: calculo exacto de las superficies de rectdngulos, trapecios, triangulos, y
circulo, por cierto, con un valor para pi de 3, y las reglas de las cuatro operaciones. Lieu
Huei, matematico chino calculé por medio de un poligono inscrito de 3092 lados el valor
de pi, 3,14159, e indic6 que se podia seguir. Para Ptolomeo (siglo Il a.n.e.) “Cuando
sigo a mi capricho la apretada multitud de las estrellas en su curso circular, mis pies ya
no tocan la Tierra.”, ya se ha sustentado como Platén le da forma a la primera teoria
fisica formulada con precision que contenia premisas falsas que nadie pudo demostrar
durante siglos. Recordemos los planteamientos en Timeo, los cuerpos celestes se
mueven con movimiento circular uniforme, se les denominé astros errantes, siguiendo la
tradicion pitagérica esos movimientos son “apariencias” de una realidad perfecta de
orden divino, siendo el circulo la figura perfecta se supuso entonces que dichos
movimientos aparentes y erraticos eran circulares y uniformes, esta suposicion fue la
base de todas las cosmologias desde Platon a Kepler. Dichos movimientos deberian ser

homocéntricos y tener como centro comdn la Tierra.
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Eudoxio (siglo IV a.n.e.), discipulo de Platon, sienta las bases del Modelo cosmolégico de
las esferas afirmando que cada astro es llevado en su movimiento por una esfera,
tuvieron que pasar 19 siglos para que Kepler descubriera el movimiento eliptico de los
planetas. Recordemos que Aristételes enuncia los primeros “axiomas” que dominaran
toda la astronomia antigua; la esfera celeste es eterna, incapaz de alteracion o de
corrupcién y solo puede mantener un movimiento, el de rotacién uniforme (Garcia, 2002).
Argumentd que si la tierra no permaneciera en el centro del Universo y se desplazara
como los cuerpos celestes se producirian cambios en la posicion de las estrellas fijas, lo
cual no ocurre, la ausencia del paralaje de las estrella fue el principal argumento para
oponerse a un posible desplazamiento de la tierra fuera del centro del universo. EI mismo
Ptolomeo explico el movimiento diurno del cielo mediante la rotacion de las estrellas fijas
en torno a la tierra, de esta manera la ciencia de la Edad Media y del Renacimiento
asumieron la teoria Geocéntrica formulada por Platon, Aristoteles y Ptolomeo.
Arquimedes (siglo Il a.n.e.) en su libro sobre la Medida del Circulo en el Teorema | de
esa obra nos ofrece una bella "cuadratura" del circulo con su método de exhaucion; y en
el Teorema Ill obtiene la famosisima aproximacion del nimero pi, la relacion entre la
longitud de una circunferencia y su diametro, la fraccion 22/17. La enorme influencia que
la obra arquimediana ejercié sobre la comunidad cientifica a lo largo de la Edad Media
arabe y latina, asi como en el Renacimiento italiano, tuvo en la Medida del circulo el
representante mas eficaz e iniciatico, tanto por la fascinacién de lo circular, como por la
sencillez de los enunciados de sus teoremas y el magistral desarrollo de sus
demostraciones. (Montesinos, 2009). En su obra “De la esfera y el cilindro” afirma que la
superficie de la esfera equivale a cuatro veces la superficie de su circulo maximo y que el
volumen es el mismo que el de un cono cuya base es la superficie de la esfera y cuya
altura es el radio de la misma. (Aranda. 2006).

En el siglo XIll, en el Libro de la Proposiciones o Reglas de la Teologia atribuido al filosofo
Termegistus la segunda de las 24 proposiciones justifica la maxima de Empedécles "Dios
es una esfera inteligible, cuyo centro estd en todas partes y su circunferencia en
ninguna". En el siglo XVI, en el dltimo capitulo del ultimo libro de Pantagruel se refirié a
"esa esfera intelectual, cuyo centro esta en todas partes y la circunferencia en ninguna,
gue llamamos Dios". (Borges, 1952).

En la Edad Media el Algebra y la Trigonometria son impulsadas por los matematicos
Indios y arabes, en la cultura Occidental la Geometria es una de las siete Artes Liberales

compuestas por dos grupos de estudio: el Trivium compuesta por la gramética, la



12 La Circunferencia. Una propuesta didactica usando Modelo de Van Hiele y

Geometria DinAmica

retorica, la dialéctica (o l6gica) y el Quadrivium de orden matematico: la aritmética, la
geometria, astronomia y la musica, las escuelas y universidades se limitaron a ensefiar
Los Elementos de Euclides. En Grecia, se desarrollaron y estudiaron otras curvas planas,
como la cuadratriz de Hipias (siglo V a.n.e.) y Dinostrato (siglo IV a.n.e.).), la concoide de
Nicomedes (entre el siglo Il y el | a.n.e.), la cisoide de Diocles (siglo Il a.n.e.).),
destinadas a resolver problemas particulares, como la triseccion del angulo o la
duplicacién del cubo. Por otra parte, las conicas, sistematizadas por Apolonio, eran bien
conocidas desde el siglo IV a.n.e. por Menecmo.

Con la llegada de diferentes intelectuales a Italia y con la posibilidad de la amplia
reproduccion de los textos antiguos gracias a la imprenta, las ciencias retoman un papel
fundamental de la sociedad, especificamente la geometria tuvo una fuerte relacién con el
arte y la técnica, destacandose los artistas Paciolo, Durero, Da Vinci, Alberti,
desarrollando la perspectiva y las secciones sientas las bases de lo que se llamaria
Geometria Proyectiva, posteriormente desarrollada por Desargues en el siglo XVII.
Tartaglia (1499-1557) en sus "Quesiti et Inventioni Diverse", sustenta que las trayectorias
de los proyectiles de las piezas de artilleria no son rectas en ninguna de sus partes,
contra la opinién de que primero eran rectas y luego se volvian bruscamente curvas en el
momento de la caida. Galileo establecié en sus "Discursos y Demostraciones acerca de
dos Nuevas Ciencias” (1638), que prescindiendo de la resistencia del aire, tales
trayectorias eran parabolas.

Copérnico (1473-1543) en su obra "De Revolutionibus orbium Caelestium" (1543),
destrona el sistema geocéntrico de Ptolomeo, sentando la teoria de que los planetas
describen orbitas alrededor del sol (o de un punto muy cercano al mismo), pero esas
Orbitas para Copérnico, siguen siendo circunferencias. (Roit, 1989).

Giordano Bruno buscé palabras para declarar a los hombres el espacio copernicano y en
una pagina famosa estampé: "Podemos afirmar con certidumbre que el universo es todo
centro, o que el centro del universo esta en todas partes y la circunferencia" (De la
causa, principio de uno, V).(Borges, 1952).

Kepler en su "Astronomia Nova" (1609), expone como, estudiando la 6rbita de Marte y
usando las cuidadosas y numerosas observaciones de Tycho Brahe (1546-1601)
establece su primera y fundamental ley: "Los planetas describen elipses, de las cuales el
sol ocupa uno de los focos". La segunda ley dice: "Los radios vectores del sol a los

planetas, describen &reas iguales en tiempos iguales". Seria esta una ley evidente si las
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trayectorias fueran circulares, pero siendo elipticas, prueba que la velocidad de los
planetas no es uniforme, cosa inconcebible para Aristételes. La tercera ley es igualmente
sorprendente: "Los cuadrados de los tiempos que tardan los planetas en recorrer su
Orbita, son proporcionales a los cubos de los ejes mayores de las elipses que
describen".(Roit, 1989). Kepler en su "Mysterium Cosmographicum” (1596) acude a la
Geometria para describir el movimiento de los planetas, en su época se conocian
solamente seis planetas (Saturno, Japiter, Marte, Tierra, Venus y Mercurio) y por tanto
habia cinco distancias entre ellos, fue tentadora la idea de buscar la aplicacion mediante
los cinco poliedros regulares ya conocidos por Platon. Siguiendo a los pitagéricos, vincula
las velocidades angulares de los planetas con series arménicas de acordes musicales,
justificando las excentricidades de las orbitas como una necesidad para mantener la
armonia de los sonidos producido por los movimientos. La necesidad de la "via
geométrica" para comprender la Naturaleza fue expuesta claramente por Galileo en "l
Saggiatore” (1623): "El libro de la Naturaleza esta escrito en lenguaje matematico, cuyos
caracteres son triangulos, circulos y otras figuras geométricas, sin los cuales no es
posible entender una sola palabra y se andara siempre como en un oscuro laberinto".
(Roit, 1989).

Desde los griegos, los matematicos intentaron explicar los fendmenos naturales por
medio de relaciones numéricas, centrandose en la recta y la circunferencia. Kepler
posiciond a las conicas y los poliedros buscando la armonia del Universo. Descartes
(1637) con su "Discours de la Methode", (Discurso del Método) y su apéndice Geometria
Analitica, asi como Fermat (1679) con su obra "Ad locos plano et solidos isagoge"
(Introduccidn a los lugares planos y sélidos) aportan las bases sélidas de la Geometria
Analitica ampliando la variedad de objetos matematicos en la modelacion de los
fendbmenos naturales mediante ecuaciones, Fermat utilizando el lenguaje algebraico de
Vieta estudia las curvas que se pueden expresar mediante ecuaciones de primero y
segundo grado y establece que son precisamente la recta y las cénicas. También
establece que, en general, una curva tiene una ecuacion y gue una ecuacién algebraica
representa siempre una curva. (Viader, 2000), ademas encontrd la ecuaciéon de una
circunferencia centrada en el origen.

Descartes desarrolla un método que permite representar figuras geométricas mediante
formulas del tipo f(x,y) = 0, donde f representa una funcién. En particular, las rectas
pueden expresarse como ecuaciones polinébmicas de grado 1 y las circunferencias y el

resto de cdnicas como ecuaciones polindmicas de grado 2. Esto convertia toda la
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Geometria griega en el estudio de las relaciones que existen entre polinomios de grados
1y 2. (Euclides.org, 2007). La circunferencia, en cambio, quedaba en pie de igualdad con
las demas conicas, representadas todas por ecuaciones de segundo grado. Con ello fue
mas facil comprender las elipses planetarias que tanto desconcertaron a Kepler y a sus
contemporaneos. (Roit, 1989).

Se tuvieron entonces todos los elementos para que, juntando Geometria con procesos de
paso al limite, o con especulaciones filoséficas, Newton (1643-1727) y Leibniz (1646-
1716) crearan el calculo diferencial y con él pudiera Newton formular su famosa ley de
gravitaciéon que explicaba, con un solo enunciado, las tres leyes de Kepler y otros
muchos fendmenos de la mecanica celeste. Los poliedros regulares y las armonias
musicales de Kepler cayeron de golpe ante una nueva intuicion, la de una férmula
matematica que expresaba una fuerza directamente proporcional a las masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia.

Con la Geometria Analitica y su método algebraico sustituyen el método sintético que
consistia en establecer axiomas y definiciones y de ellos deducir teoremas volviendo a
abordarse hasta el siglo XX en la investigacién geométrica.

Con la Geometria Diferencial, Gauss (1777-1855) establece las relaciones entre el
Andlisis Matematico y la Geometria, estudiando el espacio, las curvas y las superficies,
establece la nocion de curvatura de una superficie, abriendo el terreno para la aparicion
de las geometrias no euclideas. La representacion de puntos por coordenadas y de las
curvas y superficiales por ecuaciones, permiti6 avanzar en. A su vez, la union de la
Geometria con el Algebra y el Analisis, fue de primordial importancia para la Fisica. Las
leyes de la Naturaleza aparecieron representadas por ecuaciones que vinculaban las
coordenadas de espacio. Los epiciclos, deferentes, ecuantes y excéntricas de Ptolomeo,
todo ello combinacion de circunferencias, pasaron a ser ecuaciones diferenciales
obtenidas por combinacion de gradiente, divergencia, rotor y laplaciano. (Roit, 1989).
Euler (1707-1783) estudiaba las superficies como limite o contorno como limite o
contorno de cuerpos sélidos, su principal memoria se titula "De superficiebus corporum®,
(1748). La geometria descriptiva, desarrollada inicialmente por Gaspard Monge (1746-
1818) en la memoria Géométrie Descriptive, publicada en 1799. Monge es también
considerado el padre de la geometria diferencial debido a su obra Application de
l'analyse a la géométie, en la que introduce el concepto de lineas de curvatura de una

superficie en el espacio euclidiano tridimensional. En 1822, Jean Victor Poncelet (1788-
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1867) publico Traité des propriétés projectives des figures, que es un estudio de
aguellas propiedades geométricas que permanecen invariantes ante proyecciones. Este
trabajo contiene las ideas fundamentales de la geometria proyectiva, tales como los
conceptos de razén cruzada, involucion y puntos circulares al infinito. (Garcia, 2002).

A principios del siglo XIX, con Lobatchewsky (1793-1856), Bolyai (1802-1860) y el mismo
Gauss, aparecen las Geometrias no-euclidianas. Se dispone, con ellas, de nuevos
modelos para interpretar la naturaleza. Desde el punto de Vvista
matematico y filoséfico, el descubrimiento fue trascendental, pues se vio que la
Geometria euclidiana basada en nuestra intuicion del mundo exterior, no era una verdad
a priori, como creia Kant (1724-1804), sino tan solo una entre otras Geometrias posibles.
Riemann (1826-1866) en su clasica memoria "Uber die Hypothesen welche der
Geometrie zu grunde Liegen" (Sobre las hipétesis que estan en los fundamentos de la
geometria), (1854) muestra la posibilidad de espacios multidimensionales de curvatura
variable, de los cuales el espacio euclidiano ordinario seria tan solo un caso particular en
cuanto a la dimension (tres) y en cuanto a la curvatura (cero).

En 1862, Lindemann demuestra que el niamero Pi es trascendente, es decir, no puede
ser raiz de ningun polinomio con coeficientes enteros. Esto implica que no es un nimero
gue pueda construirse con regla y compas, y demuestra que no es posible construir con
sélo estos instrumentos un cuadrado de area igual a la de un circulo dado.

Klein es la otra gran pieza clave de la Geometria en el siglo XIX. En 1871 descubri6é que
la geometria euclidiana y las no euclidianas pueden considerarse como casos
particulares de la geometria de una superficie proyectiva con una seccidn cénica adjunta.
Esto implicaba dos cosas: la primera es que la geometria euclidiana y las no euclidianas
podian considerarse como casos particulares de la geometria proyectiva (o mejor dicho,
de la geometria de una superficie en un espacio proyectivo). La segunda, que la
geometria euclidiana es consistente, es decir, no puede llevar a contradicciones si y sélo
si lo son las geometrias no euclidianas. (euclides.org).

Desde el punto de vista epistemoldgico, la teoria del conocimiento da saltos en la
construccion del concepto, en éste caso de objetos matematicos segun las circunstancias
historicas y el desarrollo de las ciencias en su conjunto, a manera de ejemplo el
desarrollo de la Fisica ha estado ligado al desarrollo de las mateméticas en sus
diferentes formas, la geometria particularmente ha jugado papel fundamental al
proporcionar sus conceptos y modelos a los fendmenos naturales. Al sustituir el sistema

geocéntrico por el heliocéntrico y las circunferencias por elipses, desaparecieron las
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complicaciones del sistema ptolemaico, para dar lugar al mucho mas simple sistema
copernicano. Este, a su vez, se complico con poliedros regulares y esferas musicales
para poder explicar ciertas anomalias, complicaciones que desaparecieron al aparecer el
calculo infinitesimal y expresar la gravitacion por la simple ley de Newton de la atracciéon
universal o, mas tarde, por la ecuacion de Laplace, la mas simple de segundo orden que
es invariante por movimientos del espacio ordinario. Cuando se conoci6 la geometria de
los espacios multidimensionales y el célculo tensorial, al considerar el espacio-tiempo
como una variedad de Riemann, las ecuaciones mas simples para la determinacion del
tensor métrico fundamental son las de la Relatividad General y la ley mas simple para el
movimiento es la ley de inercia. (Roit, 1989).

En 1872, Klein escribié una memoria conocida como El Programa de Erlangen, alli aporta
elementos para la diferenciacién de dos niveles de distinciones: por un lado, la de las
geometrias no euclidianas y la geometria euclidiana, por otro lado, la distincion entre el
método sintético, el algebraico y el analitico. Klein introduce el concepto algebraico de
grupo en la Geometria, definiéndolo como el conjunto en el que hay una operacion
definida, es decir, posibilitando la operacién entre rectas, por ejemplo el punto medio, a
cada par de puntos se le asigna el punto medio del segmento que une los dos primeros
puntos. Toman relevancia en esta época los modelos de geometria hiperbdlica: el de
Poincaré, el del semi-plano superior y el de Klein-Beltrami. Estas son estructuras
inmersas en el espacio euclidiano de dimension dos. Los modelos de Klein-Beltrami y de
Poincaré son modelos finitos y el del semiplano superior es infinito.

David Hilbert (1862-1943) expresa de un modo claro y brillante la axiomatizacion,
evitando todo recurso a imagenes concretas, introduce los basicos elementos de puntos,
rectas y planos. Estos objetos, cuya naturaleza no se precisa, cumplen ciertas relaciones
expresadas por 21 axiomas, clasificados en 5 grupos: axiomas de pertenencia (8), de
orden (4), de congruencia (6), axioma de las paralelas (1), y de continuidad (2),
constituyendo una base suficiente para una entera reconstruccion de todo el edificio
geométrico a partir de ellos y sin mas ayuda que las reglas de la Logica y de la
aritmética. (Pérez, 2004). En los ultimos 20 o 30 afios del Siglo XX, se dio un
renacimiento de la geometria del Siglo XIX. La geometria hiperbdlica renaci6 ligada a la
topologia en dimensiones bajas; la geometria proyectiva revivio6 como fundamento para
desarrollar la visualizacion por computadora; los grupos geomeétricos encontraron

excitantes aplicaciones en la fisica (Bracho, 2003).
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2.COMPONENTE DISCIPLINAR

La propuesta pedagdgica y disciplinar debe sustentarse en un estudio claro y organizado
del concepto de circunferencia, fundamentalmente en las propiedades de éste objeto
matematico desde el enfoque de la Geometria Sintética y la Geometria Analitica. Se
tomara como referencia apartes del Libro Il de Euclides y se compararan las definiciones
referentes a las propiedades de la circunferencia con textos de Geometria euclidiana y de
Geometria analitica, principalmente los libros: Geometria elemental A. V. Pogorélov., el
Curso de Geometria de Landaverde, Circulando por el Circulo de Fernandez, la
Geometria del Siglo XXI de Flores y textos de Geometria y de mateméticas Universitarios

gue se citaran en la bibliografia.

2.1 De la Geometria Sintética.

Propiedades generales de la circunferencia. 1.1. Definicion. Una circunferencia de
centro @y radio 7> 0 es el conjunto de puntos Ztales que |OP| =r También llamamos
radio a cualquier segmento que une un punto sobre la circunferencia con 0. El segmento
gue une dos puntos de la circunferencia se llama cuerda. Si la cuerda contiene al origen
la llamamos didmetro (de la circunferencia o circulo). También llamamos diametro al
valor comun de las longitudes de los diametros (que es 27).

1.2. Teorema (11.1 Pogorélov). En una circunferencia, una recta que contiene un
didmetro es eje de simetria y el centro de la circunferencia es centro de simetria.

Demostracion. Sea a el diametro de la circunferencia y sea X un punto cualquiera de la

misma (figura 2.1). Construyamos el punto X, simétrico del punto X respecto al diametro a
los tridngulos rectangulos OAx y OAX son iguales. Tienen el cateto OAcomun y los
catetos Ax y AX, son iguales por definicion de simetria. De la igualdad de los triangulos

resulta que Ox,=Ox . Pero esto significa que el punto X, se halla en la circunferencia. O
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sea, la simetria respecto al didmetro transforma la circunferencia en si misma, es decir, el
diametro es el eje de simetria de la circunferencia. Construyamos ahora el punto X,
simétrico del punto X respecto al centro Ode la circunferencia. Segun la definicion de la
simetria respecto al punto, se tienen Ox, =0Ox, o sea, el punto X, se halla en la

circunferencia. Por consiguiente, el centro de la circunferencia es el centro de simetria.

Demostrado el Teorema.

Figura 2.1. Teorema (11.1 en Pogorélov).
1.3. Proposicidn. Si en la circunferencia de centro ¢y radio 7 el didmetro 44 corta a la
cuerda 2@ en A, entonces <AKP = 90° si y séblo si Zes el punto medio de #2¢. Esto es
Euclides IIl.3. Proposicion 3. Si en un circulo una recta dibujada a través del centro
divide en dos partes iguales a otra recta no dibujada a través del centro, la corta
formando también angulos rectos; y si la corta formando angulos rectos, la divide también

en dos partes iguales.

Figura 2.2. Euclides Proposicion 3.
Teorema 11.2 Pogorélov. El diametro perpendicular a la cuerda la divide por la mitad.
Demostracion: Sea AB la cuerda dada y sea C su punto medio (figura 2.3). Tracemos el
diametro que pasa por el punto C. Los triangulos OCAy OCB son iguales por el tercer

criterio de la igualdad de los triangulos. Tienen iguales los lados OAy OB que son
radios, el lado OC es comun y ‘A_C‘ :|C_B|porque C es el punto medio del segmento AB

. La igualdad de estos triAngulos implica que sus angulos de vértice C, iguales y
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adyacentes, son rectos. El diametro OC es perpendicular a la cuerda ABy la divide por
la mitad. No existe otro diametro perpendicular a la cuerda AB ya que desde el punto O

se puede trazar solo una recta perpendicular a la recta AB . Demostrado el Teorema.

Figura 2.3. Teorema (11.2 en Pogorélov).
1.4. Teorema (11.3 Pogorélov). Ninguna cuerda es mayor que el diametro, y sélo puede
ser igual si es didmetro. Aqui hablamos de «el» didmetro como el valor que es el doble
del radio. Euclides Ill.15. Proposicién 15. En un circulo el diametro es la recta mayor y

de las demas, la mas proxima al centro es siempre mayor que la mas lejana.

Figura 2.4. Euclides Proposicion 15.

2. Tangente a una circunferencia

2.1. Definicion. Una recta que corta a una circunferencia en exactamente un punto se
llama tangente a la circunferencia por ese punto. Observar que esta definicién difiere de
la de Pogorélov. El préximo resultado muestra que la definicion «clasica» de tangente es
equivalente a la de Pogorélov.

2.2. Corolario (de la proposicion 1.5). Sean 4 un punto de la circunferencia de centro ¢
y £ una recta por 4. Entonces £ L 0A si y s6lo si £ es tangente a la circunferencia por A.
Euclides 111.18 y 11.19. Comparar con el teorema 11.4 en Pogorélov. Llamando ca la
circunferencia y »a su radio, usamos 1.5 con #Z € ftal que dist(g, ) = 05. Sit L OA, debe
ser 4 = F, dist(g, ) = 0F =|0A| =r y hay un Unico punto en ¢ N¢ (que es 4), i.e., f es
tangente a cpor 4. Reciprocamente, si ¢ 1/ 04, entonces dist(0, {) = OF< OAy {cortaa ¢

en dos puntos, por lo que no puede ser tangente.
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Proposicién 18. Si una recta toca a un circulo, y se dibuja una recta des del centro hasta
el punto de contacto, la recta dibujada sera perpendicular a la tangente.

E

Figura 2.5. Euclides Proposicion 18.
Teorema 11.4 Pogorélov. Toda tangente tiene sé6lo un punto comin con la
circunferencia, el punto de tangencia. Demostracion: Sea B otro punto cualquiera de la
tangente diferente del punto de tangencia A (Figura 2.6). Por su propiedad respectiva de
perpendicular y de oblicua OB > OA, o sea, la distancia entre el punto By el centro es

mayor que el radio. El punto B no pertenece a la circunferencia. Demostrado el Teorema.

Figura 2.6. Teorema (11.2 en Pogorélov).

Proposicién 19. Si una recta toca a un circulo, y des del punto de contacto se dibuja una
linea recta formando angulos rectos con la tangente, el centro del circulo estara
contenido en la recta dibujada.

E

D

Figura 2.7. Euclides Proposicion 19.
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TEOREMA 1. Toda recta del plano de una circunferencia, tangente a la circunferencia, es
perpendicular al radio trazado al punto de tangencia. Figura 2.8

B

Figura 2.8. TEOREMA 1, construccién en Reglay Compas.

Hipétesis: recta ', C(0,1) yq plano @, T tangente a la circunferencia en A., OA radio

Tesis: OALr , Demostracion: Existen dos posibilidades:

1) OALlr , 2) OANO es perpendicular a r, Supongamos 2). Existe una recta |que

pasa por O y es perpendicular a . Sea B el punto de interseccién de las rectas | y .

Se toma un punto C sobre I al lado opuesto de A con respecto a B, tal que BC = AB
1) ILlr Construccion

2) 6I3\A =~ 6B\C Rectos

3) OB=OB Reflexiva

4) AOB=COD Construccion

5) ..AAOB=ACOB Cateto-cateto

6) ..OA=O0C Elementos correspondientes de triangulos congruentes

Como|0A| =r , entonces ‘&‘ =T y C esta sobre la circunferencia y la recta r corta a la

circunferencia en dos puntos (A y C) que va contra lo supuesto ya que la recta res
tangente a la circunferencia. Por lo tanto OALr

Colorario: Si una recta que se encuentra en el plano de una circunferencia, es
perpendicular a una recta tangente a la circunferencia en el punto de tangencia, dicha

recta pasa por el centro de la circunferencia.
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TEOREMA 2. Si una recta, coplanaria con una circunferencia, es perpendicular a un
radio en su extremo exterior, entonces la recta es tangente a la circunferencia.

TEOREMA 3. En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes, si dos
cuerdas son congruentes entonces los arcos menores subtendidos por ellas, son

congruentes. Figura 2.9
Hipétesis: AB y CD cuerdas de C(0,r), AB = CD
Tesis: AE;C_IS , Demostracion: Se trazan los radios OA, OB, (fy OD.

1). OA = OB = OC = OD Radios de una misma circunferencia.

2). AB = CD Hipotesis
3) AAOB =ACOD L-L-Lde 1)y 2)
3) KC}B 566[) Elementos correspondientes a triangulos congruentes

5) AB=CD Teorema: Si dos angulos centrales de una misma circunferencia o de
circunferencias congruentes son congruentes, entonces sus arcos interceptados son

congruentes

D

Figura 2.9. TEOREMA 3, construccion en Reglay Compas.

TEOREMA 4: La recta que pasa por el centro de una circunferencia y es perpendicular a

una cuerda, biseca la cuerda y los arcos subtendidos. Figura 2.10.
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recta que pasa por O ILAB o, C D y E

AC=CB

Hipotesis: AB  cuerda de co,r) I

| con la circunferencia., Tesis: AD = BD, Demostracion: Se

AE=EB

puntos de interseccion de
trazan los radios OA y OB

1)OA=0B Radios de una misma circunferencia

2) ACC ~BCC  Rectos por Hipodtesis

3)0C=0C Propiedad Reflexiva

4)AACO=ABOC | A de 1), 2)y3)

5) - AC=CB Elementos correspondientes de triangulos congruentes

NN

6) - AOE = BOE Elementos correspondientes de triangulos congruentes
7) AE=EB Teorema: Si dos angulos centrales de una misma circunferencia o de

circunferencias congruentes son congruentes, entonces sus arcos interceptados son

congruentes, y 6)

8) AOD = BOD de 6) y suplemento de angulos
g)AT); BD Teorema: Si dos angulos centrales de una misma circunferencia o de

circunferencias congruentes son congruentes, entonces sus arcos interceptados son

congruentes, y 8).

Figura 2. 10. TEOREMA 4, construccion en Reglay Compas.
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TEOREMA 5: En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes, cuerdas

congruentes equidistan del centro. Figura 2.11

Tesis: OE =OG, Demostracion: Se trazan los radios OA y oC

1) OA = OC Radios de la misma circunferencia
7 7
2) AEO = CGO Rectos
AE:EB:% Teorema: La recta que pasa por el centro de una circunferencia y es
3) perpendicular a una cuerda, biseca la cuerda y los arcos subtendidos, e

cc-cp-CP  Hipétesis.
2

4 AB = CD Hipétesis.
5 AE =CG de 3)y 4)
6) AAEO=ACGO L-A-Lde1l), 2)y5)

n .. OE =0G Elementos correspondientes de triangulos congruentes.

TEOREMA 6: Los arcos de una misma circunferencia comprendidos entre rectas

paralelas, son congruentes. Figura 2.12
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Figura 2.12. TEOREMA 6, construccion con Reglay Compas.

I Las rectas paralelas son secantes

Hipétesis:ﬁ?; y CD secantes a la C(0,r) ;@H?E, A, B, Cy D puntos de la

circunferencia.

Tesis: AC = BD, Demostr: Por O se traza MN L E(M,N puntos de la circunferencia)

1) MN L CD Perpendiculares, Hipotesis.

2) MC = MD Teorema: La recta que pasa por el centro de una circunferencia y es

perpendicular a una cuerda, biseca la cuerda y los arcos

3) m(MC)=m(MD) De 2), definicion

4) AM =BM  Teorema: La recta gue pasa por el centro de una circunferencia y es

perpendicular a una cuerda, biseca la cuerda y los arcos subtendidos, y
5 m(AM)=m(BM) de 4), definicion
6) m(AC)=m(BD) de 3)yb5), resta
7)  AC=BD de 6)

Il. Las rectas paralelas son una tangente y la otra secante: Hipoétesis: AB secante y ED

tangente (E punto de tangencia) de la C(0,r), Tesis: AE = BE

Il. Las rectas paralelas son dos tangentes: Hipc')tesis:;@ y ED tangentes a la C(0,r)

Ay D puntos de tangencia’ 1¢51S- AMD = AND
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2.2 Geometria Analitica.

DEFINICIONES PRELIMINARES

Definicién. 1 (La circunferencia). Es el conjunto de puntos (o lugar geométrico de los
puntos) del plano que equidistan de un punto fijo en el mismo plano, al punto fijo se le
llama el centro de la circunferencia y a la distancia de cada punto al centro se le llama

radio de la circunferencia.

Notacién: la circunferencia en el plano 1y de centro en O € 1y de radio r (Figura 2.13),

se denota por C(O, r), en la notacion de conjuntos C(O, r) = {X € m/OX =r, O,X € T}

Figura 2.13. La circunferencia
Como sucedié con la recta en el plano, que dividi6 el plano en dos regiones disjuntas, lo
mismo sucede con la circunferencia, la cual nos divide el plano en dos regiones, una de
ellas la llamamos el interior y la otra el exterior de la circunferencia.
Definicién 2 (Interior de la Circunferencia). Al conjunto de puntos del plano de la
circunferencia, tales que su distancia al centro es menor que el radio, se le llama el

interior de la circunferencia. Notacion: el interior de la circunferencia de centro O y radio
r se denota por IntC(O, r), por lo tanto IntC(O, r) ={X € m/OX <r, X,0 € 11}
Definicién 3 (Exterior de la Circunferencia). Al conjunto de puntos del plano de la

circunferencia, tales que su distancia al centro es mayor que el radio, se le llama el

exterior de la circunferencia. Notacién: el exterior de la circunferencia de centro O y

radio r se denota por ExtC(O, r), por lo tanto ExtC(O, r) = {X € m/OX >r, X,0 € 1}
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Figura 2.14. Exterior de la Circunferencia
En la Figura 6.14 los puntos X;, X,, X, estan en el mismos plano de la C(O, r).
Como OX, <r entonces X, € IntC(O, r), Como OX, >r entonces X, € ExtC(O, r).

Como OX, =rentonces X, € C(O, r).
Definicion 4 (Circulo). La union de la circunferencia y su interior la llamamos circulo.

Notacion: el circulo de centro O y radio r se denota por C(O, r), por lo tanto
C(O,nN=C(0, ) U IntC(O, 1

Definicién 5 (Cuerda). Es un segmento cuyos extremaos son dos puntos diferentes de la
circunferencia. Cuando el centro de la circunferencia es un punto interior de la cuerda,
entonces a la cuerda la llamamos cuerda diametral y a su medida la llamamos diametro.
Por Idefinicion de circunferencia, podemos concluir que el didmetro es dos veces el radio.
Definicidn 6 (Secante). La recta gque intercepta la circunferencia en al menos dos puntos
distintos se le llama secante.

Definicién 7 (Tangente). Si una recta en el plano de la circunferencia la intercepta en un
Gnico punto, entonces decimos que la recta es tangente a la circunferencia; al punto de
contacto entre la recta y la circunferencia se le llama punto de tangencia.

Nota: en tres dimensiones puede ocurrir que la recta intercepta la circunferencia en un

Gnico punto y la recta no ser tangente a la circunferencia.

Figura 2.15. Tangente de la Circunferencia
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En la Figura 2.15 se puede ver que: | es tangente a la circunferencia C(O, r) en A. La

cuerda BC es didmetro. La recta DE es secante a la circunferencia.
Definicion 8 (Arco). Dados dos puntos distintos de una circunferencia entonces la
circunferencia queda dividida en dos conjuntos a los cuales llamaremos arcos.

Notacién: si los puntos son Ay B (Figura 2.16), los arcos son arco AMB y arco ANB, los
cuales denotamos por AMB y ANB y como la cuerda AB esta asociada a cada uno de
estos arcos entonces decimos que el arco AMB (o el arco ANB) esta sub-tendido por la

cuerda AB o que la cuerda AB sub-tiende al arco AMB (o alarco ANB).

A los puntos A, B se les llama los extremos del arco. Si al arco le quitamos los extremos,
a este nuevo conjunto lo llamamos el Interior del arco y lo denotamos por Int( AMB ).

Figura 2.16. Arco de la Circunferencia
Definicidn 9. Arco Principal: si el centro de la circunferencia y el Interior del arco estan
en semiplanos opuestos con respecto a la recta que pasa por los extremos del arco, a

éste arco lo llamamos arco principal.



3.Propuesta Pedagogica

3.1 Lineamientos en Matematicas Ministerio de Educacién Nacional

Los intentos de algunos sectores académicos a mediados del siglo XX de sistematizar las
matematicas en torno a la Teoria de Conjuntos y de la l6gica matematica dieron frutos al
cooptar a amplios sectores en torno a esta propuesta. Es precisamente en EE.UU. en
medio de la confrontaciébn académica y tecnolégica con la URSS que surge la
“Matematica Moderna” o “Nueva Matematica”, enfocandose en: Enfasis en las
estructuras abstractas y Profundizacion en el rigor l6gico, lo que trajo consigo la pérdida
de interés en la geometria elemental y pensamiento espacial, asi como la sustitucion de
problemas de la vida cotidiana por ejercicios muy cercanos a la mera tautologia y
reconocimiento de nombres (MEN, 1998).

En Colombia, se impulsé el movimiento de Renovacion Curricular, centrandose en el
planteamiento de “enfoque de sistemas” desde una perspectiva sistémica que los
comprendiera como totalidades estructuradas, con sus elementos, sus operaciones y sus
relaciones. Con la implementacion de la Ley General de Educacion en 1994 se
mantuvieron los elementos fundamentales de la Renovacion Curricular para
Mateméticas, estructurdndose los Lineamientos Curriculares para Matematica, El
enfoque de estos lineamientos esta orientado a la conceptualizacion por parte de los
estudiantes, a la comprension de sus posibilidades y al desarrollo de competencias que
les permitan afrontar los retos actuales como son la complejidad de la vida y del trabajo,
el tratamiento de conflictos, el manejo de la incertidumbre y el tratamiento de la cultura
para conseguir una vida sana (MEN, 1998 Matematicas. Lineamientos Curriculares).

Ha sido importante en este cambio de concepcion, el reconocer que el conocimiento
matematico, asi como todas las formas de conocimiento, representa las experiencias de
personas que interactian en entornos, culturas y periodos historicos particulares y que,

ademds, es en el sistema escolar donde tiene lugar gran parte de la formacion
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matematica de las nuevas generaciones y por ello la escuela debe promover las
condiciones para que ellas lleven a cabo la construccion de los conceptos matematicos
mediante la elaboracion de significados simbodlicos compartidos. (MEN 1998

Matematicas. Lineamientos Curriculares).

Estandares Basicos de Competencias en Matematicas. Octavo a noveno

PENSAMIENTO ESPACIAL Y SISTEMAS GEOMETRICOS

Conjetura y verifica propiedades de congruencias y semejanzas entre figuras

bidimensionales y entre objetos tridimensionales en la solucién de problemas.

Reconoce y contrasta propiedades y relaciones geométricas utilizadas en

demostracion de teoremas basicos (Pitagoras y Tales).

Aplica y justifica criterios de congruencias y semejanza entre triangulos en la

resolucion y formulacién de problemas.

Usa representaciones geométricas para resolver y formular problemas en las

matematicas y en otras disciplinas.

Tabla 3.1. Estandares Béasicos Competencias Mateméticas. 8°a 9°. MEN 2002.

3.1.1 Desarrollo del Pensamiento Geométrico
Desde la antigiiedad la Geometria ha tenido relevante importancia en las Matematicas e
histéricamente se ha reconocido su importancia, como lo planteara Jean Dieudonné en el
ICME 4 (Berkeley, 1980), la geometria "exclamando desde sus estrechos confines
tradicionales ha revelado sus poderes ocultos y su extraordinaria versatilidad y
adaptabilidad, transformandose asi en una de las herramientas mas universales y Utiles
en todas las partes de las matematicas".
Para lograr este dominio del espacio se sugiere el enfoque de geometria activa que parte
de la actividad del alumno y su confrontacion con el mundo. Se da prioridad a la actividad
sobre la contemplacién pasiva de figuras y simbolos, a las operaciones sobre las
relaciones y elementos de los sistemas y a la importancia de las transformaciones en la
comprension aun de aquellos conceptos que a primera vista parecen estaticos. Se trata
pues de ‘hacer cosas’, de moverse, dibujar, construir, producir y tomar de estos
esquemas operatorios el material para la conceptualizacion o representacion interna. El
modelo de Van Hiele es la propuesta que parece describir con bastante exactitud esta
evolucion y que esta adquiriendo cada vez mayor aceptacion a nivel internacional en lo

gue se refiere a geometria escolar (MEN 1998 Matematicas. Lineamientos Curriculares).



Capitulo 3 31

Desde el afio 2000, el Ministerio de Educacion Nacional ha venido implementando el
Proyecto Incorporacion de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la
Educacién basica secundaria y media de Colombia, para aprovechar los recursos
tecnolégicos computacionales en el aula. La manera de razonar en geometria elemental
no difiere tampoco, desde el punto de vista formal, de la manera de razonar en otros
capitulos de la matematica. (Piaget J., 1986). Existen sin embargo factores psicoldgicos
en el tratamiento de las estructuras matematicas, que conducen a distinguir objetivos
especiales en la ensefianza de la geometria. Se pueden sefialar los siguientes: Simple
sistematizacion del espacio fisico y aplicaciones directas de ello, iniciacion en el estudio
de las estructuras de la matematica y el refinamiento de la intuicibn geométrica y la
iniciacion a los aspectos formales del razonamiento matematico.

3.3 El Modelo de Van Hiele

A menudo es comun escuchar entre los docentes de Matematicas las dificultades que
presentan los estudiantes frente al razonamiento de problemas de orden geométrico, en
muchos casos pueden resolver problemas concretos con creatividad y rapidez, sin
embargo cuando es necesario avanzar a sistemas mas formales de abstraccion,
conjeturas o rigor presentan serias dificultades y en caso formal de las demostraciones,
estas se memorizan perdiendo su caracter riguroso y deductivo.

Este problema, en geometria no es nuevo. A mediados de 1950 una pareja de profesores
de mateméticas holandeses, Pierre Marie Van Hiele y Dina Van Hiele Geldof iniciaron
trabajos con grupos pilotos sustentando lo que entonces era una teoria: El Modelo de
Razonamiento de Van Hiele, puede enunciarse de la siguiente manera:

1. Se pueden encontrar varios niveles diferentes de perfeccién en el razonamiento
de los estudiantes de matematicas.

2. Un estudiante so6lo podrd comprender realmente aquellas partes de las
matematicas que el profesor le presente de manera adecuada a su nivel de
razonamiento.

3. Si una relacibn mateméatica no puede ser expresada en el nivel actual de
razonamiento de los estudiantes, sera necesario esperar a que éstos alcancen un
nivel de razonamiento superior para presentarsela.

4. No se puede ensefiar a una persona a razonar de una determinada forma. Pero si
se le puede ayudar, mediante una ensefianza adecuada de las matematicas, a

gue llegue lo antes posible a razonar de esa forma.
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El Modelo consta de dos componentes: una es descriptiva, identificando tipos de
razonamiento denominados “Niveles de Razonamiento”, que van progresando desde la
visualizacion hasta el rigor. El otro componente da pautas para alcanzar el siguiente
nivel de razonamiento, se conocen como ‘fases de aprendizaje”. A raiz de sus
planteamientos, no so6lo los esposos Van Hiele sino multiples mateméticos y sicélogos
han aportado elementos para ir mejorando el Modelo, particularmente (Gutiérrez, J.

1989) y (Senk, 1985), enlutandolo basicamente a la Geometria, es decir, un modelo que

se penso para las matematicas en su conjunto, se particularizo a la Geometria.

3.3.1 Niveles de Razonamiento

En la teoria de Van Hiele se afirma que para conocer en qué nivel de razonamiento se

encuentra un alumno es necesario atender tanto a sus estrategias de resolucion de

problemas como a su forma de expresarse y al significado que le da al vocabulario que
escucha, lee o utiliza para expresar sus conocimientos. Desde este punto de vista resulta
relevante detenerse en la comprension y uso que los alumnos muestran de lo que para
ellos significan los términos “definir’ y “demostrar”. Las concepciones de los alumnos
sobre el significado de estos términos son dos valiosas pistas, para que el docente
comprenda con qué nivel de razonamiento matematico los alumnos estan operando.

(Bressan, 2000, 2006. p.76)

NIVEL 1. RECONOCIMIENTO: Perciben las figuras geométricas en su totalidad, de

manera global, como unidades, pudiendo incluir atributos irrelevantes en las

descripciones que hacen.

v’ Las descripciones de las figuras estan basadas en su semejanza con otros objetos (no
necesariamente geométricos) que conocen.

v" No suelen reconocer explicitamente las partes de las que se componen las figuras ni
sus propiedades matematicas. Gutiérrez (2000).

v/ Reconocen las figuras solamente por su aspecto, comparandolos con un prototipo
conocido. Las propiedades de una figura no se perciben. En este nivel, toman
decisiones basadas en la percepcion, no el razonamiento.

NIVEL 2. ANALISIS: Se dan cuenta que las figuras geométricas estan formadas por

partes 0 elementos y estan dotadas de propiedades matematicas, pueden describir las

partes que integran una figura y enunciar sus propiedades, siempre de manera informal.

v" Pueden deducir otras propiedades generalizandolas a partir de la experimentacion.
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v

No relacionan unas propiedades con otras, por lo que no pueden hacer
clasificaciones légicas de figuras basandose en sus elementos o propiedades.
Gutiérrez (2000).

Pueden ver figuras como las colecciones de propiedades. Pueden reconocer y
nombrar las propiedades de figuras geométricas, pero no ven las relaciones entre
estas propiedades.

NIVEL 3. CLASIFICACION: Comienza el razonamiento formal, reconocen que unas
propiedades se deducen de otras y de descubrir esas implicaciones, pueden clasificar
I6gicamente las diferentes familias de figuras a partir de sus propiedades.

Describen las figuras de manera formal, dan definiciones matematicamente correctas,
comprenden el papel de las definiciones y sus requisitos

Aplican pasos individuales para el razonamiento légico-formal, pero sin
concatenarlos, no se entiende la estructura de la demostracion.

No se entiende la estructura axiomatica de las matematicas.

NIVEL 4. (DEDUCCION FORMAL). Realizan razonamientos I6gicos formales.

v'Las demostraciones adquiere sentido.
v' Comprenden la estructura axiomatica de las matematicas.
v' Entienden la equivalencia de definiciones del mismo concepto conceptos.
v/ Se tiene una visién globalizadora del area de estudio.
TIPO DE ELEMENTOS EXPLICITOS ELEMENTOS IMPLICITOS
1. Percepcion global de la figura Partes y caracteristicas de los
componentes de la figura
2. Partes y caracteristi tablecimiento de relaciones entre
componentes de la las partes constitutivas de la figura
3. Establecimiento de relaciones Formulacion de relaciones teniendo
partes constitutivas de | en cuenta las propiedades de la
figyra, determinacion de cuando una
relacion implica otra
4. Formulacion de relaciones tenjetfdo en Abstraccion de la teoria. Los

cuenta las propiedade e la figura, objetos son ideales, se apartan de la
determinacion de cuando una relacion representacion fisica
implica otra

Tabla 3.2. Estructurarecursiva del Modelo de Van Hiele. (MEN, 2000)
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3.2.1 Fases de Aprendizaje

El aprendizaje es un acumulado como resultado de una serie de experiencias
adecuadas, existe entonces la posibilidad de alcanzar los diferentes Niveles de
razonamiento, incluyendo los superiores, inclusive fuera de la ensefianza escolar si se
vivencian las experiencias pertinentes (Van Hiele). En la escuela, el docente debe
disefiar e implementar actividades que potencien el razonamiento de tal manera que la
experiencia permita el salto cognitivo. Las Fases de Aprendizaje son etapas graduales y
organizadas que deben permitir el avance al interior de cada Nivel, a través de
experiencias significativas lo llevan al Nivel Superior de razonamiento. Se parte de
conceptos previos y luego, mediante las experiencias se aplican, combinan, relacionan,

construyendo el razonamiento

FASE I. INFORMACION) FASE II. (ORIENTACION DIRIGIDA)

v' Se da cuenta del campo de v Descubren, aprende, comprende las
estudio en geometria a trabajar propiedades y conceptos de los objetos de

v' Materiales a trabajar y adquisicién estudio
conocimientos basicos. v' Las actividades, si son escogidas

v' El docente hace diagnéstico de cuidadosamente, forman la base adecuada
conocimientos previos. (Nivel de del pensamiento del nivel superior. (Van
Razonamiento) Hiele, 1986).

FASE . FASE IV. FASE V. (INTEGRACION)

(EXPLICITACION) (ORIENTACION LIBRE)

v Se identifican v* Se plantean v° No se aportan nuevos conceptos,

regularidades en
los objetos de
estudio

v Intercambio de
experiencias y

saberes

actividades diferentes
a las iniciales, el
estudiante aplica los
conceptos y lenguaje

adquiridos

se construye sobre la base de lo
previo y lo adquirido. Un elemento
diferenciador destacado son los
tipos de problemas que se deben
plantear en cada fase (Van Hiele,
1986).

Tabla 8.2. Fases de Aprendizaje del Modelo de Van Hiele.

3.4 La Geometria Dinamica y la Visualizacion
Los Programas que utilizan Geometria Dinamica han abierto amplias posibilidades para
el estudio y ensefianza de la Geometria. Permiten, entre muchas otras aplicaciones,

pasar de la regla y el compas, el l1apiz y el papel de forma estatica a experiencias en las
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cuales los elementos de construccion de los objetos geométricos pueden modificarse sin
perder en esencia las condiciones iniciales, por ejemplo, mover un punto sobre una
circunferencia sin que ésta cambie en lo fundamental sus elementos. Las ventajas de la
aplicacion en el aula en los siguientes aspectos:

1. Porlos alumnos que hacen las matematicas utilizando el ordenador como si fuera
una herramienta de dibujo para resolver problemas, desarrollar proyectos de
investigacion o seguir lecciones disefiadas previamente.

2. Por el profesor para realizar presentaciones de conceptos o procedimientos con
el apoyo de un cafién de proyeccion conectado a un ordenador. Mora (2002).

El disefio e implementacion de situaciones-problema deben generar en el estudiante
situaciones mas alla de la visualizacion, la conjetura y la relacién entre los elementos del
objeto geométrico, deben permitir la construccibn de un razonamiento geomeétrico,
mediado por una herramienta computacional, especificamente la GD, deben garantizar
un salto en la interpretacién de las propiedades o elementos de una figura 0 una
construccion. “Es especialmente eficaz presentar a los alumnos tempranamente
resultados en los que las explicaciones (demostraciones) posibilitan generalizaciones
posteriores sorprendentes (usar la demostracibn como herramienta de descubrimiento).
En lugar de centrarse unilateralmente en la demostracion como herramienta de
verificacion en geometria.” (De Villiers, 1996; p. 3). La visualizacion integra los
procesos por medio de los cuales se obtienen conclusiones, a partir de las
representaciones de los objetos bi o tridimensionales y de las relaciones o
transformaciones observadas en construcciones y manipulaciones (Clements y Battista,
1992). La visualizacibn matematica tiene que ver con el entendimiento de un enunciado y
la puesta en marcha de una actividad, que si bien no llevara a la respuesta correcta si
puede conducir al resolutor a profundizar en la situacion que se esta tratando. Una de las
caracteristicas de esta visualizacibn es el vinculo entre representaciones para la
busqueda de la solucién a un problema determinado. (Hitt 2002, p. viii). Por otro lado,
Cantoral y colaboradores (2000, p. 146), describen: “.. se entiende por visualizacion la
habilidad para representar, transformar, generar, comunicar, documentar y reflejar
informacién visual. En este sentido se trata de un proceso mental muy usado en distintas
areas del conocimiento matematico y, mas generalmente, cientifico”. Duval (Seccion 1)
distingue entre procesos visuales y procesos de razonamiento, y parece sugerir que son
categorias diferentes de pensamiento. El propone que una funcion principal de los

procesos visuales es el de la verificacion subjetiva. Como es propuesto en Dreyfus
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(1991), parece que el razonamiento visual tiene un bajo estatus. Este es referido
principalmente como un estadio intuitivo, de apoyo, global y preliminar en los procesos de
razonamiento en general, el cual en algunas ocasiones apoya razonamientos posteriores,
y algunas veces los obstruye. Pero implicitamente la visualizacion en geometria guarda
relacion estrecha con la actividad cognitiva, se trata de avanzar mas alla de “mirar” los
objetos geométricos en determinado entorno, llevando a la exploracién visual en un
contexto, mediado por definiciones y conceptos geométricos. Cabe apuntar que, se debe
hacer una diferenciacion entre ver y visualizar, de tal suerte que el ver se reduce a una
capacidad fisioldgica, mientras que la visualizacion es un proceso cognoscitivo -propio
del ser humano- que esta vinculado con la cultura del sujeto: historia, ideologia,
tradiciones, costumbres, valores, etc. Cantoral (2002).
3.5 Software Regla y Compas: Herramienta Didactica para el Aprendizaje de la
Geometria. Propésito del programa
R.y.C. es un software para realizar construcciones de geometria escolar en el
computador. La ventaja de este programa frente a la construccion con papel y lapiz
consiste en la posibilidad de modificar la construccion. Al mover un punto toda la
construccion cambiara, e incluso durante el desplazamiento del punto se ird actualizando.
Incluso se pueden dibujar lugares de puntos durante el desplazamiento. Otras cosas que
pueden hacerse con el computador y no con papel y lapiz son:
Variaciones rapidas de los puntos de base para observar cdmo cambia la construccion,
Dibujo de Lugares geométricos, Cambio de colores, estilos, grosor o nombres,
Posibilidad de enviar la construccion por Email o de publicarla en Internet, de manera que
el lector puede cambiarla de manera interactiva, Macros, con los cuales pueden
automatizarse las construcciones, Descripcion de una construccion.
Objetivos: La principal funcionalidad del programa es el dinamismo, que consiste en que
las construcciones geométricas pueden variarse moviendo los puntos de base. También
es posible trazar el lugar geométrico de un punto cuando otro es desplazado, lo cual
puede servir para lograr una mejor comprension de conceptos geométricos. Otra
funcionalidad es la construccion textual, como alternativa a la construccion visual. El
botdn izquierdo del raton servird para construir junto con los botones de herramientas,
mientras el boton derecho servira para desplazar los objetos o editar sus propiedades.

Otro objetivo es lograr respuestas automaticas.
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4. Diseiio e Implementacion de una Unidad Didactica
sobre propiedades de la circunferencia utilizando el
Modelo de Van Hiele y la Geometria Dinamica

4.1 Actividad 1. De Exploracion.
Con el objetivo de identificar el Nivel de Razonamiento de los estudiantes segun el
Modelo de Van Hiele se disefié la Actividad 1 (ANEXO 1) que dié cuenta de los
conceptos manejados asi como el diagndéstico para el disefio de las demés actividades
de la Unidad Didactica. Se aplicd en un grupo piloto de 35 estudiantes de Grado 9° del
Colegio Ciudadela Educativa Bosa IED, dado que segun lo estipulado en los
Lineamientos Curriculares y los Estandares para matematicas, es en éste grado que se
debe orientar el concepto de circunferencia, sus elementos, propiedades y Teoremas.
Los estudiantes en general descubren, aprenden, comprenden las propiedades y
conceptos de circunferencia, cuerda, didmetro, radio, arco y centro, sin embargo es
necesario reforzar conceptos que deben ser incluidos en la Actividad Exploratoria o
explicados por el profesor en clase, tales como:

v Circunferencia, circulo, longitud de la circunferencia, area de un circulo.

v' Rectas secantes y tangentes

v" Puntos externos e internos de un circulo.

40
35 -
30 - m NIVEL DE
25 VISUALIZACION
20 - B NIVEL DE ANALISIS
15 -
10 - NIVEL DE DEDUCCION
5 - INFORMAL
1 2 3 4 5 6

Gréfica 4.1. Niveles de Razonamiento de Van Hiele. Actividad exploratoria
Los conceptos trabajados fueron: circunferencia, centro, cuerda, didmetro, radio y arco.
Para el andlisis de los Niveles de razonamiento de Van Hiele, se tuvieron en cuenta los

siguientes criterios, representados en la tabla.



NIVEL
RAZONAMIENTO

DESCRIPCION ELEMENTOS Y
CARACTERISTICAS

FASE DE APRENDIZAJE

NIVEL ANALISIS

).

Derivar
empiricamente
(mediante el
estudio de
muchos ejemplos)
‘reglas y
generalizaciones”
Descubrir
propiedades de

una clase familiar
de objetos

NIVEL
DEDUCCION
INFORMAL (3)
Desarrollar y usar
definiciones,
seguir y Presentar

Compara segmentos de cuerda de acuerdo a
las propiedades que las caracterizan.
Clasifica y reclasifica cuerdas con base a un
atributo particular (diametro, secante).
Identifica y traza cuerdas, puntos medios,
dada

descripcion oral o escrita de sus propiedades

perpendiculares, tangentes, una
Identifica cuerdas, radios, diametros, segmentos
equidistantes con pistas visuales

Deriva empiricamente (mediante el estudio de
muchos ejemplos) ‘reglas y generalizaciones”
sobre cuerdas iguales, radios, diametros.
Descubre propiedades de las cuerdas, las
tangentes, las secantes.

Utiliza y usa vocabulario y simbolos apropiados
para la representacion de los elementos de la
circunferencia

Identifica los datos y qué va a probar en la
demostracion de cuerdas iguales, distancias de
la circunferencia al centro (radio), longitud del

diametro.

FASE Ill. (EXPLICITACION)

Se identifican regularidades respecto a segmento, punto
medio, recta perpendicular.

Mediante la Geometria Dindmica medir y comparar
longitudes de segmentos equidistantes a un punto fijo, el
centro de la circunferencia

Explicaciones formales sobre radio, distancia del centro a una
cuerda (verificacion de su longitud), identificacién y medida
del diametro comprobando ser la cuerda mas larga,

Enriguecimiento semantico, definicion de secante, tangente,

punto de tangencia (conceptos, definiciones), cuerdas
equidistantes.

FASE IV. (ORIENTACION LIBRE)

Se plantean actividades diferentes a las iniciales, el

estudiante aplica los conceptos y lenguaje adquiridos

(circunferencia, centro, cuerda, arco, radio, diametro)
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39

argumentos
informales,
Argumentos
deductivos

Demuestra el teorema de Ila tangente Se plantean problemas que permitan por parte del estudiante
. : establecer diferentes posibles soluciones y combinacion de
perpendicular al radio. estas:
centrandonos: Sobre el centro.

Muy cuerdos y cuerdas: Sobre cuerdas iguales.
La cuerda mas larga.

De ladito: Sobre tangentes y secantes.

Sobre el Teorema de las dos tangentes.

Sobre diametro perpendicular a una cuerda
Sobre cuerdas equidistantes del centro

Radio perpendicular a una cuerda. distancia del
centro a cuerdas iguales

9. Relacion entre la tangente y el Radio.

10. Demostrando el Teorema del Radio y la tangente.

FASE V. (INTEGRACION)

v" los estudiantes adquirieron conocimientos y habilidades

Demuestra el Teorema de las dos tangentes.
Compara diferentes pruebas con un teorema de

la tangente perpendicular al radio.

NG~ WNE

nuevos, mediante la Geometria Dindmica comprueban,

verifican los postulados, nociones y teoremas planteados.

Tabla 4.3. Construyendo los Niveles de Razonamiento de Van Hiele.
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4.1.1 Analisis implementacion de la Actividad Exploratoria.

ELEMENTO RESULTADOS
CIRCUNFERENCIA Identificaciéon del lugar geométrico con puntos que equidistan
NIVEL (1) DE de un punto fijo llamado centro.
VISUALIZACION Centro como punto fijo, confusion de si pertenece a la

FASE I. INFORMACION).

CUERDA-DIAMETRO
NIVEL (1) DE
VISUALIZACION

FASE II. (ORIENTACION
DIRIGIDA)

NIVEL (2) ANALISIS
FASE III.
(EXPLICITACION)

ARCO, NIVEL (1) DE
VISUALIZACION, NIVEL
(2) ANALISIS

FASE II. (ORIENTACION
DIRIGIDA)

ELEMENTOS DE LA
CIRCUNFERENCIA
NIVEL (1)

circunferencia.

No distincién entre circulo y circunferencia.

No se interpreta el concepto de circunferencias concéntricas.
Trazan circunferencias semejantes, no varian el radio (no el
claro éste elemento).

Identifican el segmento de linea recta como cuerda, uniendo
dos puntos cualesquiera de la circunferencia.

Identifican que el centro no pertenece a la circunferencia, por
lo tanto el segmento trazado desde el centro a la
circunferencia no es cuerda (se tiene una nocion mas clara
del concepto de radio).

Nocién preliminar de la tangente, visualizan e interpretan un
solo punto de corte con la circunferencia.

Trazan cuerdas que pasan por el centro, identificando el
diametro.

Relacionan el radio y la circunferencia, identificando que el
didmetro equivale al doble de la longitud del radio, y la
condicion de pasar o contener el centro.

Establecen la relacién entre cuerda y arco.

Visualizan y diferencian el segmento de arco (linea curva) y el
segmento de cuerda (linea recta).

Confunden el arco con el area generada entre la cuerda y el
arco.
Identifican los elementos de la circunferencia, utilizando
simbolos y lenguaje relacionados con los conceptos.

La representacion de los elementos evidencia apropiacion del

VISUALIZACION,ANALISIS concepto y su diferenciacion.

Tabla 4.4 Anédlisis implementacién de la actividad exploratoria.



Capitulo 4

En el caso de el circulo y la circunferencia es necesario realizar un trabajo anterior para
afianzar los conceptos, los aprendizajes vinculados a los conceptos de circulo y
circunferencia son complejos y abarcan varios afios de escolaridad (Sadovsky, 1998),
otros autores la establecen la diferencia argumentando que la circunferencia es el
namero que mide la longitud del circulo (Clements,1998), o definen a la circunferencia
como la curva y el circulo como la superficie encerrada por la circunferencia
(Roanes,1980). La pregunta 6 tiene como objetivo indagar si el estudiante aplica los
diferentes Niveles de Razonamiento y las Fases de Aprendizaje, se introduce el sistema
cartesiano, los ejes de referencia y los diferentes elementos y propiedades de la
circunferencia trabajadas en las preguntas anteriores. Se espera que el estudiante
establezca las relaciones entre los elementos, ya sea circunferencia, cuerda, diametro,
radio, arco. (Nivel 1). Si el estudiante establece comparaciones explicitas de formas,
reconoce las propiedades y describe las propiedades. (Nivel 2). Si combina las
propiedades para construir la figura, acepta definiciones equivalentes, construye y
corrobora el concepto. (Nivel 3). Las evidencias del proceso de trabajo con los
estudiantes se muestran en el ANEXO 3.

4.2 Construyendo los Niveles de Razonamiento. Actividades 2-6.
Se disefiaron e implementaron las Actividades 2, 3,4, 5y 6 utilizando el Software Regla y
Compas y los Niveles de Van Hiele para evidenciar el avance en la apropiacion de los
conceptos. (ANEXO 2). Aplicando el Modelo de Van Hiele mediante la Visualizacién y la
Geometria Dinamica, se seleccionaron de manera aleatoria 5 de los 35 estudiantes del
grupo de la actividad exploratoria y se aplicaron en el Aula las 5 guias, evidenciando los
siguientes resultados en la construccion de los conceptos de circunferencia, cuerda, arco,
didmetro, secante, tangente, paralelismo, perpendicularidad, centro, equidistantes,
demostracion de Teoremas, asi como los atributos de los objetos matematicos con el
Software Regla y Compas, tamafio, color, longitud, etiqueta, texto, apariencia, grosor.
Debe aclararse que en medio de la aplicacion se hallé que algunas de las instrucciones
para las construcciones eran confusas 0 no daban la suficiente informacion para que el
estudiante hiciera un razonamiento correcto, situacion que debié corregirse en medio de
la puesta en marcha al grupo de estudiantes a los que se le aplicé la prueba para la
construccion de los Niveles de Razonamiento.
Para el andlisis de los Niveles de razonamiento de Van Hiele, se tuvieron en cuenta los

siguientes criterios:
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4.2.1 Anélisis implementacion Construyendo los Niveles de Razonamiento

NIVEL
RAZONAMIENTO

ANALISIS RESULTADOS , FASES DE ORIENTACION

NIVEL
ANALISIS (2)

ESTUDIANTE 1

Centrandonos:
Sobre el
centro.

NIVEL
ANALISIS (2)

ESTUDIANTE 1

Muy cuerdos y
cuerdas:
Sobre cuerdas
iguales.

FASE I. INFORMACION): Reconoce los comandos basicos del software Ry C.

Interpreta correctamente las instrucciones.

Identifica en centro como punto fijo.

Reconoce que el centro no hace parte de la circunferencia.

FASE Il. (ORIENTACION DIRIGIDA): Identifica el punto medio de la cuerda, no hay claridad del concepto
perpendicularidad, lo resuelve aplicando el comando de recta perpendicular a un punto.

Descubre trazando perpendiculares a las cuerdas, que las primeras pasan siempre por el centro.

FASE IlIl. (EXPLICITACION): Al trazar perpendiculares a las diferentes cuerdas y medir las distancias del centro a
dichas cuerdas, halla la regularidad de que pasan por el centro.

Intercambia conceptos con sus companeros, especificamente la perpendicularidad y su trazado.

Define con sus propias palabras el centro.

FASE I. INFORMACION): Utiliza correctamente los comandos del software Ry C.

Identifica cuerdas congruentes y asigna los atributos de longitud de un segmento.

FASE Il. (ORIENTACION DIRIGIDA)

Define cuerda, mide su longitud como atributo apoyandose en el software.

FASE Ill. (EXPLICITACION): Comprende el concepto de perpendicularidad, punto medio, concluyendo que la
menor distancia entre el centro y la cuerda es la perpendicular.

Compara la longitud de diferentes cuerdas, evidenciando la relacion de cuerdas congruentes y su distancia al
centro.

FASE IV. (ORIENTACION LIBRE): Sigue de manera coherente las instrucciones, identificando los elementos de
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NIVEL
ANALISIS (2)

ESTUDIANTE 2

Sobre
tangentes y
secantes

NIVEL
DEDUCCION
FORMAL (4)

ESTUDIANTE 2

cuerda, punto medio, perpendicularidad y distancia.

FASE V. (INTEGRACION): Establece semejanza entre cuerdas y congruencia.

Identifica que cuerdas iguales equidistan del centro.

FASE I. INFORMACION): Identifica los dos puntos de interseccion de la secante con la circunferencia.

Asignando el atributo “mover punto” verifica que la secante siempre corta en dos puntos.

FASE Il. (ORIENTACION DIRIGIDA) : Reconoce la secante, identificando los dos puntos de interseccion con la
circunferencia.

Reconoce la tangente, identificando un punto de interseccion con la circunferencia.

FASE Ill. (EXPLICITACION): Relaciona punto de tangencia con la recta tangente (no es claro el concepto de recta,
lo confunde con segmento).

Diferencia secantes de tangentes.

FASE IV. (ORIENTACION LIBRE):Intercambia formas de diferentes de hacer la construccién con sus compafieros.
FASE V. (INTEGRACION): Utilizando el atributo de “mover punto” y sobre la construccion de la recta tangente con
el punto de tangencia, deduce que efectivamente solo cortara en un punto a la circunferencia.

FASE |. (INFORMACION):Identifica la propiedad de la tangente a la circunferencia y su perpendicularidad con el
radio

Pese a la ayuda de las instrucciones en la construccién, no garantiza que las dos tangentes sean congruentes.
FASE Il. (ORIENTACION DIRIGIDA) :Existe bastante confusion en la explicitacién de las instrucciones, los
procedimientos indicados en la guia no muy claros, hecho que generd en el estudiante incertidumbre al momento
de inferir el resultado.

FASE lll. (EXPLICITACION): No puede trazar las tangentes a la circunferencia, se le dificulta ubicar el punto de
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Sobre el
Teorema de
las dos
tangentes.

NIVEL
ANALISIS (2)

ESTUDIANTE 3
Sobre
diametro
perpendicular
aunacuerda

NIVEL
ANALISIS (2)

contacto, de manera errbnea ubica un punto por fuera y no puede verificar que la longitud de los radios
perpendiculares a la tangente sean iguales.

FASE IV. (ORIENTACION LIBRE): Indaga con sus compafieros e intercambian propuestas, pero aplica de manera
incorrecta la propuesta de ellos para garantizar que la distancia del centro a la tangente sea igual.

FASE V. (INTEGRACION): Al no poder corroborar mediante la construccion las distancias del centro al punto de
tangencia (radio), se le dificulta llegar a una conclusion frente al teorema.

No identifica las propiedades, llega a conjeturas aisladas por las instrucciones dadas en la guia de trabajo.

FASE I. (INFORMACION): Reconoce el diametro como la cuerda mas larga, incluyendo que necesariamente para
por el centro.

Sigue correctamente las instrucciones de la guia, identificando el concepto de perpendicularidad.

FASE II. (ORIENTACION DIRIGIDA) : Identifica el concepto de perpendicularidad, lo traza correctamente, no utiliza

el concepto de mediatriz, traza la perpendicular al segmento AB utilizando el comando recta perpendicular a un
segmento desde un punto.

FASE lll. (EXPLICITACION): Utiliza de manera acertada los conceptos de cuerda, diametro, perpendicularidad,
segmentos congruentes.
Mide correctamente los segmentos congruentes de la cuerda cortada por la mediatriz (aclarando que no trabajo el

concepto de mediatriz sino el de recta perpendicular del centro al punto medio de la cuerda AB ).
FASE IV. (ORIENTACION LIBRE): Encuentra el centro como referencia para la trazar la perpendicular al punto

medio de la cuerda.

FASE I. (INFORMACION): Intenta seguir las instrucciones, se le dificulta ubicar los puntos de centro de las
semicircunferencias, no garantiza que sean equidistantes al centro de la circunferencia.

FASE Il. (ORIENTACION DIRIGIDA) : Conoce los conceptos de semicircunferencia, de cuerda, medida de la

longitud de la cuerda pero no garantiza una correcta construccion.
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ESTUDIANTE 3

Sobre cuerdas
equidistantes
del centro

NIVEL
ANALISIS (2)

ESTUDIANTE 4
Radio
perpendicular
a unacuerda.

FASE Ill. (EXPLICITACION): No puede interpretar el concepto de distancia de un punto (en éste caso el centro) a

un segmento (las cuerdas CD y EF ) como la medida de la distancia de la perpendicular al punto medio de la
cuerda.
FASE IV. (ORIENTACION LIBRE): No llega a la conclusion esperada, al no garantizar una construccion adecuada,

las longitudes de las cuerdas CD vy ﬁ, son diferentes, por la tanto la distancia del centro a éstas también lo es,

no puede verificar el enunciado.

FASE I. INFORMACION): Identifica los conceptos perpendicular, cuerda y el segmento OP ,que une el centro con
la cuerda perpendicular al radio, es la distancia centro-cuerda.

Identifica el radio de la circunferencia, como distancia del centro a cualquier punto sobre la circunferencia.

FASE Il. (ORIENTACION DIRIGIDA): Con el cuadrado inscrito en la circunferencia, identifica los puntos medios de
los lados del cuadrado y mide correctamente las distancias de dichos puntos al centro.

FASE lIl. (EXPLICITACION):Puede demostrar mediante la construccion y la medida de los segmentos que las

distancias d;, d,, dyy d, o iguales.

d,+d,=d,_ d

Verifica que los segmentos 2474 ytilizando los atributos del segmento y los comandos del software

FASE IV. (ORIENTACION LIBRE): Reconoce que los segmentos AP y PB son congruentes.
Verifica que la distancia del centro a cuerdas iguales es la misma.

FASE I. (INFORMACION): Identifica el punto de tangencia, la tangente, el radio de contacto (radio que tiene por

extremo exterior el punto de contacto P ).

FASE Il. (ORIENTACION DIRIGIDA): Sigue de manera correcta las instrucciones, aplicando de manera ordenada
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NIVEL
ANALISIS (2)

ESTUDIANTE 4
Relacion entre
la tangente y el
Radio

DEDUCCION
FORMAL (4)

ESTUDIANTE 5
Demostrando
el Teorema del
Radio y la
tangente.

los comandos del software, identifica que solo existe un radio perpendicular a una recta tangente a la
circunferencia definida.

FASE lll. (EXPLICITACION): Reconoce que una vez trazado el radio de contacto con la tangente, no es posible
trazar otro radio a la recta tangente a la circunferencia.

FASE IV. (ORIENTACION LIBRE): Demuestra que el menor segmento que une un punto con una recta es el que
es perpendicular a ella, utilizando los comandos del software y los atributos de los elementos, mide la distancia del
centro a la recta perpendicular verificando que es el radio, visualiza la perpendicularidad radio-tangente, no mide
dichos angulos, pues no se le solicita.

Mediante construccion verifica que las tangentes a diametro son paralelas.

FASE I. INFORMACION): Reconoce el Teorema de la suma interna de los angulos de un triangulo.

Identifica los triAngulos isGsceles. Se familiariza con el lenguaje de la proposiciones para demostrar el Teorema
FASE Il. (ORIENTACION DIRIGIDA): Sigue de manera secuenciada las instrucciones y los comandos del software
Aplica el comando “mover punto” al punto asignado y arrastra dicho vértice.

FASE Ill. (EXPLICITACION): Tiene la capacidad de visualizar y verificar como cambian los angulos internos del
triangulo isdsceles manteniendo la congruencia de dos de sus lados y angulos.

Identifica el punto de tangencia, asi como la perpendicularidad del radio y la recta tangente a la circunferencia.
FASE IV. (ORIENTACION LIBRE): Intercambia con sus compafieros las suposiciones frente a lo que sucederia
con los angulos una vez se arrate el vértice al que se le asigno la propiedad de “mover punto”.

FASE V. (INTEGRACION): Siguiendo el procedimiento y las instrucciones de manera inductiva establece
conjeturas, visualiza los angulos, mide su amplitud, identifica la perpendicularidad entre la tangente de la

circunferencia y el angulo, demostrando mediante construccion el Teorema.

Tabla 4.5. Andlisis implementacion de la actividad Construyendo los Niveles de Razonamiento.
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5. Conclusiones y Recomendaciones

5.1 Conclusiones

El disefio de la Unidad Didactica tenia como objetivo identificar el Nivel de

Razonamiento de Van Hiele en los estudiantes mediante la visualizacién y la

geometria dinamica, transitando del Nivel de Visualizacion hacia el Nivel de

Andlisis y de Deduccion, desarrollando los elementos béasicos de la

circunferencia:  cuerda, radio, diametro, secante, recta tangente,

perpendicularidad, teorema de las tangentes y Teorema de la perpendicular radio-

tangente. Se concluyen los siguientes aspectos a tener en cuenta:

1) En la actividad exploratoria se manifiesta un Nivel de Visualizaciéon elevado,
reconocen los objetos matematicos y los comparan.

2) EI Nivel de Andlisis es deficiente, no se establecen nociones o definiciones,
elementos empiricos y pobreza en el lenguaje matematico.

3) No parece evidenciado claramente el Nivel de Deduccion, salvo en un par de
estudiantes que se esfuerzan por sustentar una definicibn de manera

coherente matematicamente y con lenguaje y simbolos matematicos.

En la actividad de construccion de los Niveles de Razonamiento se evidencia el
trabajo previo para el manejo de los comandos del software en la construccién de
los conceptos, sin embargo es evidente que las instrucciones facilitan el proceso
de asimilacion de los conceptos, en aquellos casos en los que el protocolo no era
claro o confuso, los estudiantes presentaron serias deficiencias pese a la
herramienta didactica de la geometria dinamica. Aquellas instrucciones
coherentes y ordenadas permitieron el transito de Nivel de Visualizacién al de
Andlisis, aumentando los conocimientos de los estudiantes frente a los conceptos
y permitiendo la inferencia de otros gracias a la practica y a la posibilidad del
tanteo del error segln la construccién solicitada. En cuanto al Nivel de
Deduccion Informal, del grupo piloto de 5 estudiantes, dos de ellos presentaron

habilidades muy superiores a las reflejadas en la actividad exploratoria, la
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herramienta didactica de R y C permitié conjeturar hipétesis y al mismo tiempo

corregir posibles intuiciones al hora de realizar la construccion.

La utilizacion del Modelo de Van Hiele permiti6 hacer un seguimiento de los
niveles de interpretacion de los objetos matematicos y sus propiedades
(circunferencia y elementos basicos), diferenciando segun las habilidades y
competencias de cada estudiante, pero a su vez integrando una serie de
actividades que les facilitan el transito entre Niveles de Razonamiento y Fases de
Aprendizaje. Es claro que la geometria dinamica permite la manipulacion de los
objetos y sus atributos, de tal manera que el estudiante puede establecer
hipotesis y verificarlas en la préactica, permitiendo inclusive que el error sea reto
para el avance en el conocimiento del objeto y su definicion.

Tanto los Lineamientos como los Estandares en Matematicas orientan el
desarrollo del pensamiento espacial mediante la construccion y manipulacion de
las representaciones mentales de los objetos del espacio, sus relaciones y las
diversas transformaciones en la interaccién de dichos elementos, sin embargo la
fragmentacion del pensamiento matematico en el curriculo limita la potencialidad
de la geometria para construir razonamiento matematico. Es necesario generar la
discusién para recuperar y darle el papel fundamental de la geometria en la
escuela, dentro del Plan de Estudios y su relaciébn con otras formas de

pensamiento matematico.

Apoyarse en los recursos informaticos, especificamente en el software Regla y
Compéas da relevancia a los aspectos visuales y su necesario Proceso de
Visualizacién convierte el espacio didactico en un aprendizaje significativo que
potencia habilidades y competencias matematicas. Utilizando la Geometria
Dinamica y activa se puede acercar el conocimiento geométrico a los estudiantes,
desarrollando los contenidos curriculares, resolviendo situaciones-problema e
inclusive profundizando conocimientos que permitan el desarrollo de habilidades y

competencias no solo argumentativas sino propositivas.
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La Circunferencia. Una propuesta didactica usando Modelo de Van Hiele y

Geometria DinAmica

e La importancia del circulo y la circunferencia no soélo es propiedad exclusiva de la

geometria en sus diferentes formas de clasificacion a través de la historia y segin
los avances en la teoria del conocimiento (epistemologia), ha sido importante
inclusive para el desarrollo de avances tecnologicos o la forma de ver el mundo.
Ninguna de las grandes culturas o épocas de la humanidad se ha escapado a la
seduccion y armonia de estos dos elementos, desde el terreno filoséfico hasta el
religioso, el circulo y la circunferencia han estado siempre en el centro de la
controversia, la vision Aristotélica del mundo, Platén y su modelo de Universo,
Ptolomeo y sus aportes, Copérnico y su transformacion del modelo cosmoldgico,
Kepler y sus leyes, las discusiones del siglo XIX entre los defensores de la
geometria y sus contradictores. Cada avance en el concepto de la circunferencia,
permitid saltos en la forma de interpretar la geometria, inclusive en ocasiones, el
mundo.

e En el aspecto disciplinar se evidencié que la propuesta pedagdgica del trabajo
mas allA de generar un sistema axiomatico riguroso, genero las estrategias
didacticas para inducir al estudiante al descubrimiento de las propiedades y
elementos de la circunferencia, segun los diferentes Niveles de Razonamiento del
Modelo de Van Hiele.

5.2 Recomendaciones

e Luego del Andlisis de los resultados obtenidos se recomienda para futuras
implementaciones en la Unidad Didactica lo siguiente:

1) Destinar mayor tiempo para el seguimiento del proceso, tanto del grupo inicial en
la actividad exploratoria, como del grupo piloto al que se le aplico la actividad de
Construccion de los Niveles de Van Hiele.

2) Replantear algunas de las instrucciones de las dos actividades, es necesario
ajustar el lenguaje y en algunos casos la coherencia entre cada instruccion, algunas
generaron confusién entre los estudiantes por falta de claridad.

3) Implementar en el curriculo de la asignatura de Geometria un eje tematico
transversal de geometria dinAmica que permita su manipulaciéon y manejo cotidiano,

no solo en la circunferencia, sino en diferentes elementos de la geometria plana.
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4) Se hace necesario el trabajo en el aula respecto a la forma de orientar geometria
axiomatica que permita construir formas de razonamiento mas formales, como
ejemplo en las actividades se evidencia que los estudiantes manejan el comando de
medir algun elemento, cuerdas iguales por ejemplo, sin embargo el comando genera
el resultado, pero el estudiante no es capaz de demostrar o inferir de manera formal
el porqué son elementos congruentes.

5) El trabajo invita a la comunidad académica, especificamente a los docentes con
trabajo en aula, a que desarrollen propuestas innovadoras, didacticamente acordes a
los Niveles de Razonamiento de nuestros estudiantes. La construccion de guias
exige bastante conocimiento frente al tipo de pregunta o actividad a explorar, se
demostré que algunas de las guias presentaban falencias en la forma de inducir al
descubrimiento, hecho que se corrigi6 en medio la practica y la aplicacién de las

guias  didacticas, aprender del error también es de maestros.
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ANEXO A: Actividad 1. Elementos de la Circunferencia

COLEGIO CIUDADELA EDUCATIVA BOSA IED
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. GRADO 9°
ACTIVIDAD 1. ELEMENTOS DE LA CIRCUNFERENCIA

DESCRIPCION: Las actividades propuestas destacan la capacidad del estudiante en el
reconocimiento y andlisis de los elementos de una circunferencia

MATERIALES: Léapiz, Regla, Compas

NOMBRE: CURSO

INSTRUCCIONES

1. Una circunferencia cumple con la siguiente condicion:
Una circunferencia de centro 2y radio »> 0 es el conjunto de puntos 2 tales que |OP| =r

a. Dibuje tres circunferencias diferentes que cumplan con la condicién

b. Las siguientes figuras cumplen con la condicion planteada?, porqué?

OO,




2. Sellama cuerda al segmento que une dos puntos cualesquiera de la circunferencia.

b. Las siguientes figuras cumplen con la condicién de ser cuerdas?

X

3. Una circunferencia cumple las siguientes condiciones:

e Posee una cuerda denominada Diametro que pasa por su centro
e Posee un segmento que une el centro con un punto cualquiera de la
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b.

Las siguientes figuras cumplen con la condicién de Diametro?, porqué?

4.
circunferencia

Se llama radio al segmento que une el centro con un punto cualquiera de la

b. Las siguientes figuras cumplen con la condicion de radio?, porqué?
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5. Se llama arco a cada una de las partes en las que una cuerda divide a la circunferencia.
a. Dibuje varios arcos en las siguientes circunferencias

b. Las siguientes figuras cumplen con la condicion de tener arcos?, porqué?

6. Qué elementos nuevos identifica en el siguiente objeto?
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O O DAD A ED A A B A D
DEPARTA OD A A A RADO 9°
A DAD OBR RO RADIO DIA RO
A » [ P . A ™. A » »
| Ircu |

DESCRIPCION: Mediante la visualizacion y la
geometria dindmica, deducir propiedades de la
circunferencia que involucran cuerda, radios,

diametros, perpendicularidad, tangencia y centro.

MODELO VAN HIELE. NIVEL ANALISIS (2)

Derivar empiricamente (mediante el estudio de muchos
ejemplos) “reglas y generalizaciones”

Descubrir propiedades de una clase familiar de objetos

INSTRUCCIONES

CENTRANDONOS: Sobre el centro

1. Trace una circunferencia con centro

enO Trace una cuerda AB, luego

trace una perpendicular por el punto
medio de dicha cuerda.
Por cuales puntos pasa la recta perpendicular?

Los conoce?, como puede definir el centro.

2. Trace dos cuerdas, CD y EF , y trace las
perpendiculares por los puntos medios de dichas
cuerdas.

Ddénde se interceptan las dos rectas
perpendiculares, como se llama ese punto?

Llame a dicho punto O, nombre los puntos de
interseccion de las rectas perpendiculares con la

circunferencia Ay B respectivamente. Mida la

distancia de los segmentos AO y%. Qué
puede inferir?

Tome cualquier punto sobre la circunferencia,
lldmelo C , trace el segmento CO . Tiene el

mismo valor de E y% ?

Defina el punto O
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MUY CUERDOS Y CUERDAS: Sobre cuerdas iguales

1. Trace una circunferencia con centro enO

Trace las cuerdas AB,CD y EF, dela
misma magnitud.

2. Mida la distancia del centro O a dichas
cuerdas. ¢equidistan del
centro?

3. Ladistancia del centro O a la cuerda se
puede hacer sobre cualquier punto de
ésta?

4. Cual es la menor distancia entre un punto y

LA CUERDA MAS LARGA:

1. Defina el centro O de la circunferencia.

2. Trace la cuerda AB en el cuarto cuadrante »
mida su magnitud
3. Defina puntos D en el primer cuadrante, E en

el segundo cuadrante, F en el tercer
cuadrante

4. Asigne la propiedad “mover punto” al punto B
5. Desplace el punto B hasta el punto D, mida

la cuerda AD
6. Desplace el punto B hasta el punto E , mida la

cuerda E

7. Desplace el punto B hasta el punto F , mida la
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O O DJAYD

DEPARTA OD

A DAD OBR
» [ P . Ag ™,

propiedades de la circunrerencia.

DESCRIPCION: Mediante la visualizacion y la geometria dinamica,

deducir propiedades de la circunferencia que involucran
perpendicularidad, construccion de la tangentes a partir

movimiento de las secantes, movimiento de un punto y una recta

MATERIALES: software Regla y Compas.

INSTRUCCIONES

del

MODELO VAN HIELE. NIVEL ANALISIS (2)
Identificar y trazar una figura dada una
descripcion oral o escrita de sus propiedades
Identificar una figura con pistas visuales

DE LADITO: Sobre tangentes y secantes

punto?

Trace una circunferencia con centro enO
Trace una recta que corte en un solo punto a la
circunferencia, llame a dicho punto P
3. Asigne a dicho punto la propiedad “mover punto”.
4. Desplace el punto P por la circunferencia. Qué
sucede con la
recta?

Es posible que corte a la circunferencia en otro

5. Trace las cuerda AB, defina los puntos Ay B

, extremos del segmento AB

6. Asigne a dichos puntos la propiedad “mover
punto”.

7. Desplace el punto B hacia A y observe el
movimiento de la cuerda Sobre la circunferencia.
En cuantos puntos corta a la
circunferencia?

8. Las secantes tocan a la circunferencia en

9. Las tangentes tocan a la circunferencia
en

10. Las cuerdas son segmentos de secantes o de
tangentes?

11. ¢y los didmetros?
12. ¢ y los radios?
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Sobre el Teorema de las dos tangentes.
1. Trace una circunferencia con centro enO

2. Trace una recta horizontal gue pase porO .

3. Defina el punto P sobre la recta horizontal
externo a la circunferencia

4. Trace una semirecta con origen en P que
pase por el centro O

5. Trace una tangente a la circunferencia desde
P , por encima de la semirecta horizontal,

llame a dicho punto A
6. Trace una tangente a la circunferencia desde

P , por debajo de la semirecta horizontal,

llame a dicho punto B

Observe y mida los se mentosA_O %

Sobre didmetro perpendicular a una cuerda
1. Trace una circunferencia con centro enO
Trace una cuerda AB.

2
3. Trace un diametro Eperpendicular a AB.
4. Observe y mida los angulos formados entre la

cuerdaﬁy el diametro CD

5. Llame E al punto de interseccion entre

z
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O O DAD =D A A B A D
DEPARTA OD A A A RADO 9O°
A DAD RADIO PERP D AR A A RDA
D A A D RO A RDA A

perpendiculares sobre una circuntrerencia.

DESCRIPCION: Mediante la visualizacién y el andlisis deducir | MODELO VAN HIELE. NIVEL ANALISIS (2)
propiedades de la circunferencia que involucran Identificar propiedades que pueden ser usadas para

perpendicularidad, cuerdas, radios, distancias caracterizar o contrastar diferentes clases de figuras
MATERIALES: softv,vare Reglla y Corr;pés ’ Descubrir propiedades de una clase familiar de objetos

INSTRUCCIONES

RADIO PERPENDICULAR A UNA CUERDA. DISTANCIA
DEL CENTRO A CUERDAS IGUALES
1. Lafigura adjunta representa un radio perpendicular a una

cuerda. La medida del segmento OP ,que une el centro
con la cuerda perpendicular al radio, es la distancia centro-
cuerda.

2. Observe los segmentos AP y PB , cuél de las siguientes
opciones es valida?, porqué?

|AP| = |PB|; |AP| < |PB; |AP| >
|PB| 2

3. Trace dos cuerdas de igual longitud que AB , mida las
distancias al centro. ¢, Son iguales las distancias de las

cuerdas al punto
0?

Figura 2

4. Utilizando el software Regla y Compas construya la figura 2,
con las siguientes condiciones:

o 8], -[c5|- oA

.

b). ¢qué relacién existe entre las longitudes d;, d,, d,y \

d,? cuanto miden > : -

cémo se llama esa distancia?

d+d,=_ /
.

d,+d, =

Enuncie con sus propias palabras una propiedad de las cuerdas que siempre se cumpla para toda

circunferencia en que se dibujen.
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O O DJAYD A D A A B A D
. PAR A . . A A A DA . . Q°
A DAD 6. FORMALIZANDO, SOBRE TA ~ADIO
DESCRIPCION: aplicando las propiedades, nociones y MODELO VAN HIELE. NIVEL DEDUCCION INFORMAL (3)
definiciones de la circunferencia, deducir el Teorema de Desarrollar y usar definiciones, seguir y Presentar

tangente perpendicular al radio argumentos informales, Argumentos deductivos

MATERIALES: software Regla y Compas

INSTRUCCIONES

Relacién entre la tangente y el Radio.

1. Trace una circunferencia con centroenO

2. Trace una recta tangente a la circunferencia y
llame P al punto de tangencia.

3. Trace el radio de contacto (radio que tiene por
extremo exterior el punto de contacto F))

4. Pueden trazarse mas radios de la

circunferencia que lleguen a P? porqué de su
respuesta?

5. Determine tres puntos Q, R, S de la
tangente y trace los segmentos 0 Q, OR, 0S
6. Cudl de ellos es de menor longitud ? Si los

comparamos contra el radio OP cuél es el
menor?. ¢EXxistirA otro segmento de recta
que una el centro con la tangente que tenga
longitud menor al radio
oP?

7. Sabemos de geometria basica que:
“el menor segmento que une un punto con una recta

es el que es perpendicular a ella”. Podemos, entonces
segun la construccion inferir que:
TEOREMA: El radio es ala

8. Sitrazamos un diametro, como son entre si las
tangentes de sus
extremos?
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Demostrando el Teorema del Radio y la tangente.
1. Lasuma de los &ngulos interiores de un triangulo es 180°

Dada la figura 1, el triangulo AAOB | isésceles , !
porqué d
3. Del.Y 2 Podemos establecer:
ZA+ 2B+ ZA0OB =180° por ser isésceles
/2 A+ ZA0OB =180° (1), Diviendo en dos, nos queda

ZAOB
+ _—
2

Asigne la propiedad de “mover punto” a B .
5. Realice tres (3) aproximaciones de B hacia A. Qué sucede

con los angulos /Ay /B

ZA =90°(2)

6. Qué sucede con la recta secante AB

7. Cuando el punto B coincidacon A, existira un solo punto de

contacto, el A . La longitud OB sellama y

es

ala tangente.

la medida del angulo <AOB a qué valor se
aproxima?

Cuanto  vale el ZAOBen e  punto A
2

Si reemplazamos ZAOB =0° en (1), resulta ZA=90°
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C. Anexo: Evidencias del trabajo
realizado por los

estudiantes,
Actividad Exploratoria

1. LA CIRCUNFERENCIAY EL CENTRO

|
T
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.‘ LC-:EDP!C...C()\\__\U _condnelan “ p , — kA
| ps.\r,qu.h\\_cx\:, JEPSr- T\ - e S

Ape

ESTUDIANTE 1.
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ESTUDIANTE 2

2. SOBRE LA CUERDA

'\.

DO cumnfie e o npedn] B ¢ afie nqoe B2 _Cumbie Por que

A0 _CIC i JO IS LoFe on-eadey g 3% Unieado o

uaTOS O Swceoits PonTes Jei i 1O ea®r G Con _ Siro
Srde)
Ponte Jdet Sireuin

ESTUDIANTE 3

Bes nodicce o segarle S _des coaven deds

= el hlm\'ﬁ

ESTUDIANTE 4
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Exploratoria.
3. SOBRE EL DIAMETRO
\C LA e - NS) X — .:\
¥ = = N 00N 3\ :"\':»._‘,‘\"Y i ALY \ L
O 20\ MR - N
1
ESTUDIANTE 5
~ £ Cumgle
a €5 o ‘?‘ei“’c’f,&“ 5(; o‘hé; oo L
go__q' noencen ‘“’*.o"“ : Secko o5 w_cliconehe
N CooolClenes ‘
=
ESTUDIANTE 6
4. SOBRE EL RADIO
ADCCEGRE [0 99 _SIL_ECL S CO _SOBGNG S
=l e IrO. 05%0‘ e Ceor RO - :

S G|
a 1O 05

ESTUDIANTE 7
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o comele

a1

ESTUDIANTE 8

5. SOBRE ARCOS

ESTUDIANTE 9

ESTUDIANTE 10
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6. SOBRE ELEMENTOS DE LA CIRCUNFERENCIA
(4 ':j.:v/—')grmw 50 pcenire & [ele
~ o " ﬁ'nT:)a);:f,/a vel  orseqlo

EmEapME T T T ol lode
yq ere . S dncetye 7.
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ESTUDIANTE 11
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D . Anexo: Evidencias del trabajo
realizado por los estudiantes, Actividad

Construyendo los Niveles de Razonamiento

O
F c*

1. centrandonos: Sobre el centro.

ESTUDIANTE 1.
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2. Muy cuerdos y cuerdas: Sobre cuerdas iguales.

QP = 508192

MO # 5.08192

ESTUDIANTE 2.

3. Lacuerdamas larga.

0
AM = 9.94465

M = (4.642,-1.78214)

ESTUDIANTE 3.
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4. De ladito: Sobre tangentes y secantes.

B

RADIO

DIAME

ESTUDIANTE 4.

5. Sobre el Teorema de las dos tangentes.

PA =0.88302

AO = (-0.43168,0.06434)

PO
PB? = 0$92840.85156

ESTUDIANTE 5.
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6. Sobre didmetro perpendicular a una cuerda

ESTUDIANTE 1.

7. Sobre cuerdas equidistantes del centro

OEF = 1.49414
R
? A ocg = 1.50867 B
h
A
r, ‘\
ll ‘\
/, ‘\
. N
B L5

ESTUDIANTE 2.
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8. Radio perpendicular a una cuerda. distancia del centro a cuerdas igua

-

¢
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7H‘a‘fu‘r 7 \
42304
5
4204 211702 D
\ 224042 11702 4.2%04 /
/\\ //
,” —
’I’ Ct
ESTUDIANTE 3.
E
~ !
/G1es4 1.41&\
D1 20.70942
D4 3 0.70942
2 15 5 D2 = 0.70842 B 5
D3 = 0.J0942
\Qmm [° 1 4133/
.tw
1.5
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ESTUDIANTE 4.

9. Relacién entre latangente y el Radio.

OP = 4.48953

Fo oa=d4a0e53

OS =4.49953

ESTUDIANTE 5.

10. Demostrando el Teorema del Radio y la tangente.

471

20 70 0 0
471

ESTUDIANTE 5. PUNTO 1.
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/
20 10 5 \ 0 0
0 58 ya
N /|

110

ESTUDIANTE 5. PUNTO 2.

ESTUDIANTE 5. PUNTO 3.
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ESTUDIANTE 11. PUNTO 4.

ESTUDIANTE 5. PUNTO 5.



Anexo E. Construyendo los Niveles de Razonamiento

E. Anexo: Manual de trabajo con el

software de Geometria Dinamica Regla vy

Compas
C.AR.
1. INTRODUCCION
CaR (Compass and Ruler) es un programa que simula construcciones geométricas que
pueden

ir desde sencillas figuras hasta complicadas construcciones y animaciones.
Esta desarrollado en Java (por tanto valido para cualquier Sistema Operativo) por el
profesor
René Grothmann de la Universidad Alemana de Eichstéatt.
La web oficial de CAR (en aleman) la puedes encontrar en:
http://mathsrv.ku-
eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/java/zirkel/doc_de/index.html
Si prefieres el inglés:
http://mathsrv.ku-
eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/java/zirkel/doc_en/index.html
Se puede encontrar un manual en castellano de la antigua version 3.1 (actualmente va
por la
5.1) en:
http://matematicas.uis.edu.co/~marsan/geometria/RyC/
Entre las caracteristicas de CAR podemos destacar:
¢ multiplataforma (funciona en Linux, Windows, Mac, etc.)
puede exportar las construcciones a html (para poder verlas en la red)
puede exportar a diferentes formatos: PNG, JPG, SVG, etc.
permite macros
Admite expresiones en LATEX
Genera Ejercicios (tipo especial de construccion)
Genera animaciones
Permite ver una construccion paso a paso
Puede calcular expresiones
Ayuda (traducida) sensible al contexto, etc.
Puede ver numerosos ejemplos y demos en la web oficial de CAR.

2. INSTALACION
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El Unico pre-requisito es Java (vale una version antigua). Tanto Guadalinex 2004, como
V3, asi como la nueva V4 traen instalado por defecto Java.

CAR no se encuentra instalado en los Centros TIC, pero la instalaciébn no supone ningin
problema ya que no se necesita contrasefia de administrador (root). Por tanto los
métodos de instalacion que describo a continuacién valen para Centros TIC y NO TIC.
Basicamente hay dos métodos de instalacion:

2.1 Java Web Start

Java Web Start, desarrollado por Sun Microsystems, es la implementacion de referencia
de la especificacion JNLP (Java Networking Launching Protocol) y permite iniciar
aplicaciones Java que se encuentran en algun servidor de Internet.

Estas aplicaciones se inician mediante un enlace en Internet (o en local) a un fichero de
extension jnlp. al pulsar sobre dicho enlace se comprueba si disponemos de la Ultima
version (de no ser asi la descarga) y se ejecuta en nuestro ordenador.

La ventaja es que siempre estaremos usando la Gltima versiéon disponible, aunque a
veces se trata de una beta (versién aun en desarrollo).

La desventaja es que necesitamos una conexién a Internet permanente (y de banda
ancha a ser posible).

Si queremos usar este método para instalar y usar CAR, no tenemos mas que hacer clic
en el enlace:
http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/java/zirkel/JavaWebStart/zirkel.
inlp

Si es la primera vez o si no tenemos la Ultima version, se descargard mostrando una
barra de
progreso.

Ha escogido abrir

[ zirkel.jnlp

el cual es un: Fichero JNPL
de: http://mathsrv.ku-eichstaett.de

&Que deberia hacer Firefox con este archivo?

@ Abrir con: [Sun Java 5.0 Web Start (predeterminada)

© Guardar en disco

1 Hacer esto automaticamente para los archivos como éste de ahora en adelante.

x Concelr] | 9

Si es la primera vez o si no tenemos la Ultima versidn, se descargard mostrando una
barra de
progreso.

&« C.a.R. Application

= Rene Grothmann

Cargande zirkel jar de mathsrv.ku-eichstaett. de
Leido 266K de 1,5M (15%)

[ | Cancelar

Cuando finalice la descarga se ejecutard la aplicacion (antes de ejecutarse nos pedird
permiso:
aparecera una de las dos ventanas siguientes)


http://mathsrv.ku-eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/java/zirkel/JavaWebStart/zirkel
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No se puede verificar la firma .
digital de la aplicaciéon. ;Desea @
ejecutar la aplicacion?

Advertencia de'seguridad

(ol GaR Applicedin (( Este aplicacidn solicita acceso sin restricciones a su maguinay a
Editor:  Rene Grothmann =3 M red local.

=
De: http://mathsrv.ku-eichstaett.de

JsDesea instalar v ejecutar: C.a.R. Application
Firmado v distribuiclo por: Rene Grothmann

F:Confiar siempre en el contenido de este editor.

Advertencia: no se ha podido wverificar la autenticidad de este
Ejecutar Cancelar certificado. Mo se puede hacer ninguna afirmacidn acerca del
origen ni acerca de la validez del codigo.

La firma digital no se puede . . R .
verificar mediante una fuente Mo se recomienda instalar ni ejecutar este codigo.
B

J/ de confianza. Continue Mas informacion...

solamente si el origen de la | Iniciar | | Detalles | | Salir |
aplicacion es de confianza.

Si marcamos la casilla 'Confiar siempre en el contenido de este editor' ya no nos pedira
permiso

mas veces. S la advertencia es la que aparece en la imagen de la derecha anterior, pulse
Iniciar.

Posiblemente también le pregunte si desea crear un acceso directo en el escritorio.

( La integracidn en el escritorio offece un acceso rapido v
( facil a su aplicacion.

e—_ Desea gue"C.a.R Application" esté integrado en el
entorno de su escritorio?

| Si || No || Preguntar mds tarde || Configurar ... |

Finalmente se inicia el programa CAR (ver siguiente imagen)

R Reglay Compa

Archivo  Acciones  Opciones  Propiedades  Macros  Especial  Awuda
CEpB el wo B— AL A
Bl 7" 000 Zx"AA B0

Punto: Haga clic en la pantallal

2.2 Instalacion en Linux

Mediante este método instalaremos en nuestro disco duro la ultima versién estable (y la
documentacion) y no necesitaremos internet para usar el programa.

Descargamos el paquete zirkeldoc_en.jar de:

http://mathsrv.ku-
eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/java/zirkel/Download/zirkeldoc_en.jar

Lo descomprimimos en una carpeta de nuestro disco duro (podemos hacerlo de forma
sencilla apuntando al paquete, clic-derecho, extraer aqui). Creara una carpeta llamada
CaR.
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El icono dependera de su configuracion.

=

zirkeldoc_en.
jar ; ;
[E Abrir con «Gestor de archivadores»

Abrir con «Sun Java 5.0 Runtime»
Abrir con otra aplicacién...

s Cortar
[ Copiar

Crear un enlace
Renombrar...

T Mover a la papelera

Estirar icono

Enviar a... *
Extraer aqui m
& Propiedadas zirkeldoc_en.jar

Para iniciar el programa nos situamos en la carpeta /CaR/doc_en y ejecutamos el
programa. Por ejemplo, si lo descargé en el escritorio, la carpeta estara en la ruta: /home/
usuario/Desktop/CaR/doc_en (con el 'usuario' correspondiente). Tecleariamos en
terminal

entonces:

$ cd /home/usuario/Desktop/CaR/doc_en
$java -jar zirkel.jar

Si no desea usar la cénsola, otra opcion es apuntar con el raton al _chero zirkel.jar (que
estd en ../CaR/doc_en), hacer clic-derecho y elegir la opcién Abrir con Java. De cualquier
forma nos aparecera la ventana del programa

A Regla’y Compa

Archivo  Acciones  Opciones  Propiedades Macros  Especial  Ayuda
CpBereNuliBHweo B — AL A% D
Bl Q0O Z k" AA ASTBUDOT AU

Punto: Haga clic en la pantallal

3 MANUAL DE USO
Aunque se puede consultar el manual original (en inglés o aleman) en la web del
programa, incluso la traduccién al castellano del manual de una version antigua (como
vimos Al principio del capitulo), intentaré dar algunas instrucciones que nos ayuden a
introducirnos en su uso (que a veces no es tan intuitivo como debiera)
3.1 PREPARANDO EL TERRENO
Cuando iniciamos CaR nos aparece una ventana en la que podemos distinguir (de arriba
a abajo) varias zonas:

e barra de menus

e barra de herramientas

e zona de dibujo
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e barra de mensajes
El proceso de trabajo normal consiste en elegir alguna de las herramientas y hacer el
dibujo en la zona central. No obstante, antes de empezar a trabajar con CaR es
recomendable realizar algunas configuraciones:

e Zona de Dibujo. Por defecto tiene fondo gris. Los dibujos se ven mejor
colocandole un fondo blanco. Para cambiar el color del fondo usaremos el menu:
Propiegades Editar Colores Fondo

e Barra de Herramientas. Las herramientas que aparecen por defecto son las mas
usadas (pero hay mas). Se puede personalizar la lista de herramientas que
gueramos que aparezcan, eligiendo los modos principiante o escolar en el genu:
Propiedades Modo escolar o Modo principiante. También podemos (en el modo
por defecto) afiadir o suprimir herramientas, de forma que sélo aparezcan las que
creamos conveniente. Para ellojusaremos el menu: Propiedades Editar
Herramientas.

A Reqgla’y Compea

Archivo  Acciones  Propiedades  Ayuda
S LR AL AR WD
Bl P OB Z %" AA AL AT A S

Punto: Haga clic en la pantallal |

1.2 PUNTOS Y RECTAS
Las herramientas que usaremos/aprenderemos en este apartado son:
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Punto: Dibuja un punto en pantalla
. Color: Selecciona color

- Tipo de punto: Selecciona un tipo de punto
Grosor: Selecciona un grosor
Recta: Recta que pasa por dos puntos
Semirecta: Recta a partir de un punto
Segmento: Segmento entre dos puntos
Ocultar: Ocultar un objeto

Deshacer: Borrar el ultimo objeto dibujado

9% 5% NN

L

Q

siguiente imagen muestra algunos puntos y rectas:

R Reglay Compas P
Archiva  Acciones  Opciones  Propiedades  Macros  Especial  Ayuda
CoBerrNel LEwo B — AL A
o A DO Lk AA ST EOOT A @

o o o + x
] * ® punios de diferente color, grosor ytipo

o ] x

recta, semirrecta y segmento
L —

recta (r4) después de ocultar sus puntos

Editar: Ohjeto (May: méas okbjetos, ctrl: condiciones)? |

3.3 PROPIEDADES DEL FONDO
El fondo también se puede cambiar: se puede elegir un color (por ejemplo blanco), se
puede poner una imagen de fondo e incluso se pueden poner ejes de coordenadas y
rejilla. Estas opciones se eligen en el mend Opgiones y en el menu Opciones Fondo
e Cambiar color de fondo. El fondo (que por defecto aparece gris) puede ser
cambiado a otro color mediante el meng Propiedadesy Editar Colores Fondo

Color personalizado
Fojo ‘0 J .
Werde [255 J//
Azul |0 J P

QK| anular

Podemos elegir cualquier color dando valores (0-255) a los bésicos rojo, verde y azul.
e Usar rejillay ejes de coordenadas. La herrami mostrar cuadricula

o L
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alternativamente la tecla F12 o el menu Opciones  Mostrar cuadricula nos pone como
fondo tanto la rejilla como los ejes de coordenadas. Si tan sélo queremos los ejes, lo
haremos mediante el menu: Opciones Salp Ejes

R Regla'y Compas EEE Reglely Compas mEE

Archivo  Acciones  Opciones  Propiedades  Wacros — Especial Archivo  Acciones  Opciones  Propieclades  Macros  Especial
LB SN B E (D P Nl G E
B 000 Z xS A B B0 £ 5 A

Punta: Haga clic en la pantalla! ‘

Punto: Haga clic en la pantallal |

Poner una imagen de fondo. Mediante el Mend Opciones . Fondo podemos poner una
imagen (en formato gif, jpg o png) como fondo, borrar el fondo actual, etc.

B’ Regla'y Compas o B

Archivo  Acciones  Opciones  Propiedades Macros  Especial  Aw

Sl e Yl G w

BAFP 000 Z Xk, AA

Itinrin.grg

Punto: Haga clic en la pantalla! ’

3.4 PROPIEDADES DE LOS OBJETOS

Las propiedades de un objeto, como por ejemplo el color, se pueden establecer de varias
formas:
e Antes de crear el objeto. Modificando una caracteristica antes de crear el objeto
(si seleccionamos color azul y después creamos un objeto, saldra de color azul)
e Después de crear el objeto, podemos modificar sus propiedades:
» Haciendo clic-derecho con el raton sobre el objeto

* Usando la herramienta 'Editar objeto’ (una vez seleccionada la
herramienta, hacemos clic ‘&: | objeto a editar).

En ambos casos nos aparece una pantalla de propiedades. Las propiedades varian
segun el objeto. En la imagen vemos las propiedades del objeto punto:
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MNombre F2

Alias

Texto Punto en -3.89793, 0. 78383

Unidad

H -3 897499

T 0.78283

Fijo

illllll
B —

N aZ e P AL

ﬂ¢0-+4

MaraQdbjeta|  OK| Cancelar|  Ayudal

Algunas de las propiedades que se pueden modificar son:

Color Seleccionar color

e Tipo de punto (solo para el objeto punto)

°A

Grosor Selecciona un grosor

Mostrar nombre Permite ver el nombre del objeto

a2 Mostrar valor Visualiza el valor (medida, super_cie, etc.) de un

objeto

. Ocultar Ocultar un objeto

3.4.1 NOMbRE vE LUDS UBJE T UD
Para poner nombre a los objetos tenemos varias opciones:

Dejar nomenclatura por defecto. CaR asigna un nombre por defecto a cada
objeto. Por ejemplo a los puntos les llama P1, P2, P3, ..; a las rectas: r1, r2, r3,
etc.

Usar nomenclatura personalizada. En la ventana propiedades podemos poner
el nombre que queramos

Nomenclatura automatica. La herramic 3| ‘Cambiar nombre' permite
nombrar

automaticamente A, B, C, .. a los puntos; a, b, c, .. a las rectas, etc.

[ ]
Record
de colo

emos que el nombre puede estar visible o no. Ademas podemos modificar el lugar
cacion del nombre, pues a veces el nombre nos tapa al propio objeto u a otros. Lo

hacemos con clic-derecho sobre el nombre y arrastramos a la nueva posicioén (podemos
comprobar que no es posible poner el nombre lejos del objeto, pero si es posible ponerlo
a izquierda, derecha, arriba,

abajo, etc.)
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3.4.2 ELIMINANDO Y OCULTANDO OBJETOS

e Deshacer Elimina el ultimo objeto
| |

§° Borrar objeto Borra un objeto
| |

< J Deshace borrar objeto Recupera un objeto recién
" borrado

B Ocultar objeto Oculta un objeto, pero no lo elimina
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