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INTRODUCCIÓN

La necesidad de modelar el entorno que nos rodea con el ánimo de dar soluciones matemá-
ticas a problemas de la vida diaria, nos ha permitido llegar a ecuaciones que, no sólo nos
ilustran la forma como actuán algunos fenómenos de la naturaleza, sino que además, nos
han mostrado tener aplicaciones en una variedad de otras ramas de las ciencias, como la
Biología, la Física, la Química, entre otras. La mayoría de estas ecuaciones son diferenciales
parciales, algunas de ellas lineales, otras no lineales. Una clase de modelos de difusión más
recientes, son aquellos descritos por ecuaciones de difusión no local, los cuales han mostra-
do tener una amplia gamma de aplicaciones en diferentes ramas de las ciencias, como las
mencionadas anteriormente. Uno de los problemas clásicos de difusión es precisamente el
dado por la ecuación del calor con condición inicial, descrito por

{
ut(x, t) =M u(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

En este modelo, la función de densidad u(x, t), en un instante de tiempo t, depende direc-
tamente del punto x, y por ello se conoce como un modelo local, Ω ∈ RN .
La base de los modelos de difusión no local, es dado por un análogo a la ecuación clásica del
calor (local), de tal manera que, el problema análogo al descrito anteriormente está dado
por la ecuación

{
ut(x, t) =

∫
Ω J(x− y)[u(y, t)− u(x, t)]dy, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω.

Aquí, J es una función real simétrica no negativa de�nida en RN , de soporte compacto
en la bola unitaria, tal que

∫
RN J(x) = 1. En este caso, el valor de la densidad u(x, t) en

cualquier instante de tiempo t, depende no sólo de x sino de todos los valores cercanos a x
determinados por el soporte de J a través de la convolución.

II



INTRODUCCIÓN III

Si u(x, t) es la densidad de población para el punto x en el tiempo t, y J(x− y) es pensada
como la distribución de probabilidad de salto de la ubicación y a la ubicación x, se tiene
que la convolución

(J ∗ u)(x, t) =

∫
RN

J(y − x)u(y, t)dy,

es la razón a la que los individuos llegan a x de los otros lugares y. De manera similar,

−
∫
RN

J(x− y)u(x, t)dy = −u(x, t),

es la razón a la que los puntos dejan la locación x para ir a otras partes y.

En el primer capítulo (1), se presentará la analogía que existe entre los problemas de difusión
local y no local. En el capítulo (2) se probará la existencia de una única solución para el
problema de difusión no local con condición de Neumann

wεt(x, t) = 1
εN+2

∫
Ω J

(x−y
ε

)
(wε(y, t)− wε(x, t))dy+

C1

εN+1

∫
∂Ω J

(x−y
ε

)
g(y, t)dSy, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

wε(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

y se completará el desarrollo de los objetivos propuestos, en el proyecto inicial.



CAPÍTULO 1

SOBRE LA ANALOGÍA ENTRE LOS
PROBLEMAS DE DIFUSIÓN LOCAL Y NO
LOCAL

El objetivo de este capítulo, es hacer una descripción que nos permita ver la analogía que
existe entre el problema de difusión local y el no local, para lo cual seguiremos las ideas
dadas en [1], [2].

Sabemos que uno de los modelos de difusión más sencillos, está descrito por la ecuación
diferencial parcial,

ut = Duxx,

la cual proviene de la ley de conservación

ut + φx = 0,

y la ley de Fick's,

φ = −Dux,

en donde la constante de difusión D , indica qué tan rápido la cantidad medida por u, ya
sea partículas, sustancias químicas, animales, calor, energía, etc., se transmite de altas a
bajas concentraciones.

Es bien conocido el hecho de que la solución del problema de valor inicial

1



CAPÍTULO 1. SOBRE LA ANALOGÍA ENTRE LOS PROBLEMAS DE DIFUSIÓN LOCAL Y NO LOCAL 2

{
ut = Duxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,
(1.1)

es dada por

u(x, t) =

∫
<
u0(ξ)K(x− ξ, t)dξ,

donde el núcleo de difusión K(y, t) es

K(y, t) =
1√

4πDt
e−

y2

4Dt .

Para algún ξ, y t > 0, el núcleo mismo es una solución fundamental de la ecuación (1.1), y
tiene las siguientes propiedades:

1. ĺımx→0+ K(x− ξ, t) = 0 para cada x 6= ξ �jo.

2. ĺımx→0+ K(x− ξ, t) = +∞ para x = ξ.

3. ĺım|x|→∞K(x− ξ, t) = 0 para cada t > 0 �jo.

4.
∫
RK(x− ξ, t)dx = 1, t > 0.

De esas propiedades, puede deducirse que el núcleo es además, solución del problema de
valor inicial

{
ut = Duxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = δ(x− ξ), x ∈ R,
(1.2)

con δ(x− ξ) la función delta de Dirac.

Existen varias formas de entender lo que es la difusión: por ejemplo, en química y física,
es fácil de deducir, razonando a un nivel atómico o molecular como sustancias difusas
sujetas a movimiento aleatorio. Esta descripción microscópica de difusión está basada en la
estadística y el hecho de que átomos y moléculas colisionan aleatoriamente. Estas colisiones,
hacen que las moléculas se muevan de donde hay mayor a donde hay menor concentración.
La difusión está regida por la ley de Fick's, (o ley de Fourier en el caso de la conducción
del calor) que establece que φ(x, t) = −Dux(x, t). Al sustituir esta relación en la ley básica
de la conservación ut = −φx, se obtiene la ecuación de difusión

ut = Duxx.
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Puede verse, cómo este modelo de difusión aparece desde un argumento estocástico basa-
do en movimientos aleatorios. Es decir, existe una relación muy estrecha entre difusión y
probabilidad. Nótese por ejemplo, que la solución fundamental a la ecuación de difusión
generada por un punto fuente x = µ, y dada por el núcleo de difusión

K(x− µ, t) =
1√

4πDt
e−

(x−µ)2
4Dt ,

tiene un comportamiento muy similar a la función de densidad de la distribución de proba-
lidad Normal, la cual está determinada por

N(x, µ, σ) =
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 ,

donde µ es la media de la distribución, y σ es la desviación estandard, la cual mide la
dispersión alrededor de la media. Si se toma la desviación standard dependiendo del tiempo
en la forma σ =

√
2Dt, de tal manera que la dispersión de los datos se incrementa con el

tiempo, se obtiene el núcleo K(x− µ, t); que es la solución fundamental de la ecuación de
difusión. De todas maneras, dicha relación no es accidental. Obsérvese que si x es un punto
arbitrario en el eje de la equis, y se divide este eje en segmentos pequenõs de igual longitud
h, se obtiene la cadena de puntos . . . , x − 2h, x − h, x, x + h, x + 2h, . . .. Si imaginamos
una partícula moviéndose sobre esta cadena de manera aleatoria, de tal manera que, si
esta se encuentra en uno de esos puntos de la cadena en un tiempo t, entonces durante
un pequeño intervalo de tiempo τ , esta se mueve a la derecha de dicho punto con proba-
bilidad p y a la izquierda con probabilidad q = 1− p. Si u(x, t) representa la probabilidad
que la partícula se halle en el punto x en el tiempo t, es posible obtener una ecuación para u.

Existen dos formas de llegar al punto x en el tiempo t+ τ : La partícula puede estar en la
posición x− h en el tiempo t y saltar a la derecha, o bien, puede estar en la posición x+ h
en el tiempo t y saltar a la izquierda. Usando la ley de probabilidad total, se deduce que

u(x, t+ τ) = u(x− h, t)p+ u(x+ h, t)(1− p),

que representa una ecuación de diferencias en u. Ahora bien, expandiendo en serie de Taylor
tanto el lado derecho como el izquierdo, se obtiene

u(x, t) + ut(x, t)τ +O(τ2) = p(u(x, t)− ux(x, t)h+
1

2
uxx(x, t)h2 +O(h3))

+(1− p)(u(x, t) + ux(x, t)h+
1

2
uxx(x, t)h2 +O(h3)),
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donde O(τ2) indica los términos de mayor orden que contienen al menos la potencia τ2, y
O(h3) indica los términos que tienen como factor al menos la menor potencia h3. La última
ecuación se reduce a

ut(x, t) = (1− 2p)
h

τ
ux(x, t) +

h2

2τ
uxx(x, t) +O(τ) +

1

τ
O(h3).

En el caso especial p = 1
2 , y despreciando los últimos dos términos, obtenemos la ecuación

de difusión

ut(x, t) = Duxx(x, t).

En el caso p 6= 1
2 , podemos asumir 2p − 1 = O(h), (lo que indica que la probabilidad

de movimiento de la partícula a la derecha y a la izquierda es más o menos la misma) y
razonando como antes se obtiene la ecuación de difusión con �ujo

ut(x, t) = Duxx(x, t)− cux(x, t).

Tradicionalmente, el modelo de difusión ut(x, t) = Duxx(x, t) es representado por la ecua-
ción de calor (semilineal)([1])

ut = 4u, (1.3)

la cual tiene asociado un funcional de energía, de�nido por la integral de Dirichlet

ε0[u] =

∫
Ω

1

2
|∇u|2dx. (1.4)

La energía (1.4) es una cierta medida de cuánto u se desvía desde una posición dada. Es
fácil ver que ε0[u] ≥ 0 y ε0[u] = 0 si u = constante. En ([1]), se describe una medida
alternativa de este mismo hecho por el funcional (de energía)

ε10[u] =

∫ ∫
1

4
J(x− y)(u(x)− u(y))2dxdy, (1.5)

para alguna función no negativa J(x), con
∫
J(x)dx = 1 y simétrica (J(x) = J(−x)).

Es claro, que estas características asociadas a J tienen que ver con las características del
núcleo K(y, t) asociada a (1.1). Nótese que ε10[u] ≥ 0 y ε10[u] = 0 si u = 0. A partir de
la analogía entre estos dos funcionales de energía ε0 con ε10, en [1], el autor muestra la
respectiva analogía entre 4u y J ∗u−u, de tal manera que el análogo no local a la ecuación
(1.3) es dada por

ut = J ∗ u− u. (1.6)
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Aquí, si u(x, t) representa la densidad en el punto x en el tiempo t y si J(x−y) representa la
distribución de probabilidad de saltar de la posición y a la posición x, entonces (J ∗u)(x, t)
es la razón con la cual los individuos llegan a la posición x desde todas la posiciones y
−u(x, t) = −

∫
RN J(x− y)u(x, t)dy es la razón con la cual los individuos van de la posición

x hacia cualquier otra posición y. Estas consideraciones, en ausencia de fuentes externas,
lleva inmediatamente al hecho de que la densidad u satisface la ecuación (1.6). La ecuación
(1.6) es llamada Ecuación de Difusión No-Local.

Ecuaciones de la forma (1.6) y variantes de ella, se han usado para modelar procesos de
difusión y se han estudiado ampliamente desde el punto de vista analítico, puede verse por
ejemplo las referencias [3],[4], [5],[6], [7],[8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18],
[19]. Algunas aplicaciones importantes, pueden encontrarse en [20], [21], [22] y [23] entre
otras. Como puede verse en la literatura sobre el tema, así como ocurre con el caso local,
el estudio de los modelos de difusión no-local tiene su importancia no sólo desde el punto
de vista de la matemática pura, sino también desde el punto de vista de la matemática
aplicada.



CAPÍTULO 2

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES
PARA UN PROBLEMA DE DIFUSIÓN NO
LOCAL

Como lo mencionamos en el capítulo anterior, los problemas de difusión no locales tienen
una analogía con los problemas locales. Los autores en ([24]), recientemente estudiaron el
problema de difusión no local dado por la ecuación

ut(x, t) =

∫
Ω
J(x− y)(u(y, t)− u(x, t))dy +

∫
∂Ω
G(x− y)g(y, t)dSy,

u(x, 0) = u0(x),
(2.1)

de�nido en Ω× (0, T ), considerado como el análogo al problema de Neumann (local)
ut(x, t)−4u(x, t) = 0 (x, t) ∈ Ω× (0, T ),
∂u(x, t)

∂η
= g(x, t) (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω.

(2.2)

Aquí, Ω ⊆ RN es un dominio acotado, conexo y con frontera suave. El núcleo J : RN → R
es una función suave no negativa, acotada, simétrica (J(z) = J(−z)), de soporte compacto
en la bola unitaria, tal que

6
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∫
RN

J(z)dz = 1,

El núcleo G(x) tiene las mismas características del núcleo J , el dato inicial u0(x) es no
negativo y g(y, t) es una función dada regular. En este modelo, los individuos solo pue-
den saltar dentro de Ω (lo que esta re�ejado en la primera integral sobre Ω), y sobre la
frontera de Ω (∂Ω) se impone que la cantidad de individuos que entran (si g es positi-
va) es G(x − y)g(x, y). Esto es lo que en el caso no local, se conoce como condiciones de
Neumann. Los autores estudiaron lo referente a la existencia y unicidad de las soluciones,
estudiaron un principio de comparación asociado a este problema y trabajaron lo referente
al comportamiento asintótico de las soluciones.

El problema (2.1) estudiado por los autores en [24] fue presentado como un modelo no local,
análogo al problema de Neumann local (2.2), con la ventaja que el trabajo realizado en el,
puede extenderse a �ujos no lineales de la forma (g(x, y) = f(u(y, t))), como por ejemplo
(up) entre otros, sin que requiera extensiones que podrían complicar el análisis respectivo.
Además de la existencia y unicidad de las soluciones, así como el estudio de un principio de
comparación, los autores estudiaron el comportamiento asíntótico de las soluciones cuando
t→∞, dejando abierto el problema de cómo sería el análisis para relacionar soluciones de
estos modelos, con las soluciones del problema clásico de Neumann (2.2). Es precisamente
esa tarea, la que realizan los autores en ([25]), para la cual requieren de un reescalamiento
de los núcleos, necesitando entonces de considerar la familia de problemas de difusión no
local descrita por

uεt(x, t) =
1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)(uε(y, t)− uε(x, t))dy +

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, t)dSy,

uε(x, 0) = u0(x),
(2.3)

donde

Jε(z) = C1
1

εN
J(
z

ε
), Gε(x) = C1

1

εN
G(
x

ε
),

C1 una constante de normalización. Mostraron que las correspondientes soluciones uε, con-
vergen a la solución de (2.2), cuando el parámetro ε tiende a cero, en el sentido de la
convergencia débil estrella, en la topología-L∞, ([25]), dejando abierto el estudio de la
existencia y unicidad de las soluciones de (2.3).

El objetivo fundamental del presente trabajo es demostrar que el problema (2.3) tie-
ne una única solución uε ∈ C[[0,∞);L1(Ω)], para todo u0 ∈ L1(Ω) y para cada g ∈
L∞loc[(0,∞);L1(∂Ω)]. Con este �n, necesitamos los siguientes resultados auxiliares.
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2.0.1. Resultados preliminares

En esta sección, utilizaremos el Teorema de Punto Fijo de Banach [26] para mostrar exis-
tencia y unicidad de soluciones para la ecuación (2.3). Para tal efecto, dado t0 > 0 �jo,
consideraremos el espacio de Banach de�nido por el conjunto de funciones continuas

Bt0 = C([0, t0];L1(Ω)),

con la norma dada por

|||w||| = máx
0≤t≤t0

||w(·, t)||L1(Ω) = máx
0≤t≤t0

∫
Ω
|w(·, t)|dx =

∫
Ω
|w(x, t)|dx.

Cambiando u por w y t por s en (2.3), obtenemos

wεs(x, s) =
1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dy +

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSy.

wε(x, 0) = w0(x) = u0(x).
(2.4)

Aquí, dSy es el diferencial de super�cie. Integrando (2.4) de 0 a t obtenemos

wε(x, s) = w0(x)+
1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x−y)[wε(y, s)−wε(x, s)]dyds+1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x−y)g(y, s)dSyds.

De�nimos el operador T : Bt0 −→ Bt0 como

Tw0,g = w0(x)+
1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x−y)[wε(y, s)−wε(x, s)]dyds+

1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x−y)g(y, s)dSyds.

(2.5)

Con respecto a este operador de�nido, tenemos el siguiente resultado.

Lema 1. El operador Tw0,g dado en (2.5) está bien de�nido como aplicación de Bt0 sobre
Bt0 .

Demostración:
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Sea g ∈ L∞loc[(0,∞);L1(∂Ω)], 0 < t1 < t2 ≤ t0, wε ∈ Bt0 , ||Jε||∞ = K1 y ||Gε||∞ = K2.

Realizando los cálculos respectivos tenemos

∣∣∣∣∣∣∣∣Tw0,g[w
ε(x, t1)]− Tw0,g[w

ε(x, t2)]

∣∣∣∣∣∣∣∣
L1(Ω)

=

∫
Ω

∣∣∣∣Tw0,g[w
ε(x, t1)]− Tw0,g[w

ε(x, t2)]

∣∣∣∣dx =∫
Ω

∣∣∣∣w0(x) +
1

ε2

∫ t1

0

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

+
1

ε

∫ t1

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds−[

w0(x) +
1

ε2

∫ t2

0

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

+
1

ε

∫ t2

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds

]∣∣∣∣dx =∫
Ω

∣∣∣∣w0(x) +
1

ε2

∫ t1

0

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

+
1

ε

∫ t1

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds

− w0(x)− 1

ε2

∫ t2

0

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

− 1

ε

∫ t2

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds

∣∣∣∣dx =∫
Ω

∣∣∣∣w0(x) +
1

ε2

∫ t1

0

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

+
1

ε

∫ t1

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds

− w0(x)− 1

ε2

∫ t1

0

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

− 1

ε

∫ t1

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSydsdx
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−
∫

Ω

1

ε2

∫ t2

t1

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

−1

ε

∫ t2

t1

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds

∣∣∣∣dx
=

∫
Ω

∣∣∣∣ 1

ε2

∫ t2

t1

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

+
1

ε

∫ t2

t1

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds

∣∣∣∣dx

≤ 1

ε2

∫
Ω

∣∣∣∣ ∫ t2

t1

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

∣∣∣∣dx
+

1

ε

∫
Ω

∣∣∣∣ ∫ t2

t1

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds

∣∣∣∣dx
≤ 1

ε2

∫
Ω

∫ t2

t1

∣∣∣∣ ∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

∣∣∣∣dx
+

1

ε

∫
Ω

∫ t2

t1

∣∣∣∣ ∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds

∣∣∣∣dx
≤ 1

ε2

∫
Ω

∫ t2

t1

∫
Ω

∣∣∣∣Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]
∣∣∣∣dydsdx

+
1

ε

∫
Ω

∫ t2

t1

∫
∂Ω

∣∣∣∣Gε(x− y)g(y, s)

∣∣∣∣dSydsdx
≤ 1

ε2

∫
Ω

∫ t2

t1

∫
Ω

∣∣∣∣Jε(x− y)

∣∣∣∣∣∣∣∣[wε(y, s)− wε(x, s)]∣∣∣∣dydsdx
+

1

ε

∫
Ω

∫ t2

t1

∫
∂Ω

∣∣∣∣Gε(x− y)

∣∣∣∣∣∣∣∣g(y, s)

∣∣∣∣dSydsdx.
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Usando ahora

1.
∫

Ω
dx = |Ω|, es el volumen de Ω.

2.
∫ t2

t1

∫
Ω
|Jε(x− y)|dsdx = K1(t2 − t1).

3.
∫ t2

t1

∫
Ω
|Gε(x− y)|dsdx = K2(t2 − t1),

podemos concluir que

∣∣∣∣∣∣∣∣Tw0,g[w
ε(x, t1)]− Tw0,g[w

ε(x, t2)]

∣∣∣∣∣∣∣∣
L1(Ω)

≤

(t2 − t1)
K1

ε2
|Ω|
∫

Ω

∣∣∣∣wε(y, s)− wε(x, s)∣∣∣∣dy + (t2 − t1)
K2

ε
|Ω|
∫
∂Ω
|g(y, s)|dSy.

Ahora bien, podemos notar que∣∣∣∣wε(y, s)− wε(x, s)∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣wε(y, s)∣∣∣∣+∣∣∣∣wε(x, s)∣∣∣∣,
así que para la primera integral del lado derecho de esta última expresión tenemos

∫
Ω

∣∣∣∣wε(y, s)− wε(x, s)∣∣∣∣dy ≤ ∫
Ω

∣∣∣∣wε(y, s)∣∣∣∣dy +

∫
Ω

∣∣∣∣wε(x, s)∣∣∣∣dy
≤ ||w||+ ||w|| = 2||w||,

y para la segunda integral ∫
∂Ω
|g(y, s)|dSy ≤ ||g||L∞[(0,t0);L1(∂Ω)],

con lo cual, �nalmente obtenemos
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∣∣∣∣∣∣∣∣Tw0,g[w
ε(x, t1)]− Tw0,g[w

ε(x, t2)]

∣∣∣∣∣∣∣∣
L1(Ω)

≤

(t2 − t1) máx

{
1,
K1

ε2
|Ω|, K2

ε
|Ω|
}{

2|||w|||+ ||g||L∞[(0,t0);L1(∂Ω)]

}
.

De la desigualdad anterior se desprende que el operador es continuo en t ∈ (0, t0]. Ahora
veamos la continuidad en 0, para ello, vemos que

∣∣∣∣∣∣∣∣Tw0,g[w
ε(x, t)]− w0(x)]

∣∣∣∣∣∣∣∣
L1(Ω)

=

∫
Ω

∣∣∣∣Tw0,g[w
ε(x, t)]− w0(x)]

∣∣∣∣dx

=

∫
Ω

∣∣∣∣w0(x) +
1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

+
1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds− w0(x)

∣∣∣∣dx
≤
∫

Ω

∣∣∣∣ 1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, s)− wε(x, s)]dyds

+
1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds

∣∣∣∣dx.
Razonando como antes, obtenemos

∣∣∣∣∣∣∣∣Tw0,g[w
ε(x, t)]−w0(x)]

∣∣∣∣∣∣∣∣
L1(Ω)

≤ (t) máx

{
1,
K1

ε2
|Ω|, K2

ε
|Ω|
}{

2|||w|||+||g||L∞[(0,t0);L1(∂Ω)]

}
.

De esta manera tenemos la continuidad en t = 0. Por lo tanto el operador es continuo en
t ∈ [0, t0]. Nótese además que como función de x, el operador es continuo. Esto se desprende
del hecho que la convolución en el espacio con la función J es uniformemente continua. En
conclusión, para algún w0 ∈ L1(Ω), wε ∈ Bt0 y g ∈ L∞loc[(0,∞);L1(∂Ω)], se concluye que el
operador Tw0,g ∈ C([0, t0];L1(Ω)). De esta manera, Tw0,g aplica Bt0 sobre Bt0 .
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El siguiente resultado es importante en la demostración del teorema sobre la existencia y
unicidad de las soluciones para el problema (2.3).

Lema 2

Sea w0, u0 ∈ L1(Ω), g, h ∈ L∞[(0, t0);L1(∂Ω)] y wε, zε ∈ Bt0 . Entonces existe una constante
C = C(Ω, Jε, Gε) tal que

|||Tw0,g[w
ε(x, t)]−Tz0,h[zε(x, t)]||| ≤ ||w0−z0||L1(Ω)+Ct0{|||wε−zε|||+||g−h||L∞[(0,t0);L1(∂Ω)]}.

(2.6)
Demostración:

Realizando cálculos similares como en el Lema 1, tenemos

∣∣∣∣∣∣∣∣Tw0,g[w
ε(x, t)]− Tz0,h[wε(x, t)]

∣∣∣∣∣∣∣∣
L1(Ω)

=

∫
Ω

∣∣∣∣Tw0,g[w
ε(x, t)]− Tz0,h[zε(x, t)]

∣∣∣∣dx =∫
Ω

∣∣∣∣w0(x) +
1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)[(wε(y, s)− (wε(x, s))]dyds

+
1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)[g(y, s)]dSyds

−
[
z0(x) +

1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)[(zε(y, s)− (zε(x, s))]dyds

+
1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)[h(y, s)]dSyds

]∣∣∣∣dx
=

∫
Ω

∣∣∣∣w0(x) +
1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)[(wε(y, s)− (wε(x, s))]dyds

+
1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)[g(y, s)]dSyds

− z0(x)− 1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)[(zε(y, s)− (zε(x, s))]dyds

− 1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)[h(y, s)]dSyds

]∣∣∣∣dx
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=

∫
Ω

∣∣∣∣(w0(x)− z0(x)) +
1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)[(wε(y, s)− zε(y, s)− (wε(x, s)− zε(x, s))]dyds

+
1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)[g(y, s)− h(y, s)]dSyds

∣∣∣∣dx
≤
∫

Ω
|w0(x)− z0(x)|dx

+
1

ε2

∫
Ω

∣∣∣∣ ∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)[(wε(y, s)− zε(y, s))− (wε(x, s)− zε(x, s))]dyds

∣∣∣∣dx
+

1

ε

∫
Ω

∣∣∣∣ ∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)[g(y, s)− h(y, s)]dSyds

∣∣∣∣dx

≤ ||w0(x)− z0(x)||L1(Ω)

+
1

ε2

∫
Ω

∫ t

0

∫
Ω
|Jε(x− y)||(wε(y, s)− zε(y, s))|dydsdx

+
1

ε2

∫
Ω

∫ t

0

∫
Ω
|Jε(x− y)||(wε(x, s)− zε(x, s))|dydsdx

+
1

ε

∫
Ω

∫ t

0

∫
∂Ω
|Gε(x− y)||g(y, s)− h(y, s)|dSydsdx

≤ ||w0(x)− z0(x)||L1(Ω)

+ máx{1, K1

ε2
|Ω|}(t0)

{∫
Ω
|(wε(y, s)− zε(y, s))|dy

+

∫
Ω
|(wε(x, s)− zε(x, s))|dx

}
+ máx{1, K2

ε
|Ω|}(t0)

∫
∂Ω
|g(y, s)− h(y, s)|dSy,

≤ ||w0(x)− z0(x)||L1(Ω)

+Ct0

{
|||wε − zε|||+ ||g − h||L∞[(0,t0);L1(∂Ω)]

}
,

en donde

Ct0 = máx{1, 2K1

ε2
|Ω|, K2

ε
|Ω|}.
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2.0.2. Resultado fundamental

Como consecuencia de los lemas anteriores, podemos enunciar el siguiente teorema de exis-
tencia y unicidad:

Teorema. Para todo u0 ∈ L1(Ω), existe una única solución uε ∈ C[[0,∞);L1(Ω)] del
problema (2.3).

Demostración: Recordando el Lema 2,

|||Tw0,g[w
ε(x, t)]−Tz0,h[zε(x, t)]||| ≤ ||w0−z0||L1(Ω)+Ct0{|||wε−zε|||+||g−h||L∞[(0,t0);L1(∂Ω)]}.

(2.7)
Si escogemos t0 su�cientemente pequeño, de tal manera que Ct0 < 1 y hacemos z0 ≡ w0 ≡
u0, g = h en (2.6), obtenemos

|||Tw0,g[w
ε(x, t)]− Tw0,h[zε(x, t)]||| ≤ Ct0‖||wε − zε|||.

Como C[[0,∞);L1(Ω)] es un espacio métrico completo, y como hemos tomado Ct0 tal que
0 < Ct0 < 1, entonces, Tu0,g es una contracción estricta en el espacio de Banach Bt0 ,
y por el Teorema del Punto Fijo de Banach [26], Tu0,g tiene un único punto �jo, en el
intervalo [0, t0]. Para extender la solución al intervalo [0,∞), podemos tomar como dato
inicial uε(x, t0) ∈ L1(Ω) y si uε ∈ Bt0 es tal que |||uε||| < ∞, un argumento similar al
expuesto en los lemas anteriores, permite extender la solución hasta un intervalo [0, t1), con
t1 > t0. Iterando este procedimiento , obtenemos una solución de�nida en [0,∞).

Corolario. Con respecto al problema (2.3), se tiene que la masa total en Ω satisface

∫
Ω
uε(y, t)dy =

∫
Ω
u0(y)dy +

1

ε

∫ t

0

∫
Ω

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSydxds. (2.8)

Demostración

Si uε es una solución del problema (2.3), sustituyendo wε por uε en (2.0.1), obtenemos
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uε(x, t)− u0(x) =
1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)[uε(y, s)− uε(x, s)]dyds

+
1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds.

Integrando a ambos lados de esta última igualdad en x obtenemos

∫
Ω

[uε(x, t)− u0(x)]dx =

∫
Ω

[
1

ε2

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)[uε(y, s)− uε(x, s)]dyds

]
dx

+

∫
Ω

[
1

ε

∫ t

0

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSyds

]
dx,

de donde se desprende que

∫
Ω
uε(x, t)dx−

∫
Ω
u0(x)dx =

1

ε2

∫
Ω

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)uε(y, s)dydsdx

− 1

ε2

∫
Ω

∫ t

0

∫
Ω
Jε(x− y)uε(x, s)dydsdx

+
1

ε

∫ t

0

∫
Ω

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSydsdx.

Una aplicación del Teorema de Fubini [27], nos permite escribir esta última ecuación como

∫
Ω
uε(x, t)dx−

∫
Ω
u0(x)dx =

1

ε2

∫ t

0

∫
Ω

∫
Ω
Jε(x− y)uε(y, s)dydxds

− 1

ε2

∫ t

0

∫
Ω

∫
Ω
Jε(x− y)uε(x, s)dydxds+

1

ε

∫ t

0

∫
Ω

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, s)dSydsdx.

para obtener �nalmente
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∫
Ω
uε(x, t)dx−

∫
Ω
u0(x)dx =

1

ε

∫ t

0

∫
Ω

∫
∂Ω
G(x− y)g(y, s)dSydxds, (2.9)

de donde se desprende (2.8).

2.1. SOBRE UN PRINCIPIO DE COMPARACIÓN

En esta sección, presentamos unos resultados adicionales referentes al problema (2.3), en
particular, sobre la validez de un principio de comparación de las soluciones, para lo cual,
daremos algunas de�niciones preliminares.

De�nición 1: Una función uε ∈ C([0, T );L1(Ω)), es una supersolución de (2.3), si cumple:

• uε(x, 0) ≥ u0(x).

•

uεt(x, t) ≥
1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[uε(y, t)− uε(x, t)]dy +

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, t)dSy. (2.10)

De�nición 2: Una función uε ∈ C([0, T );L1(Ω)), es una subsolución de (2.3), si cumple:

• uε(x, 0) ≤ u0(x).

•

uεt(x, t) ≤
1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[uε(y, t)− uε(x, t)]dy +

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, t)dSy. (2.11)

Respecto de las supersoluciones tenemos:

Lema 3.

Sea u0 ∈ C(Ω), u0 ≥ 0, y uε ∈ C(Ω× [0, T ]), una supersolución de (2.3) con g ≥ 0. Entonces
uε ≥ 0.

Demostración:

Supongamos que uε(x, t) es negativa en alguna parte, esto lo podemos suponer ya que
uε(x, t) es continua. Consideremos vε(x, t) = uε(x, t) +ρt, con ρ > 0 su�cientemente peque-
ño, para que vε(x, t) siga siendo todavía negativa en alguna parte. Esto se tiene del hecho de
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que uε(x, t) es continua, y por el teorema del signo, existe una vecindad donde es negativa.
Sea (x0, t0) un punto donde vε alcanza su mínimo negativo en Ω × [0, T ], así que t0 > 0 y
como uε es supersolución, g ≥ 0 y G no negativa, entonces

vεt(x0, t0) = uεt(x0, t0) + ρ >
1

ε2

∫
Ω
Jε(x0 − y)[uε(y, t0)− uε(x0, t0)]dy+

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x0 − y)g(y, t)dSy + ρ >

1

ε2

∫
Ω
Jε(x0 − y)[uε(y, t0)− uε(x0, t0)]dy =

1

ε2

∫
Ω
Jε(x0 − y)[vε(y, t0)− vε(x0, t0)]dy ≥ 0.

Dado que J es no negativo, y vε(y, t0)− vε(x0, t0) ≥ 0 y ya que (x0, t0) es un punto crítico
de mínimo para vε, lo anterior no puede ocurrir. La contradicción ocurre al suponer uε < 0,
por lo tanto, debe ser uε ≥ 0.

Enunciamos el siguiente principio de comparación.

Lema 4

Sea Jε, Gε ∈ L∞(RN ), uε, vε, soluciones de (2.3), con datos iniciales u0, v0 ∈ L1(Ω), y
condición Neumann g, h ∈ L∞[(0, T );L1(∂Ω)] respectivamente. Supóngase u0 ≥ v0 y g ≥ h.
Entonces uε ≥ vε.

Demostración:

Sea wε(x, t) = uε(x, t)− vε(x, t). Si hacemos t = 0, entonces tenemos wε(x, 0) = uε(x, 0)−
vε(x, 0) = u0 − v0, pero por hipótesis se tiene que u0 ≥ v0, entonces u0 − v0 ≥ 0, así
wε(x, 0) ≥ 0. De otro lado, puede verse que

wεt(x, t) = uεt(x, t)− vεt(x, t) =

1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[uε(y, t)− uε(x, t)]dy +

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, t)dSy

−
{

1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[vε(y, t)− vε(x, t)]dy +

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)h(y, t)dSy

}
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=
1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[uε(y, t)− uε(x, t)]dy +

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, t)dSy

− 1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[vε(y, t)− vε(x, t)]dy − 1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)h(y, t)dSy

=
1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[uε(y, t)− uε(x, t)]dy − 1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[vε(y, t)− vε(x, t)]dy

+
1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, t)dSy −

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)h(y, t)dSy.

Usando propiedades de las integrales tenemos

=
1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[uε(y, t)− uε(x, t)− vε(y, t) + vε(x, t)]dy

+
1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)[g(y, t)− h(y, t)]dSy

=
1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[(uε(y, t)− vε(y, t))− (uε(x, t)− vε(x, t))]dy

+
1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)[g(y, t)− h(y, t)]dSy

y usando la de�nición para wε(x, t) se tiene

=
1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)[wε(y, t)− wε(x, t)]dy +

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)[g(y, t)− h(y, t)]dSy.

Por lo tanto, wε es una solución de (2.3) con dato inicial w0 ≥ 0 y frontera de Neumann
(g−h) ≥ 0. En particular, wε es una supersolución de (2.3), con dato inicial wε0 = uε0−vε0 ≥ 0,
y por el Lema 3, se tiene wε ≥ 0, de donde se concluye que uε ≥ vε.
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• En este trabajo se han estudiado modelos de difusión no-local análogos al problema
de Neumann clásico para la ecuación del calor.

Más concretamente se estudian ecuaciones de la forma
uεt(x, t) = 1

ε2

∫
Ω
Jε(x− y)(uε(y, t)− uε(x, t)) dy +

1

ε

∫
∂Ω
Gε(x− y)g(y, t) dSy,

uε(x, 0) = u0(x),

donde

Jε(z) = C1
1

εN
J(
z

ε
), Gε(z) = C1

1

εN
G(
z

ε
), C−1

1 =
1

2

∫
B(0,1)

J(z)z2dz,

Se demuestran los siguientes resultados:

1. Existencia y unicidad de soluciones,

2. Validez de un principio de comparación,

En resumen, en este trabajo se aborda el estudio de un problema de difusión no-
local reescalado usado por los autores en ([25]) con el �n de aproximar la familia de
soluciones a la solución del problema análogo de Neumann clásico, y que habían dejado
abierto el respectivo estudio de la existencia y unicidad de soluciones. El estudio
propuesto se basa en establecer que el problema está bien planteado y luego estudiar

20



CONCLUSIONES 21

la validez de un principio de comparación, para lo cual, se usaron técnicas clásicas del
análisis funcional y del análisis no lineal.
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Algunos de los trabajos que quedan pendientes y que se pueden desarrollar en esta dirección,
son los siguientes:

1. Estudiar problemas no-locales (existencia, unicidad, propiedades asintóticas, etc) don-
de la parte principal no es lineal.



ut(x, t) =

∫
Ω
J(x− y)|u(y, t)− u(x, t)|p−2(u(y, t)− u(x, t)) dy

+

∫
∂Ω
G(x− y)g(y, t) dSy,

u(x, 0) = u0(x).

El respectivo problema reescalado, también tiene pertinencia.

2. Estudiar problemas no-locales cuando Ω no es un dominio en RN sino un espacio de
medida general y la probabilidad de salto viene dada por núcleos simétricos J(x, y) y
G(x, y). 

ut(x, t) =

∫
Ω
J(x, y)(u(y, t)− u(x, t)) dµ(y)

+

∫
∂Ω
G(x, y)g(y, t) dSy,

u(x, 0) = u0(x),

donde Ω es un subconjunto abierto de un espacio topológico (con una medida dµ) y

22
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∂Ω es su frontera (con otra medida dSy).

3. Considerar problemas "mixtos", los cuales pueden ser de la forma



ut(x, t) =

∫
Ω
J(x− y)(u(y, t)− u(x, t)) dy

+

∫
Γ1

G(x, y)g(y, t) dSy,

u(y, t) = h(y, t) y ∈ Γ2,

u(x, 0) = u0(x),

donde
∂Ω = Γ1 ∪ Γ2.
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