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INTRODUCCION

La necesidad de modelar el entorno que nos rodea con el &nimo de dar soluciones matemé-
ticas a problemas de la vida diaria, nos ha permitido llegar a ecuaciones que, no sélo nos
ilustran la forma como actuan algunos fenémenos de la naturaleza, sino que ademaés, nos
han mostrado tener aplicaciones en una variedad de otras ramas de las ciencias, como la
Biologia, la Fisica, la Quimica, entre otras. La mayoria de estas ecuaciones son diferenciales
parciales, algunas de ellas lineales, otras no lineales. Una clase de modelos de difusién mas
recientes, son aquellos descritos por ecuaciones de difusién no local, los cuales han mostra-
do tener una amplia gamma de aplicaciones en diferentes ramas de las ciencias, como las
mencionadas anteriormente. Uno de los problemas clasicos de difusion es precisamente el
dado por la ecuacién del calor con condicién inicial, descrito por

{ut(m,t) =A u(z,t), (z,t)€Qx(0,T),
u(z,0) = ug(x), x € .

En este modelo, la funcion de densidad u(x,t), en un instante de tiempo ¢, depende direc-
tamente del punto z, y por ello se conoce como un modelo local, Q € RV,

La base de los modelos de difusién no local, es dado por un analogo a la ecuacién clasica del
calor (local), de tal manera que, el problema andlogo al descrito anteriormente esta dado
por la ecuacién

{ut(az,t) = fQ J(x —y)u(y,t) —u(z,t)|dy, (x,t)€Qx(0,T),
u(z,0) = up(x) x € Q.

Aqui, J es una funcién real simétrica no negativa definida en RY, de soporte compacto
en la bola unitaria, tal que [pn J(z) = 1. En este caso, el valor de la densidad u(z,t) en
cualquier instante de tiempo ¢, depende no sélo de x sino de todos los valores cercanos a x
determinados por el soporte de J a través de la convolucién.

IT



INTRODUCCION II1

Si u(z,t) es la densidad de poblacion para el punto x en el tiempo ¢, y J(x —y) es pensada
como la distribucién de probabilidad de salto de la ubicacién y a la ubicacién x, se tiene
que la convolucién

()t = [ =2t

es la razon a la que los individuos llegan a x de los otros lugares y. De manera similar,

—/ J(& — yyu(e, t)dy = —ulz, 1),
RN

es la raz6én a la que los puntos dejan la locacién z para ir a otras partes y.

En el primer capitulo (1), se presentara la analogia que existe entre los problemas de difusion
local y no local. En el capitulo (2) se probara la existencia de una tdnica solucion para el
problema, de difusién no local con condicién de Neumann

wi(z,t) = oz Jo 7 (F28) (w(y, t) — w(w, 1)) dy+

elgﬁ faﬂ J (w;y) g(yvt)dsw (l‘, t) € ﬁ X (O,T),

we(x,0) = up(z),x € Q,

y se completara el desarrollo de los objetivos propuestos, en el proyecto inicial.



CAPIiTULO 1

SOBRE LA ANALOGIA ENTRE LOS
PROBLEMAS DE DIFUSION LOCAL Y NO
LOCAL

Fl objetivo de este capitulo, es hacer una descripcién que nos permita ver la analogia que
existe entre el problema de difusién local y el no local, para lo cual seguiremos las ideas
dadas en [1], [2].

Sabemos que uno de los modelos de difusiéon mas sencillos, estd descrito por la ecuacién
diferencial parcial,

ut = Du:vac;

la cual proviene de la ley de conservacién

us + ¢$ = 07
v la ley de Fick’s,

¢ = _Du$7

en donde la constante de difusién D , indica qué tan rapido la cantidad medida por u, ya
sea particulas, sustancias quimicas, animales, calor, energia, etc., se transmite de altas a
bajas concentraciones.

Es bien conocido el hecho de que la solucién del problema de valor inicial
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=D TTH R, t y
{ut U T E >0 (1.1)

U<JZ,0) - uO('r)u r € R,

es dada por

u(z, t) = /% up(€) K (x — €, 1)de,

donde el nicleo de difusion K(y,t) es

L i
(& t,
Van Dt

Para algin &, y t > 0, el niicleo mismo es una solucion fundamental de la ecuacion (1.1), y
tiene las siguientes propiedades:

K(y,t) =

1. lim,_,o+ K(z — &,t) = 0 para cada x # £ fijo.
2. lim,_,o+ K(x — §,t) = +00 para z = &.
3. limy o0 K(z — &,t) = 0 para cada t > 0 fijo.

4. [ K(x—&t)de=1,1>0.

De esas propiedades, puede deducirse que el ntcleo es ademas, soluciéon del problema de
valor inicial

{ut:Dum, rzeR, t>0, (12)

U(.Z‘7O) = 5(x - 5)7 T e Rv
con §(xz — &) la funcion delta de Dirac.

Existen varias formas de entender lo que es la difusién: por ejemplo, en quimica y fisica,
es facil de deducir, razonando a un nivel atémico o molecular como sustancias difusas
sujetas a movimiento aleatorio. Esta descripcién microscopica de difusion estd basada en la
estadistica y el hecho de que 4tomos y moléculas colisionan aleatoriamente. Estas colisiones,
hacen que las moléculas se muevan de donde hay mayor a donde hay menor concentracién.
La difusion esta regida por la ley de Fick’s, (o ley de Fourier en el caso de la conduccion
del calor) que establece que ¢(x,t) = —Duy(z,t). Al sustituir esta relacion en la ley bésica
de la conservacion uy = —¢,., se obtiene la ecuacion de difusion

Ut = Dum
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Puede verse, cémo este modelo de difusién aparece desde un argumento estocastico basa-
do en movimientos aleatorios. Es decir, existe una relacion muy estrecha entre difusion y
probabilidad. Noétese por ejemplo, que la soluciéon fundamental a la ecuacién de difusiéon
generada por un punto fuente x = pu, y dada por el nacleo de difusion

1 _ <z4})ut)2
e
vVAr Dt

tiene un comportamiento muy similar a la funciéon de densidad de la distribucién de proba-
lidad Normal, la cual estd determinada por

K(x —p,t) =

1 _(e=p)?

e 202
vV 2ro?

donde p es la media de la distribucién, y o es la desviacién estandard, la cual mide la
dispersion alrededor de la media. Si se toma la desviacién standard dependiendo del tiempo
en la forma o = v/2Dt, de tal manera que la dispersion de los datos se incrementa con el
tiempo, se obtiene el ntcleo K(x — u,t); que es la solucion fundamental de la ecuacion de
difusién. De todas maneras, dicha relacion no es accidental. Obsérvese que si x es un punto
arbitrario en el eje de la equis, y se divide este eje en segmentos pequends de igual longitud
h, se obtiene la cadena de puntos ...,x — 2h,z — h,z,x + h,x + 2h,.... Si imaginamos
una particula moviéndose sobre esta cadena de manera aleatoria, de tal manera que, si
esta se encuentra en uno de esos puntos de la cadena en un tiempo t, entonces durante
un pequeno intervalo de tiempo 7, esta se mueve a la derecha de dicho punto con proba-
bilidad p y a la izquierda con probabilidad ¢ = 1 — p. Si u(z,t) representa la probabilidad
que la particula se halle en el punto x en el tiempo ¢, es posible obtener una ecuacién para u.

N(z,p,0) =

Existen dos formas de llegar al punto x en el tiempo ¢t + 7: La particula puede estar en la
posicién x — h en el tiempo t y saltar a la derecha, o bien, puede estar en la posicién = + h
en el tiempo t y saltar a la izquierda. Usando la ley de probabilidad total, se deduce que

u(z, t+7) =u(x — h,t)p + u(x + h,t)(1 — p),

que representa una ecuacion de diferencias en u. Ahora bien, expandiendo en serie de Taylor
tanto el lado derecho como el izquierdo, se obtiene

w(z,t) +ug(z, )7 + O(7%) = plu(z, t) — ug(x, t)h + %um(w, t)h? + O(h?))

U= p) (e, 1)+ g, O+ Sutaa i, R + O(AY),
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donde O(7?) indica los términos de mayor orden que contienen al menos la potencia 72, y
O(h3) indica los términos que tienen como factor al menos la menor potencia h3. La tltima
ecuacion se reduce a

2

1) = (1= 29) M (,) + ot 1) + O() + O,

En el caso especial p = %, y despreciando los tdltimos dos términos, obtenemos la ecuacién
de difusion

ug(x,t) = Dugy(z,t).

En el caso p # %, podemos asumir 2p — 1 = O(h), (lo que indica que la probabilidad
de movimiento de la particula a la derecha y a la izquierda es mas o menos la misma) y
razonando como antes se obtiene la ecuacién de difusién con flujo

ug(x,t) = Dugg(x,t) — cug(x,t).

Tradicionalmente, el modelo de difusion ui(z,t) = Dug,(x,t) es representado por la ecua-
cion de calor (semilineal)([1])

up = Au, (1.3)

la cual tiene asociado un funcional de energia, definido por la integral de Dirichlet

1
eolu] :/ ~|Vu|?dz. (1.4)

Q2
La energia (1.4) es una cierta medida de cuanto u se desvia desde una posicion dada. Es
facil ver que eglu] > 0y eglu] = 0 si u = constante. En ([1]), se describe una medida

alternativa de este mismo hecho por el funcional (de energia)

e10lu] = / / %J(m — ) (u(@) — uly))2dady, (1.5)

para alguna funcién no negativa J(z), con [J(x)dx = 1 y simétrica (J(z) = J(—=x)).
Es claro, que estas caracteristicas asociadas a J tienen que ver con las caracteristicas del
nicleo K(y,t) asociada a (1.1). Notese que eip[u] > 0y e1o[u] = 0 si uw = 0. A partir de
la analogia entre estos dos funcionales de energia ¢ con €19, en [1], el autor muestra la
respectiva analogia entre Au y J*u—wu, de tal manera que el andlogo no local a la ecuacion
(1.3) es dada por

u = Jxu—u. (1.6)
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Aqui, si u(z,t) representa la densidad en el punto x en el tiempo t y si J(x —y) representa la
distribucion de probabilidad de saltar de la posicion y a la posicion z, entonces (J xu)(x, t)
es la razén con la cual los individuos llegan a la posicion x desde todas la posiciones y
—u(x,t) = — [pn J(x — y)u(x, t)dy es la razon con la cual los individuos van de la posicion
x hacia cualquier otra posicién y. Estas consideraciones, en ausencia de fuentes externas,
lleva inmediatamente al hecho de que la densidad u satisface la ecuacion (1.6). La ecuacion
(1.6) es llamada Ecuacion de Difusién No-Local.

Ecuaciones de la forma (1.6) y variantes de ella, se han usado para modelar procesos de
difusién y se han estudiado ampliamente desde el punto de vista analitico, puede verse por
ejemplo las referencias [3],[4], [5],[6], [7],[8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18],
[19]. Algunas aplicaciones importantes, pueden encontrarse en [20], [21], [22] y [23] entre
otras. Como puede verse en la literatura sobre el tema, asi como ocurre con el caso local,
el estudio de los modelos de difusién no-local tiene su importancia no sélo desde el punto
de vista de la matemética pura, sino también desde el punto de vista de la matematica
aplicada.



CAPITULO 2

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES
PARA UN PROBLEMA DE DIFUSION NO
LOCAL

Como lo mencionamos en el capitulo anterior, los problemas de difusién no locales tienen
una analogia con los problemas locales. Los autores en (|24]), recientemente estudiaron el
problema de difusién no local dado por la ecuacién

{utw) /Q T =) (ulot) =l )y + [ Gla=)o(y.0)dS,, o
u(z,0) = up(z),

definido en © x (0,7"), considerado como el analogo al problema de Neumann (local)

ug(x,t) — Au(x,t) =0 (x,t) € Q@ x (0,7,
auén N gty (a.t) € 00 % (0,7), (2.2)

w(z,0) = up(z)  z €.

Aqui, Q € RY es un dominio acotado, conexo y con frontera suave. El ntcleo J : RN — R
es una funcién suave no negativa, acotada, simétrica (J(z) = J(—z)), de soporte compacto
en la bola unitaria, tal que
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/RN J(2)dz = 1,

El nucleo G(z) tiene las mismas caracteristicas del ntcleo J, el dato inicial ug(x) es no
negativo y ¢g(y,t) es una funcién dada regular. En este modelo, los individuos solo pue-
den saltar dentro de Q (lo que esta reflejado en la primera integral sobre ), y sobre la
frontera de Q (02) se impone que la cantidad de individuos que entran (si g es positi-
va) es G(z — y)g(x,y). Esto es lo que en el caso no local, se conoce como condiciones de
Neumann. Los autores estudiaron lo referente a la existencia y unicidad de las soluciones,
estudiaron un principio de comparacion asociado a este problema y trabajaron lo referente
al comportamiento asintético de las soluciones.

El problema (2.1) estudiado por los autores en [24] fue presentado como un modelo no local,
analogo al problema de Neumann local (2.2), con la ventaja que el trabajo realizado en el,
puede extenderse a flujos no lineales de la forma (g(z,y) = f(u(y,t))), como por ejemplo
(uP) entre otros, sin que requiera extensiones que podrian complicar el analisis respectivo.
Ademas de la existencia y unicidad de las soluciones, asi como el estudio de un principio de
comparacioén, los autores estudiaron el comportamiento asintético de las soluciones cuando
t — 00, dejando abierto el problema de cémo seria el anélisis para relacionar soluciones de
estos modelos, con las soluciones del problema clasico de Neumann (2.2). Es precisamente
esa tarea, la que realizan los autores en ([25]), para la cual requieren de un reescalamiento
de los nucleos, necesitando entonces de considerar la familia de problemas de difusién no
local descrita por

1 1
we.t) =g [ -0 @y [ Gle-vatnas,

T

Je(z) = Cle—NJ(E), Ge(x) = CH}NG(;L

C1 una constante de normalizacion. Mostraron que las correspondientes soluciones u€, con-
vergen a la solucion de (2.2), cuando el parametro e tiende a cero, en el sentido de la
convergencia débil estrella, en la topologia-L>°, (|25]), dejando abierto el estudio de la
existencia y unicidad de las soluciones de (2.3).

El objetivo fundamental del presente trabajo es demostrar que el problema (2.3) tie-
ne una tnica solucion u¢ € C[[0,00); L'(Q)], para todo ug € L'(Q) y para cada g €

L2 [(0,00); L1 (0€2)]. Con este fin, necesitamos los siguientes resultados auxiliares.
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2.0.1. Resultados preliminares
En esta seccion, utilizaremos el Teorema de Punto Fijo de Banach [26] para mostrar exis-

tencia y unicidad de soluciones para la ecuacion (2.3). Para tal efecto, dado tg > 0 fijo,
consideraremos el espacio de Banach definido por el conjunto de funciones continuas

By, = C([0,to); L'(2)),

con la norma dada por

Il = g [ Ola0) = s [ . 0lde = [ fote.olds.

Cambiando u por w y t por s en (2.3), obtenemos

1
uitr,s) = 5 [ e s —u@ [ Gle-vawis, |,

™M

Aqui, dSy es el diferencial de superficie. Integrando (2.4) de 0 a t obtenemos

1/t 1/t
w€(:c,s):w0(x)+62/0 /QJe(x—y)[wg(y,s)—we(x,s)]dyds—i—e/0 BQGe(x—y)g(y,s)dSyds.

Definimos el operador T : B;, — By, como

I I
Tupy = unla)+ 5 [ [ Jla—)lu(ys)—w (o s)ldyds > [ [ Gulo—plg(y. s)dS,ds.
€& Jo JQ €Jo Joa
(2.5)
Con respecto a este operador definido, tenemos el siguiente resultado.

Lema 1. El operador Ty, 4 dado en (2.5) esta bien definido como aplicaciéon de By, sobre
By,.

Demostracion:
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Sea, g c L?;C[(O, OO);Ll(aﬁ)], 0<t; <ty <ty wte Bto, HJ€HOO =Ky HGeHoo = K.

Realizando los célculos respectivos tenemos

Towg,g[w (x,t1)] = T g[w (z, 2)] Tog,glw (2, t1)] = Tig,g[w(, t2)]|dz =

L(Q) N /Q
/tl/ (2 — )Wy, 5) — w(x, s)]dyds

t1
! / Gl — y)gy, 5)dS,ds—
o0

t2
{ 25 [ e = lus) - o o)duds
t2

/ [ Gt~ y)g(y,s)dSyds] dz =

/ / ' / (z — y)[w(y, s) — w(x, s)]dyds

€Jo
—mm—Z/”/Lw—mwm@—wmﬂ@@

to
i/ Ge(x —y)g(y, s)dSyds|dx =
0

Q
a>+-EAI[;ux—wmﬂ%$—w%a@uw3

—un(e) =g [ [ e = ) (5.5) = (o )lduds

t1
/ / Ge(z —y)g(y, s)dSydsdx
0 o0
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-[3 / [ e = 5) = s

1 [t
—= / Ge(x —y)g(y, s)dSyds
€ t1 o0
-,

dx

5/ [ el 5) = e sy

L[
+/ Ge(z —y)g(y, s)dSyds|dx
€ t1 o0

<1/

to
[ [ e = () - (e 9)dyds) o
t1 Q
)
_i_f
€Jo
A
<
_62 QJty
1 t2
ol
€Ja t1
L
<
— e Jaly Ja
1 t2
vl
eJaJy Joa
L
<
— e Joty Ja
1 b2
S Ge<x—y>Hg<y,s>
€JaJy Joq

t2
/ Ge(z —y)g(y, s)dSyds|dx
t1 o2

/QJE(.Z‘ —y)[w(y, s) — w(x, s)|dyds|dx

Ge(x —y)g(y, s)dSyds|dx
o0

Je(z — y)[w(y, s) — w(x, s)]|dydsdx

Ge(z —y)g(y, s)|dSydsdx

w(y, s) — w(x, s)]|dydsdx

,w_y)‘

dSydsdzx.
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Usando ahora

1. / dzx = |92, es el volumen de .
Q
to

2. / / |Je(x — y)|dsdr = Kq(t2 — t1).
t1 Q

t2
3. / / Gz — y)|dsdz = Ka(ts — 1),
t1 Q

podemos concluir que

K
(2= tgel |

Two,g[we($>t1)] - Twmg[we(x?tQ)] <

L)

K
dy + (1 — 1) 2210 / 19y, )[dS,
€ oN

’U)€(y, 8) - we(xa S)

Ahora bien, podemos notar que

<|w(y, s)

)

—i—‘we(x,s)

(0) ~ (o,

as{ que para la primera integral del lado derecho de esta tltima expresiéon tenemos

J

w(y, s) — w(z, s) dy

dy + / ‘we(ac, s)
Q

dyé/’we(y,S)
Q

< lwl] + [[wl] = 2[[wl],
y para la segunda integral
| 19t0:5)145, < gl a1 o0

con lo cual, finalmente obtenemos
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| <
LH(Q)

, K K
(2 = trymc{ 1. 5101 “2 0 {2l + ol oo om -

Towe,g[w (1)) = T g[w (,2)]

De la desigualdad anterior se desprende que el operador es continuo en t € (0,%p]. Ahora
veamos la continuidad en 0, para ello, vemos que

’ LY(Q) _/Q

wia)+ 5 [ [ o= )l (y.5) = (o s)ldyds

Lo glw® (2, 8)] = wo ()] da

g

Lo glw* (2, 1)] = wo ()]

1 t
—i—/ Ge(z —y)g(y, s)dSyds — wo(z)|dx
€Jo Joq

<J.

1 t
e /0 /QJE“” )0 (y5) —w(z, ))dyds

¢
+1 / Ge(z —y)g(y, s)dSyds|dx.
€Jo Joo

Razonando como antes, obtenemos

De esta manera tenemos la continuidad en ¢ = 0. Por lo tanto el operador es continuo en
t € [0, o). Notese ademas que como funcion de x, el operador es continuo. Esto se desprende
del hecho que la convolucion en el espacio con la funcién J es uniformemente continua. En
conclusion, para algin wy € LY(Q2), w® € By, y g € L[(0,00); L' ()], se concluye que el
operador Ty, , € C([0,%0]; L'(£2)). De esta manera, T, 4 aplica By, sobre By,.

Lo g[w* (2, 1)] =wo ()]

, K Ky
< (1) max{l, K m\,m}{z||w||\+\|g|rLoo[(o,to>;L1(aQn}.
LY(Q) € €
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El siguiente resultado es importante en la demostracion del teorema sobre la existencia y
unicidad de las soluciones para el problema (2.3).

Lema 2

Sea wo, ug € LY(Q), g,h € L®[(0,t0); L}(0)] y w¢, 2¢ € By,. Entonces existe una constante
C=0C(9,Je,Ge) tal que

[ Two g [w (2, 8)] =T [ (2, D] < [[wo—20][ 1) +Clo{[l|w =2+ lg=hl| oo (0,0);£1 (902)] }-
(2.6)

Demostracion:

Realizando calculos similares como en el Lema 1, tenemos

oyl (2.0) = Tl o) || = [ ool = Tapl . 0] =
1 t
Lo+ 5 [ [ o=l 5) = (o)l
1 t
| o= nlatyoas,is

o)+ 5 [ [ o=l ) - (= s

+ 6/0 - Ge(z —y)[h(y, s)]dSyds} dx

o [ = )l () = (o) s
/ Ge(x —y)[g(y, s)]dSyds
o2

()= 3 [ el 5) = (o5

dx

] et Jas,is]

€



CAPITULO 2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES PARA UN PROBLEMA DE DIFUSION NO LOCAL14

),

(un(e) =z0(a)) + 35 [ [ Tole =)l 0:5) = 2 () = (0 (02 5) = =, 9) s

dzx

41 / Gl — y)g(y. s) — h(y, s)]dS,ds
€Jo JoQ
< [ tun(a) —o(a) o

dx

/ / T — )Wy, 8) — 255, 5)) — (W (. 5) — 25(x 5))]dyds
0 Q

6/
_|_7
Q

v
EQQ

dx

/ Ge(z —y)lg(y,s) — h(y, s)|dSyds
0 JoQ

< flun(@) - 20(a) s

+5 [ [ 1o = ) - (0o
w5 [ [ [ 1e =l e.) - oot
o [ ] 1o =l s) = by s)as,dsiz

< llwo(z) — 20(@)llz1 (@

ramix( O [ 10 ) <9y
—l—/ﬂ|(w€(x,s) —ze(a:,s))|da:}

+mix(1, Z21920} (1) [ lolo.5) = by, 9)as,

< llwo(z) — (@)l

+Cto{|\|wf ol +1lg - hr|Loo[<o,t0);L1<am]},

en donde K X
Cty = méx{1,2- 10, =2|Q}.
€ €



CAPITULO 2. EXISTENCIA' Y UNICIDAD DE SOLUCIONES PARA UN PROBLEMA DE DIFUSION NO LOCAL15

2.0.2. Resultado fundamental

Como consecuencia de los lemas anteriores, podemos enunciar el siguiente teorema de exis-
tencia y unicidad:

Teorema. Para todo ug € L'(Q), existe una tnica solucién u¢ € C[[0,00); LY(Q)] del
problema (2.3).

Demostracion: Recordando el Lema 2,

| Towg,g[wS (2, )] =Tog 1 [2 (2, O]I|| < [|wo—20| 11 () +Cto{ [[|w—2[|[+[lg—]] oo [(0,t0): L1 (902 }-
(2.7)
Si escogemos tg suficientemente pequeno, de tal manera que Cty < 1 y hacemos zg = wg =

ug, g = h en (2.6), obtenemos

[ Two g [w (2, 8)] = T [z (2, D]|I] < Col||w = 2]

Como C][0,00); L(2)] es un espacio métrico completo, y como hemos tomado Ctg tal que
0 < Ctp < 1, entonces, T, 4 es una contraccién estricta en el espacio de Banach By,
y por el Teorema del Punto Fijo de Banach [26], T}, 4 tiene un tnico punto fijo, en el
intervalo [0,to]. Para extender la solucion al intervalo [0, 00), podemos tomar como dato
inicial uf(x,to) € LY(Q) y si u¢ € By, es tal que |||uf]|]] < oo, un argumento similar al
expuesto en los lemas anteriores, permite extender la solucion hasta un intervalo [0, 1), con
t1 > to. Iterando este procedimiento , obtenemos una solucion definida en [0, co).

Corolario. Con respecto al problema (2.3), se tiene que la masa total en ) satisface

/Quﬁ(y, t)dyZ/Quo(y)diji/o /Q - Ge(z —y)g(y, s)dSydxds. (2.8)

Demostracion

Si u€ es una soluciéon del problema (2.3), sustituyendo w€® por u€ en (2.0.1), obtenemos
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u(x,t) —up(z T2 / / (x — y, ) — u(z, s)|dyds
i /0 | Gele = v)g(y, 5)dSyds.

Integrando a ambos lados de esta tltima igualdad en = obtenemos

/Q[ue(a:,t) —ug(z)]dr = /Q [512 /Ot /Q Je(x —y)[u(y,s) — ue(x,s)]dyds} dx
—i—/g[i /Ot o Ge(w — y)g(y,s)dSyds] dz,

de donde se desprende que

/Q () — /Q 2)de = = / / / (x — y)uc(y, s)dydsda
/ / / (x — y)uc(z, s)dydsdz
- /0 /Q " Gelz — y)g(y, s)dS,dsdz.

Una aplicacion del Teorema de Fubini [27], nos permite escribir esta altima ecuacién como

/ (= 75)d90_/u0 dm_EQ/ // (x—y ,8)dydzds
/// (x — y)u(z, s)dydxds + — // 8QG z —y)g(y, s)dS,dsdz.

para obtener finalmente
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/Q (2, t)dz — /Q wo(z)dz = % /0 t /Q [ G~ y)aly. )i drds. (2.9)

de donde se desprende (2.8).

2.1. SOBRE UN PRINCIPIO DE COMPARACION

En esta seccion, presentamos unos resultados adicionales referentes al problema (2.3), en
particular, sobre la validez de un principio de comparacién de las soluciones, para lo cual,
daremos algunas definiciones preliminares.

Definicién 1: Una funcién u¢ € C([0,7); L1(2)), es una supersolucion de (2.3), si cumple:

e u(xz,0) > up(x).

u(z,t) > — / T — )y, t) — (@, Oy + ~ [ Gelw — y)g(y,8)dS,. (2.10)
€ 9) € Jon

Definicién 2: Una funcién u€ € C([0,T); L1(Q)), es una subsolucion de (2.3), si cumple:

o u(z,0) < wup(x).

1 1
wlet) < 5 [ Jle =l @0y + ¢ [ Gla=o(w.0ds,. 211)
Respecto de las supersoluciones tenemos:

Lema 3.

Sea ug € C(Q), up > 0, y u¢ € C(2x[0, 7)), una supersoluciéon de (2.3) con g > 0. Entonces
u¢ > 0.

Demostracion:

Supongamos que uf(x,t) es negativa en alguna parte, esto lo podemos suponer ya que

u(x,t) es continua. Consideremos v(x,t) = u®(z,t) + pt, con p > 0 suficientemente peque-
no, para que v(z, t) siga siendo todavia negativa en alguna parte. Esto se tiene del hecho de
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que u(z,t) es continua, y por el teorema del signo, existe una vecindad donde es negativa.
Sea (z,tp) un punto donde v¢ alcanza su minimo negativo en Q x [0,77], asi que tg > 0y
como u€ es supersolucion, g > 0 y GG no negativa, entonces

1
vg (20, to) = ug(zo,to) +p > = /Q Je(xo — y)[u(y, to) — u(xo, to)|dy+
1 1
- Ge(zo —y)g(y,t)dSy + p > 2/ Je(zo — y)[u(y, to) — u(xo, to)]dy =
€ Joq € Ja
1

2 | Je(@o =yl (y, to) — v(zo, to)ldy = 0.
Q

Dado que J es no negativo, y v¢(y, tg) — v“(zo,to) > 0 y ya que (xq,tp) es un punto critico
de minimo para v¢, lo anterior no puede ocurrir. La contradicciéon ocurre al suponer u < 0,
por lo tanto, debe ser u¢ > 0.

Enunciamos el siguiente principio de comparacion.

Lema 4

Sea J.,G. € L¥(RYN), uf,v¢, soluciones de (2.3), con datos iniciales ug,vg € L'(Q), y
condicion Neumann g, h € L>®[(0,T); L*(0)] respectivamente. Supéngase ug > vg y g > h.
Entonces u¢ > v°.

Demostracion:

Sea w(x,t) = u(x,t) — v°(x,t). Si hacemos t = 0, entonces tenemos w®(z,0) = u(x,0) —
vé(x,0) = ug — vp, pero por hipdtesis se tiene que ug > v, entonces uyg — vg > 0, asi
we(x,0) > 0. De otro lado, puede verse que

w,f(x,t) = ui(m,t) - vf(xat) =

5 [ e =) — @y + 1 [ Guto — gty 0as,

€

1
—{62 /Q Je(z —y)[v*(y, t) — v(z, t)]dy + - ” Ge(z — y)h(y, t)dSy}
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:612 Je(z —y)[u (yﬂf)ﬂf(fwt)]dzﬁ1 mGe(ﬂf*y)g(yvt)dSy
EQ/J v (y, t) — v¥(, 1)) y—/Ga:— y)h(y, 1)dS,
= 5 [ 2 )~y — 5 [ e Dl ) — 0
+2 [ Gla— ol 0dS, - [ Gela—y)h(y1)ds,,

€ Jon 0

Usando propiedades de las integrales tenemos

- e% /Q Je(x — y)u(y, 1) — u(z,t) — v(y, 1) + v(z,1)]dy
1 Ge(x —y)[g(y,t) — h(y,1)]dSy

€ Joq
- / (z — (y, 1) —v(y, 1)) — (u(z,t) —v(,1))]dy
41 Ge(r —y)[g(y,t) — h(y,t)]dS,

€ Jon

y usando la definicion para w(z,t) se tiene

=L gt ) — @ Oy + © [ Gele —w)lgnt) — by, ]S,
e Jo € Joq

Por lo tanto, w® es una solucién de (2.3) con dato inicial wy > 0 y frontera de Neumann
(g—h) > 0. En particular, w* es una supersolucion de (2.3), con dato inicial w§ = u§—v§ > 0,
y por el Lema 3, se tiene w*® > 0, de donde se concluye que u® > v°.
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e En este trabajo se han estudiado modelos de difusién no-local andlogos al problema
de Neumann clésico para la ecuacién del calor.

Maés concretamente se estudian ecuaciones de la forma

w@t) = & [ La= w0 v @)+ ;[ G -na.0ds,

u(z,0) = up(x),

donde

B S B A :
J(2) =0 I (3), Ge) = 01360, ¢ _2/3(0,1) J(2)22dz,

Se demuestran los siguientes resultados:

1. Existencia y unicidad de soluciones,

2. Validez de un principio de comparacién,

En resumen, en este trabajo se aborda el estudio de un problema de difusién no-
local reescalado usado por los autores en ([25]) con el fin de aproximar la familia de
soluciones a la solucién del problema anilogo de Neumann clasico, y que habian dejado
abierto el respectivo estudio de la existencia y unicidad de soluciones. El estudio
propuesto se basa en establecer que el problema estd bien planteado y luego estudiar

20
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la validez de un principio de comparacién, para lo cual, se usaron técnicas clasicas del
andlisis funcional y del analisis no lineal.
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Algunos de los trabajos que quedan pendientes y que se pueden desarrollar en esta direccién,
son los siguientes:

1. Estudiar problemas no-locales (existencia, unicidad, propiedades asintoticas, etc) don-
de la parte principal no es lineal.

(2, 1) = /Q J(@ = y)luly,t) — u(z, )P (u(y, t) — ulx,t)) dy

+ [ Gz —y)g(y,t)dSy,
o0

u(z,0) = up(x).

El respectivo problema reescalado, también tiene pertinencia.

2. Estudiar problemas no-locales cuando Q no es un dominio en R” sino un espacio de
medida general y la probabilidad de salto viene dada por nucleos simétricos J(x,y) y

G(z,y).
un(at) = /Q T () (uly, 1) — u(z, £)) du(y)

+ [ G(z,y)9(y,t)dSy,
o0

u(z,0) = up(z),

donde Q es un subconjunto abierto de un espacio topolégico (con una medida du) y

22
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09 es su frontera (con otra medida dS,).

3. Considerar problemas "mixtos", los cuales pueden ser de la forma,

donde

i, 1) = /Q J(& - y)(ulyt) - ulz, 1)) dy
+ g G(z,y)g(y,t)dS,,

U(y,t) = h(yvt) AS F2>

u(x,0) = ug(z),

o =T1UTs.
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